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Abstract : For a projective variety X and a line bundle L over X,
one considers the L—twisted global differential operator algebra Zr(X)
which naturally operates on the space of global sections H°(X, L). In the
case where X is the wonderful compactification of the group PGLs, one
proves that the space H(X, L) is an irreducible representation of the alge-
bra Zr,(X) or zero. For that, one introduces a 2—order differential operator
which is defined over whole X but which does not arise from the infinitesimal
action of the automorphism group Aut(X).

Introduction

According to the famous Borel-Weil theorem, if X is a flag variety and
if L is a line bundle over X, then the space H’(X,L) is an irreducible
representation of the Lie algebra of the automorphism group of X, or 0.
If G is the wonderful compactification of an adjoint semisimple algebraic
group G, then all the line bundles over G are G x G—linearized (G being
the universal covering of G) and the space of global sections H(G, L) is
a representation of G x G which is reducible in general. Now, the algebra
91,(G) operates on H%(G, L) too; that algebra is the global section algebra of
a sheaf of algebras defined from L and the sheaf of differential operators over
G. In the case where G is PGL3, one gives a 2—order differential operator
defined over whole G ( cf. théoréme 8.4). Then, by using this operator, one
proves that the space HY(G, L) is irreducible (or zero) as a Z1,(G)—module,
for all line bundles L over G. One finishes with a similar result over the
< complete conic variety > (cf. théoréme 10.1).

Résumé : A une variété projective X et a un fibré en droites L sur X,
on peut associer une algebre 71 (X), l'algebre des L—opérateurs différentiels
globaux sur X, qui opere naturellement sur ’espace des sections globales
H°(X,L). On montre ici que dans le cas particulier ot X est la compactifi-
cation magnifique du groupe PGL3, 'espace H(X, L) est soit nul soit une
représentation irréductible de l'algebre Zr(X). On introduit pour cela un
opérateur différentiel d’ordre 2 défini sur tout X mais qui ne provient pas
de l'action infinitésimale sur X du groupe d’automorphismes Aut.X.
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Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.

Introduction

D’apres le célebre théoreme de Borel-Weil, si X est une variété de dra-
peaux et si L est un fibré en droites sur X, alors, lorsqu’il est non nul,
I'espace HY(X, L) est une représentation irréductible de I’algebre de Lie du
groupe des automorphismes de X. Si G est la compactification magnifique
d’un groupe algébrique semi-simple adjoint G, alors tout fibré en droites
L sur G est G x G—linéarisé (@ est le revétement universel de G) et l'es-
pace des sections globales H°(G, L) est une représentation de G xG qui
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est réductible en général. Mais sur H°(G, L), 'anneau Z1(G) opere aussi;
c’est 'algebre des sections globales d’un faisceau d’algebres défini a partir
de L et du faisceau des opérateurs différentiels sur G. On donne ici dans le
cas particulier o G = PGLj3 un opérateur différentiel d’ordre 2 défini sur
tout G (cf. le théoréme 8.4). Puis on démontre en utilisant cet opérateur
que 'espace H°(G, L) est irréductible (ou nul) comme Zp,(G)—module pour
tout fibré en droites L sur G. On termine par un résultat analogue sur la
variété des < coniques completes > (cf. le théoreme 10.1).

1 Opérateurs différentiels sur une variété

Soit X une variété algébrique lisse.

On rappelle ici la définition du faisceau Zx des opérateurs différentiels
sur X.

On note &ndx(Ox) le faisceau des k—endomorphismes locaux de Ox.
On identifiera Ox a un sous-faisceau &ndy(Ox ).

On pose : .@)(?) = Ox et pour tout n > 0 et tout ouvert U de X :

U, 20y =

{d € Bndy(6y) : ¥V CU ouvert ,¥a € ox(U), [dv,a] € 25" (V)} .
Définition 1
Dx = Unzo.@)(?) .

On notera Z(X) 'anneau I'(X, Zx ) des opérateurs différentiels globaux
sur X.
EXEMPLE : Si P! = {[zg: 7] : (w0,21) € k* \ {(0,0)}}, alors :

.@(Pl) = k[.%'oaxo, .%'oaxl s 1‘18.%’0]
(avec 210z, = —x005,).

1.1 Opérateurs différentiels tordus par un faisceau inversible

Soit .Z un faisceau inversible sur X. On rappelle que le faisceau d’algebres
des opérateurs différentiels tordus par .2, noté Y ¢, est un sous-faisceau de
Endy (L) défini comme le faisceau Py, par récurrence :

On pose .@g) = Ox et pour tout n > 0 et tout U ouvert de X :
T, 25t =

{d € Endy(ZL|y) : YV CU ouvert ,Va e Ox(V), [dly,a] € .@g)(V)} .
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Définition 2
Doy = @(")
= Up>0%4 .

EXEMPLE : Soient n € Z et %, := Opi1(n) le faisceau inversible des
fonctions n—homogenes. On a :

D, (PY) = k[200z,, 200z, , 71070]

(avec 210z, = n — 00z, )-
Remarques :
1) On a un isomorphisme de faisceaux d’algebres :

- -1
.@g_f%.%(%f )

2) L’algebre Z¢(X) opere naturellement sur tous les groupes de coho-
mologie H'(U,.%), pour tout i > 0 et tout U ouvert de X.

1.2 Action de groupes

Si G est un groupe algébrique qui agit algébriquement sur X et si .Z
est un faisceau inversible G—linéarisé sur X, alors l'action infinitésimale de
l'algebre de Lie de G, g, sur X (cf. [2][§1]) induit un morphisme naturel
d’algebres associatives :

Ulg) = Z¢(X)

(ot U(g) est l'algebre enveloppante de g).
EXEMPLE : — Si X = P! et G = SLo, sly son algébre de Lie, alors on
a un morphisme surjectif :

Ul(sly) = 24, (PY)

01 00 10
= — 21040, — 200z, , =200z + 10z, -
(0(]) ) (10) ; (Ol) 1Yz oYz 0Vzq 1Vx,

— En revanche, si X est Iéclatement de P2 en 0 := [1 : 0 : 0], si
* %k 3k
G :=AutX = { Oxx| € PGLg(k)}, le morphisme :
0 x *
Ulg) = 2(X)

n’est pas surjectif.
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2 Compactifications magnifiques des groupes ad-
joints

Soit G un groupe algébrique linéaire semi-simple et adjoint. On notera
R : G — G son revétement universel (CA? est semi-simple simplement connexe
et ker R est le centre de G). On notera g l'algébre de Lie de G.

Les multiplications a gauche et a droite définissent une action de G x
G sur G. D’apres [1, §2], il existe une compactification magnifique de G
c-a-d une variété projective, lisse et connexe, notée G qui contient G telle
que :

i) G x G agit sur G et cette action prolonge I'action sur G ;

ii) G est ouvert dans G';

iii) si on note Zi,...,Z, les composantes irréductibles de G \ G (les
diviseurs limitrophes), alors G\ G = Z1U..UZ, est un diviseur a croisements
normaux et r est le rang de G ;

iv) chaque adhérence de G x G—orbite de G est I'intersection (transverse)
des Z; qui la contiennent ;

v) lintersection Z1 N ... N Z, est 'unique orbite fermée de G.

3 Immersion dans un produit d’espasces projectifs

Soient T' C B un tore maximal et un sous-groupe de Borel de G.On pose
T := R(T), B := R(B). Soient oy, ..., a, la base correspondante du systéme
de racines de (G, T) (les a; sont en fait des caracteres de T'). Soient wy, ..., wy
les poids fondamentaux correspondant & cette base (ce sont des caracteres
de T). Notons p; : G — GL(V,,), ..., pr : G — GL(V,,.) les représentations
irréductibles de G associées.

Posons aussi pour tout i : E,, := End(V,,,).

Considérons

i:G—P(E,) x..xP(E,)

g = ([pl(g)]7 ) [pr(g)]) :

Le morphisme i est une immersion et on peut identifier G & i(G).
On notera pour tous g, ¢’ € G, x € G, gzg = (g,4 ).z

3.1 Notations

Fixons quelques notations.

Soient B~ (resp. B™) le sous-groupe de Borel opposé a B relativement
aT (resp. opposé a B relativement a T).

On notera aussi U et U~ les radicaux unipotents de B et B~, n et n~
les algebres de Lie de U et U™.

La variété G possede un unique point fixe pour B~ x B. Notons le z. Pour
tout caractere A de T’ dominant (par rapport a B ), on note V) le G—module
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irréductible de plus haut poids A et A* le plus haut poids du G—module
irréductible dual V; On choisit vy € V) et v*, € V¥ un B—vecteur propre

de poids A et un B~ —vecteur propre de poids —A\ tels que (v v Ux) = 1. De

méme, on choisit un B~ vecteur propre v_y~ € V) et un B—vecteur propre
vi. € Vi¥. Si on considere G comme une sous-variété fermée de P(E,,) x
.. X P(E,,) et compte tenu de 'identification :

sz - Vwi ® V:z

on a:
z = ([—w; ® V], ooy [V—wr @ V) -

4 La grosse cellule

Il existe un ouvert (unique) de G, noté (G)o et appelé la grosse cellule,
qui est B x B~ invariant et isomorphe a un espace affine.

De plus, G = (G x G).(G)p et BB~ = (G)o N G.
De plus, la décomposition BB~ = UTU~ ~ U xT xU~ se < prolonge > a

(@)o. En effet, si on pose (T)g := T N (G)g, on a un isomorphisme :
U x (T)O xU™ — (@)0

(u, z,u") = uzu’ .

Ajoutons que pour tout 1 < ¢ < r, le caractere «; : T — Gy, se pro-
longe en un morphisme, encore noté «; : (T)g — Al et que I'on a aussi un
isomorphisme :

(T — A"
x = (aq(z), ..., (2)) .
Pour simplifier, on notera encore «; les morphismes :
(@)0 — Al
uzu' — a;(z)

(pour tout u € U et tout v’ € U™).

En particulier, k[(G)o] = k[U x U7 ][aq, ..., o]

En fait, on a aussi :

(@0 = {([A1], - [A]) € G CP(Ey,) x . X P(By,) : ¥1<i <, fi(A;) £ 0}

ou pour tout 7, f; est la forme linéaire :
fit By, =k, A (v, Av_yr)

De plus, les diviseurs limitrophes Z; vérifient :

N(@o={ze @ : ailz) =0} .
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5 Le groupe de Picard

Rappelons la description des fibrés en droites (ou des faisceaux inver-
sibles) sur G.

Tous les faisceaux inversibles sur G sont G x G—linéarisés de maniére
unique de plus :

Proposition 5.1 (cf. [1, §8]) On a un isomorphisme :
7" — Pic (G)
(1, erm0) = (Op( ) ()R- BOp (s, (00)) [ -
Si A =njwy + ... + nyw, est un caractere de f, on posera :
2y 1= (Op(p.,) (M)B..BOp(p, () |7 -

En particulier, sur la fibre %) |, le tore TxT agit avec le poids (A", —=\*)
ou si 'on note W le groupe de Weyl de (G,T) et wy ’élément le plus long
de W, \* := —wpA.

Remarque : si on note 0x(Z;) le faisceau inversible associé au diviseur
Zi, on a un isomorphisme de faisceaux G x G'—linéarisés :

ﬁa(zl) ~ ja:f .

6 Sections des faisceaux inversibles

6.1 sur la grosse cellule

La grosse cellule (G)g est isomorphe & un espace affine donc pour tout

caractere A de T, T'((Q)o, £\ est un k[(G)o]—module libre de rang 1. Si
A=niwi + ... + nyw,, alors :

L((G)o,2) = k[(G)ol f

ou f)\ = (flnlfﬁr)

(G)o-
6.2 sections globales

Rappelons que 'on considere les caracteres a;, (1 < i < r), comme des

fonctions régulieres U x U~ —invariantes sur la grosse cellule (G)g (cf. §4) .

Théoréme 6.1 (cf. [1, §8.2]) Pour tout caractére X de T, on a un isomor-
phisme de U(g x g)—modules :

(G, 4) ~ S Ulg x g™ ..ol fi .
A* —mlain—l:::::ozzfdominant
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7 Cas particulier
On suppose maintenant que G = PGL3(k). Dans ce cas :
G = SLs(k),r = 2

Les sous-groupes 17,7, B, B, B~, B~ sont respectivement les sous-groupes
des matrices diagonales, triangulaires supérieures et inférieures. Si on note
¢; le caractere :

on a : wp = €1,wWy = €1 —|—€2,0él — €] — €2, = €2 — €3.
On a avec ces notations :

E,, = End(k%) et E,, = End(\"k?) ~ End(k?) .

Donc si I'on prend pour base de k? la base canonique e1, es, e3 et pour base
de /\2 k3 la base canonique duale : e3 A ez, e3 Aeq,e; Aeg, on a B, ~ E,, ~
M3 (k). _
En particulier, le plongement de G dans G est donné par :
G — P3(k) x P¥(k)
9] = (lg], [Com(g)])

ou Com(g) est la comatrice de g .
On en déduit une description explicite de PGL3(k) avec des équations :

Proposition 7.1 Si G = PGL3(k), alors :
G ={(lg):[¢]) € P(M3(K)) x P(M(k)) : gy € kI3}
ot I3 est la matrice identité 3 x 3.

De plus, si on note g; ; le (4, j)—ieme coefficient d’une matrice g, on a :

(@0 ={(lg). 19D €C : gssgi, #0}
toth 1
(T)O = to R t’2 : 752,75,2 ck
1 toth
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Soit a := to A € (T)o. Pour tout
t3 t
1 ULQ u1,3 1
u= 1 ugg| €U, tout u = ugy 1 eU™,
1 uzuz2 1
on a: )
t t

a1 (uau') = 2, az(uau') = 2

et on pose U; j(uaw') :=wu; ; si 1 <i% j <3.

Ainsi, k[(G)O] == kﬁ[UZ’J’ 01 S 7 75 ] S 3][0[1,0[2].
On remarque enfin que dans ce cas particulier, les diviseurs Z; et Z5 sont
définis par :

Zv={(g) 19D €G : rg(9) =1} , Zo={(lg,[g] € C :

8 Formules de changement de variables

8.1 Fonctions
Puisque
GN(G)o=BB ={[g] € G : g33#0,92,2933 — 92,3932 # 0}

les fonctions oy, a,U; j,1 < i # j < 3 sont régulieres sur BB~ On peut
donc les exprimer en fonction des coordonnées g; ; de la matrice g. En posant
A j(g9) == (—1)""Com(g); ; et A(g) := det(g), on trouve :

Proposition 8.1 Pour tout g € BB~

A
SCh~rr)
aly) = =310
Uale) = 244
aale) = 524
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Uis(g) = =—=
(9) g3,3
31

Us1(g) = 22
g3,3

2,3

Urslg) = 222
g3,3

Usz2(9) = 932
g3,3

et réciproquement :

gLt _ arag + Uy 2Us 1 + Uy 3Us 1
933
1,2
gz _ agUy 2 + Uy 3U32
933
A3 _ 14
93,3 ’
2,1
921 _ agUs 1 + Uz 3U3 1
93,3
P22 _ o+ Uz3U3 2
93,3
P23 _ Uy
93,3 ’
B~y
93,3 ’
B2 _ 1y
93,3 '

8.2 Dérivations issues de ’action de ’algebre de Lie

On choisit la base suivante de g = sl3 :

010 000 001
X1:=1000],Xe:=1001], X3:=]000

000 000 000
000 000 000
Yi:=]1100]| ,Y2:=[000] , Ys:=]000
000 010 100

11
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100 000
Hy:=[0-10|, H2:=[010
000 00-1

Pour tout & € U(g), on note £9 Timage de (£,0) € U(g x 0) dans
U(g x g). Soit ®¢ le morphisme d’algebres :

P : U(g x g) = 2(G)

induit par l'action de g X g sur Og.
Comme 2(G) C T(G, Z5) NT((G)o, Z5), on peut exprimer les Do (£09)),
¢ € g, en fonction des coordonnées de G et en fonction des coordonnées de

(@)o

Proposition 8.2 Dans l'anneau I'(G, Z5), on a :

0 0 0
0 (V") = “ouig g1 grs 91,3 Dgns
0y (Y,") = —92,1 59(2,,1 — 92,2 698,2 — 923 8;373 ;
0o (Y,) = —93,1%2’1 — 91,2 8;72 — 913 398373 ;
Do(X W) = —92,1% — 92,2 651,2 — 923 8;173 ;
Bo(X{) = _93,1£ — 932 aga’ — 933 323 ;
(X)) = g3, 8981 - 932 8572 — 933 323 ;
Do(HY) = —91,1 651 — 91,2 651, — 01,3 8;3 + 92,1%271 + 92,2 8;2 + 92,3 652,3 ;
tI)o(Hég)) =—021 852,1 — 02,2 aga — 02,3 323 + 93,1%371 + 93,2 39832 + 933 0933,3 .

0 0
Do (VW) = 2U1,20z1871 - U1,2042572
0 0
~U — U?
b U3 L2907 5
16U2 1 )

12
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0 0
q>0(y2(g)) = —U2,30é171 + 20Uz 300

) das
0 0 0
Uis —UioUss)=—— + U2 y—— — U, 3U.
+(Ur,3 = U2 2’3)6U172 + 2350, ~ VU gr
0 0

—ao(Up{ ot ——
as( 2’13U3,1 + 3U3,2) )

0 0
q)(Y},(g)) =U13—2U13U32)a1 57—+ (U13+ Uy 2Uz3) 00—

day vy
+(Urs — Ur,2U23)U1 2 8U81,2 + U1,3U2,3%273 + Uf’s%m
+a1Uz 3 DU —ag(Ur2 U5 + U1,2U21 3U3,1) — ajan 8(?371 ,
ek _%172 ~ V2 031,3 ’
By (X3 = _6523 ,
B =50

Démonstration : Par exemple, pour la deuxieme liste de formules, on
utilise que :

0 0 0
B0 (€9 = (69 ) —— (9 o) 2 E : @ 7. .
0(§ ) (5 al)aal + (5 a2)aa2 + 1<i¢j<n(§ Uhj)an’j

pour tout £ € g. Q.e.d.

8.3 Un opérateur différentiel d’ordre 2

Comme (G)p est isomorphe & un espace affine,
L((G)o, Zg) = Klar, a2, Ui j : 1 <i# j < 3|[0ay; 00,0, : 1 <i#j<3].
De plus, comme BB~ est un ouvert de G,
L((G)o, Zz) CT(BB™,%5) Cklgiy : 1<14,j <3)[0y,, : 1<k 1<3].

On peut donc exprimer en particulier d,, et 04, en fonction des fonctions
coordonnées g; ; et des dérivées partielles g, , :

Proposition 8.3 On a :
_ AV
93,3

Doy = % (Ag20g, , +A110g,, + D210y, , + A120g,,) -

a041 891,1

13
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Démonstration : Posons (F1,..., Fg) == (a1, 2,U1 2, ...,U32)

et (wq,...,mg) := (L1 ... B2) Les coefficients de I'inverse de la matrice
93,3 93,3
jacobienne :
<6Fi )
9% ) 1<igss

donnent les coefficients des dérivations dayq, ... en fonction des dérivations

am - 93,36‘91"]'7 1 S Z?] S 37 (17]) % (373) Q'e'd'
93,3

On remarque en particulier que :
Doy Oy = Ogy 1 (A220g, , + A110g, 5 + D210, , + A120,,,) € T(G, Z5) .
On en déduit :
Théoreme 8.4 L’opérateur différentiel
Dy := 00,0y = 0y, (D220g, , + A110y, , + Do 10y, 5, + A120g, )
est défini sur G tout entier.

Remarques :

— Les opérateurs différentiels d,, (i = 1 ou 2) ne sont pas dans 2(G) ;

— on peut vérifier que 'opérateur différentiel Dy n’est pas 'image d’un
élément de U(g X g) car, par exemple, il ne commute pas avec I’élément de
Casimir standard de U(g x 0) (ou U(0 x g)).

Démonstration : Puisque Dy appartient au G x G—module rationnel
I'(G, %), Do est U(n~ x n~)—fini et U(n x n)—fini. Donc d’apres le lemme
de prolongement 8.5 qui suit, il existe un ouvert €2, contenant (G)g, U~ x U~
et U x U—stable, tel que Dy € I'(2, Z). Or, comme G est engendré par U

et U™, Q est G x G—stable et Q = (G x G).(G)y = G.
Q.e.d.

Pour le lemme suivant, on note g, 1'algebre de Lie du groupe G, et pour
tout i > 0, gile sous-espace kd' de I’algébre enveloppante U(g,) (pour un
générateur quelconque d de g,).

Lemme 8.5 (de prolongement) Soit Y une G,—variété. Soit F un fais-
ceau localement libre de Oy —modules et G,—linéarisé sur Y . Soit Q un ou-

vert deY . Alors la G,—linéarisation de .7 induit une structure de U(g,)—module

sur I'(Q, 7). N
Soit o € T'(Q, F). Si pour un certain ng > 0 gg°.0 = 0, alors il existe )
un ouvert G,—stable de' Y et g € I'(Q,.7) tel que :

ol =0

(autrement dit o se prolonge en une section définie sur un ouvert G,—stable).

14
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Démonstration : Notons p: G, X Y — Y le morphisme défini par
Paction : (g,y) — g.y et p: G4 XY — Y la projection sur Y. Le faisceau .#
est G,—linéarisé : cela signifie qu’il existe un isomorphisme de faisceaux de
Oq,xy—modules :

Ot F S p T
qui vérifie les conditions de [3, 1 §3 def. 1.6].
Pour tout n > 0, soit G, := Spec(k[T]/(T")) le n—ieme voisinage

infinitésimal de 0 dans G,.La restriction ®, de ® a G,, x €2 donne un
isomorphisme :

Dy T |G x = P F |G nx0

or, p*y‘([;amxg ~ k[T]/(Tn) Rk ﬁ‘g

Notons p*o I'image de o dans I'(~'Q, 4*.%) par le morphisme naturel
F = Ul F .

On a pour tout n > 0, ®,,(p*o) € k[T]/(T") @k I'(Q, F) (et @, (p*0) =
Dp41(1°7) mod (T7)).

Notons d : k[T] — k, P(T) — P’(0). On a g, = kd et pour tout n,
g” = kd" ou d" : k[T] — k, P(T) — P™(0).

L’action de U(g,) sur I'(Q2, .%#) est telle que :

d".o=(d"®1)(®,(1"0))

pour tout n > 0.
On a alors par hypothese :

Vn>mng, (d"®@1)(P, (o)) =d".o =0 .
Donc il existe o1, ...,0p, € ['(Q2,.%) tels que :
O, (o) =100+ ... + T ' @ g,, mod (T™)

pour tout n > ng (il suffit de poser o; := (i — 1)!d* 1o pour 1 <i < ny)..
Posons :

o =100 +TR0os+..+ T @0, € k[T]@k['(Q,.F) ='(GaxQ,p".F).

Comme @, (p*0) = 0'|q,,xq pour tout n > ng, comme & est un iso-
morphisme de faisceaux et comme p*.% est un faisceau localement libre, on
a:

* 1 /
% U‘p—lQﬂGaxQ =o (o )‘Gaxgﬂu—lﬂ

et donc (comme p*.# est un faisceau), si 'on pose W := p 1QUG, x Q,
il existe o € I'(W, u*.7) tel que : p*o = G‘M_m.

15



hal-00449485, version 1 - 22 Jan 2010

Soit g € Gu. Onposei: Y — Gy x Y,y (9,9 1y). On a:
QUL Ci ' Wet poi=1Idy .
On a donc :
-

o =0

PG e T(i™'W,.%) ;

En particulier, on a prolongé o a 'ouvert QU gf2. Puisqu’on peut le faire
pour tout g € G, o se prolonge a l'ouvert Ugeq, g€2 qui est stable par G,.

Q.e.d.

8.4 Opérateurs différentiels tordus

Soit A = Awjy + Agwse un caractére de T. On notera 9, le faisceau
d’opérateurs différentiels sur G tordu par le faisceau inversible %) :

Dy = f)\®.@§®$;1 .
9 0g
Rappelons les notations du paragraphe 6.1 :

fro= s

@, €T((G)o,2) -
Notons @) le morphisme d’algebres :
5 : Ug x g) = Z\(G)

induit par action de g x g sur .%). En utilisant les formules de changement
de variables de la proposition 8.1, on obtient :

Proposition 8.6 Dans l'anneau I'((G)o, Zy), on a :

AV ) = H@ (V) @ £ = Xl

(I)/\(YQ(g)) =H® ‘1>0(Yz(g )® it — MUas

OA\(Y3) = fr @ ®o(V)) @ A= MULs 4+ Ma(UrpUss — Uns)
OA(X) = fro eo(X() @ £,

OA(XY) = fro do(XY) @ £

BAXS) = fr @ Bo(X§) @ £



hal-00449485, version 1 - 22 Jan 2010

Démonstration : Sia € I'((G)o, Og) ct si § € g, alors :

5(9)-fA
Ix

9. (afy) = (€9 .a + )

On a aussi un opérateur différentiel tordu d’ordre 2 particulier :

Lemme 8.7 Pour tout caractére A de f,

2 ® 00,00, @ [ €T(G, D) .

Démonstration : Posons D) := f\ ® 0,00, ® f;l. Comme pour le
théoreme 8.4, il suffit de vérifier que Dy est U(n~ x n) et U(n x n~ )—fini.
Puisque Dy € T'((G)o, Zy) et que (G)g est B x B~ —stable, on sait déja que
D) est U(n x n™)-fini. Pour le c6té U(n~ x n)—fini, nous allons montrer que
Dy € T(B~B, %).

Remarquons que B~ B = {[g] € G : g1,1A33 # 0}.

On pose :

hi(g.9) — (91,1)A1(Q§,3)A2
c’est une application définie sur un ouvert de Ms(k) x Ms(k). Si on pose
(G)oo :=1{(lg];[g']) € G : g1,1933 # 0}, fx définit un élément de T'((G)oo, £3)-
Dans l'espace I'(BB~ N B~ B, %)), on a l'égalité :

g A1 g/ A2
3,3 1,1 .
91,1 93,3
A A
(o) (BT
gi,1 Az 3 A
Donc en notant h la fraction rationnelle sur G :
- -
933\ " (A}
91,1 Az
Dy=ff@h'Doh @ f;7 1.
Calculons dans I'anneau I'(BB~ N B™ B, %) :

on a :

R 1Doh = h™ 04, 0a,h

= W 00, hOuy + B 100, 0y (h)

= W h0u, 0ny + B 100, (h)Oay + B 100y (Day (R)) + h ™ 00, (h)0a,

17
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= DO + hilaal (h)aa2 + hilaaz (h’)aal

(1) +(h 00y (h))(h ™ oy (R)) 4 Doy (K" Bay (h))
Or: A
aoq = 93—1;891,1
donc :
-1 00, (93,3) Oay (A1 1) Doy ((91,1)>\1 (A3,3))\2)
h™ " 0a, (h) = =X\ ——"222 — X9 4 X X
93,3 Ay (91,1)M (Asz3)2
_ 9a (91,0 (A33)2)

(91,1)M (Ag3)M2

A _ -
(2) € —=klgig (910) 7" (Baa) 7
93,3

A __ 933
De méme, comme 0, = AT (A220y, ; +A110y, , + D210y, , + 21204, ,),
on a:

_ Ous(93,3) 0oz (A11) 00y ((g11)M (A3,3)™?)

h 10y, (h) = =\ 22222l )\, 22—l T ’

(1) ! 93,3 2 Ay (g11)M (Ag3)

Doy ((g1,1)M (Asg.3)*2)
(g1,1)7 (Asz 3)*2

2
933

—
2A1,1

_|_

(3) € 2 klgi, (910) 7" (D) 7] -
1,1

)

On déduit donc de (1), (2) et (3) que h~LDgh est de la forme :

a1,10g, , + a220g, , + a120g, , + a219,,

ol a1 1,0as2,a12,a21 € K[gij, (g1.1) 7L, (Ag3) 7.

En conséquence : h~'Doh € T'(B~ B, D). Q.e.d.

9 Irréductibilité des espaces de sections globales

Théoréme 9.1 Pour tout caractére X de T, le Z\(G)—module T(G, L)) est
nul ou irréductible.

18
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Démonstration : Soient A\, Ay € 7. tels que A = \wiy + Aawo (d’ou :
A= dowy + )\1(4)2).
Rappelons que

G, 2\ = &b Ulg x g).a" a2 fy .

my,mg2>0
A*—mja] —mgag dominant
On note L(v) le g—module simple de plus haut poids v (pour tout
caractere de f, v, dominant). On a un isomorphisme de g x g—modules
irréductibles :
U(g x g).a]" a5 fr ~ Endi L(v)

pour tout v = A* — myja; — maas dominant. En effet, la section o™ aj'? f)
est un B x B~ —Vesteur propre de poids (v, —v).

Posons ¢, := ozl ay?fy € T(BB™,.%\) pour tout caractere v = \* —
miaq — maas de T. Lorsque mi,ms > 0, 0, € T((G)o, L) et lorsque, de
plus, v est dominant, o, € I'(G,.%)).

Comme

I'G,A) = @ngg Oy

(somme sur les caracteéres v dominants de \* — Zzoal - ZZ(]OQ), comme
U(gxg) agit sur ['(G, £ via un morphisme d’algebres U(gxg) — 2,(G) et
comme les g x g—modules U(g x g).0,, sont irréductibles, il suffit de montrer
que

oy € @A(a).ay

pour tous v,/ € \* — Zzoal — ZZ(]OZQ dominants.

Soient my, mg, m}, m} des entiers positifs tels que v = \* —mia; —maag,
V=X —mlag — mbas.

Soient vq, 19 € Zzo tels que v = 1wy + vows.

On a donc :

(4) V1 =Xy —2mqp +moetvg = A\ +mq — 2moy .

l—ercas: v =v+ o] + as.
Dans ce cas, m; =m)} +1>0et myg =mhH+1>0.
D’apres le lemme 8.7, I'opérateur D)y := f\ ® Dy ® f/\_1 est dans 2, (G).
Or:
Dy.oy = (fr®Do® fy1).a" ol fy
= Do(a7" a5?) fa
= mimoa™ tah? 7 f)

= Mm1maoy!

g

et o, € D)\(

19
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Pour les cas suivants, on va utiliser des opérateurs différentiels de 2y (G)
particuliers.

Comme le faisceau % est G x G—linéarisé, lalgebre 2, (G) est un G x
G—module. Si w € CA?, on note :

@ = (w,w) € Gx G

et on pose : DY := w.Dy = w.(Dy(w™'.-)) € Z(G).

Soit
1 1, 1
= g(Hl + Ha) + §(H1 + Hj + H1Hz) + g(Y1X1 +Y2 X5 +Y3X3) € U(g) .

L’élément c est dans Z(g) le centre de l'algebre enveloppante U(g) et,
pour tout caractere p = pjwi + pows, agit comme une homothétie sur le
g—module irréductible L(u) de plus haut poids p :

Vv e L), cv=xulc)v

2 2
N _ atpe MYt p2
ot x,(c) = B2 + 2—pg—2.

Identifions I’élément ¢ € Z(g) avec I'élément (c,0) du centre Z(g x g) de
I’algebre enveloppante de g x g.

Lemme 9.2 Soit f € k[U; ; : 1 <i# j < 3] CK[(G)o]. Pour tout caractére
vdeT qui appartient a [ ensemble

N~ Disooq — Disoas

on a l'égalité suivante dans T'((G)o, L)

(5) (¢ = xw(e))(fou)

(6) = % (alaUm@Um

(7) +02(0u, 5 + U1,200, 5) (003 54Uz 00, ,)
(8) +a1a2dy, 4 5U3,1> (flow

Démonstration : Notons F':= Z1 N Zy 'unique G X G—orbite fermée de
G et Ip = Iz, + Iz, son idéal de définition dans 0.

On remarque que pour tout caractere u de f, on a un isomorphisme de
g X g—modules :

9) T'((G)o, %) | T((G)o, L © IF)

(10) ~T((G)oNF, %)

(11) ~I'(BB™ /B~ x B"B/B, %¢/5-xa/B(1, —1))
(12) ~ M, _

20
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ot Zg/B-xa/B(1s —p) est le faisceau inversible sur la variété de drapeaux
G/B~ x G/B associé au caractere (p, —p) de T x T et M, ) est le dual

du g x g—module de Verma de plus haut poids (u, —p).

Tout élément de Z(g x g) agit sur M (*u _,) comme une homothétie donc

on a pour tout o € I'((G)o, L+ ),

(c—xv(0).0c € ' ((G)o, Lo+ ) + 2T’ ((G)o, L) -

D’un autre coté, grace a la proposition 8.1 on peut exprimer I'opérateur
®,+(c) € I'(G, Z,+) en fonction des coordonnées o, az,U; j,1 <17 j < 3:

P, (c)
1
= §O'V (9 <Oz1(9U172(9U271
+O‘2(8U2,3 + U1728U1,3)(8U3,2+U2,18U3’1)

+a1a28U1’36U3’1> +..00,!

ot les ... sont mis pour des opérateurs dans I'((G)o, P¢) qui ne changent
pas les degrés en «q et en as des monomes :

ny _no2 ni,j
oftey® I[ U7
1<iAj<3
On a ainsi I’égalité de ’énoncé dans :

I((G)o. Z) CT((G)o, L) -

2—éme cas : V' =v+ s
Dans ce cas, mg = mfH +1 > 1.

010
Soit s1:= | =100 cG.
001

Grace aux formules de changement de variables de la proposition 8.1, on
trouve :

V2—A1 Ami A V1
1 93 TAT™AG,
S1 oy =——— " /a
AT
m m
=y ay? (o + Ur2Usz1)" fa

= (a1 + U12U2,1)" 0,

D)\(5~1_10'l/)
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= maa " a2 oy + Uy oUs 1 )" Y (my (r + U aUs) + vian) f
=ma(ar + U12U21)" " (M10y1p + V1001as)
Dy (o)
= 51.(DA(51 100))
= maaf" ol T ((my + v1)on + maUsaUs ) fi
= ma(m1Ui2Us10,1p + (M1 + 1)001a,)) -

On a donc grace au lemme 9.2 :

(13) (e Xurple))-D3 (o)

1) =ma (T ) (s (6) = xu€)) Tt
(15) =my (% — (m1 +11)2 ;L 2) Outas

16) == (m )@ 1) )0k, -

Or, comme v est dominant, 1y > 0. De plus, m; > 0,m9 > 1 donc

%<<m1+m><ul+1)+ul> >0

et
Ouvtas € D(G).0y .

De méme on traite le cas ou v/ = v + o.

3—eéme cas : vV =v —aj.
100

On pose w:= 8182 0us9:= |0 0 1

0-10
Comme précédemment, on peut calculer DY (o,). Et on trouve :

(€= Xu4p(€)) (€ = Xutran (€))(€ = Xv—an +02 (€)) (€ = Xptaz (¢)) (¢ = Xu (¢)). DX 0,

2
—g(Vz—i-?))(m +mi+1)(v1+rva+1) (1 +ra+ma+2)(2v + e+ 3 (11— 1)
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>0

et donc o,_q, € Zn\(G).0p.

De méme, on traite le cas ott v/ = v — am.
4—&éme cas : V' =pet v =0.

On a :

(17) (= xa) (e = Xpran) (e = Xp) Do, == (s +4) (mz + )

Donc a¢ € 2)\(G).0p,.
Cas général : Rappelons que :

(18) v="1"+(m] —mi)as + (mh —ma)as .

On raisonne par récurrence sur |m} — mq| + |mb — ma|.
Si m} = my et mf =my, 0, = 0, et il n’y a rien & montrer.
Si my < mq, et mh < mgy, d’apres le 1—er cas,

Uu+p S .@A(@).O’V

et par hypothese de récurrence,

oy € D\(G).004p € D\(G).0, .
Sim) < mq et mh > mo, v+ ag est dominant, d’aprés le deuxiéme cas,
Ovtay € @A(a).ay
et par hypothese de récurrence :

oy € DNG).0v1a, € D\(G).0y .

De méme si mj > my et mh < ma, 0,y € Z\(G).0,.
Sim) > my et mh > mgy, alors si mh = ma, v — a1 est dominant et
d’apres le 3—eéme cas et I’hypothese de récurrence :

o € DNG).op—a, € IN(G).0p .

Si mf > meg, alors v — a3 ou v — a9 est dominant et encore d’apres le
3—eme cas et 'hypothese de récurrence :

oy € @A(G)-O'y

ou bien ni ¥ — oy ni ¥ — ay ne sont dominants et alors nécessairement : v/ = (
et v =p (car V' < v et v et v/ sont dominants) ; on utilise alors le 4—iéme
cas pour conclure. Q.e.d.
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10 Autre cas

Notons S3 l'espace des matrices 3 X 3 symétriques a coefficients dans k.
Soit € la variété :

€= {([S],[S']) € P(S5) x P(S3) : SS' € kl3}

c’est la variété des <« coniques completes ». C’est une compactification ma-
gnifique (de rang 2) du SLg—espace homogene PGL3/PSO3 (on peut iden-
tifier gPSO3 € PGL3/PSO;3 et le couple (‘gg, g 1tg™1)).

Le théoreme 9.1 est encore vrai si 'on remplace G par C.

Pour tout faisceau inversible .Z sur €, soit

Dy =LRP.L" .

Théoréme 10.1 Pour tout faisceau inversible £ sur C, le 9.4 (C)—module
I'(X,.Z) est soit nul soit irréductible.

Démonstration : C’est la méme démonstration que dans le cas de G.
Cette fois, on utilise la grosse cellule :

(@0 := {([S,IS) €T : S1.1855#0} .
S

On note pour tout g € SL3(k), pour tout ([S],[S']) € €,
g-(18),18") = ('g'S9™"], [95g))
luygugs
et U := 1 upg 1 V1I<i<j<3,u;; €k;. On a un isomor-
1
phisme de variétés algébriques :
U x AQ — (é)o
1 Ty
x
(u7 ) —=u X ) Yy
Y
Ty 1

On remarque alors que

0,0, € T(C, Zg) .

Cet opérateur joue alors le méme role que Dy dans le cas de G. Q.e.d.
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