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Combinatoire du point de croix

Sandrine Carus®t Xavier Carusb

24 janvier 2010

Résune
Dans cet article, nous expliquons une technique de brodegsique : le point
de croix. Nous nous intéressons ensuite a la question wienmer la longueur de fil
utilisee pour broder un dessin donné et résolvons lelpnob lorsque le dessin est
connexe (notion définie dans le texte). Nous décrivordelgent un algorithme qui
brode le dessin avec la quantité minimale de fil attenduénEtans une derniere
partie, nous étudions plusieurs exemples de dessins airrigast-connexes.
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1 Position du probleme

1.1 Le point de croix

Le point de croix est une technique de broderie consisteeyir@duire le dessin d’'une
grille sur un tissu a trame réguliere, a I'aide (comma som d’indique) de points en
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forme de croix. Pour les lecteurs qui ne connaitraient @asihcipe de la broderie, voici

guelques précisions. On dispose d'un fil enfilé dans uneillégque I'on fait passer a

travers les trous (disposés régulierement le long duadgllage) du tissu, alternativement
de I'envers vers I'endroit du tissu et de I'endroit vers Vers. Pour broder un point de
croix, le fil doit ainsi passer deux fois sur I'endroit du tissune fois selon I'une des

diagonales, une fois selon l'autre diagonale (voir figurdalpartie de fil plus foncée

représente la derniére diagonale brodée).

FIGURE 1 — Le point de croix

Lorsqu'’il y a plusieurs cases a broder, I'ordre et le semsdequel on brode chaque
diagonale ne doit obéir qu’a une seule condition : la died@® qui passe par dessus l'autre
doit &tre la m&mé pour toutes les cases. Par exemple, pour broder deux aztses-cote,
les deux méthodes présentées sur la figure 2 sont acteptab

Méthode 1 Méthode 2
B

1 :

y o 5

FIGURE 2 — Deux méthodes pour broder deux cases

Comme vous pouvez le constater sur la figure, ces deux m&ttamwhnent le méme
motif, et la condition sur les diagonales est respectépef@ant, si les deux méthodes
produisent le méme résultat sur I'endroit du tissu, eamete, sur I'envers de celui-ci, les
fils ne sont pas disposés de la méme fagon, comme on peuit ke la figure 3.

Dorénavant, nous allons fixer le choix de la diagonale pagsa dessus l'autre, par
exemple, comme dans la figure 2, nous supposerons qu’'ira’dgila diagonale joignant

1. Sous-entendu : dans la méme direction
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Méthode 1 Méthode 2

FIGURE 3 — Envers du tissu

le coin en haut a gauche au coin en bas a droite (si I'on degigendroit du tissu), que
nous appellerons désormaisliagonale supérieure Notons que cela signifie que pour
une case donnée, il faudra broder la diagonale joignamifean haut a droite au coin en
haut a gauche (que nous appellererdiagonale inférieure) avant I'autre diagonale.

Longueur de fil utilisée

D’un point de vue pratique, on peut avoir envie d’utilisemathode qui demande le
moins de fil possible. Faisons quelques remarques a ce Nojgs négligeons la longueur
de fil depassant avant et apres la partie brodée. En sitian brode le méme motif avec
plusieurs méthodes differentes, la longueur de fil présesur I'endroit du tissu sera bien
entendu laméme. En fait, cette longueur ne dépend querdbmeale cases brodées. Seule
est susceptible de varier la longueur de fil présente saveies du tissu. Par exemple, si
I'on choisit comme unité la longueur du cdté d’'une maitleur la méthode 1, la longueur
de fil sur I'envers du tissu egt+ /2 tandis que pour la méthode 2, cette longueuBest
(voir la figure 3). Ainsi, la méthode 2 est-elle plus écomoen fil que la méthode 1.

Notons tout d’abord gu’entre deux diagonales que I'on bsg®essivement, la lon-
gueur minimale sur I'envers est de(obtenue dans le cas ou le fil passe simplement le
long d'un cdté de maille). En effet, on ne peut pas pasaé@guille deux fois de suite par
le méme trou (de I'endroit vers I'envers puis de I'enverssueendroit), car le fil ne serait
pas maintenu et ressortirait, lache, du cdté endroito8iveut brodern cases, chaque
case étant composée 2diagonales, il faut au minimun, — 1 unités de fil sur I'envers.

1.2 Configurations brodables et fortement brodables

La question que nous nous posons a présent est la suivargkes sont les configura-
tions qu'il est possible de broder avec seulen2ent 1 unités de fil sur I'envers ? De telles
configurations existent bel et bien. Un petit manuel de pdentroix, par exemple, nous
apprend que c’est le cas notamment si les cases formentgneeHorizontale (ou verti-
cale) continue ; il suffit de broder d’abord toutes les diajes inférieures, puis toutes les
diagonales supérieures, comme sur la figure 4.

Définition 1.1. On appelleconfiguration brodablene configuration a cases qui peuvent
etre brodées par un fil de longuedni(1 + v/2) — 1 (ce qui correspond & une longueur
2n — 1 sur I'envers, c’est-a-dire la longueur minimale).
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FIGURE 4 — Ligne horizontale de cases

Nous venons de voir que les configuraticnkgne > et <« colonne> sont brodables.
En fait, la méthode que nous venons d’expliquer possedepumpriété supplémentaire
intéressante : elle est telle que le point de départ et ilet gbarrivée du fil sont deux
sommets adjacents. Autrement dit, si I'on souhaite rev@miotre point de départ, on a
seulement besoin d’'une longudude fil supplémentaire (ce qui est bien str le minimum).
Comme cette notion sera essentielle dans la suite de nditke anous dégageons une
nouvelle définition.

Définition 1.2. On dit qu’une configuration a cases edbrtement brodablsi elle peut
etre brodée par un fil de longueki(1 + +/2) qui revient a son point de départ.

Bien entendu, une configuration fortement brodable estdired il suffit de ne pas
faire le dernier point sur I'envers. Nous verrons dans ldi@&:.1 (théoreme 3.2) que la
réciproque est fausse.

2 Configurations 4-connexes

L'objectif de cette partie est de donner une condition saffie pour qu’une configu-
ration soit fortement brodable (et donc en particulier lfwd). Nous décrirons ensuite un
algorithme qui calcule une facon de broder une telle cordigon.

2.1 Deéfinitions etenon@ du theoreme

Afin de mathématiser notre probléme, on modélise le t&s$aide du plank?, les
trous de la trame étant identifies aux points du rés&au_a définition suivante donne
un sens précis a quelques termes déja employés daestlarsprécédente. Nous nous
tiendrons désormais a ce vocabulaire.

Définition 2.1 (Case, sommet, configurationpn appellesommeun élémenin, m) €
Z?. On appellecaseun carré de&R? de la formen, n + 1] x [m, m + 1] avec(n, m) € Z>.
On appelleconfigurationun ensemble fini de cases.

Sip = [n,n+1] x [m, m+ 1] estune case, les quatre somntetsn), (n,m+1), (n+
1,m) et(n+1,m+1) sont appeléesommets dg. On appellesommet d’une configuration
un sommet d’'une case de cette configuration.
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Deux sommets sont déddjacentss’ils sont a distancé I'un de l'autre. On appelle
aréteun segment de droite joignant deux sommets adjacentsatéte d’'une casest
une aréte joignant deux sommets de cette case.

Définition 2.2 (4-chemin,8-chemin) Soientp et p’ deux cases. On appellechemin
reliant p a p’ une suite finie de cases = py,pi,...,p, = p’ telle que pour tout €

{1,...,n}, p;_1 etp; aient au moins une aréte commune.
On appelled-cheminreliantp ap’ une suite finie de cases= pg, p1, . .., p, = p’ telle
que pour tout € {1,...,n}, p;_; etp, aient au moins un sommet commun.

Définition 2.3 (4-connexité 8-connexité) Une configuratiorC' est dite4-connexgresp.
8-connexg si pour toutes caseaset p’ de C, il existe un4-chemin (resp. ul-chemin)
formé de cases de€ reliantp ap'.

Voici un exemple de figurd-connexe et un exemple de figuseconnexe mais non
4-connexe.

4-connexe 8-connexe

L'objectif de cette section est de demontrer le théorémieant.
Théoreme 2.4.Toute configuratiod-connexe est fortement brodable (et donc brodable).

Pour les besoins de la demonstration, définissons ereomatibn de ligne qu’en fait,
nous avons déja rencontré dans l'article.

Définition 2.5. Une configurationC' est appelée unkgne si elle est4-connexe et s'il
existe un ensemble de la forrftex [m, m + 1] qui contient toutes ses cases.

2.2 Sclemas de piquage

Nous avons vu en 1.2 qu’une ligne est fortement brodable bSargant attentivement
la méthode qui a été décrite, on se rend compte que llEgutraversé tous les trous de la
ligne inférieure en allant de I'envers vers I'endroit eiisdes trous de la ligne supérieure
en allant de I'endroit vers I'envers, ce que nous repr&ent dorénavant par le schéma

de piquage suivant :

5
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le sommet grisé représentant le point de départ (quilesti arappelons-le, le point
d’arrivée). Remarquez que la plupart des trous ont @eetsé deux fois par l'aiguille.
Dans notre cas, les deux passages ont toujours eu lieu darénhe sens, mais c’est a
vrai dire un peu un hasard et rien n’interdira par la suiteaiiades schémas de piquage
ou les deux symbolé® et&® apparaissent ensemble sur un méme trou. On les notera alors
I'un a coté de l'autre dans un sens arbitraire. Voici uégrdtion précise.

Définition 2.6. Un sckéma de piquagé est la donnée d’'une fonction qui a chaque som-
mets a coordonnées entiéres associe un sous-ensefblele {®, X} et d’'un < point
de départ, c’est-a-dire d’un couplés, @) ol s est un sommet €D < S(s).

On dit gu’une configuration de cases edbrtement brodable selon un snas s'il
est possible de la broder entiérement par un fil de longRe(r + v/2) en revenant au
point de départ et en respectant les indications du schéma

Remarque Si S(s) est vide, cela signifie que le sommeb’est jamais piqué. En outre,
si une configuratiorw' est fortement brodable selon le schéfalorsS(s) est vide si et
seulement si n'est pas un sommet de. En effet, il est évident que tous les sommets de
C' sont piqués. Réciproguement,ssest un sommet piqué, notops p», ps, p4 les quatre
cases dont il est sommet.

— Sil'on piques de I'envers vers I'endroit, cela signifie que I'on s’apgrétbroder
une diagonale d’'un des (1 < i < 4) ou bien gu’on I'a brodée en premier dans
le cas ous est le dernier sommet piqué (en effet, dans ce ca&st également le
premier sommet piqué, dans le méme sens, puiStest fortement brodable).

— Si I'on piques de I'endroit vers I'envers, alors on vient de broder une diede
d’'un desp;, ou bien on va la broder a la fin dans le cassast le premier sommet
piqué (car, dans ce cas, il est aussi le dernier).

Dans tous les cas, un dgsappartient a la configuratiofi, et doncs est un sommet de
C.

2.2.1 Plusieurs scBmas de piguage pour broder une ligne

Nous nous intéressons encore a une configuration ckeses consécutives. Nous sa-
vons déja qu’une telle configuration est fortement bréelafais, pour la suite, nous al-
lons besoin d’étre un peu plus précis sur les schemasydege associés. C'est I'objet du
lemme suivant.

Lemme 2.7.Soitn un entier suprieur ouégala 2 et soitk € {2,...,n}. Alors, une ligne
den cases est fortement brodable selon le&soh suivant :

E+1

Modele 1 de schéma de piquage

Démonstration.On brode les diagonales inférieures des casgsqu’an, puis les dia-
gonales supérieures des casggsqu’ak + 1.

6
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L'aiguille vient alors de passer a travers le sominetl en haut. On la passe pariléeme
sommet en haut

de sorte a pouvoir broder les diagonales inferieures desretsk — 1 jusqu’al, puis
leurs diagonales supérieures. Il ne reste plus qu’a braddiagonale supérieure de la
casek, ce que l'on fait en commencant par piquer au point d’alssdis+ 1 sur la ligne
du bas.

O

On aura également besoin de considérer des cas ou I'omeaoe a broder par en dessus
(c’est-a-dire que I'on commence par un point a I'enves).déplacant au début le der-
nier piquage de l'aiguille dans la méthode présentés tlmdémonstration du lemme, on
démontre que la ligne est aussi fortement brodable selschiema que voici :

E+1

Modele 2 de schéma de piquage

Enfin, en appliquant une symétrie centrale — ce qui ne mogiifsde sens des diagonales
— a la construction que I'on vient de présenter, on s’apiegue la ligne est également
fortement brodable selon les deux schémas suivants :

E+1

Modele 3 de schéma de piquage
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E+1

Modele 4 de schéma de piquage

Jusqu’a présent, nous avons interdit de prendre les valeurs extremestn + 1,
c’est-a-dire que nous n’avons pas encore considérédeotde point de départ est a
I'extrémité de la ligne a broder. Dans la situation du teen2.7, on ne peut en fait par
avoirk = n + 1. En effet, commencant dans le coin en bas a droite, ont senatiraint
a broder d’abord la diagonale supérieure du derniereca@” qui pourtant d’apres les
regles ne peut se faire qu’apres avoir brodé sa diagonflgeure. Le cas = 1, par
contre, ne conduit pas a une impossibilité mais a unreehée piquage dégénére, déja
bien connu puisque c’est le premier que nous avons reredatur faciliter la lecture,

nous le reproduisons ci-dessous.

Modele 1' de schéma de piguage

Onremarque que les doubles décorations ont disparu. Carénedemment, en déplacant
a la fin le premier point, on obtient le schéma que voici

Sk

Modele 2' de schéma de piquage

tandis qu’'a I'aide de symétries centrales, on trouve &scchutres schémas suivants :

el el

Modele 3’ de schéma de piquage Modele 4’ de schéma degeu

2.3 Démonstration du theoreme
2.3.1 Recollement des s@mas de piquage

L'intérét de décorer les configurations par des schétegsquage réside dans la pro-
priété de recollement tres facile suivante.

8
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Lemme 2.8. SoientC; et C; deux configurations disjointes fortement brodables sedsn |
sctemas de piquags; etS, respectivement. Sdit, @) le point de @part deS,.

Si® € S,(s), alors la configuratiorC; U C;, est fortement brodable selon le écha
de piquageP — S;(s) U Sy(s) avec némeélement de épart que celui de; .

Démonstration.On fixe une méthode de brodage@e(resp.Cs) qui respecte le schéma
de pigquageS; (resp.S:). On commence a brodér,. D’aprés I'’hypothese, se faisant, on
passera par le sommetians le sen®. A ce moment, on brodé,. Une fois cela fait, on
est revenu au point de départ en piquant & nouveau dansd&€seOn peut ainsi finir de
broderC;.

Bien entendu, toutes les conditions sont respectées lgsysoints sur I'envers ont
pour longueurl et les diagonales inféerieures sont toujours brodéest d@armliagonales
supérieures) puisqu’elles I'étaient déja pour le lagelde’; et Cs. O

2.3.2 La demonstration proprement dite

On fixe a partir de maintenant une configurat@mjui est4-connexe. Comme illustré
sur la figure ci-apres, découpofieen I'union disjointe de ligne€’; (1 < i < N) de sorte
que les cases immédiatement a gauche et a droité de soient pas darg.

07 C'g
Cé
04 05
Cs
Cl CQ
Nous allons montrer que pour toutc I = {1,..., N}, on peut choisir un schéma de

piguages; surC; donné par I'un des modeles vus en 2.2.1, tous ces sch@masalant
bien. Plus précisément nous allons construire par réoae :
— une suite croissantéy),<x<y de sous-ensembles dé,... N} avecl; = {1} et
I, de cardinak pour toutk (et doncly = I);
— des schémas de piquadesur C; donnés par I'un des modeéles de 2.2.1 tels que
le point de départ dé; soit de la forme(s, ®) et, pour toutk, la configuration
C" = U, C; soit fortement brodable selon le schéia: s — U, Si(s) ayant
pour point de départ celui d .

La construction dd; et deS; ne pose aucun probléme : on preRd= {1} comme
cela est imposé et on choisit par exemple le modele 1'. S&sgs maintenant qui
soit construit et que le§; pouri € I, ont déja été choisis. Notors' = U, C; et S’
le schéma de piquage— U<, Si(s) ayant pour point de départ celui d&&. D'aprés
I'hnypothéseC” est fortement brodable seldi.

Soit p une case d€' qui n'est pas dang”’. Par hypothése dé-connexité, il existe
un 4-chemin relianf a une case dé”. Soitq = p; la derniére case de dechemin qui
n'est pas dang”. AppelonsC;, la ligne a laquelle appartieqt Commeqg ¢ C’, on a
nécessairemen ¢ I.. On définitl,,; = I U {io}; c’est bien un ensemble de cardinal
k+1.
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On a par ailleurs) = p;1; € ', et le fait queC’ soit une union de q
C; montre quey est situé soit au-dessus, soit au-dessous 8epposons par?® t
exemple que soit au-dessus dg, I'autre cas se traitant de maniére analogue. ¢
Nommonss ett les deux sommets commung &t¢’ comme sur la figure ci-
contre. Si® € S'(s), il suffit de choisir pourS; le modéle 1 ou 1" avec le
sommets pour point de départ. De méme,&ic S'(t), on peut choisir le modele 4 ou
4’ avect pour point de départ. Dans les deux cas, le lemme 2.8 mon&eq;,,,C; =
¢’ U C;, est fortement brodable selon le schéma de piquage vE&tdnt donné que ni
S(s), ni S(t) ne peut étre vide, le seul cas restant®st) = {X} etS' (1) = {@®}. Mais,
on voit tout de suite qu’aucun des modeles de schémas deageautilisés ne contient a
la suite sur la ligne du haut les deux symb@est® dans cet ordre. Ainsi ce dernier cas
ne peut se produire et la demonstration de I'’héréditéeesiinée.

2.4 Un algorithme pour broder

La démonstration précédente a I'avantage de fournic @ea d’effort un algorithme
qui calcule une fagcon convenable de broder la configuratidnutilise la quantité mini-
male de fil. Nous présentons ci-apres deux versions ddgmitame.

2.4.1 \ersion fecursive

La version récursive est legerement plus facile a cemgbre, et c’est la raison pour
laguelle nous commencons par celle-ci. Dans ce qui suitteelC désigne uneariable
globale Une autre quantité qui doit étre considérée commefseiglobale est la position
de l'aiguille : quand dans l'algorithme, on dit de piquer ehsommet, on déplacephy-
siguement- l'aiguille jusqu’a ce sommet et elle reste a cette posificsqu’au prochain
piquage.

L'algorithme 1 est une petite routine qui initialise les iahfes et se termine en ap-
pelant la fonctiorBr oder | i gne_haut (décrite dans I'algorithme 2) qui, couplée a la
fonction Br oder | i gne_bas, (décrite au méme endroit) constitue le cceur de I'algo-
rithme.

Algorithme 1 Procédure d’appel

1. C+ la configuration a broder

2. p + une case d€

S «+ le sommet en bas a gaucheple

piquer l'aiguille ens de I'envers vers I'endroit
appeler la fonctioBr oder _| i gne_haut

gk w

Etant donné qu'il n'y a des appels récursifs que lorsqueoimbre de cases dans la
variableC diminue strictement (et que ceci ne peut pas se produirendinéé de fois), il
est clair que I'algorithme s’arréte. La correction ded@adithme, quant a elle, découle de
la preuve du théoréme que nous avons donné précédemidars laissons au lecteur les
détails de cette transcription.

On notera finalement que dans I'étape d'initialisation¢cbaisit une case quelconque
de la configuratiorC'. Ceci signifie que, non seulement, toute configuratiaronnexe

10
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Algorithme 2 FonctionBr oder _| i gne_haut (resp.Br oder _| i gne_bas)

1: L + la plus grande ligne horizontale incluse d&wmontenant le sommet ou se trouve
l'aiguille et au-dessus (resp. au-dessous) de ce sommet
2: | i st e+ laliste ordonnée des sommets a piquer pour brbdepartir des a I'aide
d’'un des modeles de 2.2.1
sile brodage n’est pas possildrs
sortir de la fonction
retirer deC toutes les cases de
pour chaquesommets dansl i st e parcourue dans I'ordriaire
piquer l'aiguille ens
sile sommes est en haut de alors
appeler la fonctiomBr oder _| i gne_haut
10:  sinon {le sommes est en bas de}
11: appeler la fonctiomr oder _| i gne_bas

© o N R®

est fortement brodable mais qu’en outre, il est possiblededder en commencant par
n'importe laquelle de ses cases.

2.4.2 \ersion ierative

La version itérative, présentée dans l'algorithme 8eadait tres proche de la version
récursive. Elle fonctionne a I'aide d’'une pile dont lésrdéents sont des couplés f) ou
s est un sommet ef un élément de I'ensembl@u-dessusu-dessous

Nous laissons a nouveau I'exercice au lecteur de montrerd’glgorithme termine
et a bien le comportement voulu. Cela est plutodt facileqoesl'on a bien compris le
fonctionnement de la pile, et notamment fait le lien entrgila qui apparait dans la
version itérative et la pile des appels récursifs de laioarrécursive.

2.5 Lalgorithme et les configurations non4-connexes

Nous avons pour l'instant examiné le comportement de di@dlgme lorsqu’on I'ap-
pelle avec une configuratioftconnexe, mais il fait encore sens de I'appeller avec une
configuration ne vérifiant pas cette propriété. Que segéd dans ce sens ? Remarquons
déja qu'il est clair que l'algorithme s’arréte encor&aiument donné précédemment
n'utilisait pas la4-connexité) et qu’il brode au moins la composa#teonnexe conte-
nant la ligneC. Il se peut cependant qu’il en brode plus comme le montreiigde tres
simple de la configuration suivante (représentée en gris)

pour laguelle les deux cases sont brodées si I'on part duarobas a gauche de la case
du bas. En examinant d’'un peu plus pres la situation, onreg cempte que les seuls

11
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Algorithme 3 Version itérative

1. C <+ la configuration a broder

2. p + une case d€

3: s + le sommet en bas a gaucheple
4: créer une pile vidpi | e

5. empiler 6, au-dessus) symi | e

6: tant que pi | e est non viddaire

7.
8:
9:
10:

11:

12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:

dépilerpi | e
(s, f) « I'eélement dépilé
piquer l'aiguille ens
L «+ la plus grande ligne horizontale incluse dahsontenant le sommet ou se
trouve l'aiguille et situédé de ce sommet
| i ste « laliste ordonnée des sommets a piquer pour bradarpartir des a
I'aide d’'un des modeles de 2.2.1 (on convient Quest e est vide si le brodage
n’est pas possible)
sil i st e est non vidalors
retirer deC toutes les cases de
pour chaquesommets dansl i st e parcourue dans le sens invefage
sile sommes est en haut de alors
empiler €, au-dessus) syi | e
sinon {le sommes est en bas de}
empiler €, au-dessous) sy | e

recollements nor-connexes entre deux des modeles présentés en 2.2.lesaptatre
suivants :

ou s est le sommet de recollement. Ainsi si, dans I'algorithme,sapprime I'appel
récursif apres

12
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le piquage dans le coin en haut a gauche lors de I'exécdtionodele 1’,

le piquage dans le coin en bas a gauche lors de I'exécdtionodele 2’,

le piguage dans le coin en bas a droite lors de I'exécuatiomodele 3’, et

le piquage dans le coin en haut a droite lors de I'exénutiomodele 4’

on obtient un programme qui brodgactementa composantéd-connexe d&' contenant
la ligne .

Si vous souhaitez voir I'algorithme a I'ceuvre, rendezs/eur la page
htt p: // bounbo. t oonywood. or g/ sandri ne/ pageper so/ pcr oi x/

ou vous pourrez voir se broder devant vos yeux des confignegpréenregistrés ainsi que
toutes celles que vos dessinerez puis proposerez. La nelsikalgorithme utilisée est la
version itérative qui prend en compte la modification guesngenons de discuter pour ne
broder qu’'une composanteconnexe. En réalité, le programme ne s’arréte passdpre
premiére composantieconnexe, mais continue jusqu’a avoir bordé toute la gonéition
proposée en changeant de fil — et de couleur — apres chaguyeosantel-connexe.

3 Exemples et contre-exemples

Jusqu’a présent, nous n’avons étudié que les configusat-connexes mais les ques-
tions de brodabilité et forte brodabilité ne se posentysdguement dans ce cadre res-
treint. On a notamment envie maintenant d’étudier le cascdafigurations$-connexes.
La situation semble alors bien plus complexe, et c’est ceaquerions illustrer dans cette
derniere partie a I'aide d’exemples et de contre-exemple

3.1 Les configurations< escaliers

Nous étudions, dans cette partie, deux familles d’exesnfglee nous appelerons des
escalier$ de configurations-connexes qui ne sont pasonnexes.
3.1.1 Un premier lemme bien utile

Intéressons-nous pour commencer a un type particulievodéigurations, a savoir
celles qui sont en accord avec la description suivante :

13
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X
X

X | X
X X XX

X

X

X

X
X

X X X

F G

X XX

On lit cette description en convenant qu’une case grispedm la présence de la case en
guestion dans la configuration, alors qu’'une case barresmson absence. Les cases
laissées blanches, quant a elles, n'imposent aucuneagubet

On considére a partir de maintenant une configuratiare la forme précédente. On
noten le nombre de cases dé On suppose en outre quéest brodable, et on fixe une
maniere de la broder qui respecte les regles que nous nouses fixées. Ceci nous per-
met de numéroter les diagonales des cases de la configuragtle qui porte le numéro
1 est la premiere que la méthode de brodage choisie nous bitadier, celle qui porte le
numeéro2 est la deuxieme et ainsi de suite jusqu’au nunro

Lemme 3.1.0n se place dans la situation qui vienéte cecrite, et on noté le nunero
de la diagonaledD. Alorsi € {2,2n}.

De plus, si = 2, alors la diagonaleBC porte le nuréro 1, et la diagonale& F' porte
le nunero 3. Si, au contraire; = 2n, alors la diagonaleBC' porte le nungéro2n — 1, et
la diagonaleDG porte le nungro 2n — 2.

Démonstration.Supposons par I'absurde que {2, 2n}. Comme il est clair que I'on ne
peut pas non plus avoir= 1 (puisqu’il faut broderBC' avantAD), on peut parler des
diagonales numérotéeés 2, i —1 eti+ 1. Il est facile de se convaincre que les diagonales
i — 1 eti+ 1, étant voisines dé sont a choisir parmBC' et EF'. Mais, par ailleurs, les
contraintes nous imposent de brod&t’ avantAD. La seule solution restante est donc
que la diagonalé — 1 soit BC' et que la diagonale+ 1 soit EF'. Mais alors la diagonale
i — 2 (qui est voisine de — 1) est nécessairementG. Il en résulte queDG est brodée
avantE'F', ce qui n'est pas possible. On a ainsi obtenu une contradictt la premiere
partie du lemme est démontrée.

Supposons = 2. Comme la diagonal&C' doit étre brodée avani D, elle est
nécessairement brodée en premier. D’autre part, apéon ne peut broder qud D
ou EF. CommeAD est déja brodé, c’est F' qui porte le numéra.

Supposons maintenant 2n. Les deux seuls candidats pour porter le nun2ere- 1
sont alorsBC et EF', maisEF est a écarter car il doit étre brodé apfe&'. Ainsi BC
porte bien le numérdn — 1 et il suit rapidement qu&G est numérot@n — 2. O

14
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Par symétrie centrale, on obtient le résultat suivantC' gist une configuration bro-
dable qui est de la forme

o XX

X

I

X X X | X
X

X

X
X' X
X | X X
X | X | X

alors le numérg de la diagonalel’ D" appartient a 'ensemblg2, 2n }, etc.

3.1.2 Lescalier simple

Soitn un entier supérieur ou égal2a Considérons la configuration suivarife an
cases.

A B

H G

On comprend aisément d’ou vient le nonesalier On travaillera dans toute la suite de
I'article avec des escaliers qui descendent, mais les mégseltats et les mémes preuves
sont valables pour des escaliers qui montent.

Théoreme 3.2.(1) Pour toutn, la configurationE,, est brodable.
(2) La configurationF,, est fortement brodable si, et seulement st 2.

15
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Démonstration.L’assertion (1) est facile. On brode les cases successiviesmedescen-
dant I'escalier en piquant I'aiguille pour chacune d’elle

— d’abord dans le coin en bas a gauche,

— ensuite dans le coin en haut a droite,

— ensuite dans le coin en haut a gauche,

— et enfin dans le coin en bas a droite.

On passe maintenant a la demonstration de (2 Si 2, voici une solution pour
réaliser le brodage avec les conditions voulues (les nosn&ur les sommets indiquent
I'ordre dans lequel I'aiguille les traverse).

Supposons maintenant > 2 et appelonsABCD et EFGH les cases respectivement
situées en haut et en bas de I'escalier comme cela at@dgitesur la premiere illustration.
Supposons que I'escalier soit fortement brodable et fixaresmaniere de le broder qui
respecte les contraintes correspondantes.dgsigne le numéro de la diagonal€’, le
lemme 3.1 nous dit que € {2,2n}. De méme, le numérg de la diagonalé/G est
aussi dang2, 2n}. Quitte & appliquer une symétrie centrale, on peut sugpmse; = 2

et j = 2n. Mais alors, le lemme 3.1 a nouveau nous apprend que lamhdgB D est
bordée en premier. Or ceci est incompatible avec le faitigesoit bordée en dernier car
ni B ni D n'est adjacent & ou G (on rappelle que, par I'hypothése de forte brodabilité,
le brodage est supposé se terminer au méme point que ¢alla commence). O

3.1.3 Lescalier avec palier

Soientg, p etd des entiers naturels non nuls. On considere la configuratiovante
E

9,p,d

16
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ou il y a g cases dans la partie de gauche (le premier escaliedses dans la partie
centrale (le palier) ef cases dans la partie de droite (le deuxieme escalier).gtoside
clarté, les trois parties sont séparées par des trapeiatillés sur le dessin précédent.

Le casp = 1 correspond a un escalier simple ou le palier se réduihéraarche
normale. Ce cas a déja été étudié précédemmentestt mourquoi nous I'excluons a
partir de maintenant.

Théoreme 3.3.Soienty, p etd des entiers naturels non nuls ave¢ 2. Alors
— sig = d = 1, la configurationt, ,, ; est fortement brodable
— sig = 1 etd > 1, la configuration, , ; est brodable, mais non fortement brodable
— sid = 1 etg > 1, la configuration, , ; est brodable, mais non fortement brodable
— sig > 1 etd > 1, la configurationE, ,, ;, n'est jamais fortement brodable, et elle est
brodable si, et seulementgiest impair.

Le théoreme précédent montre que la combinatoire<dedtalier avec palier n’est
pas vraiment simple et laisse présager qu’il risque d'étfficile de trouver une condition
nécessaire et suffisante facilement exploitable pourcténiaer les configurations bro-
dables (resp. fortement brodables) parmi les configureiezonnexes. En tout cas, les
auteurs n’ont, a ce jour, pas de réponse satisfaisargtexquestion.

3.1.4 Demonstration du theoréeme

Les cas limites On commence par supposér= 1. On souhaite tout d’abord montrer
queE, , . est toujours brodable, et pour cela il suffit d’exhiber ungfaconvenable de
broder cette configuration. Pour éviter de multiplier eedes notations, on la donne ci-
dessous simplement dans le cas particylier 2, p = 3 en laissant au lecteur I'exercice
de faire les adaptations nécessaires pour le cas général

23 22
24 18
21 20® ¥
19 16 214 4_ 7 6
17<
8 10
1 3715 5713 12®
9 11

Dans le cas od = 1, une construction similaire montre qég,, ; est fortement brodable.

Il ne reste donc plus qu'a demontrer glig, ; n'est pas fortement brodable pogr> 1.
Pour cela, concentrons-nous sur les deux premieres nsegohieaut a gauche et nommons
leurs sommets comme sur la figure ci-apres.

17
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X

D’apres le lemme 3.1, s'il existe une maniere convenakeldwbderE, ,,, le numéro
d’ordre qu’elle attribue a la diagonal&€D est soit2, soit2n (oun = g+ p + 1 est le
nombre total de cases). Si c’&std’apres le méme lemme, les diagonal#s et £ F' ont
respectivement pour numétoet 3. On en déduit que la diagonaleG' porte le numéro
4. En effet, partant d& ou F', on ne peut aller sur I'envers qu'dmnou G, et il n’est pas
possible de broder tout de suite la diagonalecar il s’agit d’'une diagonale supérieure
et que la diagonale inférieure correspondante n'a page@te brodée. Mais alors, il est
clair que I'on ne pourra jamais revenir a notre point deaiiepuisque celui-ci (qui es?

ou C) n'est adjacent qu'al et D et que toutes les diagonales arrivant a ces sommets ont
déja été brodées. Un raisonnement analogue congal¢@ment a une contradiction dans
le cas ou la diagonalé D est brodée en dernier.

Le casg = 1 se déduit de ce qui vient d'étre fait par application d’'\syenétrie
centrale. Il ne reste donc plus qu’a traiter le cagy@i d sont tous les deux 1, ce que
Nous supposons a partir de maintenant. Remarquons at&ggument que nous avons
utilisé dans la demonstration du theoreme 3.2.(2) digpe encore pour montrer que la
configurationk, , ; n'est pas fortement brodable. Il ne reste donc plus quiaatérer
gu’elle est brodable si, et seulemenpgst impair.

Supposons tout d’abord que, , 4 soit fortement brodable et fixons un brodage qui
respecte les conditions correspondantes. Comme cela expliqué précédemment, ce
brodage détermine une numeérotation des diagonales des de, , ;.

Coloriage des diagonales Commencons par colorier les sommets a I'aide de deux cou-
leurs que I'on alterne comme sur un échiquier. De facoméle, la couleur du sommet
de coordonnéeg, j) est donc la classe modulode i + j. Mais plutdt que de parler de
classe modul@, nous conviendrons dans la suite que les couleurs que nitgsng sont
simplement le noir et le blanc.

Une diagonale dans une case relie toujours deux sommetsed® robuleur, et on
convient alors de donner a cette diagonale cette coulenneme. Du fait que deux som-
mets adjacents sont de couleur différente, on déduit gu& diagonales dans, , ; qui
sont consécutives.€. qui portent des numéros consécutifs) sont de coulelaréifite.

Ordre de parcours de I'escalier NotonsG I'ensemble des cases d@g , ; qui sont dans
le premier escalier a gauche ; par définition, c’est un rde de cardinay dont on note
Gy, ...,G, les élements en convenant que les céses. ., G, apparaissent dans I'ordre
quand on descend I'escalier. On définit de méme les enssmbl= {P;,..., P,} et
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D = {D,,...,Dy}. Daprés le lemme 3.1, les numéros des diagonales sysés de
G, et Dy sont2 et2n (oun = g + p + d est le nombre total de cases), et quitte a faire
une symeétrie centrale on peut supposer que les numérobatsdioués dans cet ordre. La
deuxieme partie du lemme 3.1 assure alors que la diagonf&geiure de(z; porte le
numerol.

Lemme 3.4.NotonsA; € {G, P, D} la partie qui contient la case contenant la diagonale
nunéro:. Alors
— pourl <i<2g,0nad; =G,
— pour2g+1<i<2(g+p),onad; =P;
—pour2(g+p)+1<i<2(g+p+d)=2n,0nad; =D.

Démonstration.On sait déja quel; = G et Ay, = D. Par ailleurs, il est clair que, pour
touts, on ne peut avoir nd; = GetA;,,; = D,niA; = DetA;,; = G (les cases de
G et D sont trop éloignées). Pour conclure, il suffit donc de mamqu’il existe au plus
deux indices tels que{ A;, A;.1} = {G, P} et, de méme, au plus deux indicgtels que
{A; Ay} = {P.D}.

A partir de maintenant, on se concentre sur la preuve de sediags. On traite méme
en fait uniquement la premiere, la seconde étant totalesimilaire. Remarquons que si
i esttel qued; = G et A, ., = P, alors la diagonale numérotéest forcément I'une des
diagonales dé&:,. De méme, si; = P et A,;; = G, alors la diagonale numérotée- 1
est forcément I'une des diagonales@g Ainsi, a chaque tel que{4;, 4,1} = {G, P},
on peut associer une diagonale@gnotéed(i). CommeG, possede deux diagonales, il
suffit pour conclure de montrer que cette association estting.

Pour cela, raisonnons par I'absurde en considérant delieeis: et j aveci < j et
d(i) = d(7). Il est alors clair, au vu de la définition, qdé&) = d(j) doit étre la diagonale
numeérotée + 1 = j. Cela signifie qued; = P, A;,1 = G et A; ., = P. Mais alors, les
diagonales numérotée®ti + 2 sont des diagonales dg, et donc forcément ses deux
diagonales. Mais par ailleurs, puisque leurs numérogrmifft de2 (qui est un nombre
pair), elles doivent étre de méme couleur, ce qui n'estifestement pas le cas. On a
donc obtenu une contradiction d’ou résulte I'injecgv@nnoncée puis le lemme. [

Etude au niveau du palier Le lemme précédent nous dit que le brodage de I'escalier
avec palier se découpe en trois parties : on brode d’abampl&tements, puis on passe

a la partieP que I'on brode completement avant de broder finalenierfExaminons de
plus pres la fagon dont on brode le palférNécessairement, puisque I'on vient@eon
entre dang” par le coin a haut a gauche (sommgjuste apres avoir brodé la diagonale
supérieure dé&5,. De méme, on sort d& par le coin en bas a droite (somnigfuste
avant de se mettre en position pour broder la diagonaleénii@ deD,. En resumé, on a

le schéma de piquage partiel que voici :

S
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Convenons, pour fixer les idées, quest colorié en noir. La premiere diagonale brodée
dansP, c’'est-a-dire la diagonale numérot2e + 1 est donc blanche. Il en résulte que
la derniere diagonale brodée daRsqui porte le numér@g + 2d est noire puisque la
difference(2¢g+2d) — (2g+1) = 2d—1 est un nombre impair. Or cette derniére diagonale
contient le sommet; celui-ci est donc également noir, c’est-a-dire de laama&ouleur
ques. On en déduit que est impair comme voulu.

La réciprogue On suppose désormais qéiest un nombre impair, et on souhaite exhi-
ber une fagon de brodéi, , , répondant aux contraintes usuelles. Voici une fagonide. fa
On commence par broder les casegt@@vec les mémes notations que précédemment)
comme cela est expliqué dans la preuve du theoréme B.2&.(1ssue de cela, le fil sort
par le coin en bas a droite d¢, dans la sen®. On brode ensuite les cases@eeux par
deux selon le schéma suivant :

7 2,6 3

1 8§ 4 )

Le fil vient alors de traverser le coin en bas & gauch£de dans le sen®. Finalement,
on utilise a nouveau la méthode de la preuve du théoreth@ Bpour broder ce qui reste
(c’est-a-dire la parti> a laquelle est ajoutée la casg).

3.2 Récapitulatif : un diagramme d’'implications

Le diagramme suivant récapitule les implications que raMams démontrés entre les
principales notions définies dans cet article.

| 4-connexe  |—| 8-connexe |
| fortement brodable|—>| brodable |

Soulignons que les implications qui ne sont pas notéesspréicédent diagramme sont
toutes fausses :
— le théoreme 3.2 montre qu’il existe des configurati®reonnexes qui sont bro-
dables sans étre fortement brodables;
— le théoreme 3.3 montre qu'il existe des configuratidt®nnexes qui ne sont pas
brodables;
— la configuration formée de deux cases sur une méme ligper&é par une unique
case n’est certainement pggonnexe mais est pourtant fortement brodable :

7 5 4 2

111

6 81 3
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