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Chapitre 1

Introduction

1.1 Calculs de processus et passivation

Les systèmes distribués sont constitués de nombreuses entités, de natures différentes,
qui peuvent évoluer indépendamment et interagir entre elles, et dont la configuration peut
changer dynamiquement. Décrire et raisonner sur les comportements de tels systèmes
nécessite une modélisation qui fasse abstraction le plus possible de la nature des com-
posants pour s’intéresser principalement à leurs interactions. C’est dans cet esprit qu’ont
été conçus les calculs de processus, dans lesquels les systèmes concurrents et communi-
quants sont représentés par des processus capables de s’échanger des messages. Les calculs
de processus peuvent être classés en deux grandes familles : les calculs de premier ordre
comme le π-calcul [34], dans lesquels seuls des noms (qui désignent des canaux de com-
munication) peuvent être transmis, et les calculs d’ordre supérieur comme HOπ [41], dans
lesquels des processus exécutables sont échangés. Ces derniers permettent de modéliser la
migration de code au sein d’un réseau, comme par exemple le téléchargement d’un pro-
gramme sur Internet. En HOπ, la seule évolution possible est la communication synchrone ;
par exemple dans la réduction

a〈P 〉0 | a(X)Q −→ Q{P/X}

l’émetteur a〈P 〉0 transmet le processus P au récepteur a(X)Q. Le processusQ peut ensuite
exécuter une ou plusieurs copies du processus P .

Dans le π-calcul ou en HOπ, les processus s’exécutent tous en parallèle, au même
niveau. Il est parfois nécessaire de disposer d’un contrôle plus fin de la distribution des
processus, par exemple pour distinguer les machines membres d’un réseau local au sein d’un
réseau global, ou pour regrouper les processus qui s’exécutent sur la même machine. Ces
besoins ont favorisé l’émergence de nombreux calculs comportant une notion de localité,
associée à des primitives pour la migration [55]. La mobilité peut concerner les processus
ou les localités ; dans Dπ [18] ou encore dans [1], seuls les processus peuvent migrer entre
différentes localités qui sont toutes au même niveau. Dans les Ambients [10] ou le Seal [54],
les localités peuvent être incluses les unes dans les autres, formant ainsi une hiérarchie,
qui peut évoluer dynamiquement. Ces localités peuvent induire ou non des restrictions sur
les communications : par exemple dans les Ambients ou en Seal, les messages ne peuvent
franchir plusieurs limites de localités. En revanche, dans le Join-calcul distribué [13], les
localités sont transparentes : elles n’empêchent en rien la communication ou la mobilité.

Dans cette thèse, nous nous intéressons aux calculs avec localités comportant un
opérateur spécial appelé passivation. Cet opérateur permet de stopper un processus en
cours d’exécution, et de conserver ou non son état ; le processus ainsi suspendu peut ensuite
être répliqué ou transmis pour être réactivé. La passivation rend possible la modélisation
d’opérations de reconfiguration dynamique, telles que la migration de code dynamique
(l’exécution d’un programme est stoppée pour être poursuivie sur une autre machine),
l’installation de correctifs ou de mises à jour, la récupération de pannes, ou encore les
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2 Introduction

comportements adaptatifs, dans lesquels un système se reconfigure pour s’adapter aux
changements de son environnement d’exécution. Le calcul Homer [19], le M-calcul [46] et
le Kell [47] comportent un opérateur de passivation ; de même, le langage de programma-
tion Acute [48] inclut une forme de passivation de processus légers appelée thunkification.

Dans ce document, nous travaillons principalement avec le calcul HOπP, une extension
minimale de HOπ avec un opérateur de passivation. Un exemple de passivation en HOπP
est donné par la réduction suivante

a[P ] | a(X)Q −→ Q{P/X}

dans laquelle a[P ] est une localité nommée a et contenant un processus P , et a(X)Q
est un processus récepteur. Dans la transition ci-dessus, la localité a est détruite, et le
processus P est passé en argument au récepteur a(X)Q. Une localité a[ ] est un contexte
d’exécution transparent : si P peut se réduire en P ′, alors a[P ] se réduit en a[P ′], et P
peut communiquer avec l’extérieur de a sans aucune contrainte. Cette forme de passivation
est une simplification des opérateurs de passivation présents dans le Kell et Homer. En
particulier, nous omettons l’utilisation des récepteurs joints du Kell, et les restrictions sur
les communications présentes dans les deux calculs.

1.2 Équivalences comportementales

Dans les systèmes interactifs, remplacer un élément par un autre, pour des raisons
d’optimisation par exemple, peut avoir des conséquences sur l’ensemble du système. Il
faut donc s’assurer au préalable que la version optimisée a le même comportement que la
version initiale. Pour formaliser cette notion de “même comportement”, nous définissons
une équivalence comportementale sur les systèmes et leurs composantes. Un système peut
communiquer avec son environnement, ou évoluer par lui-même. Selon les besoins, nous
nous intéressons à une partie de ces actions seulement, que nous appelons observables
(ou barbes). Par exemple, pour comparer un programme P à sa version optimisée P ∗,
nous considérons uniquement les communications avec l’extérieur et faisons abstraction
des actions internes ; les observables sont alors les canaux de communication sur lesquels
P et P ∗ peuvent interagir. Nous disons alors que P et P ∗ sont équivalents si et seulement
si remplacer l’un par l’autre au sein d’un système S ne change pas le comportement global
de S, et ce quel que soit le système considéré. Dans les calculs de processus, cette notion
d’équivalence s’appelle la congruence barbue [35].

Si la définition de la congruence barbue est naturelle, elle est en revanche difficile à
prouver formellement : pour montrer que deux processus sont équivalents, nous devons
considérer tous les systèmes (ou contextes) qui peuvent les contenir. Nous cherchons donc
à définir une équivalence comportementale plus simple à établir, tout en conservant un
pouvoir discriminant semblable à celui de la congruence barbue. Au lieu d’exhiber le
comportement d’un processus en le faisant réagir avec un contexte, nous pouvons essayer
de raisonner directement sur les interactions offertes par ce processus. Pour cela, nous
définissons des transitions P α−→ P ′, qui signifient que le processus P est capable de devenir
P ′ en faisant l’action α. Par exemple dans le cas du π-calcul, l’action α peut être l’émission
d’un nom, la réception d’un nom ou la synchronisation de deux processus. À partir de ce
système de transitions étiquetées, nous pouvons définir coinductivement une équivalence
sur les processus de la manière suivante : deux processus P , Q ont le même comportement
si et seulement si pour toute action P

α−→ P ′, il existe une transition Q
α−→ Q′ de sorte

que P ′ et Q′ ont le même comportement (et réciproquement pour les actions de Q). Une
équivalence comportementale construite sur ce principe est appelée bisimilarité.

Le pouvoir discriminant d’une bisimilarité dépend du choix des actions α. Si ces actions
ne sont pas assez détaillées (par exemple “émettre un message” sans préciser sur quel canal
de communication), la bisimilarité peut mettre en relation des processus qui n’ont pas le
même comportement selon la congruence barbue : on dit alors que la bisimilarité n’est pas
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1.3 Contributions 3

correcte. En revanche, si les actions sont trop précises, la bisimilarité peut être trop fine, et
distinguer des processus équivalents selon la congruence barbue : dans ce cas, la bisimilarité
n’est pas complète. Définir une bisimilarité correcte et complète ne pose habituellement pas
de problème dans les calculs de premier ordre comme le π-calcul [45]. La situation est plus
compliquée pour les calculs d’ordre supérieur. Il faut distinguer les équivalences fortes, qui
traitent toutes les actions de la même manière, des équivalences faibles, dans lequel nous
faisons abstraction des actions internes (cf. l’exemple de l’optimisation). La plupart des
calculs d’ordre supérieur disposent d’une caractérisation de la congruence barbue dans le
cas fort ; en revanche, seuls quelques uns, comme par exemple HOπ [42] ou les Ambients
[32], bénéficient d’une caractérisation dans le cas faible. Dans les calculs avec passivation,
seul Homer [19] disposait jusqu’à aujourd’hui d’une bisimilarité faible correcte mais non
complète.

En outre, la caractérisation de la congruence dans les calculs d’ordre supérieur se
fait généralement par une bisimilarité contextuelle, une forme de bisimilarité définie par
Sangiorgi pour HOπ [42]. Dans une telle bisimilarité, les processus à comparer sont testés
avec les contextes capables d’intéragir avec ces processus. Par exemple, deux processus qui
émettent sur un nom a sont comparés en les faisant interagir avec tous les récepteurs sur
a. La quantification universelle sur les contextes de la congruence barbue a été remplacée
par une quantification sur des contextes plus ciblés. Si la bisimilarité contextuelle est un
progrès par rapport à la congruence barbue (elle reste plus facile à prouver, notamment
grâce à l’utilisation de techniques modulo [43]), elle n’est pas complètement satisfaisante ;
supprimer toute quantification universelle sur les contextes permettrait par exemple d’au-
tomatiser les preuves d’équivalences de processus. C’est pourquoi Sangiorgi définit une
autre forme de bisimilarité, appelée bisimilarité normale [42]. Tout en restant correcte et
complète, la bisimilarité normale teste les processus à l’aide d’un nombre fini de contextes
bien choisis. À notre connaissance, une telle bisimilarité n’a été définie jusqu’ici que pour
HOπ et certaines de ses variantes [42, 22] et pour une version concurrente de ML [21].

1.3 Contributions

Dans les calculs Homer [19] et le Kell [47], les bisimilarités contextuelles correctes et
complètes définies dans le cas fort testent de nombreux contextes pour établir l’équivalence
de processus. Nous cherchons à définir une caractérisation efficace de la congruence bar-
bue, semblable à la bisimilarité normale de HOπ. Nous étudions d’abord un calcul avec
passivation mais sans opérateur de restriction, appelé HOP, dans lequel nous définissons
une bisimilarité normale qui caractérise la congruence barbue. Notre résultat ne repose
pas sur la définition d’une forme normale pour les processus, comme en HOπ [42], mais sur
l’observation de la hiérarchie des localités au sein d’un processus. Nous montrons que cette
définition de bisimilarité n’est pas correcte dans les calculs avec passivation et restriction
tels que HOπP. Plus précisément, nous donnons plusieurs contre-exemples qui prouvent
que tester différentes catégories de processus ne suffit pas à garantir l’équivalence de pro-
cessus en HOπP. Nous conjecturons qu’il n’est pas possible de définir une bisimilarité
normale correcte et complète dans les calculs avec passivation et restriction.

Les calculs Homer et Kell ne disposent pas de caractérisation de la congruence barbue
dans le cas faible. La principale difficulté est de prouver la correction d’une bisimilarité
candidate1. Dans un premier temps, nous expliquons pourquoi les différentes techniques
de preuve de correction ont échoué jusqu’ici. En particulier, nous expliquons pourquoi
les bisimilarités contextuelles ne sont pas adaptées à l’utilisation de la méthode de Howe.
La méthode de Howe [20, 2, 15] est une méthode de preuve systématique pour montrer
qu’une bisimilarité est une congruence, qui s’applique dans les cas fort et faible. Dans leur
travaux sur Homer [14], Godskesen et Hildebrandt ont adapté la méthode de Howe pour
prouver la congruence d’une bisimilarité contextuelle faible ; malheureusement la relation

1Une relation est dite candidate si elle est suceptible de caractériser la congruence barbue.
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4 Introduction

qu’ils définissent n’est pas complète. Nous proposons une nouvelle forme de système de
transitions étiquetées, conçu de façon à permettre l’utilisation de la méthode de Howe pour
prouver la correction de la bisimilarité associée. Nous présentons notre système de tran-
sitions et la bisimilarité correspondante (appelés ensemble sémantique à complément) en
utilisant le calcul HOπ, puis nous appliquons notre méthode à HOπP, avant de l’étendre au
Kell. Nous prouvons la complétude des bisimilarités à complément forte et faible définies
pour HOπ et HOπP ; en revanche, nous donnons un contre-exemple qui montre que celles
définies pour le Kell sont trop discriminantes, pour des raisons liées non pas à la passiva-
tion, mais à la présence de récepteurs joints.

1.4 Organisation du document

Ce document est organisé de la manière suivante. Dans le chapitre 2, nous faisons l’état
de l’art des calculs d’ordre supérieur et de leur théorie comportementale. En particulier,
nous présentons les calculs HOπ et HOπP, utilisés intensivement tout le long de cette
thèse. Nous détaillons également les différentes formes de bisimilarités définies pour les
calculs d’ordre supérieur. Enfin, nous expliquons pourquoi la définition de la bisimilarité
contextuelle pour HOπP est plus complexe que celle pour HOπ. Dans le chapitre 3, nous
cherchons à définir une bisimilarité normale correcte et complète dans différents calculs
avec passivation. Nous montrons qu’il est possible de définir une telle relation dans HOP,
un calcul muni d’un opérateur de passivation mais dépourvu de restriction. En revanche,
nous donnons des contre-exemples qui nous laissent penser qu’il n’est pas possible de
définir une bisimilarité normale dans HOπP.

Dans le chapitre 4, nous passons en revue les principales méthodes de preuve de correc-
tion (preuve pour HOπ, preuve par progression et méthode de Howe), et nous expliquons
pourquoi elles échouent pour la bisimilarité contextuelle faible dans les calculs avec pas-
sivation. Dans le chapitre 5, nous introduisons la sémantique à complément, que nous
définissons d’abord pour HOπ. Nous expliquons en quoi cette sémantique permet l’u-
tilisation de la méthode de Howe pour prouver la correction, et nous montrons que les
bisimilarités contextuelle et à complément cöıncident. Nous définissons ensuite une bisim-
ilarité à complément pour HOπP, dont nous prouvons la correction et la complétude dans
les cas fort et faible, obtenant ainsi le premier résultat de caractérisation de la congruence
barbue faible dans un calcul avec passivation.

Dans le chapitre 6, nous définissons une sémantique à complément pour le Kell. Par
rapport à HOπP, la principale difficulté est la présence de récepteurs joints ; c’est pourquoi
nous étudions dans une première étape la sémantique à complément d’une extension de
HOπ avec récepteurs joints. Le résultat que nous obtenons pour le Kell n’est pas totalement
satisfaisant : la bisimilarité que nous définissons est correcte mais pas complète. Le chapitre
7 conclut cette thèse et présente quelques perspectives de recherche.

Les preuves des principaux résultats du chapitre 3 sont données dans les appendices
B et C, et celles pour les chapitres 5 et 6 sont données dans l’appendice A. Les résultats
présentés dans le chapitre 3 ont été publiés dans [28], et ceux de la section 5.2 ont été
publiés dans [27]. Les résultats obtenus dans HOπ (section 5.1) et le Kell (chapitre 6)
n’ont pas encore été soumis à publication.
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Chapitre 2

Bisimulations dans les calculs
d’ordre supérieur

Dans les calculs de processus d’ordre supérieur, les messages contiennent des processus
exécutables. Nous présentons dans ce chapitre le calcul d’ordre supérieur HOπ [42], et une
extension de ce calcul avec un opérateur de passivation, appelé HOπP [28]. Nous rappelons
également la théorie comportementale de ces deux calculs : nous présentons d’abord la
relation de référence, la congruence barbue, qui permet de définir une notion d’équivalence
comportementale dans n’importe quel langage muni d’une réduction. Cette relation est
peu utilisable en pratique ; nous allons analyser les différentes relations proposées pour la
remplacer. Nous complétons enfin notre état de l’art en décrivant rapidement la théorie
comportementale des principaux calculs d’ordre supérieur connus à ce jour.

2.1 Le calcul HOπ

2.1.1 Syntaxe et sémantique informelle

Le calcul HOπ [42] (Higher-Order π-calculus ; π-calcul d’ordre supérieur) est une vari-
ante du π-calcul [45] dans laquelle la communication de noms est remplacée par la com-
munication de processus. Nous notons a, b, . . . les noms d’ordre supérieur, a, b, . . . les co-
noms et la méta-variable γ représente les noms et co-noms. Les variables de processus
sont notées X,Y, . . .. Un multi-ensemble est un ensemble dans lequel un élément peut
apparâıtre plusieurs fois ; un multi-ensemble est dit fini si et seulement s’il comporte un
nombre fini d’éléments. Un multi-ensemble fini {x1, . . . xn} est noté x̃.

La syntaxe du calcul, donnée en figure 2.1, comporte les constructions suivantes.
– Le processus inactif 0.
– La composition parallèle P | Q, où les processus P et Q s’exécutent de manière

concurrente.
– La communication synchrone d’ordre supérieur sur un nom a, entre un récepteur
a(X)P et un émetteur a〈Q〉R.

– La restriction de nom νa.P , dans laquelle la portée du nom a est restreinte au
processus P .

– La réplication de processus !P , capable de fournir une infinité de copies de P .
Dans le processus a(X)P , la variable X est dite liée ; une variable non liée est dite libre.
Nous notons fv(P ) les variables libres d’un processus P . Un processus comportant des
variables libres est dit ouvert ; dans le cas contraire, il est dit clos. De la même manière,

P ::= 0 | X | P | P | a(X)P | a〈P 〉P | νa.P | !P

Fig. 2.1 – Syntaxe de HOπ
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6 Bisimulations dans les calculs d’ordre supérieur

le nom a est lié dans le processus νa.P . Nous notons fn(P ) les noms libres et bn(P ) les
noms liés d’un processus P .

Nous notons P{Q̃/X̃} la substitution simultanée et sans capture de noms des variables
X̃ (supposées deux à deux distinctes) par les processus Q̃. Dans une communication syn-
chrone a(X)P | a〈Q〉R, le processus a(X)P attend un processus sur a, ici Q, pour exécuter
ensuite le processus P{Q/X}. Le processus a〈Q〉R est capable d’envoyer un message Q sur
a avant que la continuation R ne s’exécute. Le déclenchement de la communication donne le
processus P{Q/X} | R. Dans la suite, nous utilisons un cas particulier de communication
d’ordre supérieur, la synchronisation sur un nom, dans laquelle aucune information n’est
échangée. Nous notons a.P un récepteur a(X)P tel que X /∈ fv(P ) et a.Q un émetteur
a〈0〉Q. La synchronisation a.P | a.Q donne P | Q. Un processus est dit préfixé si et
seulement si il est de la forme γ.P .

Convention. Nous identifions les processus modulo α-conversion, c’est-à-dire modulo
renommage des noms et variables liés. Les processus sont choisis de sorte que leurs noms
et variables liés sont différents de leur noms et variables libres. Dans toute discussion ou
preuve, nous supposons que les noms et variables liés de toute entité étudiée (processus,
agents, actions, . . . ) sont choisis différents des noms et variables libres de toute autre entité
considérée. Avec cette convention, nous écrivons par exemple νa.(P | Q) ≡ P | νa.Q sans
expliciter de conditions sur les noms libres de Q. Un nom est dit frais si et seulement s’il
diffère des noms de toutes les entités considérées.

Remarque 2.1. Comme dans beaucoup d’autres calculs d’ordre supérieur, la réplication
de HOπ peut être encodée en utilisant les autres constructions du langage. Nous remar-
quons d’abord que la réplication peut être encodée avec la réplication de processus préfixé,
en changeant !P en νa.(a.0 |!a.(P | a.0)). Pour générer une copie de P , on génère une
copie de a.(P | a.0) et on déclenche la synchronisation sur a.

Par conséquent, il suffit d’encoder la réplication de processus préfixé !a.P . Soit b un
nom frais ; nous définissons R

∆= a.b(X)(P | X | b〈X〉0), et nous encodons !a.P par
Q = νb.(b〈R〉0 | R). Le processus R est similaire au processus a.P , sauf qu’il attend une
copie de lui-même sur b après communication sur a afin de générer une copie de P et de
récréée le processus Q. Ainsi le processus Q se réduit en P | Q après synchronisation sur
a, de la même manière que le processus !a.P .

Cependant, cet encodage introduit une étape supplémentaire dans la création d’un pro-
cessus répliqué. D’un point de vue comportemental, le processus !P n’est donc pas forte-
ment1 équivalent à son encodage. Nous avons donc choisi de garder la réplication explicite
dans le calcul.

Par la suite nous cherchons à prouver que diverses relations, notamment les équivalences
comportementales, sont préservées par les opérateurs du langage. Ainsi, pour une relation
R, nous voulons montrer que P R Q implique (P | R) R (Q | R), νa.P R νa.Q, etc. Les
contextes permettent de composer un processus P quelconque avec un nombre arbitraire
d’opérateurs du calcul.

Définition 2.1. Un contexte C est obtenu à partir d’un terme en remplaçant une occur-
rence de 0 par un trou 2.

Ainsi, la syntaxe des contextes de HOπ est la suivante :

C ::= 2 | P | C | C | P | a(X)C | a〈C〉P | a〈P 〉C | νa.C | !C

Remplacer le trou d’un contexte C par un terme P donne un processus noté C{P}. Par
exemple, avec C

∆= νa.(2 | R), nous avons C{P} = νa.(P | R). Contrairement à la
substitution de variable, l’instanciation de contexte peut éventuellement capturer des noms

1dans le sens défini en section 2.2.1
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2.1 Le calcul HOπ 7

P | (Q | R) ≡ (P | Q) | R P | Q ≡ Q | P P | 0 ≡ P νa.νb.P ≡ νb.νa.P

νa.0 ≡ 0 νa.(P | Q) ≡ P | νa.Q !P ≡ P |!P

Fig. 2.2 – Congruence structurelle

et variables libres. Par exemple, les occurrences de a libres dans P deviennent liées dans
le processus C{P} ci-dessus.

Une relation stable par composition par contextes est appelée congruence.

Définition 2.2. Une relation d’équivalence R est une congruence si et seulement si P R Q
implique C{P} R C{Q} pour tout contexte C.

La congruence est une caractéristique intéressante à prouver pour les équivalences
comportementales. Avec cette propriété, nous pouvons par exemple décomposer les pro-
cessus étudiés en sous-termes, prouver l’équivalence sur cette décomposition, et en déduire
l’équivalence des termes initiaux par congruence.

Nous définissons une première équivalence sur les processus de HOπ, la congruence
structurelle, qui permet de mettre en relation les termes qui ne diffèrent que par la struc-
ture.

Définition 2.3. La congruence structurelle est la plus petite congruence qui satisfait les
règles données en figure 2.2.

En particulier, la composition parallèle est commutative et associative, et admet 0
comme élément neutre. L’ordre des restrictions n’est pas important : nous abrégeons donc
le processus νa1. . . . νan.P en νa1 . . . an.P ou en νã.P . La congruence structurelle permet
également d’étendre la portée des restrictions ; cette propriété sera importante par la suite.

2.1.2 Système de transitions étiquetées

La sémantique opérationnelle de HOπ est donnée sous forme de système de transitions
étiquetées, dont les règles sont rappelées en figure 2.1, à l’exception du symétrique des
règles Par et HO. Un processus peut évoluer vers un autre processus (actions internes
ou silencieuses P τ−→ P ′), une fonction (réception P

a−→ F = (X)Q) ou une concrétion
(émission P

a−→ C = νb̃.〈R〉S). Dans une concrétion νb̃.〈R〉S, les noms b̃ sont supposés
deux à deux distincts. Nous appelons agents, notés A, l’ensemble des processus, fonctions
et concrétions ; ainsi, un processus évolue toujours vers un agent. Nous étendons la compo-
sition parallèle et la restriction à tous les agents (figure 2.1). La méta-variable α parcourt
l’ensemble des étiquettes τ, γ.

La transition P
a−→ (X)Q signifie que P est capable de recevoir un message R sur a

pour ensuite continuer comme Q{R/X}. La transition P
a−→ νb̃.〈R〉S signifie que P peut

émettre le processus R sur a et continuer comme S, et la portée des noms b̃ doit être
étendue pour inclure le récepteur de R. L’interaction entre la fonction F et la concrétion
C donne une communication d’ordre supérieur (règle HO). Nous définissons un opérateur
de pseudo-application

(X)Q • νb̃.〈R〉S ∆= νb̃.(Q{R/X} | S)

en nous appuyant sur la convention sur les noms libres et liés données ci-dessus pour éviter
toute capture de noms.

Notez que la règle Restr n’effectue pas systématiquement l’extension de la portée du
nom a ; par définition de l’extension de la restriction aux concrétions, la portée de a n’est
étendue que si a appartient aux noms libres du message. Ainsi nous avons

νa.b〈a.0〉a.0 b−→ νa.〈a.0〉a.0

νa.b〈c.0〉a.0 b−→ 〈c.0〉νa.a.0
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8 Bisimulations dans les calculs d’ordre supérieur

Agents :

Processus P,Q,R, S
Fonctions F,G ::= (X)P
Concrétions C,D ::= 〈P 〉Q | νa.C
Agents A,B ::= P | F | C

Extension des opérateurs à tous les agents

(X)Q | P ∆= (X)(Q | P )

P | (X)Q ∆= (X)(P | Q)

νa.(X)Q ∆= (X)νa.P

(νb̃.〈Q〉R) | P ∆= νb̃.〈Q〉(R | P )

P | (νb̃.〈Q〉R) ∆= νb̃.〈Q〉(P | R)

νa.(νb̃.〈Q〉R) ∆= νb̃, a.〈Q〉R si a ∈ fn(Q)

νa.(νb̃.〈Q〉R) ∆= νb̃.〈Q〉νa.R si a /∈ fn(Q)

Pseudo-application et application de processus

(X)P • νb̃.〈R〉Q ∆= νb̃.(P{R/X} | Q) (X)P ◦ Q ∆= P{Q/X}

Règles du système de transitions étiquetées

a(X)P a−→ (X)P In a〈Q〉P a−→ 〈Q〉P Out
P

α−→ A

P | Q α−→ A | Q
Par

P
α−→ A α /∈ {a, a}
νa.P

α−→ νa.A
Restr

P
α−→ A

!P α−→ A |!P
Replic

P
a−→ F P

a−→ C

!P τ−→ F • C |!P
Replic-HO

P
a−→ F Q

a−→ C

P | Q τ−→ F • C
HO

Fig. 2.3 – Sémantique opérationnelle de HOπ
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2.2 Théorie comportementale pour HOπ 9

et donc pour un récepteur b(X)P , nous avons

b(X)P | νa.b〈a.0〉a.0 τ−→ νa.(P{a.0/X} | a.0)
b(X)P | νa.b〈c.0〉a.0 τ−→ P{c.0/X} | νa.a.0

Cette extension de portée, dite paresseuse, est choisie dans la plupart des calculs d’ordre
supérieur. Dans le cas de HOπ, utiliser l’extension de portée paresseuse ou systématique
(c’est-à-dire la portée est étendue que le nom appartienne ou non aux noms libres du
message) n’influe pas sur la sémantique du calcul. Nous verrons que le choix de l’extension
de portée est plus important pour les calculs avec passivation.

Remarque 2.2. En toute rigueur, le calcul HOπ défini dans [41] autorise également
les fonctions dans les messages ; le calcul présenté dans cette section n’est donc que le
fragment de second ordre de HOπ. Nous donnons quelques résultats pour le calcul HOπ
d’ordre quelconque dans la section 2.2.4.

2.2 Théorie comportementale pour HOπ

2.2.1 Congruence barbue

Une première notion d’équivalence comportementale, largement utilisée dans les lan-
gages concurrents, est la congruence barbue, proposée par Milner et Sangiorgi [35]. Cette
relation repose sur la réduction du calcul considéré et sur la définition d’observables pour
un processus. Les observables ne sont pas définis de manière uniforme pour tous les calculs ;
il s’agit de paramètres dont nous choisissons de suivre l’évolution au cours des réductions
pour mettre en relation ou non les processus. De cette manière, nous définissons formelle-
ment le comportement d’un processus. Dans le cas de HOπ, nous nous intéressons aux
possibles interactions d’un processus avec son environnement ; c’est pourquoi nous choi-
sissons comme observables les canaux γ sur lesquels une communication est possible.

Définition 2.4. Le prédicat d’observabilité P ↓γ pour HOπ est défini de la manière suiv-
ante :

– Nous avons P ↓a ssi P ≡ νb̃.(a(X)Q | R) avec a /∈ b̃.
– Nous avons P ↓a ssi P ≡ νb̃.(a〈Q〉R | S) avec a /∈ b̃.

Pour un calcul distribué, où les processus s’exécutent dans des localités nommées, une
autre possibilité est de choisir par exemple d’observer les localités afin d’étudier le degré
de distribution d’un terme.

Remarque 2.3. Nous pouvons également définir les observables à partir du système de
transitions étiquetées : nous avons P ↓γ si et seulement si P

γ−→ A pour un certain A.

Les observables ainsi choisis, nous pouvons définir une première équivalence, la bisim-
ilarité barbue.

Définition 2.5. Une relation R sur les processus clos est une simulation barbue forte si
et seulement si P R Q implique :

– pour tout P ↓γ, nous avons Q ↓γ ;
– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q τ−→ Q′ et P ′ R Q′.

La relation R est une bisimulation barbue forte ssi R et R−1 sont des simulations barbues
fortes. La bisimilarité barbue forte est la plus grande bisimulation barbue forte.

La bisimilarité barbue forte est la plus grande relation qui préserve les observables
par réduction. Cette relation n’est pas satisfaisante en tant qu’équivalence comportemen-
tale ; en effet, elle relie les processus a〈b.0〉0 et a〈c.0〉0, qui ne peuvent être considérés
comme équivalents, étant donné qu’ils émettent des processus qui se synchronisent sur des
noms différents. La bisimilarité barbue sert de base à une relation plus satisfaisante, la
congruence barbue.
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10 Bisimulations dans les calculs d’ordre supérieur

Définition 2.6. La congruence barbue forte ∼b est la plus grande congruence incluse dans
la bisimilarité barbue forte.

Ainsi, nous avons P ∼b Q si et seulement si pour tout contexte C, les processus C{P}
et C{Q} sont reliés par la bisimilarité barbue forte. La congruence barbue forte distingue
bien les processus a〈b.0〉0 et a〈c.0〉0, en considérant le contexte C = 2 | a(X)X. Après
une transition interne, nous obtenons C{P} τ−→ b.0 et C{Q} τ−→ c.0 ; les deux processus
résultants n’ont pas les mêmes observables, et ne sont donc pas reliés par la bisimilarité
barbue forte.

Les relations définies jusqu’ici sont qualifiées de fortes car un processus doit répondre
à une transition τ−→ en effectuant une et une seule transition τ−→. Il peut être intéressant
de considérer des équivalences de processus dans lesquelles un déséquilibre dans le nombre
de transitions est autorisé, par exemple pour vérifier qu’un processus P et une version
optimisée de P (qui effectue moins d’étapes de réduction) ont bien le même comportement.
Dans ce but, nous notons ⇒ la clôture réflexive et transitive de τ−→, et nous définissons la
bisimilarité barbue faible de la manière suivante :

Définition 2.7. Une relation R sur les processus clos est une simulation barbue faible si
et seulement si P R Q implique :

– pour tout P ↓γ, nous avons Q⇒↓γ ;
– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q⇒ Q′ et P ′ R Q′.

La relation R est une bisimulation barbue faible ssi R et R−1 sont des simulations barbues
faibles. La bisimilarité barbue faible est la plus grande bisimulation barbue faible.

Le processus Q peut donc effectuer un nombre arbitraire de transitions internes avant
d’exhiber les mêmes observables que P , et peut répondre à une transition de P par un
nombre quelconque (éventuellement nul) de transitions. La définition de congruence barbue
faible est directe :

Définition 2.8. La congruence barbue faible ≈b est la plus grande congruence incluse
dans la bisimilarité barbue faible.

Remarque 2.4. Intuitivement, on peut imaginer une autre définition de bisimilarité bar-
bue faible en remplaçant les clauses de la définition 2.7 par :

– pour tout P ⇒↓γ, nous avons Q⇒↓γ ;
– pour tout P ⇒ P ′, il existe Q′ tel que Q⇒ Q′ et P ′ R Q′.

Il est facile de vérifier que les deux définitions sont équivalentes ; la définition 2.7 reste
néanmoins plus facile à manipuler.

La congruence barbue est une équivalence comportementale répandue car adaptable
(la notion de comportement dépend du choix des observables) et naturelle : deux processus
sont considérés équivalents si et seulement s’ils ne peuvent être distingués au sein d’un
contexte quelconque. Montrer que deux processus ne sont pas en congruence barbue est
simple : il suffit de trouver un contexte C qui les distingue. En revanche, prouver que
deux processus sont en congruence barbue est plus difficile, étant donné la quantification
universelle sur les contextes C dans la définition de la relation. C’est pourquoi il est utile
de trouver des caractérisations de la congruence barbue, par exemple en utilisant la co-
induction et une définition de bisimilarité appropriée. Nous allons maintenant étudier les
différents types de définitions de bisimilarité, et donner les résultats de correspondances
avec la congruence barbue de HOπ.

2.2.2 Bisimilarité d’ordre supérieur

Nous reprenons ici les définitions et observations de Sangiorgi, qui a travaillé sur les
définitions de bisimulations pour HOπ dans [42, 41]. Les bisimulations définies pour les
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2.2 Théorie comportementale pour HOπ 11

calculs de premier ordre tels que CCS [33] ou le π-calcul [45] ne sont pas adaptées pour
les calculs d’ordre supérieur. Ces relations mettent en relation des processus émetteurs
seulement si les messages émis sont syntaxiquement égaux ; elles distinguent donc par
exemple les processus a〈0〉0 et a〈0 | 0〉0, qui ne peuvent pourtant être différenciés par la
congruence barbue. De telles bisimulations ne peuvent donc être complètes.

Une approche, développée par Thomsen pour ses calculs CHOCS [51] et Plain CHOCS
[52], est de demander que les messages émis soient bisimilaires plutôt que syntaxiquement
égaux. L’équivalence ainsi obtenue est appelée bisimilarité d’ordre supérieur ; adaptée à
HOπ, la définition formelle est la suivante.

Définition 2.9. Une relation R sur les processus clos est une simulation d’ordre supérieur
ssi P R Q implique :

– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q τ−→ Q′ et P ′ R Q′ ;
– pour tout P a−→ F , il existe F ′ telle que Q a−→ F ′ et pour tout processus R, nous avons
F ◦ R R F ′ ◦ R ;

– pour tout P a−→ νb̃.〈R〉S, il existe νb̃′.〈R′〉S′ telle que Q
a−→ νb̃′.〈R′〉S′, R R R′ et

S R S′.
La relation R est une bisimulation d’ordre supérieur ssi R et R−1 sont des simulations
d’ordre supérieur. La bisimilarité d’ordre supérieur .∼ est la plus grande bisimulation d’or-
dre supérieur.

Dans le cas de l’émission de message, la bisimilarité d’ordre supérieur ne prend pas en
compte les noms extrudés. Ce traitement n’est pas satisfaisant ; considérons par exemple
les processus suivants

P1
∆= a〈0〉0 P2

∆= νb.a〈b.0〉0

Seuls les messages émis sont différents. Cependant le nom b est restreint à P2 et n’est pas
connu de l’environnement. Si nous faisons réagir P1 et P2 avec un processus a(X)R (nous
rappelons que par convention sur l’α-conversion, nous avons b /∈ fn(R)), nous obtenons

a(X)R | a〈0〉0 τ−→ R{0/X} | 0
a(X)R | νb.a〈b.0〉0 τ−→ νb.(R{b.0/X} | 0)

Comme le nom b n’apparâıt pas dans R, le processus b.0 ne peut pas trouver de processus
avec qui se synchroniser dans νb.(R{b.0/X} | 0) ; il ne peut donc effectuer aucune transi-
tion et est donc équivalent à 0. Les processus résultants R{0/X} | 0 et νb.(R{b.0/X} | 0),
et par conséquent P1 et P2, ne peuvent être distingués par un contexte, et sont donc en
congruence barbue forte. Or nous avons P1 6

.∼ P2, car les processus émis 0 et b.0 ne sont
pas bisimilaires.

La bisimilarité d’ordre supérieur parâıt trop discriminante également pour des proces-
sus qui ne font pas intervenir la restriction. Nous considérons maintenant les processus
suivants :

P1
∆= a〈0〉!b.0 P2

∆= a〈b.0〉!b.0

Encore une fois, seuls les processus émis sont différents. En faisant réagir avec un processus
récepteur a(X)R, nous obtenons

a(X)R | a〈0〉!b.0 τ−→ R{0/X} |!b.0
a(X)R | a〈b.0〉!b.0 τ−→ R{b.0/X} |!b.0

Dans le processus R{b.0/X} |!b.0, il n’est pas possible d’observer la provenance des transi-
tions b−→ : on ne peut distinguer par un contexte une transition b−→ provenant de !b.0 d’une
transition b−→ provenant des copies de b.0 dans R{b.0/X}. Le processus !b.0 masque donc
les différences entre R{0/X} et R{b.0/X}. Les processus P1 et P2 sont donc en congruence
barbue forte alors que nous avons P1 6

.∼ P2.
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12 Bisimulations dans les calculs d’ordre supérieur

La bisimilarité d’ordre supérieur, qui exige la bisimilarité des messages, est donc trop
discriminante pour HOπ : elle distingue des processus reliés par la congruence barbue. Il
existe cependant des calculs pour lesquels la bisimilarité d’ordre supérieur caractérise la
congruence barbue, comme par exemple le calcul HOP étudié dans ce document (chapitre
3).

2.2.3 Bisimilarité contextuelle

Dans le cas d’une émission de message, la bisimilarité d’ordre supérieur sépare mes-
sage et continuation. Sangiorgi propose au contraire de les étudier ensemble, permettant
notamment de mieux traiter leurs possibles interactions ainsi que les noms restreints qu’ils
partagent. Son approche est de faire réagir une émission de message avec une réception, et
de considérer le résultat de la communication dans les étapes de bisimulation. La bisimi-
larité ainsi obtenue est dite contextuelle car elle explicite les interactions possibles avec le
contexte dans le cas d’une émission ou d’une réception.

Définition 2.10. Une relation R sur les processus clos est une simulation contextuelle
forte précoce ssi P R Q implique :

– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q τ−→ Q′ et P ′ R Q′ ;
– pour tout P a−→ F , pour tout C, il existe F ′ telle que Q a−→ F ′ et F • C R F ′ • C ;
– pour tout P a−→ C, pour tout F , il existe C ′ telle que Q a−→ C ′, et F • C R F • C ′.

La relation R est une bisimulation contextuelle forte précoce si et seulement si R et R−1

sont des simulations contextuelles fortes précoces. La bisimilarité contextuelle forte précoce
∼ est la plus grande bisimulation contextuelle forte précoce.

La relation est dite précoce car le contexte de test (la concrétion C dans le cas de la
réception ou la fonction F dans le cas de l’émission) est choisi avant que la réponse de Q
ne soit donnée. La transition de Q dépend donc du contexte choisi : deux concrétions
différentes peuvent engendrer deux transitions Q

a−→ F différentes dans le cas de la
réception. Nous pouvons également définir une bisimilarité telle que les réponses de Q
soient indépendantes des contextes choisis ; il suffit pour cela d’inverser l’ordre des quan-
tifications.

Définition 2.11. Une relation R sur les processus clos est une simulation contextuelle
forte tardive ssi P R Q implique :

– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q τ−→ Q′ et P ′ R Q′ ;
– pour tout P a−→ F , il existe F ′ telle que Q a−→ F ′ et pour tout C, on a F • C R F ′ • C ;
– pour tout P a−→ C, il existe C ′ telle que Q a−→ C ′, et pour tout F , on a F • C R F • C ′.

La relation R est une bisimulation contextuelle forte tardive si et seulement si R et R−1

sont des simulations contextuelles fortes tardives. La bisimilarité contextuelle forte tardive
∼l est la plus grande bisimulation contextuelle forte tardive.

Dans le cas tardif, la réponse doit convenir quel que soit le contexte de test ; la condi-
tion est plus contraignante que dans le cas précoce, où la réponse ne doit convenir que pour
le contexte dont elle dépend. Nous avons donc ∼l⊆∼. L’inclusion inverse n’est pas vraie
en général ; par exemple en π-calcul [45], il existe des processus qui sont en bisimulation
précoce mais pas en bisimulation tardive. Nous verrons que pour HOπ, les deux relations
cöıncident.

Reprenons un des exemples de la section précédente

P1
∆= a〈0〉!b.0 P2

∆= a〈b.0〉!b.0

Nous allons montrer que nous avons P1 ∼l P2, en prouvant que la relation

R∆= {(R{b.0/X} |!b.0, R{0/X} |!b.0)}
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2.2 Théorie comportementale pour HOπ 13

est une bisimulation contextuelle forte tardive. Soit

P1,R
∆= R{0/X} |!b.0, P2,R

∆= R{b.0/X} |!b.0.

Nous montrons que P1,R répond aux transitions de P2,R modulo congruence structurelle,
en faisant une analyse de cas sur les types de transitions possibles de P2,R :

– Transitions provenant de R ne faisant pas intervenir les processus b.0 ; nous avons
P2,R

α−→ A{b.0/X} |!b.0 avec R α−→ A. Nous avons alors également P1,R
α−→ A{0/X} |

!b.0. Nous traitons uniquement le cas de la concrétion R
a−→ A = νc̃.〈Q1〉Q2. Pour

toute fonction F , nous avons

F • A{b.0/X} |!b.0 = νc̃.(F ◦ Q1{b.0/X} | Q2{b.0/X}) |!b.0

= (νc̃.(F ◦ Q1 | Q2)){b.0/X} |!b.0 ∆= P3

F • A{0/X} |!b.0 = (νc̃.(F ◦ Q1 | Q2)){0/X} |!b.0 ∆= P4

Nous avons P3 R P4, comme souhaité.
– Transition b−→ d’un processus substitué b.0, ou synchronisation entre un processus

substitué b.0 et une partie de R ; nous traitons ce dernier cas, le premier étant plus
simple. Nous avons alors

P2,R
τ−→ R′{0/X0}{b.0/X} |!b.0

∆= P3

avec R b−→ R′ ; le processus b.0 à la position X0 se synchronise avec R. Nous con-
sidérons la transition

P1,R
τ−→ R′{0/X0}{0/X} |!b.0

∆= P4

qui provient de la synchronisation de R avec une copie de b.0 fournie par !b.0. Toutes
les instances de X sont remplacées par 0 dans P4, et en particulier l’instance X0 ;
nous l’exhibons pour montrer que nous avons bien P3 R P4.

– Transition b−→ du processus répliqué !b.0, ou synchronisation entre !b.0 et une partie
de R ; ce cas est similaire au précédent.

De la même manière, nous pouvons montrer que P2,R répond aux transitions de P1,R. La
relation R est donc une bisimulation contextuelle forte tardive.

Nous donnons maintenant les résultats qui font de la bisimilarité contextuelle une
équivalence intéressante.

Théorème 2.1. Les relations ∼ et ∼l sont des congruences.

Nous esquissons la preuve de ce résultat dans le chapitre 4, dans lequel nous étudions
les différentes méthodes de preuve de congruence. En conséquence de ce théorème, et
comme nous avons P ↓γ si et seulement si P

γ−→, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 2.1. Nous avons ∼⊆∼b.

La bisimilarité est dite correcte par rapport à la congruence barbue. Nous pouvons
également en déduire le résultat suivant, qui permet de simplifier les preuves de bisimilarité
pour les processus préfixés.

Lemme 2.1. Pour tout γ, et pour tout processus clos P,Q, nous avons γ.P ∼ γ.Q ssi
P ∼ Q (de même pour ∼l).

L’implication suffisante est une conséquence directe du théorème 2.1. Nous donnons la
preuve de l’implication inverse pour a.P ∼ a.Q. Nous avons a.P a−→ 〈0〉P . Soit F = (X)0.
Le processus a.Q ne peut répondre que par a.Q a−→ 〈0〉Q, et nous avons F • 〈0〉P ∼
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14 Bisimulations dans les calculs d’ordre supérieur

F • 〈0〉Q, c’est-à-dire P ∼ Q, comme souhaité. Par la suite, nous écrirons simplement
les transitions des processus préfixés γ.P

γ−→ P , et nous nous servirons implicitement du
lemme 2.1 pour les preuves de bisimilarité.

Nous montrons maintenant que la bisimilarité contextuelle est complète par rapport à
la congruence barbue, c’est-à-dire que nous avons le résultat suivant :

Théorème 2.2. Nous avons ∼b⊆∼.

Ainsi, la bisimilarité contextuelle forte précoce caractérise la congruence barbue forte.
Nous esquissons la méthode de preuve, qui est la même que pour le π-calcul [45]. Nous
définissons une famille de relations ∼k, k entier, qui différencie les niveaux de bisimilarité.
Nous avons P ∼k Q si et seulement si P imite Q sur les premières k transitions. Plus
précisément, nous notons ∼0 la relation universelle sur les processus, et nous avons P ∼k Q
si et seulement si :

– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q τ−→ Q′ et P ′ ∼k−1 Q
′, et inversement pour

tout Q τ−→ Q′ ;
– pour tout P a−→ F , pour tout C, il existe F ′ telle que Q a−→ F ′ et F • C ∼k−1 F

′ • C,
et inversement pour tout Q a−→ F ;

– pour tout P a−→ C, pour tout F , il existe C ′ telle que Q a−→ C ′ et F • C ∼k−1 F • C ′,
et inversement pour tout Q a−→ C.

Nous prouvons ensuite que ∩k ∼k=∼, en nous appuyant sur la propriété suivante du
système de transitions.

Lemme 2.2. Pour tout P, α, l’ensemble {A,P α−→ A} est fini.

Le système de transitions est dit à image finie. Par induction sur k, nous montrons
alors que P �k Q implique l’existence d’un contexte Ck tel que Ck{P} �b Ck{Q}. Nous
montrons alors la contraposée du théorème 2.2. Si P � Q, alors il existe k tel que P �k Q,
et donc il existe un contexte C tel que C{P} �b C{Q}. Par conséquent P et Q ne sont pas
en congruence barbue.

Remarque 2.5. Pour les calculs dans lesquels les bisimilarités précoce et tardive sont
différentes, la bisimilarité tardive est généralement trop discriminante et n’est donc pas
complète par rapport à la congruence barbue. On cherche donc à caractériser la congruence
barbue par une bisimilarité précoce.

Nous donnons maintenant les définitions et résultats pour le cas faible. Nous rappelons
que ⇒ est la clôture réflexive et transitive de τ−→, et pour toute action γ, nous notons

γ
=⇒

pour ⇒ γ−→. Ce type de transitions, sans action interne après l’action visible, est qualifié
de semi-faible. Les étapes d’ordre supérieur engendrent des fonctions et concrétions, qui
ne peuvent évoluer par elles-mêmes. Les bisimilarités semi-faibles ne sont généralement
pas complètes par rapport à la congruence barbue faible. Nous ajoutons donc des étapes
internes après une action visible dans nos définitions de bisimilarités faibles.

Définition 2.12. Une relation R sur les processus clos est une simulation contextuelle
faible précoce ssi P R Q implique :

– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q⇒ Q′ et P ′ R Q′ ;
– pour tout P a−→ F , pour tout C, il existe F ′, Q′ tels que Q a=⇒ F ′, F ′ • C ⇒ Q′ et
F • C R Q′ ;

– pour tout P a−→ C, pour tout F , il existe C ′, Q′ tels que Q a=⇒ C ′, F • C ′ ⇒ Q′ et
F • C R Q′.

La relation R est une bisimulation contextuelle faible précoce si et seulement si R et
R−1 sont des simulations contextuelles faibles précoces. La bisimilarité contextuelle faible
précoce ≈ est la plus grande bisimulation contextuelle faible précoce.

La version tardive ≈l de la relation s’obtient en remplaçant les clauses d’ordre supérieur
de la définition 2.12 par :
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2.2 Théorie comportementale pour HOπ 15

– pour tout P a−→ F , il existe F ′ telle que Q a=⇒ F ′ et pour tout C, il existe Q′ tel que
F ′ • C ⇒ Q′ et F • C R Q′ ;

– pour tout P a−→ C, il existe C ′ telle que Q a=⇒ C ′ et pour tout F , il existe Q′ tel que
F • C ′ ⇒ Q′ et F • C R Q′.

Les bisimilarités faibles ainsi définies sont correctes par rapport à la congruence barbue
faible.

Théorème 2.3. Nous avons ≈⊆≈b et ≈l⊆≈b.

La méthode de preuve est la même que pour le cas fort. La complétude reste un
problème ouvert : la preuve de complétude utilisée pour le cas fort ne permet pas de
conclure dans le cas faible. En effet, les transitions faibles ne sont pas à image finie. Par
exemple, pour P ∆=!(a.0 | a.b.0), nous avons P ⇒ b.0 | . . . b.0 | P avec k copies de b.0
pour tout k. Comme pour le π-calcul, nous pouvons cependant conclure sur les processus
à image finie.

Définition 2.13. Un processus P est à image finie ssi
– l’ensemble {P ′, P ⇒ P ′} est fini ;
– pour tout C, l’ensemble {P ′,∃F, P a=⇒ F ∧ F • C ⇒ P ′} est fini ;
– pour tout F , l’ensemble {P ′, ∃C,P a=⇒ C ∧ F • C ⇒ P ′} est fini.

Nous pouvons alors prouver la complétude sur les processus à image finie en utilisant
la même technique que pour le cas fort.

Théorème 2.4. Pour tout P,Q à image finie, P ≈b Q implique P ≈ Q.

La bisimilarité contextuelle permet donc de caractériser la congruence barbue de
manière coinductive. On peut néanmoins se demander si une telle relation est réellement
plus simple à manipuler que la congruence barbue. En effet, on remplace une quantification
universelle sur tous les contextes par une quantification sur les contextes interagissant avec
les processus à comparer (une concrétion dans le cas d’une réception ou une fonction dans
le cas d’une émission). La définition d’une bisimilarité contextuelle doit être vue comme
une première étape, qui peut servir de base à des techniques de preuve permettant de
simplifier les relations candidates (techniques modulo [36, 38, 32]), ou à la définition de
relations plus simples, comme les bisimilarités normales.

2.2.4 Bisimilarité normale

La bisimilarité normale améliore la bisimilarité contextuelle faible en ne considérant
qu’un seul agent de test pour chaque action d’ordre supérieur. Cette relation repose sur un
encodage de HOπ dans un calcul de premier ordre, qui illustre d’une certaine manière le
peu de possibilités laissées par le calcul dans la manipulation des messages. Un processus
P reçu peut être détruit, dupliqué ou transmis, une ou plusieurs fois, immédiatement ou
après un certain nombre de transitions. Tous ces comportements peuvent être simulés
en remplaçant P par un nom, utilisé pour déclencher l’exécution d’une copie de P au
moment voulu. Formellement, Sangiorgi prouve le résultat suivant, appelé théorème de
factorisation.

Théorème 2.5. Pour tout agent A et processus P tels que a /∈ fn(A,P ), nous avons
A{P/X} ≈l νa.(A{a.0/X} |!a.P ).

La preuve de ce résultat se trouve dans [42]. Le théorème de factorisation remplace
chaque copie de P dans A par un déclencheur a.0, qui peut activer une copie de P à tout
moment grâce au processus associé !a.P . La bisimulation normale exploite cette mise sous
forme normale des processus dans la définition de ses clauses.

Définition 2.14. Une relation R sur les processus clos est une simulation normale si et
seulement si P R Q implique :
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16 Bisimulations dans les calculs d’ordre supérieur

– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q⇒ Q′ et P ′ R Q′ ;
– pour tout P a−→ F , pour tout nom frais b, il existe F ′, Q′ tels que Q a=⇒ F ′, F ′ ◦ b.0⇒
Q′ et F ◦ b.0 R Q′ ;

– pour tout P a−→ νc̃.〈R〉S, pour tout nom frais b, il existe νc̃′.〈R′〉S′, Q′ tels que Q a=⇒
νc̃′.〈R′〉S′, νc̃′.(S′ |!b.R′)⇒ Q′ et νc̃.(S |!b.R) R Q′.

La relation R est une bisimulation normale ssi R et R−1 sont des simulations normales.
La bisimilarité normale ≈n est la plus grande bisimulation normale.

Il faut souligner que pour les actions d’ordre supérieur, le résultat de la comparaison
des fonctions et concrétions est indépendant du nom choisi. Dans le cas de la réception,
les fonctions sont testées avec seulement un déclencheur ; dans le cas de l’émission, les
messages R,R′ sont rendus disponibles sur un nom b. La bisimilarité normale ainsi définie
caractérise la bisimilarité contextuelle faible, et donc la congruence barbue faible.

Théorème 2.6. Nous avons ≈l=≈n.

Pour prouver ce résultat, Sangiorgi [42] traduit les processus de HOπ en processus
déclenchés, dans lesquels seuls des déclencheurs b.0 peuvent être émis. Sur les proces-
sus déclenchés, les bisimulations contextuelles et normales cöıncident, et le théorème de
factorisation permet de relier par ≈ un processus à sa traduction déclenchée. Jeffrey et
Rathke [21] utilisent la même méthode pour définir une bisimilarité normale correcte et
complète dans une version concurrente de ML.

Dans la preuve de Sangiorgi, le théorème de factorisation (et donc le théorème 2.6) est
une conséquence de la congruence de ≈. Il est possible de procéder de manière différente :
dans [30], Li prouve d’abord le théorème de factorisation en comparant les transitions de
P{R/X} et de sa version factorisée, et en déduit ensuite la congruence de ≈. En utilisant
des processus et transitions indexés, Cao [9] fait une analyse plus fine de la provenance
des transitions de P{R/X} et de sa version factorisée, ce qui lui permet de prouver le
théorème de factorisation dans le cas fort et d’en déduire une bisimilarité normale forte.

La bisimilarité normale peut être définie dans le calcul HOπ d’ordre quelconque, dans
lequel des fonctions peuvent être émises en plus des processus. Par exemple, la fonction
F

∆= (X)X ◦ Q attend une fonction en argument et l’applique au processus Q. Sangiorgi
[41] définit une bisimilarité normale en s’appuyant sur le type des fonctions ; par exemple
si ? est le type de tous les processus, alors F a pour type (?→ ?)→ ?. Jeffrey et Rathke
[22] ont étendu ce résultat aux types récursifs.

Remarque 2.6. Du théorème 2.6, nous pouvons déduire l’égalité des bisimilarités précoce
et tardive. Nous avons ≈l⊆≈⊆≈n par définition, et nous avons ≈n⊆≈l par le théorème
2.6.

2.3 Équivalences dans les calculs avec passivation

Nous allons maintenant étudier la théorie comportementale des calculs avec passivation
tels que Homer [19] et le Kell [47]. Plutôt que de travailler dans un des ces deux formal-
ismes, nous définissons un calcul plus simple, appelé HOπP [28], qui étend HOπ avec un
opérateur de passivation. De cette manière, nous évitons les particularités superfétatoires
de chaque calcul (principalement le contrôle additionnel des communications), et nous
pouvons comparer les bisimulations entre HOπ et HOπP.

2.3.1 Syntaxe et sémantique de HOπP

Nous ajoutons des unités de passivation a[P ], appelées localités, aux constructions de
HOπ. En utilisant les mêmes notations que pour HOπ, la syntaxe du calcul est la suivante :

P ::= 0 | X | P | P | a(X)P | a〈P 〉P | νa.P | !P | a[P ]
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2.3 Équivalences dans les calculs avec passivation 17

Tant que la passivation n’est pas déclenchée, une localité a[P ] est un contexte d’évaluation
transparent : le processus P peut se réduire et communiquer librement avec des processus
à l’extérieur de a. Á n’importe quel moment, la passivation peut se déclencher et la localité
a[P ] devient une concrétion 〈P 〉0. La passivation se traduit alors par une action interne τ
seulement s’il existe un récepteur sur a capable de recevoir le contenu de la localité.

Remarque 2.7. Le récepteur a(X)P est utilisé pour la communication d’ordre supérieur
et pour la passivation. Contrairement à Homer et au Kell, nous n’introduisons pas de
récepteur spécifique à la passivation, afin de garder la définition du calcul HOπP la plus
simple possible.

Nous étendons les localités à tous les agents : si F = (X)P , alors a[F ] ∆= (X)a[P ] ; si
C = νb̃.〈Q〉R, alors a[C] ∆= νb̃.〈Q〉a[R]. Nous obtenons le système de transitions étiquetées
de HOπP en ajoutant les règles suivantes à celles de HOπ (figure 2.1).

P
α−→ A

a[P ] α−→ a[A]
Loc a[P ] a−→ 〈P 〉0 Passiv

Notez que l’extension de la localité aux concrétions et la règle Loc impliquent que la portée
des noms restreints peut traverser les limites de localités. Comme pour HOπ, l’extension
de portée est paresseuse ; par exemple, nous avons

a[νbc.d〈b.0〉c.0] | d(X)X τ−→ νb.(a[νc.c.0] | b.0)

La portée du nom b est étendue à l’extérieur de a, alors que celle de c reste incluse dans a.
Dans les calculs avec passivation (plus généralement, dans les calculs distribués au-

torisant la duplication de localités, par exemple le Seal [54]), la politique choisie pour l’ex-
tension de portée (paresseuse ou systématique, traversant les localités ou non) a une influ-
ence importante sur la sémantique opérationnelle. En particulier, de tels calculs interdisent
généralement la règle de congruence structurelle des Ambients [10] a[νb.P ] ≡ νb.a[P ]. Avec
cette règle, deux processus en congruence structurelle pourraient ne pas être en congruence
barbue. Par exemple, soit Q ∆= a[νb.P ] | a(X)(X | X). En déclenchant la passivation, nous
obtenons Q τ−→ (νb.P ) | (νb.P ) ∆= Q1. Si la portée de b pouvait être étendue à l’extérieur de
a par congruence structurelle, nous aurions Q ≡ νb.(a[P ] | a(X)(X | X)) τ−→ νb.(P | P ) ∆=
Q2. Dans le processus Q1, chaque instance de P a sa propre copie de b, alors que dans
Q2, les deux instances de P partagent le même nom b. Avec un processus P bien choisi,
comme par exemple P ∆= b.0 | b.b.c.0, nous pouvons observer des barbes différentes. En
effet, dans le premier cas, nous avons

Q1 = (νb.(b.0 | b.b.c.0.)) | (νb.(b.0 | b.b.c.0)) τ−→ τ−→ (νb.b.c.0) | (νb.b.c.0)

Aucune autre transition n’est possible et le nom c n’est pas observable. En revanche, nous
obtenons dans le second cas

Q2 = νb.(b.0 | b.0 | b.b.c.0 | b.b.c.0) τ−→ τ−→ νb.(c.0 | b.b.c.0)

Le nom c est observable.

Remarque 2.8. L’extension de portée choisie pour HOπP (paresseuse et traversant les
localités) est la même que celle de Homer ou du Kell.

2.3.2 Bisimilarité contextuelle

Nous cherchons maintenant à obtenir une caractérisation de la congruence barbue sur
le modèle de la bisimilarité contextuelle de HOπ. Les observables de HOπP sont les noms et
co-noms sur lesquels une communication ou une passivation peut avoir lieu. Les définitions
de congruences barbues ∼b et ≈b sont les mêmes que pour HOπ (définition 2.7).
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18 Bisimulations dans les calculs d’ordre supérieur

Remarque 2.9. Tout au long de ce document, nous allons définir de nombreux calculs,
et les équivalences comportementales associées. Plutôt que de définir une nouvelle nota-
tion pour chaque calcul, nous réutilisons les mêmes notations que pour HOπ. Ainsi, les
notations ∼b et ≈b désignent les congruences barbues forte et faible du calcul considéré ;
∼ et ≈ désignent les bisimilarités contextuelles fortes précoces, etc.

Nous faisons d’abord remarquer que reprendre la définition de bisimilarité contextuelle
de HOπ (définition 2.10) donne une relation qui n’est pas correcte par rapport à la con-
gruence barbue dans HOπP. En effet, nous avons vu en section 2.2.3 que la bisimilarité
contextuelle forte de HOπ relie les processus suivants

P1 = a〈0〉!b.0 P2 = a〈b.0〉!b.0

Or ces processus ne sont pas en congruence barbue en HOπP. Le contexte C
∆= c[2] |

a(X)X | c(X)0 les distingue. Nous avons C{P1}
τ−→ c[!b.0] | 0 | c(X)0 ∆= P3 par com-

munication sur a. Le processus C{P2} ne peut répondre que par C{P2}
τ−→ c[!b.0] | b.0 |

c(X)0 ∆= P4. En déclenchant la passivation sur c, nous obtenons P3
τ−→ 0 et P4

τ−→ b.0. Les
deux processus résultants ne sont pas en congruence barbue.

Dans une concrétion νã.〈R〉S, le message R peut être envoyé à l’extérieur d’une lo-
calité c alors que la continuation S reste dans c. Si la passivation sur c est déclenchée,
la continuation S peut être détruite (comme cela se produit avec C{P1} et C{P2}) ou
être placée dans un contexte différent. Ainsi la passivation peut séparer les processus R
et S et les placer dans des contextes différents, ce qui n’est pas possible dans un calcul
sans passivation. Nous réglons ce problème de la même manière que Homer ou le Kell, en
testant messages et continuations dans des contextes d’évaluation E différents. Ces con-
textes, appliqués à une concrétion, prennent en compte la séparation entre un message
et sa continuation : dans la définition de a[C] pour une concrétion C, le message de C
est sorti de la localité a, alors que la continuation reste à l’intérieur. La grammaire des
contextes d’évaluation de HOπP est la suivante :

E ::= 2 | νa.E | E | P | P | E | a[E]

Nous appelons ces contextes utilisés a des fins d’observation (et non pour la sémantique)
des contextes de bisimulation. Nous définissons la bisimilarité contextuelle forte précoce
pour HOπP de la manière suivante :

Définition 2.15. Une relation R sur les processus clos est une simulation contextuelle
forte précoce ssi P R Q implique fn(P ) = fn(Q) et :

– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q τ−→ Q′ et P ′ R Q′ ;
– pour tout P a−→ F , pour tout C, il existe F ′ telle que Q a−→ F ′ et F • C R F ′ • C ;
– pour tout P a−→ C, pour tout F , il existe C ′ telle que Q a−→ C ′ et pour tout E, nous

avons F • E{C} R F • E{C ′}.
La relation R est une bisimulation contextuelle forte précoce si et seulement si R et R−1

sont des simulations contextuelles fortes précoces. La bisimilarité contextuelle forte précoce
∼ est la plus grande bisimulation contextuelle forte précoce.

Cette définition est semblable à celles des bisimilarités contextuelles de Homer [19] et
du Kell [47] (sauf que les contextes E sont également utilisé dans le cas de la réception).
La condition fn(P ) = fn(Q) est nécessaire à cause de l’extension de portée paresseuse
à l’extérieur des localités, qui permet de distinguer deux processus avec des noms libres
différents. Par exemple, un processus P bloqué mais avec un nom libre b (par exemple
νa.a.b.0) peut être distingué de 0 par un contexte C = c[νb.d〈2〉R] | d(X)c(Y )(Y | Y ).
Nous avons C{P} τ−→ τ−→ νb.(R | R) et C{0} τ−→ τ−→ (νb.R) | (νb.R) par communication sur
d suivie par une passivation sur c. Avec un processus R bien choisi, les deux processus
obtenus peuvent avoir des transitions différentes, comme nous l’avons vu dans la sous
section précédente.
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2.4 État de l’art et conclusions 19

Remarque 2.10. On peut imaginer tester les concrétions avec une localité F • b[C], avec
b frais, plutôt que de tester avec des contextes de bisimulation F • E{C}. Les deux tests
ne diffèrent qu’au niveau de la capture des noms de C, permise dans le cas des contextes,
et impossible dans le cas de localité. Ainsi, pour une concrétion C = νã.〈R〉S, nous avons
F • b[C] | b(X)Q τ−→ νã.(F ◦ R | Q{S/X}) par passivation de b. Les noms libres de S ne
peuvent être capturés dans Q{S/X}, alors qu’ils peuvent l’être dans E{S}. Les contextes
E peuvent également capturer les noms libres de R. Autoriser la capture rend les preuves
sur ∼ plus simples ; nous ne savons pas si tester des contextes sans capture est suffisant
pour avoir la complétude.

La bisimilarité contextuelle forte précoce caractérise la congruence barbue forte.

Théorème 2.7. Nous avons ∼=∼b.

Nous étudions les preuves de congruence dans le chapitre 4. La preuve de complétude
suit le même principe que celle de HOπ (théorème 2.2). Nous donnons maintenant la
définition dans le cas faible.

Définition 2.16. Une relation R sur les processus clos est une simulation contextuelle
faible précoce ssi P R Q implique fn(P ) = fn(Q) :

– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q⇒ Q′ et P ′ R Q′ ;
– pour tout P a−→ F , pour tout C, il existe F ′, Q′ tels que Q a=⇒ F ′, F ′ • C ⇒ Q′ et
F • C R Q′ ;

– pour tout P a−→ C, pour tout F , il existe C ′ telle que Q a=⇒ C ′ et pour tout E, il existe
Q′ tel que F • E{C ′} ⇒ Q′ et F • C R Q′.

La relation R est une bisimulation contextuelle faible précoce si et seulement si R et
R−1 sont des simulations contextuelles faibles précoces. La bisimilarité contextuelle faible
précoce ≈ est la plus grande bisimulation contextuelle faible précoce.

Pour Homer comme pour le Kell, il n’existe pas de résultat de correction pour une
bisimilarité contextuelle faible similaire à la définition 2.16. Nous verrons dans le chapitre
4 pourquoi les principales techniques de preuve de correction échouent avec la bisimilarité
contextuelle faible.

2.4 État de l’art et conclusions

Nous présentons ici rapidement quelques calculs d’ordre supérieur et leurs résultats
en matière de caractérisation de la congruence barbue. Nous mentionnons également une
forme de bisimilarité proposée récemment pour les calculs d’ordre supérieur, la bisimilarité
environnementale.

2.4.1 Le calcul minimal HOcore

Le calcul HOcore [23] est un calcul minimal ne comportant que les opérateurs nécessaires
pour exprimer la communication asynchrone d’ordre supérieur, c’est-à-dire la réception
de message, l’émission (sans continuation) et la composition parallèle. Malgré l’absence
d’opérateurs tels que la restriction et la réplication, HOcore est Turing complet, et la
terminaison est indécidable.

Les bisimilarités vues dans ce chapitre (d’ordre supérieur, contextuelle et normale) ont
été adaptées pour HOcore, ainsi que la bisimilarité ouverte, qui relie les processus ouverts
sans instanciation des variables, et la bisimilarité d’entrée sortie, qui ne comporte pas de
clause pour les actions internes τ . La particularité de ce calcul est que ces différentes formes
de bisimilarités cöıncident et caractérisent la congruence barbue. Cela s’explique par le fait
que la congruence barbue est très contraignante pour ce calcul, puisqu’elle correspond à
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20 Bisimulations dans les calculs d’ordre supérieur

la congruence structurelle, étendue avec la loi suivante, dite de distribution

a(X)(P |
k−1∏

1

a(X)P ) ≡
k∏
1

a(X)P

où
∏k

1 P désigne la composition parallèle des k processus P . Il est donc possible d’axioma-
tiser l’équivalence de processus en HOcore.

Lanese et coll. ont également montré que la bisimilarité forte de HOcore est décidable.
En revanche, il suffit de rajouter quatre restrictions englobantes (à la racine des termes)
pour que la bisimilarité devienne indécidable. La plupart de ces résultats restent valides en
ajoutant une continuation aux émissions de message. Les résultats obtenus ne concernent
que la bisimilarité forte ; aucun résultat n’est connu pour la bisimilarité faible. De même
le problème de la décidabilité en présence de réplication reste ouvert.

2.4.2 Les calculs CHOCS et Plain CHOCS

Les calculs CHOCS et Plain CHOCS, proposés par Thomsen [51, 52], sont des calculs
d’ordre supérieur similaires à HOπ. Le calcul CHOCS diffère de Plain CHOCS par la
gestion de la restriction. En CHOCS, la restriction est dite dynamique : un nom peut
échapper à son lieur dans le cas d’une émission, et un nom peut être capturé lors d’une
réception. Par exemple, dans la transition (νa.b〈a.0〉a.0) | b(X)X τ−→ (νa.a.0) | a.0, le nom
a dans le message échappe à son lieur et devient libre, alors que le nom a de la continuation
reste lié. De même, dans b〈a.0〉0 | b(X)νa.X τ−→ νa.a.0, le nom a est capturé et devient
lié.

Par contre, la sémantique de Plain CHOCS est la même que HOπ : les noms ne peuvent
échapper à leur lieur et aucune capture ne peut avoir lieu lors d’une réception. La restric-
tion est dite alors statique : les noms restreints ne peuvent pas changer de lieur. Thomsen
définit une bisimilarité d’ordre supérieur pour ces deux calculs. Une telle relation est bien
adaptée à CHOCS et à sa restriction dynamique. En revanche, nous avons vu en section
2.2.2 qu’elle est trop discriminante pour les calculs à restriction statique tels que HOπ,
Plain CHOCS et les calculs définis plus récemment.

2.4.3 Les Ambients

Les Ambients [10] est un calcul distribué avec localités hiérarchisées appelées ambients.
Les ambients représentent des unités de calcul qui peuvent être incluses les unes dans
les autres et se déplacer dans la hiérarchie de localités par elles-mêmes. Les ambients
évoluent en exerçant trois types de capacités. Un ambient peut entrer dans un autre
ambient m[in n.P ] | n[Q] τ−→ n[m[P ] | Q], sortir d’un ambient m[n[out m.P ] | Q] τ−→
m[Q] | n[P ], ou détruire la frontière d’un ambient open m.P | m[Q] τ−→ P | Q. Notez
que l’évolution des ambients ne nécessite pas de synchronisation avec un autre terme ; la
mobilité est dite subjective.

De nombreux travaux ont portés sur la définition d’un système de transitions étiquetées
et d’une bisimilarité associée afin de caractériser la congruence barbue des Ambients
[32, 40, 5]. Par exemple dans [32], Merro et Zappa-Nardelli définissent des relations qui
s’apparentent à la bisimilarité contextuelle de Sangiorgi (section 2.2.3). Par exemple, pour
une action m[in n.P ] m.enter n−−−−−−→ qui signifie que l’ambient m entre dans un ambient n, la
bisimilarité a besoin d’un contexte de test n[Q] pour compléter l’action considérée ; on ob-
tient alors m[in n.P ] m.enter n−−−−−−→ n[m[P ] | Q]. Des bisimilarités contextuelles forte et faible
ont ainsi été définies, qui caractérisent une congruence barbue restreinte aux contextes
d’évaluation.

Rathke et Sobociński [40] et Bonchi et coll. [5] cherchent à obtenir une définition
systématique des systèmes de transitions étiquetées tels que la bisimilarité associée soit au-
tomatiquement une congruence. Les deux groupes ont appliqué leurs techniques différentes
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2.4 État de l’art et conclusions 21

aux Ambients et ont obtenu des systèmes de transitions étiquetées relativement similaires.
Rathke et Sobociński obtiennent une caractérisation dans le cas fort, alors que Bonchi
et coll. proposent des bisimilarités correctes et complètes dans les cas fort et faible. De
nombreuses variantes des Ambients ont été proposées (par exemple les Safe Ambients[29],
Secure Safe Ambients [7], Boxed Ambients [8] pour n’en citer que quelques unes), cer-
taines pourvues de caractérisations de la congruence barbue par des bisimilarités, comme
par exemple NBA [8]. Il n’existe pas à notre connaissance de bisimilarité normale pour les
Ambients ou pour une de ses variantes.

2.4.4 Le Seal

Le Seal [54] est un calcul distribué avec localités hiérarchisées plus flexible que les
Ambients sur la mobilité des localités. En effet, les localités peuvent être renommées,
dupliquées ou détruites. La mobilité d’ordre supérieur nécessite l’interaction de trois pro-
cessus : un processus émetteur aη1{b}.P , un processus récepteur aη2{b1, . . . , bn}.Q et la
localité transférée b[R]. L’émetteur envoie le nom de la localité à transférer (ici b) ; le
récepteur détruit la localité b pour la recréer n fois sous les noms b1 . . . bn spécifiés. Si
l’ensemble de noms du récepteur est vide aη2{}.Q, la localité est définitivement détruite.
Les directions η1, η2 ajoutent du contrôle sur les communications : la communication
prend place si et seulement si les directions et les positions du récepteur par rapport à
l’émetteur correspondent. Par exemple, dans ac{b}.P | b[R] | c[a↑{d, e}.Q], l’émetteur
envoie le nom b à une localité fille c, alors que le récepteur dans c attend un message
provenant du père ; les positions sont valides, la communication peut donc avoir lieu, et
on obtient ac{b}.P | b[R] | c[a↑{d, e}.Q] τ−→ P | c[Q | d[R] | e[R]]. Dans le Seal, une localité
peut traverser au plus une frontière de localité au cours d’une communication.

Dans [11], les auteurs définissent pour le Seal un système de transitions étiquetées et
une bisimilarité contextuelle semi-faible associée2. Le système de transitions proposé con-
tient des étiquettes intermédiaires pour les processus partiellement synchronisés, c’est-à-
dire les processus contenant un ou deux des trois termes nécessaires à une communication.
Certaines de ces actions partielles ne sont pas observables par un contexte [12]. En effet,
le processus P ∆= νa.(a∗{b}.0 | a∗{b}.0) peut récupérer le contenu d’une localité b, pour le
placer dans une localité portant le même nom b. Cette action ne peut pas être observée
par un contexte : en présence d’une localité b[Q], nous obtenons P | b[Q] τ−→ b[Q]. Le
processus P est donc en congruence barbue faible avec 0, alors qu’il peut se synchroniser
partiellement selon le système de transitions de [11]. La bisimilarité distingue donc les
processus P et 0, elle n’est donc pas complète.

2.4.5 Les calculs avec passivation

Bien que le Seal soit plus expressif que les Ambients, il n’est pas encore suffisamment
expressif : il permet juste de renommer les copies des localités, pas d’en modifier le con-
tenu. Par exemple, il est impossible d’étendre le contenu d’une localité a[P ] en a[P | Q].
Les calculs avec passivation tels que Homer [19] et le Kell [47] permettent entre autres
ce genre de comportement. Les deux calculs diffèrent uniquement dans le contrôle des
communications. En Homer, les messages ne peuvent que descendre dans la hiérarchie de
localité, et les contenus de localité ne peuvent que remonter par passivation. Par exemple,
dans T ∆= P | a[b[Q] | c[R] | S], le processus P peut envoyer un message à Q, R ou S,
S peut envoyer un message à Q ou R mais pas à P , et les processus Q et R ne peuvent
pas communiquer à l’extérieur de leur localité respective. De même le processus S peut
passiver la localité b ou c, mais ne peut pas passiver une localité dans P . Pour qu’un
message M passe de la localité b à c, il faut que Q contienne une localité avec pour corps
M , que le processus S passive cette localité pour ensuite envoyer le message à R.

2appelée par les auteurs hoe bisimilarity, soit littéralement bisimilarité à binette
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22 Bisimulations dans les calculs d’ordre supérieur

Les restrictions du Kell sont différentes. Toujours dans le processus T , P peut envoyer
un message à S, S peut envoyer un message à P , Q, ou R : les messages traversent au plus
une frontière de localité au cours d’une communication. La passivation est restreinte de la
même manière : P peut passiver a mais pas b ou c. Le processus Q ne peut communiquer
avec R qu’en utilisant S pour transmettre le message. Le Kell autorise également les
récepteurs joints, c’est-à-dire des récepteurs attendant plusieurs messages simultanés sur
différents canaux. Par exemple, le processus a(X) | b(Y ) �X | Y attend un message sur a
et sur b, avant d’exécuter le contenu des deux messages en parallèle. Le Kell sera présenté
en détail au chapitre 6.

Comme expliqué en section 2.3, une bisimilarité contextuelle correcte et complète sem-
blable à celle de HOπP (définition 2.15) a été définie dans le cas fort pour les deux calculs.
En revanche il n’existe pas de résultat de caractérisation dans le cas faible. Seule une
bisimilarité contextuelle semi-faible correcte [14] a été définie pour Homer.

2.4.6 Bisimilarité environnementale

La bisimilarité environnementale [44, 50, 49] est une forme de bisimilarité adaptée aux
formalismes d’ordre supérieur tels que le λ-calcul ou les calculs d’ordre supérieur. Deux
processus P,Q sont comparés à l’aide d’un environnement E , qui représente la connaissance
qu’un observateur a de ces processus. Cette connaissance évolue avec les transitions des
processus : par exemple, lors d’une émission, les messages sont disponibles à l’observateur
et sont donc ajoutés à l’environnement E . Nous notons P RE Q pour signifier que P et
Q sont reliés sous l’environnement E . La clause de bisimulation pour l’émission s’écrit
grossièrement de la manière suivante :

– Si P RE Q et P a−→ 〈R〉S, alors il existe 〈R′〉S′ tel queQ a−→ 〈R′〉S′ et S RE∪{(R,R′)} S′.
Dans le cas de la réception, l’observateur peut tester les fonctions avec des processus qu’il
connâıt, c’est-à-dire appartenant à E , mais il peut également construire des processus
de test à partir de E et des opérateurs du calcul. Si on note E∗ la clôture de E par les
constructions du langage, la clause (tardive) pour la réception est semblable à :

– Si P RE Q et P a−→ F , alors il existe F ′ tel que Q a−→ F ′ et pour tout (R,R′) ∈ E∗,
on a F ◦ R RE F ′ ◦ R′.

Enfin la bisimilarité environnementale comporte des clauses qui traduisent les manipula-
tions de l’environnement possibles pour l’observateur. Ces clauses sont spécifiques aux lan-
gages considérés. Par exemple dans HOπ [44], l’observateur peut à tout moment exécuter
les processus reliés par E .

– Si P RE Q et (R,R′) ∈ E , alors on a P | R RE Q | R′.
La bisimilarité environnementale pour HOπ caractérise la congruence barbue. Comme
la bisimilarité contextuelle, les clauses de bisimilarité environnementale comportent des
quantifications universelles sur les contextes à tester. Cependant, il est possible de définir
des techniques modulo qui simplifient les preuves de bisimilarité. Nous ne savons pas si la
définition d’une bisimilarité environnementale en HOπP permet d’obtenir des résultats de
caractérisation dans le cas faible.

2.4.7 Conclusions

Parmi les calculs d’ordre supérieur, HOπ est à notre connaissance le seul qui dispose
d’une théorie comportementale bien développée : la congruence barbue, équivalence de
processus naturelle mais inutilisable en pratique à cause des tests sur tous les contextes,
peut être remplacée par la bisimilarité normale, une relation qui n’a besoin de tester qu’un
contexte par action à chaque étape du jeu de bisimulation. Dans des calculs plus expressifs
tels que les calculs distribués, la caractérisation prend souvent la forme d’une bisimilarité
contextuelle, qui, pour les actions d’ordre supérieur, teste les contextes capables d’interagir
avec les processus à comparer.
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2.4 État de l’art et conclusions 23

Certains calculs ne disposent d’aucun résultat de caractérisation dans le cas faible,
comme par exemple les calculs avec passivation, tels que Homer et le Kell. Pour de tels
calculs, il est possible de définir une bisimilarité contextuelle qui caractérise la congruence
barbue dans le cas fort, mais la relation ainsi définie nécessite de nombreux contextes de
tests pour comparer deux émissions de processus (définition 2.15).

Nous cherchons à obtenir de meilleurs résultats de caractérisations de la congruence
barbue dans les calculs avec passivation. Dans un premier temps, nous essayons d’obtenir
une relation correcte et complète plus simple que la bisimilarité contextuelle. Nous al-
lons ensuite étudier les techniques de preuves de congruence afin d’obtenir un résultat de
caractérisation dans le cas faible.
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Chapitre 3

Bisimulation normale

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que les bisimilarités contextuelles définies
jusqu’ici dans les calculs avec passivation nécessitent de lourdes quantifications sur les
contextes, notamment dans le cas de l’émission (définition 2.15). Nous étudions ici la pos-
sibilité de réduire ces quantifications, voire d’obtenir une relation similaire à la bisimilarité
normale de HOπ (définition 2.14), c’est-à-dire une relation pour laquelle il suffit de tester
un nombre fini de contextes (fonctions ou concrétions) dans le cas d’une action d’ordre
supérieur. Dans un premier temps (section 3.1), nous étudions un calcul avec passivation
mais sans restriction appelé HOP [28], pour lequel nous définissons une théorie comporte-
mentale complète : il est possible de définir une caractérisation de la congruence barbue
sous forme de bisimilarités normales, dans les cas fort et faible. Ces résultats ne peuvent
malheureusement pas s’étendre à des calculs avec restriction et passivation tels que HOπP ;
en section 3.2, nous donnons différents contre-exemples qui suggèrent qu’il n’est pas pos-
sible de réduire les quantifications de la bisimilarité contextuelle de HOπP dans le cas de
la réception de message

3.1 Bisimulation normale pour HOP

Le calcul HOP est obtenu en enlevant l’opérateur de restriction du calcul HOπP et
en ajoutant la somme gardée (nécessaire pour prouver la complétude de la bisimilarité
d’ordre supérieur). Nous donnons la syntaxe, les règles de la congruence structurelle et du
système de transitions étiquetées en figure 3.1, à l’exception du symétrique des règles Sum,
Par et HO. Une concrétion s’écrit désormais simplement 〈P 〉Q, et la pseudo application
est définie par (X)P • 〈R〉Q ∆= P{R/X} | Q. Malgré l’absence de restriction, HOP est
Turing complet, en tant qu’extension de HOcore [23].

3.1.1 Bisimulation d’ordre supérieur

Comme pour HOπP, les observables d’un processus P sont les noms et co-noms γ
sur lesquels une communication ou une passivation est possible immédiatement (c’est-à-
dire tels que P

γ−→). Nous proposons une bisimilarité d’ordre supérieur comme première
caractérisation de la congruence barbue. En effet, comme souligné en section 2.3.2, la
passivation peut séparer message et continuation et les placer dans des contextes différents.
En outre, ils ne peuvent plus partager de noms restreints en HOP ; nous pouvons donc
comparer séparément messages et continuations sans être trop discriminant comme en
HOπ (section 2.2.2).

Définition 3.1. Une relation R sur les processus clos est une simulation forte d’ordre
supérieure ssi P R Q implique :

– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q τ−→ Q′ et P ′ R Q′ ;
– pour tout P a−→ F , pour tour processus clos R, il existe F ′ tel que Q

a−→ F ′ et
F ◦ R R F ′ ◦ R ;
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26 Bisimulation normale

Syntaxe :

P ::= 0 | X | P | P | !P | M
M ::= M +M | a(X)P | a〈P 〉P

Règles de la congruence structurelle

P | (Q | R) ≡ (P | Q) | R P | Q ≡ Q | P P | 0 ≡ P !P ≡ P |!P

P + (Q+R) ≡ (P +Q) +R P +Q ≡ Q+ P

Extension des opérateurs à tous les agents
(X)Q | P ∆= (X)(Q | P )

P | (X)Q ∆= (X)(P | Q)

a[(X)Q] ∆= (X)a[P ]

(〈Q〉R) | P ∆= 〈Q〉(R | P )

P | (〈Q〉R) ∆= 〈Q〉(P | R)

a[〈Q〉R] ∆= 〈Q〉a[R]

Règles du système de transitions étiquetées

a(X)P a−→ (X)P In a〈Q〉P a−→ 〈Q〉P Out a[P ] a−→ 〈P 〉0 Passiv

P
α−→ A

P | Q α−→ A | Q
Par

P
α−→ A

!P α−→ A |!P
Replic

P
α−→ A

a[P ] α−→ a[A]
Loc

P
α−→ A

P +Q
α−→ A

Sum
P

a−→ F Q
a−→ C

P | Q τ−→ F • C
HO

P
a−→ F P

a−→ C

!P τ−→ F • C |!P
Replic-HO

Fig. 3.1 – Syntaxe et sémantique opérationnelle de HOP
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3.1 Bisimulation normale pour HOP 27

– pour tout P a−→ 〈R〉S, il existe 〈R′〉S′ tel que Q a−→ 〈R′〉S′, R R R′ et S R S′.
La relation R est une bisimulation forte d’ordre supérieur ssi R et R−1 sont des simula-
tions fortes d’ordre supérieur. La bisimilarité forte d’ordre supérieure, notée .∼, est la plus
grande bisimulation forte d’ordre supérieure.

Dans la suite, nous utilisons également la variante tardive de la bisimilarité, notée .∼l,
qui est obtenue en remplaçant la clause sur la réception par :

– pour tout P a−→ F , il existe F ′ tel que Q a−→ F ′ et pour tout processus clos R, on a
F ◦ R R F ′ ◦ R.

Nous prouvons plus tard que les versions précoce et tardive de la bisimilarité cöıncident
(comme pour HOπ). La bisimilarité forte d’ordre supérieur est une caractérisation de la
congruence barbue forte :

Théorème 3.1. Nous avons P .∼ Q ssi P ∼b Q.

La preuve de correction, donnée en appendice B.1, repose sur la méthode de Howe, une
méthode de preuve systématique pour démontrer la congruence de bisimulations, étudiée
en détail dans le chapitre 4. La preuve de complétude est la même que celle de HOπ
(théorème 2.2).

Nous donnons maintenant les définitions dans le cas faible.

Définition 3.2. Une relation R sur les processus clos est une simulation faible d’ordre
supérieure ssi P R Q implique :

– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q τ=⇒ Q′ et P ′ R Q′ ;
– pour tout P a−→ F , pour tour processus clos R, il existe F ′, Q′ tels que Q

a=⇒ F ′,
F ′ ◦ R τ=⇒ Q′ et F ◦ R R Q′ ;

– pour tout P a−→ 〈R〉S, il existe 〈R′〉S′′, S′ tels que Q a=⇒ 〈R′〉S′′, S′′ τ=⇒ S′, R R R′ et
S R S′.

La relation R est une bisimulation faible d’ordre supérieur ssi R et R−1 sont des simu-
lations faibles d’ordre supérieur. La bisimilarité faible d’ordre supérieure, notée

.
≈, est la

plus grande bisimulation faible d’ordre supérieure.

La bisimilarité d’ordre supérieur faible tardive, notée
.
≈l, et obtenue en remplaçant la

clause de réception par :
– pour tout P a−→ F , il existe F ′ tel que Q a=⇒ F ′ et pour tour processus clos R, il existe
Q′ tel que F ′ ◦ R τ=⇒ Q′ et F ◦ R R Q′.

Comme dans le cas fort, nous prouvons la correction de
.
≈ grâce à la méthode de Howe.

Théorème 3.2. Si P
.
≈ Q, alors on a P ≈b Q.

La complétude est prouvée sur les processus à image finie, en utilisant la même preuve
que pour HOπ (théorème 2.4).

Définition 3.3. Un processus P de HOP est à image finie ssi
– l’ensemble {P ′, P ⇒ P ′} ;
– pour tout R, l’ensemble {P ′, ∃F, P a=⇒ F ∧ F ◦ R⇒ P ′} est fini ;
– l’ensemble {(R,P ′), ∃S, P a=⇒ 〈R〉S ∧ S ⇒ P ′} est fini.

Théorème 3.3. Pour tout processus P,Q à image finie, si P ≈b Q, alors on a P
.
≈ Q.

Il faut remarquer que les bisimulations d’ordre supérieur pour HOP sont plus faciles
à utiliser que les bisimulations contextuelles : il n’y a pas de quantification universelle
dans la clause d’émission de message. Dans la section suivante, nous montrons que la
quantification sur les messages R dans la clause de réception est superflue.
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28 Bisimulation normale

3.1.2 Bisimilarité normale

Nous montrons dans cette section qu’il est possible de définir une bisimilarité correcte et
complète pour HOP sans quantification universelle dans le cas de la réception, semblable
à la bisimulation normale pour HOπ (définition 2.14). Nous rappelons qu’en HOπ, les
fonctions sont comparées en les appliquant au processus m.0. Ce test n’est pas suffisant
pour garantir la bisimilarités des fonctions en HOP. En effet, on considère les processus
suivants :

P1
∆= !a[X] | !a[0] Q1

∆= X | P1

Nous définissons Pm
∆= P1{m.0/X}, Qm

∆= Q1{m.0/X}, Pm,n
∆= P1{m.n.0/X} et Qm,n

∆=
Q1{m.n.0/X}, où m,n n’apparaissent pas dans P1, Q1.

Nous montrons d’abord pourquoi nous avons Pm
.∼l Qm. La correspondance entre les

transitions de Pm et Qm est facile, sauf pour la transition

Qm
m−→ 0 | Pm

Le processus Pm ne peut répondre que par une transition

Pm
m−→ a[0] | Pm

provenant d’une localité répliquée. La différence entre 0 | Pm et a[0] | Pm est masquée
par le processus répliqué !a[0] dans Pm. Nous avons donc 0 | Pm

.∼l a[0] | Pm, et plus
généralement Pm

.∼l Qm.
En revanche, nous avons Pm,n 6

.∼l Qm,n. En effet, la transition

Qm,n
m−→ n.0 | Pm,n

∆= Q′m,n

ne peut être imitée que par une transition

Pm,n
m−→ a[n.0] | Pm,n

∆= P ′m,n

Les processus P ′m,n et Q′m,n ne sont pas bisimilaires ; en déclenchant la passivation dans
P ′m,n, on obtient

P ′m,n
a−→ 〈n.0〉Pm,n

Les seuls messages qui peuvent être émis par Q′m,n sont m.n.0 et 0, qui ne sont pas bisim-
ilaires à n.0. Nous avons donc P ′m,n 6

.∼l Q′m,n et donc Pm,n 6
.∼l Qm,n.

On peut penser que le déclencheur m.0 ne suffit pas à distinguer les fonctions parce que
les localités sont complètement transparentes, et donc on ne peut observer la provenance
d’un message. Cependant, l’existence de localités englobant une émission de message a des
effets indirects qui peuvent être observés. En effet, la passivation transforme un contexte
d’évaluation (une localité) en un message qui peut être détruit. Un déclencheur de la forme
m.n.0 permet de détecter un contexte d’évaluation (il y a une émission sur m) qui disparâıt
(il n’y a pas d’émission ensuite sur n), et donc la présence de localités englobantes.

Nous pouvons généraliser cette idée et montrer qu’il est possible de situer l’occur-
rence d’une variable X dans l’arbre des localités. Soient P et Q tels que P{m.n.0/X} .∼l
Q{m.n.0/X}, avec m,n frais. On suppose que P est capable de faire une transition
P

m−→ P ′, et que Q répond par Q m−→ Q′. Comme m et n sont frais pour P et Q, ces
transitions proviennent de copies de m.n.0 qui sont en contextes d’évaluation dans P et
Q. Les processus P ′ et Q′ peuvent alors déclencher exactement une transition n−→ provenant
d’un processus n.0. On suppose désormais que ce processus n.0 est dans une localité a
dans P ′. Par passivation de a, on a la transition P ′

a−→ 〈R〉S, avec R n−→. Le processus Q′

doit répondre par Q′ a−→ 〈R′〉S′ avec en particulier R .∼l R′. Comme on a R
n−→, on doit
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3.1 Bisimulation normale pour HOP 29

avoir R′ n−→, c’est-à-dire que le processus unique n.0 qui était en contexte d’évaluation dans
Q′ est désormais dans un message sur a, ce qui est possible si et seulement si n.0 était
dans une localité a dans Q′. En raisonnant de la même manière sur R et R′, on prouve
que la hiérarchie de localités englobant n.0 est la même dans P ′ et Q′. Cette observation
est formalisée par le lemme suivant.

Lemme 3.1. Soient P,Q tels que fv(P,Q) ⊆ {X} et m,n qui n’apparaissent pas dans
P,Q. Supposons P{m.n.0/X} .∼l Q{m.n.0/X} et que la transition P{m.n.0/X} m−→
P ′{m.n.0/X}{n.0/Y } ∆= Pn est imitée par Q{m.n.0/X} m−→ Q′{m.n.0/X}{n.0/Y } ∆= Qn
avec Pn

.∼l Qn. Nous avons deux possibilités :
– soit il existe P1

.∼l Q1 tels que Pn ≡ n.0 | P1, Qn ≡ n.0 | Q1 et P1
.∼l Q1 ;

– ou alors il existe k > 0, a1 . . . ak, P1 . . . Pk+1, Q1 . . . Qk+1 tels que

Pn ≡ a1[. . . ak−1[ak[n.0 | Pk+1] | Pk] | Pk−1 . . .] | P1

Qn ≡ a1[. . . ak−1[ak[n.0 | Qk+1] | Qk] | Qk−1 . . .] | Q1

et pour tout 1 ≤ j ≤ k + 1, on a Pj
.∼l Qj.

Ce lemme nous permet de décomposer P ′n, Q′n en processus deux-à-deux bisimilaires.
Par exemple, si nous avons Pn ≡ a[b[n.0 | P3] | P2] | P1 with Pn

.∼l Qn, alors nous avons
Qn ≡ a[b[n.0 | Q3] | Q2] | Q1 avec P1

.∼l Q1, P2
.∼l Q2 et P3

.∼l Q3. La preuve est donnée
en appendice B.2. Remarquez que nous ne décomposons pas les processus initiaux P et
Q, mais ce résultat nous suffit pour prouver le théorème suivant :

Théorème 3.4. Soient P,Q deux processus tels que fv(P,Q) ⊆ {X} et m,n deux noms qui
n’apparaissent pas dans P,Q. Si P{m.n.0/X} .∼l Q{m.n.0/X}, alors pour tout processus
clos R, on a P{R/X} .∼l Q{R/X}

Nous esquissons la preuve de ce théorème pour expliquer comment nous utilisons le
lemme 3.1 ; la preuve complète se trouve en appendice 2.4.

Esquisse. Nous montrons que la relation

R∆= {(P{R/X}, Q{R/X}) | P{m.n.0/X} .∼l Q{m.n.0/X},m, n frais}

est une bisimulation d’ordre supérieure tardive. Nous procédons par analyse de cas sur la
transition effectuée par P{R/X}. Nous traitons ici seulement le cas

P{R/X} τ−→ P ′{R′/Xi}{R/X}

où une copie de R à la position Xi effectue une action interne R τ−→ R′. La copie Xi est
donc dans un contexte d’évaluation ; on en déduit que

P{m.n.0/X} m−→ P ′{n.0/Xi}{m.n.0/X}
∆= P ′n

Cette transition est imitée par

Q{m.n.0/X} m−→ Q′{n.0/Xj}{m.n.0/X}
∆= Q′n

avec P ′n
.∼l Q′n. Comme Xj est également dans un contexte d’évaluation, on a

Q{R/X} τ−→ Q′{R′/Xj}{R/X}

Nous devons maintenant prouver que

P ′{R′/Xi}{m.n.0/X}
.∼l Q′{R′/Xj}{m.n.0/X}

pour montrer que le couple (P ′{R′/Xi}{R/X}, Q′{R′/Xj}{R/X}) est dans la relation.
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30 Bisimulation normale

Par le lemme 3.1 nous pouvons décomposer P ′n, Q
′
n en

P ′n ≡ a1[. . . ak[n.0 | Pk+1] | Pk . . .] | P1

Q′n ≡ a1[. . . ak[n.0 | Qk+1] | Qk . . .] | Q1

où (Pr), (Qr) sont des familles de processus deux à deux bisimilaires pour r ∈ {1 . . . k+1}.
Comme Pk+1

.∼l Qk+1 et .∼l est une congruence, on a

ak[R′ | Pk+1] .∼l ak[R′ | Qk+1]

Par induction sur r ∈ {k . . . 1}, on montre que

ar[. . . ak[R′ | Pk+1] | Pk . . .] | Pj
.∼l ar[. . . ak[R′ | Qk+1] | Qk . . .] | Qj

Pour r = 1, on obtient

P ′{R′/Xi}{m.n.0/X}
.∼l Q′{R′/Xj}{m.n.0/X}

comme souhaité.

En utilisant ce résultat, nous pouvons définir une bisimulation normale pour HOP.

Définition 3.4. Une relation R sur les processus clos est une simulation normale forte
ssi P R Q implique :

– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q τ−→ Q′ et P ′ R Q′ ;
– pour tout P a−→ F , il existe F ′ tel que Q a−→ F ′ et pour un couple de noms m,n qui

n’apparaissent pas dans P,Q, nous avons F ◦ m.n.0 R F ′ ◦ m.n.0 ;
– pour tout P a−→ 〈R〉S, il existe R′, S′ tels que Q a−→ 〈R′〉S′, R R R′ et S R S′.

Une relation R est une bisimulation normale forte ssi R et R−1 sont des simulations
normales fortes. La bisimilarité normale forte .∼n est la plus grande bisimulation normale
forte.

Comme conséquence du théorème 3.4, nous avons le résultat suivant :

Corollaire 3.1. Nous avons .∼l=
.∼n= .∼.

Par définition, nous avons .∼l⊆
.∼⊆ .∼n. L’inclusion .∼n⊆

.∼l est une conséquence du
Théorème 3.4.

Nous pouvons également définir une bisimilarité normale faible qui cöıncide avec la
bisimilarité d’ordre supérieur faible.

Définition 3.5. Une relation R sur les processus clos est une simulation normale faible
ssi P R Q implique :

– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q τ=⇒ Q′ et P ′ R Q′ ;
– pour tout P a−→ F , il existe F ′ tel que Q a=⇒ F ′ et pour un couple de noms m,n qui

n’apparaissent pas dans P,Q, il existe Q′ tel que F ′ ◦ m.n.0 τ=⇒ Q′ et F ◦ m.n.0 R
Q′ ;

– pour tout P a−→ 〈R〉S, il existe R′, S′′, S′ tels que Q a−→ 〈R′〉S′′, S′′ τ=⇒ S′, R R R′ et
S R S′.

Une relation R est une bisimulation normale faible ssi R et R−1 sont des simulations
normales faibles. La bisimilarité normale faible

.
≈n est la plus grande bisimulation normale

faible.

Théorème 3.5. Nous avons
.
≈n=

.
≈=

.
≈l
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3.2 Équivalence de fonctions pour HOπP 31

La technique de preuve est la même, en utilisant des variantes faibles du lemme 3.1 et
du théorème 3.4. Dans un calcul avec passivation et sans restriction, nous pouvons donc
définir dans les cas fort et faible une bisimilarité correcte et complète et dont les clauses
ne comporte pas de quantification universelle.

Pour l’équivalence de fonctions dans HOπ, il suffit d’observer combien de fois et à quel
moment le message reçu est activé, ce qui peut se faire en utilisant un processus m.0
(section 2.2.4). Dans HOP, nous devons en plus observer à quel endroit dans la hiérarchie
de localité le processus est activé, pour prendre en compte les effets de la passivation. Nous
pouvons observer la passivation en HOP grâce à un processus m.n.0 (la transition m−→ n’est
pas suivie de la transition n−→), et donc la présence de localités. Il n’est en revanche pas
possible d’observer la hiérarchie de localités autour d’une variable en HOπP : la restriction
permet de masquer certaines localités. Nous allons voir dans la prochaine section que les
résultats obtenus pour HOP ne sont plus valables pour HOπP.

3.2 Équivalence de fonctions pour HOπP

Dans cette, nous présentons des contre-exemples pour montrer qu’une simplification
similaire à celles de HOP n’est pas possible en HOπP. Nous prouvons que tester de larges
sous classes de processus de HOπP (les processus sans réception et les processus finis)
n’est pas suffisant pour garantir la bisimilarité de fonctions. Nous présentons d’abord un
contre-exemple qui repose sur l’extension de portée paresseuse, puis une famille de contre-
exemples qui ne nécessitent pas ce mécanisme (mais qui demande de rajouter la somme
non gardée à HOπP).

3.2.1 Les processus sans réception

Par la suite, nous omettons les zéros en fin de processus pour améliorer la lisibilité ;
dans la définition d’un agent, nous utilisons m pour m.0. Nous écrivons également νab.P
pour νa.νb.P , et nous définissons 0m

∆= νn.n.m. Le processus 0m ne peut effectuer de
transitions, comme 0, mais dispose d’un nom libre m. Nous définissons les fonctions suiv-
antes.

(X)P ∆= (X)νnb.(b[X | νm.a〈0m〉(m | n | m.m.p)] | n.b(Y )(Y | Y ))

(X)Q ∆= (X)νmnb.(b[X | a〈0〉(m | n | m.m.p)] | n.b(Y )(Y | Y ))

Les deux fonctions diffèrent par le message émis sur a et par la position de la restriction
sur m (à l’intérieur ou à l’extérieur de b). Un processus sans réception est un processus
construit sur la syntaxe d’HOπP à l’exception de la réception de message a(X)P .

Lemme 3.2. Soit R un processus sans réception. Nous avons (X)P ◦ R ∼ (X)Q ◦ R.

Comme R est sans réception, il ne peut pas recevoir le message émis sur le seul nom
libre a ; par conséquent, R ne peut interagir avec P ou Q. Soient Pm,R

∆= νnb.(b[R | m |
n | m.m.p] | n.b(Y )(Y | Y )), F une fonction et E un contexte de bisimulation tel que
m /∈ fn(E, F ). Nous montrons maintenant que la transition (X)P ◦ R a−→ νm.〈0m〉Pm,R
répond à (X)Q ◦ R a−→ 〈0〉νm.Pm,R, c’est-à-dire que nous avons νm.(F ◦ 0m | E{Pm,R}) ∼
F ◦ 0 | E{νm.Pm,R}. Comme m /∈ fn(E, F ), il ne peut y avoir de synchronisation sur m
entre F et Pm,R ou entre E et Pm,R. Les transitions de νm.(F ◦ 0m | E{Pm,R}) tirent leur
origine des actions de F,E, R (ou des interactions impliquant ces agents) et des actions
internes dans Pm,R, auxquelles le processus F ◦ 0 | E{νm.Pm,R} peut répondre par les
mêmes transitions.
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32 Bisimulation normale

Remarque 3.1. La preuve complète du lemme 3.2 est fastidieuse mais directe : il suffit
d’énumérer les réductions possibles de (X)P ◦ R et de (X)Q ◦ R et de montrer qu’elles
sont en bisimulation forte précoce.

En revanche, les fonctions (X)P et (X)Q ont des comportements différents avec un
argument qui peut recevoir sur a, tel a(Z)q, avec p 6= q. En communiquant sur a, nous
avons

(X)Q ◦ a(Z)q τ−→ νmnb.(b[q | m | n | m.m.p] | n.b(Y )(Y | Y )) ∆= Q1

Comme Q1 peut effectuer une transition
q−→, (X)P ◦ a(Z)Q ne peut répondre que par

(X)P ◦ a(Z)q τ−→ νnb.(b[νm.(q | m | n | m.m.p)] | n.b(Y )(Y | Y )) ∆= P1

Notez que dans P1, la portée de la restriction sur m reste dans la localité cachée b, alors
qu’elle est entendue hors de b dans Q1.

Après synchronisation sur n et passivation de b, nous avons

Q1( τ−→)2νmnb.(q | q | m | m | m.m.p | m.m.p) ∆= Q2

(le processus à l’intérieur de b dans Q1 est dupliqué). Après deux synchronisations sur m,
nous avons

Q2( τ−→)2νmnb.(q | q | p | m.m.p) ∆= Q3

et Q3 peut effectuer une transition
p−→. Le processus P1 ne peut répondre à cette série de

transitions. En effectuant la duplication, nous obtenons

P1( τ−→)2νnb.(νm.(q | m | m.m.p) | νm.(q | m | m.m.p)) ∆= P2

Chaque copie du sous-processus q | m | m.m.p de P2 dispose de sa propre copie du nom
m. Quelles que soient les transitions effectuées depuis P2, nous ne pouvons obtenir l’ob-
servable p. Plus généralement, le processus P1 ne peut répondre à la suite de transitions
Q1( τ−→)4 p−→, par conséquent les processus (Q) ◦ a(Z)q et (X)P ◦ aZq ne sont pas bisimi-
laires.

Le contre-exemple développé ici montre que tester les fonctions avec des processus sans
réception (tels que m.0 ou m.n.0) n’est pas suffisant pour exhiber des comportements
différents. Ce contre-exemple repose essentiellement sur l’extension de portée paresseuse,
utilisée également dans Homer et le Kell. Utiliser une politique différente pour l’extension
de portée, par exemple l’extension de portée systématique, n’est malheureusement pas une
solution ; dans la section suivante, nous présentons une famille de contre-exemples, qui ne
repose pas sur l’extension de portée paresseuse, et qui montre que tester une classe de
processus finis ne permet pas de garantir l’équivalence de fonctions.

3.2.2 Processus finis

Nous définissons les processus finis de la manière suivante.

Définition 3.6. Un processus fini de HOπP est un processus construit selon la grammaire
suivante :

PF ::= 0 | PF | PF | νa.PF | a〈P 〉PF | a(X)PF | a[PF ]

Informellement, un processus fini ne peut initier une suite infinie de transitions. Notez
que dans le cas de l’émission, le message n’est pas important et peut être un proces-
sus quelconque. Nous n’autorisons pas la variable de processus X dans la syntaxe ; par
conséquent, les processus finis comprennent seulement les réceptions a(X)PF telles que
X /∈ PF ou telles que X apparâıt uniquement dans un ou plusieurs messages. Autrement
dit, un processus reçu peut-être transféré mais ne peut être activé. Avec une réception
de message quelconque, nous serions capable d’encoder la réplication (comme expliqué en
remarque 2.1), et donc d’obtenir des suites infinies de transitions.
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3.2 Équivalence de fonctions pour HOπP 33

Remarque 3.2. Notre définition de processus n’inclut pas tous les processus à comporte-
ment fini, comme par exemple a(X)νb.b.X. Le calcul HOπP est Turing complet, la termi-
naison est donc indécidable.

Nous étendons la définition à tous les agents de la manière suivante : une concrétion
νb̃.〈R〉S est dite finie si et seulement si S est fini. Une fonction (X)P est dite finie si et
seulement si P est fini. Nous notons AF l’ensemble des agents finis. Nous donnons d’abord
quelques propriétés des agents finis.

Lemme 3.3. Soit F une fonction finie. Pour tout P , le processus F ◦ P est fini.
Soit PF un processus fini.
– Pour tout α,A tel que PF

α−→ A, A est fini.
– L’ensemble {α,∃A,PF

α−→ A} est fini.
– Pour tout α, l’ensemble {A,PF

α−→ A} est fini.
– Soient une suite de processus (Pi) telle que P0 est un processus fini et telle que pour

tout i, on a Pi
τ−→ Pi+1 ou Pi

a−→ νb̃.〈R〉Pi+1 ou Pi
a−→ F avec F ◦ P = Pi+1 pour un

certain P . La suite (Pi) est finie.

Les premières propriétés sont faciles à prouver par induction sur PF ou F , et la preuve
de la dernière est donnée en appendice C. Comme les transitions sont à branchement fini
(par les deuxième et troisième propriétés du lemme 3.3), et que les suites de transitions
initiée par PF sont finies (dernière propriété), nous pouvons parler de la longueur de la
plus grande de ces suites, appelées profondeur.

Définition 3.7. Nous définissons inductivement la profondeur d’un agent fini AF , notée
d(AF ), de la manière suivante :

– On a d(PF ) = 0 ssi PF ne peut pas faire de transition.
– On a d(PF ) = 1 + max {d(A)|∃α, PF

α−→ A} autrement.
– Pour toute concrétion finie νb̃.〈P 〉PF , on a d(νb̃.〈P 〉PF ) = d(PF ).
– Pour toute fonction finie (X)PF , on a d((X)PF ) = d(PF ).

Notez que la profondeur d’une fonction est toujours la même quelle que soit l’argument
à laquelle on l’applique ; une variable X ne peut apparâıtre que dans un message, et
la définition de profondeur d’une concrétion ne prend en compte que la continuation.
Formellement, nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.4. Pour tout processus P , nous avons d(F ◦ P ) = d(F ).

3.2.3 Contre-exemples

Nous utilisons la notion de profondeur d’un agent fini pour définir une famille de
contre-exemples qui montre que tester les fonctions avec des processus finis n’est pas
suffisant pour garantir la bisimilarité des fonctions. Plus précisément, nous définissons
inductivement deux familles de fonctions (Fn), (Gn) telles que pour tout processus fini PF
tel que d(PF ) ≤ n, nous avons Fn ◦ PF ∼ Gn ◦ PF , mais pour un certain processus Qn+1

de profondeur n+ 1, nous avons Fn ◦ Qn+1 6∼ Qn+1 ◦ PF .
Pour un nom a et une fonction F = (X)P , nous notons a.F le processus a(X)P .

Nous définissons également τ.P ∆= νa.(a.0 | a.P ) pour a /∈ fn(P ). Nous supposons pour ce
contre-exemple que la somme non gardée est ajoutée au calcul. Nous définissons

F0
∆= (X0)X0, G0

∆= (X0)(X0 | X0)

et pour n > 0, nous définissons

Fn
∆= (Xn)(νan.(an[Xn] | an.Fn−1) +Rn)

Gn
∆= (Xn)(νan.(an[Xn] | an.Gn−1) + Sn)
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34 Bisimulation normale

avec Rn
∆= νan.τ.Gn−1 ◦ Xn et Sn

∆= νan.τ.Fn−1 ◦ Xn. Notez que Rn imite la passivation
de la localité an dans Gn, alors que Sn imite la passivation de an dans Fn.

Soit PF un processus fini tel que d(PF ) ≤ n. Nous étudions les transitions de Fn ◦ PF
et Gn ◦ PF . Si n = 0, c’est-à-dire si PF ne peut pas faire de transition, alors nous avons
clairement PF ∼ PF | PF . Autrement, nous avons trois évolutions possibles pour Fn ◦ PF .
Nous supposons d’abord que l’action interne du sous-processus Rn se déclenche : nous
avons alors

Fn ◦ PF
τ−→ νan.Gn−1 ◦ PF

Le processus Gn ◦ PF répond par passivation de la localité an : nous obtenons

Gn ◦ PF
τ−→ νan.Gn−1 ◦ PF

les deux processus résultants sont identiques. De la même manière, si Fn ◦ PF effectue la
passivation

Fn ◦ PF
τ−→ νan.Fn−1 ◦ PF

alors Gn ◦ PF répond par la τ -action de son sous-processus Sn ; nous avons

Gn ◦ PF
τ−→ νan.Fn−1 ◦ PF

Nous supposons maintenant que PF effectue une ou plusieurs transitions dans Fn ◦ PF ,
avant que la passivation de la localité an ne se déclenche. Informellement, nous avons une
suite de transitions

Fn ◦ PF
α1−→ . . .

αk−→ νan.(an[P ′F ] | an.Fn−1) τ−→ νan.(Fn−1 ◦ P ′F )

avec d(P ′F ) ≤ n − 1, auxquelles Gn ◦ PF peut répondre par les mêmes transitions ; nous
avons

Gn ◦ PF
α1−→ . . . αkνan.(an[P ′F ] | an.Gn−1) τ−→ νan.(Gn−1 ◦ P ′F )

Nous obtenons donc deux processus bisimilaires à Fn−1 ◦ P ′F et Gn−1 ◦ P ′F avec d(P ′F ) ≤
n− 1. Nous pouvons donc prouver le résultat suivant en procédant par induction sur n :

Lemme 3.5. Soit PF un processus fini tel que d(PF ) ≤ n. Nous avons Fn ◦ PF ∼ Gn ◦ PF .

La preuve est donnée en appendice C. Maintenant, soit (mk) une famille de noms
frais deux à deux distincts. Soit Q1 = m1.0 et Qk+1 = mk+1.Qk pour tout k > 1. Nous
expliquons pourquoi Fn ◦ Qn+1 n’est pas bisimilaire à Gn ◦ Qn+1. Nous considérons la
transitions mn+1, suivie par la passivation de an : nous obtenons

Fn ◦ Qn+1
mn+1−−−→ νan.(an[Qn] | an.Fn−1) τ−→∼ Fn−1 ◦ Qn

Le processus ne peut répondre à cette suite de transitions que par

Gn ◦ Qn+1
mn+1−−−→ νan.(an[Qn] | an.Gn−1) τ−→∼ Gn−1 ◦ Qn

Nous obtenons donc Fn−1 ◦ Qn à comparer à Gn−1 ◦ Qn ; en répétant cette suite de
transitions n − 1 fois, nous obtenons F0 ◦ Q1 = m1.0 et G0 ◦ Q1 = m1.0 | m1.0, qui ne
sont clairement pas bisimilaires. La preuve, par induction sur n, est donnée en appendice
C. Par conséquent, nous avons Fn ◦ Qn+1 6∼ Gn ◦ Qn+1. Les fonctions Fn et Gn sont donc
bisimilaires avec un argument de profondeur inférieure à n, mais sont distinguées par un
message de profondeur n+ 1.
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3.3 Conclusions 35

3.3 Conclusions

Dans le calcul HOP, pourvu d’un opérateur de passivation mais sans restriction, nous
pouvons caractériser la congruence barbue par une congruence d’ordre supérieur (définition
3.1), une relation plus facile à manipuler que la bisimilarité contextuelle de HOπ (définition
2.10) ou de HOπP (définition 2.15). En effet, une bisimilarité d’ordre supérieur ne com-
porte une quantification sur les contextes de test que dans le cas de la réception. Il est
également possible de se passer de cette quantification, et définir ainsi une bisimilarité
normale correcte et complète, dans les cas fort et faible (définitions 3.4 et 3.5).

La bisimilarité normale de HOP ne repose pas sur un encodage des processus en ter-
mes du premier ordre, comme en HOπ (section 2.2.4). La passivation, construction in-
trinsèquement d’ordre supérieur, empêche tout encodage de cette nature. Nous simplifions
les tests de la clause de réception en HOP en observant la hiérarchie des localités autour
des occurrences de la variable X (lemme 3.1). Un processus m.n.0 permet d’observer le
déclenchement d’une passivation (une action sur m n’est pas suivie d’une action sur n) et
donc la présence d’une localité.

En revanche, un processus m.n.0 ne suffit plus à observer les localités dans un calcul
avec passivation et restriction tel que HOπP : certaines localités peuvent être restreintes et
donc non observables. Plus généralement, nous avons montré que tester de grandes classes
de processus (les processus sans réception et les processus finis) ne suffit pas pour établir la
bisimilarité entre fonctions en HOπP. Nous conjecturons qu’il n’est pas possible de définir
une bisimilarité correcte et complète plus simple (c’est-à-dire avec moins de quantification
dans ses clauses) que la bisimilarité contextuelle (définition 2.15) dans HOπP. La difficulté
dans la définition d’une théorie comportementale des calculs tels que Homer et le Kell est
donc l’interaction entre passivation et restriction, et non la passivation seule.
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Chapitre 4

Preuves de congruence

Nous avons vu dans le chapitre 2 qu’il n’existe pas de preuve de congruence en HOπP
pour la bisimilarité contextuelle faible précoce (définition 2.16), candidate habituellement
considérée dans les calculs d’ordre supérieur pour caractériser la congruence barbue faible.
Nous étudions dans ce chapitre les principales méthodes de preuve de congruence, en
particulier celles utilisées pour Homer [19, 14] et le Kell [47], afin de comprendre pourquoi
elles échouent avec les relations faibles. Nous étudions d’abord la méthode proposée par
Sangiorgi pour HOπ [42], et nous montrons qu’elle n’est pas applicable aux calculs avec
passivation. Nous décrivons ensuite la méthode utilisée pour le Kell, qui consiste à prouver
que la plus petite congruence contenant ∼ ou ≈ est une bisimulation contextuelle forte ou
faible. Nous expliquons que la preuve de bisimulation, par progression [45], ne s’applique
pas dans le cas faible. Enfin, nous étudions la méthode de Howe [20], une méthode de preuve
systématique pour prouver qu’une bisimulation est une congruence, qui a été appliquée à
Homer.

4.1 Preuve classique pour HOπ

Comme souligné par Sangiorgi [42], la principale difficulté dans les calculs d’ordre
supérieur est de prouver la congruence par rapport à l’émission, c’est-à-dire de montrer
que P ∼ Q implique a〈P 〉R ∼ a〈Q〉R. Comme les messages sont testés au sein de toutes
les fonctions, nous devons montrer que la bisimilarité est préservée par rapport à la sub-
stitution. C’est pourquoi les preuves de congruence des bisimilarités contextuelles forte et
faible de HOπ reposent sur le lemme suivant, appelé lemme de substitution.

Lemme 4.1. Soient A un agent et P,Q deux processus de HOπ. Si P ∼ Q (respectivement
P ≈ Q), alors on a A{P/X} ∼ A{Q/X} (respectivement A{P/X} ≈ A{Q/X}).

Nous pouvons résumer la méthode de preuve de ce lemme dans [42] de la manière
suivante :

– Le résultat est prouvé pour les contextes d’évaluation (la composition parallèle, la
réplication et la restriction de nom).

– Le résultat est ensuite étendu à tous les contextes, en utilisant la première étape.
Cette distinction s’explique par le fait que si A est un contexte d’évaluation, alors les
transitions de A{P/X} peuvent provenir de A comme de P , alors que si A n’est pas
un contexte d’évaluation, P ne peut pas évoluer. La preuve du lemme 4.1 repose sur la
définition de simulation contextuelle forte précoce modulo ∼.

Définition 4.1. Une relation R sur les processus clos est une simulation contextuelle
forte précoce modulo ∼ ssi P R Q implique :

– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q τ−→ Q′ et P ′ ∼R∼ Q′ ;
– pour tout P a−→ F , pour tout C, il existe F ′ telle que Q a−→ F ′ et F • C ∼R∼ F ′ • C ;
– pour tout P a−→ C, pour tout F , il existe C ′ telle que Q a−→ C ′ et F • C ∼R∼ F • C ′.
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38 Preuves de congruence

Autoriser la composition par ∼ permet de prouver la bisimilarité de manière plus
flexible.

Lemme 4.2. Si R est une simulation contextuelle forte précoce modulo ∼, alors nous
avons R⊆∼.

La preuve de ce lemme se fait en montrant que ∼R∼ est une bisimulation contextuelle
forte précoce. La méthode est applicable également dans le cas faible, en prenant la
définition de simulation modulo ≈ suivante.

Définition 4.2. Une relation R sur les processus clos est une simulation contextuelle
faible précoce modulo ≈ ssi P R Q implique :

– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q⇒ Q′ et P ′ ∼R≈ Q′ ;
– pour tout P a−→ F , pour tout C, il existe F ′, Q′ tels que Q a−→ F ′, F ′ • C ⇒ Q′ et
F • C ∼R≈ Q′ ;

– pour tout P a−→ C, pour tout F , il existe C ′, Q′ tels que Q
a−→ C ′,F • C ′ ⇒ Q′ et

F • C ∼R≈ Q′.

Notez qu’on compose par ∼ à gauche et par ≈ à droite ; cette dissymétrie est nécessaire
pour avoir le résultat suivant.

Lemme 4.3. Si R est une simulation contextuelle faible précoce modulo ≈, alors nous
avons R⊆≈.

Nous expliquons pourquoi définir une simulation modulo ≈ en composant à droite et
à gauche par ≈ pose problème en section 4.2 (remarque 4.2). La preuve de congruence sur
les contextes d’exécution se fait opérateur par opérateur : par exemple dans le cas de la
composition parallèle, Sangiorgi prouve que la relation

R∆= {(νã.(P | R), νã.(Q | R)), P ∼ Q}∪ ∼

est une simulation contextuelle forte précoce modulo ∼. Des relations similaires sont en-
suite définies pour prouver la congruence par rapport à la restriction et à la réplication,
dans les cas fort et faible.

La preuve du lemme de substitution par la méthode de Sangiorgi échoue en HOπP.
Contrairement à HOπ, un contexte d’évaluation en HOπP peut devenir un contexte qui
interdit toute transition ; par exemple, une localité peut devenir une émission de processus,
empêchant toute évolution de la part du message. Concrètement, pour prouver la première
étape de la méthode de Sangiorgi dans le cas de la localité, nous devrions montrer que
P ∼ Q implique a[P ] ∼ a[Q]. Nous aurions à construire une relation R telle que (avec
P ∼ Q) :

a[P ]

a
��

R ___ a[Q]

a
��

〈P 〉0 R ___ 〈Q〉0

et telle que R est une bisimulation. En conséquence, pour toute fonction (X)R, nous
aurions R{P/X} R R{Q/X}. Pour prouver un sous-cas du lemme de substitution, nous
devrions considérer la relation R= {(R{P/X}, R{Q/X}), P ∼ Q} et montrer que R
est une bisimulation. Cela revient à prouver directement le lemme de substitution, sans
passer par le schéma de preuve de Sangiorgi. Cette technique ne peut donc être appliquée
en HOπP, et de manière générale dans les calculs avec passivation.

Remarque 4.1. Les preuves de congruence en HOcore [23] et en Seal [12] reposent sur une
méthode similaire. En HOcore, Lanese et coll. prouvent la congruence pour la plus simple
des équivalences définies pour ce calcul, la bisimilarité d’entrée sortie. Cette bisimilarité
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4.2 Preuve par progression 39

relie les processus en comparant uniquement les actions d’ordre supérieur, ce qui élimine
les cas les plus complexes comme la communication d’ordre supérieur. De ce fait, la preuve
de congruence opérateur par opérateur est très simple.

La preuve du Seal semble suivre le même schéma ; cependant le cas du gel d’une localité
(action FREEZE du système de transition), qui ressemble à la passivation d’une localité
en HOπP, n’est pas traité dans [12].

4.2 Preuve par progression

Nous allons maintenant détailler la méthode utilisée pour prouver la congruence de la
bisimilarité contextuelle forte de Plain CHOCS [52] et du Kell [47]. Cette méthode s’ap-
plique aux relations tardive comme précoce ; pour le reste de cette section, nous travaillons
avec la bisimilarité précoce. Comme pour HOπ, la preuve par progression repose sur un
lemme de substitution.

Lemme 4.4. Soient A un agent et P,Q deux processus de HOπP. Si P ∼ Q, alors on a
A{P/X} ∼ A{Q/X}.

Nous cherchons à prouver de manière directe ce lemme. Pour deux ensembles finis
P̃ = (Pi)i∈I et Q̃ = (Qi)i∈I de même taille et pour une relation R, nous notons P̃ R Q̃
ssi nous avons Pi R Qi pour tout i ∈ I. Nous considérons la relation

R= {(C{R{P̃ /Ỹ }},C{R{Q̃/Ỹ }}), fv(R) = Ỹ , P̃ ∼ Q̃}

et nous prouvons que sa clôture réflexive et transitive R∗ est une bisimulation contextuelle
précoce forte. Nous expliquons d’abord le choix de notre relation candidate R. Dans un
agent A{P/X}, la variable X peut apparâıtre plusieurs fois, et chaque copie de P appa-
raissant aux différentes positions de X peut évoluer indépendamment ; c’est pourquoi nous
considérons une substitution simultanée de plusieurs processus R{P̃ /Ỹ } dans la relation
candidate. Nous ajoutons également un contexte C dans la définition de R pour prendre
en compte les captures de noms. Nous rappelons que la clause d’émission de bisimulation
contextuelle en HOπP repose sur des contextes de bisimulation E qui peuvent capturer
des noms (définition 2.15).

Nous expliquons maintenant pourquoi nous prouvons que R∗, et non pas R elle-même,
est une bisimulation. Nous procédons par induction sur la structure de C, et par induction
imbriquée sur la dérivation de la transition C{R{P̃ /Ỹ }} α−→ R′. Supposons C = 2. Nous
considérons le cas de la composition parallèle R = R1 | R2, et nous supposons que la
transition est une communication d’ordre supérieur. Pour un agent A et des processus P̃ ,
nous notons A eP pour A{P̃ /Ỹ }. Nous voulons clore le diagramme suivant :

R1eP | R2eP
τ

��

R R1eQ | R2eQ

FfP ′ • CfP ′′
sachant que R1eP a−→ FfP ′ et R2eP a−→ CfP”

pour un certain a. Par définition nous avons
R1eP R R1eQ, donc en choisissant CfP”

comme récepteur (nous travaillons avec la bisim-
ulation précoce, nous devons donc choisir la concrétion avant d’obtenir une transition
correspondante), il existe FfQ′ par induction tel que

R1eP
a

��

R R1eQ
a

���
�
�

FfP ′ R ___ FfQ′
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40 Preuves de congruence

et FfP ′ • CfP”
R FfQ′ • CfP”

.
A partir de R2eP R R2eQ et de la fonction FfQ′ , nous obtenons

R2eP
a

��

R R2eQ
a

���
�
�

CfP ′′ R ___ CfQ′′
avec FfQ′ • CfP”

R FfQ′ • CfQ”
. De ces deux résultats, nous pouvons conclure que :

R1eP | R2eP
τ

��

R R1eQ | R2eQ
τ

���
�
�

FfP ′ • CfP ′′ R ___ FfQ′ • CfP ′′ R ___ FfQ′ • CfQ′′
Finalement, nous avons donc :

R eP
τ

��

R R eQ
���
�
�

R′fP ′∪fP ′′ R2
___ R′fQ′∪fQ′′

alors que nous voulions R′fP ′∪fP”
R R′fQ′∪fQ”

. Plus généralement, nous montrons que R
progresse vers sa clôture réflexive et transitive R∗, en suivant la définition de [45].

Définition 4.3. Soient R et S deux relations sur les processus clos de HOπP. La relation
R progresse fortement et de manière précoce vers S, noté R S, ssi pour tout P R Q :

– si P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que P ′ S Q′ ;
– si P a−→ F , pour tout C, il existe F ′ tel que Q a−→ F ′ et F • C S F ′ • C ;
– si P a−→ C, pour tout F , il existe C ′ tel que Q a−→ C ′ et pour tout E, on a F • E{C} S
F • E{C ′}.

Notez qu’une relation S est une simulation contextuelle forte précoce ssi S progresse
vers S. Nous synthétisons la progression R S sous forme de diagramme de la manière
suivante :

P

α

��

R
Q

α

���
�
�

A
S ___ A′

Pour notre relation R, nous montrons donc que R R∗. Dans le cas fort, cela suffit
pour montrer que R∗ est une bisimulation contextuelle forte précoce. Soient P,Q tels
que P R∗ Q. Il existe P1, . . . , Pn tels que P R P1 R . . . Pn R Q. Nous voulons clore le
diagramme suivant :

P

α

��

R
P1 Pn

R
Q

A

Comme nous avons R R∗, nous pouvons construire A1 . . . An, A
′ par induction sur n tels

que :
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4.2 Preuve par progression 41

P

α

��

R
P1

α

���
�
� Pn

α

���
�
�

R
Q

α

���
�
�

A
R∗___ A1 An

R∗ ___ A′

Comme R∗ est transitive, nous obtenons A R∗ A′, comme souhaité. En utilisant la
méthode par progression, nous pouvons donc montrer que la bisimilarité contextuelle forte
précoce pour HOπP est une congruence [25]. En revanche, cette approche échoue dans le
cas faible. Nous voulons par exemple clore le diagramme suivant (pour une définition de
R adaptée au cas faible) :

P

τ

��

R
P1 Pn

R
Q

P ′

En utilisant le fait que R progresse faiblement vers R∗ avec P et P1, nous obtenons par
exemple :

P

τ

��

R
P1

τ

���
�
�

R
P2 Pn

R
Q

P12

τ

���
�
�

P13

��
�
�
�

�
�
�

P ′
R∗ ___ P ′1

en supposant que P1 se réduit au moins deux fois. En fermant le sous-diagramme P1, P12, P2,
nous obtenons :

P

τ

��

R
P1

τ

���
�
�

R
P2

��
�
�
�

�
�
� Pn

R
Q

P12

τ

���
�
�

R∗ ___ P22

P13

��
�
�
�

�
�
�

P ′
R∗ ___ P ′1

Nous avons donc P12 R∗ P22 et P12
τ−→ P13 : le diagramme P,Q, P ′ que nous cherchons à

clore peut être plus petit que P12, P22, P13. Le schéma peut ainsi indéfiniment se répéter
récursivement. Savoir que R progresse faiblement vers R∗ ne permet pas de conclure
dans le cas faible. Nous ne pouvons donc pas appliquer cette technique pour prouver la
congruence de la bisimilarité contextuelle faible.

Remarque 4.2. Ce problème est similaire à celui de l’application des techniques modulo
dans le cas faible [36]. Soit une relation R telle que R progresse faiblement vers ≈R≈.
Nous ne pouvons pas en conclure que ≈R≈ est une bisimulation faible. En effet, nous
voulons clore le diagramme suivant :

P

τ

��

≈
P1

R
P2

≈
Q

P ′
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42 Preuves de congruence

Par définition de ≈, nous avons par exemple :

P

τ

��

≈
P1

R

τ

���
�
� P2

≈
Q

P12

τ

���
�
�

P13

��
�
�
�

�
�
�

P ′ ___ P ′1

en supposant que P1 se réduit au moins deux fois. Nous utilisons la progression R ≈R≈

P

τ

��

≈
P1

R

τ

���
�
� P2

��
�
�
�

�
�
�

≈
Q

P12

τ

���
�
�
≈R≈___ P22

P13

��
�
�
�

�
�
�

P ′ ___ P ′1

Le schéma P,Q, P ′ se répète en P12, P22, P13. Sangiorgi évite ce problème dans la preuve
du lemme de substitution pour la bisimulation faible de HOπ [42] en définissant une bisim-
ulation modulo ≈ asymétrique (définition 4.2) : R est une bisimulation modulo ≈ si et
seulement si R progresse faiblement vers ∼R≈. Nous pouvons alors clore le diagramme

P

τ

��

∼
P1

τ
���
�
�

R
P2

��
�
�
�

�
�
�

≈
Q

��
�
�
�

�
�
�

P ′
∼ ___ P ′1

∼R≈___ P ′2
≈ ___ Q′

et conclure que ∼R≈ est une bisimilarité faible par transitivité de ∼ et ≈.

La méthode échoue donc dans le cas faible parce que nous prouvons que R∗, et non R,
est une bisimulation, et nous devons considérer R∗ à cause de la communication d’ordre
supérieur. En effet, pour relier Fp • CP à FQ • CQ, nous devons passer par une étape
intermédiaire FP • CQ ou FQ • CP . Le problème n’est donc pas spécifique aux calculs
avec passivation : la méthode échoue également avec la bisimilarité faible de HOπ par
exemple. En revanche, la méthode fonctionne avec la bisimilarité faible des Ambients
[32]. La mobilité des ambients étant asynchrone, aucune transition ne nécessite l’évolution
simultanée de plusieurs processus, comme au cours d’une communication de HOπ ou
HOπP : les actions ne proviennent que d’un seul processus migrant. La clôture R de la
bisimilarité par les opérateurs du langage progresse donc directement versR, ce qui permet
de prouver la congruence dans les cas fort et faible.

4.3 Méthode de Howe

Nous avons vu dans la section précédente que prouver qu’une congruence est une
bisimulation engendre des problèmes de transitivité, qui rendent la preuve impossible
directement dans le cas faible. La méthode de Howe permet de contourner ces difficultés,
grâce à une relation annexe, la clôture de Howe, et un résultat de pseudo-simulation qui
contiennent tous les deux une part de transitivité dans leur énoncé. Contrairement à la
preuve par progression, la méthode de Howe peut s’appliquer dans le cas faible.

te
l-0

04
47

85
7,

 v
er

si
on

 1
 - 

16
 J

an
 2

01
0



4.3 Méthode de Howe 43

4.3.1 Résumé de la méthode

La méthode de Howe [20, 2, 15] est une méthode de preuve systématique pour montrer
qu’une simulation ou une bisimulationR est une congruence. Elle a initialement été utilisée
pour prouver la congruence de simulations dans les langages fonctionnels paresseux [20].
Elle a ensuite été adaptée aux calculs de processus par Baldamus et Frauenstein [3] pour
prouver la congruence de différentes formes de bisimilarités dans des variantes de Plain
CHOCS.

La méthode peut se résumer en trois étapes : d’abord, prouver quelques propriétés de
base de la clôture de Howe R• de la relation. Par construction, R• est une congruence et
contient R. En supposant que la simulation ou bisimulation R est basée sur un système de
transitions étiquetées P λ−→ A, il faut ensuite montrer une propriété de pseudo-simulation,
calquée sur le schéma suivant :

Soient P,Q tels que P R• Q. Si P λ−→ A, alors pour tout λ R• λ′, il existe B tel que
Q

λ′−→ B et A R• B.
Cette clause est plus forte que celle de bisimilarité classique, ce qui permet de la

prouver par induction : nous n’avons pas les problèmes de transitivité rencontrés dans la
preuve par progression (section 4.2). Enfin, la dernière étape consiste à montrer que R
et R• cöıncident sur les processus clos. Comme R• est une congruence, nous pouvons en
conclure que R en est une également.

La définition de la clôture de Howe repose sur l’extension de R aux processus ouverts
(c’est-à-dire avec une ou plusieurs variables de processus libres), notée R◦.

Définition 4.4. Soient P,Q deux processus ouverts. Nous avons P R◦ Q si et seulement
si nous avons Pσ R Qσ pour toute substitution σ qui clôt P et Q.

La clôture est définie par induction comme la plus petite congruence qui contient R◦
et est close par composition à droite avec R◦.

Définition 4.5. La clôture de Howe R• d’une relation R est la plus petite relation
vérifiant :

– R◦⊆R• ;
– R•R◦⊆R• ;
– pour tout opérateur op du calcul, P̃ R• Q̃ implique op(P̃ ) R• op(Q̃).

Par définition, R• est une congruence, et la composition avec R◦ permet d’utiliser la
transitivité dans certaines preuves et de montrer certaines propriétés supplémentaires.

Remarque 4.3. Dans la littérature (par exemple [20, 15, 19]), la clôture de Howe est
habituellement définie par induction par la règle suivante, dérivée pour chacun des opérateurs
op du calcul :

P̃ R• R̃ op(R̃) R◦ Q
op(P̃ ) R• Q

Les deux définitions sont équivalentes (cf. [15] pour la preuve). Nous pensons que la
définition 4.5 est plus facile à comprendre et à manipuler dans les preuves.

Nous souhaitons montrer qu’une bisimilarité R est une congruence. Par définition,
nous avons R◦⊆R•, et donc R⊆R• sur les termes clos. Pour établir l’inclusion inverse,
nous montrons que la restriction de R• aux termes clos est une bisimulation. Pour cela,
nous devons montrer deux propriétés classiques de la clôture de Howe.

Lemme 4.5. Soit R une relation réflexive. Si P R• Q et R R• S, alors on a P{R/X} R•
Q{S/X}.
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44 Preuves de congruence

Ce lemme est utilisé pour établir le résultat de pseudo-simulation (deuxième étape de
la méthode). Nous esquissons la preuve, donnée en appendice A.1, pour justifier en quoi
la clause R•R◦⊆R• est utile dans la définition 4.5. La preuve est par induction sur la
dérivation de P R• Q. Nous traitons uniquement le cas de base P R◦ Q. Comme nous
avons R R• S et que R• est une congruence, nous avons P{R/X} R• P{S/X}. Soit σ une
substitution qui clôt S et P,Q sauf pour X. Par définition deR◦, nous avons P{Sσ/X}σ R
Q{Sσ/X}σ, c’est-à-dire P{S/X}σ R Q{S/X}σ ; nous avons donc P{S/X} R◦ Q{S/X}.
Par conséquent nous avons P{R/X} R•R◦ Q{S/X}, c’est-à-dire P{R/X} R• Q{S/X}.

Remarque 4.4. On peut également définir une clôture de Howe en considérant R◦R•⊆R•
comme clause transitive à la place de R•R◦⊆R•. Cependant la composition à gauche avec
R◦ pose problème dans le cas faible, alors que la composition à droite fonctionne dans les
cas fort et faible.

La propriété de pseudo-simulation permet seulement de déduire que R• (restreint aux
termes clos) est une simulation. Pour prouver que R• est une bisimulation, nous avons
besoin du lemme suivant, dont la preuve est donnée en appendice A.1.

Lemme 4.6. Soit R une relation d’équivalence. La clôture réflexive et transitive (R•)∗
de R• est symétrique.

Nous prouvons alors que la restriction de (R•)∗ aux termes clos est une bisimulation.
Nous avons donc R⊆R•⊆ (R•)∗ ⊆R sur les termes clos, ce qui permet de conclure que R
est une congruence.

La principale difficulté dans l’application de la méthode est d’établir et de prouver le
résultat de pseudo-simulation pour la clôture de Howe. Dans la partie suivante, nous ex-
pliquons pourquoi donner un tel résultat pose problème pour les bisimilarités contextuelles
précoces (définitions 2.15 et 2.16). Nous justifions ainsi pourquoi cette méthode n’a pas
été utilisée avec de telles équivalences jusqu’ici.

4.3.2 Problème avec la communication d’ordre supérieur

L’étape cruciale de la méthode de Howe est la définition et la preuve de la propriété de
pseudo-simulation pour R•. Nous rappelons que ce résultat doit suivre le format suivant :

Soient P,Q tels que P R• Q. Si P λ−→ A, alors pour tout λ R• λ′, il existe B tel que
Q

λ′−→ B et A R• B.
En particulier, la clôture de Howe doit être étendue aux étiquettes λ. Dans le cas d’une

bisimilarité précoce, un processus ne répond que s’il dispose de toutes les informations
nécessaires. Par exemple dans le cas d’une émission, la réponse se fait en connaissance
de la fonction qui reçoit le message. Pour une bisimilarité d’ordre supérieur basée sur un
système de transitions avec fonctions et concrétions, cela revient à placer la fonction choisie
dans l’étiquette pour l’émission, et la concrétion dans l’étiquette pour la réception. Cette
observation conduit alors à chercher à prouver la propriété de pseudo-simulation suivante
pour la bisimilarité contextuelle précoce ∼ de HOπP :

Conjecture 4.1. Si P ∼• Q, alors :
– pour tout P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q τ−→ Q′ et P ′ ∼• Q′ ;
– pour tout P a−→ F , pour tout C ∼• C ′, il existe F ′ telle que Q a−→ F ′ et F • C ∼•
F ′ • C ′ ;

– pour tout P a−→ C, pour tout F ∼• F ′, E ∼• E′, il existe C ′ tel que Q
a−→ C ′ et

F • E{C} ∼• F ′ • E′{C ′}.

Ces clauses soulèvent plusieurs problèmes : nous avons d’abord à trouver des extensions
de la clôture de Howe aux fonctions et concrétions qui respectent le caractère précoce de
la bisimilarité. Même en supposant l’existence de telles extensions, il existe des difficultés
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4.4 Autres méthodes et conclusions 45

dans la preuve de la conjecture 4.1, notamment dans le cas de la communication d’ordre
supérieur. La preuve se fait par induction sur la dérivation de P ∼• Q. Supposons que
P ∼• Q a été dérivé du troisième cas de la définition 4.5 pour l’opérateur de composition
parallèle. Nous avons donc P = P1 | P2 et Q = Q1 | Q2, avec P1 ∼• Q1 et P2 ∼• Q2. Nous
nous plaçons dans le cas d’une transition P

τ−→ P ′ obtenue par communication d’ordre
supérieur (règle HO) : il existe F,C tels que P1

a−→ F , P2
a−→ C et P ′ = F • C.

Nous voulons trouver Q′ tel que Q
τ−→ Q′ et P ′ ∼• Q′ en utilisant la même règle

HO ; nous devons donc trouver F ′, C ′ tels que Q τ−→ F ′ • C ′. Cependant nous ne pouvons
pas utiliser la clause de réception de l’hypothèse d’induction avec P1, Q1 : pour déduire
l’existence de F ′ tel que Q a−→ F ′, nous devons d’abord fournir une concrétion C ′ telle
que C ∼• C ′. De même, nous ne pouvons pas utiliser la clause d’émission avec P1, Q2 :
pour déduire l’existence de C ′ tel que Q2

a−→ C ′, nous devons fournir une fonction F ′

telle que F ∼• F ′. Nous ne pouvons pas contourner cette dépendance mutuelle, la preuve
par induction de la conjecture 4.1 échoue donc dans le cas de la communication d’ordre
supérieur.

Remarque 4.5. Notez que le problème présenté ici dépend plus de la bisimilarité que du
calcul : nous avons le même problème avec la bisimilarité contextuelle précoce de HOπ, du
Kell, de Homer, etc.

Remarque 4.6. Dans le cas d’une bisimilarité tardive, la réponse à une transition se
fait indépendamment du contexte de test choisi. Par exemple, la réponse à une émission
se fait sans connâıtre le récepteur, et la correspondance entre les deux concrétion doit
avoir lieu quel que soit la fonction choisie pour réagir. Nous n’avons donc pas le même
problème d’interdépendance ; la méthode peut s’appliquer pour prouver la congruence d’une
bisimilarité tardive [19].

Une manière simple de casser l’interdépendance entre fonctions et concrétions est d’as-
souplir le caractère précoce de la bisimilarité. Une approche, utilisée dans [14], est d’écrire
la clause d’émission dans un style tardif : une émission répond à une autre émission
indépendemment de la fonction qui reçoit le message. La bisimilarité obtenue est alors
dite semi-précoce, ou précoce sur les fonctions, notée ∼ie. Cette définition permet de
casser la symétrie et l’interdépendance dans le problème de la communication : on peut
alors d’abord déterminer la réponse C ′, avant d’en déduire la réponse F ′ qui dépend de
C ′. Concrètement, la clôture de Howe est étendue aux concrétions C ∼•ie C ′ (dans un style
tardif), et une propriété de pseudo-simulation similaire à la conjecture 4.1 est prouvée,
sauf que la clause pour l’émission est changée en :

– pour tout P a−→ C, il existe C ′ tel que Q a−→ C ′ et C ∼•ie C ′.
Cependant, cette approche ne permet pas d’obtenir un résultat de caractérisation de la
congruence barbue dans le cas faible. En effet, la bisimilarité semi-précoce doit être écrite
dans un style semi-faible, dans lequel les actions internes ne sont pas autorisées après une
action visible. Le style semi-faible est nécessaire pour garder la clause sur les concrétions
indépendante des fonctions. Cette stratégie n’est pas complètement satisfaisante, étant
donné que les bisimilarités semi-faibles ne sont généralement pas complètes.

4.4 Autres méthodes et conclusions

Plutôt que de prouver la congruence en raisonnant sur la bisimilarité, il est possible de
définir le système de transitions étiquetées de telle sorte que la bisimilarité associée soit
automatiquement une congruence. Nous décrivons rapidement trois méthodes qui reposent
sur ce principe : les formats de règles [37], la génération à partir de la réduction [39, 40]
et l’encodage dans les systèmes réactifs [5].

Les formats de règles [16, 53, 4] permettent de garantir la congruence de la bisimilarité
associée à un système de transitions étiquetées en posant des contraintes sur l’écriture des

te
l-0

04
47

85
7,

 v
er

si
on

 1
 - 

16
 J

an
 2

01
0



46 Preuves de congruence

règles de ce système. Vérifier qu’un ensemble de règles respecte les contraintes d’un format
est généralement plus simple que de prouver directement la congruence de la bisimilarité.
Pour les calculs d’ordre supérieurs, Mousavi et coll. [37] proposent les formats Promoted et
Higher-Order PANTH. Le format Promoted PANTH garantit que la bisimilarité classique
(dans laquelle la réponse à une action doit être la même action) est une congruence, et
le format Higher-Order PANTH assure la congruence de la bisimilarité d’ordre supérieur
(dans laquelle la réponse à une action peut être une action bisimilaire, cf. section 2.2.2).
Les auteurs montrent qu’il est facile de vérifier que la bisimilarité d’ordre supérieur de
CHOCS [51] est une congruence. Cependant, les formats proposés permettent de conclure
uniquement dans le cas fort. En outre, ils interdisent l’écriture de conditions annexes sur
les lieurs et les noms (par exemple a ∈ fn(R)), ce qui empêche toute extension de portée
paresseuse comme en HOπP.

Dans [39, 40], les règles du système de transitions étiquetées sont générées automatique-
ment à partir des règles de réduction et des observables de telle sorte que la bisimilarité
associée est une congruence. Les règles de réduction sont décomposées pour identifier le
sous-terme en cours de réduction et le contexte que doit fournir l’environnement pour que
la réduction ait lieu. Appliquée à HOπ [39], la méthode permet de retrouver la bisimi-
larité contextuelle de Sangiorgi [42]. Dans les Ambients [40], la bisimilarité obtenue est
une congruence par rapport à tous les opérateurs du langages, ce qui est une amélioration
par rapport à la relation définie dans [32], qui n’est une congruence que sur les contextes
d’évaluation. Néanmoins, la méthode n’a été appliquée jusqu’ici que dans le cas fort.

Les calculs de processus peuvent être vus comme des systèmes réactifs [24], dans
lesquels l’évolution d’un terme C{P} vers Q s’écrit P C−→ Q. L’enjeu est alors de trouver le
contexte C minimal pour lequel une interaction peut se déclencher. Ainsi, Bonchi et coll.
[5] proposent pour les Ambients un système de transitions étiquetées dérivé des systèmes
réactifs, et définissent des caractérisations des congruences barbues forte et faible sous
forme de bisimilarités barbues. Nous ne savons pas s’il est possible d’encoder un calcul
avec passivation sous forme de système réactif.

Les preuves de congruence les plus courantes échouent avec la bisimilarité contextuelle
faible précoce dans les calculs avec passivation pour des raisons souvent sans rapport avec
la passivation. Ainsi, la preuve par progression échoue dans le cas faible à cause de la
communication d’ordre supérieur synchrone, et la méthode de Howe ne peut aboutir à
cause du caractère précoce de la bisimilarité. La méthode de Sangiorgi, dans laquelle la
congruence est prouvée d’abord sur les contextes d’évaluation avant d’être étendue à tous
les contextes, ne s’applique pas avec un opérateur de passivation, qui peut transformer un
contexte d’évaluation en un contexte quelconque.

Dans le prochain chapitre, nous proposons une bisimilarité dont le caractère précoce est
légèrement relâché, pour permettre l’application de la méthode de Howe dans le cas faible,
tout en gardant le pouvoir discriminant de la bisimilarité contextuelle faible précoce.
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Chapitre 5

Sémantique à complément

Dans ce chapitre, nous proposons un nouveau type de système de transitions étiquetées
ainsi que la bisimulation associée, appelés ensemble sémantique à complément. L’objec-
tif est de permettre l’utilisation de la méthode Howe pour prouver la congruence d’une
bisimulation précoce faible. Nous avons vu dans le chapitre précédent (section 4.3.2) que
la bisimilarité précoce uniquement sur la réception permet l’application de la méthode de
Howe, mais uniquement pour des bisimulations semi-faibles. Dans notre bisimilarité, nous
considérons une clause pour l’émission ni précoce ni tardive : la réponse à une émission
ne dépend plus d’une fonction, mais d’un processus qui peut recevoir le message (qui peut
donc se réduire vers une fonction).

Ce changement, en apparence infime, nous permet de casser le problème de symétrie
apparaissant dans le cas de la communication dans la preuve de pseudo-simulation (section
4.3.2). Nous rappelons que dans ce cas, nous avons P1 et P2 en relation respectivement
avec Q1 et Q2, P1

a−→ F et P2
a−→ C. Nous cherchons F ′ et C ′ tels que Q1

a−→ F ′, Q2
a−→ C ′

et F • C est directement en relation avec F ′ • C ′ (sans étape de transitivité). Avec
notre nouvelle bisimulation, la transition Q2

a−→ C ′ correspondant à la transition P2
a−→ C

dépend du processus P1, et non plus d’une fonction inconnue. Nous pouvons alors trouver
une fonction F ′ depuis Q1 qui correspond à la transition P1

a−→ F ; cette fonction dépend
de C ′ dans un style précoce classique.

Techniquement, notre nouvelle sémantique n’utilise plus de fonctions ni de concrétions.
Dans le système de transitions étiquetées, lorsqu’une communication entre P et Q a lieu
et que le message provient de P , une transition d’origine P est créée avec pour étiquette Q
(règle HOπ en figure 5.1 ou HOp

τ en figure 5.2). Plus haut dans l’arbre de dérivation, nous
trouvons le message émis par P , et nous passons alors à l’étude de la réception de message
par Q, tout en connaissant exactement le message émis. La preuve de pseudo-simulation
pour la relation de Howe repose sur cette sérialisation dans le système de transitions, qui
illustre la cassure dans la symétrie. En outre, la différence entre une relation complètement
précoce et notre relation est suffisamment petite, nous permettant ainsi de montrer qu’en
fait elles cöıncident.

5.1 Sémantique à complément pour HOπ

Dans cette section, nous définissons une sémantique à complément pour HOπ afin de
montrer en quoi cette sémantique est adaptée à l’application de la méthode de Howe.

5.1.1 Système de transitions étiquetées à complément

Nous proposons un système de transitions étiquetées P λ7−→ P ′ dans lequel un processus
évolue toujours vers un autre processus. Il existe trois types de transitions : les actions
internes P τ7−→ P ′, les réceptions de message P

a,R7−−→ P ′ et les émissions de messages P
a,R7−−→

P ′. L’étiquette λ contient le contexte complémentaire utilisé pour établir la bisimilarité
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48 Sémantique à complément

a(X)P
a,R7−−→ P{R/X} Inπ

R
a,P17−−→ R′

a〈P1〉P2
a,R7−−→ R′ | P2

Outπ
P1

λ7−→ P ′1

P1 | P2
λ7−→ P ′1 | P2

Parπ

P
λ7−→ P ′ a 6= n(λ)

νa.P
λ7−→ νa.P ′

Restrπ
P

λ7−→ P ′

!P λ7−→ P ′ |!P
Replicπ

P
a,P7−−→ P ′

!P τ7−→ P ′ |!P
Replic-HOπ P

a,Q7−−→ P ′

P | Q τ7−→ P ′
HOπ

Fig. 5.1 – Système à complément pour HOπ

entre deux processus ; pour HOπ, nous avons juste besoin d’un processus R, employé de
manière différente entre les jugements de réception et d’émission.

Les règles du système sont données en figure 5.1, à l’exception du symétrique des règles
Parπ et HOπ. Pour les étiquettes d’ordre supérieur, on définit n(a,R) = n(a,R) = a. Le
jugement d’action interne P τ7−→ P ′ a la même signification que son équivalent en sémantique
contextuelle. Les règles de déduction sont également similaires, à l’exception de la règle
HOπ, qui repose sur le jugement d’émission ; nous expliquerons cette règle ultérieurement.
Le jugement de réception P

a,R7−−→ P ′ signifie que P devient P ′ après avoir reçu le message
R sur a. En sémantique contextuelle, cela signifie qu’il existe une fonction F telle que
P

a−→ F et P ′ = F ◦ R. Le jugement de réception de la sémantique à complément est juste
une reformulation de son équivalent contextuel en style précoce.

La principale différence entre les deux sémantiques est dans le jugement d’émission. La
transition P

a,R7−−→ P ′ signifie que P est capable d’envoyer un message sur a qui peut être
reçu par R, et le résultat de la communication entre P et R donne P ′. Ce n’est pas une
simple réécriture de la transition contextuelle P a−→ C en style précoce ; le label d’émission
en sémantique à complément contient un processus R et non une fonction F . Le lien entre
les deux sémantiques est informellement le suivant : la transition P

a,R7−−→ P ′ signifie qu’il
existe F et C tels que P a−→ C, R a−→ F et P ′ = F • C.

Contrairement à la règle contextuelle équivalente Out, la règle Outπ a une prémisse
R

a,P17−−→ R′, afin de vérifier que R est bien capable de recevoir le message P1 sur a. Le
processus R′ obtenu est alors mis en parallèle avec la continuation P2 : nous obtenons
a〈P1〉P2

a,R7−−→ R′ | P2. Le résultat est donc bien la communication entre a〈P1〉P2 et Q. Les
règles Parπ, Replicπ et Restrπ sont classiques ; cependant il est à noter que la règle
Restrπ étend la portée de a que a appartienne ou non aux noms libres du message émis.
Il faut remarquer que le message émis n’apparâıt pas dans un jugement d’émission : écrire
l’extension de portée paresseuse, telle qu’elle est définie en sémantique contextuelle, rend
le système de transitions plus complexe, comme nous le verrons avec HOπP. La politique
choisie pour l’extension de portée n’a pas d’influence sur la sémantique de HOπ, c’est
pourquoi nous utilisons l’extension de portée systématique, plus simple à écrire dans notre
système de transitions.

La règle de communication HOπ a pour seule prémisse P
a,Q7−−→ P ′ ; par définition P ′ est

le résultat de la communication de P avec Q, donc nous pouvons en déduire directement
la conclusion souhaitée P | Q τ7−→ P ′. La sémantique à complément est conforme à la
sémantique contextuelle, comme l’indique le lemme suivant :

Lemme 5.1. Soit P un processus de HOπ.
– Nous avons P τ−→≡ P ′ ssi P τ7−→≡ P ′.
– Si P a−→ F , alors pour tout R, nous avons P

a,R7−−→ F ◦ R. Si P
a,R7−−→ P ′, alors il existe
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5.1 Sémantique à complément pour HOπ 49

F tel que P a−→ F et P ′ = F ◦ R.
– Si P a−→ C, alors pour tout R tel qu’il existe F tel que R a−→ F , nous avons P

a,R7−−→≡
F • C. Si P

a,R7−−→ P ′, alors il existe F et C tels que P a−→ C, R a−→ F et P ′ ≡ F • C.

La preuve est donnée en appendice A.2.1. La correspondance entre les systèmes de
transition est modulo congruence structurelle à cause de l’extension de portée, qui est
systématique en sémantique à complément et paresseuse en sémantique contextuelle. Par
exemple, pour P ∆= a(X)X | νb.a〈c.0〉b.0, nous avons P τ−→ c.0 | νb.b.0 et P τ7−→ νb.(c.0 |
b.0).

5.1.2 Bisimulation associée

Nous définissons maintenant la bisimilarité à complément et prouvons sa correction
en utilisant le méthode de Howe. Le résultat en lui-même, à savoir la définition d’une
bisimilarité correcte en HOπ, n’est pas nouveau (cf. section 2.2.3) ; le but de cette section
est d’expliquer pourquoi la sémantique à complément est adaptée à l’utilisation de la
méthode de Howe.

La bisimulation forte à complément est simplement la bisimulation associée au système
de transition à complément :

Définition 5.1. Une relation R sur les termes clos est une simulation forte à complément
ssi pour tout P R Q, si P λ7−→ P ′, alors il existe Q′ tel que Q λ7−→ Q′ et P ′ R Q′.

Une relation R est une bisimulation forte à complément ssi R et R−1 sont des sim-
ulations fortes à complément. La bisimilarité forte à complément ∼m est la plus grande
bisimulation forte à complément.

Dans le cas de l’émission de message P
a,R7−−→ P ′, la réponse Q′ dépend du processus

récepteur R. La bisimulation est donc proche d’une bisimulation précoce, bien que nous
ne savons pas précisément de quelle manière R consomme le message (c’est-à-dire quelle
fonction reçoit le message). Cette différence nous permet d’appliquer la méthode de Howe
pour établir la congruence de ∼m. Nous rappelons que la méthode de Howe repose sur une
propriété de pseudo simulation de la clôture de Howe ∼•m.

Lemme 5.2. Soient P et Q deux processus clos. Si P ∼•m Q, alors
– pour tout P τ7−→ P ′, il existe Q′ tel que P ′ ∼•m Q′ ;

– pour tout R clos tel que P
a,R7−−→ P ′, pour tout R′ clos tel que R ∼•m R′, il existe Q′

tel que Q
a,R′7−−→ Q′ et P ′ ∼•m Q′ ;

– pour tout R clos tel que P
a,R7−−→ P ′, pour tout R′ clos tel que R ∼•m R′, il existe Q′

tel que Q
a,R′7−−→ Q′ et P ′ ∼•m Q′.

La preuve du lemme 5.2, donnée en appendice A.2.2, se fait par induction sur la
dérivation du jugement P ∼•m Q. Cependant, nous n’avons pas de problème dans le cas de
la communication, comme avec la sémantique contextuelle (section 4.3.2). Nous rappelons
que dans ce cas, nous avons P = P1 | P2, Q = Q1 | Q2, avec P1 ∼•m Q1 et P2 ∼•m Q2. La

transition P
τ7−→ P ′ provient de la règle HOπ, donc nous avons P1

a,P27−−→ P ′.

Nous avons P1 ∼•m Q1, P2 ∼•m Q2 et P1
a,P27−−→ P ′ ; nous pouvons appliquer directement

la clause d’émission de l’hypothèse d’induction. Il existe donc Q′ tel que Q1
a,Q27−−−→ Q′ et

P ′ ∼•m Q′. Ainsi nous avons Q τ7−→ Q′ par la règle HOπ, nous avons donc le résultat souhaité
dans ce cas. Le reste de la preuve de Howe ne pose pas de difficulté, et nous avons donc le
résultat suivant :

Théorème 5.1. La relation ∼m est une congruence
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50 Sémantique à complément

La preuve complète se trouve en appendice A.2.2. Il nous reste à prouver que la
bisimilarité à complément est aussi discriminante que la bisimilarité contextuelle précoce.
Ce résultat découle principalement de la correspondance entre les systèmes à transitions
étiquetées (lemme 5.1). Les deux relations diffèrent dans leur traitement des réceptions de
message : la bisimilarité à complément teste avec un processus, alors que la bisimilarité
contextuelle teste avec une concrétion. En particulier la bisimilarité contextuelle teste les
concrétions de la forme 〈P 〉0, ce qui revient à tester avec un processus P .

Lemme 5.3. Nous avons ∼⊆∼m.

La preuve se fait en montrant que ∼ est une bisimulation à complément (modulo ≡).
L’inclusion opposée repose sur la congruence de ∼m (théorème 5.1).

Lemme 5.4. Nous avons ∼m⊆∼.

Nous montrons que ∼m est une bisimulation contextuelle précoce forte. Dans le cas
de la réception, nous avons informellement P ′{R/X} ∼m Q′{R/X}. Par congruence, cela
implique νb̃.(P ′{R/X} | S) ∼m νb̃.(Q′{R/X} | S), soit (X)P ′ • νb̃.〈R〉S ∼m (X)Q′ •
νb̃.〈R〉S, ce qui est le résultat souhaité. Les preuves des lemmes 5.3 et 5.4 sont données en
appendice A.2.3.

Des résultats similaires peuvent être obtenu dans le cas faible. On note Z τ=⇒ la clôture
réflexive et transitive de τ7−→, et on définit Z a,R==⇒∆=Z τ=⇒ a,R7−−→ Z τ=⇒. La définition faible du jugement
d’émission de message Z a,R==⇒ est plus complexe : nous devons prendre en compte le fait
qu’une transition P

a,R7−−→ P ′ contient une communication entre les processus P et R. Or
dans le cas faible, le processus R peut effectuer des actions internes avant de recevoir le

message de P . Nous définissons donc P Z a,R==⇒ P ′ comme P Z τ=⇒ a,R′7−−→ Z τ=⇒ P ′, avec R′ tel que
R Z τ=⇒ R′.

Définition 5.2. Une relation R sur les termes clos est une simulation faible à complément
ssi pour tout P R Q, si P Z λ=⇒ P ′, alors il existe Q′ tel que Q Z λ=⇒ Q′ et P ′ R Q′.

Une relation R est une bisimulation faible à complément ssi R et R−1 sont des sim-
ulations faibles à complément. La bisimilarité faible à complément ≈m est la plus grande
bisimulation faible à complément.

En utilisant les mêmes techniques de preuves que dans le cas fort, nous obtenons les
résultats suivants :

Théorème 5.2. La relation ≈m est une congruence.

Lemme 5.5. Nous avons ≈=≈m.

Li et Liu [31] ont défini un système de transitions étiquetées similaire à celui que nous
proposons, et ont prouvé la correspondance entre la bisimilarité associée, la congruence
barbue et la bisimilarité contextuelle dans le cas fort. La preuve de correction de leur
relation est ad hoc, et ne repose pas sur la méthode de Howe

5.2 Application à HOπP

Nous avons vu que la sémantique à complément, en considérant des processus et non
plus des fonctions dans le jugement d’émission, permet l’utilisation de la méthode de Howe
pour prouver la congruence de la bisimilarité associée. Nous allons maintenant définir une
sémantique à complément pour HOπP.
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5.2 Application à HOπP 51

a(X)P
a,R7−−→ P{R/X} Inpi

P
µ7−→ P ′

P | Q µ7−→ P ′ | Q
Parpiτ

P
µ7−→ P ′ a 6= n(µ)

νa.P
µ7−→ νa.P ′

Restrpiτ
P

a,P,27−−−→eb P ′
!P τ7−→ P ′ |!P

Replic-HOp
τ

P
µ7−→ P ′

!P
µ7−→ P ′ |!P

Replicpiτ
P

µ7−→ P ′

a[P ]
µ7−→ a[P ′]

Locpiτ
P

a,Q,27−−−→eb P ′
P | Q τ7−→ P ′

HOp
τ

Fig. 5.2 – Sémantique à complément pour HOπP : actions internes et réception de message

5.2.1 Système de transitions étiquetées à complément

Par rapport à HOπ, nous devons faire face à deux difficultés supplémentaires. Nous
devons d’abord introduire dans nos étiquettes les contextes de bisimulation E, utilisés dans
les clauses de bisimulations (définitions 2.15 et 2.16). Nous devons également traiter plus
finement l’extension de portée paresseuse, étant donné que les noms restreints peuvent sor-
tir des localités par communication mais pas par congruence structurelle. Nous ne pouvons
plus systématiquement étendre la portée des noms, et obtenir une sémantique équivalente
à la sémantique contextuelle (modulo ≡) comme pour HOπ.

Les jugements d’action interne P τ7−→ P ′ et de réception de message P
a,R7−−→ P ′ sont les

mêmes que pour HOπ, à l’exception des règles que nous devons rajouter pour les localités.
On note

µ7−→ pour τ7−→ ou
a,R7−−→. Les règles pour les transitions

µ7−→ sont données en figure 5.2,
à l’exception du symétrique des règles Parpiτ et HOp

τ . La règle HOp
τ dépend du jugement

d’émission et sera expliquée par la suite.

Les règles pour le jugement d’émission P
a,R,E7−−−→eb P ′ sont données en figure 5.3, a

l’exception du symétrique de la règle Parpo. Nous rappelons que la bisimilarité contextuelle
de HOπP (définition 2.15) compare les concrétions en les faisant réagir avec une fonction
F et un contexte de bisimulation E. En sémantique à complément, nous remplaçons les
fonctions par des processus R, et nous introduisons les contextes E dans les étiquettes.
Ainsi, la transition P

a,R,E7−−−→eb P ′ signifie que P , placé dans le contexte E, émet un message
sur a et R le reçoit ; nous avons E{P} | R τ7−→ P ′ par communication sur a. En sémantique
contextuelle, cela équivaut à l’existence de F et C tels que P a−→ C, R a−→ F et P ′ = F •
E{C}.

Nous rappelons que le jugement d’émission P
a,R,E7−−−→eb P ′ ne mentionne pas le message

émis ; or nous avons besoin de connâıtre les noms libres du message pour effectuer l’exten-
sion de portée paresseuse. C’est pourquoi le jugement garde l’ensemble des noms b̃ dont
la portée peut être étendue. L’extension de portée peut être nécessaire pour le proces-
sus P considéré (par exemple P = νc.a〈P1〉P2 avec c ∈ fn(P1)) ou peut être provoquée
par le contexte de bisimulation (par exemple P = a〈P1〉P2 et E = d[νc.(2 | c〈0〉0)] avec

c ∈ fn(P1)). Nous définissons d’abord un jugement auxiliaire P
a,R,E
↪−−−→eb P ′ qui interdit le

second type de capture, avant de généraliser les transitions à tout contexte E.

La règle Outpo gère l’émission de message a〈P1〉P2
a,R,E
↪−−−→eb R′ | E{P2}. Comme pour

HOπ, nous avons la prémisse R
a,P17−−→ R′. Nous définissons pour l’instant le jugement sans

capture des noms libres du message fn(P1) = b̃, c’est pourquoi nous ajoutons la prémisse
bn(E)∩ b̃ = ∅. Nous gardons les noms b̃ dans l’étiquette pour permettre aux règles Extrpo
et Restrpo d’effectuer ou non l’extension de portée.
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52 Sémantique à complément

fn(P1) = b̃ R
a,P27−−→ R′ bn(E) ∩ b̃ = ∅

a〈P1〉P2
a,R,E
↪−−−→eb R′ | E{P1}

Outpo

fn(P ) = b̃ R
a,P7−−→ R′ bn(E) ∩ b̃ = ∅

a[P ]
a,R,E
↪−−−→eb R′ | E{0}

Passivpo
P

a,R,E{b[2]}
↪−−−−−−−→eb P ′
b[P ]

a,Q,E
↪−−−→eb P ′

Locpo

P
a,R,E{2|!P}
↪−−−−−−−→eb P ′
!P

a,R,E
↪−−−→eb P ′

Replicpo
P1

a,R,E{2|P2}
↪−−−−−−−→eb P ′

P1 | P2
a,R,E
↪−−−→eb P ′

Parpo

P
a,R,E
↪−−−→eb P ′ c 6= a c ∈ b̃

νc.P
a,R,E
↪−−−→eb\c νc.P ′

Extrpo
P

a,R,E{νc.2}
↪−−−−−−−→eb P ′ c 6= a c /∈ b̃

νc.P
a,R,E
↪−−−→eb P ′

Restrpo

P
a,R,E
↪−−−→eb P ′

P
a,R,E7−−−→eb P ′

CFreepo
P

a,R,E{F}7−−−−−→eb P ′ c ∈ b̃

P
a,R,E{νc.F}7−−−−−−−→eb νc.P ′

Captpo

Fig. 5.3 – Sémantique à complément pour HOπP : émission de message

Par exemple, soient P = a〈P1〉P2, c ∈ fn(P1) et R tels que R
a,P17−−→ R′. Lorsque νc.P

émet le message P1, la portée de c doit être étendue pour inclure le récepteur R de P1 : nous
voulons donc obtenir νc.(R′ | E{P2}) comme processus résultant. Par la règle Extrpo, nous

déduisons νc.P
a,R,E
↪−−−→eb\c νc.P ′ à partir de P

a,R,E
↪−−−→eb P ′. Ici nous avons P ′ = R′ | E{P2} ;

la portée de c dans νc.P ′ inclut donc bien le récepteur R′ du message P1. Notez que nous
enlevons le nom c de l’ensemble des noms b̃ en conclusion de la règle Extrpo. Dans une

transition P
a,R,E
↪−−−→eb P ′, b̃ est l’ensemble des noms dont la portée peut éventuellement être

étendue. Pour une concrétion νã.〈P1〉P2, cet ensemble correspond à fn(P1) \ ã.
Considérons maintenant les mêmes processus P et R, en supposant désormais c /∈

fn(P1). Dans ce cas, la portée de c ne doit englober que la continuation P2 : nous voulons

obtenir R′ | E{νc.P2}. Pour cela, nous considérons P
a,R,E{νc.2}
↪−−−−−−−→eb P ′ comme prémisse de la

règle Restrpo. Dans le processus P ′ ainsi obtenu, la continuation est placée dans le contexte

E{νc.2}, donc sous la portée de c. Pour notre exemple, nous obtenons a〈P1〉P2
a,R,E{νc.2}
↪−−−−−−−→eb

R′ | E{νc.P2} = P ′. Le processus P ′ est donc bien le résultat attendu pour la transition

νc.P
a,R,E
↪−−−→eb P ′, ce que justifie la conclusion de la règle Restrpo.

La règle Passivpo suit le même principe que la règle Outpo, alors que les règles Parpo,
Replicpo et Locpo ressemblent à Restrpo. Il ne nous reste plus qu’à donner les règles
pour le jugement d’émission P

a,R,E7−−−→eb P ′, qui autorise la capture par le contexte E. La

règle CFreepo affirme simplement qu’une transition sans capture P
a,R,E
↪−−−→eb P ′ donne une

émission de message P
a,R,E7−−−→eb P ′.

Si le contexte E capture un nom c, il existe des contextes E1,E2 tels que E = E1{νc.E2}
(d’autres captures par E1 et E2 sont possibles). La règle Captpo considère la transition

P
a,R,E1{E2}7−−−−−−−→eb P ′, sans capture sur c, et conclut par P

a,R,E1{νc.E2}7−−−−−−−−−→eb νc.P ′, étendant ainsi

la portée de c. Par exemple, soient P = a〈P1〉P2, R tel que R
a,P17−−→ R′ et E = d[νc.(2 |

c〈0〉0)] avec c ∈ fn(P1). Le contexte E se décompose en E1{νc.E2} avec E1 = d[2] et

E2 = 2 | c〈0〉0. Par les règles Outpo et CFreepo, on a P
a,R,E1{E2}7−−−−−−−→eb R′ | d[P2 | c〈0〉0]. Par
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5.2 Application à HOπP 53

la règle Captpo, on a P
a,R,E7−−−→eb νc.(R′ | d[P2 | c〈0〉0]) ; la portée de c a été étendue hors de

d et englobe R′, comme souhaité.
Comme pour HOπ, la règle pour la communication HOp

τ (figure 5.2) dépend du juge-

ment d’émission. La prémisse P
a,Q,27−−−→eb P ′ signifie que P , placé dans le contexte 2,

communique sur a avec Q, donnant ainsi P ′. Nous en déduisons donc directement la con-
clusion de la règle P | Q τ7−→ P ′. L’extension de portée ne peut plus avoir lieu ; les noms b̃
n’apparaissent donc plus dans la conclusion.

Le système de transitions ainsi défini a la même sémantique que le système de transi-
tions contextuel. Pour une concrétion C = νã.〈P1〉P2, on définit extr(C) ∆= fn(P1) \ ã.

Lemme 5.6. Soit P un processus de HOπP.
– Nous avons P τ−→ P ′ ssi P τ7−→ P ′.
– Si P a−→ F , alors pour tout R, nous avons P

a,R7−−→ F ◦ R. Si P
a,R7−−→ P ′, alors il existe

F tel que P a−→ F et P ′ = F ◦ R.
– Si P a−→ C, alors pour tout R et F tels que R

a−→ F , et pour tout E, nous avons
P

a,R,E7−−−→extr(C) F • E{C}. Si P
a,R,E7−−−→eb P ′, alors il existe F et C tels que P a−→ C,

R
a−→ F , b̃ = extr(C) et P ′ = F • E{C}.

La correspondance entre les deux systèmes est exacte car l’extension de portée est
bien effectuée de manière paresseuse par les règles Extrpo, Restrpo et Captpo. La preuve
se trouve en appendice A.3.1.

Remarque 5.1. Nous pouvons étendre les étiquettes du système à complément de HOπ
avec un contexte E et des noms b̃ pour effectuer l’extension de portée paresseuse de la
même manière qu’en HOπP. Cette modification rend néanmoins les règles de déduction,
les définitions de bisimulations et les preuves pour HOπ inutilement compliquées.

5.2.2 Bisimulation à complément

Nous présentons les définitions et résultats sur les bisimulations à complément. Nous
donnons uniquement les preuves des résultats pour le cas faible en appendice A.3 ; les
preuves pour le cas fort sont similaires. La définition de la bisimilarité forte est la suivante :

Définition 5.3. Une relation R sur les termes clos est une simulation forte à complément
ssi P R Q implique fn(P ) = fn(Q), et pour tout P λ7−→ P ′, il existe Q′ tel que Q λ7−→ Q′ et
P ′ R Q′.

Une relation R est une bisimulation forte à complément ssi R et R−1 sont des sim-
ulations fortes à complément. La bisimilarité forte à complément ∼m est la plus grande
bisimulation forte à complément.

Notez que nous avons toujours une contrainte sur les noms libres des processus en
relation, comme pour la bisimilarité contextuelle (définition 2.15). Nous prouvons que ∼m
est une congruence en utilisant la méthode de Howe. Pour cela, nous définissons la clôture
de Howe sur les contextes de bisimulation E ∼•m F comme étant la plus petite congruence
qui étend ∼•m avec la règle 2 ∼•m 2.

Définition 5.4. L’extension de ∼•m aux contextes de bisimulation est la plus petite relation
vérifiant :

– 2 ∼•m 2 ;
– si E ∼•m F et P ∼•m Q, alors on a E | P ∼•m F | Q ;
– si E ∼•m F, alors on a νa.E ∼•m νa.F ;
– si E ∼•m F, alors on a a[E] ∼•m a[F].

Nous montrons alors le lemme de pseudo simulation suivant

Lemme 5.7. Soient P et Q deux processus clos. Si P ∼•m Q, alors
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54 Sémantique à complément

– pour tout P τ7−→ P ′, il existe Q′ tel que P ′ ∼•m Q′ ;

– pour tout R clos tel que P
a,R7−−→ P ′, pour tout R′ clos tel que R ∼•m R′, il existe Q′

tel que Q
a,R′7−−→ Q′ et P ′ ∼•m Q′ ;

– pour tout R,E clos tel que P
a,R,E7−−−→eb P ′, pour tout R′,F clos tel que R ∼•m R′ et

E ∼•m F, il existe Q′ tel que Q
a,R′,F7−−−−→eb Q′ et P ′ ∼•m Q′.

La preuve du lemme 5.7 et l’application de la méthode de Howe de manière générale
ne posent pas de difficulté. Nous avons donc le résultat suivant :

Théorème 5.3. La relation ∼m est une congruence

En utilisant la même technique que pour HOπ (théorème 2.2), nous pouvons montrer
la complétude de la bisimilarité à complément. Nous pouvons donc en conclure le résultat
suivant.

Théorème 5.4. Nous avons ∼m=∼b.

Nous étudions maintenant la correspondance entre ∼ et ∼m. La relation ∼m diffère
de ∼ en deux points. Premièrement, si P ∼m Q et P

a,R,E7−−−→eb P ′, alors la transition

correspondante Q
a,R,E7−−−→eb Q′ ∼m P ′ doit comporter le même ensemble b̃ de noms dont la

portée peut être étendue. Nous n’avons pas de contrainte similaire dans la définition de
bisimilarité contextuelle. Le lemme suivant montre que cette contrainte sur les noms est
en fait une propriété de la relation ∼.

Lemme 5.8. Soient P , Q tels que P ∼ Q et P a−→ C. Soient F , C ′ tels que Q a−→ C ′ et
pour tout E, on a F • E{C} ∼ F • E{C ′}. On a alors extr(C) = extr(C ′).

Grâce à ce lemme, nous pouvons prouver le résultat suivant.

Lemme 5.9. Nous avons ∼⊆∼m.

Nous pouvons donc en déduire la correction de ∼.

Corollaire 5.1. Nous avons ∼⊆∼b.

En outre, si P ∼m Q et P
a,R,E7−−−→eb P ′, la réponse Q

a,R,E7−−−→eb Q′ se fait pour un contexte
E fixé, alors que dans la définition de bisimilarité contextuelle (définition 2.15), la réponse
de Q doit être valable pour tous les contextes E. La bisimilarité à complément est donc
précoce par rapport aux contextes de bisimulation E, alors que la bisimilarité contextuelle
est tardive par rapport à ces mêmes contextes. L’inclusion ∼m⊆∼ reste un problème
ouvert ; nous conjecturons que cette inclusion est vraie.

Remarque 5.2. Nous pouvons définir la bisimilarité contextuelle de manière précoce sur
les contextes en changeant la clause d’émission de la définition 2.15 en

– pour tout P a−→ C, pour tout F,E, il existe C ′ telle que Q a−→ C ′ et F • E{C} R F •
E{C ′}.

Nous pouvons alors prouver que la bisimilarité ainsi modifiée ∼′ est correcte (en utilisant
la preuve par progression) et complète (en utilisant le schéma de preuve classique). Nous
avons alors ∼′=∼b et ∼m=∼b, donc ∼m=∼′. Nous pouvons prouver la congruence de ∼′
indépendamment de ∼m uniquement dans le cas fort ; ce raisonnement est donc impossible
dans le cas faible.

Nous cherchons maintenant à étendre ces résultats au cas faible. Comme pour HOπ,
on note Z τ=⇒ la clôture réflexive et transitive de τ7−→, et on définit Z a,R==⇒∆=Z τ=⇒ a,R7−−→ Z τ=⇒. Enfin, nous

définissons P Z a,R,E===⇒eb P ′ comme P Z τ=⇒ a,R′,E7−−−−→eb Z τ=⇒ P ′, avec R′ tel que R Z τ=⇒ R′.
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5.3 Conclusions 55

Définition 5.5. Une relation R sur les termes clos est une simulation faible à complément
ssi P R Q implique fn(P ) = fn(Q) et pour tout P Z λ=⇒ P ′, il existe Q′ tel que Q Z λ=⇒ Q′ et
P ′ R Q′.

Une relation R est une bisimulation faible à complément ssi R et R−1 sont des sim-
ulations faibles à complément. La bisimilarité faible à complément ≈m est la plus grande
bisimulation faible à complément.

En utilisant les mêmes techniques de preuves que dans le cas fort, nous obtenons les
résultats suivants :

Théorème 5.5. La relation ≈m est une congruence.

Lemme 5.10. Nous avons ≈⊆≈m.

La preuve de ce résultat repose sur une version faible du lemme 5.8 ; plus de détails
sont donnés en appendice A.3.3.

Corollaire 5.2. Nous avons ≈⊆≈b.

Nous montrons la complétude de ≈m sur les processus à image finie, obtenant ainsi
le premier résultat de caractérisation de la congruence barbue faible dans un calcul avec
passivation et restriction.

Définition 5.6. Un processus P est à image finie ssi pour toute étiquette λ, l’ensemble
{P ′, P Z λ=⇒ P ′} est fini.

Théorème 5.6. Soient P,Q deux processus à image finie. Nous avons P ≈m Q ssi P ≈b
Q.

Les théorèmes 5.5 et 5.6 sont prouvés en appendice A.3.

5.3 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons présenté un système de transitions étiquetées qui permet
l’utilisation de la méthode de Howe pour prouver la congruence de la bisimulation associée.
Le principe est de s’écarter d’une définition précoce dans le cas de l’émission de message,
en considérant un processus capable de recevoir un message plutôt qu’une fonction. La
bisimilarité ainsi obtenue a le même pouvoir discriminant qu’une bisimilarité contextuelle
précoce, et nous pouvons appliquer la méthode aussi bien dans le cas fort que faible. En
particulier, nous avons défini une sémantique à complément pour HOπP, obtenant ainsi
une bisimilarité correcte et complète sur les processus à image finie dans le cas faible. À
notre connaissance, il s’agit du premier résultat de caractérisation dans un calcul avec
restriction et passivation dans le cas faible.

Cette méthode peut s’appliquer à d’autres calculs : dans [26], nous donnons une
sémantique à complément pour le calcul Seal [54], et nous prouvons que la bisimilarité
faible associée est correcte. Contrairement à HOπP, le Seal demande la synchronisation
entre trois processus ; pour compléter un processus, nous devons donc considérer un à deux
autres processus dans l’étiquette. En outre, nous devons prendre en compte le contrôle sur
les communications : par exemple, les localités du calcul ne peuvent traverser plus d’une
frontière de localité lors d’une migration. Notre travail sur le Seal demande à être pour-
suivi ; il nous reste à prouver que la sémantique à complément correspond à la réduction
du Seal, et en déduire un résultat de complétude pour la bisimilarité faible à complément.
Dans le chapitre suivant, nous cherchons à définir une sémantique à complément pour le
Kell, un calcul pour lequel il n’existe pas de preuve de congruence pour une bisimilarité
faible. Nous verrons les problèmes que posent les récepteurs joints du Kell.
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Chapitre 6

Application au Kell-calcul

Dans ce chapitre nous cherchons à définir une sémantique à complément pour le Kell
afin d’obtenir un résultat de correction dans le cas faible. La sémantique du Kell rend
la définition d’un système de transitions à complément difficile, notamment à cause de
l’extension de portée paresseuse hors des localités, le contrôle sur les communications et
surtout la présence de récepteurs joints de taille quelconque. En effet, hormis le proces-
sus récepteur Q, l’étiquette d’une transition d’émission de P doit comporter plusieurs
processus émetteurs (Pi), tels que la combinaison de P , Q et des (Pi) engendre une com-
munication ; les émissions de P et (Pi) doivent donc correspondre au récepteur joint de
Q.

Avant de travailler sur le Kell et l’ensemble de ses constructions, nous nous intéressons
d’abord spécifiquement aux récepteurs joints (section 6.1) ; nous définissons un calcul sim-
ple avec des récepteurs joints, appelé HOπJ, et nous cherchons à définir une sémantique
à complément pour ce calcul. En utilisant les principes de construction donnés dans cette
première partie, nous définissons une sémantique à complément pour le Kell en section 6.2.
Nous rappelons d’abord la syntaxe et la sémantique du Kell telles qu’elles sont définies
dans [47] (plus précisément d’une instance du Kell appelée jK), et nous définissons une
variante de bisimilarité faible à complément et prouvons sa congruence grâce à la méthode
de Howe.

6.1 Récepteurs joints

Dans cette section, nous proposons une sémantique à complément pour HOπJ, une
extension de HOπ comportant des récepteurs joints. L’objectif est de comprendre comment
nous pouvons définir une sémantique à complément pour les récepteurs joints dans un cas
simple, avant de passer au cas plus complexe du Kell.

6.1.1 Le calcul HOπJ

Le calcul HOπJ étend HOπ avec une construction de récepteur joint a1(X1) | . . . |
an(Xn) �P . Lorsque des messages R1 . . . Rn sont disponibles simultanément sur a1 . . . an,
la communication se déclenche, et le récepteur joint évolue vers P{R̃/X̃}. Dans la suite,
nous notons

∏
i Pi pour le processus P1 | . . . | Pn et

∏
i ai(Xi) pour le récepteur joint

a1(X1) | . . . | an(Xn). Pour un récepteur joint π =
∏
i ai(Xi), nous notons fn(π) ∆=

{a1 . . . an} ses noms et fv(π) ∆= {X1 . . . Xn} ses variables.
La syntaxe et sémantique de HOπJ sont données en figure 6.1, avec les mêmes conven-

tions et notations que pour HOπ, sauf que nous modifions les définitions de fonction et
de concrétion. Nous notons ] l’union de multi-ensembles. Un récepteur π est bien formé
si et seulement si ses variables sont deux à deux distinctes ; tout au long de ce chapitre,
nous supposons que les récepteurs joints sont bien formés. Comme en HOπ, un processus
de HOπJ peut évoluer vers un processus P τ−→ P ′, une fonction P ea−→ F , ou une concrétion
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58 Application au Kell-calcul

Syntaxe :

P ::= 0 | X | P | P | νa.P | a〈P 〉P | π � P

π ::= π | π | a(X)

Règles de la congruence structurelle

P | (Q | R) ≡ (P | Q) | R P | Q ≡ Q | P P | 0 ≡ P νa.νb.P ≡ νb.νa.P

νa.0 ≡ 0 νa.(P | Q) ≡ P | νa.Q

Congruence structurelle sur les récepteurs joints :

π1 | π2 ≡ π2 | π1 π1 | (π2 | π3) ≡ (π1 | π2) | π3

Agents :

Fonctions F,G ::= (π)P
Concrétions C,D ::= 〈ã, P 〉Q | νa.C

Composition parallèle des concrétions :

νb̃.〈ã, R〉P | νb̃′.〈ã′, R′〉Q ∆= νb̃ ∪ b̃′.〈ã, R ] ã′, R′〉P | Q

Pseudo-application

π =
∏

ã(X)

(π)P • νb̃.〈ã, R〉Q ∆= νb̃.(P{R̃/X̃} | Q)

Règles du système de transitions étiquetées :

fn(π) = ã

π � P
ea−→ (π)P

In a〈Q〉P a−→ 〈a,Q〉P Out
P

αj−→ A

P | Q
αj−→ A | Q

Par

P
ea−→ C Q

ea′−→ C ′

P | Q
ea]ea′−−−→ C | C ′

Par-Out
P

αj−→ A a /∈ αj
νa.P

αj−→ νa.A
Restr

P
ea−→ F Q

ea−→ C

P | Q τ−→ F • C
HO

P ≡ P ′ P ′
αj−→ Q′ Q′ ≡ Q

P
αj−→ Q

Congr

Fig. 6.1 – Syntaxe et sémantique opérationnelle de HOπJ
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6.1 Récepteurs joints 59

P
ea−→ C. La méta-variable αj parcourt l’ensemble des étiquettes. Une fonction F

∆= (π)P
est paramétrée par un récepteur joint π ; une concrétion νb̃.〈ã, R〉Q contient le multi-
ensemble des paires canal de diffusion - message émis. Une réaction a lieu entre fonction et
concrétion si et seulement si les canaux de réception et de diffusion correspondent, comme
le reflète la définition de pseudo-application.

Le système de transitions étiquetées contextuel de HOπJ est défini modulo congruence
structurelle, pour réorganiser les processus afin de permettre notamment le regroupement
des émetteurs par la règle Par-Out. Par exemple, le processus

νa.(a〈c.0〉a.0 | (a(X) | b(Y )) � (X | Y )) | b〈d.0〉0
ne permet pas l’application des règles Par-Out et HO alors que le processus équivalent

νa.(a〈c.0〉0 | b〈d.0〉0 | (a(X) | b(Y )) � (X | Y ))

le permet.
Comme HOπJ n’est qu’un calcul annexe dans notre étude, nous ne cherchons pas à

définir de bisimilarité contextuelle à laquelle comparer notre bisimilarité à complément.
Nous définissons directement un système de transitions à complément, et nous prouvons
la congruence de la bisimilarité associée, en pointant les différences avec les sémantiques
définies dans le chapitre 5.

6.1.2 Sémantique à complément

En HOπ, dans le cas d’une émission de P vers Q, la sémantique à complément analyse
d’abord P à la recherche du message émis, tout en gardant Q dans l’étiquette. Lorsque le
message est découvert, nous nous intéressons à Q, à la recherche du récepteur. En HOπJ,
cette sérialisation est plus difficile : nous n’avons plus un mais potentiellement plusieurs
messages à découvrir dans P . Lorsqu’un premier message R1 est découvert, nous devons
chercher les autres messages avant de passer à la transition de Q. Cependant, nous ne
pouvons pas stocker R1 dans l’étiquette, comme nous le faisons pour Q ; cela reviendrait
à définir une transition précoce qui ne permet pas l’application de la méthode de Howe.

Plutôt que de stocker les messages dans l’étiquette, nous proposons de les passer di-
rectement au récepteur dès leur découverte ; les variables X1 . . . Xn du récepteur joint
de Q sont donc instanciées une par une, et non plus simultanément comme dans la
sémantique donnée en figure 6.1. Illustrons sur un exemple notre manière de procéder :
soient l’émetteur P ∆= a〈R〉S | b〈T 〉U et le récepteur Q ∆= (a(X) | b(Y )) � (c.X | d.Y ).
Nous souhaitons obtenir la transition

P
{a,b},Q7−−−−→ S | U | c.R | d.T

Nous nous intéressons d’abord au message sur a : nous stockons donc l’émission sur b pour
analyse ultérieure :

a〈R〉S {a,b},Q,b〈T 〉U7−−−−−−−−−→ S | U | c.R | d.T

P
{a,b},Q7−−−−→ S | U | c.R | d.T

Le message R sur a est passé en argument à Q ; Q évolue alors vers une réception partielle
notée I = b(Y )I c.R | d.Y . Maintenant que nous avons trouvé le message sur a, nous
pouvons passer au processus b〈T 〉U que nous avons stocké dans l’étiquette. Nous le faisons
réagir avec I et obtenons le résultat souhaité. L’arbre de dérivation complet est le suivant :

Q
a,R
↪−−→ I

I
b,T
↪−−→ c.R | d.T

b〈T 〉U {b},I7−−−→ U | c.R | d.T

a〈R〉S {a,b},Q,b〈T 〉U7−−−−−−−−−→ S | U | c.R | d.T

P
{a,b},Q7−−−−→ S | U | c.R | d.T

te
l-0

04
47

85
7,

 v
er

si
on

 1
 - 

16
 J

an
 2

01
0



60 Application au Kell-calcul

Syntaxe :

I ::= πIP | 0IP

E ::= I | P

Extension de la composition parallèle et de la restriction :

(πIP ) | Q ∆= πI(P | Q)

Q | (πIP ) ∆= πI(Q | P )

νb.(πIP ) ∆= πI(νb.P ) ssi b /∈ fn(π)

Règles du jugement de réception partielle :

π ≡ a(X) | π′

π � P
a,R
↪−−→ π′IP{R/X}

Procjpi
π ≡ a(X) | π′

πIP
a,R
↪−−→ π′IP{R/X}

Part-Injpi

P
a,R
↪−−→ I

P | Q
a,R
↪−−→ I | Q

Parjpi
P

a,R
↪−−→ I b /∈ a ∪ n(I)

νb.P
a,R
↪−−→ νb.I

Restrjpi

Fig. 6.2 – Réception partielle en HOπJ

Une réception partielle I = πIP est obtenue en instanciant successivement les éléments
ai(Xi) d’un récepteur joint

∏
i ai(Xi) � P ′. La méta-variable E parcourt l’ensemble des

processus et des réceptions partielles. Contrairement aux récepteurs joints, nous acceptons
les schémas π = 0 : cela correspond aux réceptions partielles complètement instanciées.
Par convention nous identifions 0IP = P . Nous étendons la composition parallèle et la
restriction aux réceptions partielles, et nous donnons les règles du jugement d’instancia-

tion partielle E
a,R
↪−−→ I en figure 6.2, à l’exception du symétrique de la règle Parjpi. Nous

notons n(I) l’ensemble des noms ai d’une réception partielle I =
∏
i ai(Xi)IP . Les règles

Procjpi, Parjpi et Restrjpi définissent la première réception, qui transforme un processus
(contenant un récepteur joint) en réception partielle. Dans le cas de la restriction (règle
Restrjpi), nous vérifions que la restriction ne capture un des noms sur lequel a lieu la
réception. Une réception partielle ne peut que recevoir un message pour évoluer vers une
autre réception partielle (règle Part-Injpi).

Comme souligné en section 6.1.1, un processus de HOπJ dans lequel une synchronisa-
tion est possible, comme par exemple

Q
∆= νa.(a〈c.0〉a.0 | (a(X) | b(Y )) � (X | Y )) | b〈d.0〉0

ne se présente pas toujours sous la forme Q = Q1 | Q2, avec Q1 contenant toutes les
émissions, et Q2 contenant uniquement le récepteur. En sémantique contextuelle, nous
travaillons modulo congruence structurelle, pour réécrire les termes suivant ce schéma.
Faire de même avec la sémantique à complément ferait échouer la preuve de congruence
par la méthode de Howe. En effet, les preuves par induction sur R• repose sur la structure
des termes, notamment dans le cas où P R• Q provient de P = op(P̃i), Q = op(Q̃i)
avec P̃i R• Q̃i. Autoriser les règles de transition à modifier les termes par congruence
structurelle rendrait impossible les preuves par induction sur R•.

Pour palier à cette difficulté, nous utilisons un jugement de synchronisation partielle

P
θ7−→ I en plus du jugement d’émission P

ea,E, eR7−−−→ I. La synchronisation partielle P θ7−→ I est
possible si et seulement si P contient un récepteur joint et des émissions de message capa-
bles d’interagir avec ce récepteur ; la transition effectue alors la synchronisation partielle

te
l-0

04
47

85
7,

 v
er

si
on

 1
 - 

16
 J

an
 2

01
0



6.1 Récepteurs joints 61

E
a,P1
↪−−→ I

a〈P1〉P2
a,E,∅7−−−→ I | P2

Out-Emptyjo
E

a,P1
↪−−→ I Rj

eb,I, eR7−−−→ J

a〈P1〉P2

eb]a,E, eR]Rj7−−−−−−−−→ J | P2

Out

P
ea,E, eR]Rj7−−−−−−→ I

P | Rj
ea,E, eR7−−−→ I

Par-Outjo
P1

ea,E, eR7−−−→ I

P1 | P2

ea,E, eR7−−−→ I | P2

Parjo

P
ea,E, eR7−−−→ I b /∈ ã ∪ n(I)

νb.P
ea,E, eR7−−−→ νb.I

Restrjo

Fig. 6.3 – Sémantique à complément de HOπJ : émission de message

entre ces entités. Par exemple, le processus Q ci-dessus peut être décomposé en Q1 | Q2

avec Q1 = νa.(a〈c.0〉a.0 | (a(X) | b(Y )) � (X | Y )) et Q2 = b〈d.0〉0. Le processus Q1

est capable de se synchroniser partiellement sur a, générant ainsi la réception partielle
J = b(Y )I νa.(a.0 | c.0 | Y ).

Le jugement d’émission P
ea,E, eR7−−−→ I signifie que les processus P et R̃ envoient des

messages sur les canaux ã, et l’interaction de ces processus avec l’entité réceptrice E
donne I. Informellement, nous avons

E | P |
∏

R̃
τ7−→ I

par communication sur ã. Ce jugement n’effectue aucune communication à l’intérieur de
E ; si E est un processus capable de se synchroniser partiellement (comme Q1), il donc faut

au préalable utiliser le jugement θ7−→. Par exemple, dans la transition Q2
b,J,∅7−−−→ 0I νa.(a.0 |

c.0 | d.0), nous faisons réagir le résultat J de la synchronisation de Q1 avec Q2. Nous en
déduisons alors Q τ7−→ νa.(a.0 | c.0 | d.0), comme souhaité.

Les règles pour l’émission de message sont données en figure 6.3, à l’exception du
symétrique des règles Parjo et Par-Outjo. Les règles Outjo et Out-Emptyjo traitent de
l’émission a〈P1〉P2. Dans les deux règles, le message P1 est passé en argument au récepteur

E ; nous avons E
a,P1
↪−−→ I. S’il ne reste plus de message à trouver, c’est-à-dire si le multi-

ensemble R̃ est vide, le résultat I est simplement mis en parallèle avec la continuation P2 ;

nous obtenons P
a,E,∅7−−−→ I | P2 en conclusion de la règle Out-Emptyjo. En revanche, s’il

reste des processus en étiquette à explorer (règle Outjo), nous faisons réagir I avec ces
processus. Pour cela, nous choisissons un processus Rj dans l’étiquette, et nous considérons

la transition Rj
eb,I, eR7−−−→ J . Par communication sur b̃, nous avons donc informellement

I | Rj |
∏

R̃
τ7−→ J

Comme I est le résultat de la réception de P1 par E, nous avons donc

E | a〈P1〉P2 | Rj |
∏

R̃
τ7−→ J | P2

Nous en déduisons la conclusion a〈P1〉P2

eb]a,E, eR]Rj7−−−−−−−−→ J | P2 de la règle Outjo.
Les règles Parjo et Par-Outjo gèrent les deux comportements possibles avec la com-

position parallèle : soit le processus en parallèle interagit avec E, soit il est inerte. Dans
le premier cas, le processus est mis dans l’étiquette pour analyse ultérieure (règle Par-
Outjo) ; sinon il est juste mis en parallèle dans le processus résultant (règle Parjo). La
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62 Application au Kell-calcul

P2

ea,P1,∅7−−−−→ I

P1 | P2
θ7−→ I

Syncjps
P1

θ7−→ I P2

ea,I,∅7−−−→ J

P1 | P2
θ7−→ J

Parjps
P

θ7−→ I a /∈ n(I)

νa.P
θ7−→ νa.I

Restrjps

Fig. 6.4 – Sémantique à complément de HOπJ : synchronisation partielle

π =
∏
i

ai(Xi)

π � P
ga,R7−−→ P{R̃/X̃}

Inji
P1

µj7−→ P ′

P1 | P2
µj7−→ P ′ | P2

Parjiτ

P
µj7−→ P ′ a /∈ fn(µj)

νa.P
µj7−→ νa.P ′

Restrjiτ
P2

ea,P1,∅7−−−−→ 0IP ′

P1 | P2
τ7−→ P ′

HOj
τ

P1
θ7−→ I P2

ea,I,∅7−−−→ 0IP ′

P1 | P2
τ7−→ P ′

HO-Syncjτ

Fig. 6.5 – Sémantique à complément de HOπJ : réception et action interne

règle Restrjo traite le cas de la restriction. À partir de P
eb,E, eR7−−−→ I, nous en déduisons

νa.P
eb,E, eR7−−−→ νa.I : la restriction englobe I, qui contient le récepteur E des messages.

Comme dans la sémantique à complément de HOπ (figure 5.1), l’extension de portée de
a est donc systématiquement pratiquée, que a appartienne ou non aux noms libres des
messages de P et de R̃.

Les règles pour la synchronisation partielle sont données en figure 6.4, à l’exception du
symétrique des règles Syncjps et Parjps. Les règles Syncjps et Parjps traitent le cas de la
composition parallèle P1 | P2, en supposant que le récepteur joint est dans P1 (sinon, il faut
utiliser le symétrique de ces règles). Si aucune synchronisation n’est nécessaire à l’intérieur

de P1, le processus P2 se synchronise partiellement avec P1 grâce à la transition P2

ea,P1,∅7−−−−→ I

(règle Syncjps). Sinon, nous effectuons d’abord la synchronisation partielle P1
θ7−→ I, puis

nous faisons interagir P2 et I au moyen de la transition P2

ea,I,∅7−−−→ J . Le résultat J est alors
le résultat de la synchronisation partielle de P1 | P2 (règle Parjps). Dans la règle Restrjps,
la prémisse a /∈ n(I) vérifie que la restriction ne capture pas les réceptions non instanciées
de I. En revanche, cette règle n’interdit pas les synchronisations partielles sur un nom
restreint, comme par exemple avec Q1 = νa.(a〈c.0〉a.0 | (a(X) | b(Y )) � (X | Y )).

a〈c.0〉a.0 | (a(X) | b(Y )) � (X | Y ) θ7−→ b(Y )I a.0 | c.0 | Y

Q1
θ7−→ b(Y )I νa.(a.0 | c.0 | Y )

Dans la figure 6.5, nous donnons les règles pour la réception P
ga,R7−−→ P ′ et les actions

internes P τ7−→ P ′ ; le symétrique des règles Parjiτ , HOj
τ et HO-Syncjτ ont été omises . La

méta-variable µj parcourt l’ensemble des étiquettes τ, ã, R, et nous définissons fn(τ) ∆= ∅ et

fn(ã, R) ∆= ã. La réception P
ga,R7−−→ P ′ signifie que le récepteur joint de P reçoit les messages

R̃ sur les canaux ã. Du point de vue de la sémantique, ce jugement est redondant avec

la réception partielle E
a,R
↪−−→ I. En effet, une succession de réception partielles permet

d’exprimer une réception
ga,R7−−→, et les émissions et actions internes reposent uniquement
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6.1 Récepteurs joints 63

sur les transitions partielles. Cependant, du point de vue de la bisimilarité, les deux types
de transitions ne sont pas nécessairement équivalentes, comme nous le verrons avec le Kell.

Les règles pour les actions internes sont classiques, à l’exception de la règle HO-
Syncjτ . Supposons qu’une communication a lieu au sein d’un processus P1 | P2, et que le
processus P1 contient le récepteur joint. Si P1 ne nécessite pas de synchronisation partielle,

nous pouvons utiliser la transition d’émission P2

ea,P1,∅7−−−−→ 0IP ′ (règle HOj
τ ). Dans le cas

contraire, nous devons d’abord effectuer la synchronisation partielle dans P1 (règle HO-
Syncjτ ). Les règles HOj

τ et HO-Syncjτ sont construites comme les règles Syncjps et Parjps.

6.1.3 Bisimilarité à complément

La définition de bisimilarité à complément qui nous intéresse est la suivante.

Définition 6.1. Une relation R sur les termes clos est une simulation forte à complément
ssi pour tout P R Q :

– si P
µj7−→ P ′, alors il existe Q′ tel que Q

µj7−→ Q′ et P ′ R Q′ ;

– si P
ea,S, eR7−−−→ 0IP ′, alors il existe Q′ tel que Q

ea,S, eR7−−−→ 0IQ′ et P ′ R Q′.
Une relation R est une bisimulation forte à complément ssi R et R−1 sont des simulations
fortes à complément. La bisimilarité forte à complément ∼m est la plus grande bisimulation
forte à complément.

Cependant nous ne pouvons pas prouver directement la congruence de cette relation en
utilisant la méthode de Howe. En effet, la preuve du résultat de pseudo-simulation sur ∼•m
contient une analyse de cas sur les règles de déduction utilisées ; or pour certaines règles,
nous avons besoin de résultats supplémentaires impliquant les jugements d’instanciation

partielle E
a,R
↪−−→ I et de synchronisation partielle P θ7−→ I. C’est pourquoi nous définissons

une bisimilarité à complément étendue aux réceptions partielles.

Définition 6.2. Une relation R sur les termes clos est une simulation forte à complément
sur les réceptions partielles ssi P R Q implique :

– pour tout P
µj7−→ P ′, il existe Q′ tel que Q

µj7−→ Q′ et P ′ R Q′ ;

– si P
ea,S, eR7−−−→ 0IP ′, alors il existe Q′ tel que Q

ea,S, eR7−−−→ 0IQ′ et P ′ R Q′ ;

– pour tout P
a,R
↪−−→ I, il existe I ′ telle que Q

a,R
↪−−→ I ′ et I R I ′ ;

– pour tout P θ7−→ I, il existe I ′ telle que Q θ7−→ I ′ et I R I ′.
Nous avons πIP R π′IQ ssi π = π′ et pour tout substitution σ qui clôt P et Q, nous
avons Pσ R Qσ.

Une relation R est une bisimulation forte à complément sur les réceptions partielles ssi
R et R−1 sont des simulations fortes à complément sur les réceptions partielles. La bisim-
ilarité forte à complément sur les réceptions partielles ∼pi est la plus grande bisimulation
de ce type.

Nous pouvons prouver la correction de cette relation grâce à la méthode de Howe :

Théorème 6.1. La relation ∼pi est une congruence.

La principale difficulté est de prouver la clause de pseudo-simulation sur les émissions :

Lemme 6.1. Si P ∼•pi Q et P
ea,E, eR7−−−→ P ′ alors pour tout E ∼•pi E′ et R̃ ∼•pi R̃′, il existe

Q′ tel que Q
ea,E′,fR′7−−−−→ Q′ et P ′ ∼•pi Q′.

La preuve se fait en deux étapes : le résultat est prouvé pour un nombre de messages
émis égal à 1 (c’est-à-dire avec le multi-ensemble ã de taille 1), avant d’être étendu par
induction à un nombre quelconque de messages. Les preuves sont données en appendice
A.4.
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64 Application au Kell-calcul

Par définition, nous avons directement ∼pi⊆∼m. Les deux bisimilarités ne sont pas
égales dans le cas général : la clause de réception de ∼m est écrite dans le style précoce,
alors que la clause sur les réceptions partielles de ∼pi est écrite dans le style tardif, puisque
I et I ′ doivent être en relation pour toute substitution σ qui les clôt. Pour HOπJ, nous
conjecturons que les deux relations cöıncident. Plus précisément, nous conjecturons l’ex-
istence d’une bisimilarité normale ∼n, sur le même modèle que celle de HOπ (avec, dans
le cas de la réception, autant de déclencheurs frais n.0 que de variables dans le récepteur
joint π), qui cöıncide avec les relations ∼m et ∼pi. Pour le Kell, nous donnerons un contre-
exemple qui montre que l’inclusion ci-dessus est stricte, et que la relation étendue aux
réceptions partielles est trop discriminante.

Remarque 6.1. Écrire la clause sur les réceptions partielles dans un style précoce, par
exemple en demandant que I et I ′ soient en relation pour une substitution σ donnée,
ne permet pas de prouver la congruence avec la méthode de Howe : lors d’une émission

P
ea,E, eR7−−−→ J , nous devons considérer la substitution σ des messages reçus par E à une étape

de la preuve où ne nous connaissons pas tous les messages émis par P et R̃.

6.2 Sémantique à complément du Kell

6.2.1 Présentation du Kell

Le Kell [47] est un calcul distribué conçu pour étudier la programmation distribuée
par composants, et notamment le modèle Fractal [6]. Plusieurs variantes du calcul peuvent
être définies, en fonction de la syntaxe choisie pour les réceptions π�P . Dans cette section,
nous nous intéressons à la variante appelée jK dans [47], qui autorise les récepteurs joints.
Le Kell est un calcul d’ordre supérieur avec localités hiérarchisées, appelées kells, et qui
permet un contrôle accru sur les communications. Contrairement à HOπP, les localités du
Kell admettent des continuations.

Les réceptions en Kell précisent la provenance des messages, en indiquant la position
que doit occuper l’émetteur par rapport au récepteur. Un récepteur a(X) � P attend un
message local sur a, c’est-à-dire émis par un processus en parallèle, au même niveau dans
la hiérarchie des kells. Le récepteur a↑(X)�P attend un message provenant du kell parent
(message dit supérieur par la suite), alors que a↓(X) � P attend un message provenant
d’un kell fils (message dit inférieur par la suite). Enfin, a[X]�P peut passiver un kell local
a. Les messages peuvent traverser au plus une frontière de localité, alors que la passivation
ne peut se faire qu’au même niveau. Dans le processus P | a[b[Q]0 | R]0, P ne peut pas
communiquer avec Q mais peut communiquer avec R, et R peut communiquer avec Q. Le
processus P peut passiver le kell a mais pas le kell b, et R peut passiver b.

Des réceptions de types différents peuvent être combinées dans un récepteur joint.
Ainsi le processus

R1
∆= b↑(X) | c↓(Y ) �X | Y

a besoin d’un message supérieur sur b et d’un message inférieur sur c. Par exemple nous
avons

b〈T1〉0 | d[R1 | e[c〈T2〉0]S1]S2
τ−→ d[T1 | T2 | e[0]S1]S2

Notez qu’avec ces restrictions, deux processus dans des kells en parallèle

a[c〈P 〉0]0 | b[c(X) �X]0

ne peuvent communiquer directement : le kell parent doit transmettre le message.

c↓(X) � c〈X〉0 | a[c〈P 〉0]0 | b[c↑(X) �X]0
τ−→ c〈P 〉0 | a[0]0 | b[c↑(X) �X]0
τ−→ a[0]0 | b[P ]0
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6.2 Sémantique à complément du Kell 65

P ::= 0 | X | P | P | νa.P | a〈P 〉P | π � P | a[P ]P
π ::= π | π | a(X) | a[X] | a↑(X) | a↓(X)

Fig. 6.6 – Syntaxe de jK

Notations :

Fonctions F,G ::= (π)P
Concrétions C,D ::= 〈ãη, P 〉Q | νa.C
Provenance η ::= ∗ | p | ↓ | ↑

Extension des opérateurs aux agents :

(νb̃.〈ãη, R〉P ) | Q ∆= νb̃.〈ãη, R〉(P | Q)

νc.(νb̃.〈ãη, R〉P ) ∆= νb̃, c.〈ãη, R〉P si c ∈
⋃

f̃n(R)

νc.(νb̃.〈ãη, R〉P ) ∆= νb̃.〈ãη, R〉νc.P si c /∈
⋃

f̃n(R)

c[νb̃.〈ã∗, R〉P ]Q ∆= νb̃.〈ã↓, R〉c[P ]Q

((π)P ) | Q ∆= (π)(P | Q)

νc.((π)P ) ∆= (π)(νc.P )

c[(
∏

ã↑(X))P ]Q ∆= (
∏

ã∗(X))c[P ]Q

Composition parallèle des concrétions :

νb̃.〈ãη, R〉P | νb̃′.〈ã′η′ , R′〉Q ∆= νb̃ ∪ b̃′.〈ãη, R ] ã′η′ , R′〉P | Q

Fig. 6.7 – Fonctions et concrétions en jK

6.2.2 Syntaxe et sémantique contextuelle

La syntaxe de jK est donnée en figure 6.6, et les fonctions et concrétions sont définies en
figure 6.7. Dans une concrétion νb̃.〈ãη, R〉S, nous indiquons la provenance η des messages :
∗ indique un message émis à la racine du processus, p indique un message issu d’une
passivation, et ↓ indique un message inférieur. Nous n’avons pas de messages annotés par
↑ ; cette étiquette est utilisée uniquement pour la réception. Pour simplifier l’écriture des
règles du système de transitions, nous écrivons le récepteur joint π d’une fonction (π)P

sous la forme
∏
ãη(X). Cela revient à réécrire a(X) en a∗(X) et a[X] en ap(X). Nous

définissons l’ensemble des provenances d’une fonction F = (
∏
ãη(X))P par η(F ) ∆=

⋃
η̃

et les provenances d’une concrétion C = νb̃.〈ãη, R〉S par η(C) ∆=
⋃
η̃.

Comme pour les calculs précédents, nous étendons les opérateurs à tous les agents.
Notez que la composition d’un kell c[2]Q et d’une fonction (

∏
ãη(X))P est possible si et

seulement si le récepteur joint attend uniquement des messages supérieurs, c’est-à-dire si et
seulement si les provenances η̃ sont toutes ↑. Dans la fonction résultante (

∏
ã∗(X))c[P ]Q,

les provenances sont changées en ∗ ; nous verrons par la suite pourquoi. De même, la com-
position d’un kell et d’une concrétion est possible si et seulement si les provenances des
messages sont toutes ∗ ; dans la concrétion résultante, ces provenances sont changées en ↓.

Les règles du système de transitions étiquetées de jK sont données en figure 6.8, à
l’exception du symétrique des règles Par, Par-Out, Part-HO et HO. La transition
P

ea−→ F signifie que P contient un récepteur joint capable de recevoir simultanément sur
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66 Application au Kell-calcul

Pseudo-application

(
∏

ãη(X))P • νb̃.〈ãη, R〉S ∆= νb̃.(P{R̃/X̃} | S) •-proc

(
∏

ãη(X) | π)P • νb̃.〈ãη, R〉S ∆= (π)νb̃.(P{R̃/X̃} | S) •-abs

Règles du système de transitions étiquetées :

π � P
ea−→ (π)P In a〈Q〉P a−→ 〈a∗, Q〉P Out a[Q]P a−→ 〈ap, Q〉P Passiv

P
αk−→ A

P | Q αk−→ A | Q
Par

P
ea−→ C Q

ea′−→ C ′

P | Q
ea]ea′−−−→ C | C ′

Par-Out

P
αk−→ A a /∈ fn(αk)

νa.P
αk−→ νa.A

Restr
P

ea−→ C η(C) = {∗}

c[P ]Q
ea−→ c[C]Q

Loc-Out

P
ea−→ F η(F ) = {↑}

c[P ]Q ea−→ c[F ]Q
Loc-In

P
τ−→ P ′

a[P ]Q τ−→ a[P ′]Q
Loc-Tau

P
δ−→ ãF Q

ea−→ C

P | Q τ−→ F • C
HO

P
δ−→ ã ] ã′F Q

ea−→ C ã′ 6= ∅

P | Q δ−→ ã′F • C
Part-HO

Fig. 6.8 – Système de transitions étiquetées de jK
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6.2 Sémantique à complément du Kell 67

ã. La transition P
ea−→ C signifie que P est capable d’émettre des messages sur ã. Les

actions internes sont classiquement notées τ−→. La méta-variable αk parcourt l’ensemble
des étiquettes, et nous définissons fn(τ) ∆= ∅ et fn(ã) = fn(ã) ∆= ã.

La communication du Kell repose sur la position relative dans l’arbre des localités
des émetteurs par rapport au récepteur, ce qui rend difficile l’écriture du systèmes de
transitions étiquetées. Reprenons les processus

R1
∆= b↑(X) | c↓(Y ) �X | Y

R2
∆= b〈T1〉0 | d[R1 | e[c〈T2〉0]S1]S2

Il n’est pas possible de décomposer R2 en P | Q, avec P processus récepteur et Q processus
émetteur (qui contient tous les envois de messages), même en utilisant la congruence
structurelle comme en HOπJ. En revanche, nous pouvons distinguer le processus b〈T1〉0
du processus d[R1 | e[c〈T2〉0]S1]S2 qui peut se synchroniser partiellement. L’opérateur de
pseudo-application • autorise donc les synchronisations partielles entre une fonction F
et une concrétion C. Si C propose strictement moins de messages que n’en demande le
récepteur joint de F , l’agent F • C obtenu est une fonction paramétrée par les réceptions
non instanciées par C (règle •-abs). Si les messages émis par C complètent exactement
le récepteur joint de F , l’agent F • C obtenu est un processus classique (règle •-proc).
La synchronisation de R2 peut donc se faire en deux étapes : d’abord la synchronisation
partielle dans le kell d puis la synchronisation du processus R2 entier.

Les règles Out et Passiv annotent les messages en fonction de leur origine. Les règles
de congruence Par et Restr sont classiques. Comme en HOπJ, la règle Par-Out permet
de combiner les émissions de messages en une concrétions plus importantes. Les règles
Loc-Tau, Loc-Out et Loc-In traitent la composition par un kell, et assurent le contrôle

sur les communications. Dans le cas d’une émission P
ea−→ C, tous les messages doivent

être locaux (prémisse η(C) = ∗ de la règle Loc-Out), interdisant toute émission de
message inférieur ou issu d’une passivation. Leur annotation devient alors ↓ dans c[C]Q.
Par exemple, nous avons l’émission suivante dans R2 :

c〈T2〉0
c−→ 〈c∗, T2〉0

e[c〈T2〉0]S1
c−→ 〈c↓, T2〉e[0]S1

Le message émis sur c a donc la provenance attendue par R1, nous avons donc par syn-
chronisation sur c (règle Part-HO)

R1
b,c−→ (b↑(X) | c↓(Y ))X | Y e[c〈T2〉0]S1

c−→ 〈c↓, T2〉e[0]S1

R1 | e[c〈T2〉0]S1
b−→ (b↑(X))(X | T2 | e[0]S1)

Lorsqu’une fonction F est plongée dans un kell c[2]Q, nous vérifions que le récepteur
joint de F ne contient que des récepteurs a↑(X) (prémisse η(F ) = {↑} de la règle Loc-In).
Cette vérification assure que la fonction c[F ]Q est capable de se synchroniser. En effet,
un récepteur joint contenant une annotation ∗, p, ou ↓, comme par exemple a↓(X) � X,
est bloqué une fois placé dans un kell : le processus c[a↓(X) �X]Q ne peut pas recevoir
de message sur a. En outre, les messages supérieurs que doit recevoir la fonction F sont
émis au même niveau que c[F ]Q ; les messages attendus sont donc locaux (c’est-à-dire
émis en parallèle) par rapport à c[F ]Q. C’est pourquoi nous changeons les provenances du
récepteur de c[F ]Q en ∗. Par exemple nous avons dans R2 :

R1 | e[c〈T2〉0]S1
b−→ (b↑(X))(X | T2 | e[0]S1)

d[R1 | e[c〈T2〉0]S1]S2
b−→ (b∗(X))d[X | T2 | e[0]S1]S2
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68 Application au Kell-calcul

Syntaxe :

I ::= πIδ P | 0Iδ P

E ::= I | P
δ ::= ∗ | �

Extension des opérateurs du langage :

(πIδ P ) | Q ∆= πIδ(P | Q)

Q | (πIδ P ) ∆= πIδ(Q | P )

νb.(πIδ P ) ∆= πIδ νb.P

b[πI∗ P ]Q ∆= πI� b[P ]Q

Règles du jugement de réception partielle :

π ≡ aη(X) | π′ b̃ = fn(π)

π � P
aη ,R
↪−−−→ π′I∗ P{R/X}

Prockpi
π ≡ aη(X) | π′

πIδ P
aη ,R
↪−−−→ π′Iδ P{R/X}

Part-Inkpi

P
aη ,R
↪−−−→ I

P | Q
aη ,R
↪−−−→ I | Q

Parkpi
P

aη ,R
↪−−−→ I b /∈ n(I)

νb.P
aη ,R
↪−−−→ νb.I

Restrkpi

P
aη ,R
↪−−−→ I δ(I) = ∗

b[P ]Q
aη ,R
↪−−−→ b[I]Q

Lockpi

Fig. 6.9 – Réception partielle en jK

La synchronisation est maintenant possible sur b par la règle HO :

d[R1 | e[c〈T2〉0]S1]S2
b−→ (b∗(X))d[X | T2 | e[0]S1]S2 b〈T1〉0

b−→ 〈b∗, T1〉0
R2

τ−→ d[T1 | T2 | e[0]S1]S2

Schmitt et Stefani proposent dans [47] une bisimilarité contextuelle précoce qui car-
actérise la congruence barbue forte du Kell. Leur relation repose sur des contextes appli-
catifs, c’est-à-dire des contextes qui peuvent réagir avec les processus testés. Par exemple,
pour tester le processus b↑(X) | c↓(Y ) � X | Y , la bisimilarité utilise tous les contextes
de la forme C1 | d[2 | C2]U , où C1 émet un seul message sur b et C2 un seul message sur
c. Comme expliqué dans le chapitre 4, la méthode de preuve utilisée pour la congruence
échoue dans le cas faible.

6.2.3 Sémantique à complément : principe

La sémantique à complément de jK est construite selon le même principe que celle
de HOπJ : nous parcourons le processus émetteur à la recherche des messages, que nous
passons au récepteur au fur et à mesure de leur découverte. La définition des transitions
d’émission est rendue complexe par le contrôle des communications. Ainsi, pour compléter
une émission P = a〈R〉S avec un récepteur joint Q1 = a↓(X) | b↓(X) | c↓(X) � Q,
nous devons placer P dans un kell, et ajouter deux émetteurs P2, P3 sur b et c, qui doivent
également émettre depuis un ou plusieurs kells. Plusieurs configurations sont possibles : les
émissions de P, P2, P3 peuvent provenir du même kell, ou de deux ou trois kells différents.
De même pour compléter P avec un récepteur Q2 = a↓(X) | b↑(X) � Q′, nous devons
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6.2 Sémantique à complément du Kell 69

placer P dans un kell a1, plonger ce kell en parallèle avec Q2 dans un autre kell a2, pour
permettre la communication avec un émetteur supérieur P2 sur b. Notre sémantique à
complément doit être capable de construire tous les environnements de test possibles.

Comme pour HOπJ, nous utilisons les réceptions partielles πIδ P , qui sont instanciées

progressivement grâce au jugement d’instanciation partielle E
aη ,R
↪−−−→ I. La syntaxe et les

règles de dérivation sont données en figure 6.9. Notez que la réception partielle contient
une information de localisation δ, indiquant la provenance du récepteur joint, qui peut
être soit la racine du processus ∗, soit un kell fils quelconque �. Pour une réception
partielle I =

∏
ãη(X)Iδ P , nous définissons la localisation de I, δ(I) ∆= δ et l’ensemble

des provenances de I, η(I) ∆=
⋃
η̃. La règle Lockpi autorise ainsi une réception partielle de

b[P ]Q si et seulement si la réception P
aη ,R
↪−−−→ I a lieu à la racine de P , c’est-à-dire si et

seulement si δ(I) = ∗.

6.2.4 Transitions inférieures

Nous définissons deux types d’émission, en fonction de la position relative des émetteurs
par rapport au récepteur dans la hiérarchie des localités. Nous nous intéressons d’abord
aux transitions dites inférieures, dans lesquelles les émetteurs sont au même niveau ou
en dessous de l’entité réceptrice, comme par exemple dans le processus (a∗(X) | b↓(Y )) �

(X | Y ) | a〈c.0〉0 | d[b〈c.0〉]0. Le résultat d’une transition inférieure peut ne pas être
complètement instancié, si le récepteur joint attend un message supérieur, comme par ex-
emple a(X) | b↑(Y )�Q. Nous obtenons alors une réception partielle I, que nous complétons
avec les transitions supérieures d’émission, que nous détaillons en section 6.2.5.

Comme pour HOπJ, nous définissons un jugement (inférieur) de synchronisation par-

tielle P
≤,θ7−−→ I, qui affirme que P contient un récepteur joint et des émissions de messages

inférieurs, et que la synchronisation partielle de ces processus donne I. Nous définissons
également un jugement d’émission

P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−→eb I
dans lequel les processus émetteurs P, P̃ ∗,

⊎
cn
P̃ cn émettent des messages locaux, inférieurs

ou issus de passivation sur ã, et se synchronisent avec E pour donner I. Aucune synchro-
nisation partielle n’a lieu à l’intérieur de E.

Nous détaillons d’abord le jugement d’émission. Dans ce jugement, les messages sont
traités un par un ; la provenance du message de P considéré est donné par l’étiquette ξ.
Si ξ = ∗, le message est local ; si ξ = p, le message provient d’une passivation, et enfin
si ξ = cn, le message provient d’un kell nommé c. Comme un processus peut contenir
plusieurs kells nommés c, nous différencions les instances de c à l’aide d’un indice n ∈ N .

Informellement, pour ξ ∈ {∗, p}, la transition P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−→eb I signifie que nous
avons

E | E∗{P |
∏

P̃ ∗ |
∏
cn

K
cn{

∏
P̃ cn}} τ−→ I

par synchronisation sur ã. Les émetteurs sont plongés dans les contextes E∗, K̃cn ; pour
expliciter le contrôle sur les communications, nous distinguons les contextes inclus dans
un kell K des autres contextes d’évaluation E.

E ::= 2 | νa.2 | P | 2 | 2 | P
K ::= a[E]P

Les contextes kell Kcn sont annotés avec le nom du kell numéroté cn qu’ils contiennent.
Les processus et contextes sont classés selon leur provenance : les processus P̃ ∗ émettent
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70 Application au Kell-calcul

des messages locaux ou des processus passivés, et les processus P̃ cn émettent des messages

inférieurs depuis le contexte Kcn . Les processus P̃ ∗, ˜
Kcn{

∏
P̃ cn} sont tous plongés dans le

contexte E∗ pour la communication. Le processus P est également placé dans un contexte,
en fonction de ξ : si ξ ∈ {∗, p}, alors P est placé dans le contexte E∗, et si ξ = cn, alors P
est placé dans le contexte correspondant Kcn .

Les règles de déduction pour l’émission inférieure sont données en appendice A.5 ;
nous détaillons ici les règles les plus importantes. Chaque règle comporte généralement
deux versions selon la provenance ξ : le nom des règles concernant les messages locaux ou
les passivations est indicé par =, alors que celles concernant les messages inférieurs sont
indicées par <. Nous rappelons que l’extension de portée est paresseuse dans le Kell ; nous
procédons de la même manière qu’en HOπP (section 5.2), en indiquant l’ensemble des
noms b̃ dont la portée peut être étendue. De même les contextes E∗, K̃cn peuvent capturer
les noms libres des messages : nous définissons donc d’abord des transitions sans capture

par les contextes P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I, avant de définir les transitions avec capture.

Nous donnons d’abord les règles pour l’émission d’un message local a〈P1〉P2. La règle
Outk1,= traite le cas dans lequel les multi-ensembles de processus en étiquettes sont vides,
c’est-à-dire qu’il ne reste plus de messages à trouver.

E
a∗,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗) ∩ b̃ = ∅

a〈P1〉P2
a,∗,E,E∗,∅,∅
↪−−−−−−−→eb I | E∗{P2}

Outk1,=

Il suffit alors de mettre en parallèle la réception I (obtenue après instanciation du mes-
sage P1) et la continuation P2 dans le contexte E∗. La condition bn(E∗) ∩ b̃ = ∅ assure
l’absence de capture par E∗. Si les multi-ensembles P̃ ∗ ou

⊎
cn
P̃ cn sont non-vides, il reste

des messages à découvrir ; le prochain processus P ′ à investiguer peut être choisi dans P̃ ∗

ou dans un des P̃ cn .

E
a∗,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ ξ ∈ {∗, p}

bn(E∗) ∩ (̃b ∪ b̃′) = ∅ P ′
ea′,ξ,I,E∗{2|P2},fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′

a〈P1〉P2

ea′]a,∗,E,E∗,fP ∗]P ′, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′]eb I ′
Outk2,=

Dans la règle Outk2,=, le processus P ′ est choisi dans P̃ ∗. La réception partielle I, obtenue
en appliquant le processus P1 à E, est utilisée comme récepteur dans la transition

P ′
ea′,ξ,I,E∗{2|P2},fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′

Cette transition fournit le résultat I ′ de la communication de I avec les processus P ′, P̃ ∗,⊎
cn
P̃ cn , placés dans le contexte E∗{2 | P2}. Nous avons donc informellement

I | E∗{P ′ | P2 |
∏

P̃ ∗ |
∏
cn

K
cn{

∏
P̃ cn}} τ−→ I ′

Comme I est le résultat de la communication partielle de E avec a〈P1〉P2 et comme E∗ ne
capture pas de noms de P1, la transition précédente peut s’écrire

E | E∗{P ′ | a〈P1〉P2 |
∏

P̃ ∗ |
∏
cn

K
cn{

∏
P̃ cn}} τ−→ I ′

La réception partielle I ′ est donc bien le résultat de la communication de E avec les proces-
sus a〈P1〉P2, P

′, P̃ ∗,
⋃
cn
P̃ cn placés dans le contexte E∗, comme le reflète la conclusion de
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6.2 Sémantique à complément du Kell 71

la règle Outk2,=. La règle Outk3,= est construite de la même manière, sauf que le processus
P ′ est ici choisi dans un des multi-ensembles P̃ cn .

E
a∗,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗) ∩ (̃b ∪ b̃′) = ∅

P ′
ea′,cn0 ,I,E

∗{2|P2},fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0 }

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′
a〈P1〉P2

ea′]a,∗,E,E∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0]P ′}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′∪eb I ′
Outk3,=

Les règles pour la passivation a[P1]P2 sont construites comme les règles locales corre-
spondantes. Par exemple, la règle Passivk1,= est la suivante :

E
ap,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗) ∩ b̃ = ∅

a[P1]P2
a,p,E,E∗,∅,∅
↪−−−−−−−→eb I | E∗{P2}

Passivk1,=

Nous avons également deux règles Passivk2,= et Passivk3,= construites comme Outk2,= et
Outk3,=.

Supposons maintenant que le message de P provient du kell cn0 . Nous devons prendre
en compte le contexte Kcn0 en plus de E∗. Par exemple, dans le cas où les multi-ensembles
de processus sont vides, nous avons :

E
a↓,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗,Kcn) ∩ b̃ = ∅

a〈P1〉P2
a,cn,E,E∗,∅,Kcn{∅}
↪−−−−−−−−−−−−→eb I | E∗{Kcn{P2}}

Outk1,<

En outre, nous devons distinguer plusieurs cas en fonction de P̃ cn0 . Si P̃ cn0 6= ∅, les règles
sont construites comme précédemment.

E
a↓,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗,Kcn0 ) ∩ (̃b ∪ b̃′) = ∅

P̃ cn0 6= ∅ ξ ∈ {∗, p} P ′
ea′,ξ,I,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0 |P2}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′

a〈P1〉P2

ea′]a,cn0 ,E,E
∗,fP ∗]P ′, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0 }
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′∪eb I ′

Outk2,<

Nous choisissons un processus P ′ parmi les processus P̃ ∗ pour le faire réagir avec I, et
nous modifions le contexte Kcn0 pour y inclure la continuation P2. Nous avons également
une règle Outk3,<, dans laquelle le processus P ′ est choisi parmi les processus inférieurs.

En revanche, si P cn0 = ∅, tous les messages émis depuis le kell cn0 ont été découverts,
le contexte Kcn0 n’englobe donc plus aucun processus et peut être enlevé de l’étiquette.

E
a↓,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗,Kcn0 ) ∩ (̃b ∪ b̃′) = ∅

cn0 /∈ c̃n ξ ∈ {∗, p} P ′
ea′,ξ,I,E∗{2|Kcn0 {P2}},fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′

a〈P1〉P2

ea′]a,cn0 ,E,E
∗,fP ∗]P ′, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {∅}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′∪eb I ′

Outk4,<

Nous rappelons que les contextes Kcn sont eux-mêmes inclus dans le contexte E∗ ; c’est
pourquoi dans la prémisse de la règle Outk4,<, le contexte E∗ est étendu avec le proces-
sus Kcn0{P2}. Le processus P ′ peut aussi être choisi parmi les processus inférieurs (règle
Outk5,<).

Les règles de congruence sont à rapprocher pour la plupart de celles de HOπP (figure
5.3). Par exemple, prenons le cas de la composition parallèle P1 | P2, dans lequel P2 ne
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72 Application au Kell-calcul

participe pas à la communication.

P1

ea,ξ,E,E∗{2|P2},fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ξ ∈ {∗, p}

P1 | P2

ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I
Park=

Nous souhaitons mettre P2 en parallèle avec la continuation de P1 dans la réception par-
tielle I résultante. Si P1 est un message local ou une passivation (c’est-à-dire si ξ ∈ {∗, p}),
le contexte E∗ est modifié dans la prémisse de la règle Park= pour englober P2. Si P1 émet
un message depuis un kell cn0 , le contexte Kcn0 est modifié dans la règle équivalente Park<.

P1

ea,cn0 ,E,E
∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0 |P2}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I
P1 | P2

ea,cn0 ,E,E
∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−→eb I

Park<

Si P2 interagit avec le récepteur, alors comme en HOπJ, le processus P2 est conservé dans
l’étiquette. Si ξ ∈ {∗, p}, alors P2 est placé dans P̃ ∗ (règle Par-Outk=), et si ξ = cn0 , P2

est placé dans P̃ cn0 (règle équivalente Par-Outk<).

P1

ea,ξ,E,E∗,fP ∗]P2,
˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ξ ∈ {∗, p}

P1 | P2

ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I
Par-Outk=

Les règles Restrk= et Restrk< pour la restriction sans capture sont semblables à Park=
et Park<. En cas de capture, la portée de la restriction est étendue pour englober l’entité
réceptrice E.

P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I d ∈ b̃ d /∈ ã

νd.P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−→eb\d νd.I

Extrk≤

Enfin, dans la règle de congruence par rapport à l’opérateur kell

P1

ea,cn0 ,E,E
∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {∅}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I K

cn0 = c[2]P2 cn0 /∈ c̃n

c[P1]P2

ea,∗,E,E∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I
Lock=

nous créons un environnement Kcn0 = c[2]P2, dans lequel n0 est un indice frais. Nous
vérifions ensuite que P1 est capable d’émettre depuis cn0 avec la prémisse

P1

ea,cn0 ,E,E
∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {∅}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I

Nous donnons maintenant les règles pour le jugement d’émission

P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−→eb I
qui autorise la capture par les contextes. Si aucune capture n’a lieu, nous dérivons la
transition d’émission à partir de la transition sans capture.

P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I

P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−→eb I
CFreek≤
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6.2 Sémantique à complément du Kell 73

Sinon, le contexte E∗ peut capturer les noms des messages locaux, provenant de passivation
ou de kells.

P
ea,ξ,E,E∗1{E∗2},fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
7−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I d ∈ b̃

P
ea,ξ,E,E∗1{νd.E∗2},fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb νd.I

Captk≤

En revanche, un contexte Kcn0 ne peut capturer que les noms des messages de provenance
cn0 .

P
ea,cn0 ,E,E

∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}∪Kcn0

1 {E
cn0
2 {P̃ cn0 }}

7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I d ∈ b̃

P
ea,cn0 ,E,E

∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}∪Kcn0

1 {νd.E
cn0
2 {P̃ cn0 }}

7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb νd.I
Captk<

Dans les deux cas, la portée de la restriction du nom capturé d est étendue pour englober
l’entité réceptrice E.

Nous donnons maintenant les règles de dérivation pour le jugement inférieur de syn-
chronisation partielle P

≤,θ7−−→ I. Les règles sont semblables à celle de la synchronisation
partielle en HOπJ (figure 6.4).

P2

ea,ξ,P1,2,∅,∅7−−−−−−−→eb I
P1 | P2

≤,θ7−−→ I
Synck≤

P1
≤,θ7−−→ I P2

ea,ξ,I,2,∅,∅7−−−−−−→eb J
P1 | P2

≤,θ7−−→ J
Sync-Park≤

P
≤,θ7−−→ I a /∈ n(I)

νa.P
≤,θ7−−→ νa.I

Sync-Restrk≤

Dans le cas de la composition parallèle P1 | P2, en supposant que le récepteur joint est dans
P1, nous avons deux possibilités. Si P1 ne nécessite aucune synchronisation, nous pouvons
utiliser le jugement d’émission (règle Synck≤) ; sinon, nous synchronisons partiellement
P1, et le résultat de cette synchronisation I est utilisé comme récepteur par P2 (règle
Sync-Park≤). Nous avons également une règle pour la restriction (règle Sync-Restrk≤).

6.2.5 Transitions supérieures

Nous définissons maintenant les transitions supérieures dans lesquelles les émetteurs
sont au-dessus (dans la hiérarchie des localités) du récepteur. Nous définissons un juge-

ment supérieur de synchronisation partielle P
>,θ7−−→ I, et un jugement d’émission supérieur

P
ea,↑,E,E↑,fP ↑7−−−−−−−→eb I, dans lequel les processus P et P̃ ↑ se synchronisent avec E. Informelle-

ment, ce jugement signifie que nous avons

E | E↑{P | P̃ ↑} τ7−→ I

par communication sur ã. Le récepteur joint dans E doit être inclus dans un kell, et doit
contenir uniquement des récepteurs étiquetés ↑.

Le jugement d’émission supérieur P
ea,↑,E,E↑,fP ↑7−−−−−−−→eb I est construit en suivant les mêmes

principes que pour son équivalent inférieur. Les règles sont données en figure 6.10, à
l’exception du symétrique des règles Park> et Par-Outk>. Comme précédemment, nous

définissons un jugement annexe P
ea,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb I qui interdit la capture des noms b̃ par

le contexte E↑. Dans le cas d’une émission de message (règles Outk1,> et Outk2,>), nous
vérifions que le récepteur joint est bien dans un kell grâce à la condition δ(I) = �. Hormis
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74 Application au Kell-calcul

Émission de message

E
a↑,P1
↪−−−→ I δ(I) = � fn(P1) = b̃ bn(E↑) ∩ b̃ = ∅

a〈P1〉P2
a,↑,E,E↑,∅
↪−−−−−−→eb I | E↑{P2}

Outk1,>

E
a↑,P1
↪−−−→ I δ(I) = �

fn(P1) = b̃ bn(E↑) ∩ (̃b ∪ b̃′) = ∅ P ′
ea′,↑,I,E↑{2|P2},fP ↑
↪−−−−−−−−−−−→eb′ I ′

P
ea′]a,↑,E,E↑,fP ↑]P ′
↪−−−−−−−−−−−−→eb∪eb′ I ′

Outk2,>

Congruence :

P1

ea,↑,E,E↑{2|P2},fP ↑
↪−−−−−−−−−−−→eb P ′

P1 | P2

ea,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb P ′

Park>
P1

ea,↑,E,E↑,fP ↑]P2
↪−−−−−−−−−−→eb P ′

P1 | P2

ea,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb P ′

Par-Outk>

P
ea,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb P ′ d ∈ b̃ d /∈ ã

νd.P
ea,↑,E,E∗,fP ↑
↪−−−−−−−→eb\d νd.P ′

Extrk>

P
ea,↑,E,E↑{νd.2},fP ↑
↪−−−−−−−−−−−→eb P ′ d /∈ b̃ d /∈ ã

νd.P
ea,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb P ′

Restrk>

Capture par les contextes :

P
ea,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb P ′

P
ea,↑,E,E↑,fP ↑7−−−−−−−→eb P ′

CFreek>
P

ea,↑,E,E↑1{E↑2},fP ↑7−−−−−−−−−−→eb P ′ d ∈ b̃

P
ea,↑,E,E↑1{νd.E↑2},fP ↑7−−−−−−−−−−−−→eb νd.P ′

Captk>

Fig. 6.10 – Jugement d’émission supérieure

P1

ea,↑,P2,2,∅7−−−−−−→eb I
P1 | P2

>,θ7−−→ I
Synck>

P1
>,θ7−−→ I P2

ea,↑,I,2,∅7−−−−−→eb J
P1 | P2

≤,θ7−−→ J
Sync-Park>

P
>,θ7−−→ I a /∈ n(I)

νa.P
>,θ7−−→ νa.I

Sync-Restrk>
P1

≤,θ7−−→ I η(I) = {↑}

a[P1]P2
>,θ7−−→ a[I]P2

Sync-Lock>

Fig. 6.11 – Jugement supérieur de synchronisation partielle
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6.2 Sémantique à complément du Kell 75

ce point, les règles d’émission, de congruence et de capture sont semblables aux règles
inférieures analogues.

Les règles du jugement supérieur de synchronisation partielle sont données en figure
6.11, à l’exception du symétrique des règles Synck> et Sync-Park>. En plus des règles
Synck>, Sync-Park> et Sync-Restrk>, semblables aux règles correspondantes du juge-
ment inférieur, nous avons une règle de congruence par à rapport à la construction de kell
Sync-Lock>. Dans ce cas, nous effectuons la synchronisation partielle à l’intérieur du kell,

à l’aide du jugement inférieur de synchronisation partielle P1
≤,θ7−−→ I, et nous vérifions que

le résultat I n’attend que des messages supérieurs. Par exemple, nous avons

c〈d.0〉0 | (b↑(X) | c∗(Y )) � (X | Y )
≤,θ7−−→ b↑(X)I∗X | d.0

donc nous avons

a[c〈d.0〉0 | (b↑(X) | c∗(Y )) � (X | Y )]0
>,θ7−−→ b↑(X)I� a[X | d.0]0 ∆= I

La réception partielle I obtenue peut être complétée à l’aide d’une émission supérieure.

6.2.6 Actions internes et jugements d’observation

Nous donnons en figure 6.12 les règles de déduction pour les jugements d’observation
P

λk7−→ P ′, à l’exception du symétrique des règles Parkiτ , HOk
≤, HO-Synck≤, HOk

> et

HO-Synck>. Les actions internes sont notées P τ7−→ P ′, les réceptions P
δ[ãη ,R]7−−−−→ P ′, et les

émissions P
ea,Ξ,E↑{fP ↑},∆,Q,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb P ′. La méta-variable µ parcourt l’ensemble des

étiquettes τ, δ[ãη, R], et nous définissons n(δ[ãη, R]) ∆= ã. Le jugement P
δ[ãη ,R]7−−−−→ P ′ signifie

que P est capable de recevoir les processus R̃ sur ãη pour évoluer vers P ′ ; δ indique la

localisation du récepteur joint dans P . Comme pour HOπJ, les réceptions P
δ[ãη ,R]7−−−−→ P ′ ne

sont pas utilisées dans la communication et sont définies uniquement pour l’observation.
Les règles pour les actions internes et la réception sont classiques, sauf que nous avons
quatre règles pour la communication d’ordre supérieur. Les règles HOk

≤ et HO-Synck≤
traitent les synchronisations qui ne nécessitent que des messages inférieurs ou locaux, et
les règles HOk

> et HO-Synck> traitent les synchronisations qui impliquent des messages
supérieurs. Dans le cas d’une communication, nous devons obtenir des réceptions partielles
complètement instanciées 0Iδ P ′.

Les transitions supérieures et inférieures ne permettent pas de construire tous les en-
vironnements de tests pour une émission : par exemple, nous ne pouvons pas tester le
processus a〈P1〉P2 avec un récepteur a(X) | b↑(Y ) � Q. C’est pourquoi nous définissons

le jugement P
ea,Ξ,E↑{fP ↑},∆,Q,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb P ′ utilisé uniquement pour l’observation. La
provenance des messages de P est indiquée par Ξ ∈ {ξ, ↑}. Le récepteur Q, en parallèle
avec les émetteurs locaux et inférieurs, peut être placé dans un kell si nécessaire à l’aide
du contexte ∆ ::= 2 | a[2]P . Par exemple, les processus a(X) | b↑(Y ) � Q et a〈P1〉P2

doivent être plongés dans un kell avant de pouvoir interagir avec un émetteur sur b. Ainsi
avec Ξ = ∗, le jugement d’émission signifie que nous avons

E
↑{

∏
P̃ ↑} | �{Q | E∗{P |

∏
P̃ ∗ |

∏
cn

K
cn{

∏
P̃ cn}}} τ7−→ P ′

par communication sur ã. Le jugement d’émission est défini à partir des émissions inférieures
et supérieures, en considérant tous les cas possibles pour Ξ.
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76 Application au Kell-calcul

π =
∏

ãη(X)

π � P
∗[ãη ,R]7−−−−→ P{R̃/X̃}

Inki
P1

µ7−→ P ′1

P1 | P2
µ7−→ P ′1 | P2

Parkiτ

P
µ7−→ P ′ a /∈ n(µ)

νa.P
µ7−→ νa.P ′

Restrkiτ
P

τ7−→ P ′

a[P ]Q τ7−→ a[P ′]Q
Lockτ

P
∗[ãη ,R]7−−−−→ P ′

b[P ]Q
�[ãη ,R]7−−−−−→ b[P ′]Q

Locki
P2

ea,ξ,P1,2,∅,∅7−−−−−−−→eb 0Iδ P ′

P1 | P2
τ7−→ P ′

HOk
≤

P1
≤,θ7−−→ I P2

ea,ξ,I,2,∅,∅7−−−−−−→eb 0Iδ P ′

P1 | P2
τ7−→ P ′

HO-Synck≤
P2

ea,↑,P1,2,∅7−−−−−−→eb 0Iδ P ′

P1 | P2
τ7−→ P ′

HOk
>

P1
>,θ7−−→ I P2

ea,↑,I,2,∅7−−−−−→eb 0Iδ P ′

P1 | P2
τ7−→ P ′

HO-Synck>

P
ea,ξ,Q,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−→eb 0Iδ P ′

P
ea,ξ,∅,2,Q,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−−−→eb P ′
Out-Obsk1,≤

P
ea,ξ,Q,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−→eb I P2

ea′,↑,�{I},E↑,fP ↑7−−−−−−−−−−→eb′ 0Iδ P ′

P
ea,ξ,E↑{fP ↑]P2},∆,Q,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb P ′
Out-Obsk2,≤

P
ea,↑,�{Q|E∗{Q fP∗|Qcn

Kcn{
Q gP cn}}},E↑,fP ↑

7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb 0Iδ P ′

P
ea,↑,E↑{fP ↑},∆,Q,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb P ′
Out-Obsk>

Fig. 6.12 – Système de transitions étiquetées pour l’observation

te
l-0

04
47

85
7,

 v
er

si
on

 1
 - 

16
 J

an
 2

01
0



6.2 Sémantique à complément du Kell 77

Remarque 6.2. Nous pouvons définir le jugement général d’émission

P
ea,Ξ,E↑{fP ↑},∆,Q,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb P ′
directement, sans définir de jugements d’émission inférieure ou supérieure. Cependant,
écrire les règles pour ce jugement revient à combiner les règles des émissions inférieure et
supérieure ; les règles ainsi obtenues sont très difficiles à lire.

6.2.7 Bisimilarité à complément

Comme il existe déjà un résultat de congruence (et de complétude) dans le cas fort [47],
nous cherchons à établir un résultat de correction pour les relations faibles uniquement.
Nous définissons les transitions faibles Z λk=⇒ de la manière suivante : nous notons Z τ=⇒ la clôture

réflexive et transitive de τ7−→, Z
δ[ãη ,R]
====⇒ pour Z τ=⇒ δ[ãη ,R]7−−−−→Z τ=⇒, et Z

ea,Ξ,E↑{fP ↑},∆,Q,E∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

=====================⇒eb pour

Z τ=⇒
ea,Ξ,E↑{gP ′↑},∆,Q′,E∗,gP ′∗, ˜

Kcn{ gP ′cn}7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb Z τ=⇒
avec Q Z τ=⇒ Q′, P ↑i Z τ=⇒ P ′↑i pour tout P ↑i ∈ P̃ ↑, P ∗i Z τ=⇒ P ′∗ pour tout P ∗i ∈ P̃ ∗, et P cni Z τ=⇒
P ′cni pour tout P cni ∈ ∪cnP̃ cn . En nous restreignant aux étiquettes pour l’observation, la
définition de la bisimilarité faible à complément est la suivante.

Définition 6.3. Une relation R sur les termes clos est une simulation faible à complément
ssi P R Q implique fn(P ) = fn(Q) et pour tout P λk7−→ P ′, alors il existe Q′ tel que Q Z λk=⇒ Q′

et P ′ R Q′.
Une relation R est une bisimulation faible à complément ssi R et R−1 sont des sim-

ulations faibles à complément. La bisimilarité faible à complément ≈m est la plus grande
bisimulation faible à complément.

Comme pour HOπJ, la méthode de Howe ne permet pas de prouver la congruence de
cette relation ; nous devons inclure les réceptions partielles à la définition, ainsi que certains

jugements intermédiaires. Nous définissons les transitions faibles Z
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
==============⇒eb et

Z
ea,↑,E,E↑,fP ↑
=======⇒eb selon le même principe que Z

ea,Ξ,E↑{fP ↑},∆,Q,E∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

=====================⇒eb.
Définition 6.4. Une relation R sur les termes clos est une simulation faible à complément
sur les réceptions partielle ssi P R Q implique fn(P ) = fn(Q) et :

– pour tout P λk7−→ P ′, il existe Q′ tel que Q Z λk=⇒ Q′ et P ′ R Q′ ;

– pour tout P
aη ,R
↪−−−→ I, il existe I ′ telle que Q Z τ=⇒

aη ,R
↪−−−→ I ′ et I R I ′ ;

– pour tout P
≤,θ7−−→ I, il existe I ′ telle que Q Z τ=⇒ ≤,θ7−−→ I ′ et I R I ′ ;

– pour tout P
>,θ7−−→ I, il existe I ′ telle que Q Z τ=⇒ >,θ7−−→ I ′ et I R I ′ ;

– pour tout P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−→eb I, il existe une réception partielle I ′ telle que

Q Z
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
==============⇒eb I ′ et I R I ′ ;

– pour tout P
ea,↑,E,E↑,fP ↑7−−−−−−−→eb I, il existe I ′ tel que Q Z

ea,↑,E,E↑,fP ↑
=======⇒eb I ′ et I R I ′.

Nous avons πIδ P R π′Iδ′ Q ssi π = π′, δ = δ′ et pour tout substitution σ qui clos P et
Q, nous avons Pσ R Qσ.

Une relation R est une bisimulation faible à complément sur les réceptions partielles
ssi R et R−1 sont des simulations faibles sur les réceptions partielles. La bisimilarité faible
à complément sur les réceptions partielles ≈pi est la plus grande bisimulation de ce type.
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78 Application au Kell-calcul

Comme les réceptions partielles I ne peuvent effectuer de τ -actions, les transitions
faibles qui génèrent de telles réceptions (comme Q Z τ=⇒ ≤,θ7−−→ I) sont écrites dans le style
semi-faible.

Théorème 6.2. La relation ≈pi est une congruence.

La preuve, donnée en appendice A.5 suit le même schéma que celle de HOπJ, en
intégrant des résultats similaires à ceux de HOπP sur les contextes apparaissant dans les
étiquettes.

Par définition, nous avons ≈pi⊆≈m ; nous allons maintenant montrer que cette inclu-
sion est stricte, et que la relation ≈pi est trop discriminante. Pour cela, nous supposons
qu’un opérateur de choix indéterminé + est ajouté au calcul, et nous définissons les pro-
cessus suivants :

P1
∆= a(X) | a(Y ) � νbc.b[c[X | Y | c〈e↑〉0]]

P2
∆= a(X) | a(Y ) � νbc.b[c[X | Y | c〈e↑〉0 | c(Z) � 0] | d↑]

P
∆= P1 + P2

Q
∆= P + (a(X) | a(Y ) � νbc.b[c[X | Y ] | e↓(Z) � d↑])

Pour plus de lisibilité, nous avons omis les continuations 0 des kells b, c, et nous notons d↑ le
processus d↑(X)�0. Le contexte νbc.b[c[2]] agit comme un pare-feu : comme les messages
ne peuvent traverser deux frontières de kell, aucune communication n’est permise entre
le contenu de c et l’extérieur de b. De même le contexte νbc.b[c[2] | d↑] peut uniquement
recevoir un message émis sur d à l’extérieur de b. Enfin, le contexte νbc.b[c[2] | e↓(Z)�d↑]
est capable de recevoir sur d si et seulement si le contenu de c est capable d’émettre sur e.
Les processus c〈e↑〉0 et c〈e↑〉0 | c(Z) � 0 ont été ajoutés à P1 et P2 pour égaliser les noms
libres de P et Q ; plus de détails sont donnés dans la remarque 6.3.

Nous montrons d’abord que nous avons P ≈m Q ; en particulier nous montrons que P
peut répondre à la transition

Q
∗[a∗,R1;a∗,R2]7−−−−−−−−−→ νbc.b[c[R1 | R2] | e↓(Z) � d↑] ∆= Q′.

Si R1 | R2 peut émettre faiblement sur e, alors Q′ peut (faiblement) recevoir sur d ; dans
ce cas, P peut répondre par une transition

P Z
∗[a∗,R1;a∗,R2]
========⇒ νbc.b[c[R′1 | R′2 | c〈e↑〉0 | c(Z) � 0] | d↑] ∆= P ′2

avec R1 | R2 Z τ=⇒ R′1 | R′2. Si R1 | R2 ne peut pas émettre faiblement sur e, alors Q′ ne peut
pas recevoir sur d ; dans ce cas P répond par une transition

P Z
∗[a∗,R1;a∗,R2]
========⇒ νbc.b[c[R′1 | R′2 | c〈e↑〉0]] ∆= P ′1

avec R1 | R2 Z τ=⇒ R′1 | R′2.

Remarque 6.3. Si R1 | R2 peut émettre faiblement sur e, P répond par P ′2, qui contient
le processus c〈e↑〉0 | c(Z) � 0. Ce processus permet d’égaliser les noms libres de Q′ et P ′2.
Le nom e peut disparâıtre de Q′ dans la communication sur e avec R1 | R2 ; le processus
P ′ peut également faire disparâıtre son occurrence de e en déclenchant la communication
sur c.

Si R1 | R2 ne peut pas émettre faiblement sur e, P répond par P ′1, qui contient le
processus c〈e↑〉0. Comme la synchronisation sur e dans Q′ ne peut pas avoir lieu, le nom
e sera toujours libre dans Q′. De même, le processus c〈e↑〉0 ne peut pas réagir dans P ′1, le
nom e sera donc toujours libre dans P ′1.
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6.3 Conclusions 79

En revanche nous avons P 6≈pi Q. Pour un processus R1 qui ne peut pas émettre
faiblement sur e, nous considérons

Q
a∗,R1
↪−−−→ a(Y )I∗ νbc.b[c[R1 | Y ] | e↓(Z) � d↑] ∆= I.

Si P répond par P Z τ=⇒
a∗,R1
↪−−−→ a(Y )I∗ νbc.b[c[R1 | Y | c〈e↑〉0]] ∆= J , alors I et J sont

distinguées par la substitution σ
∆= Y 7→ e〈0〉0 : le processus Iσ est capable de recevoir

sur d, ce qui n’est pas le cas de Jσ. Si P répond par

P Z τ=⇒
a∗,R1
↪−−−→ a(Y )I∗ νbc.b[c[R1 | Y | c〈e↑〉0 | c(Z) � 0] | e↓(Z) � d↑] ∆= J ′

alors I et J ′ sont distinguées par la substitution σ
∆= Y 7→ 0 : J ′σ est capable de recevoir

sur d, ce qui n’est pas le cas de Iσ. Le processus P ne peut donc pas répondre à la réception
partielle de Q. En outre, P et Q ne peuvent être distingués par un contexte, la relation
≈pi n’est donc pas complète.

6.3 Conclusions

La définition d’une sémantique à complément est problématique pour les calculs avec
récepteurs joints, tels que le Kell. La solution décrite dans ce chapitre repose sur les
réceptions partielles I, qui sont instanciées au fur et à mesure de la découverte des messages
lors d’une transition d’émission. De cette manière, nous pouvons définir une sémantique
à complément et prouver la congruence d’une bisimilarité précoce faible ≈pi pour le Kell,
obtenant ainsi un résultat inédit de correction dans le cas faible pour ce calcul. Cependant
la relation ainsi définie n’est pas entièrement satisfaisante : comme l’illustre le contre-
exemple donné en section 6.2.7, la bisimilarité ≈pi est trop discriminante.

Ce résultat en demi-teinte soulève plusieurs questions. En premier lieu, on peut se de-
mander quelle équivalence, entre ≈pi et une bisimilarité semi-faible semi-précoce semblable
à celle définie pour Homer [14], est la plus intéressante, c’est-à-dire laquelle met en relation
le plus grand nombre de processus. En outre, on peut se demander si la nécessité de con-
sidérer≈pi est une conséquence liée à la sémantique à complément ou à la méthode de Howe
elle-même. La première possibilité signifie simplement que la sémantique à complément
n’est pas adaptée aux calculs avec récepteurs joints, et qu’il est peut-être possible d’utiliser
la méthode de Howe avec une autre sémantique. Par exemple, nous pensons qu’il est pos-
sible définir une relation semblable à la bisimilarité à complément tout en conservant une
sémantique contextuelle ; plus de détails sur cette piste de recherche sont donnés dans le
chapitre de conclusion. La seconde hypothèse suggère que quelle que soit la sémantique
considérée, la preuve de Howe ne peut être menée qu’avec une bisimilarité qui prend en
compte les réceptions partiellement instanciées. Dans ce cas, la méthode de Howe elle-
même n’est pas adaptée aux calculs avec récepteurs joints.
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Chapitre 7

Conclusions et perspectives

Notre travail sur les bisimilarités dans les calculs avec passivation a porté sur la
définition de ces relations et la preuve de leur correction. Nous avons d’abord cherché
à simplifier les définitions de bisimilarités contextuelles proposées pour Homer et le Kell.
Nous avons montré qu’il est possible de définir une bisimilarité normale qui caractérise la
congruence barbue dans HOP, un calcul avec passivation mais dépourvu de restriction.
Dans HOπ [42], la bisimilarité normale provient d’un encodage de la communication d’or-
dre supérieur dans un calcul du premier ordre, qui n’est plus valable dans les calculs avec
passivation. La bisimilarité normale de HOP dépend d’un processus m.n.0 qui permet
d’observer les localités au sein d’une fonction et d’en déduire une décomposition de deux
fonctions équivalentes en sous-processus bisimilaires. Nous nous demandons s’il est pos-
sible d’aller encore plus loin, en donnant une axiomatisation de la congruence barbue en
HOP. Une piste intéressante pour répondre à cette question est d’étendre les résultats de
Lanese et coll. sur l’axiomatisation de la congruence barbue en HOcore [23] à un calcul
minimal avec passivation.

Il n’est malheureusement pas possible d’étendre la définition de bisimilarité normale de
HOP aux calculs avec passivation et restriction. La restriction peut masquer des localités
qui ne peuvent être détectées avec notre processus m.n.0. En outre, la position des restric-
tions dans la hiérarchie de localités a une grande influence sur le comportement des pro-
cessus, notamment à cause de l’extension de portée hors des localités. Concrètement, nous
avons donné plusieurs contre-exemples en HOπP qui montrent que tester de larges classes
de processus (les processus sans réception, et les processus finis) ne permettent pas de
garantir l’équivalence de fonctions. Nous conjecturons qu’il n’existe pas de caractérisation
de la congruence barbue de HOπP (et, plus largement, des calculs avec passivation et
restriction) qui teste moins de contextes que la bisimilarité contextuelle.

Dans notre analyse des preuves de correction, nous avons constaté que la méthode de
Howe échouait avec les bisimilarités contextuelles précoces à cause de l’interdépendance
entre les clauses d’émission et de réception. Pour casser cette dépendance, nous avons défini
un système de transitions, dans lequel les émissions dépendent non pas d’une fonction, mais
d’un processus qui peut se réduire vers une fonction qui n’est elle-même pas explicitement
mentionnée dans la transition. Cette modification assouplit le caractère précoce de la
bisimilarité associée et permet l’utilisation de la méthode de Howe pour prouver la con-
gruence. Notre méthode est applicable dans le cas fort comme dans le cas faible, sans avoir
recours à une définition de relation semi-faible.

Nous avons défini une sémantique à complément pour HOπ, HOπP, et le Kell (ainsi que
pour le Seal dans [26]). Dans HOπ, la bisimilarité à complément est correcte et complète
(sur les processus à image finie dans le cas faible), et cöıncide avec la bisimilarité con-
textuelle précoce. Dans HOπP, nous avons obtenu des résultats identiques, excepté l’égalité
entre les deux formes de bisimilarité. En effet, la sémantique à complément mentionne un
observable additionnel, les noms dont la portée peut être étendue, ce qui rend difficile la
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82 Conclusions et perspectives

comparaison entre les deux relations. Si nous avons pu faire cöıncider les bisimilarités fortes
(cf. remarque 5.2), nous avons montré uniquement l’inclusion de la relation contextuelle
dans celle à complément dans le cas faible ; nous conjecturons que l’inclusion réciproque
est vraie.

Les récepteurs joints du Kell compliquent la définition d’une sémantique à complément ;
dans une transition d’émission, nous devons considérer un processus récepteur, ainsi que
d’autres processus émetteurs pour compléter le récepteur joint. Nous avons proposé une
sémantique dans laquelle les récepteurs joints sont instanciés progressivement, au fur et à
mesure de la découverte des messages. Pour que la méthode de Howe puisse s’appliquer,
nous devons considérer une bisimilarité qui prend en compte ces instanciations partielles.
La relation que nous avons obtenue est correcte (dans les cas fort et faible), mais elle
n’est pas complète : nous avons donné un contre-exemple qui prouve qu’elle est trop
discriminante. En effet, les réceptions partielles ne correspondent pas à une interaction
entre le processus testé et son environnement ; seules les réceptions totalement instanciées
sont pertinentes. Nous pensons néanmoins qu’il est possible de définir une bisimilarité à
complément correcte et complète dans un Kell sans récepteurs joints ou dans Homer.

L’étape cruciale dans la définition d’une sémantique à complément est la définition
du système de transitions, notamment les règles pour l’émission. Si les règles respectent
certaines contraintes, la preuve de congruence de la bisimilarité à complément ne pose pas
de problème. Dans un travail futur, nous souhaitons expliciter ces contraintes, pour faciliter
la définition d’une sémantique à complément dans un calcul quelconque. Par exemple, il
n’est pas possible d’utiliser des règles définies modulo congruence structurelle, semblables
à la règle Congr de HOπJ (figure 6.1). Dans les preuves par induction sur P R• Q, le cas
P = op(P̃i), Q = op(Q̃i) avec P̃i R• Q̃i se traite grâce à la décomposition en sous-termes
reliés par la clôture de Howe ; cette décomposition n’est plus possible si les règles sont
définies modulo congruence structurelle. De même, la règle classique pour la réplication

P |!P α−→ A

!P α−→ A

fait échouer les preuves par induction, car le processus P |!P à l’origine de la transition
de la prémisse n’est pas un sous-terme de !P . Identifier l’ensemble de ces contraintes peut
mener à la création d’un format de règles qui garantirait la congruence de la bisimilarité à
complément associée, semblable aux formats d’ordre supérieur Higher-Order et Promoted
PANTH [37].

Une autre piste de recherche est de transposer la bisimilarité à complément dans une
sémantique contextuelle. Nous avons vu avec le Kell que la bisimilarité associée au système
de transitions à complément n’est pas toujours complète. Nous cherchons à régler ce
problème en revenant à la sémantique contextuelle. Dans la bisimilarité à complément,
la clause d’émission dépend d’un processus qui peut recevoir le message. Pour une bisim-
ilarité contextuelle, cela revient à considérer la clause suivante.

– Si P a−→ C, alors pour tout processus R, il existe C ′ telle que Q a−→ C ′ et pour toute
fonction F telle que R a−→ F , nous avons F • C R F • C ′.

La réponse C ′ de Q dépend bien de R et non de F . Nous pensons qu’il est possible de
prouver la congruence d’une telle bisimilarité grâce à la méthode de Howe, en prouvant le
résultat de pseudo-simulation suivant :

– Si P a−→ C, alors pour tout R R• R′, il existe C ′ telle que Q a−→ C ′ et pour toute
fonction F telle que R a−→ F , il existe F ′ telle que R′ a−→ F ′ et F • C R• F ′ • C ′.

Si notre intuition s’avère exacte, cela permettrait d’appliquer la méthode de Howe di-
rectement avec une bisimilarité contextuelle. Nous espérons prouver de cette manière la
congruence de la bisimilarité contextuelle faible du Kell définie dans [47].

Enfin nous comptons explorer de nouvelles pistes pour étudier la théorie comporte-
mentale des calculs avec passivation. En particulier nous voulons étudier l’existence d’un
modèle coalgébrique pour les calculs avec passivation. Il existe une notion de bisimilarité
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naturelle associée à une coalgèbre ; il serait intéressant de comparer cette notion aux
bisimilarités contextuelles et à complément. Ce travail a déjà été mené notamment pour
les Ambients [17].
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Annexe A

Sémantique à complément

Nous regroupons dans cette section les preuves de congruence des bisimulations à
compléments des différents calculs.

A.1 Résultats généraux sur la méthode de Howe

Nous prouvons ici des propriétés de la méthode de Howe qui ne dépendent pas des
calculs ou des bisimilarités considérés. Les deux premiers résultats sont classiques pour la
relation de Howe.

Lemme A.1. Pour tout relation réflexive R, la relation R• est réflexive.

Démonstration. Pour tout P , on a P R P , donc P R◦ P , donc P R• P .

Lemme A.2. Pour toute relation R, P R• Q et R R• S impliquent P{R/X} R•
Q{S/X}.

Démonstration. Par induction sur la preuve de P R• Q.
Supposons P R◦ Q. La relationR R• S et la congruence deR• impliquent P{R/X} R•

P{S/X}. Soit σ une substitution qui clôt S et P,Q à l’exception de X. Par définition de
R◦, nous avons P{Sσ/X}σ R Q{Sσ/X}σ, c’est-à-dire P{S/X}σ R Q{S/X}σ ; nous
avons donc P{S/X} R◦ Q{S/X}. Finalement nous avons P{R/X} R•R◦ Q{S/X}, c’est-
à-dire P{R/X} R• Q{S/X}, comme souhaité.

Supposons P R• T R◦ Q. Par induction nous avons P{R/X} R• T{S/X}. Soit σ une
substitution qui clôt S et T,Q à l’exception de X. Nous avons T{Sσ/X}σ R Q{Sσ/X}σ,
c’est-à-dire T{S/X}σ R Q{S/X}σ ; nous avons donc T{S/X} R◦ Q{S/X}. Finalement
nous avons P{R/X} R•R◦ Q{S/X}, c’est-à-dire P{R/X} R• Q{S/X}, comme souhaité.

Supposons op(P̃ ′) R• op(Q̃′) avec P̃ ′ R• Q̃′. Par induction nous avons ˜P ′{R/X} R•
˜Q′{S/X}, et par congruence deR• nous avons op( ˜P ′{R/X}) R• op( ˜Q′{S/X}), c’est-à-dire

P{R/X} R• Q{S/X}, comme souhaité.

Le résultat suivant est un détail technique, permettant de raisonner par induction sur
la taille de la dérivation d’un jugement P R• Q.

Lemme A.3. Soit P R• Q. Pour toute substitution σ, nous avons Pσ R• Qσ en utilisant
une dérivation de la même taille que celle de P R• Q.

Démonstration. Par induction sur P R• Q. Si P R◦ Q, alors nous montrons que nous
avons Pσ R◦ Qσ. Soit σ′ une substitution qui clôt Pσ et Qσ. Comme σσ′ clôt P et Q,
nous avons Pσσ′ R Qσσ′. Les autres cas sont faciles par induction.

Les résultats suivants permettent de conclure la méthode en prouvant la congruence.
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90 Sémantique à complément

Lemme A.4. Pour toute relation d’équivalence R, (R•)∗ est symétrique.

Démonstration. Nous montrons par induction sur P (R•)−1 Q que P (R•)−1 Q implique
P (R•)∗ Q.

Supposons Q R◦ P . Comme R est symétrique, R◦ est symétrique, donc nous avons
P R◦ Q. Comme nous avons R◦⊆R•⊆(R•)∗, nous avons le résultat souhaité.

Supposons Q R• T R◦ P . Par induction, nous avons T (R•)∗ Q. Par symétrie de R◦,
nous avons P R◦ T , donc P R• Q. Nous avons P R•(R•)∗ Q, et donc P (R•)∗ Q par
transitivité de (R•)∗.

Supposons op(Q̃′) R• op(P̃ ′) avec Q̃′ R• P̃ ′. Par induction nous avons P̃ ′ (R•)∗ Q̃′.
Par congruence de R•, nous avons op(P̃ ′) (R•)∗ op(Q̃′), comme souhaité.

Lemme A.5. Si R•∗⊆R, alors R est une congruence.

Démonstration. Par définition nous avons R⊆R◦⊆R•⊆R•∗⊆R, donc R=R•, donc R est
une congruence.

LorsqueR est une bisimilarité, il suffit de prouver queR•∗ est une bisimulation (induite
par la bisimilarité) pour montrer que R est une congruence.

A.2 Preuves pour HOπ

Nous prouvons ici les résultats donnés en section 5.2.

A.2.1 Correspondance des systèmes de transitions

Lemme A.6. Si P a−→ F , alors pour tout R, nous avons P
a,R7−−→ F ◦ R. Si P

a,R7−−→ P ′,
alors il existe F tel que P a−→ F et P ′ = F ◦ R.

Démonstration. Par induction sur la structure de P .
Supposons P = a(X)P ′. Par la règle In, nous avons P

a−→ (X)P ′, et nous avons

P
a,R7−−→ P ′{R/X} = F ◦ R par la règle Inπ. Par conséquent nous avons le résultat voulu.
Soit P = P1 | P2. Supposons que le message est reçu par P1, le cas symétrique se

traite de la même manière. Si P a−→ F , alors par la règle Par nous avons P1
a−→ F1 et

F = F1 | P2. Par induction nous avons P1
a,R7−−→ F1 ◦ R, donc par la règle Parπ nous avons

P
a,R7−−→ F1 ◦ R | P2 = F1 | P2 ◦ R = F ◦ R, comme souhaité. Si P

a,R7−−→ P ′, alors par la

règle Parπ il existe P ′1 tel que P1
a,R7−−→ P ′1 et P ′ = P ′1 | P2. Par induction il existe F1 tel

que P1
a−→ F1 et P ′1 = F1 ◦ R. Par la règle Par nous avons P a−→ F1 | P2

∆= F , et nous
avons F ◦ R = F1 ◦ R | P2 = P ′ comme souhaité.

Les cas de la restriction et de la réplication se traitent comme la composition parallèle.

Lemme A.7. Soit P un processus de HOπ.
– Nous avons P τ−→≡ P ′ ssi P τ7−→≡ P ′.
– Si P a−→ C, alors pour tout Q tel que Q

a−→ F , nous avons P
a,Q7−−→≡ F • C. Si

P
a,Q7−−→ P ′, il existe F,C tels que P a−→ F , Q a−→ C et P ′ ≡ F • C.

Démonstration. Par induction sur la structure de P .
Supposons P = a〈P1〉P2. Nous avons P a−→ 〈P1〉P2 par Out. Soit Q tel que Q a−→ F .

Par le lemme A.6, nous avons Q
a,P17−−→ F ◦ P1. Par la règle Outπ, nous avons P

a,Q7−−→ F ◦
P1 | P2 = F • C. Nous prouvons maintenant l’implication inverse : supposons P

a,Q7−−→ P ′.

Par Outπ nous avons Q
a,P17−−→ Q′ et P ′ = Q′ | P2. Par le lemme A.6, il existe F telle

que Q a−→ F et Q′ = F ◦ P1. Nous avons donc P ′ = F ◦ P1 | P2 = F • 〈P1〉P2, avec
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A.2 Preuves pour HOπ 91

P
a−→ 〈P1〉P2 (règle Out) comme souhaité.

Supposons P = P1 | P2. Nous montrons d’abord que P τ−→ P ′ implique P τ7−→≡ P ′, par
analyse de cas sur la règle utilisée pour dériver P τ−→≡ P ′.

– Dans le cas de la règle Par, nous avons P1
τ−→ P ′1 et P ′ ≡ P ′1 | P2. Par induction

nous avons P1
τ7−→≡ P ′1, et nous avons donc P τ7−→≡ P ′ par la règle Parπ.

– Dans le cas de la règle HO, nous avons P1
a−→ F , P2

a−→ C et P ′ ≡ F • C. Par
induction nous avons P2

a,P17−−→≡ F • C, donc par la règle HOπ nous avons P τ7−→≡ P ′
comme voulu.

Nous prouvons l’implication inverse, par analyse de cas sur la règle utilisée pour dériver
P

τ7−→≡ P ′.
– Dans le cas Parπ, nous avons P1

τ7−→ P ′1 et P ′ ≡ P ′1 | P2. Par induction nous avons
P1

τ−→ P ′1 ; par Par nous avons donc P τ−→ P ′1 | P2 ≡ P ′ comme souhaité.

– Dans le cas HOπ, nous avons P1
a,P27−−→≡ P ′. Par induction, il existe F,C tels que

P1
a−→ C, P2

a−→ F et P ′ ≡ F • C. Par la règle HO, nous avons P τ−→≡ F • C comme
souhaité.

Nous prouvons maintenant le résultat sur les émissions de messages, en supposant que le
message provient de P1, le cas symétrique étant traité de manière analogue. Si P a−→ C,
alors par la règle Par il existe C1 tel que P1

a−→ C1 et C = C1 | P2. Soit Q a−→ F . Par

induction nous avons P1
a,Q7−−→≡ F • C1 ; par la règle Parπ nous avons P

a,Q7−−→≡ (F • C1) |
P2 = F • (C1 | P2) = F • C comme souhaité.

Si P
a,Q7−−→ P ′, alors par la règle Parπ il existe P ′1 tel que P1

a,Q7−−→ P ′1 et P ′ = P ′1 | P2.
Par induction il existe F,C1 tels que P1

a−→ C1, Q a−→ F et P ′1 ≡ F • C1. Par la règle Par

nous avons P a−→ C1 | P2
∆= C, et nous avons F • C = F • C1 | P2 ≡ P ′1 | P2 = P ′ comme

voulu.

Supposons P =!P1. Les transitions peuvent provenir des règles Replic (par une τ -
action ou une émission de message) ou Replic-HO. Le cas de Replic se traite comme
Par, et le cas de Replic-HO se traite comme HO. Réciproquement, les transitions
provenant de la règle Replicπ se traite comme Parπ et Replic-HOπ se traite comme
HOπ.

Supposons P = νb.P1. Si P τ−→≡ P ′, alors par Restr il existe P ′1 tel que P1
τ−→

P ′1 et P ′ ≡ νb.P ′1. Par induction nous avons P1
τ7−→≡ P ′1, donc par Restrπ nous avons

P
τ7−→ νb.P ′1 ≡ P ′ comme souhaité. Si P τ7−→≡ P ′, alors par Restrπ il existe P ′1 tel que

P1
τ7−→ P ′1 et νb.P ′1 ≡ P ′. Par induction nous avons P1

τ−→≡ P ′1, donc par Restr nous avons
P

τ−→ νb.P1 ≡ P ′ comme voulu.

Si P a−→ C, alors par Restr il existe C1 tel que P1
a−→ C1 et C = νb.C1. Soit Q

tel que Q a−→ F . Par induction nous avons P1
a,Q7−−→ P ′1 avec P ′1 ≡ F • C1. Par la règle

Restrπ nous avons P
a,Q7−−→≡ νb.(F • C1). Si b est libre dans le message de C1, alors

νb.(F • C1) = F • νb.C1, sinon νb.(F • C1) ≡ F • νb.C1. Dans les deux cas nous avons

P
a,Q7−−→≡ F • C comme souhaité.
Si P

a,Q7−−→ P ′, alors par Restrπ il existe P ′1 tel que P1
a,Q7−−→ P ′1. Par induction il existe

C1, F tels que P1
a−→ C1, Q a−→ F et P ′1 ≡ F • C ′1. Par la règle Restr, nous avons

P
a−→ νb.C1

∆= C. Si b est libre dans le message de C1, nous avons F • C = νb.(F • C1) ≡
νb.P ′1 = P ′, sinon nous avons F • C ≡ νb.(F • C1) ≡ νb.P ′1 = P ′. Dans les deux cas nous
avons le résultat voulu.
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92 Sémantique à complément

A.2.2 Congruence de la bisimilarité à complément

Nous prouvons la congruence uniquement dans le cas fort ; le cas faible, dont la preuve
est très similaire, est traité dans le cas de HOπP (section A.3). Nous notons (∼m)•c la
restriction de ∼•m aux termes clos.

Lemme A.8. Si P
a,R7−−→ P ′, pour tout R ∼•m R′, il existe P” tel que P

a,R′7−−→ P” et
P ′ ∼•m P”.

Soit P (∼m)•c Q. Si P
a,R7−−→ P ′, alors pour tout R (∼m)•c R′, il existe Q′ tel que

Q
a,R′7−−→ Q′ et P ′ (∼m)•c Q

′.

Démonstration. Nous prouvons le premier résultat par induction sur la dérivation de
P

a,R7−−→ P ′. Si la règle utilisée est Inπ, nous avons P = a(X)P1
a,R7−−→ P1{R/X}. Soit R ∼•m

R′. Nous avons P
a,R′7−−→ P1{R′/X}, et par congruence de ∼•m, nous avons P1{R/X} ∼•m

P{R′/X}1, comme souhaité.

Si la dernière règle utilisée est Parπ, nous avons P = P1 | P2
a,R7−−→ P ′1 | P2 avec

P1
a,R7−−→ P ′1. Soit R ∼•m R′ ; par induction il existe P”1 tel que P1

a,R′7−−→ P”1 et P ′1 ∼•m P”1.

Par la règle Parπ nous avons P
a,R′7−−→ P”1 | P2, et par congruence de ∼•m nous avons

P ′1 | P2 ∼•m P”1 | P2 comme voulu.

Si la dernière règle utilisée est Replicπ, nous avons P =!P1
a,R7−−→ P ′1 |!P1 avec P1

a,R7−−→
P ′1. Soit R ∼•m R′ ; par induction il existe P”1 tel que P1

a,R′7−−→ P”1 et P ′1 ∼•m P”1. Par

la règle Replicπ nous avons P
a,R′7−−→ P”1 |!P1, et par congruence de ∼•m nous avons

P ′1 |!P1 ∼•m P”1 |!P1 comme voulu.

Si la dernière règle utilisée est Restrπ, nous avons P = νb.P1
a,R7−−→ νb.P ′1 avec

P1
a,R7−−→ P ′1. Soit R ∼•m R′ ; par induction il existe P”1 tel que P1

a,R′7−−→ P”1 et P ′1 ∼•m P”1.

Par la règle Restrπ nous avons P
a,R′7−−→ νb.P”1, et par congruence de ∼•m nous avons

νb.P ′1 ∼•m νb.P”1 comme voulu.

Nous montrons maintenant le deuxième résultat par induction sur la taille de la
dérivation de P (∼m)•c Q.

Supposons P ∼◦m Q ; comme P et Q sont clos nous avons P ∼m Q. Par le premier

résultat il existe P” tel que P
a,R′7−−→ P” et P ′ ∼•m P”. Par définition de la bisimilarité, il

existe Q′ tel que Q
a,R′7−−→ Q′ et P” ∼m Q′. Comme P,Q,R′ sont clos, P ′, P” et Q′ sont

clos, et nous avons P” ∼◦m Q′. Nous avons donc P ′ ∼•mR◦ Q′, et donc P ′ (∼m)•c Q
′ comme

souhaité.
Supposons P ∼•m T ∼◦m Q. Soit σ une substitution qui clôt T . Par le lemme A.3 et

comme P est clos, nous avons P (∼m)•c Tσ par une preuve de la même taille. Par induction

il existe T ′ tel que Tσ
a,R′7−−→ T ′ et P ′ (∼m)•c T

′. Par définition nous avons Tσ ∼m Q, donc

par bisimilarité il existe Q′ tel que Q
a,R′7−−→ Q′ et T ′ ∼m Q′. Comme T ′ et Q′ sont clos,

nous avons T ′ ∼◦m Q′ ; nous avons donc P ′ ∼•m∼◦m Q′ avec P ′ et Q′, nous obtenons donc
P ′ (∼m)•c Q

′ comme souhaité.
Supposons op(P̃ ) (∼m)•c op(Q̃) avec P̃ (∼m)•c Q̃. Nous procédons par analyse de cas

sur op.
– Si P = a(X)P1 et Q = a(X)Q1, alors la transition de P provient de la règle Inπ :

nous avons P
a,R7−−→ P1{R/X} = P ′. Nous avons Q

a,R′7−−→ Q1{R′/X}, et par le lemme
A.2 nous avons P1{R/X} (∼m)•c Q1{R′/X}

∆= Q′. Comme les processus impliqués
sont clos, nous avons P ′ (∼m)•c Q

′ comme souhaité.
– Si P = P1 | P2 et Q = Q1 | Q2, alors la transition de P ne peut provenir que de la

règle Parπ : nous avons P1
a,R7−−→ P ′1 avec P ′ = P ′1 | P2. Par induction il existe Q′1 tel
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A.2 Preuves pour HOπ 93

que Q1
a,R′7−−→ Q′1 et P ′1 (∼m)•c Q

′
1. Par Parπ nous avons Q

a,R′7−−→ Q′1 | Q2
∆= Q′. Par

congruence de ∼•m nous avons P ′ (∼m)•c Q
′ comme demandé.

– Si P =!P1 et Q =!Q1, alors la transition de P ne peut provenir que de la règle
Replicπ : nous avons P1

a,R7−−→ P ′1 avec P ′ = P ′1 |!P1. Par induction il existe Q′1 tel

que Q1
a,R′7−−→ Q′1 et P ′1 (∼m)•c Q

′
1. Par Replicπ nous avons Q

a,R′7−−→ Q′1 |!Q1
∆= Q′.

Par congruence de ∼•m nous avons P ′ (∼m)•c Q
′ comme demandé.

– Si P = νb.P1 et Q = νb.Q1, alors la transition de P ne peut provenir que de la règle
Restrπ : nous avons P1

a,R7−−→ P ′1 avec P ′ = νb.P ′1. Par induction il existe Q′1 tel

que Q1
a,R′7−−→ Q′1 et P ′1 (∼m)•c Q

′
1. Par Restrπ nous avons Q

a,R′7−−→ νb.Q′1
∆= Q′. Par

congruence de ∼•m nous avons P ′ (∼m)•c Q
′ comme demandé.

Lemme A.9. Si P
a,R7−−→ P ′, alors pour tout R ∼•m R′, il existe P” tel que P

a,R′7−−→ P” et
P ′ ∼•m P”.

Démonstration. Par induction sur la dérivation de P
a,R7−−→ P ′.

Si la règle utilisée est Outπ, nous avons P = a〈P1〉P2
a,R7−−→ S | P2 = P ′ avec R

a,P17−−→ S.

Par le lemme A.8, il existe S′ tel que R′
a,P17−−→ S′ et S ∼•m S′. Par la règle Outπ nous

avons P
a,R′7−−→ S′ | P2

∆= P”. Comme ∼•m est une congruence, nous avons P ′ ∼•m P”,
comme souhaité.

Si la dernière règle utilisée est Parπ, nous avons P = P1 | P2
a,R7−−→ P ′1 | P2 = P ′ avec

P1
a,R7−−→ P ′1. Par induction il existe P”1 tel que P1

a,R′7−−→ P”1 et P ′1 ∼•m P”1. Par la règle

Parπ nous avons P
a,R′7−−→ P”1 | P2

∆= P”, et comme ∼•m est une congruence, nous avons
P ′ ∼•m P” comme voulu. Les cas de la restriction (règle Restrπ) et de la réplication (règle
Replicπ) se traitent de la même manière.

Lemme A.10. Soit P (∼m)•c Q.
– Si P τ7−→ P ′, alors il existe Q′ tel que Q τ7−→ Q′ et P ′ (∼m)•c Q

′.

– Si P
a,R7−−→ P ′, alors pour tout R (∼m)•c R

′, il existe Q′ tel que Q
a,R′7−−→ Q′ et P ′ (∼m)•c

R′.

Démonstration. Par induction sur la taille de la dérivation de P (∼m)•c Q.
Si P ∼◦m Q, alors comme les processus sont clos nous avons P ∼m Q. La première clause

est vraie par bisimilarité. Nous prouvons maintenant la seconde clause. Par le lemme A.9,

il existe P” tel que P
a,R′7−−→ P” et P ′ ∼•m P”. Par bisimilarité il existe Q′ tel que Q

a,R′7−−→ Q′

et P ′ ∼m Q′. Comme P,Q,R,R′ sont clos, P ′ et Q′ sont clos, et nous avons P ′ ∼•m∼◦m Q′,
donc nous avons P ′ (∼m)•c Q

′ comme souhaité.
Si P ∼•m T ∼◦m Q, alors pour toute substitution σ qui clôt T , nous avons P (∼m)•c Tσ

avec une dérivation de la même taille d’après le lemme A.3. Par induction il existe T ′ tel
que Tσ τ7−→ T ′ et P ′ (∼m)•c T

′. Nous avons Tσ ∼m Q, donc par définition il existe Q′ tel
que Q τ7−→ Q′ et T ′ ∼•m Q′. Les processus T ′ et Q′ sont clos, donc nous avons T ′ ∼◦m Q′.
Finalement nous avons P ′ ∼•m∼◦m Q′, donc P ′ (∼m)•c Q

′ comme voulu. La clause pour
l’émission se prouve de la même manière.

Si P = op(P̃ ) et Q = op(Q̃) avec P̃ (∼m)•c Q̃, alors nous procédons par analyse de cas
sur op.

– Si P = a〈P1〉P2 et Q = a〈Q1〉Q2, alors la seule transition possible est P
a,R7−−→ S | P2 =

P ′, avec R
a,R7−−→ S. Par le lemme A.8, il existe S′ tel que R′

a,Q17−−−→ S′ et S (∼m)•c S
′.

Par la règle Outπ nous avons Q
a,R′7−−→ S′ | Q2

∆= Q′. Par congruence de ∼•m et comme
les termes impliqués sont clos, nous avons P ′ (∼m)•c Q

′, comme souhaité.
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94 Sémantique à complément

– Si P = P1 | P2 et Q = Q1 | Q2, alors les transitions de P peuvent provenir des règles
Parπ et HOπ (ou de leur symétrique). Dans le cas de Parπ, nous avons P1

λ7−→ P ′1

(λ = τ ou λ = a,R), et P ′ = P ′1 | P2. Par induction il existe Q′1 tel que Q′1
λ′7−→ Q′1 et

P ′1 (∼m)•c Q
′
1 (avec λ′ = τ ou λ′ = a,R′). Par Parπ nous avons Q λ′7−→ Q′1 | Q2

∆= Q′,
et comme ∼•m est une congruence, nous avons P ′ (∼m)•c Q

′ comme souhaité.

Dans le cas de HOπ, nous avons P1
a,P27−−→ P ′. Par induction il existe Q′ tel que

Q1
a,Q27−−−→ Q′ et P ′ (∼m)•c Q

′, et par HOπ nous avons Q τ7−→ Q′.
– Si P =!P1 et Q =!Q1, alors les transitions de P peuvent provenir des règles Replicπ

et Replic-HOπ. Dans le cas de Replicπ, nous avons P1
λ7−→ P ′1 (λ = τ ou λ = a,R),

et P ′ = P ′1 |!P1. Par induction il existe Q′1 tel que Q′1
λ′7−→ Q′1 et P ′1 (∼m)•c Q

′
1 (avec

λ′ = τ ou λ′ = a,R′). Par Replicπ nous avons Q λ′7−→ Q′1 |!Q1
∆= Q′, et comme ∼•m

est une congruence, nous avons P ′ (∼m)•c Q
′ comme souhaité.

Dans le cas de Replic-HOπ, nous avons P1
a,P17−−→ P ′1 et P ′ = P ′1 |!P1. Par induction

il existe Q′1 tel que Q1
a,Q17−−−→ Q′1 et P ′1 (∼m)•c Q

′
1, et par Replic-HOπ nous avons

Q
τ7−→ Q′1 |!Q1

∆= Q′. Par congruence de ∼•m nous avons P ′ (∼m)•c Q
′ comme voulu.

– Si P = νb.P1 et Q = νb.Q1, alors la seule transition possible est P λ7−→ νb.P ′1 avec

P1
λ7−→ P ′1 et λ = τ ou λ = a,R. Par induction il existe Q′1 tel que Q1

λ′7−→ Q′1 et

Q1 (∼m)•c Q
′
1, avec λ′ = τ ou λ′ = a,R′. Par Restrπ, nous avons Q λ′7−→ νb.Q′1

∆= Q′

et par congruence de ∼•m, nous avons P ′ (∼m)•c Q
′ comme souhaité.

Lemme A.11. La relation (∼m)•c
∗ est une bisimulation forte à complément.

Démonstration. D’après le lemme A.4, (∼m)•c
∗ est symétrique, il suffit donc de prouver

que c’est une simulation. Les lemmes A.8 et A.10 impliquent directement que (∼m)•c est
une simulation forte à complément, donc (∼m)•c

∗ est une simulation forte à complément.

Théorème A.1. La relation ∼m est une congruence.

Démonstration. Immédiat par les lemmes A.11 et A.5.

A.2.3 Correspondance des bisimilarités

Nous prouvons maintenant que les bisimilarités ∼ et ∼m cöıncident.

Définition A.1. Une relation R est une bisimulation à complément modulo ≡ ssi pour
tout P R Q et P τ7−→ P ′, il existe Q′ tel que P ′ ≡R≡ Q′, et inversement pour Q λ7−→ Q′.

Lemme A.12. Soit R une bisimulation à complément modulo ≡ ; nous avons R⊆∼m.

Démonstration. En montrant que ≡R≡ est une bisimulation forte à complément.

Lemme A.13. Nous avons ∼⊆∼m.

Démonstration. Nous montrons que ∼ est une bisimulation à complément modulo ≡. Soit
P ∼ Q.

Si P τ7−→ P ′, alors par le lemme A.7 nous avons P τ−→≡ P ′. Il existe donc Q′ tel Q τ−→ Q′

et P ′ ≡∼ Q′. Par le lemme A.7 nous avons donc Q τ7−→≡ Q′, le résultat est donc vrai.
Si P

a,R7−−→ P ′, alors par le lemme A.6 il existe F tel que P a−→ F et P ′ = F ◦ R. Il
existe donc F ′ tel que Q a−→ F ′ et F • 〈R〉0 ∼ F ′ • 〈R〉0. Par le lemme A.6 nous avons

Q
a,R7−−→ F ′ ◦ R, et nous avons P ′ ≡ F • 〈R〉0 ∼ F ′ • 〈R〉0 ≡ F ′ ◦ R, comme souhaité.
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A.3 Preuves pour HOπP 95

Si P
a,R7−−→ P ′, alors par le lemme A.7 il existe F,C tels que P

a−→ C, R a−→ F et
P ′ ≡ F • C. Il existe donc C ′ tel que Q a−→ C ′ et F • C ∼ F • C ′. Par le lemme A.7 nous
avons Q

a,R7−−→≡ F • C ′, le résultat est donc vrai.

Lemme A.14. Nous avons ∼m⊆∼.

Démonstration. Nous montrons que ∼m est une bisimulation contextuelle forte modulo
≡. Soit P ∼m Q.

Si P τ−→ P ′, alors par le lemme A.7 nous avons P τ7−→≡ P ′. Il existe donc Q′ tel que
Q

τ7−→ Q′ et P ′ ≡∼m Q′. Par le lemme A.7 nous avons Q τ−→≡ Q′, le résultat est donc vrai.
Si P a−→ F et C = νb̃.〈R〉S, alors par le lemme A.6 nous avons P

a,R7−−→ F ◦ R. Il existe

donc Q′ tel que Q
a,R7−−→ Q′ et F ◦ R ∼ Q′. Par le lemme A.6 il existe F ′ tel que Q a−→ F ′

et Q′ = F ′ ◦ R. Comme ∼m est une congruence, nous avons F • C = νb̃.(F ◦ R | S) ∼m
νb̃.(F ′ ◦ R | S) = F ′ • C, le résultat est donc vrai.

Soit P a−→ C et F = (X)R une fonction. Par le lemme A.7 nous avons P
a,a(X)R7−−−−−→≡ F •

C. Il existe donc Q′ tel que Q
a,a(X)R7−−−−−→ Q′ et F • C ≡∼m Q′. Par le lemme A.7 il existe

C ′ tel que Q a−→ C ′ et Q′ ≡ F • C ′. Nous avons F • C ≡∼m≡ F • C ′ comme souhaité.

A.3 Preuves pour HOπP

Nous prouvons ici les résultats donnés en section 5.2

A.3.1 Correspondance des systèmes de transitions

Lemme A.15. Si P a−→ F , alors pour tout R nous avons P
a,R7−−→ F ◦ R. Si P

a,R7−−→ P ′, il
existe F telle que P a−→ F et P ′ = F ◦ R.

Démonstration. Par induction structurelle sur P . La preuve est similaire à celle pour HOπ
(lemme A.6) : la localité (règles Loc et Locpiτ ) se traite comme la composition parallèle.

Lemme A.16. Si P a−→ C, alors pour tout R tel que R a−→ F et E tel que bn(E)∩extr(C) =

∅, nous avons P
a,R,E
↪−−−→extr(C) F • E{C}.

Si P
a,R,E
↪−−−→eb P ′, alors il existe F,C tels que P a−→ C, R a−→ F , b̃ = extr(C) et P ′ = F •

E{C}.

Démonstration. Par induction structurelle sur P .
Supposons P = a〈P1〉P2. La transition P

a−→ C vient de la règle Out : nous avons
C = 〈P1〉P2. Soient R,E tels que R a−→ F et E∩ fn(P1) = ∅. Par le lemme A.15 nous avons

R
a,P17−−→ F ◦ P1. Par la règle Outpo, nous avons P

a,R,E
↪−−−→fn(P1) F ◦ P1 | E{P2} = F • E{C},

le résultat est donc vrai. Réciproquement, la transition P
a,R,E
↪−−−→eb P ′ provient de la règle

Outpo : nous avons b̃ = fn(P1), R
a,P17−−→ R′ et P ′ = R′ | E{P2}. Par le lemme A.15, il existe

F tel que R a−→ F et R′ = F ◦ P1. Nous avons donc P ′ = F ◦ P1 | E{P2} = F • E{〈P1〉P2},
et nous avons P a−→ 〈P1〉P2 par la règle Out, le résultat est donc vrai.

Supposons P = P1 | P2. La transition P a−→ C vient de la règle Par ou de sa symétrique.
Nous supposons que nous avons C = C1 | P2 avec P1

a−→ C1, le cas symétrique est analogue.
Soient R,E tels que R a−→ F et E∩extr(C) = ∅. Nous avons extr(C) = extr(C1) et bn(E{2 |

P2})∩extr(C1) = ∅, donc par induction nous avons P1
a,R,E{2|P2}
↪−−−−−−−→extr(C1) F • E{C1 | P2}.
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96 Sémantique à complément

Par la règle Parpo nous avons P
a,R,E
↪−−−→extr(C) F • E{C} comme souhaité. Réciproquement,

la transition P
a,R,E
↪−−−→eb P ′ provient de la règle Parpo : nous avons P1

a,R,E{2|P2}
↪−−−−−−−→extr(C1) P

′.

Par induction il existe F,C1 tels que P1
a−→ C1, R a−→ F , extr(C1) = b̃ et P ′ = F • E{C1 |

P2}. Par la règle Par nous avons P a−→ C1 | P2
∆= C, et nous avons extr(C) = extr(C1) = b̃

et F • E{C} = F • E{C1 | P2} = P ′ comme voulu.
Si P = a[P1], la transition de P peut provenir des règles de passivation Passiv et

Passivpo ou des règles de congruence Loc et Locpo. Le cas de la passivation se traite
comme l’émission de message, et la congruence se traite comme la composition parallèle.
De même la réplication se traite comme la composition parallèle.

Supposons P = νc.P1. La transition P
a−→ C provient de la règle Restr : nous avons

P1
a−→ C1 et C = νc.C1. Soient R,E tels que R a−→ F et E ∩ extr(C) = ∅. Nous avons deux

possibilités.
– Si c est libre dans le message de C1, nous avons F • E{C} = νc.F • E{C1}. Par

induction nous avons P
a,R,E
↪−−−→extr(C1) F • E{C1}. Nous avons extr(C1) = extr(C)∪c,

donc par la règle Extrpo nous avons P
a,R,E
↪−−−→extr(C) νc.F • E{C1} = F • E{C},

comme souhaité.
– Si c n’apparâıt pas dans le message de C1, nous avons F • E{C} = F • E{νc.C1}. Par

induction nous avons P1
a,R,E{νc.2}
↪−−−−−−−→extr(C1) F • E{νc.C1}. Nous avons extr(C) =

extr(C1) et P
a,R,E
↪−−−→extr(C) F • E{νc.C1} = F • E{C} par la règle Restrpo, le

résultat est donc vrai.
Réciproquement, la transition P

a,R,E
↪−−−→eb P ′ peut provenir de deux dérivations :

– Si la transition vient de la règle Restrpo, nous avons P1
a,R,E{νc.2}
↪−−−−−−−→eb P ′ et c /∈ b̃.

Par induction il existe F,C1 tels que P1
a−→ C1, R a−→ F , b̃ = extr(C1) et P ′ =

F • E{νc.C1}. Par la règle Restr, nous avons P a−→ νc.C1 = C, et nous avons
P ′ = F • E{νc.C1} = F • E{C} et extr(C) = extr(C1) = b̃, le résultat est donc
vrai.

– Si la transition vient de la règle Extrpo, nous avons P1
a,R,E
↪−−−→eb∪c P ′1 et P ′ = νc.P ′1.

Par induction il existe F,C1 tels que P1
a−→ C1, R a−→ F , b̃ ∪ c = extr(C1) et P ′1 =

F • E{C1}. Par la règle Restr, nous avons P a−→ νc.C1 = C. Comme c ∈ extr(C1),
le nom c est dans le message de C1, donc dans la portée de c est étendue dans
F • E{C} : nous avons donc F • E{C} = νc.F • E{C1} = νc.P ′1 = P ′ et b̃ =
extr(C1) \ c = extr(C), le résultat est donc vrai.

Lemme A.17. Si P a−→ C, alors pour tout R,E tel que R a−→ F , nous avons P
a,R,E7−−−→extr(C)

F • E{C}.
Si P

a,R,E7−−−→eb P ′, alors il existe F,C tels que P a−→ C, R a−→ F , b̃ = extr(C) et P ′ = F •
E{C}.

Démonstration. Soit R,E tel que R a−→ F . Le premier résultat est par induction sur le
nombre de capture par E, c’est-à-dire le nombre de noms dans bn(E) ∩ extr(C). Si ce
nombre est nul, le lemme A.16 s’applique. Si ce nombre est n > 0, il existe un nom c
tel que E = E1{νc.E2} et c ∈ extr(C). L’ensemble bn(E1{E2}) ∩ extr(C) est de taille

n − 1, donc par induction nous avons P
a,R,E1{E2}7−−−−−−−→extr(C) F • E1{E2{C}}. Par la règle

Captpo nous avons P
a,R,E7−−−→extr(C) νc.F • E1{E2{C}}, et comme c ∈ extr(C), nous avons

F • E{C} = νc.F • E1{E2{C}}, le résultat est donc vrai.

La réciproque est par induction sur la dérivation de P
a,R,E7−−−→eb P ′. Si la dernière règle

appliquée est CFreepo, nous avons P
a,R,E
↪−−−→eb P ′, et le résultat est vrai par le lemme A.16.
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A.3 Preuves pour HOπP 97

Sinon, nous avons P
a,R,E1{E2}7−−−−−−−→eb P” avec P ′ = νc.P”, c ∈ b̃ et E = E1{νc.E2}. Par

induction, il existe F,C tels que P a−→ C, R a−→ F , b̃ = extr(C) et P” = F • E1{E2{C}}.
Comme c ∈ b̃ = extr(C), nous avons F • E{C} = νc.F • E1{E2{C}} = νc.P” = P ′, le
résultat est donc vrai.

Lemme A.18. Nous avons P τ−→ P ′ ssi P τ7−→ P ′.

Démonstration. Par induction structurelle sur P .
Supposons P = P1 | P2. La transition P

τ−→ P ′ provient des règles Par ou HO ou de
leur symétrique. Dans le cas de HO, nous avons P1

a−→ F , P2
aC−−→ et P ′ = F • C. Par

le lemme A.17, nous avons P1
a,P2,27−−−−→eb F • C = P ′, donc par la règle HOπ nous avons

P
τ7−→ P ′, comme souhaité. Dans le cas de Par, nous avons P1

τ−→ P ′1 et P ′ = P ′1 | P2. Par
induction nous avons P1

τ7−→ P ′1, donc par Parpiτ nous avons P τ7−→ P ′1 | P2 comme souhaité.

Réciproquement, la transition P
τ7−→ P ′ provient de la règle Parpiτ ou HOπ. Dans le

cas de HOπ, nous avons P1
a,P2,27−−−−→eb P ′ donc par le lemme A.17, il existe F,C tels que

P1
a−→ C, P2

a−→ F et P ′ = F • C. Par HO, nous avons P τ−→ F • C = P ′, le résultat est
donc vrai. Dans le cas Parpiτ , nous avons P1

τ7−→ P ′1 et P ′ = P ′1 | P2. Par induction nous
avons P1

τ−→ P ′1, donc par la règle Par P
τ−→ P ′1 | P2 = P ′, le résultat est donc vrai.

La restriction et la localité se traitent comme les règles de congruence de la compo-
sition parallèle. Si P =!P1, les transitions proviennent des règles de congruence ou de
communication : ces deux cas se traitent comme les cas correspondants de la composition
parallèle.

Lemme A.19. Soit P un processus de HOπP :
– Nous avons P τ=⇒ P ′ ssi P Z τ=⇒ P ′.
– Si P a=⇒ F et F ◦ R τ=⇒ P ′, alors nous avons P Z a,R==⇒ P ′. Si P Z a,R==⇒ P ′, alors il existe
F tel que P a=⇒ F et F ◦ R τ=⇒ P ′.

– Si P a=⇒ C, alors pour tout R,E tels que R
a=⇒ F et F • E{C} τ=⇒ P ′, nous avons

P Z a,R,E===⇒extr(C) P
′. Si P Z a,R,E===⇒eb P ′, il existe F,C tels que P a=⇒ F , R a=⇒ C, b̃ = extr(C)

et F • E{C} τ=⇒ P ′.

Démonstration. Par le lemme A.18, nous avons τ−→= τ7−→, donc nous avons τ=⇒=Z τ=⇒.
Si P τ=⇒ P1

a−→ F et F ◦ R τ=⇒ P ′, alors nous avons P Z τ=⇒ P1 et F ◦ R Z τ=⇒ P ′ par le premier
résultat. Par le lemme A.15 nous avons P1

a,R7−−→ F ◦ R, donc au final nous avons P Z a,R==⇒ P ′.
Si P Z τ=⇒ P1

a,R7−−→ P2 Z τ=⇒ P ′, par le premier résultat nous avons P τ=⇒ P1 et P2
τ=⇒ P ′. Par

le lemme A.15 il existe F tel que P1
a−→ F et P2 = F ◦ R. Nous avons donc P a=⇒ F et

F ◦ R τ=⇒ P ′ comme voulu.
Soient P τ=⇒ P1

a−→ C, R tel que R τ=⇒ R1
a−→ F et F • E{C} τ=⇒ P ′. Par le premier

résultat nous avons P Z τ=⇒ P1, R Z τ=⇒ R1 et F • E{C} Z τ=⇒ P ′. Par le lemme A.17, nous avons

P1
a,R1,E7−−−−→extr(C) F • E{C}. Nous avons donc P Z τ=⇒ a,R1,E7−−−−→extr(C) Z

τ=⇒ P ′ avec R Z τ=⇒ R1, c’est-

à-dire P Z a,R,E===⇒extr(C) P
′ comme voulu. Réciproquement, si P Z τ=⇒ P1

a,R1,E7−−−−→eb P2 Z τ=⇒ P ′ avec
R Z τ=⇒ R1, nous avons P τ=⇒ P ′1, P2

τ=⇒ P ′ et R τ=⇒ R1 par le premier résultat. Par le lemme
A.17, il existe F.C tels que P1

a−→ C, R1
a−→ F , b̃ = extr(C) et P2 = F • E{C}. Nous avons

donc P a=⇒ C, R a=⇒ F et F • E{C} τ=⇒ P ′ comme souhaité.
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98 Sémantique à complément

A.3.2 Congruence de la bisimilarité à complément

Lemme A.20. Si P ≈m Q et P
a,R,E
↪−−−→eb P ′, alors il existe Q′, R′ tels que Q Z τ=⇒

a,R,E
↪−−−→eb Z τ=⇒ Q′,

R Z τ=⇒ R′ et P ′ ≈m Q′.

Démonstration. Comme nous avons P
a,R,E
↪−−−→eb P ′, nous avons bn(E)∩ b̃ = ∅, et P

a,R,E7−−−→eb P ′
par CFreepo. Il existe donc Q′ tel que Q Z a,R,E===⇒eb Q′ et P ′ ≈m Q′. Par définition il existe R′

tel que R Z τ=⇒ R′ et Q Z τ=⇒ a,R′,E7−−−−→eb Z τ=⇒ Q′. Comme bn(E)∪ b̃ = ∅, la transition
a,R′,E7−−−−→eb provient

de la règle CFreepo, nous avons donc Q Z τ=⇒
a,R′,E
↪−−−→eb Z τ=⇒ Q′ comme souhaité.

Lemme A.21. Soient P ≈m Q.
Si P λ=⇒ P ′, alors il existe Q′ tel que Q λ=⇒ Q′ et P ′ ≈m Q′.

Si P Z τ=⇒
a,R′,E
↪−−−→eb Z τ=⇒ P ′ avec R Z τ=⇒ R′, alors il existe R”, Q′ tels que R Z τ=⇒ R”, Q Z τ=⇒

a,R”,E
↪−−−−→eb Z τ=⇒

Q′ et P ′ ≈m Q′.

Démonstration. Si P Z τ=⇒ P ′, le résultat se prouve facilement par induction sur le nombre
d’étapes τ .

Si P Z τ=⇒ P1
a,R7−−→ P2 Z τ=⇒ P ′, alors par le premier résultat il existe Q1 tel que Q Z τ=⇒ Q1

et P1 ≈m Q1. Par bisimilarité il existe Q2 tel que Q1 Z a,R==⇒ Q2 et P2 ≈m Q2. Enfin par
le premier résultat il existe Q′ tel que Q2 Z τ=⇒ Q′ et P ′ ≈m Q′. Au final nous avons donc
Q Z a,R==⇒ Q′ comme souhaité.

Si P Z τ=⇒ P1
a,R′,E7−−−−→eb Z τ=⇒ P ′ avec R Z τ=⇒ R′, alors par le premier résultat il existe Q1 tel que

Q Z τ=⇒ Q1 et P1 ≈m Q1. Par bisimilarité il existe R”, Q2 tels que R Z τ=⇒ R”, Q1 Z τ=⇒ a,R”,E7−−−−→eb Z τ=⇒
Q2 et P2 ≈m Q2. Par le premier résultat il existe Q′ tel que Q2 Z τ=⇒ Q′ et P ′ ≈m Q′. Nous
avons donc Q Z τ=⇒ a,R”,E7−−−−→eb Z τ=⇒ Q′, c’est-à-dire Q Z a,R,E===⇒eb Q′ comme souhaité. La preuve est

similaire pour P Z τ=⇒
a,R′,E
↪−−−→eb Z τ=⇒ P ′ en remplaçant l’utilisation de la bisimilarité par le lemme

A.20.

Lemme A.22. Si P ≈•m Q, alors fn(P ) = fn(Q).

Démonstration. Par induction sur la dérivation de P ≈•m Q.
Soient P ≈◦m Q et σ la substitution qui clôt P et Q avec des processus 0. Nous avons

Pσ ≈m Qσ, donc fn(Pσ) = fn(Qσ), donc fn(P ) = fn(Q).
Si P ≈•m R ≈◦m Q, alors nous avons fn(P ) = fn(R) par induction, et en utilisant la

même technique que pour le premier cas, nous avons fn(R) = fn(Q).

Si P = op(P̃ ) et Q = op(Q̃) avec P̃ ≈•m Q̃, alors par induction nous avons f̃n(P ) =

f̃n(Q). Nous vérifions alors facilement opérateur par opérateur que nous avons fn(P ) =
fn(Q).

Lemme A.23. Si P
a,R7−−→ P ′, pour tout R ≈•m R′, il existe P” tel que P

a,R′7−−→ P” et
P ′ ≈•m P”.

Soient P (≈m)•c Q. Si P
a,R7−−→ P ′, pour tout R (≈m)•c R

′, il existe Q′ tel que Q Z a,R
′

==⇒ Q′

et P ′ (≈m)•c Q
′.

Démonstration. Similaire à celle du lemme A.8.

Lemme A.24. Si E ≈•m F, E′ ≈•m F′ et P ≈•m Q, alors nous avons E{E′} ≈•m F{F′} et
E{P} ≈•m F{Q}.
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A.3 Preuves pour HOπP 99

Démonstration. Facile par induction sur E ≈•m F.

Corollaire A.1. Si E ≈•m F et P ≈•m Q, alors nous avons E{νa.2} ≈•m F{νa.2},
E{a[2]} ≈•m F{a[2]}, E{2 | P} ≈•m F{2 | Q} et E{2 |!P} ≈•m F{2 |!Q}.

Lemme A.25. Si E ≈•m F, alors bn(E) = bn(F).

Démonstration. Facile par induction sur E ≈•m F.

Lemme A.26. Si P
a,R,E
↪−−−→eb P ′, R (≈m)•c R

′ et E (≈m)•c F, alors il existe R”, P” tels que

R′ Z τ=⇒ R”, P Z τ=⇒
a,R”,F
↪−−−−→eb Z τ=⇒ P” et P ′ (≈m)•c P”.

Démonstration. Par induction sur la dérivation de P
a,R,E
↪−−−→eb P ′.

Si la règle utilisée est Outpo, nous avons P = a〈P1〉P2
a,R,E
↪−−−→eb R1 | E{P2} = P ′ avec

R
a,P17−−→ R1. Par le lemme A.23, il existe R”, R′1, R

′
2 tels que R′ Z τ=⇒ R”

a,P17−−→ R′2 Z τ=⇒ R′1

et R1 (≈m)•c R
′
1. Par la règle Outpo nous avons P

a,R”,F
↪−−−−→eb R′2 | F{P2}, donc nous avons

P
a,R”,F
↪−−−−→eb Z τ=⇒ R′1 | F{P2}

∆= P”. Par congruence de ≈•m et le lemme A.24, nous avons
P ′ (≈m)•c P”. Le cas de la règle Passivpo se traite de la même manière.

Si la dernière règle est Parpo, nous avons P = P1 | P2 avec P1
a,R,E{2|P2}
↪−−−−−−−→eb P ′. Par le

corollaire A.1 nous avons E{2 | P2} (≈m)•c F{2 | P2}, donc par induction il existe R”, P”

tels que R′ Z τ=⇒ R”, P1 Z τ=⇒
a,R”,F{2|P2}
↪−−−−−−−−→eb Z τ=⇒ P” et P ′ (≈m)•c P”. En utilisant la règle Parpiτ

pour les τ -actions et Parpo pour l’émission, nous avons P Z τ=⇒
a,R”,F
↪−−−−→eb Z τ=⇒ P”, comme voulu.

Les règles Locpo, Restrpo et Replicpo se traitent de la même manière.

Si la dernière règle utilisée est Extrpo, nous avons P = νc.P1 avec P1
a,R,E
↪−−−→eb P ′1, c ∈ b̃

et P ′ = νc.P ′1. Par induction il existe R”, P”1 tels que R′ Z τ=⇒ R”, P1 Z τ=⇒
a,R”,F
↪−−−−→eb P”1 et

P ′1 (≈m)•c P”1. Par les règles Restrpiτ (pour les τ -actions) et Extrpo (pour l’émission), nous

avons P Z τ=⇒
a,R”,F
↪−−−−→eb Z τ=⇒ νc.P”1

∆= P”. Par congruence de (≈m)•c nous avons P ′ (≈m)•c P”,
comme souhaité.

Lemme A.27. Si P (≈m)•c Q, alors pour tout P
a,R,E
↪−−−→eb P ′, R (≈m)•c R

′ et E (≈m)•c F, il

existe R”, Q′ tels que R′ Z τ=⇒ R”, Q Z τ=⇒
a,R”,F
↪−−−−→eb Z τ=⇒ Q′ et P ′ (≈m)•c Q

′.

Démonstration. Par induction sur la taille de la dérivation de P (≈m)•c Q.
Supposons P ≈◦m Q ; comme P et Q sont clos, nous avons P ≈m Q. Par le lemme A.26,

il existe R1, P” tels que R′ Z τ=⇒ R1 et P Z τ=⇒
a,R1,F
↪−−−−→eb Z τ=⇒ P”. Par le le lemme A.21, il existe

R”, Q′ tel que Q Z τ=⇒
a,R”,F
↪−−−−→eb Z τ=⇒ Q′ et P ′ ≈•m Q′. Les processus impliqués sont clos donc nous

avons P ′ (≈m)•c Q
′ comme souhaité.

Supposons P ≈•m T ≈◦m Q. Soit σ une substitution qui clôt T ; nous avons P (≈m)•c Tσ

par le lemme A.2. Par induction, il existe R1, T
′ tels que R′ Z τ=⇒ R1, Tσ Z τ=⇒

a,R1,F
↪−−−−→eb Z τ=⇒ T ′

et P ′ (≈m)•c T
′. Nous avons Tσ ≈m Q, donc par le lemme A.21, il existe R”, Q′ tels que

R′ Z τ=⇒ R”, Q Z τ=⇒
a,R”,F
↪−−−−→eb Z τ=⇒ Q′ et P ′ ≈•m Q′. Nous avons P ′ (≈m)•c T

′ ≈m Q′, et comme les
processus sont clos nous avons P ′ (≈m)•c Q

′ comme voulu.
Supposons P = op(P̃i) et Q = op(Q̃i) avec P̃i (≈m)•c Q̃i. Par analyse de cas sur op :

– Si P = a〈P1〉P2 et Q = a〈Q1〉Q2, nous avons P
a,R,E
↪−−−→eb R1 | E{P2} = P ′ avec

R Z τ=⇒ R1, fn(P1) = b̃ et bn(E)∩ b̃ = ∅. Par le lemme A.25, nous avons bn(E) = bn(F),
et par le lemme A.22, nous avons fn(P1) = fn(Q1). Nous avons donc fn(Q1) = b̃ et

bn(F)∩ b̃ = ∅. Par le lemme A.23, il existe R”, R′1 tels que R′ Z τ=⇒ R”
a,Q17−−−→ Z τ=⇒ R′1. Par
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100 Sémantique à complément

les règles Outpo et Parpiτ , nous avons Q
a,R”,F
↪−−−−→eb Z τ=⇒ R′1 | F{Q2}

∆= Q′. Par le lemme
A.24 et par congruence de (≈m)•c , nous avons P ′ (≈m)•c Q

′ comme voulu. Le cas de
la passivation (règle Passivpo) se traite de la même manière.

– Si P = P1 | P2 et Q = Q1 | Q2, nous avons P1
a,R,E{2|P2}
↪−−−−−−−→eb P ′. Par le corollaire A.1,

nous avons E{2 | P2} (≈m)•c F{2 | Q2}, donc par induction il existe R”, Q′ tels que

R′ Z τ=⇒ R”, Q1 Z τ=⇒
a,R”,F{2|Q2}
↪−−−−−−−−→eb Z τ=⇒ Q′ et P ′ (≈m)•c Q

′. Par les règles Parpiτ et Parpo

nous avons Q Z τ=⇒
a,R”,F
↪−−−−→eb Z τ=⇒ Q′ et P ′ (≈m)•c Q

′, comme souhaité. Les règles Locpo,
Replicpo et Restrpo se traitent de la même manière.

– Si P = νc.P1 et Q = νc.Q1 et que la transition de P vient de la règle Extrpo, nous

avons P1
a,R,E
↪−−−→eb P ′1, c ∈ b̃ et P ′ = νc.P ′1. Par induction il existe R”, Q′1 tels que

R′ Z τ=⇒ R”, Q1 Z τ=⇒
a,R”,F
↪−−−−→eb Z τ=⇒ Q′1 et P ′1 (≈m)•c Q

′
1. Par les règles Restrpiτ et Extrpo,

nous avons Q Z τ=⇒
a,R”,F
↪−−−−→eb Z τ=⇒ Q′, et nous avons P ′ (≈m)•c Q

′ par congruence de (≈m)•c .

Lemme A.28. Si E ≈•m F et E = E1{νc.E2}, il existe F1,F2 tels que F = F1{νc.F2},
E1 ≈•m F1 et E2 ≈•m F2.

Démonstration. Facile par induction sur E ≈•m F.

Lemme A.29. Soient P (≈m)•c Q. Si P
a,R,E7−−−→eb P ′, R (≈m)•c R

′ et E (≈m)•c F, il existe

Q′ tel que Q Z a,R
′,E

===⇒eb Q′ et P ′ (≈m)•c Q
′.

Démonstration. Par induction sur le nombre de noms de l’ensemble bn(E) ∩ b̃.
Si ce nombre est nul, la transition de P provient de la règle CFreepo. Nous avons donc

P
a,R,E
↪−−−→eb P ′. Par le lemme A.27 il existe R”, Q′ tels que R′ Z τ=⇒ R”, Q Z τ=⇒

a,R”,E
↪−−−−→eb Z τ=⇒ Q′

et P ′ (≈m)•c Q
′. Par la règle CFreepo nous avons Q Z τ=⇒ a,R”,E7−−−−→eb Z τ=⇒ Q′, nous avons donc

Q Z a,R
′,E

===⇒eb P ′.
Sinon, la dérivation provient de la règle Captpo. Nous avons P

a,R,E1{E2}7−−−−−−−→eb P ′1 avec E =
E1{νc.E2}, c ∈ b̃ et P ′ = νc.P1. Par le lemme A.28, il existe F1,F2 tels que F = F1{νc.F2},
E1 (≈m)•c F1 et E2 (≈m)•c F2. Par le lemme A.24, nous avons E1{E2} (≈m)•c F1{F2}, donc

par induction il existe Q′1 tel que Q Z
a,R′,F1{F2}=======⇒eb Q′1 et P ′1 (≈m)•c Q

′
1. Par la règle Captpo

nous avons Q Z a,R
′,F

===⇒eb νc.Q′1 ∆= Q′ et nous avons P ′ (≈m)•c Q
′ par congruence de ≈•m.

Lemme A.30. Soient P (≈m)•c Q. Si P τ7−→ P ′, alors il existe Q′ tel que Q Z τ=⇒ Q′ et
P ′ (≈m)•c Q

′.

Démonstration. Par induction sur la taille de la dérivation de P (≈m)•c Q.
Supposons P ≈◦m Q ; comme les processus sont clos, nous avons P ≈m Q. Le résultat

est vrai par bisimilarité.
Supposons P ≈•m T ≈◦m Q. Soit σ une substitution qui clôt T ; nous avons P (≈m)•c Tσ

par le lemme A.2. Par induction, il existe T ′ tel que Tσ Z τ=⇒ T ′ et P ′ (≈m)•c T
′. Nous avons

Tσ ≈m Q, donc par le lemme A.21, il existe Q′ tel que Q Z τ=⇒ Q′ et P ′ ≈•m Q′. Nous avons
P ′ (≈m)•c T

′ ≈m Q′, et comme les processus sont clos nous avons P ′ (≈m)•c Q
′ comme

voulu.
Supposons P = op(P̃i) et Q = op(Q̃i) avec P̃i ≈•m Q̃i. Nous procédons par analyse de

cas sur op. Si P = P1 | P2 et Q = Q1 | Q2, la transition de P peut provenir des règles Parpiτ

et HOp
τ et de leur symétrique. Dans le cas de la règle HOp

τ , nous avons P1
a,P2,27−−−−→eb P ′.
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A.3 Preuves pour HOπP 101

Par le lemme A.29, il existe Q′2, Q
′ tels que Q2 Z τ=⇒ Q′2, Q1 Z τ=⇒

a,Q′2,E7−−−−→eb Z τ=⇒ Q′ et P ′ (≈m)•c Q
′.

Nous avons Q Z τ=⇒ Q1 | Q′2 Z τ=⇒ Q′ par les règles Parpiτ et HOp
τ , le résultat est donc vrai.

Si la transition provient de la règle Parpiτ , nous avons P1
τ7−→ P ′1 et P ′ = P ′1 | P2. Par

induction il existe Q′1 tel que Q1 Z τ=⇒ Q′1 et P ′1 (≈m)•c Q
′
1. Par la règle Parpiτ nous avons

Q Z τ=⇒ Q′1 | Q2
∆= Q′, et comme (≈m)•c est une congruence, nous avons P ′ (≈m)•c Q

′ comme
voulu. Les règles Restrpiτ , Replicpiτ et Locpiτ se traitent de la même manière.

Lemme A.31. If P (≈m)•c Q et P Z λ=⇒ P ′, il existe Q′ tel que Q Z λ=⇒ Q′ et P ′ (≈m)•c Q
′.

Démonstration. Similaire à celle du lemme A.21, en utilisant les lemmes A.23, A.29 et
A.30.

Lemme A.32. La relation (≈m)•c
∗ est une bisimulation faible à complément.

Démonstration. Par le lemme A.4, (≈m)•c
∗ est symétrique, et le lemme A.31 permet de

montrer que (≈m)•c
∗ est une simulation faible à complément,

Théorème A.2. La relation ≈m est une congruence.

Démonstration. Immédiat par les lemmes A.32 et A.5.

A.3.3 Correspondance des bisimilarités

Lemme A.33. Soient P ≈ Q, P a−→ C, F une fonction, et Q a=⇒ C tel que pour tout E, il
existe Q′ tel que F • E{C ′} τ=⇒ Q′ et F • E{C} ≈ Q′. Nous avons extr(C) = extr(C ′).

Démonstration. Soient b, e /∈ fn(P,Q). Pour deux ensembles de noms deux-à-deux distincts
c̃i, d̃i de même taille, nous définissons

Eeci,edi ∆= νbe.b[νc̃i.e[2] | e(Y )(
∏
i

ci.0 | ci.ci.di.0)] | b(Z)Z | Z

Si la portée d’un nom ci0 est étendue hors de b, après passivation de e et duplication
du contenu de b, la double synchronisation sur ci0 devient possible et le nom di0 devient
observable. Si di0 devient observable, la passivation sur e a été déclenchée, et une synchro-
nisation sur ci0 était possible. Comme la passivation détruit toute éventuelle occurrence de
ci0 contenue dans e, cette synchronisation n’est possible que si la portée de ci0 est étendue
hors de b avant la duplication du contenu de b. Le nom di0 devient donc observable ssi la
portée de ci0 est étendue hors de b.

Soit d̃i un ensemble de noms deux-à-deux disjoints de même taille que extr(C), et
tel que d̃i ∩ fn(P,Q, F ) = ∅. Soit P ′ ∆= F • E

extr(C),edi{C}. Il existe Q′ tel que F •
E
extr(C),edi{C ′} τ=⇒ Q′ et P ′ ≈ Q′. Soit ci0 ∈ extr(C) ; par définition, la portée de ci0

est étendue hors de b dans P ′, donc di0 devient observable dans P ′. Comme P ′ ≈ Q′,
di0 devient observable également dans Q′, ce qui est possible seulement si la portée de
ci0 est étendue hors de b dans Q′, c’est-à-dire seulement si ci0 ∈ extr(C ′). Nous avons
donc extr(C) ⊆ extr(C ′). Réciproquement, soit d̃i un ensemble de noms deux-à-deux
disjoints de même taille que extr(C ′), et et tel que d̃i ∩ fn(P,Q, F ) = ∅. Soit P ′ ∆= F •
E
extr(C′),edi{C}. Il existe Q′ tel que F • E

extr(C′),edi{C ′} τ=⇒ Q′ et P ′ ≈ Q′. En raisonnant sur
les observables faibles de Q′, nous pouvons montrer de la même manière que nous avons
extr(C ′) ⊆ extr(C).
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102 Sémantique à complément

Lemme A.34. Si P ≈ Q, alors P ≈m Q.

Démonstration. Nous montrons d’abord que ≈ est une bisimulation faible à complément.
Nous avons fn(P ) = fn(Q) par définition.

Si P τ7−→ P ′, alors nous avons P τ−→ P ′ par le lemme A.18. Par définition il existe Q′ tel
que Q τ=⇒ Q′ et P ′ ≈ Q′. Nous avons Q Z τ=⇒ Q′ par le lemme A.19.

Si P
a,R7−−→ P ′, alors il existe F telle que P a−→ F et P ′ = F ◦ R par le lemme A.15. Par

définition il existe F ′, Q′ tels que Q a=⇒ F ′, F ′ ◦ R ≡ F ′ ◦ 〈R〉0 τ=⇒ Q′ et F • 〈R〉0 ≈ Q′.

Par le lemme A.19 nous avons Q Z a,R==⇒ Q′ comme souhaité.

Si P
a,R,E7−−−→eb P ′, alors il existe F,C tels que P a−→ C, R a−→ F , b̃ = extr(C) et P ′ = F •

E{C}. Par définition il existe C ′, Q′ tels que Q a=⇒ C, F • E{C ′} τ=⇒ Q′ et F • E{C ′} ≈ Q′.
Par le lemme A.33, nous avons extr(C ′) = extr(C) = b̃, donc par le lemme A.19, nous

avons Q Z a,R,E===⇒eb Q′ comme voulu.

A.3.4 Complétude

Nous prouvons la complétude de ≈m, le schéma de preuve est semblable dans le cas
fort.

Définition A.2. Nous définissons la suite de relation (≈km)k≥0 par :
– nous avons P ≈0

m Q ssi fn(P ) = fn(Q) :
– nous avons P ≈k+1

m Q ssi fn(P ) = fn(Q) et pour tout P λ7−→ P ′, il existe Q′ tel que
Q Z λ=⇒ Q′ et P ′ ≈km Q′, et réciproquement pour Q λ7−→ Q′.

La relation ≈ωm est définie par ≈ωm
∆=

⋂
k∈N ≈km.

Notez que par définition, nous avons ≈k+1⊆≈k pour tout k.

Lemme A.35. Nous avons ≈m=≈ωm sur les processus à image finie.

Démonstration. Par définition de ≈ωm, nous avons ≈m⊆≈ωm. Nous prouvons l’inclusion in-
verse sur les processus à image finie en montrant que ≈ωm est une bisimulation contextuelle
précoce faible.

Supposons P λ7−→ P ′. Pour tout k, il existe Q′k tel que Q Z λ=⇒ Q′k et P ′ ≈km Q′k. Comme

Q est à image finie, il existe Q′ tel que Q Z λ=⇒ Q′ et Q′ = Qk pour une infinité de k. Nous
avons donc P ′ ≈km Q′ pour une infinité de k, donc nous avons P ′ ≈ωm Q′.

Lemme A.36. Pour tout R
a,P7−−→ R′′, il existe E, a(X)R′ tels que R = E{a(X)R′}, R′′ =

E{R′{P/X}}.

Démonstration. Immédiat par induction sur R.

Le résultat suivant permet d’ajouter des observables à une transition P
a,R,E7−−−→eb P ′.

Lemme A.37. Pour tout P
a,R,E7−−−→eb P ′, il existe Rc = F{R′} | c.0 tel que

– R = F{a(X)R′} ;

– nous avons P
a,a(X)Rc,E7−−−−−−−→eb≡ P ′ | c.0 ;

– pour tout Q tel que Q Z a,R,E===⇒eb, il existe Q′, Qc tels que Q Z
a,a(X)Rc,E=======⇒eb Qc, Q Z a,R,E===⇒eb Q′

et Qc ≡ Q′ | c.0.
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A.3 Preuves pour HOπP 103

Démonstration. Nous prouvons l’existence de R′ et la première propriété par induction sur

P
a,R,E7−−−→eb P ′. Si la règle utilisée est CFreepo, nous avons P

a,R,E
↪−−−→eb P ′ ; nous montrons par

induction sur la dérivation de P
a,R,E
↪−−−→eb P ′ qu’il existe Rc tel que P

a,a(X)Rc,E
↪−−−−−−−→eb≡ P ′ | c.0

Si la règle utilisée est Outpo, nous avons P = a〈P1〉P2
a,R,E
↪−−−→eb R1 | E{P2} = P ′

avec R
a,P17−−→ R1. Il existe F, a(X)R′ tels que R = F{a(X)R′} et R1 = F{R′{P1/X}}.

Nous définissons Rc = F{R′} | c.0. Nous avons a(X)Rc
a,P17−−→ R1 | c.0, donc nous avons

P
a,a(X)Rc,E
↪−−−−−−−→eb R1 | c.0 | E{P2} ≡ P ′ | c.0, comme souhaité. La règle Passivpo se traite de

la même manière.
Si la règle utilisée est Parpo, nous avons P = P1 | P2

a,R,E
↪−−−→eb P ′ avec P1

a,R,E{2|P2}
↪−−−−−−−→eb

P ′. Par induction il existe Rc tel que P1
a,a(X)Rc,E{2|P2}
↪−−−−−−−−−−−→eb≡ P ′ | c.0. Nous avons donc

P
a,a(X)Rc,E
↪−−−−−−−→eb≡ P ′ | c.0, le résultat est vrai. Les règles Restrpo, Replicpo et Locpo se

traitent de la même manière.
Si la règle utilisée est Extrpo, nous avons P = νd.P1

a,R,E
↪−−−→eb νd.P ′1 = P ′ avec P1

a,R,E
↪−−−→eb

P ′1. Par induction il existe Rc tel que P1
a,a(X)Rc,E
↪−−−−−−−→eb≡ P ′1 | c.0. Nous avons P

a,Rc,E
↪−−−−→eb≡

νd.(P ′1 | c.0) ≡ (νd.P ′1) | c.0 = P ′ | c.0, le résultat est vrai.
Le résultat intermédiaire étant prouvé, nous revenons à l’induction principale. Il existe

donc Rc tel que P
a,a(X)Rc,E
↪−−−−−−−→eb≡ P ′ | c.0, donc nous avons P

a,a(X)Rc,E7−−−−−−−→eb≡ P ′ | c.0 par la
règle CFreepo.

Si la règle est Captpo, nous avons P
a,R,E1{νd.E2}7−−−−−−−−−→eb νd.P ′1 = P ′ avec P

a,R,E1{E2}7−−−−−−−→eb P ′1.

Par induction, il existe Rc tel que P
a,a(X)Rc,E1{E2}7−−−−−−−−−−−→eb≡ P ′1 | c.0. Par la règle Captpo, nous

avons P
a,a(X)Rc,E1{νd.E2}7−−−−−−−−−−−−→eb≡ νd.(P ′1 | c.0) ≡ (νd.P1) | c.0 = P ′ | c.0, comme souhaité.

Soit Q tel que Q Z a,R,E===⇒eb ; par définition il existe R1, Q1 tels que R Z τ=⇒ R1 et Q Z τ=⇒
Q1

a,R1,E7−−−−→eb Z τ=⇒. Nous montrons par induction sur Q1
a,R1,E7−−−−→eb qu’il existe Q′, Q′c tels que

Q1
a,a(X)Rc,E7−−−−−−−→eb Q′c, Q1

a,R,E7−−−→eb Q′ et Qc ≡ Q′ | c.0.

Si que la transition provient CFreepo, nous avons Q
a,R1,E
↪−−−−→eb. Nous montrons par

induction sur Q1
a,R1,E
↪−−−−→eb qu’il existe Q′, Q′c tels que Q1

a,a(X)Rc,E
↪−−−−−−−→eb Q′c, Q1

a,R,E
↪−−−→eb Q′ et

Qc ≡ Q′ | c.0.

Si la règle utilisée est Outpo, nous avons Q1 = a〈Q1〉Q2 a,R1,E
↪−−−−→eb R′1 | E{Q2} avec

R1
a,Q1

7−−−→ R′1. Nous avons Rc = F{R′} | c.0 et R = F{a(X)R′}, donc nous avons

a(X)Rc
a,Q1

7−−−→ R′c et R
a,Q1

7−−−→ R′′ avec R′c = R′′ | c.0. Nous avons donc Q1
a,a(X)Rc,E
↪−−−−−−−→eb

R′c | E{Q2} ∆= Qc et Q1
a,R,E
↪−−−→eb R′′ | E{Q2} ∆= Q′. Nous avons bien Qc ≡ Q′ | c.0 comme

souhaité. La règle Passivpo se traite de la même manière.

Si la règle utilisée est Parpo, nous avons Q1 = Q1 | Q2 a,R1,E
↪−−−−→eb avec Q1

a,R1,E{2|P2}
↪−−−−−−−−→eb.

Par induction il existe Q′, Qc tels que Q1
a,a(X)Rc,E{2|Q2}7−−−−−−−−−−−→eb Qc, Q1

a,R,E{2|Q2}7−−−−−−−−→eb Q′ et

Qc ≡ Q′ | c.0. Nous avons Q
a,a(X)Rc,E
↪−−−−−−−→eb Qc et Q

a,R,E
↪−−−→eb Q′, le résultat est donc vrai. Les

règles Restrpo, Locpo et Replicpo se traitent de la même manière.

Si la règle utilisée est Extrpo, nous avons Q1 = νd.Q1 a,R1,E
↪−−−−→eb\d avec Q1 a,R1,E

↪−−−−→eb. Par

induction il existe Q1
c , Q

′1 tels que Q1
a,a(X)Rc,E7−−−−−−−→eb Q1

c et Q1
a,R,E7−−−→eb Q′1 avec Q1

c ≡ Q′1 | c.0.

Nous avons donc Q
a,a(X)Rc,E7−−−−−−−→eb\d νd.Q1

c
∆= Qc et Q

a,R,E
↪−−−→eb νd.Q′1 ∆= Q′. Nous avons

Qc = νd.Q1
c ≡ νd.(Q′1 | c.0) ≡ (νd.Q′1) | c.0 = Q′ | c.0, le résultat est donc vrai.

Le résultat intermédiaire étant prouvé, nous revenons à l’induction principale. Il existe
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104 Sémantique à complément

donc Q′, Q′c tels que Q1
a,a(X)Rc,E
↪−−−−−−−→eb Q′c, Q1

a,R,E
↪−−−→eb Q′ et Qc ≡ Q′ | c.0. Par la règle

CFreepo, nous avons Q1
a,a(X)Rc,E7−−−−−−−→eb Q′c et Q1

a,R,E7−−−→eb Q′, le résultat est donc vrai.

Si la transition provient de la règle Captpo, nous avons Q
a,R1,E7−−−−→eb avec Q

a,R1,E1{E2}7−−−−−−−−→eb
et E = E1{νd.E2}. Par induction, il existe Q′′, Q′′c tels que Q1

a,a(X)Rc,E1{E2}7−−−−−−−−−−−→eb Q′′c ,

Q1
a,R,E1{E2}
↪−−−−−−−→eb Q′′ et Q′c ≡ Q′′ | c.0. Par la règle Captpo, nous avons Q1

a,a(X)Rc,E7−−−−−−−→eb
νd.Q′′c

∆= Q′c et Q1
a,R,E
↪−−−→eb νd.Q′′ ∆= Q′. Nous avons Q′c ≡ νd.(Q′′ | c.0) ≡ (νd.Q′′) | c.0 =

Q′ | c.0, comme souhaité.

L’induction étant prouvée, il existe Q′, Q′c tels que Q1
a,a(X)Rc,E7−−−−−−−→eb Q′c, Q1

a,R,E7−−−→eb Q′ et

Qc ≡ Q′ | c.0. Nous avons Q Z τ=⇒ a,a(X)Rc,E7−−−−−−−→eb Q′c et Q Z τ=⇒ a,R,E7−−−→eb Q′, c’est-à-dire Q Z
a,a(X)Rc,E=======⇒eb

Q′c et Q Z a,R,E===⇒eb Q′, comme voulu.

Dans la suite, nous omettons les 0 en fin de processus ; en particulier nous écrivons a
pour le processus a.0. Nous définissons également un opérateur ⊕ par :

n⊕
j=1

Pj
∆= νa.(a〈P1〉0 | . . . | a〈Pn〉0 | a(X)X |

n∏
j=2

a(Xj)0)

L’opérateur ⊕ est un opérateur de choix ; une fois un processus Pi choisi (c’est-à-dire reçu
par le processus a(X)X), le processus

∏n
j=2 a(Xj)0 détruit les processus Pj pour j 6= i.

Cette opération est nécessaire pour supprimer les noms libres des (Pj)j 6=i du processus P ′

résultant, pour avoir P ′ ≈m Pi.
L’opérateur ⊕ a les propriétés suivantes :
– P ⊕ a ↓a ;
– pour tout i ∈ {1 . . . n}, nous avons

∑n
j=1 Pj Z τ=⇒≈m Pi.

Lemme A.38. Soit P,Q deux processus à image finie. Pour tout k, si P 6≈km Q, alors il
existe C, e tels que C{P}⊕ e 6≈b C{Q}⊕ d.

Démonstration. Nous procédons par induction sur k. Pour k = 0, nous avons fn(P ) 6=
fn(Q) : supposons que nous avons par exemple a ∈ fn(P ) \ fn(Q). Nous définissons :

C
∆= b[νa.(c〈2〉0 | a | a.a.d)] | c(X)b(Y )(Y | Y )

avec b, c, d non libres dans P et Q. Soit e un nom frais ; supposons C{P}⊕ e ≈b C{Q}⊕ e.
Par communication sur c, nous avons

C{P}⊕ e Z τ=⇒ νa.(b[a | a.a.d] | b(Y )(Y | Y )) ∆= P1

Comme a est libre dans P , la portée de la restriction νa est étendue hors de b. Le processus
P1 a b comme observable mais pas c, cette transition ne peut donc être imitée que par

C{Q}⊕ e Z τ=⇒ b[νa.Ra] | b(Y )(Y | Y ) ∆= Q1

avec Ra = a | a.a.d ou Ra = a.d. Nous avons

P1
τ7−→ νa.(a | a.a.d | a | a.a.d) ∆= P2

par passivation de b. Comme b n’est plus observable dans P2, cette transition ne peut être
imitée que par

Q1 Z τ=⇒ (νa.R′a) | (νa.R′′a) ∆= Q2
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A.3 Preuves pour HOπP 105

avec Ra Z τ=⇒ R′a et Ra Z τ=⇒ R′′a. La transition P2 Z τ=⇒ νa.(d | a.a.d) ne peut pas être imitée par
Q2, étant donné que les processus R′a et R′′a ont chacun leur copie de a et ne peuvent pas
se synchroniser pour que d devienne observable. Nous avons une contradiction, donc C⊕ e
différencie P et Q.

Supposons la proposition vraie pour tout l ≤ k. Soit P ≈k+1 Q ; nous distinguons trois
cas.

Si P τ7−→ P ′, alors pour tout Q′ tel que Q Z τ=⇒ Q′, nous avons P ′ 6≈km Q′. Comme Q
est à image finie, l’ensemble {Qi, Q Z τ=⇒ Qi} est fini. Par induction il existe Ci, ei tels que
Ci{P ′}⊕ ei ≈b Ci{Qi}⊕ ei pour tout i. Soit

C
∆= a[2] | a(X)(b⊕

⊕
j

Cj{X}⊕ ej)

avec a, b frais pour P,Q. Soit e un nom frais. Supposons C{P}⊕ e ≈b C{Q}⊕ e. Nous
avons

C{P}⊕ e Z τ=⇒≈m a[P ′] | a(X)(b⊕
⊕
j

Cj{X}⊕ ej)
∆= P1

Le processus P1 a le nom a comme observable, mais pas t, cette transition ne peut être
imitée que par

C{Q}⊕ e Z τ=⇒≈m a[Q′l] | a(X)(b⊕
⊕
j

Cj{X}⊕ ej)
∆= Q1

pour un certain l. Nous avons

P1
τ7−→ b⊕

⊕
j

Cj{P ′}⊕ ej
∆= P2

Le nom b est observable dans P2, cette transition ne peut être imitée que par

Q1 Z τ=⇒ b⊕
⊕
j

Cj{Q′j}⊕ ej
∆= P2

avec Q′l Z τ=⇒ Q′i. Nous avons P2 Z τ=⇒≈m Ci{P ′}⊕ ei
∆= P3 ; comme P3 ↓ei , cette transition

ne peut être imitée que par Q2 Z τ=⇒≈m Ci{Q′i}⊕ ei
∆= Q3. Nous avons Ci{P ′}⊕ ei 6≈b

Ci{Q′i}⊕ ei, d’où une contradiction.

Si P
a,R7−−→ P ′, alors pour tout Q′ tel que Q Z a,R==⇒ Q′, nous avons P ′ 6≈km Q′. Comme Q

est à image finie, l’ensemble {Qi, Q Z a,R==⇒ Qi} est fini. Par induction il existe Ci, ei tels que
Ci{P ′}⊕ ei ≈b Ci{Qi}⊕ ei pour tout i. Soit

C
∆= c[2 | a〈R〉d.0] | d.c(X)(f ⊕

⊕
j

Cj{X}⊕ ej)

avec c, d, f non libres dans P,Q,R. Soit e un nom frais ; nous avons

C{P}⊕ e Z τ=⇒≈m c[P ′ | d.0] | d.c(X)(f ⊕
⊕
j

Cj{X}⊕ ej)
∆= P1

L’observable d permet de s’assurer que la communication a eu lieu. Comme nous avons
P1 ↓d, cette transition ne peut être imitée que par

C{Q}⊕ e Z τ=⇒≈m c[Q′l | d.0] | d.c(X)(f ⊕
⊕
j

Cj{X}⊕ ej)
∆= Q1
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106 Sémantique à complément

pour un certain l. Nous avons

P1
τ7−→ c[P ′] | c(X)(f ⊕

⊕
j

Cj{X}⊕ ej)
∆= P2

Comme nous avons P2 ↓c, cette transition ne peut être imitée que par

Q1 Z τ=⇒ c[Q′i] | c(X)(f ⊕
⊕
j

Cj{X}⊕ ej)
∆= Q2

avec Q′l Z τ=⇒ Q′i. À partir de ce point, la preuve se termine comme dans le cas précédent.

Si P
a,R,E7−−−→eb P ′, alors pour tout Q′ tel que Q Z a,R,E===⇒eb Q′, nous avons P ′ 6≈km Q′. Comme

Q est à image finie, l’ensemble {Qi, Q Z a,R,E===⇒eb Qi} est fini. Par induction il existe Ci, ei tels
que Ci{P ′}⊕ ei ≈b Ci{Qi}⊕ ei pour tout i. Soit d /∈ fn(P,Q,R,E). Par le lemme A.37, il

existe Rd tel que P
a,a(X)Rd,E7−−−−−−−→eb≡ P ′ | d.0. Soit

C
∆= c[2 | a(X)Rd] | d.c(X)(f ⊕

⊕
j

Cj{X}⊕ ej)

avec c, f non libres dans P,Q,R,E. Soit e un nom frais ; nous avons

C{P}⊕ e Z τ=⇒≈m c[P ′ | d.0] | d.c(X)(f ⊕
⊕
j

Cj{X}⊕ ej)
∆= P1

L’observable d permet de s’assurer que la communication a eu lieu. Comme nous avons
P1 ↓d, le processus Q communique avec a(X)Rd ; le lemme A.37 permet de dire que le
résultat de cette communication est bisimilaire à un processus Q′l. Nous avons donc

C{Q}⊕ e Z τ=⇒≈m c[Q′l | d.0] | d.c(X)(f ⊕
⊕
j

Cj{X}⊕ ej)
∆= Q1.

Nous avons
P1

τ7−→ c[P ′] | c(X)(f ⊕
⊕
j

Cj{X}⊕ ej)
∆= P2

Comme nous avons P2 ↓c, cette transition ne peut être imitée que par

Q1 Z τ=⇒ c[Q′i] | c(X)(f ⊕
⊕
j

Cj{X}⊕ ej)
∆= Q2

avec Q′l Z τ=⇒ Q′i. À partir de ce point, la preuve se termine comme dans les cas précédents.

A.4 Preuves pour HOπJ

Pour la méthode de Howe, nous considérons la réception partielle πIP comme un
opérateur du langage : P ∼•pi Q implique donc πIP ∼•pi πIQ.

Lemme A.39. Si πIP ∼•pi π′IQ, alors nous avons π = π′ et P ∼•pi Q.

Démonstration. Par induction sur πIP ∼•pi π′IQ.
Supposons πIP ∼◦pi π′IQ. Pour toute substitution σ qui clôt πIP et π′IQ, nous

avons πI(Pσ) ∼pi π′I(Qσ), donc par bisimilarité nous avons π = π′. Soit σ une sub-
stitution qui clôt P et Q ; σ peut s’écrire σ1 ∪ σ2, avec σ1 une substitution qui clôt les
variables de π, et σ2 qui clôt les autres variables. Nous avons πI(Pσ2) ∼pi πI(Qσ2),
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A.4 Preuves pour HOπJ 107

donc par bisimilarité nous avons Pσ2σ1 ∼pi Qσ2σ1, c’est-à-dire Pσ ∼pi Qσ. Nous avons
donc P ∼◦pi Q, donc P ∼•pi Q.

Supposons πI ∼•pi R ∼◦pi π′IQ. Pour tout σ qui clôt R et π′IQ, nous avons Rσ ∼pi
π′I(Qσ), donc Rσ s’écrit π′′I(R′σ), donc R = π′′IR′. Par induction nous avons π = π′′

et P ∼•pi R′, et en suivant le même raisonnement que dans le premier cas, nous avons
π′′ = π′ et R′ ∼◦pi Q. Nous avons donc π = π′ et P ∼•pi∼◦pi Q, donc P ∼•pi Q.

Dans le dernier cas, nous avons π = π′ et P ∼•pi Q directement.

Lemme A.40. Si P
ga,R7−−→ P ′, alors pour tout R̃ ∼•pi R̃′, il existe P” tel que P

ga,R′7−−→ P” et
P ′ ∼•pi P”.

Si P (∼pi)•c Q et P
ga,R7−−→ P ′, alors pour tout R̃ (∼pi)•c R̃′, il existe Q′ tel que Q

ga,R′7−−→ Q′

et P ′ (∼pi)•c Q′.

Démonstration. Similaire à celle du lemme A.8.

Lemme A.41. Si I ∼pi J et I
a,R
↪−−→ I ′ avec R clos, il existe J ′ tel que J

a,R
↪−−→ J ′ et

I ′ ∼pi J ′.

Démonstration. Nous avons I = πIP , J = πIQ avec Pσ ∼pi Qσ pour tout σ qui clôt

P,Q. Par la règle Part-Injpi, nous avons π ≡ a(X) | π′ et I
a,R
↪−−→ π′IP{R/X}. Nous

avons J
a,R
↪−−→ π′IQ{R/X} ∆= J ′ par la même règle. Soit σ une substitution qui clôt

P{R/X}, Q{R/X}. La substitution σ,X 7→ R clôt P,Q, donc nous avons P{R/X}σ ∼pi
Q{R/X}σ comme voulu.

Lemme A.42. Si E
a,R
↪−−→ I ′, alors pour tout R ∼•pi R′, il existe I” tel que E

a,R′

↪−−→ I” et
I ′ ∼•pi I”.

Si E (∼pi)•c E′ et E
a,R
↪−−→ I, alors pour tout R (∼pi)•c R′, il existe J tel que E′

a,R′

↪−−→ J
et I (∼pi)•c J .

Démonstration. Nous devons distinguer les cas processus et réception partielle ; le cas
processus se traite classiquement comme pour le lemme A.8, nous ne traitons donc que le
cas de la réception partielle.

Pour la première clause, nous avons I = πIP , π ≡ a(X) | π′ et I
a,R
↪−−→ π′IP{R/X} =

I ′ par Part-Injpi. Nous avons I
a,R′

↪−−→ π′IP{R′/X} ∆= I” par la même règle. Nous avons
P{R/X} ∼•pi P{R′/X} par le lemme A.2, et par congruence de ∼•pi nous avons I ∼•pi I”
comme souhaité.

Le second résultat se prouve par induction sur la taille de I (∼pi)•c J .
Supposons I ∼◦pi J . Comme les termes sont clos, nous avons I ∼pi J . Par la première

clause, il existe I” tel que I
a,R′

↪−−→ I” et I ′ (∼pi)•c I”. Par le lemme A.41, il existe J ′ tel

que J
a,R′

↪−−→ J ′ et I” ∼pi J ′. Nous avons I ′ ∼•pi∼pi J ′ et comme les termes sont clos, nous
avons I ′ (∼pi)•c J ′ comme souhaité.

Supposons I ∼•pi K ∼◦pi J ; pour tout σ qui clôt K, nous avons I (∼pi)•c Kσ avec
une preuve de la même taille d’après le lemme A.3. Par induction il existe K ′ tel que

Kσ
a,R′

↪−−→ K ′ et I ′ (∼pi)•c K ′. Nous avons Kσ ∼pi J donc par le lemme A.41, il existe J ′

tel que J
a,R′

↪−−→ J ′ et K ′ ∼pi J ′. Comme les termes sont clos, nous avons K ′ ∼◦pi J ′ et donc
I ′ (∼pi)•c J ′ comme voulu.

Supposons I = πIP , J = πIQ avec P (∼pi)•c Q. Par la règle Part-Injpi, nous

avons π ≡ a(X) | π′ et I
a,R
↪−−→ π′IP{R/X} = I ′. Par la même règle, nous avons J

a,R′

↪−−→
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108 Sémantique à complément

π′IQ{R′/X} ∆= J ′. Par le lemme A.2, nous avons P{R/X} ∼•pi Q{R′/X}, donc par
congruence de ∼•pi, nous avons I ′ (∼pi)•c J ′.

Lemme A.43. La dérivation d’un jugement P
a,E, eR7−−−→ I n’utilise pas la règle Par-Outjo,

et nous avons R̃ = ∅.

Démonstration. Si la règle Par-Outjo est utilisée, la dérivation contient un jugement de la

forme P1
a,E,fR′7−−−−→ I avec R̃′ au moins de taille 1. Comme R̃′ 6= ∅, la règle Outjo est utilisée,

donc le multi-ensemble de noms ã sur lequel P émet des messages est au moins de taille
2 alors qu’il est de taille 1 par hypothèse, contradiction.

À partir de ce premier résultat, nous pouvons montrer par induction sur P
a,E, eR7−−−→ I

que nous avons R̃ = ∅.

Lemme A.44. Si P
a,E,∅7−−−→ I, alors pour tout E (∼pi)•c E′, il existe I ′ tel que P

a,E′,I7−−−−→
′

et
I (∼pi)•c I ′.

Si P (∼pi)•c Q et P
a,E,∅7−−−→ I, alors pour tout E (∼pi)•c E′, il existe I ′ tel que Q

a,E′,∅7−−−−→ I ′

et I (∼pi)•c I ′.

Démonstration. Nous prouvons la première clause par induction sur P
a,E,∅7−−−→ I. D’après

le lemme A.43 cette dérivation ne peut provenir de la règle Par-Outjo. La preuve est
semblable à celle du lemme correspondant pour HOπ (lemme A.9).

La deuxième clause se prouve par induction sur la taille de la dérivation de P (∼pi)•c Q.
La preuve encore une fois semblable à celle du lemme correspondant pour HOπ (lemme
A.10), en remarquant que les récepteurs joints n’interviennent pas (lemme A.43).

Lemme A.45. Si P
ea,E, eR7−−−→ I, alors pour tout E (∼pi)•c E′, R̃ (∼pi)•c R̃′, il existe I ′ tel

que P
ea,E′,fR′7−−−−→ I ′ et I (∼pi)•c I ′.

Si P (∼pi)•c Q et P
ea,E, eR7−−−→ I, alors pour tout E (∼pi)•c E′, R̃ (∼pi)•c R̃′, il existe I ′ tel

que Q
ea,E′,fR′7−−−−→ I ′ et I (∼pi)•c I ′.

Démonstration. Nous prouvons les deux résultats simultanément par induction sur le nom-
bre d’élément de ã. Si ce nombre est 1, nous avons R̃ = ∅ par le lemme A.43, le résultat
est donc vrai par le lemme A.44.

Supposons que les deux résultats sont vrais pour un ã de taille n. Supposons P
ea,E, eR7−−−→ I

avec ã de taille n + 1. Nous prouvons le premier résultat par une sous-induction sur

P
ea,E, eR7−−−→ I.

Si la règle utilisée est Outjo : nous avons P = a〈P1〉P2

eb]a,E, eR]Rj7−−−−−−−−→ J2 | P2 = I avec

E
a,P1
↪−−→ J1, Rj

eb,J1, eR7−−−−→ J2. Par le lemme A.42 il existe J ′1 tel que E′
a,P1
↪−−→ J ′1 et J1 (∼pi)•c J ′1.

Par l’hypothèse d’induction principale, il existe J ′2 tel que R′j
eb,J ′1,fR′7−−−−→ J ′2 et J2 (∼pi)•c J2.

Par la règle Outjo nous avons P
eb]a,E′,fR′]R′j7−−−−−−−−−→ J ′2 | P2

∆= I ′ et par congruence de (∼pi)•c ,
nous avons I (∼pi)•c I ′.

Si la dernière règle utilisée est Par-Outjo, nous avons P = P1 | Rj
ea,E, eR7−−−→ I avec

P1

ea,E, eR]Rj7−−−−−−→ I. Par l’hypothèse de sous-induction il existe I ′ tel que P1

ea,E′,fR′]Rj7−−−−−−−→ I ′ et

I (∼pi)•c I ′. Par la règle Par-Outjo nous avons P
ea,E′,fR′7−−−−→ I ′, le résultat est donc vrai.
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A.4 Preuves pour HOπJ 109

Si la dernière règle utilisée est Parjo, nous avons P = P1 | P2

ea,E, eR7−−−→ I1 | P2 = I avec

P1

ea,E, eR7−−−→ I1. Par la sous-induction il existe I ′1 tel que P1

ea,E′,fR′7−−−−→ I ′1 et I1 (∼pi)•c I ′1. Par

la règle Parjo nous avons P
ea,E′,fR′7−−−−→ I ′1 | P2

∆= I ′ et par congruence de (∼pi)•c nous avons
I (∼pi)•c I ′ comme souhaité. La règle Restrjo se traite de la même manière.

Le premier résultat est donc vrai pour ã de taille n+ 1. Nous prouvons maintenant le
second résultat par une sous-induction sur la taille de la dérivation de P (∼pi)•c Q.

Supposons P ∼◦pi Q ; comme les termes sont clos, nous avons P ∼m Q. Par le premier

résultat il existe J tel que P
ea,E′,fR′7−−−−→ J et I (∼pi)•c J . Par bisimilarité il existe I ′ tel que

Q
ea,E′,fR′7−−−−→ I ′ et J ∼pi I ′. Comme les termes sont clos, nous avons J ∼◦pi I ′, nous avons

donc I (∼pi)•c I ′ comme souhaité.
Supposons P ∼•pi T ∼◦pi Q. Soit σ une substitution qui clôt T ; nous avons P (∼pi)•c Tσ.

Par sous-induction il existe T ′ tel que Tσ
ea,E′,fR′7−−−−→ J et I (∼pi)•c J . Nous avons Tσ ∼pi Q

donc il existe I ′ tel que Q
ea,E′,fR′7−−−−→ I ′ et J ∼pi I ′. Comme les termes sont clos, nous avons

J ∼◦pi I ′ ; finalement nous avons donc I (∼pi)•c I ′ comme souhaité.

Supposons P = op(P̃i), Q = op(Q̃i) avec P̃i (∼pi)•c Q̃i. Nous procédons par analyse de
cas sur op.

Si P = a〈P1〉P2 et Q = a〈Q1〉Q2, la transition de P ne peut provenir que de la règle

Outjo. Nous avons P
eb]a,E, eR]Rj7−−−−−−−−→ J2 | P2 = I avec E

a,P1
↪−−→ J1 et Rj

eb,J1, eR7−−−−→ J2. Par le

lemme A.42 il existe J ′1 tel que E′
a,Q1
↪−−−→ J ′1 et J1 (∼pi)•c J ′1. Par l’hypothèse d’induction

principale il existe J ′2 tel que R′j
eb,J ′1,fR′7−−−−→ J ′2 et J2 (∼pi)•c J ′2. Par la règle Outjo nous avons

Q
eb]a,E′,fR′]R′j7−−−−−−−−−→ J ′2 | Q2

∆= I ′. Par congruence de (∼pi)•c nous avons I (∼pi)•c I ′ comme
souhaité.

Si P = P1 | P2 et Q = Q1 | Q2, la transition de P peut provenir des règles Par-Outjo,

Parjo ou de leur symétrique. Dans le cas de Par-Outjo, nous avons P1

ea,E, eR]P27−−−−−−→ I. Par

sous-induction il existe I ′ tel que Q1

ea,E′,fR′]Q27−−−−−−−→ I ′ et I (∼pi)•c I ′. Par Par-Outjo nous

avons Q
ea,E′,fR′7−−−−→ I ′, le résultat est donc vrai.

Dans le cas de Parjo, nous avons P
ea,E, eR7−−−→ I1 | P2 = I avec P1

ea,E, eR7−−−→ I1. Par sous-

induction il existe I ′1 tel que Q1

ea,E′,fR′7−−−−→ I ′1 et I1 (∼pi)•c I ′1. Par Parjo nous avons Q
ea,E′,fR′7−−−−→

I ′1 | Q2
∆= I ′ ; par congruence de (∼pi)•c , nous avons I (∼pi)•c I ′ comme souhaité. La

restriction (règle Restrjo) se traite de la même manière.

Lemme A.46. Si P (∼pi)•c Q et P θ7−→ I, il existe I ′ tel que Q θ7−→ I ′ et I (∼pi)•c I ′.

Démonstration. Par induction sur la taille de la dérivation de P (∼pi)•c Q.
Si P ∼◦pi Q, comme les termes sont clos nous avons P ∼pi Q, le résultat est vrai par

bisimilarité.
Supposons P ∼•pi T ∼◦pi Q. Soit σ une substitution qui clôt T ; nous avons P (∼pi)•c Tσ.

Par induction il existe I1 tel que Tσ θ7−→ I1 et I (∼pi)•c I1. Nous avons Tσ ∼pi Q donc il

existe I ′ tel que Q θ7−→ I ′ et I1 ∼pi I ′. Comme les termes sont clos nous avons I1 ∼◦pi I ′ ;
finalement nous avons I (∼pi)•c I ′ comme souhaité.

Supposons P = op(P̃i), Q = op(Q̃i) avec P̃i (∼pi)•c Q̃i. Nous procédons par analyse de
cas sur op.
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110 Sémantique à complément

Supposons P = P1 | P2 et Q = Q1 | Q2. La transition de P peut provenir des règles

Syncjps, Parjps ou de leur symétrique. Dans le cas de Syncjps, nous avons P1

eβ,P2,∅7−−−−→ I.

Par le lemme A.45, il existe I ′ tel que Q1

eβ,Q2,∅7−−−−→ I ′ et I (∼pi)•c I ′. Nous avons Q θ7−→ I ′ par

Syncjps, le résultat est donc vrai. Dans le cas de Parjps, nous avons P1
θ7−→ J et P2

eβ,J,∅7−−−→ I.

Par induction il existe J ′ tel que Q θ7−→ J ′ et J (∼pi)•c J ′. Par le lemme A.45, il existe I ′ tel

que Q2
a,J ′,∅7−−−→ I ′ et I (∼pi)•c I ′. Nous avons Q θ7−→ I ′ par Parjps, le résultat est donc vrai.

Supposons P = νa.P1 et Q = νa.Q1. La transition de P ne peut provenir que de la
règle Restrjps : nous avons P1

θ7−→ I1 et I = νa.I1. Par induction il existe I ′1 tel que Q1
θ7−→ I ′1

et I1 (∼pi)•c I ′1. Par la règle Restrjps nous avons Q θ7−→ νa.I ′1, le résultat est donc vrai par
congruence de (∼pi)•c . Le cas P =!P1, Q =!Q1 se traite de la même manière.

Lemme A.47. Si P (∼pi)•c Q et P τ7−→ P ′, alors il existe Q′ tel que Q τ7−→ Q′ et P ′ (∼pi)•c Q′.

Démonstration. Par induction sur la taille de la dérivation de P (∼pi)•c Q.
Si P ∼◦pi Q, comme les termes sont clos nous avons P ∼pi Q, le résultat est vrai par

bisimilarité.
Supposons P ∼•pi T ∼◦pi Q. Soit σ une substitution qui clôt T ; nous avons P (∼pi)•c Tσ.

Par induction il existe T ′ tel que Tσ τ7−→ T ′ et P ′ (∼pi)•c T ′. Nous avons Tσ ∼pi Q donc il
existe Q′ tel que Q τ7−→ Q′ et T ′ ∼pi Q′. Comme les termes sont clos nous avons T ′ ∼◦pi Q′ ;
finalement nous avons P ′ (∼pi)•c Q′ comme souhaité.

Supposons P = op(P̃i), Q = op(Q̃i) avec P̃i (∼pi)•c Q̃i. Nous procédons par analyse de
cas sur op.

Supposons P = P1 | P2 et Q = Q1 | Q2. La transition de P peut provenir des
règles Parjiτ , HOj

τ , HO-Syncjτ ou de leur symétrique. Dans le cas de HOj
τ , nous avons

P1

ea,P2,∅7−−−−→ 0IP ′. Par le lemme A.45 il existe I ′ tel que Q1

ea,Q2,∅7−−−−→ I ′ et 0IP ′ (∼pi)•c I ′.
Par le lemme A.39, il existe Q′ tel que I ′ = 0IQ′ et P ′ (∼pi)•c Q′. Par la règle HOj

τ nous
avons Q τ7−→ Q′, le résultat est donc vrai.

Dans le cas de HO-Syncjτ , nous avons P1
θ7−→ I et P2

ea,I,∅7−−−→ 0IP ′. Par le lemme A.46 il

existe I ′ tel que Q1
θ7−→ I ′ et I (∼pi)•c I ′. Par le lemme A.45, il existe I ′′ tel que Q2

ea,I′,∅7−−−→ I ′′

et 0IP ′ (∼pi)•c I ′′. Par le lemme A.39, il existe Q′ tel que I ′′ = 0IQ′ et P ′ (∼pi)•c Q′.
Par la règle HO-Syncjτ nous avons Q τ7−→ Q′, le résultat est donc vrai.

Dans le cas de Parjiτ , nous avons P1
τ7−→ P ′1 et P ′ = P ′1 | P2. Par induction il existe

Q′1 tel que Q1
τ7−→ Q′1 et P ′1 (∼pi)•c Q′1. Par Parjiτ nous avons Q τ7−→ Q′1 | Q2

∆= Q′ et par
congruence de (∼pi)•c , nous avons P ′ (∼pi)•c Q′. La restriction (règle Restrjiτ ) se traite de
la même manière.

Lemme A.48. Nous avons (∼pi)•c
∗⊆∼pi.

Démonstration. Les lemmes A.40, A.42, A.45, A.46 et A.47 permettent de montrer que
(∼pi)•c

∗ est une simulation forte à complément sur les réceptions partielles, et (∼pi)•c
∗ est

symétrique par le lemme A.4

Théorème A.3. La relation ∼pi est une congruence.

Démonstration. Immédiat par les lemmes A.48 et A.5.
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A.5 Preuves pour le Kell 111

A.5 Preuves pour le Kell

A.5.1 Système de transitions à complément

Nous donnons ici toutes les règles du système de transition à complément de jK, en
commençant par le jugement d’émission inférieure.

Émission de message : règles locales.

E
a∗,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗) ∩ b̃ = ∅

a〈P1〉P2
a,∗,E,E∗,∅,∅
↪−−−−−−−→eb I | E∗{P2}

Outk1,=

E
a∗,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ ξ ∈ {∗, p}

bn(E∗) ∩ (̃b ∪ b̃′) = ∅ P ′
ea′,ξ,I,E∗{2|P2},fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′

a〈P1〉P2

ea′]a,∗,E,E∗,fP ∗]P ′, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′]eb I ′
Outk2,=

E
a∗,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗) ∩ (̃b ∪ b̃′) = ∅

P ′
ea′,cn0 ,I,E

∗{2|P2},fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0 }

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′
a〈P1〉P2

ea′]a,∗,E,E∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0]P ′}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′∪eb I ′
Outk3,=

Passivation.

E
ap,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗) ∩ b̃ = ∅

a[P1]P2
a,p,E,E∗,∅,∅
↪−−−−−−−→eb I | E∗{P2}

Passivk1,=

E
ap,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ ξ ∈ {∗, p}

bn(E∗) ∩ (̃b ∪ b̃′) = ∅ P ′
ea′,ξ,I,E∗{2|P2},fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′

a[P1]P2

ea′]a,p,E,E∗,fP ∗]P ′, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′∪eb I ′
Passivk2,=

E
ap,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗) ∩ (̃b ∪ b̃′) = ∅

P ′
ea′,cn0 ,I,E

∗{2|P2},fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0 }

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′
a[P1]P2

ea′]a,p,E,E∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0]P ′}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′∪eb I ′
Passivk3,=

Émission de message : règles inférieures.

E
a↓,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗,Kcn) ∩ b̃ = ∅

a〈P1〉P2
a,cn,E,E∗,∅,Kcn{∅}
↪−−−−−−−−−−−−→eb I | E∗{Kcn{P2}}

Outk1,<

E
a↓,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗,Kcn0 ) ∩ (̃b ∪ b̃′) = ∅

P̃ cn0 6= ∅ ξ ∈ {∗, p} P ′
ea′,ξ,I,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0 |P2}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′

a〈P1〉P2

ea′]a,cn0 ,E,E
∗,fP ∗]P ′, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0 }
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′∪eb I ′

Outk2,<
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112 Sémantique à complément

E
a↓,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗,Kcn0 ) ∩ (̃b ∪ b̃′) = ∅

P̃ cn0 6= ∅ P ′
ea′,c′n,I,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0 |P2}∪Kc
′
n{g
P c
′
n}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′
a〈P1〉P2

ea′]a,cn0 ,E,E
∗,fP ∗]P ′, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0 }∪Kc′n{g
P c
′
n]P ′}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′∪eb I ′
Outk3,<

E
a↓,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗,Kcn0 ) ∩ (̃b ∪ b̃′) = ∅

cn0 /∈ c̃n ξ ∈ {∗, p} P ′
ea′,ξ,I,E∗{2|Kcn0 {P2}},fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′

a〈P1〉P2

ea′]a,cn0 ,E,E
∗,fP ∗]P ′, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {∅}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′∪eb I ′

Outk4,<

E
a↓,P1
↪−−−→ I fn(P1) = b̃ bn(E∗,Kcn0 ) ∩ (̃b ∪ b̃′) = ∅

cn0 /∈ c̃n ∪ c′n P ′
ea′,c′

n′ ,I,E
∗{2|Kcn0 {P2}},fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}∪Kc′n{g
P c
′
n}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′
a〈P1〉P2

ea′]a,cn0 ,E,E
∗,fP ∗]P ′, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {∅}∪Kc′n{g
P c
′
n]P ′}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′∪eb I ′
Outk5,<

Règles de congruence : messages locaux. Nous omettons le symétrique des règles
Park= et Par-Outk=.

P1

ea,ξ,E,E∗{2|P2},fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ξ ∈ {∗, p}

P1 | P2

ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I
Park=

P1

ea,ξ,E,E∗,fP ∗]P2,
˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ξ ∈ {∗, p}

P1 | P2

ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I
Par-Outk=

P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I d ∈ b̃ d /∈ ã

νd.P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−→eb\d νd.I

Extrk≤

P
ea,ξ,E,E∗{νd.2},fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ξ ∈ {∗, p} d /∈ b̃ d /∈ ã

νd.P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I

Restrk=

P1

ea,cn0 ,E,E
∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {∅}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I K

cn0 = c[2]P2 cn0 /∈ c̃n

c[P1]P2

ea,∗,E,E∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I
Lock=

Règles de congruence : messages inférieurs. Nous omettons le symétrique des règles
Park< et Par-Outk<.

P1

ea,cn0 ,E,E
∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0 |P2}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I
P1 | P2

ea,cn0 ,E,E
∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−→eb I

Park<
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A.5 Preuves pour le Kell 113

P1

ea,cn0 ,E,E
∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {P̃ cn0]P2}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I
P1 | P2

ea,cn0 ,E,E
∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−→eb I

Par-Outk<

P
ea,cn0 ,E,E

∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}∪Kcn0 {νd.P̃ cn0 }

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I d /∈ b̃ d /∈ ã

νd.P
ea,cn0 ,E,E

∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−→eb I
Restrk<

Transitions inférieures : capture par les contextes.

P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I

P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−→eb I
CFreek≤

P
ea,ξ,E,E∗1{E∗2},fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
7−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I d ∈ b̃

P
ea,ξ,E,E∗1{νd.E∗2},fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb νd.I

Captk≤

P
ea,cn0 ,E,E

∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}∪Kcn0

1 {E
cn0
2 {P̃ cn0 }}

7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I d ∈ b̃

P
ea,cn0 ,E,E

∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}∪Kcn0

1 {νd.E
cn0
2 {P̃ cn0 }}

7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb νd.I
Captk<

Transitions inférieures : synchronisation partielle. Nous omettons le symétrique
des règles Synck≤ et Sync-Park≤.

P2

ea,ξ,P1,2,∅,∅7−−−−−−−→eb I
P1 | P2

≤,θ7−−→ I
Synck≤

P1
≤,θ7−−→ I P2

ea,ξ,I,2,∅,∅7−−−−−−→eb J
P1 | P2

≤,θ7−−→ J
Sync-Park≤

P
≤,θ7−−→ I a /∈ n(I)

νa.P
≤,θ7−−→ νa.I

Sync-Restrk≤

Transitions supérieures : émission de message.

E
a↑,P1
↪−−−→ I δ(I) = � fn(P1) = b̃ bn(E↑) ∩ b̃ = ∅

a〈P1〉P2
a,↑,E,E↑,∅
↪−−−−−−→eb I | E↑{P2}

Outk1,>

E
a↑,P1
↪−−−→ I δ(I) = �

fn(P1) = b̃ bn(E↑) ∩ (̃b ∪ b̃′) = ∅ P ′
ea′,↑,I,E↑{2|P2},fP ↑
↪−−−−−−−−−−−→eb′ I ′

P
ea′]a,↑,E,E↑,fP ↑]P ′
↪−−−−−−−−−−−−→eb∪eb′ I ′

Outk2,>
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114 Sémantique à complément

Transitions supérieures : congruence. Nous omettons le symétrique des règles Park>
et Par-Outk>.

P1

ea,↑,E,E↑{2|P2},fP ↑
↪−−−−−−−−−−−→eb I

P1 | P2

ea,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb I

Park>
P1

ea,↑,E,E↑,fP ↑]P2
↪−−−−−−−−−−→eb I

P1 | P2

ea,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb I

Par-Outk>

P
ea,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb I d ∈ b̃ d /∈ ã

νd.P
ea,↑,E,E∗,fP ↑
↪−−−−−−−→eb\d νd.I

Extrk>

P
ea,↑,E,E↑{νd.2},fP ↑
↪−−−−−−−−−−−→eb I d /∈ b̃ d /∈ ã

νd.P
ea,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb I

Restrk>

Transitions supérieures : capture par les contextes.

P
ea,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb I

P
ea,↑,E,E↑,fP ↑7−−−−−−−→eb I

CFreek>
P

ea,↑,E,E↑1{E↑2},fP ↑7−−−−−−−−−−→eb I d ∈ b̃

P
ea,↑,E,E↑1{νd.E↑2},fP ↑7−−−−−−−−−−−−→eb νd.I

Captk>

Transitions supérieures : synchronisation partielle. Nous omettons le symétrique
des règles Synck> et Sync-Park>.

P1

ea,↑,P2,2,∅7−−−−−−→eb I
P1 | P2

>,θ7−−→ I
Synck>

P1
>,θ7−−→ I P2

ea,↑,I,2,∅7−−−−−→eb J
P1 | P2

≤,θ7−−→ J
Sync-Park>

P
>,θ7−−→ I a /∈ n(I)

νa.P
>,θ7−−→ νa.I

Sync-Restrk>
P1

≤,θ7−−→ I η(I) = {↑}

a[P1]P2
>,θ7−−→ a[I]P2

Sync-Lock>

Système de transitions étiquetées pour l’observation. Nous omettons le symétrique
des règles Parkiτ , HOk

≤, HO-Synck≤, HOk
> et HO-Synck>.

π =
∏

ãη(X)

π � P
∗[ãη ,R]7−−−−→ P{R̃/X̃}

Inki
P1

µ7−→ P ′1

P1 | P2
µ7−→ P ′1 | P2

Parkiτ

P
µ7−→ P ′ a /∈ n(µ)

νa.P
µ7−→ νa.P ′

Restrkiτ
P

τ7−→ P ′

a[P ]Q τ7−→ a[P ′]Q
Lockτ

P
∗[ãη ,R]7−−−−→ P ′

b[P ]Q
�[ãη ,R]7−−−−−→ b[P ′]Q

Locki
P2

ea,ξ,P1,2,∅,∅7−−−−−−−→eb 0Iδ P ′

P1 | P2
τ7−→ P ′

HOk
≤

P1
≤,θ7−−→ I P2

ea,ξ,I,2,∅,∅7−−−−−−→eb 0Iδ P ′

P1 | P2
τ7−→ P ′

HO-Synck≤
P2

ea,↑,P1,2,∅7−−−−−−→eb 0Iδ P ′

P1 | P2
τ7−→ P ′

HOk
>

P1
>,θ7−−→ I P2

ea,↑,I,2,∅7−−−−−→eb 0Iδ P ′

P1 | P2
τ7−→ P ′

HO-Synck>
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A.5 Preuves pour le Kell 115

P
ea,ξ,Q,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−→eb 0Iδ P ′

P
ea,ξ,∅,2,Q,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−−−→eb P ′
Out-Obsk1,≤

P
ea,ξ,Q,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−→eb I P2

ea′,↑,�{I},E↑,fP ↑7−−−−−−−−−−→eb′ 0Iδ P ′

P
ea,ξ,E↑{fP ↑]P2},∆,Q,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb P ′
Out-Obsk2,≤

P
ea,↑,�{Q|E∗{Q fP∗|Qcn

Kcn{
Q gP cn}}},E↑,fP ↑

7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb 0Iδ P ′

P
ea,↑,E↑{fP ↑},∆,Q,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb P ′
Out-Obsk>

A.5.2 Congruence de la bisimilarité à complément

Comme pour HOπJ, nous considérons la réception partielle comme un opérateur du
langage.

Lemme A.49. Soient P ≈pi Q.

Si P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I, alors il existe P̃ ′∗, P̃ ′cn, E′, I ′ tels que P̃ ∗ Z τ=⇒ P̃ ′∗, P̃ cn Z τ=⇒

P̃ ′cn, E Z τ=⇒ E′, Q Z τ=⇒
ea,ξ,E′,E∗,gP ′∗, ˜

Kcn{ gP ′cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Si P
ea,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb I, alors il existe P̃ ′↑, E′, I ′ tels que nous avons P̃ ↑ Z τ=⇒ P̃ ′↑, E Z τ=⇒ E′,

Q Z τ=⇒
ea,↑,E′,E↑,gP ′↑
↪−−−−−−−−→eb I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Démonstration. Similaire à celle du lemme A.20.

Lemme A.50. Soient P ≈pi Q.

Si P λk=⇒ P ′, alors il existe Q′ tel que Q λk=⇒ Q′ et P ′ ≈m Q′.

Si P Z
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
==============⇒eb I, alors il existe I ′ telle que Q Z

ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

==============⇒eb I ′ et
I ≈pi I ′.

Si P Z τ=⇒ ≤,θ7−−→ I, alors il existe I ′ telle que Q Z τ=⇒ ≤,θ7−−→ I ′ et I ≈pi I ′.

Si P Z
ea,↑,E,E↑,fP ↑
=======⇒eb I, alors il existe I ′ tel que Q Z

ea,↑,E,E↑,fP ↑
=======⇒eb I ′ et I ≈pi I ′.

Si P Z τ=⇒ >,θ7−−→ I, alors il existe I ′ telle que Q Z τ=⇒ >,θ7−−→ I ′ et I ≈pi I ′.

Si P Z τ=⇒
ea,ξ,E′,E∗,gP ′∗, ˜

Kcn{ gP ′cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−→eb I avec E Z τ=⇒ E′, P̃ ∗ Z τ=⇒ P̃ ′∗ et P̃ cn Z τ=⇒ P̃ ′cn, alors il existe

P̃”∗, P̃”cn, E”, I ′ tels que P̃ ∗ Z τ=⇒ P̃”∗, P̃ cn Z τ=⇒ P̃”cn, E Z τ=⇒ E”, Q Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E∗,gP”∗,

˜
Kcn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−→eb
I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Si P Z τ=⇒
ea,↑,E′,E↑,gP ′↑
↪−−−−−−−−→eb Z τ=⇒ I avec E Z τ=⇒ E′ et P̃ ↑ Z τ=⇒ P̃ ′↑, alors il existe P̃”↑, E”, I ′ tels que

P̃ ↑ Z τ=⇒ P̃”↑, E Z τ=⇒ E”, Q Z τ=⇒
ea,↑,E”,E↑,gP”↑
↪−−−−−−−−→eb I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Démonstration. Similaire à celle du lemme A.21.

Lemme A.51. Si P ≈•pi Q, alors fn(P ) = fn(Q).

Démonstration. Semblable à celle du lemme A.22.

Lemme A.52. Si P
δ[ faR]7−−−→ P ′, pour tout R̃ ≈•pi R̃′, il existe P” tel que P

δ[ ga,R′]7−−−−→ P” et
P ′ ≈•pi P”.
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116 Sémantique à complément

Si P (≈pi)•c Q et P
δ[ga,R]7−−−→ P ′, pour tout R (≈pi)•c R′, il existe Q′ tel que Q Z

δ[ ga,R′]
====⇒ Q′

et P ′ (≈pi)•c Q′.

Démonstration. Similaire à celle du lemme A.8.

Lemme A.53. Si I ≈pi J et I
aη ,R
↪−−−→ I ′ avec R clos, il existe J ′ tel que J

a,η
↪−→ RJ ′ et

I ′ ≈pi J ′.

Démonstration. Similaire à celle du lemme A.41.

Lemme A.54. Si E
aη ,R
↪−−−→ I ′, alors pour tout R ≈•pi R′, il existe I” tel que E Z τ=⇒

aη ,R′

↪−−−→ I”
et I ′ ≈•pi I”.

Si E (≈pi)•c E′ et E
aη ,R
↪−−−→ I, alors pour tout R (≈pi)•c R′, il existe J tel que E′ Z τ=⇒

aη ,R′

↪−−−→
J et I (≈pi)•c J .

Démonstration. Similaire à celle du lemme A.42.

Lemme A.55. Si E ≈•pi F, E′ ≈•pi F′ et P ≈•pi Q, alors nous avons E{E′} ≈•pi F{F′} et
E{P} ≈•pi F{Q}. Nous avons un résultat similaire pour K ≈•pi K′.

Démonstration. Facile par induction sur E ≈•pi F ou K ≈•pi K′.

Corollaire A.2. Si E ≈•pi F et P ≈•pi Q, alors nous avons E{νa.2} ≈•pi F{νa.2}, E{2 |
P} ≈•pi F{2 | Q} et E{2 |!P} ≈•pi F{2 |!Q}. Nous avons un résultat similaire pour
K ≈•pi K′.

Lemme A.56. Si E ≈•pi F, alors bn(E) = bn(F), de même pour K ≈•pi K′.

Démonstration. Facile par induction sur E ≈•pi F ou K ≈•pi K′.

Lemme A.57. La dérivation d’un jugement P
a,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I n’utilise pas la

règle Par-Outk= ou Par-Outk<. En outre nous avons P̃ ∗ = ˜
Kcn{P̃ cn} = ∅ si ξ ∈ {∗, p},

et P̃ ∗ = ∅ et ˜
Kcn{P̃ cn} = K

cn0{∅} si ξ = cn0.

Démonstration. Similaire à celle du lemme A.43.

Lemme A.58. Si P
a,ξ,E,E∗,∅,∅
↪−−−−−−−→eb I avec ξ ∈ {∗, p}, alors pour tout E (≈pi)•c E′,E∗ (≈pi)•c

E′∗, il existe I ′ telle que P
a,ξ,E′,E′∗,∅,∅
↪−−−−−−−−→eb I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Si P
a,cn,E,E∗,∅,Kcn{∅}
↪−−−−−−−−−−−−→eb I, alors ∀E (≈pi)•c E′,E∗ (≈pi)•c E′∗,Kcn (≈pi)•c K′cn, il existe I ′

telle que P
a,cn,E′,E′∗,∅,K′cn{∅}
↪−−−−−−−−−−−−−→eb I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Si P (≈pi)•c Q et P
a,ξ,E,E∗,∅,∅
↪−−−−−−−→eb I avec ξ ∈ {∗, p}, alors pour tout E (≈pi)•c E′,E∗ (≈pi)•c

E′∗, il existe E”, I ′ tels que E′ Z τ=⇒ E” et Q Z τ=⇒
a,ξ,E”,E′∗,∅,∅
↪−−−−−−−−→eb I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Si P (≈pi)•c Q et P
a,cn,E,E∗,∅,Kcn{∅}
↪−−−−−−−−−−−−→eb I, alors ∀E (≈pi)•c E′,E∗ (≈pi)•c E′∗,Kcn (≈pi)•c

K′cn, il existe E”, I ′ tels que E′ Z τ=⇒ E”, Q Z τ=⇒
a,cn,E”,E′∗,∅,K′cn{∅}
↪−−−−−−−−−−−−−→eb I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Démonstration. Ces transitions impliquent un seul émetteur et un seul récepteur, les
preuves sont donc semblables à celles des lemmes A.26 et A.27 pour HOπP.
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Lemme A.59. Si P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I, alors ∀E (≈pi)•c E′,E∗ (≈pi)•c E′∗,K̃cn (≈pi)•c

K̃′cn, P̃ ∗ (≈pi)•c P̃ ′∗, P̃ cn (≈pi)•c P̃ ′cn, il existe P̃”∗, P̃”cn, E”, I ′ tels que P̃ ′∗ Z τ=⇒ P̃”∗,

P̃ ′cn Z τ=⇒ P̃”cn, E′ Z τ=⇒ E”, P Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Si P (≈pi)•c Q et P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I, alors pour tout E (≈pi)•c E′,E∗ (≈pi)•c

E′∗, K̃cn (≈pi)•c K̃′cn, P̃ ∗ (≈pi)•c P̃ ′∗, P̃ cn (≈pi)•c P̃ ′cn, il existe P̃”∗, P̃”cn , E”, I ′ tels que

Q Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′, P̃ ′∗ Z τ=⇒ P̃”∗, P̃ ′cn Z τ=⇒ P̃”cn, E′ Z τ=⇒ E” et I (≈pi)•c I ′.

Démonstration. Par induction sur le nombre de noms dans ã. Si ã est de taille 1, le résultat
est vrai par le lemme A.58. Supposons les deux résultats vrais pour ã de taille n. Nous prou-

vons le premier résultat par une sous-induction sur la dérivation de P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−→eb

I.

Supposons que la règle Outk2,= a été utilisée : nous avons P = a〈P1〉P2, E
a∗,P1
↪−−−→ J ,

Pj

ea′,ξ,J,E∗{2|P2},fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I avec ξ ∈ {∗, p}. Par le lemme A.54, il existe E1, J
′ tel

que E′ Z τ=⇒ E1
a∗,P1
↪−−−→ J ′ et J (≈pi)•c J ′. Par l’hypothèse d’induction principale il ex-

iste P̃”∗, P̃”cn , E”, I ′ tels que nous avons P̃ ′∗ Z τ=⇒ P̃”∗, P̃ ′cn Z τ=⇒ P̃”cn , E1 Z τ=⇒ E”, P ′j Z τ=⇒

P”j
ea′,ξ,E”,E′∗{2|P2},gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′, et I (≈pi)•c I ′. Par la règle Outk2,= nous avons

P
ea′]a,ξ,E”,E′∗,gP”∗]P”j ,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′∪eb I ′ avec E′ Z τ=⇒ E”, le résultat est donc vrai. Les autres
règles d’émission ou de passivation se traitent de la même manière.

Pour la règle Park=, nous avons P = P1 | P2 et P1

ea,ξ,E,E∗{2|P2},fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I. Par
l’hypothèse de sous-induction il existe P̃”∗, P̃”cn , E”, I ′ tels que P̃ ′∗ Z τ=⇒ P̃”∗, P̃ ′cn Z τ=⇒ P̃”cn ,

E′ Z τ=⇒ E”, P1 Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗{2|P2},gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′ et I (≈pi)•c I ′. Par les règles Parkiτ et

Park= nous avons P Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′, le résultat est donc vrai. Les règles
Park<, Restrk= et Restrk< se traitent de la même manière.

Pour Par-Outk=, nous avons P = P1 | P2 et P1

ea,ξ,E,E∗,fP ∗]P2,
˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I. Par l’hy-

pothèse de sous-induction il existe P̃”∗, P”2, P̃”cn , E”, I ′ tels que P̃ ′∗ Z τ=⇒ P̃”∗, P2 Z τ=⇒ P”2,

P̃ ′cn Z τ=⇒ P̃”cn , E′ Z τ=⇒ E”, P1 Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗]P”2,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′ et I (≈pi)•c I ′. Par Parkiτ

et Park= nous avons P Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′, le résultat est donc vrai. La règle
Par-Outk< se traite de la même manière.

Pour Extrk≤, nous avons P = νd.P1, P1

ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I1, d ∈ b̃, d /∈ ã et

I = νd.I1. Par l’hypothèse de sous-induction il existe P̃”∗, P̃”cn , E”, I ′1 tels que P̃ ′∗ Z τ=⇒ P̃”∗,

P̃ ′cn Z τ=⇒ P̃”cn , E′ Z τ=⇒ E”, P1 Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′1 et I1 (≈pi)•c I ′1. Par Restrkiτ et

Extrk≤ nous avons P Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb νd.I ′1 ∆= I ′, et nous avons I (≈pi)•c I ′ par
congruence de (≈pi)•c .

Pour Lock=, nous avons P = c[P1]P2 et P1

ea,cn0 ,E,E
∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {∅}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I avec

K
cn0 = c[2]P2 et cn0 /∈ c̃n. Par l’hypothèse de sous-induction il existe P̃”∗, P̃”cn , E”,
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118 Sémantique à complément

I ′ tels que P1 Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}∪Kcn0 {∅}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′, P̃ ′∗ Z τ=⇒ P̃”∗, P̃ ′cn Z τ=⇒ P̃”cn , E′ Z τ=⇒ E”

et I (≈pi)•c I ′. Par les règles Lockτ et Lock= nous avons P Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′, le
résultat est donc vrai.

Nous prouvons maintenant le second résultat par induction sur la taille de P ≈•pi Q.
Supposons P ≈◦pi Q ; comme les termes sont clos nous avons P ≈pi Q. Par le pre-

mier résultat il existe P̃”∗, P̃”cn , E”, J tels que P̃ ′∗ Z τ=⇒ P̃”∗, P̃ ′cn Z τ=⇒ P̃”cn , E′ Z τ=⇒ E”,

P Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb J et I (≈pi)•c J . Par le lemme A.50 il existe I ′ telle que

Q Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′ et J ≈pi I ′. Comme les termes sont clos, nous avons
J ≈◦pi I ′, nous avons donc I (≈pi)•c I ′ comme souhaité.

Supposons P ≈•pi T ≈◦pi Q. Soit σ une substitution qui clôt T : nous avons P (≈pi)•c Tσ.

Par induction il existe P̃”∗, P̃”cn , E”, J tels que P̃ ′∗ Z τ=⇒ P̃”∗, P̃ ′cn Z τ=⇒ P̃”cn , E′ Z τ=⇒ E”,

Tσ Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb J et I (≈pi)•c J . Nous avons Tσ ≈pi Q donc il existe I ′ telle

que Q Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′ et J ≈pi I ′ par le lemme A.50. Comme les termes sont
clos, nous avons J ≈◦pi I ′, nous avons donc I (≈pi)•c I ′ comme souhaité.

Supposons P = op(P̃i) et Q = op(Q̃i) avec P̃i (≈pi)•c Q̃i. Nous procédons par analyse
de cas sur op().

Si P = a〈P1〉P2 et Q = a〈Q1〉Q2, la transition de P peut provenir des règles Outk2,=,
Outk3,=, Outk2,<, Outk3,<, Outk5,< ou Outk4,<. Nous traitons que le cas Outk2,=, les autres

étant similaires ; nous avons Pj
ea′,ξ,J,E∗{2|P2},fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I avec E

a∗,P1
↪−−−→ J et ξ ∈ {∗, p}.

Par le lemme A.54, il existe E1, J
′ tel que E′ Z τ=⇒ E1

a∗,Q1
↪−−−→ J ′ et J (≈pi)•c J ′. Par l’hypothèse

d’induction principale il existe P̃”∗, P̃”cn , E”, I ′ tels que P̃ ′∗ Z τ=⇒ P̃”∗, P̃ ′cn Z τ=⇒ P̃”cn , E1 Z τ=⇒

E”, P ′j Z τ=⇒ P”j
ea′,ξ,E”,E′∗{2|Q2},gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′ I ′, et I (≈pi)•c I ′. Par la règle Outk2,= nous

avons Q
ea′]a,ξ,E”,E′∗,gP”∗]P”j ,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb′∪eb I ′ avec E′ Z τ=⇒ E”, le résultat est donc vrai. Le
cas de la passivation se traite de la même manière.

Si P = P1 | P2 et Q = Q1 | Q2, la transition de P peut provenir de Park=, Park<,

Par-Outk= ou Par-Outk<. Pour la règle Park=, nous avons P1

ea,ξ,E,E∗{2|P2},fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb
I. Par l’hypothèse de sous-induction il existe P̃”∗, P̃”cn , E”, I ′ tels que nous avons

Q1 Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗{2|Q2},gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′,P̃ ′∗ Z τ=⇒ P̃”∗, P̃ ′cn Z τ=⇒ P̃”cn , E′ Z τ=⇒ E” et I (≈pi)•c I ′.

Par les règles Parkiτ et Park= nous avons Q Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′, le résultat est
donc vrai. Le cas de Park< se traite de la même manière.

Pour Par-Outk=, nous avons P1

ea,ξ,E,E∗,fP ∗]P2,
˜

Kcn{gP cn}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I. Par l’hypothèse de sous-

induction il existe P̃”∗, Q”2, P̃”cn , E”, I ′ tels que P̃ ′∗ Z τ=⇒ P̃”∗, Q2 Z τ=⇒ Q”2, P̃ ′cn Z τ=⇒ P̃”cn ,

E′ Z τ=⇒ E”, Q1 Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗]Q”2,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′ et I (≈pi)•c I ′. Par Parkiτ et Park= nous

avons Q Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′, le résultat est donc vrai. La règle Par-Outk< se
traite de la même manière.

Si P = νd.P1 et Q = νd.Q1, la transition de P peut provenir de Restrk<, Restrk=
ou Extrk≤. Les règles Restrk< et Restrk= se traitent comme Park=. Pour Extrk≤, nous
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A.5 Preuves pour le Kell 119

avons P1

ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜
Kcn{gP cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−→eb I1, d ∈ b̃, d /∈ ã et I = νd.I1. Par l’hypothèse de sous-

induction il existe P̃”∗, P̃”cn , E”, I ′1 tels que P̃ ′∗ Z τ=⇒ P̃”∗, P̃ ′cn Z τ=⇒ P̃”cn , E′ Z τ=⇒ E”,

Q1 Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′1 et I1 (≈pi)•c I ′1. Par Restrkiτ et Extrk≤ nous avons

Q Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb νd.I ′1 ∆= I ′, et nous avons I (≈pi)•c I ′ par congruence de
(≈pi)•c .

Si P = c[P1]P2 et Q = c[Q1]Q2, la transition de P provient de la règle Lock= :

nous avons P1

ea,cn0 ,E,E
∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}∪Kcn0 {∅}
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I avec K

cn0 = c[2]P2 et cn0 /∈ c̃n. Soit
K
′cn0 = c[2]Q2. Par l’hypothèse de sous-induction il existe P̃”∗, P̃”cn , E”, I ′ tels que

Q1 Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}∪K′cn0 {∅}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′, P̃ ′∗ Z τ=⇒ P̃”∗, P̃ ′cn Z τ=⇒ P̃”cn , E′ Z τ=⇒ E” et I (≈pi)•c

I ′. Par les règles Lockτ et Lock= nous avons Q Z τ=⇒
ea,ξ,E”,E′∗,gP”∗,

˜
K′cn{P̃”cn}

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb I ′, le résultat est
donc vrai.

Lemme A.60. Si E ≈•m F et E = E1{νc.E2}, il existe F1,F2 tels que F = F1{νc.F2},
E1 ≈•m F1 et E2 ≈•m F2. Nous avons un résultat similaire avec K ≈•m K′

Démonstration. Facile par induction sur E ≈•m F ou K ≈•m K′.

Lemme A.61. Si P (≈pi)•c Q et P
ea,ξ,E,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−→eb I, alors pour tout E (≈pi)•c
E′,E∗ (≈pi)•c E′∗, K̃cn (≈pi)•c K̃′cn, P̃ ∗ (≈pi)•c P̃ ′∗, P̃ cn (≈pi)•c P̃ ′cn, il existe I ′ telle que

Q Z
ea,ξ,E′,E′∗,gP ′∗, ˜

K′cn{ gP ′cn}
================⇒eb I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Démonstration. Par induction sur le nombre de captures par les contextes. La preuve est
semblable à celle du lemme A.29 pour HOπP.

Lemme A.62. Si P (≈pi)•c Q et P
≤,θ7−−→ I, il existe I ′ telle que Q Z τ=⇒ ≤,θ7−−→ I ′ et I ≈•m I ′.

Démonstration. Par induction sur la taille de P (≈pi)•c Q.

Lemme A.63. La dérivation d’un jugement P
a,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb I n’utilise pas la règle Par-

Outk>. En outre nous avons P̃ ↑ = ∅.

Démonstration. Similaire à celle du lemme A.43.

Lemme A.64. Si P
a,↑,E,E↑,∅
↪−−−−−−→eb I, alors pour tout E (≈pi)•c E′,E∗ (≈pi)•c E′↑, il existe I ′

tel que P
a,↑,E′,E′↑,∅
↪−−−−−−−→eb I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Si P (≈pi)•c Q et P
a,↑,E,E↑,∅
↪−−−−−−→eb I, alors pour tout E (≈pi)•c E′,E∗ (≈pi)•c E′↑, il existe

E′′, I ′ tels que E′ Z τ=⇒ E′′ et Q Z τ=⇒
a,↑,E′′,E′↑,∅
↪−−−−−−−→eb I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Démonstration. Similaire à celle du lemme A.58.

Lemme A.65. Si P
ea,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb I, alors pour tout E (≈pi)•c E′,E↑ (≈pi)•c E′↑, P̃ ↑ (≈pi)•c

P̃ ′↑, il existe P̃ ′′↑, E′′, I ′ tels que P̃ ′↑ Z τ=⇒ P̃ ′′↑, E′ Z τ=⇒ E′′, P Z τ=⇒
ea,↑,E”,E′↑,gP”↑
↪−−−−−−−−−→eb I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Si P (≈pi)•c Q et P
ea,↑,E,E↑,fP ↑
↪−−−−−−−→eb I, alors pour tout E (≈pi)•c E′,E↑ (≈pi)•c E′↑, P̃ ↑ (≈pi)•c

P̃ ′↑, il existe P̃ ′′↑, E′′, I ′ tels que Q Z τ=⇒
ea,↑,′,E′↑,gP ′′↑
↪−−−−−−−→eb Z τ=⇒ I ′, P̃ ′↑ Z τ=⇒ P̃ ′′↑, E′ Z τ=⇒ E′′ et I (≈pi)•c I ′.
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120 Sémantique à complément

Démonstration. Similaire à celle du lemme A.59.

Lemme A.66. Si P (≈pi)•c Q et P
ea,↑,E,E↑,fP ↑7−−−−−−−→eb I, alors pour tout E (≈pi)•c E′,E↑ (≈pi)•c

E′↑, P̃ ↑ (≈pi)•c P̃ ′↑, il existe I ′ tel que Q Z
ea,↑,E′,E′↑,gP ′↑
========⇒eb I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Démonstration. Par induction sur le nombre de captures par les contextes. La preuve est
semblable à celle du lemme A.29 pour HOπP.

Lemme A.67. Si P (≈pi)•c Q et P
>,θ7−−→ I, il existe I ′ telle que Q Z τ=⇒ >,θ7−−→ I ′ et I (≈pi)•c I ′.

Démonstration. Par induction sur la taille de P (≈pi)•c Q.

Lemme A.68. Soient P (≈pi)•c Q.
Si P τ7−→ P ′, il existe Q′ tel que Q Z τ=⇒ Q′ et P ′ (≈pi)•c Q′.

Si P
ea,Ξ,E↑{fP ↑},∆,R,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb P ′, alors ∀E↑ (≈pi)•c E′↑, ∆ (≈pi)•c ∆′, E∗ (≈pi)•c E′∗,
K̃cn (≈pi)•c K̃′cn, P̃ ↑ (≈pi)•c P̃ ′↑, R (≈pi)•c R′, P̃ ∗ (≈pi)•c P̃ ′∗, P̃ cn (≈pi)•c P̃ ′cn, il existe Q′

tel que Q Z
ea,Ξ,E′↑{gP ′↑},∆′,R′,E′∗,gP ′∗, ˜

K′cn{ gP ′cn}
========================⇒eb Q′ et P ′ (≈pi)•c Q′.

Démonstration. La première clause est prouvée classiquement par induction sur la taille
de P (≈pi)•c Q, en utilisant les lemmes A.61, A.62, A.66 et A.67 pour les règles de com-
munication.

La deuxième clause est prouvée par analyse de cas sur P
ea,Ξ,E↑{fP ↑},∆,R,E∗,fP ∗, ˜

Kcn{gP cn}7−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→eb
P ′ à l’aide des lemmes A.61 et A.66.

Lemme A.69. La relation (≈pi)•c
∗ est une bisimulation faible à complément sur les

réceptions partielles.

Démonstration. Les lemmes A.52, A.54, A.61, A.62, A.66, A.67 et A.68 permettent de
montrer que (≈pi)•c

∗ est une simulation faible à complément sur les réceptions partielles,
et la relation est symétrique par le lemme A.4.

Théorème A.4. La relation ≈pi est une congruence.

Démonstration. Immédiat par les lemmes A.69 et A.5.
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Annexe B

Preuves pour HOP

B.1 Congruence

Nous prouvons la congruence de la bisimilarité d’ordre supérieur en utilisant la méthode
de Howe. Nous traitons uniquement le cas de la bisimilarité précoce forte, les preuves dans
les cas faibles et/ou tardifs sont similaires. Nous notons .∼• la clôture de Howe de .∼•, et
nous notons .∼•c la restriction aux termes clos de .∼•.

Lemme B.1. Soient P .∼•c Q.
– Si P τ−→ P ′, il existe Q′ tel que Q τ−→ Q′ et P ′ .∼•c Q′.
– Si P a−→ F , pour tout R .∼•c R′, il existe F ′ tel que Q a−→ F ′ et F ◦ R .∼•c F ′ ◦ R′.
– Si P a−→ 〈R〉S, il existe R′, S′ tels que Q a−→ 〈R′〉S′, R .∼•c R′ et S .∼•c S′.

Démonstration. Par induction sur la taille de la preuve de P .∼• Q.
Supposons P .∼◦ Q. Comme les processus sont clos, nous avons P .∼ Q. La première

et la dernière clause sont vraies par définition de la bisimilarité. Si P a−→ F , alors il ex-
iste F ′ telle que Q a−→ F ′ et F ◦ R′ .∼ F ′ ◦ R′ ; comme les termes sont clos, nous avons
F ◦ R′ .∼◦ F ′ ◦ R′. Par congruence de .∼•, nous avons F ◦ R .∼• F ◦ R′. Nous avons donc
F ◦ R .∼• .∼◦ F ′ ◦ R′, comme voulu.

Supposons P .∼• T .∼◦ Q. Soit σ une substitution qui clôt T . Par le lemme A.3, nous
avons P .∼•c Tσ avec une dérivation de même taille. Si P τ−→ P ′, alors par induction il
existe T ′ tel que T τ−→ T ′ et P ′ .∼•c T ′. Nous avons Tσ .∼ Q, donc par bisimilarité il existe
Q′ tel que Q τ−→ Q′ et T ′ .∼ Q′. Comme les termes sont clos, nous avons T ′ .∼◦ Q′ ; nous
avons donc P ′ .∼• .∼◦ Q′, soit P ′ .∼•c Q′ comme P ′ et Q′ sont clos. Le cas de l’émission se
traite de la même manière. Si P a−→ F , alors par induction il existe F ′ telle que Tσ a−→ F ′ et
F ◦ R .∼• F ′ ◦ R′. Nous avons Tσ .∼ Q, donc par bisimilarité, il existe F” tel que Q a−→ F”
et F ′ ◦ R′ .∼ F” ◦ R′. Comme les termes sont clos, nous avons F ′ ◦ R′ .∼◦ F” ◦ R′, donc
nous avons F ◦ R .∼•c

.∼◦ F” ◦ R′, soir F ◦ R .∼•c F” ◦ R′ comme souhaité.

Supposons P = op(P̃i), Q = op(Q̃i) avec P̃i
.∼•c Q̃i. Nous procédons par analyse de cas

sur op.
Si P = a(X)P1 et Q = a(X)Q1, la seule transition possible pour P est P a−→ (X)P1.

Nous avons également Q
a−→ (X)Q1, et par le lemme A.2, nous avons P1{R/X}

.∼•c
Q1{R′/X}. Nous avons donc (X)P1 ◦ R

.∼•c (X)Q1 ◦ R′ comme voulu.
Si P = a〈P1〉P2 et Q = a〈Q1〉Q2, la seule transition possible pour P est P a−→ 〈P1〉P2.

Nous avons également Q a−→ 〈Q1〉Q2 avec P1
.∼•c Q1 et P2

.∼•c Q2 comme souhaité.
Si P = P1 | P2 et Q = Q1 | Q2, les transitions de P peuvent provenir des règles Par,

HO ou de leur symétrique. Si P τ−→ P ′1 | P2
∆= P ′ avec P1

τ−→ P ′1, alors par induction il

existe Q′1 tel que Q1
τ−→ Q′1 et P1

.∼•c Q′1. Par la règle Par nous avons Q τ−→ Q′1 | Q2
∆= Q′,

et par congruence de .∼• nous avons P ′ .∼•c Q′ comme souhaité. Le cas de l’émission en
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122 Preuves pour HOP

provenance de P1 se traite de la même manière. Si P a−→ F1 | P2
∆= F avec P1

a−→ F1, alors
par induction il existe F ′1 telle que Q1

a−→ F ′1 et F1 ◦ R
.∼•c F ′1 ◦ R′. Par la règle Par nous

avons Q a−→ F ′1 | P2
∆= F ′, et par congruence de .∼• nous avons F1 ◦ R | P2

.∼•c F ′1 ◦ R′ | P2,

soit F ◦ R .∼•c F ′ ◦ R′ comme souhaité. Si P τ−→ F • 〈R〉S ∆= P ′ avec P1
a−→ F et

P2
a−→ 〈R〉S, alors par induction il existe R′, S′ tels que Q2

a−→ 〈R′〉S′, R .∼•c R′ et S .∼•c S′.
Il existe également F ′ telle que Q1

a−→ F ′ et F ◦ R .∼•c F ′ ◦ R′. Par HO nous avons
Q

τ−→ F ′ • 〈R′〉S′ ∆= Q′, et par congruence nous avons F ◦ R | S .∼•c F ′ ◦ R′ | S′, soit
F • 〈R〉S .∼•c F ′ • 〈R′〉S′ comme souhaité.

Si P = a[P1], les transitions provenant de la passivation se traitent comme l’émission
de message, et les transitions provenant de la règle Loc se traitent comme celles provenant
de Par. Le cas P = P1 +P2 est facile. Si P =!P1, alors les transitions provenant de la règle
Replic se traitent comme celles provenant de Par, et celles provenant de Replic-HO se
traitent comme celles ayant pour origine HO.

Lemme B.2. La relation .∼•c
∗ est une bisimilarité forte d’ordre supérieur.

Démonstration. Le lemme B.1 permet de montrer que .∼•c
∗ est une similarité forte d’ordre

supérieur, et .∼•c
∗ est symétrique par le lemme A.4.

Les preuves de complétude dans les cas fort et faible sont disponibles dans [25]. Elles
suivent le principe décrit en section 2.2.3 et mis en œuvre avec la bisimilarité à complément
de HOπP (section A.3.4).

B.2 Bisimilarité normale

Lemme B.3. Soit E un contexte d’évaluation. Si P α−→ A, alors il existe E′ tel que E{P} α−→
E′{A}, et le trou 2 n’est pas sous un opérateur de réplication ou de somme dans E′.

Démonstration. Immédiat par induction sur E et d’après les règles Replic et Sum.

Lemme B.4. Soient P,Q tels que fv(P,Q) ⊆ {X} et m,n qui n’apparaissent pas dans
P,Q. Supposons que P{m.n.0/X} .∼l Q{m.n.0/X} et que la transition P{m.n.0/X} m−→
P ′{m.n.0/X}{n.0/Y } ∆= Pn est imitée par Q{m.n.0/X} m−→ Q′{m.n.0/X}{n.0/Y } ∆= Qn
avec Pn

.∼l Qn. Nous avons deux possibilités :
– soit il existe P1

.∼l Q1 tels que Pn ≡ n.0 | P1, Qn ≡ n.0 | Q1 et P1
.∼l Q1 ;

– ou alors il existe k ≥ 0, a1, . . . ak, P1 . . . Pk+1, Q1 . . . Qk+1 tels que

Pn ≡ a1[. . . ak−1[ak[n.0 | Pk+1] | Pk] | Pk−1 . . .] | P1

Qn ≡ a1[. . . ak−1[ak[n.0 | Qk+1] | Qk] | Qk−1 . . .] | Q1

et pour tout 1 ≤ j ≤ k + 1, on a Pj
.∼l Qj.

Démonstration. Nous avons P{m.n.0/X} m−→ Pn et Q{m.n.0/X} m−→ Qn, donc les occur-
rences de m.n.0 qui se réduisent dans P et Q se trouvent dans des contextes d’évaluation.
D’après le lemme B.3, les occurrences de n.0 dans Pn et Qn se trouvent uniquement sous
des compositions parallèles ou dans des localités. Comme n est frais pour P et Q, Pn et
Qn peuvent effectuer chacun exactement une transition n−→.

Supposons que n.0 n’est pas dans une localité dans Pn. Si n.0 est dans une localité dans
Qn, alors il existe une transition Qn

a−→ 〈Rn〉S avec Rn
n−→. Comme nous avons Pn

.∼l Qn,
le processus n.0 dans Pn peut être émis, alors qu’il est dans un contexte d’évaluation. Ce
n’est possible seulement si n.0 est dans une localité, contradiction. Donc n.0 n’est pas
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B.2 Bisimilarité normale 123

dans une localité dans Qn. Donc il existe P1, Q1 tels que Pn ≡ n.0 | P1 et Qn ≡ n.0 | Q1.
Comme la transition Pn

n−→ P1 ne peut être imitée que par Qn
n−→ Q1, nous avons P1

.∼l Q1.
Nous pouvons également montrer que si n.0 n’est pas dans une localité dans Qn, alors il
n’est pas dans une localité dans Pn, et nous pouvons décomposer Pn et Qn de la même
manière.

Supposons maintenant que n.0 est sous la hiérarchie de localités a1 . . . ak dans Pn
et sous la hiérarchie b1 . . . bl dans Qn. Supposons k > l. Nous avons Pn

a1−→ 〈R1
n〉P1 avec

R1
n

n−→ ; comme Pn
.∼l Qn, il existe R′1n , Q1 tels que Qn

a1−→ 〈R′1n 〉Q1, R1
n

.∼l R′1n et P1
.∼l Q1.

Le processus n.0 est sous k−1 localités dans R1
n et sous l− i localités dans R′1n , avec i > 0.

En considérant l− 1 passivations successives, nous définissons Rln issu de Pn et R′ln issu de
Qn tels que Rln

.∼l R′ln et de sorte que n.0 est sous k− l > 0 localités dans Rln et n’est pas
dans une localité dans R′ln : contradiction. Avec le même raisonnement, nous prouvons que
le cas k < l est impossible, nous avons donc k = l. En considérant les réponses de Qn aux
k passivations successives de Pn, nous montrons également que nous avons ai = bi pour
tout i ∈ {1 . . . k}.

Il existe donc P1 . . . Pk+1, Q1 . . . Qk+1, tels que

Pn ≡ a1[. . . ak−1[ak[n.0 | Pk+1] | Pk] | Pk−1 . . .] | P1

Qn ≡ a1[. . . ak−1[ak[n.0 | Qk+1] | Qk] | Qk−1 . . .] | Q1

Nous notons Rin (respectivement R′in) le processus à l’intérieur de la localité ai dans Pn
(respectivement Qn). Nous avons Pn

a1−→ 〈R1
n〉P1 ; cette transition ne peut être imitée

que par Qn
a1−→ 〈R′1n 〉P1, en raisonnant comme précédemment sur le nombre de localités

englobant n.0. Nous avons donc R1
n

.∼l R′1n et P1
.∼l Q1. Par induction sur j ∈ {1..k},

nous montrons que nous avons Rjn
.∼l R′jn et Pj

.∼l Qj . Pour j = k, nous avons Rkn
.∼l R′kn ,

c’est-à-dire n.0 | Pk+1
.∼l n.0 | Qk+1. La transition Rkn

n−→ Pk+1 ne peut être imitée que
par R′kn

n−→ Qk+1, nous avons donc Pk+1
.∼l Qk+1.

Lemme B.5. Soient P,Q tels que fv(P,Q) ⊆ {X} et m,n qui n’apparaissent pas dans
P,Q. Supposons que P{m.n.0/X} .∼l Q{m.n.0/X} et que la transition P{m.n.0/X} m−→
P ′{m.n.0/X}{n.0/Y } ∆= Pn est imitée par Q{m.n.0/X} m−→ Q′{m.n.0/X}{n.0/Y } ∆= Qn
avec Pn

.∼l Qn. Soit R .∼l R′ ; nous avons {{m.n.0/P ′}R/Y } .∼l Q′{m.n.0/X}{R′/Y }.

Démonstration. D’après le lemme B.4, nous avons deux possibilités.
Si Pn ≡ n.0 | P1, Qn ≡ n.0 | Q1 avec P1

.∼l Q1, alors par congruence et transitivité de
.∼l nous avons R | P1

.∼l R′ | Q1.
Si

Pn ≡ a1[. . . ak−1[ak[n.0 | Pk+1] | Pk] | Pk−1 . . .] | P1

Qn ≡ a1[. . . ak−1[ak[n.0 | Qk+1] | Qk] | Qk−1 . . .] | Q1

alors par induction sur j ∈ {1 . . . k}, nous montrons que nous avons aj [. . . ak[R | Pk+1] |
Pk . . .] | Pj

.∼l aj [. . . ak[R′ | Qk+1] | Qk . . .] | Qj , en utilisant la congruence et la transitivité
de .∼l. Le résultat est alors vrai en prenant j = 1.

Théorème B.1. Soient P,Q deux processus tels que fv(P,Q) ⊆ {X} et m,n deux noms qui
n’apparaissent pas dans P,Q. Si P{m.n.0/X} .∼l Q{m.n.0/X}, alors pour tout processus
clos R, on a P{R/X} .∼l Q{R/X}

Démonstration. Soit

R∆= {(P{R/X}, Q{R/X}), P{m.n.0/X} .∼l Q{m.n.0/X}}.
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124 Preuves pour HOP

Nous montrons que R est une bisimulation tardive d’ordre supérieure. La relation est
symétrique, il suffit donc de montrer qu’il s’agit d’une simulation. Nous procédons par
analyse de cas sur les transitions de P{R/X}.

Si la transition est engendrée uniquement par P , nous avons P{R/X} α−→ A{R/X}
avec P α−→ A. Nous avons donc P{m.n.0/X} α−→ A{m.n.0/X}. La transition α−→ provient
de P , qui ne contient pas d’occurrences de m,n, donc m,n n’apparaissent pas dans α.
Nous distinguons les trois cas possibles pour A.

– Supposons que A est un processus P ′. Comme P{m.n.0/X} .∼l Q{m.n.0/X}, il
existe Q′ tel que Q{m.n.0/X} α−→ Q′ et P ′{m.n.0/X} .∼l Q′. Comme m,n /∈ α,
la transition Q{m.n.0/X} α−→ Q′ provient de Q : il existe Q” tel que Q α−→ Q” et
Q′ = Q”{m.n.0/X}. Nous avons donc Q{R/X} α−→ Q”{R/X} avec P ′{R/X} R
Q”{R/X}, comme voulu.

– Supposons que A est une fonction F . Il existe F ′ telle que Q{m.n.0/X} α−→ F ′

et (F{m.n.0/X}) ◦ T .∼l F ′ ◦ T pour tout processus T . Comme m,n /∈ α, la
transition Q{m.n.0/X} α−→ F ′ provient de Q : il existe F” tel que Q α−→ F” et F ′ =
F”{m.n.0/X}. Nous avons donc Q{R/X} α−→ F”{R/X}, et pour tout T clos, nous
avons (F{R/X}) ◦ T = (F ◦ T ){R/X} et (F”{R/X}) ◦ T = (F” ◦ T ){R/X}. Nous
avons également (F ◦ T ){m.n.0/X} = (F{m.n.0/X}) ◦ T .∼l (F”{m.n.0/X}) ◦
T = (F” ◦ T ){m.n.0/X}. Finalement nous avons donc (F ◦ T ){R/X} R (F” ◦
T ){R/X} comme voulu.

– Supposons que A = 〈S〉T . Il existe S′ et T ′ tels que Q{m.n.0/X} α−→ 〈S′〉T ′,
S{m.n.0/X} .∼l S′ et T{m.n.0/X} .∼l T ′. Comme nous avons m,n /∈ α, la transi-
tion Q{m.n.0/X} α−→ 〈S′〉T ′ provient de Q : il existe S”, T” tels que Q α−→ 〈S”〉T”,
S′ = S”{m.n.0/X} et T ′ = T”{m.n.0/X}. Par conséquent, nous avons Q{R/X} α−→
〈S”{R/X}〉T”{R/X} avec S{R/X} R S”{R/X} et T{R/X} R T”{R/X}, comme
voulu.

Supposons que la transition provient uniquement d’une copie de R : nous avons
P{R/X} α−→ P ′{R/X}{A/Y } avec R

α−→ A. Cette copie de R se trouve dans un con-
texte d’évaluation, nous avons donc

P{m.n.0/X} m−→ P ′{m.n.0/X}{n.0/Y } ∆= Pn.

Par l’hypothèse de bisimilarité, il existe Q′ tel que

Q{m.n.0/X} m−→ Q′{m.n.0/X}{n.0/Y } ∆= Qn

et Pn
.∼l Qn. Nous avons donc Q{R/X} α−→ Q′{R/X}{A/Y }. Nous distinguons les

différents cas pour A.
– Supposons A = R′. Nous avons P ′{m.n.0/X}{R′/Y } .∼l Q′{m.n.0/X}{R′/Y } par

le lemme B.5. Par conséquent nous avons P ′{R/X}{R′/Y } R Q′{R/X}{R′/Y }
comme voulu.

– Supposons A = F . Pour tout processus T , nous avons P ′{m.n.0/X}{F ◦ T/Y } .∼l
Q′{m.n.0/X}{F ◦ T/Y } par le lemme B.5. Nous avons donc P ′{R/X}{F ◦ T/Y } R
Q′{R/X}{F ◦ T/Y } comme voulu.

– Supposons A = 〈S〉T . Nous avons P ′{m.n.0/X}{T/Y } .∼l Q′{m.n.0/X}{T/Y } par
le lemme B.5. Nous avons P ′{R/X}{T/Y } R Q′{R/X}{T/Y } et S R S comme
voulu.

Si la transition de P provient de la communication entre une copie de R et un sous-
processus P ′ de P , nous avons deux cas à considérer. Si le message est émis par P ′, alors il
existe F, S, T tels que R a−→ F et P ′ a−→ 〈S{R/X}〉T{R/X} pour un certain a. Nous avons
la transition

P{R/X} τ−→ E
1
R{E2

R{F ◦ (S{R/X})} | E3
R{T{R/X}}}
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B.2 Bisimilarité normale 125

pour certains contextes E1
R,E

2
R,E

3
R (nous notons en indice le processus substitué aux vari-

ables des contextes, ici R). Nous avons

P{m.n.0/X} m−→ a−→
〈S{m.n.0/X}〉E1

m.n.0{E2
m.n.0{n.0} | E3

m.n.0{T{m.n.0/X}}}

donc par l’hypothèse de bisimilarité, il existe S′,E′ tels que

Q{m.n.0/X} m−→ a−→ 〈S′{m.n.0/X}〉E′m.n.0{n.0}

et les messages et continuations sont bisimilaires, c’est-à-dire

S{m.n.0/X} .∼l S′{m.n.0/X}

et
E

1
m.n.0{E2

m.n.0{n.0} | E3
m.n.0{T{m.n.0/X}}}

.∼l E′m.n.0{n.0}

De la bisimilarité des messages, on déduit par congruence de .∼l

F ◦ (S{m.n.0/X}) .∼l F ◦ (S′{m.n.0/X})

Donc par le lemme B.5 et par la bisimilarité des continuations, nous avons

E
1
m.n.0{E2

m.n.0{F ◦ (S{m.n.0/X})} | E3
m.n.0{T{m.n.0/X}}}

.∼l E′m.n.0{F ◦ (S′{m.n.0/X})}

Nous avons Q{R/X} τ−→ E′R{F ◦ (S′{R/X})} et

E
1
R{E2

R{F ◦ (S{R/X})} | E3
R{T{R/X}}} R E

′
R{F ◦ (S′{R/X})}

Le résultat est donc vrai.
Si le message est émis par R, il existe F, S, T tels que R a−→ 〈S〉T et P ′ a−→ F{R/X}

pour un certain a. Nous avons la transition

P{R/X} τ−→ E
1
R{E2

R{T} | E3
R{(F{R/X}) ◦ S}}

pour certains contextes E1
R,E

2
R,E

3
R. Nous avons

P{m.n.0/X} m−→ a−→ E
1
m.n.0{E2

m.n.0{n.0} | E3
m.n.0{F{m.n.0/X}}}

donc il existe F ′,E′1m.n.0,E
′2
m.n.0,E

′3
m.n.0 tels que

Q{m.n.0/X} m−→ a−→ E
′1
m.n.0{E′

2
m.n.0{n.0} | E′

3
m.n.0{F ′{m.n.0/X}}}

et

E
1
m.n.0{E2

m.n.0{n.0} | E3
m.n.0{(F{m.n.0/X}) ◦ S}}

.∼l E′
1
m.n.0{E′

2
m.n.0{n.0} | E′

3
m.n.0{(F ′{m.n.0/X}) ◦ S}}

Par le lemme B.5, nous avons

E
1
m.n.0{E2

m.n.0{T} | E3
m.n.0{(F{m.n.0/X}) ◦ S}}

.∼l E′
1
m.n.0{E′

2
m.n.0{T} | E′

3
m.n.0{(F ′{m.n.0/X}) ◦ S}}

Nous avons Q{R/X} τ−→ E′1R{E′
2
R{T} | E′

3
R{(F ′{R/X}) ◦ S}} et

E
1
R{E2

R{T} | E3
R{(F{R/X}) ◦ S}} R E

′1
R{E′

2
R{T} | E′

3
R{(F ′{R/X}) ◦ S}}
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126 Preuves pour HOP

le résultat est donc vrai.

Si la transition de P{R/X} provient de la communication entre deux copies de R,
alors il existe a, F, S, T tels que R a−→ F et R a−→ 〈S〉T . La transition de P{R/X} peut
s’écrire P{R/X} τ−→ P ′{R/X}{F ◦ T/Z}{T/Y }.

En particulier nous avons P{R/X} a−→ P ′{R/X}{F/Z}{R/Y }. Comme Z est dans un
contexte d’évaluation, nous avons

P{m.n.0/X} m−→ P ′{m.n.0/X}{n.0/Z}{m.n.0/Y }.

Il existe donc Q′ tel que

Q{m.n.0/X} m−→ Q′{m.n.0/X}{n.0/Z}

et P ′{m.n.0/X}{n.0/Z}{m.n.0/Y } .∼l Q′{m.n.0/X}{n.0/Z}. Comme nous avons F ◦
S

.∼l F ◦ S, nous avons P ′{m.n.0/X}{F ◦ S/Z}{m.n.0/Y } .∼l Q′{m.n.0/X}{F ◦ S/Z}
par le lemme B.5.

Comme Y est dans un contexte d’évaluation, nous avons

P ′{m.n.0/X}{F ◦ S/Z}{m.n.0/Y } m−→ P ′{m.n.0/X}{F ◦ S/Z}{n.0/Y }.

Il existe donc Q” tel que

Q′{m.n.0/X}{F ◦ S/Z} m−→ Q”{m.n.0/X}{F ◦ S/Z}{n.0/Y }

et P ′{m.n.0/X}{F ◦ S/Z}{n.0/Y } .∼ Q”{m.n.0/X}{F ◦ S/Z}{n.0/Y }. Comme nous
avons T .∼l T , nous avons

P ′{m.n.0/X}{F ◦ S/Z}{T/Y } .∼ Q”{m.n.0/X}{F ◦ S/Z}{T/Y }

par le lemme B.5. Finalement nous avons Q{R/X} τ−→ Q”{R/X}{F ◦ S/Z}{T/Y } avec
P ′{R/X}{F ◦ S/Z}{T/Y } R Q”{R/X}{F ◦ S/Z}{T/Y } comme voulu.
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Annexe C

Équivalences de fonctions en
HOπP

Nous prouvons les résultats sur les processus finis donnés en Section 3.2.2.

Lemme C.1. Soit F une fonction finie. Pour tout processus P , F ◦ P est fini.
Soit PF un processus fini. Pour tout PF

α−→ A, l’agent A est fini.

Démonstration. Nous prouvons le premier résultat. Soit F = (X)PF une fonction finie.
Nous avons X /∈ fv(PF ), ou X apparâıt uniquement dans les messages de P . Nous avons
donc PF {P/X} = PF , ou alors P apparâıt uniquement dans les messages de PF {P/X}.
Dans les deux cas, le processus F ◦ P est fini.

Nous prouvons le second résultat par induction structurelle sur PF . Il n’y a rien à
prouver dans le cas 0. Si PF = a〈P 1〉P 2

F , la seule transition possible est PF
a−→ 〈P 1〉P 2

F . Le
processus P 2

F est fini, donc 〈P 1〉P 2
F est finie par définition.

Si PF = a(X)P ′F , alors la seule transition possible est PF
a−→ (X)P ′F . Comme P ′F est

fini, (X)P ′F est finie.
Si PF = P 1

F | P 2
F , alors les transitions de PF peuvent provenir des règles Par, HO

ou de leur symétrique. Dans le cas de Par, nous avons P 1
F

α−→ A1 et PF
α−→ A1 | P 2

F . Par
induction, A1 est fini, donc A1 | P 2

F est fini. Dans le cas de HO, nous avons P 1
F

a−→ F ,

P 2
F

a−→ C et PF
τ−→ F • C. Par induction F et C sont finies, et par le premier résultat,

F • C est fini ; le résultat est donc vrai.
Si PF = a[P ′F ], les transitions de PF peuvent provenir de Passiv ou Loc ; le cas de

la passivation se traite comme l’émission de message, et la règle de congruence se traite
comme la règle Par. De même, si PF = νa.P ′F , les transitions de PF proviennent de la
règle Restr : ce cas se traite comme la règlePar.

Lemme C.2. Soit PF un processus fini.
– L’ensemble {α, PF

α−→} est fini.
– Pour tout α, l’ensemble {A,PF

α−→ A} est fini.

Démonstration. Facile par induction structurelle sur PF .

Nous prouvons maintenant que les processus finis terminent. Pour cela, nous définissons
la taille d’un agent fini.

Définition C.1. La taille d’un processus fini PF , notée s(PF ), est définie inductivement
par

s(0) = 0 s(P 1
F | P 2

F ) = s(P 1
F ) + s(P 2

F ) s(νa.PF ) = s(PF )

s(a〈P 1〉P 2
F ) = 1 + s(P 2

F ) s(a(X)PF ) = 1 + s(PF ) s(a[PF ]) = 1 + s(PF )
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128 Équivalences de fonctions en HOπP

La taille d’une concrétion finie est définie comme étant la taille de sa continuation, et
la taille d’une fonction finie est définie comme étant la taille du corps de la fonction.

Lemme C.3. Soit F une abstraction finie. Pour tout P , nous avons s(F ◦ P ) = s(F ).
Soit PF un processus fini. Pour tout PF

α−→ AF , nous avons s(AF ) < s(PF ).

Démonstration. Soit F = (X)PF une abstraction finie ; par définition nous avons s(F ) =
s(PF ). Par définition nous avons X /∈ fv(PF ) ou X n’apparâıt que dans les messages de
PF . Comme le contenu des messages n’intervient pas dans le calcul de la taille, nous avons
s(PF {P/X}) = s(PF ) = s(F ).

Nous prouvons le second résultat par induction structurelle sur PF . Il n’y a rien à
prouver pour PF = 0. Si PF = a〈P 1〉P 2

F , nous avons PF
a−→ 〈P 1〉P 2

F , s(PF ) = 1 + s(P 2
F ) et

s(〈P 1〉P 2
F ) = s(P 2

F ), le résultat est donc vrai.
Si PF = a(X)P ′F , nous avons PF

a−→ (X)P ′F , s(PF ) = 1 + s(P ′F ) et s((X)PF ) = s(PF ),
le résultat est donc vrai.

Si PF = P 1
F | P 2

F , la transition de PF provient des règles Par, HO ou de leur
symétrique. Dans le cas de Par, nous avons P 1

F
α−→ A1

F et PF
α−→ A1

F | P 2
F . Par in-

duction nous avons s(A1
F ) < s(P 1

F ), donc nous avons s(A1
F ) + s(P 2

F ) < s(P 1
F ) + s(P 2

F ),
c’est-à-dire s(A1

F | P 2
F ) < s(PF ), comme voulu. Dans le cas de HO, nous avons P 1

F
a−→ F ,

P 2
F

a−→ C = νb̃.〈R〉SF et PF
τ−→ F • C. Par le premier résultat nous avons s(F ◦ R) = s(F ),

donc nous avons s(νb̃.(F ◦ R | SF )) = s(F ◦ R) + s(SF ) = s(F ) + s(C). Par induction
nous avons s(F ) < s(P 1

F ) et s(C) < s(P 2
F ), donc nous avons s(F )+s(C) < s(P 1

F )+s(P 2
F ),

c’est-à-dire s(F • C) < s(PF ), comme demandé.
Si PF = a[P ′F ], nous avons deux cas à considérer. Si PF

a−→ 〈P ′F 〉0, nous avons s(PF ) =
1 + s(P ′F ) > s(0) = 0, le résultat est donc vrai. Si P ′F

α−→ A′F et PF
α−→ a[A′F ], alors par

induction nous avons s(P ′F ) > s(A′F ), donc nous avons 1 + s(P ′F ) > 1 + s(A′F ), c’est-à-dire
s(PF ) > s(a[A′F ]), le résultat est donc vrai. De même, si PF = νa.P ′F , P ′F

α−→ A′F et PF
α−→

νa.A′F , alors par induction nous avons s(P ′F ) > s(A′F ), c’est-à-dire s(PF ) > s(νa.A′F ),
comme voulu.

Lemme C.4. Soit PF un processus fini. Il n’existe pas de suite infinie de processus (Pi)i∈N
telle que P0 = PF et pour tout i :

– Pi
τ−→ Pi+1 ou ;

– Pi
a−→ F et il existe R tel que F ◦ R = Pi+1 ou ;

– Pi
a−→ νb̃.〈R〉Pi+1.

Démonstration. S’il existe une telle suite, alors la suite des tailles (s(Pi))i∈N est une suite
d’entiers naturels strictement décroissante par le lemme C.3, absurde.

Nous rappelons la définition des fonctions (Fn), (Gn) données en section 3.2.3.

F0
∆= (X0)X0, G0

∆= (X0)(X0 | X0)

et pour tout n > 0

Fn
∆= (Xn)R1

n +R2
n

Gn
∆= (Xn)S1

n + S2
n

avec

R1
n

∆= νan.(an[Xn] | an.Fn−1)

R2
n

∆= νan.τ.(Gn−1 ◦ Xn)

S1
n

∆= νan.(an[Xn] | an.Gn−1)

S2
n

∆= νan.τ.(Fn−1 ◦ Xn)
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Dans les preuves qui vont suivre, pour tous processus P,R et toute fonction F tels
que fv(P ) = {X} et X apparâıt exactement une fois dans P , nous définissons P ◦ R ∆=
P{R/X} et P ◦ F ∆= P{F/X}.

Lemme C.5. Pour tout PF tel que d(PF ) = 0, nous avons F0 ◦ PF ∼ G0 ◦ PF .

Démonstration. Comme d(PF ) = 0, PF ne peut pas effectuer de transition, tout comme le
processus PF | PF . Nous avons fn(PF ) = fn(PF | PF ), donc nous avons F0 ◦ PF ∼ G0 ◦ PF .

Lemme C.6. Soit n > 0. Pour tout PF tel que d(PF ) ≤ n, nous avons Fn ◦ PF ∼ Gn ◦
PF .

Démonstration. Nous prouvons que la relation

Rn
∆= {(C{P{ ˜Fk ◦ P kF , R̃1

l ◦ P lF /X̃}},C{P{G̃k ◦ P kF ,
˜S1
l ◦ P lF /X̃}}),

d(P kF ) ≤ k ≤ n ∧ d(P lF ) ≤ l − 1 ≤ n}

est une bisimulation contextuelle précoce forte.
Soient P1 Rn P2. Nous procédons par analyse de cas sur la transition de P1.
Si la transition est initiée par P ou C sans interaction avec les processus Fk ◦ P kF , alors

P2 répond avec la même transition.

Supposons que la transition de P1 provient d’un processus Fk0 ◦ P
k0
F , dans lequel la

passivation de la localité ak0 s’est déclenchée. Nous avons alors

P1
τ−→ C{P{νak0 .(Fk0−1 ◦ P k0F )/Xk0}{ ˜Fk ◦ P kF , R̃1

l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}} ∆= P ′1.

Nous distinguons deux cas ; supposons d’abord que nous avons d(P k0F ) ≤ k0 − 1. Le pro-
cessus P2 répond alors par la passivation de ak0 dans Gk0 ◦ P

k0
F , c’est-à-dire

P2
τ−→ C{P{νak0 .(Gk0−1 ◦ P k0F )/Xk0}{G̃k ◦ P kF ,

˜S1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}} ∆= P ′2.

Soit P ′ ∆= P{νak0 .Xk0/Xk0}. Les processus P ′1 et P ′2 peuvent s’écrire

P ′1 = C{P ′{ ˜Fk ◦ P kF , Fk0−1 ◦ P k0F , R̃1
l ◦ P lF /X̃}}

P ′2 = C{P ′{G̃k ◦ P kF , Gk0−1 ◦ P k0F , ˜S1
l ◦ P lF /X̃}}

et comme nous avons d(P k0F ) ≤ k0 − 1 ≤ n, nous avons P ′1 Rn P ′2, comme souhaité.
Dans le cas d(P k0F ) = k0, le processus P2 répond par l’action interne de Sk0 , sous-

processus de Gk0 ◦ P
k0
F . Nous avons alors

P2
τ−→ C{P{νak0 .(Fk0−1 ◦ P k0F )/Xk0}{G̃k ◦ P kF ,

˜S1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}} ∆= P ′2

Soit P ′ ∆= P{νak0 .(Fk0−1 ◦ P k0F )/Xk0} ; P ′1 et P ′2 peuvent s’écrire

P ′1 = C{P ′{ ˜Fk ◦ P kF , R̃1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}}

P ′2 = C{P ′{G̃k ◦ P kF ,
˜S1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}}

Nous avons donc P ′1 Rn P ′2 comme souhaité.

Supposons que la transition de P1 provient d’un processus R1
l0
◦ P l0F , dans lequel la

passivation de la localité al0 s’est déclenchée. Nous avons d(P l0F ) ≤ l0 − 1 par définition,
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130 Équivalences de fonctions en HOπP

ce cas se traite donc comme le premier sous-cas du cas précédent.

Supposons que la transition de P1 provient d’un processus Fk0 ◦ P
k0
F , dans lequel la

τ -action du processus Rk0 se déclenche. Nous avons alors

P1
τ−→ C{P{νak0 .(Gk0−1 ◦ P k0F )/Xk0}{ ˜Fk ◦ P kF , R̃1

l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}} ∆= P ′1.

Le processus P2 répond par la passivation de ak0 dans le processus Gk0 ◦ P
k0
F , c’est-à-dire

P2
τ−→ C{P{νak0 .(Gk0−1 ◦ P k0F )/Xk0}{G̃k ◦ P kF ,

˜S1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}} ∆= P ′2

Soit P ′ ∆= P{νak0 .(Gk0−1 ◦ P k0F )/Xk0} ; P ′1 et P ′2 peuvent s’écrire

P ′1 = C{P ′{ ˜Fk ◦ P kF , R̃1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}}

P ′2 = C{P ′{G̃k ◦ P kF ,
˜S1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}}

donc nous avons P ′1 Rn P ′2.

Supposons que la transition de P1 provient d’un processus Fk0 ◦ P
k0
F , dans lequel P k0F

effectue une action interne P k0F
τ−→ P ′k0F . Nous avons alors

P1
τ−→ C{P{R1

k0 ◦ P
′k0
F /Xk0}{ ˜Fk ◦ P kF , R̃1

l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}} ∆= P ′1.

Le processus P2 répond par une transition similaire

P2
τ−→ C{P{S1

k0 ◦ P
′k0
F /Xk0}{G̃k ◦ P kF ,

˜S1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}} ∆= P ′2.

Par définition de la profondeur, nous avons d(P ′k0F ) ≤ d(P k0F )− 1 ≤ k0 − 1 ≤ n, donc nous
avons P ′1 Rn P ′2.

Supposons que la transition de P1 provient d’un processus Fk0 ◦ P
k0
F , dans lequel P k0F

effectue une réception P k0F
a−→ F . Nous avons alors

P1
a−→ C{P{R1

k0 ◦ F/Xk0}{ ˜Fk ◦ P kF , R̃1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}} ∆= F1.

Soit C = νb̃.〈T 〉U . Le processus P2 répond par une transition similaire

P2
a−→ C{P{S1

k0 ◦ F/Xk0}{G̃k ◦ P kF ,
˜S1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}} ∆= F2.

Nous avons

F1 • C = νb̃.(C{P{R1
k0 ◦ (F ◦ T )/Xk0}{ ˜Fk ◦ P kF , R̃1

l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}} | U)

F2 • C = νb̃.(C{P{S1
k0 ◦ (F ◦ T )/Xk0}{G̃k ◦ P kF ,

˜S1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}} | U)

Soit C′ ∆= νb̃.(C | U) ; F1 • C et F2 • C peuvent s’écrire

F1 • C = C
′{P{R1

k0 ◦ (F ◦ T )/Xk0}{ ˜Fk ◦ P kF , R̃1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}}

F2 • C = C
′{P{S1

k0 ◦ (F ◦ T )/Xk0}{G̃k ◦ P kF , R̃1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}}

Par définition de la profondeur nous avons d(F ◦ T ) = d(F ) ≤ d(P k0F ) − 1 ≤ k0 − 1 ≤ n,
donc nous avons F1 • C Rn F2 • C.
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Supposons que la transition de P1 provient d’un processus Fk0 ◦ P
k0
F , dans lequel P k0F

effectue une émission P k0F
a−→ C = νb̃.〈T 〉U . Nous avons alors

P1
a−→ νb̃, b̃′.〈T 〉C′{P{R1

k0 ◦ U/Xk0}{ ˜Fk ◦ P kF , R̃1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}} ∆= C1

où b̃′ est l’ensemble des noms capturés par C et C′ est le contexte obtenu à partir de C en
supprimant les restrictions sur b̃′. Soit F une abstraction et E un contexte d’évaluation.
Le processus P2 répond par une transition similaire

P2
a−→ νb̃, b̃′.〈T 〉C′{P{S1

k0 ◦ U/Xk0}{G̃k ◦ P kF ,
˜S1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}} ∆= C2.

Nous avons

F • E{C1} =

νb̃, b̃′, b̃”.(F ◦ T | E′{C′{P{R1
k0 ◦ U/Xk0}{ ˜Fk ◦ P kF , R̃1

l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}}})

F • E{C2} =

νb̃, b̃′, b̃”.(F ◦ T | E′{C′{P{S1
k0 ◦ U/Xk0}{G̃k ◦ P kF ,

˜S1
l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}}})

où b̃” et E′ sont définis de la même manière que b̃′ et C′.
Soit C” ∆= νb̃, b̃′, b̃”.(F ◦ T | E′{C′}) ; F • E{C1} et F • E{C2} peuvent s’écrire

F • E{C1} = C”{P{R1
k0 ◦ U/Xk0}{ ˜Fk ◦ P kF , R̃1

l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}}

F • E{C2} = C”{P{S1
k0 ◦ U/Xk0}{G̃k ◦ P kF , R̃1

l ◦ P lF /(X̃ \Xk0)}}

Par définition de la profondeur nous avons d(U) = d(C) ≤ d(P k0F )− 1 ≤ k0 − 1 ≤ n, donc
nous avons F • E{C1} Rn F • E{C2}.

Supposons que la transition de P1 provient d’une communication entre deux processus
finis, entre un processus fini et le processus P , ou entre un processus fini et le contexte C.
Nous traitons seulement le cas de la communication entre deux processus P k0F et P k1F , les

autres étant similaires. Supposons le cas P k0F
a−→ F et P k1F

a−→ C = νb̃.〈T 〉U . Nous avons
alors

P1
τ−→ C{P ′{ ˜Fk ◦ P kF , R̃1

l ◦ P lF , R
1
k0 ◦ (F ◦ T ), R1

k1 ◦ U/X̃,Xk0 , Xk1}}
∆= P ′1

où P ′ est obtenu à partir de P en plaçant b̃ de manière à englober Xk0 et Xk1 . Le processus
P2 répond par une transition similaire :

P2
τ−→ C{P ′{G̃k ◦ P kF ,

˜S1
l ◦ P lF , S

1
k0 ◦ (F ◦ T ), S1

k1 ◦ U/X̃,Xk0 , Xk1}}
∆= P ′2

Nous avons d(F ◦ T ) = d(F ) ≤ d(P k0F )−1 ≤ k0−1 ≤ n et d(S) = d(C) ≤ d(P k1−1)−1 ≤
k1 − 1 ≤ n, donc nous avons P ′1 Rn P ′2, comme souhaité.

De la même manière, nous pouvons montrer que R1
n est une simulation contextuelle

forte précoce.

Soit (mk) une suite de noms frais deux-à-deux distincts. Soit Q1
∆= m1.0 et Qk+1

∆=
mk+1.Qk pour tout k > 1.
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132 Équivalences de fonctions en HOπP

Lemme C.7. Pour tout n, nous avons Fn ◦ Qn+1 � Gn ◦ Qn+1.

Démonstration. Nous procédons par induction sur n. Pour n = 0, nous avons F0 ◦ m1.0 =
m1.0 � m1.0 | m1.0 = G0 ◦ m1.0, comme souhaité.

Soit n > 0. Nous avons

Fn ◦ Qn+1
mn+1−−−→ νan.(an[Qn] | an.Fn−1) ∆= P1,

auquel Gn ◦ Qn+1 peut répondre uniquement par

Gn ◦ Qn+1
mn+1−−−→ νan.(an[Qn] | an.Gn−1) ∆= P2.

Après passivation de an, nous obtenons

P1
τ−→ νan.(Fn−1 ◦ Qn),

auquel P2 répond par
P2

τ−→ νan.(Gn−1 ◦ Qn).

Comme nous avons an /∈ fn(Fn−1 ◦ Qn) (respectivement an /∈ fn(Gn−1 ◦ Qn)), nous avons
νan.(Fn−1 ◦ Qn) ∼ Fn−1 ◦ Qn (respectivement νan.(Gn−1 ◦ Qn) ∼ Gn−1 ◦ Qn). Par
induction, nous avons Fn−1 ◦ Qn � Gn−1 ◦ Qn, donc nous avons Fn ◦ Qn+1 � Gn ◦ Qn+1.
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