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Relations de Fisher!
et neutralité de 1’inflation

Jean-Michel Courtault

Dans cet article, nous montrons que certaines relations couramment utilisées
en macro-économie monétaire comme la relation de Fisher supposent que les
agents économiques sont neutres au risque de richesse nominale. On montre
aussi que Ia relation de Fisher permet de rendre compte de la relation entre infla-
tion et taux d'intérét réel qui est observée dans les économies contemporaines.
Toutefois, /a relation de Fisher ne peut étre associde a 'hypothése de neutralité de
Yinflation.

INTRODUCTION

Dans cet article, nous allons examiner dans le cadre élémentaire mais
complet d’une économie d’échange pur avec un consommateur représentatif la
relation de Fisher. Cette relation traduit les liens existant entre le taux d’intérét
nominal, le taux d’intérét réel et le taux d’inflation anticipé.

Nous montrerons, dans un premier temps, que 1’on peut obtenir plusieurs
relations couramment utilisées en macro-économie monétaire comme la parité
des taux d’intérét couverts, la relation de Fisher et I’hypothese d’efficience du
marché des changes a partir d’un raisonnement par arbitrage. On sait, en effet,
que sous I’hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage le prix de chaque
actif peut étre exprimé comme une fonction linéaire des prix des états de la
nature, mais que ceux-ci ne sont pas uniques, sauf dans le cas des marchés
complets. On sait aussi que ces prix peuvent étre réinterprétés, a un coefficient
d’homogénéité prés, comme les probabilités subjectives d’un agent neutre 2
1’égard du risque. Il est alors facile d’établir, en utilisant ces probabilités corri-
gées du risque pour calculer les anticipations, que la relation de Fisher et
I’hypotheése d’efficience du marché des changes sont des relations vraies quel
que soit le comportement vis-a-vis du risque des agents.

* CRESE, Faculté de droit Université de Franche-Comté, avenue de 1'Observatoire,
25030 Besangon,

1. Je remercie J.-P. Laffargue, M. Mougeot ainsi qu’un rapporteur anonyme de la
Revue économique pour leurs commentaires sur une version préliminaire de cet article.
Je remercie également B. Solnik.
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Puis nous montrerons que, lorsqu’on considere la vraie distribution des pro-
babilités, il est possible d’obtenir deux formes différentes pour la relation de
Fisher suivant qu’on suppose que I’agent représentatif est neutre au risque de
richesse nominale ou neutre au risque de consommation. La forme tradition-
nelle de la relation de Fisher est obtenue lorsque 1’agent représentatif est neutre
au risque de richesse nominale.

Enfin, nous étudierons si l1a relation de Fisher possede les propriétés de neu-
tralité qui lui sont couramment attribuées. En particulier, est-ce que la relation
de Fisher garantit ou non la neutralité de I'inflation ? En d’autres termes, est-ce
qu’une augmentation du taux d’inflation anticipé se traduit par une augmenta-
tion du taux d’intérét nominal de fagon 4 maintenir constant le taux d’intérét
réel ? La question n’est pas triviale puisque la relation de Fisher ne nous indique
pas les variables qui doivent s’ajuster, elle indique seulement que le taux d’inté-
rét réel et le taux d’intérét nominal doivent s’ajuster proportionnellement a
I'inflation (on a, en effet, une seule équation pour deux variables endogénes).
Seul un modele d’équilibre général peut nous permettre de répondre de fagon
définitive a cette question.

Ainsi nous montrerons que la relation de Flsher n’implique pas, contraire-
ment A ce que I’on croit, la neutralité de Uinflation!. En effet, I'étude de statique
comparative du modele développé dans la section 4 nous montrera qu’une aug-
mentation de I’inflation anticipée a pour conséquence soit de diminuer le taux
d’intérét réel, dans le cas ol les agents sont neutres au risque de richesse nomi-
nale, soit d’augmenter de fagon moins que proportionnelle le taux d’intérét
nominal si les agents sont neutres au risque de consommation. Nous vetrons
cependant que la relation de Fisher sous sa forme traditionnelle permet de ren-
dre compte de certains faits stylisés comme la corrélation négative entre le taux
d’intérét réel et I’inflation.

Le modeéle que nous étudierons a été, en garticulicr ces dernitres années,
abondamment utilisé sous des formes diverses“. Nous considérons un consom-
mateur représentatif ne vivant que deux périodes. En premiére période, il
consomme et épargne et, en seconde période, il dépense toute sa richesse accu-
mulée. Son objectif étant ]a maximisation de 1’espérance de I'utilité de la con-
sommation présente et future, on déduit des conditions du premier ordre
associées 4 la maximisation de son objectif lorsque tous les marchés sont a
I'équilibre des relations sur les prix des biens et des actifs financiers. En modi-
fiant I’ensemble des actifs 2 partir duquel le consommateur compose son porte-
feuille, on obtient des relations différentes. Ainsi, dans la section 3,
obtiendrons-nous la relation entre taux d’intérét réel et nominal en supposant

1. Habituellement, on montre, comme par exemple I. Hansson et C. Stuart [1986],
gue I'inflation n’est pas neutre, quoique la relation de Fisher soit respectée, a cause des
distorsions entrainées par la fiscalité.

2. On peut trouver une revue récente de la lictérature dans T. Sargent [1987]. Le
modele que nous utiliserons est cependant plus proche de celui que I'on peut trouver
dans R, Roll et B. Solnk [1979] et surtout dans J. Frenkel et A. Razin [1980]. Notre tra-
vail reprend, en partie, celui qui a été fait dans les deux articles précédents ; cependant,
nous portons plus particulierement 1’ attention sur plusieurs points importants qui, a notre
connaissance, ont été insuffisamment soulignés. Nous étudions de plus les propriétés de
statique comparative des modeéles utilisés.
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que ’agent représentatif peut investir son épargne dans un actif 3 rendement
réel constant et dans un actif 2 rendement nominal constant. Nous discuterons
en conclusion de I'intérét ainsi que des limites des modeles décrits ci-dessus,

RELATIONS D’ARBITRAGE EN MACRO-ECONOMIE

On dit qu’il existe des opportunités d’arbitrage s’il est possible de gagner de
I’argent sans risque et sans mise de fonds initiale. Cela signifie dans le cadre
d’une économie d’échange a deux périodes qu’il est possible de former un por-
tefeuille n parmi N actifs financiers sans cofit (en vendant & découvert certains
actifs ou en empruntant) et dont le paiement est positif dans les S états de la
nature (le rendement des actifs que I’on a pu acheter grace a la vente a2 découvert
est ainsi suffisant pour permettre le remboursement des emprunts). En notant Y
la matrice (S X N) des paiements des actifs et p le vecteur des prix des actifs
I’existence d’opportunités d’arbitrage s’écrit :

An/Yn20 et p'n<0 (1)

avec au moins une inégalité stricte. Pour qu’il n’existe pas d’opportunités
d’arbitrage, il faut et il suffit qu’il existe un vecteur de prix d’états g > O tel que
onal:

Yg=p 2
Le prix d’état ¢, s’interpréte comme le prix qu’il faudrait verser en 1’absence

d’opportunités d’arbitrage pour obtenir un franc dans 1’état de la nature s.
Comme I’ actif i rapporte y;; dans 1’état s il est normal qu’il cofite :

S
pi= ) 4 @)
s=1

On comprend alors que si cette €galit€ n’était pas observée ou bien si certains
prix d’état était nul ou méme négatif, il serait possible de tirer parti de ces
opportunités pour réaliser sans risque et sans mise de fonds initiale des profits
infinis.

Supposons maintenant qu’il existe un actif & rendement nominal certain, un
actif & rendement réel certain, un actif a rendement nominal certain en monnate
étrangére, un contrat de change a terme. La matrice des paiements nominaux Y
exprimés en monnaie nationale s’écrit :

(1+R) (1+r)P, /P, (1+R¥*)e,, (e, —F)
Y = : : : ?3)
(1+R) (1+1Py/P, (1+R*)e,g (e,5—F)

ot R (R*) est le taux de rendement net de I’actif sans risque exprimé en mon-
naie nationale (étrangere), r le taux d’intérét réel, P, le niveau général des prix

1. Cf. H. Varian [1988].
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en premiére période, Py, le niveau général des prix en deuxiéme période dans
I’état s, e, est le taux de change au comptant d’une unité de monnaie étrangére
exprimé en monnaie nationale en deuxieéme période et dans I’état s et ol F est le
taux de change a terme d’une unité de monnate étrangere.

Le paiement réel d’un actif &tant égal par définition & son paiement nominal
en monnaie nationale divisé par le taux d’inflation brut (P, /P;) il s’ensuit que le
paiement réel du deuxi¢me actif est égal a (1 + r) dans tous les états de la nature
et donc est certain. L’ obligation étrangere, sans risque en termes de la monnaie
étrangere, rapporte (1 + R*) e, unités de monnaie nationale. L’achat d’une
unité de monnaie étrangére colitera a terme F alors qu’elle vaut e,, sur le mar-
ché des changes, le bénéfice est donc égal a la différence (e, — F).

Le prix de chacun de ces actifs est donné par le vecteur :
P' = (1» 1’ 81,0) (4)
ol e; est le taux de change au comptant d’une unité de monnaie étrangére en

premigre période et oll nous supposons qu’il n’existe pas de marge de couver-
ture pour le contrat a terme.

En P’absence d’opportunité d’arbltrage, il existe d’aprés (2) un vecteur de
prix d’états g strictement positifs tels que

[ xS
Zs_lq3(1+R) =1
s
Zs_lqs(l+r)P25/Pl=l
S
D L(1+R% e, =

3
[ Y g,(ep,-F) =0
s=1

&)

On déduit de la premiére de ces relations que le rendement brut de 1’actif
sans risque en terme nominal est €gal A Pinverse de la somme des prix d’états

s -1
(1+R) = [E‘IJ ©

s=1

En effet, la somme des prix d’états correspond a la valeur actualisée de
1 franc pergu dans tous les états de la nature : c’est donc le prix de I’actif sans
risque. L’inverse de cette somme est égale au rendement brut d’une obhgatlon a
coupon zéro rapportant 1 franc avec certitude. Réciproquement, (1 + R) ! estle
prix d’une telle obligation.

1. Notons que les relations du systtéme (5) ne se trouveraient pas modifiées par la
prise en compte d’autres actifs dans la mesure o ils ne créent pas d’opportunités d’arbi-
trage.
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De la seconde relation, on déduit que le prix, en termes réels, d’une obliga-
tion & coupon zéro rapportant une unité de bien de consommation avec certitude
est €gal a la somme des prix d’états pondérés par le taux brut de I’inflation :

s
(1+n-t= Y gP, /P, (7)
s=1

En effet, un tel actif rapporte en terme nominal le prix futur du bien de
consommation. En I’absence d’opportunités d’arbitrage, le prix nominal de cet
actif (P, (3 + r)-1) doit étre égal 2 1a valeur actualisée de son paiement nominal.

De la troisi¢me relation, on déduit que le prix en monnaie étrangére d’une
obligation étrangére A coupon zéro rapportant une unité de monnaie étrangére
avec certitude est égal A 1a somme des prix d’état pondérés par le taux brut de la
dépréciation de la monnaie nationale en termes de 1a monnaie étrangere :

s
(1+R¥)1 = Y g, /¢, (8)

s=1
En effet, une unité de monnaie étrangére vaudra e, francs. En I’absence
d’opportunités d’arbitrage, le prix en monnaie nationale de cette obligation
étrangere (¢; (1 + R*¥)") doit &tre égal 2 la valeur actualisée de son paiement.
De la dernitre relation, on déduit que le taux de change a terme est égal au

rapport de la valeur actualisée du taux de change futur au comptant divisé par le
prix d’une obligation rapportant 1 franc avec certitude :

s
Z 945625

~ 5=1
F=&g— ©)
pIA
s=1
En effet, on peut se procurer une unit€é de monnaie étrangére en deuxiéme
période soit sur le marché des changes & terme 2 un prix F soit sur le marché des
changes au comptant 2 un prix ¢, . En I’absence d’ o?portunités d’arbitrage, ces
deux contrats doivent avoir la méme valeur présente .
En remplacant dans 1’équation (9) le numérateur par sa valeur que I’on

obtient 2 partir de (8) et le dénominateur par I’équation (6), on obtient la parité
des taux d’intéréts couverts :

(1+R*) _
W = GI/F (10)

On peut également obtenir cette relation par le raisonnement d’arbitrage sui-
vant. On peut se procurer une unité monétaire étrangere en deuxiéme période de

1. La valeur actualisée d’un paiement de F francs avec certitude est égale 2 Zi 195 F

et la valeur actualisée d’un paiement aléatoire de Ez francs est égale a Zi 195€25
d’ol la relation (9).
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deux fagons. Soit par le marché A terme, ce qui colitera F. Soit en empruntant
une unité monétaire nationale que 1’on placera sur le marché obligataire étran-
ger. Le cofit de chaque unité monétaire étrangére que 1’on se sera procuré de
cette maniere se monte a (1 + R) + (1/ey) (1 + R*). La relation (10) nous dit que
ces deux types d’opérations doivent &tre aussi cofiteux 1’un que 1’autre.

En multipliant chaque membre de 1’équation (6) par les membres correspon-
dant de I’équation (7), on obtient la relation suivante :

S
(l‘f'R) - Z_s':lqspzs
1+r/) S
P
2%

S
En posant %, = q./ (Z 1q“) , on peut réécrire cette dernitre équation
$ =

pour obtenir 1a relation de Fisher :

(1+R)
(A+1)

s
= Z?%st/?l =B1+7) 11)

s=1
oi i est le taux d’inflation net et od B est I'espérance mathématique relative-
ment 2 la distribution de probabilité 7, . En effet, Z, peut étre considéré comme
une probabilité puisque :

5
O<h<l et 3 & =1
s=1

On appelle #, les probabilités corrigées du risque car, pour cette distribution
de probabilité, le risque d’un actif n’est pas compensé par un paiement élevé.

Tout se passe comme si les agents étaient neutres au risquel.

De méme, on peut réécrire (9) pour obtenir la relation d’efficience du marché
des changes :

s
Y #e,, = Be, (12)
s=1

On pourrait obtenir d’une fagon analogue dans le cadre dynamique d’une
économie a plusieurs péricdes la relation sur la structure par terme des taux
d’intérét.

Les relations (11) et (12) sont la généralisation des relations connues sous le
nom de relation de Fisher et de relation d’efficience du marché des changes.
Elles montrent qu’elles sont obtenues pour des distributions de probabilités
quelconques lorsque les agents sont neutres au risque. L’ objet des sections sui-
vantes est de montrer a quel type de neutralité au risque elles correspondent. De
plus, nous chercherons 4 établir I'influence de medifications dans la distribution
du taux d’inflation sur les taux d’intérét réel et nominal.

1. Cf. G. Demange et J.-C. Rochet [1992], Corollaire 6, p. 62.
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L'inconvénient de 1’approche précédente tient & ce qu’il existe dans le cas
général des marchés incomplets une infinité de prix d’états ainsi qu’une infinité
de distribution de probabilités compatibles avec I’équation (2). Il n’est donc pas
possible d’obtenir des résultats significatifs sur la base d’exercices de statique
comparative a partir du systeme d’équations (5). En effet, suivant le vecteur des
prix d’états choisis, une augmentation de I’inflation anticipée pourrait tout aussi
bien augmenter que diminuer le taux d’intérét nominal. Nous verrons cependant
que, lorsqu’il est possible de représenter I’économie par un consommateur
rcpréscntatlf c’est le cas notamment lorsque I’économie est optimale au sens de
Pareto!, un vecteur particulier de prix d’états et de probabilités corrigées du ris-
que s’impose. Ce sont les vecteurs que I'on obtient a partir des conditions
nécessaires d’optimalité du premier ordre du programme du consommateur
représentatif. En effet, dans une économie optimale au sens de Pareto, les taux
marginaux de substitution sont égaux pour tous les consommateurs et, par défi-
nition, ces taux marginaux de substitution sont égaux aux prix d’états. On peut
alors déterminer les conséquences d’une augmentation du taux d’inflation ou de
son incertitude sur les taux d’intérét réel et nominal en examinant les consé-
quences de ces variations sur les taux marginaux de substitution et en utilisant
les formules d’évaluation par arbitrage (6) et (7).

RELATIONS DE FISHER ET NEUTRALITE AUX RISQUES

Considérons un individu représentatif pouvant affecter son épargne sous la
forme d’un actif (») a rendement réel (r) constant et d’un actif (B) a rendement
nominal (R) constant. Son objectif étant la maximisation de 1’espérance de 1’ uti-
lité, on formalise son comportement de la fagon suivante :

ﬁfb U(C) +BS=ZIESU (Cy) @

PC,+B+b =W,
ol P; est le prix de la consommation en premiere période (C;), Cy; la consom-
mation en seconde période dans I'état s = 1, ..., S et W est la richesse initiale.
On suppose que 1’individu ne vit que deux périodes et qu’il consomme toute sa
richesse finale

P,.C,,= (1+RB) + (141 bP, /P, s=1,..,8 (13)

ou Py est le prix de la consommation future dans 1’état s. Notons que c’est I'élé-
ment fondamental d’incertitude dans ce modeéle : l'incertitude quant a la
consommation future en résulte.

1. Cf. G. Demange et J.-C. Rochet [1992], proposition 8, p. 94-96.
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On déduit du Lagrangien associé au probléme de maximisation les condi-
tions du premier ordre suivantes :

U'(C))/P; = A (14)

B(1+R) zs“n,tr(cn) /Py, = A (15)
,=Sl

B(1+n) Y nU(Cy) = AP, (16)

P(;=-:B+b =W, (17

ol A est le multlphcateur de Lagrange associ€ i la contramte budgéta:re amn.
On peut montrer, grice au théoréme de I’ enveloppe que ¢’est aussi I'utilité
marginale de la richesse en premiére période. Les équatlons (14)-(16) révelent
le principe sur lequel se fonde le comportement de consommation et d’investis-
sement d’un agent rationel en situation d’incertitude?.

D’apres (14), un agent rationnel doit pousser la dépense de consommation
jusqu’au point ou I’utilité marginale qu’il en retire, soit (1/Py) X U'(C,), est
égale a I'utilité marginale de 1a richesse nominale A & laquelle il renonce par sa
dépense. La dépense de un franc supplémentaire permet, en effet, a 1’agent
d’acheter 1/P; unités de bien de consommation qui lui procurent chacune
approximativement U'(C;) unités d’utilité. Ou encore, considérant que A P; est
I’utilité marginale de la richesse réelle, I’agent doit consommer jusqu’au point
ou I'utilité marginale de la consommation est égale a 1’utilité marginale de la
richesse réelle. En effet, une unité du bien de consommation (qui est I’unité en
termes de laquelle la richesse réelle est mesurée) vaut P, francs et chaque franc
procure (2 la limite) A unités d’utilité.

Avec I’épargne ainsi formée, il doit investir dans un actif & rendement nomi-
nal (réel) certain jusqu’au point oll I’espérance mathématique actualisée de
I’utilité marginale de 1a richesse nominale (consommatio 2 future soit égale a
I’utilité marginale de la richesse nominale (consommation)” présente.

On peut réécrire le systeme formé des équations (14)-(16) de la maniére
suivante :

5
U (C,,) /P,, _
Zl[ ‘U'(Cl)/PJ(“'R) =1 (18)
K]
U(CZS) /PZS 2s _
Z[ﬁx, A )/PI](1+r)P_1 =1 (19)

5=

1. Cf. H. Varian [1984], p. 327-329.

2. A notre connaissance, ce principe a été énoncé pour la premiére fois par P. Massé
{1948].

3. Cf. (15) et (16} ; B est Je coefficient d’ actualisation et U'(C,)/Py, est I'utilité mar-
ginale future de la richesse nominale dans I’état s,

1070



Jean-Michel Courtault

On peut donc prendre comme prix d’états et comme probabilités corrigées du
risque les expressions suivantes :

U'(C,,) /P,
e S AV

A U (C, ) /P
ﬂ.', - ﬁn’s S 5 ( 25) 2s (21)

Y 2U(C,,) /P,
s=1

puisque g est bien une solution strictement positive de (2). Les prix d’états g,
sont égaux aux taux marginaux de substitution de la richesse nominale présente
a la richesse nominale dans 1’état s. Les prix d’états sont en effet les prix qu’il
faut payer en premiére période pour obtenir un franc dans I’état s. Les taux mar-
ginaux de substitution sont égaux par définition 2 la quantité de monnaie que
I’on doit abandonner en premiére période pour percevoir en échange un franc
dans 1I’état 5 de fagon a maintenir I’utilité constante. L'équation (20) nous indi-
que qu’a I’équilibre ces deux grandeurs doivent étre égales. En normalisant
I’espérance de l'utilité marginale de la richesse nominale, I’équation (21) nous
indique la facon dont on peut obtenir les probabilités corrigées du risque. Il suf-
fit, en effet, de multiplier les vraies probabilités par 1’utilité marginale de la
richesse nominale dans le méme état de la nature.

Le systtme formé des S + 4 équations (13)-(17) permet de déterminer les
S+4 inconmues (C,,, A, P, r, R) lorsquc les marchés du bien de consommation
et des actifs financiers sont en équilibre!. On peut en déduire la relation suivante
entre taux d’intérét réel et nominal :

(20)

S

2 zU (C,,) /P,
(1+R) _
(1+7r) 5 @2)
Y mU(C,,) /P,
s=1
que I’on peut réécrire de deux fagons différentes? :
(1+R) _ EP, Cov(U' (C2) /Py, Po/P)) 23
(1+r) P E (U'(C,) /P,)
(d+n _ Eﬁz_l_COV (U (Cy), 82/8y) ©4)

(1+R) 4, E(U'(C,))

1. En imposant au marché de la consommation future d’étre en équilibre les prix Py
seraient déterminés par le modele. Cependant, en les considérant comme exogeénes au
modele, nous pourrons étudier I'influence de I'inflation sur les taux d’intérgt.  _

2. En utilisant la relation E(XY) = Cov(X,Y) +E(X)E(Y),od X et Y sont
des variables aléatoires et ol E( ) et Cov( ) sont I’espérance mathématique et la cova-
riance, respectivement.
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ol §; est le pouvoir d’achat d’une unité monétaire en i*® période. Les relations
(23) et (24) définissent respectivement un taux d’inflation et un taux d’apprécia-
tion de I'unité monétaire implicite. Le taux d’inflation (d’appréciation moné-
taire) implicite, défini par le rapport du taux d’intérét nominal au taux d’intérét
réel (ou l'inverse de ce rapport), est égal au taux d’inflation (d’appréciation)
anticipé dans le cas de certitude subjective ou dans le cas de constance de 1’uti-
lit€ marginale de la richesse nominale (consommation). Dans les autres cas, il
faut ajouter une prime de risque. Si, par exemple, 'utilité marginale de la
richesse nominale future est positivement corrélée avec le taux d’infiation, la
prime de risque est positive. Le différentiel d’intérét est alors supérieur au taux
d’inflation anticipé. Dans ce cas, en effet, I’ actif réel est moins risqué que I’actif
nominal, bien que son rendement nominal est incertain, car son rendement
nominal est élevé (faible) lorsque 1’utilité marginale de la richesse nominale est
élevée (faible) c’est-a-dire lorsque le besoin d’argent est élevé (faible). 11 est
donc relativement plus avantageux de détenir I’actif réel. Par conséquent, I’ actif
nominal doit offrir un rendement supérieur a ce qui est nécessaire pour protéger
I’épargne contre I'inflation de fagon a compenser le risque que le besoin
d’argent soit élevé (risque qui n’est pas assuré par 1’actif nominal dans la
mesure ol son rendement nominal est le méme dans tous les états de la nature).

Il est nécessaire de distinguer le comportement vis-a-vis du risque d’un indi-
vidu suivant que le choix porte sur des loteries dont les gains sont des sommes
d’argent ou des loteries dont les gains sont des paniers de biens. La raison est
que dans un contexte d’incertitude sur le taux d’inflation une somme d’argent
donnée aura une utilité variable en fonction du prix des biens de consommation.
Nous allons donc devoir distinguer deux types de neutralité au risque : la neu-
tralité nominale et la neutralité réelle suivant que les choix portent sur des lote-
ries nominales ou réelles.

On dira qu’un individu est neutre au risque de richesse nominale si sa fonc-
tion d’utilité indirecte est linéaire par rapport a la richesse nominale. Dans ce
cas, le multiplicateur de Lagrange A sera constant puisque, d’apres le théoréme
de I’enveloppe, il est égal a I'utilité marginale de la richesse nominale en pre-
miere période. A cause de la séparabilité de la fonction d’utilit€ directe, la fonc-
tion d’utilité indirecte sera identique aux deux périodes et I’utilité marginale de
la richesse nominale (U'(C,,)/P,,) en seconde période sera constante quel que
soit 1’état de la nature et égale a A. De plus, la neutralité nominale n’implique
pas que I’agent représentatif est victime de 1’illusion monétaire. En effet, on sait
que la fonction d’utilité indirecte est homogéne de degré zéro par rapport aux
prix et a la richesse nominale. Par conséquent, si les prix et la richesse nominale
sont multipliés par deux, I’utilité de I’agent représentatif n’en sera pas modifiée.

On dira que 1'individu est neutre au risque de consommation si sa fonction
d’utilité directe est lin€aire par rapport & la consommation auquel cas I’utilité
marginale de la consommation sera constante. De plus, et cela est valable aussi
bien pour la neutralité réelle que pour la neutralité nominale, 1’hypothése de
neutralité de 1’agent représentatif n’implique pas que tous les consommateurs
sont neutres au risque. 1 suffit en effet qu'un seul d’entre eux soit neutre au ris-
que pour que la tolérance au risque du groupe soit infinie!.

1. Cf. L. Beckhoudt et C. Gollier [1992], p. 210-214.
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Fort de ces définitions, nous scmmes en mesure de déterminer deux relations
de Fisher. D’une part, la relation traditionnelle lorsque 1’individu est neutre au
risque de richesse nominale :

(1+R) _EP,
(I+r) _ P,

(25)

D’autre part, lorsque 1’individu est neutre au risque de consommation on a la
relation :

(1+r) _E&
(L+R) ~ §,

(26)

Ces deux relations étant identiques dans le cas de prévision parfaite ol se
placait I. Fisher [1896].
Notons enfin que, dans le cas ol I'individu représentatif est neutre au risque

de richesse nominale, les prix d’états et les probabilités corrigées du risque sont
égales a, respectivement :

g, = P, 27
=7 (28)

Dans le cas ol I'individu est neutre au risque de consommation, on a, en
revanche :

qs = ﬁ ﬁ.!52s/61 (29)
nd, /6
ks - 5 5 2% 1 (30)
2 ”s 625/ 61
s=1

On constate ainsi un biais entre les probabilités corrigées du risque et les
vraies probabilités dans le cas ot I’agent est neutre au risque de consommation,
alors que ce biais disparait dans le cas ol I’agent est neutre au risque de richesse
nominale.

RELATION DE FISHER ET NEUTRALITE DE L'INFLATION

La relation (25) est souvent associée a 1'idée de neutralité de I'inflation. Les
anticipations inflationnistes seraient parfaitement incorporées dans le taux
d’intérét nominal de telle sorte que le taux d’intérét réel reste constant. Il est par
conséquent assez paradoxal de constater que c’est précisément lorsque (25) est
vérifiée que le taux d’intérét nominal est constant et que le taux d’intérét réel
décroft avec 1’inflation anticipée. En effet, on a d’aprés (15) et (16), lorsque
I’agent représentatif est neutre au risque de richesse nominale :

(1+R) = g1 (31)
(1+r) = fV/E(P,/P)) (32)
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En revanche, lorsque les conditions nécessaires a la réalisation de (26) sont
vérifiées (neutralité au risque de consommation), ’inflation anticipée est neutre.
En effet, on a, d’apres (15) et (16), les relations :

(1+R) = f-/E(8,/6),) (33)

(1+r) = B! (34

I apparaft ainsi que la relation qui devrait étre invoquée en faveur de 1’hypo-
thése de la neutralité de V’inflation n’est pas celle qui I’est en réalité dans les
modeles macro-économiques et que c’est la relation (26) qui devrait étre appe-
1€e relation de Fisher.

Cependant, on n’a pas le droit de se livrer a ce type d’exercice de statique
comparative pmsque le taux d’inflation ant1c1pée est une variable endogéne. En
revanche, le prix aléatoire de la consommation future est un parametre exogeéne
du modéle. Nous allons donc étudier 'influence du prix futur sur I’inflation
anticipée et sur les taux d’ intérét. Il est clair qu'une telle’ étude ne peut Etre
menée 2 bien que dans le cadre de ’ensemble des équations du modele (13)-
(17) et non 2 partir des équations (15)-(16) uniquement.

Toute variation du prix aléatoire de la consommation future entraine simulta-
nément une variation de I'inflation anticipée et de son incertitude. II est bon
cependant, d’un point de vue analytique, d’'étudier séparément ces deux influen-
ces. C’est pourquoi nous étudierons tout d’abord les conséquences d’une aug-
mentation certaine du prix aléatoire futur, puis les conséquences d’une
dilatation de sa distribution a espérance constante.

Supposons donc tout d’abord que le prix futur du bien de consommation aug-
mente de £ dans tous les états de la nature. Différentions le systeme d’équations
(13)-(17) par rapport 2 £ et évaluons le en £ = 0. On pourra déterminer ainsi
I'influence d’une augmentation parfaiternent anticipée de ’inflation sur les
variables du modele et en particulier sur les taux d’intérét.

Des équations (14) et (17), on tire la relation :

dP di

el = = 0 (35)
c’est-a-dire une augmentation certaine du prix futur est sans influence sur le
prix courant de la consommation et sur I'utilité marginale de l1a richesse nomi-
nale. On est par conséquent parfaitement autorisé a parler d’augmentation cer-
taine du taux de l'inflation anticipé. En tenant compte de (35), on tire des
équations (13), (15) et (16)

dC bPy dr  =dR _
Pge2 = 1B+ X T4BT-C,  5=1..5 00
s (PQSU"' (C,s) 2.5‘ ~U(C,) ) I
Z s’ ) dR U (G, _
(1+R) n, PZ’ +“EE ﬂ?—ii;—— =0 (37)
s=1 s=1
zs c,  d zs
" r 1
(1+7r) ﬂsU (C2s) E2S+d—8 ﬂSU (CZ.!) =0 (38)

s=1 s=1
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Gréice a (36) on peut réduire ce systtme a un systéme de deux équations a
deux inconnues dr/de et dR/de. Les solutions de ce systéme sont cependant trop
complexes pour que I’on puisse en donner une interprétation simple. Cepen-
dant, cela est possible dans le cas ol I’agent représentatif est neutre au risque. Il
peut sembler a priori quelque peu surprenant que 1’aversion au risque ait une
influence quelconque sur les solutions de ce syst¢me. En effet, on cherche a
établir I’influence d’une augmentation certaine du prix futur du bien de consom-
mation. Cependant, cette augmentation certaine a une influence, variable sui-
vant les états de la nature, sur la consommation future comme le montre
1’équation (36).

Considérons d’abord le cas de la neutralité au risque de consommation. Des
équations (37) et (38) on tire les relations :

5
1rs/(st)2
dLog(l +R) — £=1

de S
Y #/Py,

s=1

dLog(1+1) _ o
de

L’augmentation certaine du taux de l'inflation anticipé se traduit donc,
comme le prédisaient les équations (33) et (34), par une hausse du taux d’intérét
nominal ; le taux d’intérét réel, quant a lui, n’est pas affecté par cette variation.

Dans le cas de la neutralité au risque de richesse nominale, 1’utilité marginale
de la richesse nominale est constante. Par conséquent, on doit avoir :

>0 39)

(40)

U"(C,,) dp,
—dC, - —= =0 s=1,..393 41
U (G, ‘> By, @0
d’ou ’on tire :
U'(C,)

U (Cy) T22s = (= constante par hypothése) s = 1, ..., S (42)

P,
En utilisant (42) on tire des équations (37) et (38) :

dLog (1 +R) =0
de

dlog(1+7r) _ _ -1

de §
2 ’tsP 2s

s=1

Comme dans le cas précédent, les résultats obtenus (43)-(44) ne sont pas dif-
férents de ceux qu’on aurait obtenus a partir des équations (31)-(32). Cela tient
a ce qu’une variation du prix de la consommation future est, d’apres (35), sans
influence sur le prix de la consommation courante. L’ augmentation certaine du
taux de I'inflation anticipé se traduit donc, comme le prédisaient les équations
(31) et (32), par une diminution du taux d’intérét réel ; le taux d’intérét nominal,
quant 2 lui, n’est pas affecté par cette variation.

5

(43)

<0 (44)
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Il résulte donc de cet exercice que la relation de Fisher sous sa forme tradi-
tionnelle (25) ne saurait étre associée a 1’hypothése de neutralité d’inflation
puisqu’une hausse parfaitement anticipée du taux d’inflation se traduit par une
diminution proportionnelle du taux d’ intérét réel. En revanche, la relation (26)
est, quant a elle, parfaitement compatible avec 1’hypothése de neutralité de
I’inflation puisqu’une hausse parfaitement anticipée du taux d’inflation se tra-
duit par une augmentation proportionnelle du taux d’intérét nominal.

Par ailleurs, on notera que bien que la relation de Fisher sous sa forme tradi-
tionnelle (25) ne corresponde pas 2 I’hypothése de la neutralité de I’inflation,
elle est néammoins plus réaliste que la relation (26). En effet d’aprés (44), le
taux d’intérét réel et le taux d’inflation anticipé sont corrélés négativement ce
qui, d’aprés J.-P. Danthine et J.B. Donaldson [1986], constitue le fait stylisé
fondamental a expliquer. Par ailleurs, toujours d’aprés ces auteurs, les travaux
empiriques n’ont pu mettre en évidence de corrélation entre taux d’intérét nomi-
nal et infiation, ce qui est prédit par (43)!.

Nous allons maintenant étudier I’influence de I’'incertitude de I’inflation sur
les taux d’intérét. Supposons que, dans chaque état de la nature s, le prix aléa-
toire de la consommation future augmente de o (E (P;) —P,,) . Ainsi I'incerti-
tude diminue avec 1’augmentation de o2. Différentions donc le systtme (13)-
(17) par rapport a ¢ et évaluons-le en 0= 0. Des équations (14) et (17) on tire la
relation :

dP dA

dal T = =0 (45)
c’est-a-dire une augmentation de I’incertitude du prix futur est sans influence
sur le prix courant de la consommation et sur I’utilité marginale de la richesse
nominale. On est par conséquent parfaitement autorisé a parler d’augmentation
de I’incertitude du taux de l'inflation. Des autres équations du modele, on
obtient :

bP _ _
PZSjC (1+ r) (p2 P,) + Pz‘ jr + B% + (P~ Py C,,
s=1,..8 (46)
" dc ) D
S PLU"(C,) G22-U'(Cy) (P2—Py)
(1+R) E_.“I;rs L +
s dR U'(C,) 47
+ EZ ﬂ.f__st =0

s=1

1. Cf. note 2, p. 585.

2. Cf. S. Fischer [1972]. Une augmentation de ¢ diminue la variance de Pz tout en
conservant son espérance mathématique. La dispersion de Pz autour de son espérance
s en trouve réduite. En effet, lorsque P, est relativement faible (¢’est-a-dire si

<P,) il est remplacé par un prix de la consommation future plus grand
(i{ 9y = P2 ,+06(P2-P,)) et vice versa lorsque P, est relativement élevé. Une
augmentation de ¢ correspond donc 4 une contraction 3e la distribution du prix de la
consommation future, ¢’est-a-dire a une diminution de 1'incertitude.
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s N
" dC dr .
(147) ZlnsU (Cp) G228+ 2 Z Z,U'(Cy,) =0 (48)
5= s=1
Comme dans I’exercice de statique comparative précédent, il n’est pas possi-
ble, en général, de tirer des équations (46)-(48) des conclusions claires quant a
I’influence de I'incertitude de I’inflation sur les taux d’intérét. En revanche,
lorsque I’individu représentatif est neutre au risque de consommation, on a :

dlog(1+R) _ —Cov (Pz, (1/P2) )

49
do E(1/P,) “)
dlog(1 +r) =0 (50)

do

Ainsi une augmentation de I’incertitude (une diminution de ©) n’a, dans le
cas ol (26) est vérifiée, aucune influence sur le taux d’intérét réel et, plus sur-
prenant, une influence négative sur le taux d’intérét nominal.

Dans nos économies modernes, on a observé qu'un taux @’ mﬂat:ton moyen
plus élevé est associé 2 une plus grande incertitude de 1'inflation!. Par consé-
quent, méme si (26) est valable, ’hypothese de neutralité de I’inflation ne sera
pas vérifiée puisqu’une angmentation de I’inflation sera accompagnée d’une
augmentation moins que proportionnelle du taux d’intérét nominal R. En effet,
1’augmentation du taux d’intérét nominal due 2 I’augmentation du taux d’infla-
tion espéré est compensée partiellement par I’effet négatif dfi a I’augmentation
de I'incertitude.

Dans le cas de la neutralité au risque de richesse nominale, on a, d’aprés
41):

U (C,,)

U (ch) 5 (E(P,) —Py) s=1,.,8 ()

2s
Cette relation nous permet de déduire des équations (47) et (48) :

dlog(1+R) _
— e = 0 (52)
dlog(l+r) _
— s = 0 (53)

Ainsi dans le cas ol (25) est vérifié, les équations (52) et (53) montrent que
I'incertitude de ’inflation n’a pas d’influence sur les taux d’intérét. Par consé-
quent, compte tenu de la corrélation de fait entre incertitude et inflation antici-
pée, on peut dire que, dans un monde o la relation de Fisher (25) serait
respectée, I’inflation devrait étre corrélée négativement avec le taux d’intérét réel
et il ne devrait pas y avoir de corrélation significative entre 1’infiation anticipée
et le taux d’intérét nominal. Comme il est reconnu que c’est assez exactement
ce qui prévaut dans les faits, nous sommes en droit de conclure que la relation
de Fisher sous sa forme traditionnelle (25) est une hypoth&se qu’on ne saurait
écartée. Toutefois, cette hypothese n’implique pas la neutralité de I’inflation.

1. Cf. A. Okun [1981], p. 211-212.
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CONCLUSION

Les modeles précédents ont mis en évidence I’importance du rdle de I’aver-
sion nominale par rapport i I’aversion réelle (aversion au risque de consomma-
tion). En effet, dans une économie ol les contrats sont stipulés en unité
monétaire, les primes de risque doivent leur existence & 1’aversion au risque de
richesse nominale des agents économiques et non a leur aversion au risque de
consommation. Ces deux notions d’aversion au risque ont cependant des liens
qu’il serait intéressant d’étudier de fagon approfondie.

Plus fondamentalement, 1’étude des modeles nous révele la nature profonde
du risque d’un actif. Un actif n’est pas risqué simplement parce que son rende-
ment est incertain, ol méme parce qu’il donne lieu & des pertes en capital, mais
parce que son rendement est corrélé négativerment avec 1’utilit€ marginale de la
richesse!. Dans ce cas, en effet, le rendement est élevé (bas) lorsque son utilité
est petite (grande). Le vénitable risque que fait courir un actif, c’est de rapporter
beaucoup quand on en a pas besoin et de rapporter peu alors qu’'on en a besoin.
Pour inciter un agent économique rationnel a investir dans un tel actif, il faudra
lui offrir une prime.

Il serait intéressant d’intégrer  la structure des modeles en plus des opéra-
tions de consommation déja prises en compte, les opérations de production.
Nous pourrions ainsi étudier ’influence du cycle économique sur les taux
d’intérét. De plus la prise en compte de I’Etat nous permettrait d’étudier
Pinfluence de la politique économique sur ces mémes variables.

On ne peut pas cependant enrichir d’éléments nouveaux la structure du
modele de bases sans précaution. En effet, certains d’entre eux? peuvent suppri-
mer |’équivalence entre équilibre compétitif et optimalité. Or ¢’est cette équiva-
lence qui nous permet de comsidérer le programme du consommateur
maximisant son utilité comme un programme de maximisation de 1’utilité col-
lective par le plamﬁcatcur Cela nous a permis d’interpréter les prix d’ équilibre
obtenus par cette méthode? comme ceux qui prévaudrait a I’équilibre d’une éco-
nomie de concurrence parfaite. Dans le cas ol I’équivalence classique de la
théorie du bien-étre n’est pas vérifiée, les prix qui sont obtenus sont tels que les
agents économiques ne sont pas incités & échanger entre eux (c’est-a-dire ce
sont des prix d’autarcie). I est évident que, dans cette situation, les enseigne-
ments que 1’on peut tirer de cette méthode ont une importance limitée.

1. Nominale si le rendement est nominal ou réelle si le rendement est réel.

2. Comme les coiits de transaction ; cf. F. Hahn [1988].

3. Procéder directement a partir de I’équilibre des offres et des demandes complique-
rait les calculs de fagon prohibitive ; cf. R Lucas [1987].
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