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TRANSFERT DE RISQUES ET CREATION DE SURPLUS

Résumeé :

Dans cet article, aprés avoir présenté la notionbdméfice certain de Luenberger (qui généralisecas du
risque la notion de surplus distribuable de Allaispus en dérivons les identités classiques utitiggour I'étude
de la disparité prix de vente-prix d'achat. Nousntnens en particulier comment obtenir les prix diat et de
vente d’'une loterie a partir de la fonction de b certain. Enfin, nous utilisons ce nouveau emigour
étudier le transfert d’'un ou plusieurs risque entfeux agents ou plus. En particulier, nous étuditess
conditions sous lesquelles la maximisation du sigmlistribuable total conduit a une répartition désques
optimale au sens de Pareto.

Summary :

In this paper, we use the certain benefit functibuenberger, which is a generalization of
the notion of distributable surplus by Allais, tdacacterize the classical notions of

willingness to pay and willingness to accept . Bhesncepts allow us to study the transfer of
one or several risks between two agents or morecisgally, we determine the conditions

under which the maximization of the total distradie surplus leads to a Pareto efficient

allocation of risks.

Mots-Clés : Surplus Distribuable, Bénéfice Certdartage Efficace des Risques, Prix de
Vente et Prix d’achat d’'une Loterie.

Keywords : Distributable Surplus, Certain Benditficient Risk-Sharing, Willingness to Pay
and Willingness to Accept.
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INTRODUCTION

Trois prix distincts peuvent étre attachés a unmenidterie : le prix qu'un décideur est prét a
acquitter pour "participer" a la loterie (prix det d'un droit qu'il ne posséde pas
initialement), le prix qu'il faut payer a un déaidgour qu'il accepte de vendre la loterie (prix
de vente d'un droit qu'il posséde initialement)eeprix de vente a découvert (prix de vente
d'un droit qu'il ne posséde pas initialement). DianBttérature ces prix sont examinés soit
dans l'optique de l'étude de la disparité entre semtement (willingness) a payer et
consentement a recevoir, égale a la differencee @ik d’achat et prix de vente, soit dans
'optique de I'étude de la fourchette de liquid{téd-ask spread), égale a la différence entre
prix d’achat et prix de vente qui peut étre éveltengent & découvert. Dans le présent article,
nous allons nous intéresser au probleme de I'éehdhme ou plusieurs loteries entre deux
agents ou plus et nous allons étudier les détentsrdes prix d’achat, prix de vente et prix de
vente a découvert.

Un échange de risque a lieu seulement si les poistgs en bénéficient simultanément.
Suivant I'approche développée par Eeckhoudt & Rq$684), un transfert de risque peut
avoir lieu entre deux agents seulement si le paximum qu’accepte de payer I'acheteur est
supérieur au prix minimum gu’est disposé a receloiendeur, que ce dernier possede ou
non la loterie initialement. La théorie générals darplus de Maurice Allais offre une autre
caractérisation des conditions nécessaires deafgEhmutuellement bénéfique. Elle propose
un cadre d'analyse tres général pour déterminecdeditions de I'échange volontaire : un
échange a lieu seulement si le surplus distribugéleeré par cet échange est positif. Cette
seconde approche est en fait plus générale quemaigre puisque elle permet d’analyser les
échanges mutuellement avantageux de plus d’unadaatre plus de deux agents ; lorsque
'échange concerne seulement une loterie et deemtagle surplus distribuable généré par le
transfert de la loterie est effectivement égal ditgérence entre le prix d’achat et le prix de
vente de la loterie.

Inspiré des travaux de Jules Dupuit et de Vilfr@doeto, ce cadre théorique est complété par
Allais (1981). Il est a noter qu'Allais avait de341 élaboreé le concept de surplus distribuable,
alors qu'il ignorait les travaux de Jules Dupuibr{dil n'eut connaissance qu'en novembre
1973). Si la notion de surplus est facile a apprdbe lorsque l'on s'intéresse au
comportement d'un producteur (le surplus dégagéesttaire), Jules Dupuit a eu le grand
mérite de distinguer I'utilité absolue d'un servieedu par un bien (le sacrifice maximum que
I'on est prét a faire pour obtenir ce bien) de sulité relative (la différence entre I'utilité

absolue et le sacrifice effectivement consenti galntenir). A I'appellation utilité relative,
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gu'il considere maladroite, Allais préféere I'apagtin "surplus distribuable”. Il fait remarquer,
par ailleurs, que la définition du surplus distable donnée ci-dessus est tout a fait générale
et dégagée de toute hypothése de continuité, dead#éité et de convexité, qu'elle est
indépendante de toute hypothése quant a I'exis@noe fonction d'utilité cardinale, qu'elle
ne dépend que des champs de choix ordinaux. @&sttarque vaut également pour la notion
de surplus équivalent, initiée par Pareto bien gumeais explicitement dénommée par ce
dernier. Si le surplus distribuable est relatif sacrifice que doit consentir un agent pour
obtenir un bien (ou un panier de biens), le surg@agsivalent est relatif a ce que I'on doit
donner a l'agent pour qu'il renonce a un bien gdsede initialement. Pareto utilise cette
notion de surplus équivalent pour définir I'effit@céconomique (qu'il nomme "situation de
maximum d'ophélémité). Il établit les conditionsphemier ordre d'une efficacité maximale :
la nullité de la différentielle premiere du surpkguivalent. Si la nullité de la différentielle
premiere du surplus distribuable est aussi uneitondlu premier ordre de l'obtention d'une
efficacité maximale, les conditions du second ordiféerent selon que l'on considére le
surplus équivalent ou le surplus distribuable. btiam pertinente pour établir ces conditions
étant celle de surplus distribuable, Allais refokenen 1943 l'analyse de Pareto en terme de
surplus distribuable. Luenberger (1995), enfin,é&yélise les notions de surplus distribuable
et surplus équivalent en contexte d'incertitudenomme respectivement "bénéfice certain” et
"équivalent certain" les quantités d'un panier @mdb certain de référence que le décideur est
prét a abandonner, ou qu'il faut donner a un iddivpour obtenir, ou pour céder le droit de
participation a une variable aléatoire.

Dans une premiére section, nous allons établiqidel de la notion de bénéfice certain, un
cadre unifié nous permettant d’étudier les notidasprix d’achat, prix de vente et prix de
vente a découvert d'une loterie. Puis, dans unenskc section, nous allons examiner le
probleme du transfert d’'un ou plusieurs risqueseenh nombre quelconque d’agents ainsi

que l'efficacité de la répartition des risqueseaurésulte.
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BENEFICE CERTAIN
Il est possible de prolonger I'analyse de Luenbe(fy@95) en dérivant les prix d’achat et prix
de vente d’'une variable aléatoire de la notion éleckice certain. Plagons nous tout d’abord

dans un contexte de certitude et définissons laction de bénéfice” qui convertit les
préférences du décideur sur un ensemble de constonmR: (espace de L biens) en une
représentation numérique. Etant donné un nivedilitéd'unitial ug et un panier de référenge
O IRL, le bénéfice b¢,up) lié au passage du niveau d'utilig aiun poinx* O IRY, est égal

au nombre d'unités de g que le décideur est @Baadonner pour passer agax’ :
b(xl,uo):Mlgx,[z’

scu(x'~Bg)u,
(x-pgJIR:
On peut représenter de la facon suivante le béndéaos le cas de deux biens (L=2) ou I'on a

supposé qug = (1, 0) :

X—b(x< ) X

A 4

>

g : X

En reprenant la terminologie de Allais, si la di@ initiale est enx® (tel que @x°)= y)
alors en passant de la situatiafl la situationx®, I'agent recoit un surplus équivalent &

b(xl,uo) unités du bien 1. En passant de la situatidh & la situation isohédone

xl—b(xl,uo)g on libére un surplus équivalentkéxl, uo) unités du bien 1. La fonction de

Bénéfice de Luenberger peut donc étre considénéeneola fonction dont la valeur est égale

au surplus distribuable de Allais.
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On peut adapter avec Luenberger les définitionsfdestions de bénéfice a un contexte
d'incertitude. En effet, il est possible de quaetif'utilité ou le surplus distribuable d’'un
agent en situation d’incertitude en comparant kesgrs de biens a un panier de bien obtenu
avec certitude. Cette généralisation de la fonadi®ménéfice nous amene a définir la fonction
de bénéfice certain.

S'il y a S états de la nature, on peut définifdén&fice certain" associé a un panier de biens

contingentsxl:(xi,....,xé) 0 IRL® de la maniére suivante : étant donné un niveatilittu

initial u, et un panier de biens contingents alternm]ti#(xi,....,xé), le bénéfice certainde

cette variation est égal par définition a :
b(xl, uo)z MBaxB
sc L(xl —[3@)2 U
(x*-pg)OIR"S
ou IR® est 'ensemble de consommation et ou le panieirétérencegz(g,....,g) donne
avec certitude au consommateur le pagieiR" .
b(xl, uo) est donc le nombre de panigrgue I'agent serait prét a donner (avec certitualde)

facon a obtenir le paniet'.

X,

x'-b(x',u,) g

Y

«Q
[N IO

Cette définition va nous permettre de généralissrriotions de prix d’'achat et de vente.

Supposons dans un premier temps que le nombresds physiques esk. =1 et que le panier
de référence esg=(1,....,1). Supposons que le bien physique est le bien numagra

Supposons également un individu dont la richegsalenW, peut-étre aléatoire ou certaine et
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une loterieX dont cet individu peut également étre en possessionon. Par définition, le
prix d’achat d’'une loterie noté)a()z,\lvo) est le prix maximal qu’un individu est prét a paye

pour obtenir cette loterie sous réserve qu'il pelisfectivement payer ce prix dans tous les

états de la nature (i.e. la probabilité de laifaikst nulle) :
P, ()Z ,WO):M ;?'Jlx[a’

(1) s.c.u(\No+>Z— ﬂ@)zu(wo)
W, +X -BgOIR S

Ce prix d’'achat est égal au bénéfice certain lioltention de la variable aléatoir et

conformément aux notations retenues :

@ p(Xw, o+ X ulw,)
On peut également exprimer le prix de vente etibe ¢e vente a découvert d’'une loterie en
fonction uniguement de la fonction de bénéficeaiart

3) P, ()Z,WO + >Z)= —b(VVO,u(VVO+>Z)) (prix de vente)
4) P, (>Z ,WO): —b(VVO - )Z,u(W0 )) (prix de vente a déecouvert)

On peut représenter les prix d’achat et de ventealloterie par le graphique suivant :

%
()Z,Wﬁ)?) _
(Xw) X _
D)%)
1 Vi)
’ vin-x)
1 Xi:

A titre d’illustration, supposons que les préfémmsur les variables aléatoires puissent étre

représentées par une fonction d’utilité moyennéanae :

u()?):U (E)Z,Var)?)
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Supposons également que la variable aléatoire féeenee g soit la variable certaine qui

donne 1 F avec une probabilité égale a 1. On a donc
u()? —,Bg):u (E)Z —ﬂ,Var)Z)

On peut alors déterminer la fonction de bénéficmeage a la fonction d'utilité moyenne-

variance en résolvant le programme suivant :

b()Z,u): M/?X,B
sc.U (E)Z -, Var ()Z)) >u
X-Bg0OIRS

Si I'on suppose que l'utilité est une fonction sgante de I'espérance mathématique de gains,
la contrainte d’inégalité est saturée a I'optimura.fonction de bénéfice certain se déduit de

'équation :
U (E)Z —b()z, u) ; Var)?):u

Dans le cas particulier ou la fonction d’utilité yemne-variance est linéaire ( c’est a dire de la

forme u()?) = EX —-yVar X ), le bénéfice certain s’écrit :

Les prix d’achat et de vente d’une loterie sontsaftonnés par les formules :

(X.w, )=EX -y (var(X )+ 2codX . w, )

P,(X.w, )=EX - y(2Covw,, X )-Var(X))
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Le prix d’achat d’'une loterie est une fonction eszinte du rendement de cette loterie, mesuré
par 'espérance mathématique de paiement, et unatidon décroissante de son risque, mesuré
par la variance du paiement. Par ailleurs, plusoariance de la loterie avec la richesse

initiale de I'agent est faible et plus le prix giecheteur est disposé a payer est grand : en
effet, la loterie permet a I'agent de se couvrintce un aléa défavorable sur le montant de sa
richesse initiale. Notons qu’avec ce type de famgid'utilité, le prix de vente de la loterie est

€gal au prix d’achat, ce qui n'est pas vrai darsakgénéral. Contrairement au prix de vente,
le prix de vente a découvert est une fonction sesite du risque car la vente a découvert
contribue a accroitre le risque de la richesséadgemt (sauf dans le cas ou le paiement de la

loterie est positivement corrélé avec la richesgale de I'agent).
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LE PARTAGE DES RISQUES

Considérons deux individus 1 et 2, un bien physigudeux états de la nature. L'individu 1
est doté d’une loteriX . Etudions les conditions nécessaires a I'’écharda thterie entre les
deux individus. Tout se passe, en fait, commeexistait deux biens joints -la loterie et le
panier de biens certain- que les agents s’échangenendeur vend la loteri¥ et recoit en
échange une certaine quantité du panier de bietercg . Notons que dans le cas général on

remplacerait les LS biens conditionnels par cex d¢ens joints.

Représentons la situation des agents dans une dmiRareto-Edgeworth en supposant que

leurs richesses initiales (hors la loteXa sont certaines :

Xa

O]_ \x\ Xl

Du point de vue de l'individu 1, la situation irite des deux agents est représentée dans la
boite de Pareto-Edgeworth par le pointle\T. Kn effet, puisque la richesse initiale de
'agent 2 est certaine on doit nécessairementtaerssur la droite de certitude de cet agent.

Le changement de propriétaire de la loteMe lorsque celui-ci s'effectue sur une base
autoritaire, c’est a dire sans contrepartie, gatagenté graphiqguement par le passage du point

W, +X au point W. Lorsque cet échange s’effectue sur une base tailenon passe de
W, +X & un point situé sur la droite de certitude dgetzt 1, mais en général distinct de W
et situé sur une courbe d'indifférence au moinssiabaute que \V La différence entre ce
point et W représente la somme d’argent transféré de I'agent'agent 1 en échange de la

loterie.
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Q|
c
S

O, 3 Xy

Du point de vue de I'individu 2, son accroissenm@atilité induit par le transfert de la loterie

le disposera a verser a I'agent 1 une quantitéieie tertain au plus égale a son surplus

bzﬁlvz+)z,u2).

Q|

\\Xz

Tout ce passe donc, en termes de la théorie dpRisucomme si on proposait aux agents le

point W, (ce qui correspond au poi(W2+>z) dans le systéeme de coordonnées de I'agent 2)
compte tenu de leurs niveaux initiaux d’utiliuél(Wl+>~<) et uz(Wz), respectivement.

L’agent 1 n'acceptera d’échanger le panier de b\éhs X contre le panier de biens,Wue
si on lui donne (au moinsy bl(Wl, ul(W1+ 3()) unités de biens supplémentaires dans chaque

état de la nature, alors que I'agent 2 sera pdénaer (au plusp, Mz + )Z,uz(W2 )) Les deux

agents n’échangeront la loterie que si le prix éete (ou disposition a recevoir) de I'agent 1

10
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est inférieure au prix d’achat (ou disposition ggyade I'agent 2, ce qui revient encore a dire

gue le surplus distribuable total est positif.

Dans le cas suivant, il y aura échange possibla li¢erie :

b, 6N2 + X, U, g
e -y
- :
1 + X
g Hz
0, \

Le surplus total, étant égal a la somme des b@fest représenté par le segment situé dans

la lentille, dont la direction est « portée » parvecteurg. La facon dont le surplus va se

répartir entre les deux agents va dépendre degsedml’échange.

Dans le cas suivant, il n’y aura pas d’échangeiblesde la loterie :

«|

11
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En effet, la disposition a recevoir de I'agent fisegérieure a la disposition a payer de I'agent

2 :p(X.W,)<p, (X, W, +X).

Jusqgu’ici, nous avons envisageé le seul cas oudiggh porte sur la loterie dans son intégralité
et non le cas ou une fraction de la loterie perg échangée. Néanmoins, méme si un tel
fractionnement était possible, il n'y aurait malgo#&it aucun échange dans le cas envisagé
dans le graphique précédent. En effet, la dispwsiéi payer sera toujours inférieure a la
disposition a recevoir. Supposons par exemple ‘qgert 1 propose la moitié de sa loterie a

'agent 2. Ceci se représente dans la boite ded?Bgeworth de la maniere suivante :

En revanche, si on permet a I'agent 2 de vendrécawvert la loterie, il y aura échange car

son prix de vente a découvert sera inférieur axi @iachat de I'agent 1. Dans le graphique

suivant nous supposons gue l'agent 2 vend a déndaveterie X

12
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Ainsi lorsque la vente a découvert et le fractionagt sont permis, les échanges possibles de
la loterie sont décrits par la droite passant pqreV\AM+3(. Lorsque I'on se situe au-dela de
W1+>~(, 'agent 2 vend la loterie a découvert (c’est i@ dju’il vend a I'agent 1 une quantité
de X supérieure a la quantité qu’il possede). Lorsdoe e situe entre Wet V\4+3(,
'agent 2 achéte une fraction de la loterie a lregk Enfin, lorsque I'on se situe en deca de

W,, l'agent 1 vend a découvert la loteiXe,

Enfin il nous reste a envisager le cas ou il nles d’échange avantageux possible. Dans le
cas ou la situation initiale correspond a un optinde Pareto, il n'y a en effet plus d’échange
volontaire possible entre les agents. |l appataitesgraphique suivant qu’il est impossible de
trouver un échange (que ce soit une vente a dédodwda loterie par I'agent 1 ou l'agent 2
ou une vente partielle de la loterie par I'ageniqli) soit tel que la disposition a payer de

I'acheteur soit supérieure a la disposition a reoedu vendeur :

13
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La notion de surplus a permis ainsi a M. Allais4391981) et a D. Luenberger (1995) de

donner une nouvelle caractérisation des optimaaiet® Ces auteurs montrent que sous des
conditions assez générales, une allocation eshafgiau sens de Pareto si et seulement si le
surplus distribuable est négatif ou nul. En effians ces conditions le prix d’achat est

toujours inférieur au prix de vente : il n'y a dgmlas d’échanges mutuellement désirables.

MAXIMISATION DU SURPLUS TOTAL

Supposons que les agents se comportent de fac@xieniser le surplus distribuable total ce
qui revient a choisir, parmi tous les échanges silgment avantageux , le « meilleur »
d’entre eux. On peut montrer que dans le cas péigicd’'une économie de propriété privée,
I'allocation d’équilibre Walrasien est précisémeetle qui maximise le surplus distribuable
total (principe du zéro-maximuf)Or d’apres le premier théoreme du bien étre, shass
conditions tres faibles, une telle allocation d'ifire est également un optimum de Pareto.
Ce principe de maximisation du surplus total cotxdud une allocation optimale au sens de
Pareto avec d'autres mécanismes d’échange que tmnméne Walrasien tel que le

mécanisme d’échange a la Edgeworth que nous aversage dans la section précédente ?

1 C.f. Luenberger (1995) pp 230-231.

14
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Dans ce contexte ou la vente a découvert et Iéidracement d’'une loterie sont possibles on
peut montrer, a I'aide du graphique suivant, qum#imisation du surplus total ne conduit

pas nécessairement & un optimum de Pareto.

'X\

«|

Le surplus, représenté par le segment situé dalestitle, est maximum, dans le cas ou les
préférences sont convexes, lorsque les tangentesaubes d’indifférence sont paralléles
[cf. Allais (1981), p. 461].

Si les courbes d’Engel des deux agents sont déeslide pente unitaire (ce qui implique que
les préférences des deux agents sont quasi-homasjialors quelle que soit la fagcon dont
le surplus est réparti entre les agents, l'all@catobtenue par maximisation du surplus
distribuable est Pareto optimale. En effet, le loiegtoute droite de pente unitaire, les taux
marginaux de substitution de I'agent i sont idamtig; mais en général différents d’une droite
a l'autre et d’'un agent a l'autre. Néanmoins, laesde surplus total est maximum, les taux
marginaux de substitution des deux agents sontxégsinsi quelque soit la facon dont le
surplus total sera partagé entre les agents,datilon finale sera optimale au sens de Pareto.
Cependant, dans le cas général, a la suite dexamisation du surplus, les taux marginaux
correspondant au partage choisi ne seront pas sameent égaux. Les agents sont alors
incités a procéder a un nouvel échange. La séqué¥@changes stoppera lorsqu’on aura

atteint un optimum de Pareto, ou par définitiom'éxiste plus de surplus distribuable.

2 Cf. Deaton & Muelbauer (1980) p. 144-145.

15
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On peut généraliser I'approche précédente au easrdmbre quelconque d’agehtSoit un
acheteur i (i = 2,...,I) quelconque achetant uné pade la loterieX détenue par l'individu

1. Par définition le prix d’achat est donné pagliation :

) b(w+a X u(w))=g (o, w) i=2,..
ou W est la richesse initiale, éventuellement aléataiesl’agent i. Pour le vendeur 1 le prix

de vente de la loterie est donné par :

©) bl(vvl{l—Zai}? u X )J=— pi(l—ilzzai JUESS )j

i=2

Afin d’homogénéiser les notations, nous allons niateichesse initiale du vendeur y compris

la loterie W, =W, + X . On aura donc :
by (W, +a, X, u, (W)

Il sS’ensuit que la détention résiduelle de la ligtgar 'agent 1 est donnée par

(7) alz—Zai :

|
Il'y aura échange si et seulement si il extste(al,....,al) aveCZO(i =0 tel que :
i=1

|
Zbi (V\/i +a, X,u, (V\())ZO ou W, désigne maintenant la richesse initiale de tout
i=1

agent (y compris I'agent 1).

Cette condition signifie que la somme des dispmsitia payer nettade tous les agents est

supérieure a la disposition a recevoir du vendeur

iOA iOA

puisque dans ce cas on alEap;(ai W ) zpv[—Zai W, J

Cherchons donc la répartition des risqu&(al,.... ,al) qui maximise le surplus total :

3 Le cas de I'échange d'une loterie entre deux ageeulement a été analysé, dans le cadre du modéle
d’espérance d'utilité par Eeckhoudt & Roger (1994).
411 peut y avoir des agents disposés a vendre @udéct parmi les agents 2 a 1.

16
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MaXZbiW"'ai)Z'uiW))

{a}

®) s.c.zi:lai =0 (A)

Les conditions du premier ordre de ce programmaisént :

o ab, (W +§X X.u (W)

X,=A  Oi=1...)

is

Le surplus total est maximum lorsque la part dguiésdétenue par chaque agent est telle que
la somme des bénéfices marginaux pondérée paidmeat de la loterie est identique pour
chaque agent. Or on sait qu'on peut interprétdyéleéfice marginal comme un prix d’état
d’apres la propriété (iv) de la fonction de béng&fica formule signifie donc que la répartition
des risques qui maximise le surplus total est tglle la loterie est répartie entre tous les

agents de facon a ce qu'ils I'évaluent identiquetmen
On sait, qu’une allocatior = (X, ,..., x) O IR est optimale au sens de Pareto si le bénéfice

total est maximum et nulPar conséquent, une allocation est optimale as de Pareto si

elle est solution du programme suivant :

Male“b, (Xi U (VT’l ))

(10) {x}i i=1
SCY =) W, s=1,..S

Les conditions du premier ordre s’écrivent :

(11) szs Oi=l,....

is
ou s est le multiplicateur de Lagrange associé a°l% sontrainte. On constate ainsi que

I'allocation des risques qui maximise le surplugltar’est pas en général un optimum de
Pareto puisque conformément a la condition (9bkyséfices marginaux entre les agents ne
sont pas nécessairement égaux. Notons que la imondiégalité des bénéfices marginaux est
'analogue de la condition d’égalité des taux maagx de substitutio. Par conséquent la

condition (9) peut étre interprétée comme la caowlid’efficacité contrainte au sens de

5 Cf. Luenberger (1995) p. 189-192.
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Diamond : cela signifie qu'un planificateurqui quépartirait lui-méme la loterie (et non
l'allocation de la richesse finale comme pour l#ééce de Pareto) de maniere & maximiser
I'utilité d’un des agents sans diminuer celle deses ne pourrait faire mieux que I'allocation

gui maximise le surplus distribuable total.

Si I'on suppose que les préférences des agentepeéire représentées par une fonction

d’utilité moyenne-variance linéaire, le surplustdisiable de I'agent i s’écrit :

bl(Wi +a, )?,ui(\/\Nl)) =a, EX -y, [afVar)Z +20, Cov()?,VT/i )J

La répatrtition de la loterie entre les différengeiats est solution du programme suivant :

Max EX Zl:ai >V [af Var X +2a, COV(>z W, )]

|
{a )i =1 i=1

SC. i a, =0
i=1

Dans le cas ou les I-1 premiers agents sont straneé « risquophobes » (au sens d’Arrow-
Pratt) et ou l'agent | est «neutre » vis a vis rdique, les conditions du premier ordre

s’écrivent ;

EX -y, [Zai*Var)Z+200v()Z,V\~/i )] = A pouri =1,...,1 -1
EX = pouri =1

Zl“ai*=0
i=1

ou A est le multiplicateur de Lagrange associé a laraorie. On en déduit donc :

g = 2COMXM) iy
Var X
~ -1 ~
CO{X,ZV\A)
a = 2
Var X

La répatrtition de la loterie entre les agents qakimise le surplus global est telle que la part

qui échoit a l'agent i (i=1,...,I-1) est positive aégative suivant que la covariance du
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rendement de la loterie et de la richesse inigsienégative ou positive, respectivement. En
particulier 'agent 1, qui dans les hypothéses degenmodele est le détenteur initial de la
loterie, il s’en défait dans son intégralité quémdisque de la loterie n’est pas corrélé avec les

autres composantes de sa richesse initiale. En effas ce ca€ov(X,W, )= Var X . Enfin, la

demande de lI'agent |, « neutre vis a vis du risguest résiduelle.

Les agents vont gagner ou perdre a I'échange sgiereur surplus est positif ou négatif. Le

surplus pour I'agernits’écrit:

b, (\N +a; X, U, (\N)) _CS/\;(rxxW [EX -V Cov()Z,V\NIi )]

Si la loterie est négativement corrélée avec laegse de lI'agent i ; le surplus, pour cet agent
sera positif. En effet, la loterie permet a I'agiede se couvrir contre le risque. En revanche,
si la loterie est positivement corrélée avec ldesse de I'agent, le signe du surplus est
indéterminé : d’'un c6té I'agent réduit son risquese débarrassant de la loterie et d'un autre
c6té il diminue son espérance mathématique de mestke Il est donc possible que pour

certains des offreurs il ne soit pas avantagewed#ebarrasser de la loterie.

L’allocation qui maximise le surplus distribuabtgal n'est pas un optimum de Pareto. En
effet, on sait que lorsqu'’il existe un agent newigea vis du risque, il est optimal au sens de
Pareto que cet agent neutre vis a vis risque stgppmirt le risque et que la richesse des agents
risquophobes ne soit pas risquéer la répartition de la loterie qui maximise ledus global

ne conduit pas a une allocation certaine pour ¢gsta risquophobes Ainsi il est clair que
I'allocation qui maximise le surplus global n’estspoptimale au sens de Pareto.

Cependant, I'allocation qui maximise le surplusakate sera acceptée par I'ensemble des
agents que s'il est possible de dédommager ledsaganperdent a I'échange. Or ceci ne sera
possible que si le surplus distribuable total esitg. Montrons donc que I'échange génére un

surplus distribuable total positif :

6cf Eeckhoudt & Gollier (1992), p. 207.
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ZI:b'Mi +a;>2,ui(7)): E)Ziai* —ZI:Vi (ai*ZVaer+20'i* Cov()Z,VT/i ))

Supposons gu'’il existe maintenant un nomlree loteries a répartir entre lesgents. La
répartition a=(al,....a, )D IR” des loteries qui maximise le surplus global estim du

programme suivant :

Les conditions du premier ordre sont nécessairssifésantes lorsque les fonctions d'utilité

des agents sont quasi-concdaves

(13) i_(vvi&a; Xj,ui(i)j X, =

Si 'on suppose que le nombre de loteries (suppos&Ependantes) est égal au nombre d’état

de la nature ; on peut alors inverser la matricep#@ements des loteries.

7 En effet, on sait que dans ce cas les fonctioridéfice certain sont concaves.(c. f. Luenbert@9y)
proposition 4.3 page 100).
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a Xll xll Xls XlS /11
ab ()

(14) Ix, = X i1 X is X is /]i
ab () X 1 X e Xus) Ay

i=1...,1
On a donc pour tout# | :
ob.
(15) ab'(): 0 0s=1...,S
0 X 0 X

Ce qui prouve que l'allocation qui maximise le duspotal est un optimum de Pareto.

21



halshs-00447516, version 1 - 15 Jan 2010

CONCLUSION

Nous avons vu que les notions de prix de venteegbrik d’achat d'une loterie permettent
d’expliquer de facon tres simple la raison poumkll les optima de Pareto peuvent étre
caractérisés a partir de la notion de surplusiblisible. En effet, par définition, en un
optimum de Pareto il n’existe pas d’échange mutugdint bénéfique entre les acheteurs et les
vendeurs. Le prix de réservation des acheteurdast inférieur au prix de réservation des
vendeurs ce qui revient a dire que le surplusibisable est négatif.

Réciproguement, cette notion de surplus distribzipeirmet de démontrer trés simplement un
grand nombre de résultats relatifs au partage idgaes. Nous avons généralisé le principal
résultat d’Eeckhoudt et Roger (1994) en montrant Iquegue les risques sont partagés de
fagcon a maximiser le surplus distribuable totaldgents supportent une part du risque telle
gue la valeur actualisée du risque supporté pajushagent est la méme pour tous les agents.
Nous avons également montré que lorsque le nondietdries indépendantes est égal au
nombre d’états de la nature la maximisation dulsartal conduit a une allocation optimale
au sens de Pareto.

Les propriétés d’efficacité de la maximisation dupus total sont donc identiques a celles de
I'allocation d’équilibre du modele de Arrow (195@) les agents peuvent transférer du revenu
d'une période a une autre et d'un état de la naiune autre en achetant et en vendant des
actifs financiers et non comme dans le modéle Aibmbreu en échangeant des contrats de
biens conditionnels. On peut donc espérer moritrquivalence entre l'allocation des loteries
qui maximisent le surplus total et I'allocation giglibre des actifs financiers du modele de
Arrow (1953). Ceci reviendrait a généralfsen résultat établi par Luenberger (1995) relatif a
I'équivalence entre I'allocation des biens qui nmaisient le surplus total et I'allocation des

biens d’équilibre du modele Arrow-Debreu.

8 On sait en effet que le modeéle de Arrow est édeintaau modéle d’Arrow-Debreu lorsque les marchés
financiers sont complets.
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