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Résumeé — Dans cet article, nous proposons unéthode découte coogrative du spectre dans le but detetter la pgsence de bandes de
frequences inocc@es. La nethode en question est autodidacte en ce sens qu’aucune informatiesignalemis n’est requis. Nous analysons
les performances du test progasn termes de probabéide fausse alarme et de puissance. L'analyserifjue des performances repose sur la
théorie des matrices@htoires appligee aux modles dits “spiked”.

Abstract — In this paper, we propose a cooperative sensing method which allowessiordne the unoccupied bands of the spectrum of wireless
communication systems. Our approach is biied it does not require any cooperation between the transmitters and @ seWe study the
performance of the test in terms of probability of false alarm and midsafitity. The theoretical analysis is based on results of Random Matrix
Theory for spiked models.

1 Introduction laps de temps &s court ;
— la recessit de construire des tests robusigls pesence
11l est aujourd’hui largement reconnu que les 8ysés sans de canaux s £lectifs.

fil de communications nuériques n’exploitent pas I'iégralié  Les travaux de Cabric et al. [2], Akyildiz et al. [3] produige
de la bande de &éguence disponible.Les sgstes sans fils de une syntikse des approches classiques du point de vue des
futures grérations seront donc amsa tirer parti de I'exis- réseaux cognitifs. D’ags ces travaux, il est clair qu’un tra-
tence de telles bandes déduence inoccu@es, gacea leur  vail restea mener afin de proposer des approches nouvelles
facultt d’écouter et de s’adaptér leur environnement. Une et adaptes aux fortes contraintes mentié@es ci-dessus. Le
telle aptitude redve du concept de “radio cognitive” introduit probleme fondamental est décter la pesence d’'u@metteur
par Joseph Mitola en 2000 [1]. Dans ce contexte, il s'agittdonpar le biais de mesures brédts. Ceci s'agre etre une ache
de rendre les sy8mes de communications capable de captegdélicate lorsque la puissance du signal regu est suscepitétte
des informations sur leur environnement, de fagare qu'ils  faible en raison degvanouissements du canal, et en raison
puissent transmettre de mare opportuniste. On trouve dans de I'absence de connaissanitéa fois des canaux et du sig-
la littérature plusieurs techniques permettaétduter le spec- nal émis. Consiéirons le scenario suivant. Des utilisateurs pri-
tre afin de @tecter léventuelle pgsence d’un signal dans une maires communiquent vers leur destination. Au &ys pri-
bande de fequence dorge. On peut citer les approches re-maire se superpose un siste dit secondaire, compmse K
posant sur des testséatiergie ou la étection de la @rsence de stations de base. Ces stations de kizsmutent le spectre, de
composantes cyclostationnaires dans le sigealué. Toute- sortea cecider de la pfrsence de bandes inocéas. Nous sup-
fois, le probeme de lécoute de spectre pour la radio cognitive posons que le& stations de base du sgshe secondaire parta-
se caradrise par des infratifs particuliers : gent leurs observations. Ceci pétite effecté par le biais d’'un

— l'absence de connaissance a priori sur la structure du siganal &dié (possiblement filaire). Nous supposons que le partage

nal (statistiques, variance du bruit, etc.); d'information n’est pas limé en capaci. Désignons pay (k) =

— larecessi de dtecter la pesence d'uemetteur dans un [y, (k), y2(k), ..., yx (k)]T la srie temporelle obtenue en em-

pilant lesK observationséalies par I'ensemble des capteurs

1Ce travail aéte conjointement soutenu par le programme Projets Jeunegu méme instank. Le probEme de la étection d’'une bande
Chercheurs du GdR-Isis et par I'’Agence Nationale de la Reblee(Projet
ANR MDCO SESAME).
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libre revient au test d’hypo#ses suivant :
B W(k) . Hy
y (k) _{ hs(k)+w(k): Hy ° (1)

ouw (k) repesente un bruit blanc gaussien complexe circulair

centé de matrice de covarianégalea o2 fois l'identité, al
h = [hi,..
ble des coefficients d'd@huation complexes entrectetteur
éventuel et 'ensemble dés récepteurss(k) est le signal utile

dont on souhaiteé&tecter la pesence. Pour simplifier, nous fer-
ons I'hypotlese ques(k) est un processus gaussien complex

circulaire incependant et identiquement distréode variance
unitée.

Notations

Pour touti € {0,1}, Py, [€] represente la probabé#itd’un
evenement sous I'hypotleseH;. Pour toute variable ahtoire
(v.a.) eelleT et pour touty, la notationT’ HozHl ~ replesente
la fonction de test qui rejette I'hypatise nulle quand™ > ~.

Dans ce cas, la probabéitde fausse alarme (PFA) du test est

donrée parPy[T" > ~]. La puissance du test est dé&enpar

8, ...
_probabilit’a 1). Soit¢ i la fonction cfinie pour toutr de I'in-

., hi|T estun vecteur colonne regroupant 'ensem )
] group tervalle(1, K) par¢g (z) = Cx ' (1 — &

e

est sugrieurea un seuilsy, ou ¢y est fixée de sorted ce que
la PFAPo(Ly > &n) Nn'excede pas umiveaua € (0,1)
précetermiré. La proposition suivante fournit I'expression du
rapport de vraisemblance&gerali€ L . Désignons pai; >
> Mg > 0 les valeurs propres dB. (distinctes avec
) ook =
(I-%)
Proposition 1. Le rapport de vraisemblancegéralisé s'écrit
Ly = ¢x(Tn)ouTy est la statistique &finie par :

A1

N = ~ . %)
+trR

Notons que la fonction i est croissante sur l'intervallg, K).
Par conéquent, le GLRT revient au test suivant :
H,
In 2 N (6)
Hy

ouvyy = qb]_(l (£n) estun certain seuil fxde sortéx ce que la

P,[T > ~].La notationflf; repesente la convergence presquePFA n'exede pas le nivead.

siire sous I'hypotbseH;. Pour chaque bijectiof’ : X — Y, ou
X etY sont deux ensembles, ondsigne par”—* la fonction
réciproque assoeea F'. Pour chaque ensemhle € R, z —
14(x) represente l'indicatrice del. Pour chaque vecteu,
|lz|| repiesente la norme euclidienne de

2 Rapport de Vraisemblance Gnéralisé

SoitY = [y(0),...,y(N —1)] lamatriceK x NV regroupant
toutes les donees, @ N repesente le nombre @thantillons
obsene par chaque capteur. Ogigne pamp,(Y;0?) et par
p1(Y; h,o?) les densiés de probabilé de la matrice d’obser-
vation'Y indexée par les para@ires inconnus eto? sous les
hypothesesH|, et H; respectivement :

Yo%) = (r02) K exp (- R @

p1(Y;h,0%) = (7% det R) ™V exp (—Ntr (RR_l)) 3)

3 Etude asymptotique du seulil

Afin de compéter la @finition du test il est essentiel de
proposer une praclure permettant de fixer le seuil du test.
Selon I'approche usuelle, nous proposons de fixer le seuil
de sortea maximiser la puissand® [Ty > ~n]| du test, tout
en imposant que la PFRy [Ty > x| n'excéde pas un certain
niveaua € (0, 1) fixé. Selon cette&finition, le seuil vaut :

N =py (@) )

ou py (t) repesente le fonction deépartition comg@mentaire
de Ty sous I'hypotteseH,. Pour chaque, le calcul depy (t)
nécessite Bvaluation de I'ingégrale d’une fonction dé& vari-
ables. Cett@valuation doiétre effectée par I'organe deéti-
sion pour chaque valeur d€, N. Afin de simplifier la proédure
de test, nous su@gons détudier le comportement du seuil;
lorsque le nombre d’observations augmente. Plésiggment,
nous considrons le caswle nombreK de sources et le nom-

ol R = hh' +0%Ik estlamatrice de covariance du processusre N d'observations tendent vers linfini auéme rythme :
y(k) sousH; et ai R est la matrice de covariance empirique
R = LYY". Dans le cas idal ai les parartresh et o
sont supposs connus, un test unifoément plus puissant est
obtenu en rejetant I'hypo#ise nulle pour de grandes valeurs duot 0 < ¢ < 1 est une constante. Orefihit cxy = K/N. Le
rapport de vraisemblange (Y h, 02)/po(Y;c2). Dans notre  Théoeme 1 ci-dessoustablit que, dans leegime asympto-
contexte h et sont malheureusement inconnus : I'existencelique (8), le seuilyy s’écrit en fonction d’une loi de Tracy-
d'un test unifornément plus puissant n'est plus garantie. UnéWVidom. La fonction de &partition F'ry(.) de Tracy-Widom
approche classique, dite test du rapport de vraisemblamée g correspond la loi asymptotique de la plus grande valeur pro-
ralise (GLRT pour Generalized Likelihood Ratio Test) consistePre (correctement recegt et renormal&e) d’'une matrice de

a rejeter 'hypotkse nulle lorsque la statistique : Wigner [4]. Pour tout € R,

Fruw () = exp (— | @-oe@ dx) NG

K
N — o0, K — o0, N_)C’ (8)

supy, 52 p1(Y; h,0?)
Ly= 20 (4)
sup,2 po(Y;0?)
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ou ¢ est la solution de équation diferentielle de PainlevlI|

¢"(x) = zq(z) + 2¢°(x) ,
q(z) ~Ai(z) pour x — oo

ol Ai(z) repiésente la fonction d'Airy. Soif’ryy (t) la fonction
de epartition comp@mentairery (t) = 1—Frw (t). Posons:

1 1/3
by = (14 /cn) <+1) . (10)

VeN
Theorem 1. Les propositions suivantes sont vraies.

1. Pour tout niveaw € (0,1), la puissance du test (6) est
maximale si et seulement si

by
IN = (1 + \/CN)2 + W (N
pour une certaine suité&y qui converge vers?T‘Vlv(a).
2. LaPFA du test

H,y
Tn 2
Hy

(11)

(14 Van) + s Frb(a)  (12)

converge vers: dans le Egime asymptotique (8).

Le Theoreme 1 indique que, lorsqdé K sont suffisamment
grands, le seuil peutétre approcé par le membre de droite
de (12).

4 Exposants d’Erreur

4.1 Notion d’exposants d’erreur

Afin de caradtriser les performances du test, I'approche tra-

ditionnelle consistaétudier sa puissance ou, de neeéqui-

valente, la probabilé d’erreur de deurime espce. La proba-
bilité d’erreur de deukime espcely, (), ou probabilié de

manque, corresponal la probabilié sousH; de cecider I'hy-

potheseH,, lorsque la PFA est faea la valeury, soit :

Bnr(a) =infPy [Ty <7], (13)

ou I'infemum est pris sur tous les seuilstels que la PFA
Py [Ty > 7] n'excede pag. Comme la probabilé de manque
n'a pas d’expression simple dans le céséagal, onétudie son

comportement asymptotique danségime (8). Lorsque le niveau

a € (0,1) est fixe, on cfinit 'exposant d’erreur par la limite
suivante, si elle existe :

L 1ogBnr(a). (14)

Er = lim —

T Ngnoc N
L'exposant d’erreu€ fournit une information pcieuse au
sujet de la performance du tégt; lorsque le nombre d’obser-

vations est grand et lorsqueest fixe. En pratique, si le nom-

bre d'observations dont on dispose est grand, on peut tout

fois penser reduire conjointement la PFA et la probalilide
manque, pluit que de faire fonctionner le tedtniveau con-

stant. Il est donc important étudier les performances du test **

lorsque les deux probabitis d’erreur tendent ver€m. Un
couple (a,b) € (0,00) x (0,00) est ditcouple d’exposants
d’erreur atteignables’il existe une suite de niveauxy telle
que dans le regime asymptotique (8),

. 1

ngx(l)ofﬁlogow:a (15)
. 1

im —Nlog Byr(an) =b. (16)

On dcésigne paBr I'ensemble des couples atteignables pour le
testT. On nomera cet ensemhb$g- la courbe des exposants
d’erreur.

4.2 Performance du GLRT

Rappelons que, soud,, la mesure empirique des valeurs
propres de la matrice de covarianBe = %YYH converge
faiblement vers la loi de Mahenko-Pastur (renormadie par
o?) dans le egime asymptotique (8). Plusgmissment, la fonc-
tion de épartitionw converge ver®yp ((—oo, %)
lorsqueN, K — oo ol Pyp est la loi de Mathenko-Pastur,
définie par

VO =9y — A7) dy
2mey

)

Pyp(dy) = 1 2+ (y)

ou At = (1+ )2 etA” = (1 - /c)? La transfornge
de Stieltjes dePy;p joue un ble clé dans la suite f(z) =
/ —L_Pyp(dy). Elle s'exprime sous la forme :

J y—x

(1—z—c)++/(l—2—0c)?—dcx

siz > ATt
2cx
f(z) = S
l—z—c¢)—y/(1-2z-¢2%—-4 :
(-z-q-y-z-0 “ Si0 <z <A™
2cx
On cefinit en outref(z) = —m. Introduisons main-

tenant la fonction suivantegfinie pour chaque > A\ :
1 - -
Ff(z) = log(m)—i—; log(14-cf (z))+log(1+f (z))+xf (x)f(x) .

Dans la suite, nous faisons I'hypéte que la constante suiv-
antep existe : 1A
= lim —— 17
p= lim —3 17)
On nommerg le rapport signal-sur-bruit (RSB) limite. Nous
introduisonsegalement la constanfgy, = (1 + p) (1 + ;)

Sous I'hypotlésefd;, la plus grande valeur propre de la matrice
de covarianceR a le comportement suivant quaind KX —

00!
. a2\ sip>./c,
A2 " (18)
Hy o2\t sinon,

voir par exemple [5] pour une preuve de ésultat. Pour tout
5> Ve ettoutz € R, on cefinit ;

T — A\ x
I't(z) = PE_(1 — ¢)log ~——c (FF(z) = FT(2%)) .

(1+p) APk i
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On peut @montrer (la preuve est omise par manque d’espace) 2r

que Iafonctionl,j est la fonction de taux ass@ciu principe de
grandes dviations (PGD) de la statistique de td5¢ lorsque
p > +/c. En particulier, | varie del; (A\*) & 0 sur l'intervalle
AT, A5, ] et varie de Ga oo sur lintervalle (A, , oo). Sous
I'hypothése Hy, on peut montrer de &me que la fonction de
taux asso@e au PGD dé&y vaut pour tout: € [A", 00) :

T
If(@)=2—- X" —(1—c)log = ¢ (Ff(z) —Ft(A1)).
La fonction I varie de 0a cc sur l'intervalle [A*, oo). Nous
pouvons maintenaré&noncer le @sultat principal de cette sec-

tion.

Theorem 2. Les proprétés suivantes sont vraies.

1. Pour chaque niveau B« € (0,1), I'exposant d’erreur
& défini par (14) existe etérifie :
Er = Ij()ﬁ)

sip > \/cet&r = 0 sinon.
2. La courbe d’exposants d’erreur d&; est dongée par :
87 = {(Ig (2). I (2)) : € (A", A0} (20)

sip > \/cet8r = 0 sinon.

(19)

La preuve de ceasultat est omise par manque de place. Nous

noterons toutefois que laadhonstration repose sur I'obtention
d’'un principe de grandesédiations portant sur la statistique

Tn. La preuve sera fournie dans une version longue de cet ar-

ticle.

5 lllustrations et Résultats Nuneriques

La figure 1 repesente I'exposant d’erreur assoaiu test. On

Log of the Error exponent for different values of ¢

-2t .
[ Neyman-Pearson
/

f /i €=0.1

| 1 wc=04

-10
0

FiGc. 1 — Logarithme de I'exposant d’erredr en fonction
du SNRp pour differentes valeurs de. Comparaison avec
I'exposant d’erreur du test de Neyman-Pearson (dades
parangtres sont connus).

Probability of error under H,

L L L
0 0.1 0.2 03

0.4 0. . 0.7 0.8 0.9 1
Probabiltity of error under HU

FIG. 2 — Courbe COR du Tedty (Test 1) et comparaison avec
le test fon@ sur le nombre de conditionnement/ Ak (Test 2)

se compare I'exposant d’erreur du test de Neyman-Pearson, ,-_; n=50 p=1

que I'on peut obtenir par application du lemme de Stein.
Lafigure 2 repesente la courbe COR (Caradstique Opra-
tionnelle de Rception) assoek au testy (Test 1), c’esha dire

la puissance maximale du test en fonction de son niveau. La

courbe COR du testy est compaea la courbe COR du test

propo£ dans [6] et qui fait appel au nombre de conditonnement

de la matrice de covariance empirighg/ A\ . On observe que

le test fon@ surTy est unifornément plus puissant que le test [

propo£ dans [6].
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