hal-00445731, version 1 - 11 Jan 2010

\: Manuscrit auteur, publié dans "GRETSI, Dijon : France (2009)"

Meéthode du point proximal: principe et applications aux algaithmes
iteratifs
Ziad NaJal, Florence ABERGE!L, Pierre DUHAMEL 2

lUniv Paris-Sud 11

2CNRS
Laboratoire des signaux et systemes (L2S)
Supelec, 3 rue Joliot-Curie 91192 Gif-sur-Yvette cederfiee)

Zi ad. Naj a@ ss. supel ec. fr, Florence. Al berge@ss. supel ec. fr,
Pi erre. Duhanel @ss. supel ec. fr

Résume —Cet article est basé sur 'algorithme du point proximalull@tudions deux algorithmes itératifs: I'algorithmeRlahut-Arimoto
communément utilisé pour le calcul de la capacité desuwranliscrets sans mémoire puis le décodage itératif [gsumodulations codées a
bits entrelacés. Dans les deux cas, il s’agit d’algorithiberatifs pour lesquels les méthodes de type point prakconduisent a une nouvelle
interprétation et ouvrent la voie a des améliorationseeme de vitesse de convergence notamment.

Abstract — This paper recalls the proximal point method. We study twaaiive algorithms: the Blahut-Arimoto algorithm for coutimg
the capacity of arbitrary discrete memoryless channelanssxample of an iterative algorithm working with probabpiliiensity estimates and
the iterative decoding of the Bit Interleaved Coded Modata{BICM-ID). For these iterative algorithms, we apply t@ximal point method
which allows new interpretations with improved convergerate.

1 Introduction rithme classique de Blahut-Arimoto ainsi qu'a celle dep¥a
proche dans [8].

D’autre part, les modulations codées a bits entrelaB&3N])
ont été d’abord proposés par Zehavi [9] pour amélicagydr-
formance des modulations codées en treillis dans le casades
naux de Rayleigh a évanouissement. Le décodage ftgr@ti
utilisé pour les BICM a une structure similaire a celle m'u
turbo décodeur série. Bien que tres performant, le dége
itératif n'a pas été a l'origine introduit comme sohuti d'un
probleme d’optimisation, ce qui rend difficile I'analyse da

Cet article s'intéresse a deux algorithmes itératéissiques :
I'algorithme de Blahut-Arimoto [1, 2] pour le calcul de la-ca
pacité d’'un canal discret sans mémoire et le décodagatift”
des modulations codées a bits entrelacés (BICM-ID)B&n
que ces méthodes soient radicalement difféerentes dada&o
I'application visée et aussi par le processus itérats am jeu,
elles ont pour point commun de présenter des connecti@ts av

une méthode d’optimisation bien connue, la méthode dotpoi
proximal [4]. convergence.

En 1972, R. Blahut et S. Arimoto [1, 2] ont montré CommentCet article va donc mettre en évidence le lien existantsrdgs

calculer numériquement la capacité des canaux sans 'mémodeux algorithmes itératifs et montrer comment cela canalui

avec des entrées et des sorties a alphabets finis. Dejusis, pdes améliorations substantielles tout en révélantledixistant

sieurs extensions ont été proposées citons notemnieqifs entre le décodage itératif et les techniques classiqogsichi-

étendu l'algorithme de Blahut-Arimoto aux canaux aveom&e sation.

et entrées a alphabets finis et [6] qui a considéré deausan : : :
sans mémoire avec des entrées et/ou des sorties continues 2 Algorlthme du pomt prOXImal
En paralléle, d’autres travaux se sont concentrés sitetprétation L
géomeétrique de I'algorithme de Blahut-Arimoto [7]. Entse
sant sur cette derniere approche, Matz [8] a proposé usmwve
modifiée de cet algorithme qui converge plus vite que I'algo 0+ = argmax{€(0) — Bk )0 — 6|} 1)
rithme standard. o

L'algorithme proposé par Matz est basé sur une approxamat dans lequek(d) est la fonction de colt qui croit au fil des
d’'un algorithme de point proximal. Nous proposons donc dangérations et|d — 6(*)||2 est un terme de pénalité qui assure que
ce qui suit une vrai reformulation point proximal avec une vi la nouvelle valeur du parameétre reste dans le voisinagee |
tesse de convergence plus grande comparée a celle de-I'aldeur obtenue al'itération précéden@; } >0 est une séquence

algorithme du point proximal, dans sa version d’origine,
est caractérisé par le processus itératif [11] :
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de parametres positifs. lorsque la séquefigeonverge vers Z Zl 0 P Qi; log Q”ﬂ = Zj]\io p;D(Q;]]q) et la capa-
zéro al'infini, alors la méthode présente une convecgsuper- cite du canal par :

linéaire [12]. L'algorithme du point proximal peut étremgralisé C = maxI(p, Q)

selon :

En résolvant ce probleme de maximisation et en prenant en
compte la condition de normalisation, nous obtenons le pro-
cessus itératif :

G+ — argmeax{f(H) — Bef(6,0))

ou £(6,0™) est toujours non négative ¢, %)) = 0 si et (k) Dk
seulement s = (%), Dans la suite, nous utiliserons cette for- pFH () = ﬁf ((Z)) exp(Dy) - 2)
mulation en considérant poyirsoit la divergence de Kullback Yo P (x) exp(DF)
soit la divergence de Fermi-Dirac. Nous rappelons maimenaavecD* = D(p(Y = y|X = z)||p(Y = y*)). C'est I'algo-
leurs définitions. rithme de Blahut-Arimoto. On peut montrer sans difficultéq
La distance de Kullback-Leibler (KLD) est définie pour deuxcet algorithme est équivalent a :
distributions de probabilite = {p(x),x € X} etq = {q(x),z € (1) (k) (k)
X} d’'une variable aléatoire discrede prenant ses valeurs () = argm,?"{f (p(z)) = D(p(2)[lP™ ()} ()
dans un ensemble disciétpar : ot I (p(z)) = E,,){D~}. Cet algorithme n’est pas un algo-
(ol Z 01 p(X) rithme du point proximal puisque la fonction de c@tit) (p(z))
D(plla) = xp Og q(x) dépend des itérations. Il est toutefois possible d'ewpril'in-
X< formation mutuelle comme suit :
La distance de Kullback (appelée aussi entropie relagigkux
(app P ” 1(p(x) = 1P () - DawllaP ) (@)

propriétés importantesD(p||q) est toujours non-négative, et

D(p||q) est nulle si et seulement si= ¢. Cependant, ce n'est En introduisant (4) dans (3), nous obtenons :
pas une "vraie” distance puisqu’elle n’est pas symétrique p(k+1)( ) = arg max{I(p(z))—(D(p(z )Hp(k)( ))—D(q(y )||q(k)( WM}
(D(plla) # D(q||p)) et ne satisfait pas en général I'inégalité P

triangulaire. D’apres l'inégalité de Jensen, nous pouvons montrerlgue
La divergence de Fermi-Dirac est la divergence de Kullbackterme de pénalité
Leibler appliquée a des probabilités sur des évendsmeayant

P ! D@umﬂmw»—D<<n¢“< =

gue deux issues, elle est définie pour deux distributionsale
babilitéer;, = Pr(xz; = 1) ets; = Ps(x; = 1) définies dans

E o PE)s ply|2)p™ (z)

. _ o p(e,y)[l0g 0 N n
I'ensembleX = (z,...,z,) avecz; € {0,1} de la maniére pF) () 5 p(y|2)p(T)
suivante : . est toujours positif et qu'il est nul si et seulement si
Drp(r,s) = 1y rilog (5) + L, =rlog (£2)  pa) =p ) etaly) = ¢V ).

La divergence de Fermi-Dirac présente les deux mémes prbe processus itératif devient alors :
priétés que la distance de KullbackDrp(r,s) est toujours  (k+1),  _ I _3.4D (k) (k)
non négative eDrp(r,s) = 0 si et seulement st = s. La b @) argr;lgx{ (p(@)) =B Dlp()llp™ (@) ~DlgWlla™ W)}

divergence de Fermi-Dirac n'est pas symetrique. A chaque itération, I'expression g€+ (z) est la méme que

dans (2). L'algorithme de Blahut-Arimoto s 'interpréetedacomme

3 Methode de pomt prOX|maI pour les un algorithme du point proximal dans lequel le param@jre

algorithmes itératifs est constant et égal a 1.

L'approche intuitive de Matz [8] consiste a remplacer Istidh

3.1 Algorithme de Blahut-Arimoto [1] et bution de probabilité(y) dans le terme de droite de I'équation

interpr &tation point proximal précédente parla méme distributigh (y) calculée a l'itération
précédente.
Nous allons maintenant utiliser le degré de liberté seipgintaire
x , Y. amené pap; pour augmenter la vitesse de convergence. Nous
PoYpbo choisissons;, comme suit
FIG. 1 — canal.

. . _ max B (D(p* ) () |[p™ () — D(g* ™ ()]1¢™ ()
Considérons un canal discret sans mémoire avec pougeentr” Pr

X prenant ses valeurs dans 'ensemfisg, . .., z),} etensor- dans lequep* 1) (z) etq**+1) (y) dependent dgy. Cela gua-
tie Y prenant ses valeurs dans 'ensembg, . .., yn }. Ce ca-  rantie quel (p*+1)(z)) — I(p¥) (x)) est maximale a chaque

nal est défini par sa matrice de transition Q telle gk, = itération. Pour résoudre ce probléme de maximisati@usn
Qi; = Pr(Y =yl X = x;). avons utilisé la méthode de gradient conjugué qui doavea
Nous définissons ausgj = Pr(X = z;) etq; = Pr(Y =  leur dej; la plus convenable en comparaison avec I'approche

y;). Linformation mutuelle est donnée pai(X,Y) = [(p,Q) =  proposée par Matz.
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3.1.1 Simulation

Nous testons les 3 algorithmes itératifs sur un canal eiscr
binaire symétrique défini par sa matrice de transition :
0.7 0.2 0.1 }

Q‘{ 0.1 0.2 0.7

Les résultats (fig.2) montrent que la capacité du canahtest
teinte apres 20 itérations dans le cas classique, Tidasadans

B = (B, By, ..., Bov_)T de dimensior2’ x N est la ma-
trice de la représentation binaire de tous les mots de emgu
N. Soity la fonction densité de probabilité de la varialgle=
B;. Onadonc

n= (PT[X = BO]? PI‘[X = Bl]v ) PI‘[X = B2N71])T

Etant donné une fonction densité de probabilitéses coor-
données logarithmiques sont le vectéwont lei“™¢ élément
est donné pa#; = In(Pr[y = Bj]) — In(Pr[xy = Bo)).
Nous définissons ausgi le vecteur des ratio dont I'élément

j est défini par\; = log(%ﬁia) oll x;, est lej°™¢ bit du
mot binairex et A € RY. Pour des densités séparables, c’est a
dire qui sont égales au produit des marginales, les cookskm

logarithmiques prennent la fornfe= B [13].

3.2.1 Decodage iératif des modulations cogesa bits en-
trelacés [3]

b Code c ) d ) s y
convolutif [ Mapping —— Canal

m

FIG. 4 — Codeur des modulations codées a bits entrelaceés.

Canal Gaussian Bernouilli-Gaussian ayant comme pa-
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FIG. 5 — Décodeur itératif des modulations codées a bits eaésl.

Le décodage itératif pour les modulations codées adrits
trelacées est constitué de deux blocs chacun ayant pole t”
d’évaluer des probabilités a posteriori. Le premier blde-
mapping) contient les informations concernant le mappieg e
canal au travers de la loi de probabilitéy|s) ouy est le vec-

l'approche de Matz et 4 itérations dans notre cas (avec urteur recu et un vecteur de symbole. Ce bloc recoit un a priori

précision del0—11).

(aussi appelé extrinseque) qui lui est fourni par I'atsiie. 1I

Nous comparons ensuite notre algorithme et celui de Matest donc en mesure de fournir des probabilités a postgueri
dans le cas d’'un canal Gaussian Bernouilli-Gaussian dans [g, o NOteronsp, 46, Ol (A1)kmi = In (p(dkm+1::1;1)) est

but de former une matrice Q avec de grandes dimensions.
tel canal est défini pary, = zx + bg + 7% OU

- b~ N(0,07)
— Yk = €xgk avec e : séquence de Bernouilli(p)
- g~N(0,02) avec o) Lo
d'ou
Yk = Tk + Nk
avec

p(nk) = (1 = p)N(0,03) +pN (0,07 + 07)
La sortiey;, a été discrétisée sdf valeurs, et I'entrée;, sur

P(drm+i=0;I)

‘{Q vecteur contenant les log-ratio de la probabilité ampfiks3].

Le vecteurf,,, est le vecteur de coordonnées logarithmiques
obtenu a partir de(y|s). Le second bloc contient les informa-
tions correspondant au codeur au travers de la fonctionandi
trice du code. Ce second bloc fournit les probabilités agpos
riori sur les bitspg,+6. OU A2 dépend de I'a priori & I'entrée
du bloc etf, est le vecteur de coordonnées logarithmiques ob-
tenu a partir de la fonction indicatrice du code [13]. PHears,

I'a priori du bloc suivant est calculé en divisant la prottigdh

10 valeurs. Les résultats sont reportés sur la figure 3. Nbus o posteriori du bloc précédent par I'a priori qu'il a refqaro-

SErvons encore un gain conséquent grace a notre approche

3.2 Outils de base

Nous introduisons tout d’abord quelques notations. Bpit
{0,1}" la représentation binaire d’un entigd < i < 2V-1,

pagation d’extrinseques). Ce principe peut étre raspar’ le
processus itératif :

Trouveri, Y telle que P09 a1y = Py g ()

k+1
Trouver); **Y telle QUE P (k1) | o)y = Py s g (6)
1 2 2 c
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Ce processus itératif correspond a la résolution dulprobde 4 Conclusion

minimisation suivant :
Au niveau du demapping Dans cet article, nous avons d’abord mis en évidence Falgo

rithme itératif du point proximal. Nous avons ensuitegen@é

deux algorithmes itératifs difféerents a la fois par pipation

Au niveau du décodeur visée et le processus itératif mis en jeu : I'algorithnéeatif de

Blahut-Arimoto et I'algorithme de décodage itératif deedu-

lations codées a bits entrelacés. Une interprétatioces deux

Une solution est satisfaisante si elle repond aux deugrest algorithmes basée sur la méthode de point proximal a dténc

simultanément. proposée appuyée par des résultats de simulation.

Cependant la minimisation de I'un de ces criteres n'engai =

pas forcément la diminution de l'autre critére a I'aéion sui- Réeferences

vante. On peutdonc craindre un comportementde I'algogthm
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