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Titre : Etude vibroacoustique des mat�eriaux poreux par �el�ements �nis

R�esum�e : Le travail pr�esent�e est une analyse critique des �el�ements �nis poro�elastiques bas�es
sur la th�eorie de Biot, permettant la simulation du comportement vibroacoustique des mat�eriaux
poreux �a squelette d�eformable (mousses polym�eres, en particulier). Dans un premier temps, une
�etude de convergence montre que les crit�eres de maillage, habituellement utilis�es pour les �el�ements
monophasiques, s'appliquent eu �egard aux longueurs d'onde de Biot, mais restent insu�sants pour
des applications tridimensionnelles.

Une deuxi�eme partie est consacr�ee �a la validation exp�erimentale. Une attention particuli�ere est
port�ee sur la caract�erisation exp�erimentale des mat�eriaux. La premi�ere validation concerne la mesure
d'imp�edance en conduit d'un �echantillon r�esonnant. Di��erentes conditions aux limites sont r�ealis�ees
a�n de tester la validit�e des lois de comportement isotrope ou isotrope transverse pour le squelette. La
deuxi�eme validation porte sur la vibration d'une plaque amortie par collage d'une couche poreuse. Bien
que les tendances soient bonnes, la di�cult�e �a caract�eriser le comportement m�ecanique du squelette
est mise en relief.

Dans la derni�ere partie, on s'int�eresse �a l'analyse du comportement des mat�eriaux poro�elastiques.
Un calcul de la r�epartition des puissances dissip�ees et r�eactives est d�evelopp�e �a partir de la formulation
par �el�ements �nis. Appliqu�e au cas d'une couche poreuse coll�ee �a une plaque, il permet de montrer
l'importance de la dissipation due �a la visco�elasticit�e du squelette. Un mod�ele de plaque �equivalente,
consid�erant la couche poreuse comme un milieu visco�elastique, sujet au cisaillement, a �et�e d�evelopp�e.
Les bons r�esultats obtenus permettent un all�egement cons�equent des calculs en ce qui concerne le
comportement vibratoire de cette structure.

Mots cl�es : acoustique, vibroacoustique, mat�eriaux poreux, mod�ele de Biot, m�ethode des �el�ements

�nis, convergence, validation exp�erimentale, anisotropie, dissipation, imp�edance, plaque multicouche

Title : Vibroacoustic analysis of poroelastic materials using the �nite element method

Abstract : Poroelastic �nite elements based on Biot displacement theory are examined in the context
of vibroacoustic applications. First, convergence of linear �nie elements is investigated. It is shown
that mesh criteria usually used for monophasic elements can be applied considering Biot wavelengths,
but are insu�cient for 3-D applications.

Next, experimental validations are then performed with a particuliar emphasis on the determina-
tion of the characteristics of the porous material (polymer foams) as input parameters for simulations.
The �rst experiment concerns the impedance measurement of a vibrating porous sample in a duct.
Various boundary conditions are carried out to test the validity of isotropic and transverse isotropic
elasticity laws for the skeleton. The second experiment concerns the vibration of a simply supported
plate damped by a porous layer. Although good tendancies are found, results emphasize the di�culty
to determine acurately the viscoelastic tensor of the skeleton.

The last part deals with the analysis of the behavior of poroelastic materials. A partition of re-
active and dissipative powers is derived from the �nite element formulation. Applied to the case of a
porous layer bonded onto a plate, it shows the importance of viscoelastic dissipation in the skeleton.
An equivalent plate model is then derived considering the porous layer as a viscoelastic layer subjet to
shear. Good results demonstrate the possibility to simplify the calculations concerning the vibration
behavior of such structures.

Keywords : acoustics, vibroacoustics, porous material, Biot model, �nite element method, conver-

gence, experimental validation, anisotropy, dissipation, impedance, multilayer plate
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Notations

_ d�eriv�ee par rapport au temps
indique une grandeur nodale

^ indique une grandeur adimensionnelle
~ indique une grandeur complexe
� quantit�e conjugu�ee
+ � indice de r�ef�erence au sens de propagation d'une onde
f g vecteur colonne
h i vecteur ligne
[ ] matrice
< > moyenne
j j norme
. produit scalaire
^ produit vectoriel

a; b variables muettes
dimensions de la plaque (chapitre 4)

aij; bi constantes caract�erisant la chaine de mesure T.M.T.C.
A coe�cient de Lam�e de dilatation volumique de la phase solide
b(!) coe�cient d'amortissement visqueux
[B]e matrice reliant les d�eformations aux d�eplacements nodaux
c0 vitesse du son
ci (i=1;2;3) c�el�erit�es de chaque onde de Biot

Caw=b contribution de l'onde longitudinal aw sur le mouvement de la phase b (a et b
�etant s ou f pour la phase solide et la phase uide)

[Cn] matrice globale de r�epartition des forces normales �a une interface
[Cp] matrice globale d'amortissement visqueux du domaine poro�elastique
[Cpa] matrice globale de couplage entre un domaine poro�elastique et acoustique
Cs facteur correctif de la rigidit�e de exion de la structure \plaque-poreux" dû

au cisaillement dans la couche poreuse
C2 rigidit�e de cisaillement de la couche poreuse
dD fonction de dissipation �el�ementaire
dT �energie cin�etique �el�ementaire
dV �energie �el�ementaire de d�eformation
D fonction de dissipation (chapitre 1)

puissance moyenne dissip�ee pendant un cycle (chapitre 4)
Dke puissance dissip�ee par le milieu visco�elastique
Dkf puissance dissip�ee par e�et thermique
Dks puissance dissip�ee par la phase solide (amortissement structural)
Dcp puissance dissip�ee par e�et visqueux
Di (i=1::4) rigidit�es de exion

D12 rigidit�e de exion de la plaque et de la couche poreuse associ�ees



iv Notations

e indice de r�ef�erence �a un �el�ement �ni
E module d'Young
EL; ET module d'�elasticit�e longitudinal et transversal (description isotrope transverse)
f fr�equence
fw relatif �a l'onde de Biot longitudinale se propageant principalement dans la

phase uide (uid-borne wave)
F force
Fs; Ff forces s'appliquant sur la phase solide et sur la phase uide
fFgg; fFrg vecteur force global et r�eduit
F(t) force instantan�ee
[G] matrice des relations linaires entre deux sous-domaines
G(!), G0(!) fonctions d'interpolation des e�ets visqueux et des e�ets thermiques
GLT module de cisaillement (description isotrope transverse)
h1; h2 �epaisseurs de la plaque et de la couche poreuse
He fonction d'�etalonnage des deux voies microphoniques (m�ethode Seybert et

Ross)
Hp fonction de transfert des pressions p2 et p1
[Hs]; [Hf ] matrices de Hooke d'�elasticit�e de la phase solide et de la phase uide
[Hsf ] matrice de Hooke de couplage �elastique
i indice
j imaginaire pur unit�e
[J ] matrice jacobienne
k0 perm�eabilit�e visqueuse
k00 perm�eabilit�e thermique
ke constante de propagation caract�erisant un milieu uide, �equivalent au mat�eriau

poreux
ki (i=1;2;3) constantes de propagation de chaque onde de Biot

K fonction de transfert de la force sur le d�eplacement longitudinal
Ka module d'incompressibilit�e adiabatique de l'air au repos
Ke module d'incompressibilit�e �equivalent du uide dans les pores
Ks module d'incompressibilit�e du squelette
[Ke] matrice globale de raideur du domaine �elastique
[Kp] matrice globale de raideur du domaine poro�elastique
[Ks], [Kss] matrice globale de raideur de la phase solide
[Kff ] matrice globale de raideur de la phase uide
[Ksf ] matrice globale de couplage entre les deux phases

[K̂] matrice globale adimensionnelle de rigidit�e (phase uide et couplage)
l longueur
L axe longitudinal
[L] op�erateur de d�erivation spatiale
fmg vecteur h1; 1; 1; 0; 0; 0iT
m12 masse de la structure \plaque-poreux" par unit�e de surface
M , M 0 facteurs de forme visqueux et thermique

[M̂ ] matrice globale adimensionnelle de masse (phase uide et solide)
[Me] matrice globale de masse du domaine �elastique
[Mp] matrice globale de masse du domaine poro�elastique
n indice r�ef�eren�cant la composante normale �a une surface



Notations v

fneg vecteur normal en un point de la surface d'un �el�ement �ni
n(!) indice de r�efraction
N module de cisaillement (2ecoe�cient de Lam�e) de la phase solide
[N ]e matrice des fonctions d'interpolation sur un �el�ement �ni
p pression
p0 pression atmosph�erique
pinc pression incidente
P module d'incompressibilit�e de la phase solide (chapitre 2)

puissance complexe (chapitre 4)
Pr nombre de Prandlt
P(t) puissance instantan�ee
q variable g�en�eralis�ee
Q module de couplage �elastique entre les deux phases
Qv d�ebit
r indice
R module d'incompressibilit�e de la phase uide (chapitre 2)

coe�cient de r�eexion (chapitre 3)
amplitude de la puissance r�eactive (chapitre 4)

R1; R2 r�esistances au passage de l'air
Re0 ; Re r�esistances �electriques entre les �electrodes
Rke puissance r�eactive potentielle du milieu �elastique
Rkp puissance r�eactive potentielle du milieu poro�elastique
Rme puissance r�eactive inertielle du milieu �elastique
Rmp puissance r�eactive inertielle du milieu poro�elastique
s1; s2 signaux issus des microphones 1 et 2
sw relatif �a l'onde de Biot longitudinale se propageant principalement dans la

phase solide (solid-borne wave)
S surface
Sb interface o�u les degr�es de libert�e sont bloqu�es
Si surface de contact entre la phase uide et la phase solide
SD surface d'application d'une force (Condition de Dirichlet)
Sl surface o�u les degr�es de libert�e sont libres
SN surface d'imposition d'un d�eplacement non-nul (Condition de Neumann)
Spa interface entre un domaine poro�elastique et acoustique
Spe interface entre un domaine poro�elastique et �elastique
t temps
T �energie cin�etique
T exposant indiquant une transpos�ee
T0 temp�erature de l'air au repos
T; T 0 fonctions de transfert des d�eplacements transverses sur le d�eplacement longi-

tudinal
u d�eplacement de la phase solide �a l'�echelle macroscopique
u vecteur des d�eplacement de la phase solide
u; v; w composantes du vecteur d�eplacement d'un point de la couche poreuse (chapitre

4)
um d�eplacement de la phase solide �a l'�echelle microscopique
uL, uT , uT 0 d�eplacements longitudinal et transverses du squelette



vi Notations

U d�eplacement de la phase uide �a l'�echelle macroscopique
U vecteur des d�eplacement de la phase uide
Um d�eplacement de la phase uide �a l'�echelle microscopique
Ue0 , Ue1 tensions �electriques aux bornes des �electrodes
v vitesse d'une particule de uide
V �energie de d�eformation
V volume
Vf , Vt volume de uide dans les pores et volume total de mat�eriau
VM �el�ement de volume macroscopique
w d�eplacement pour un milieu �elastique
W d�eplacement macroscopique relatif de la phase uide et de la phase solide :

W = �(U � u)
x; y; z coordonn�ees dans un rep�ere cart�esien
x1; x2 position des microphones 1 et 2
X fr�equence relative
Z imp�edance de surface
Z0 imp�edance caract�eristique de l'air
[Za] matrice globale d'imp�edance du domaine acoustique
[Ze] matrice globale d'imp�edance du domaine �elastique
[Zp] matrice globale d'imp�edance du domaine poro�elastique
[Zpa] matrice globale d'imp�edance de deux domaines poro�elastique et acoustique

coupl�es
[Zr] matrice r�eduite d'imp�edance

� coe�cient d'absorption
�1 tortuosit�e
� �epaisseur de la couche limite visqueuse
�0 �epaisseur de la couche limite thermique
� discriminant (chapitre 2)

variation (chapitre 3)

op�erateur laplacien : � = @2

@x2
+ @2

@y2
(chapitre 4)

f"sg, f"fg tenseur des d�eformations de la phase solide et de la phase uide
"x, "y composantes du tenseur des d�eformations de la couche poreuse en traction-

compression
f�2g tenseur des d�eformations du squelette de la couche poreuse (chapitre 4)
 rapport des chaleurs sp�eci�ques de l'air
i (i=1;2;3) att�enuation de chaque onde de Biot

xy, xz, yz composantes du tenseur des d�eformations de la couche poreuse en cisaillement
� terme grand utilis�e par la m�ethode du terme diagonal dominant
�g coe�cient d'amortissement structural global
�s coe�cient d'amortissement structural de la phase solide
� porosit�e
' angle de phase
� = 5

6 , int�egre la variation des contraintes et des d�eformations en cisaillement
dans l'�epaisseur de la couche poreuse



Notations vii

�i (i=1;2;3) longueurs d'onde de chaque onde de Biot

� longueur caract�eristique visqueuse
�0 longueur caract�eristique thermique
� viscosit�e de l'air
�i (i=1;2;3) rapport entre les d�eplacements de la phase uide et de la phase solide pour

chaque onde de Biot
�fw; �sw rapport entre les d�eplacements de la phase uide et de la phase solide pour les

deux ondes longitudinales sw et fw, d�e�nies telles que �fw > �fw

� coe�cient de Poisson
�LT ; �LT coe�cient de dilatation transverse-longitudinal et transverse-transverse (de-

scription isotrope transverse)
r vecteur op�erateur de d�erivation tel que r' = grad ', r:v = div v,

r ^ v = rot v, avec ' une quantit�e scalaire et v une quantit�e vectorielle
! fr�equence angulaire
!Tv, !T t fr�equences de transition visqueuse et thermique

 domaine poro�elastique

e domaine correspondant �a un �el�ement �ni
 x;  y angles de rotation due au cisaillement dans la couche poreuse
� masse volumique
�0 masse volumique de l'air au repos
�1 masse volumique du squelette
�11; �12; �22 masse volumique apparente du squelette, de couplage entre les deux phases,

et du uide dans les pores
�12 masse volumique �equivalente de la structure bicouche (chapitre 4)
�e masse volumique �equivalente du uide
�s masse volumique du mat�eriau constituant le squelette
� r�esistivit�e au passage de l'air
�x, �y composantes du tenseur des contraintes de la couche poreuse en traction-

compression
f�sg, f�fg tenseur des contraintes de la phase solide et de la phase uide
f�2g tenseur des contraintes du squelette de la couche poreuse (chapitre 4)
� temp�erature exc�edentaire de la phase uide �a l'�echelle microscopique
�xy, �xz, �yz composantes du tenseur des contraintes de la couche poreuse en cisaillement
�; �; � coordonn�ees dans le rep�ere des �el�ements �nis de r�ef�erence



Introduction

Si le d�eveloppement industriel a apport�e une nette am�elioration du confort, il a aussi engendr�e une
d�egradation de l'environnement et une d�et�erioration des conditions de travail pour certaines cat�egories
sociales. Parmi les nuisances subies en milieu industriel, le bruit arrive au 2e rang et concerne un ou-
vrier sur deux (Valet, 1993). Malgr�e les actions men�ees par di��erents organismes publics tels que
l'Ademe 1, le cidb 2 et l'aee 3, la politique de lutte contre le bruit reste insu�sante face �a l'accroisse-
ment de cette pollution. Au del�a du probl�eme de sant�e publique, l'attitude des consommateurs oblige
les industriels �a tenir compte de la qualit�e acoustique de leurs produits, argument commercial majeur.
Pour certaines applications, c'est d'ailleurs le bon fonctionnement voire la dur�ee de vie du produit qui
est en jeu (coi�e de lanceur spatial, discr�etion des sous-marins). La r�eduction des nuisances sonores
apparâ�t donc comme l'un des enjeux �economiques et sociaux de notre �epoque.

Changement des comportements, gestion adapt�ee des tra�cs et des infrastructures vont de pair
avec les solutions techniques de r�eduction des niveaux sonores. Ces solutions sont de trois ordres :

{ on peut agir sur les sources, avant que le son ne se propage (amortissement des vibrations,
meilleurs ajustements m�ecaniques, am�elioration des pro�ls a�eroacoustiques, etc.).

{ On peut annuler le son ou les vibrations une fois propag�es, par un syst�eme de contrôle actif
antibruit : �a l'aide d'un dispositif �electrom�ecanique, on oppose �a l'onde originale une onde telle
que la somme des perturbations s'annule. Cette m�ethode, plutôt adapt�ee aux basses fr�equences,
peut être d�elicate �a mettre en place et n�ecessite une maintenance.

{ En�n, les m�ethodes passives, couramment utilis�ees car bon march�e et simples �a mettre en �uvre,
reposent sur l'isolation et l'absorption phoniques au moyen de mat�eriaux isolants (loi de masse)
et absorbants (mat�eriaux poreux). Ces derniers ont fait l'objet de nombreuses �etudes visant �a
am�eliorer leurs performances, limit�ees en basses fr�equences.

Le travail pr�esent�e dans ce document contribue �a ces recherches.

Les absorbants phoniques ont la caract�eristique d'être poreux : ils sont compos�es d'une phase
solide, ou squelette, et d'une phase uide continue, ou uide saturant, pouvant librement circuler au
sein du mat�eriau. Ces mat�eriaux sont tr�es diversi��es : mat�eriaux �breux (tissus, laines de roche, ovine
ou m�etallique), mousses synth�etiques r�eticul�ees (c'est-�a-dire dont les bulles ont �eclat�e), agglom�erats
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2 Introduction

granulaires (sable, revêtement routier poreux), v�eg�etaux (arbustes, gazon, paille). L'absorption acous-
tique provient des pertes par e�ets visqueux (frottements de l'air contre le squelette) et thermique
(absorption de la chaleur exc�edentaire du uide par le squelette). Ces e�ets peuvent être pris en
compte en consid�erant que la pr�esence du squelette vient modi�er les caract�eristiques du uide satu-
rant �a une �echelle macroscopique. Le mat�eriau poreux peut être ainsi mod�elis�e par un uide dissipatif
�equivalent, sous r�eserve que le squelette reste immobile (Delany et Bazley, 1970 ; Johnson et coll. ,
1987 ; Champoux et Allard, 1991). Si l'air parvient �a mettre le squelette en mouvement, ou si ce
dernier est directement en contact avec une structure vibrante, une dissipation d'origine structurale,
li�ee �a la visco�elasticit�e du squelette s'ajoute. La description des mat�eriaux poreux n�ecessite alors un
mod�ele plus complet, tel celui de Biot (1956). La mise en mouvement du squelette peut am�eliorer con-
sid�erablement la performance des mat�eriaux, notamment en basses fr�equences. De même, si le mat�eriau
est directement en contact avec une structure vibrante, il procure un amortissement suppl�ementaire
contribuant �a r�eduire ces vibrations et par cons�equent l'�energie sonore rayonn�ee par la structure.
En pratique, les deux e�ets, amortissant du point de vue structural et absorbant du point de vue
acoustique, sont intimement li�es. C'est le cas par exemple dans les applications automobiles (tablier,
plafond, capot), a�eronautiques (garnissage de la carlingue), �electrom�enag�eres, etc.

A�n d'optimiser l'e�cacit�e des mat�eriaux en tirant pro�t des deux e�ets, des outils de simulation
ont �et�e d�evelopp�es. Ils permettent de r�eduire le nombre d'essais exp�erimentaux et d'am�eliorer la
compr�ehension des ph�enom�enes physiques. En hautes fr�equences, l�a o�u la densit�e modale des structures
est grande, les dimensions �nies des structures ne jouent pas un rôle signi�catif. Les outils analytiques
sont alors utilisables, tel le programme maine qui permet de mod�eliser des multicouches de dimensions
lat�erales in�nies incluant des mat�eriaux poreux, par la m�ethode des matrices de transfert (Allard,
1993). En basses fr�equences, l�a o�u le comportement modal des structures est pr�epond�erant, la prise en
compte de la g�eom�etrie des structures, parfois complexe, ne permet plus le d�eveloppement de solutions
analytiques. Les m�ethodes num�eriques, port�ees par le d�eveloppement des moyens de calcul, constituent
alors une alternative tr�es puissante.

A partir de 1994-95, des codes �el�ements �nis incluant des �el�ements poreux �a squelette d�eformable,
appel�es aussi �el�ements poro�elastiques, ont vu le jour. Bas�es sur la th�eorie de Biot (1956), ils
permettent d'�etudier des con�gurations tr�es vari�ees. Au d�ebut de ce travail de th�ese, les travaux publi�es
d�emontraient essentiellement trois points : le succ�es de l'implantation d'�el�ements poro�elastiques pour
l'acoustique, leur validit�e pour des con�gurations unidimensionnelles, l'insu�sance des �el�ements de
uide �equivalent pour des applications bi ou tridimensionnelles de dimensions �nies.

Par ailleurs, on notait l'absence d'�etude de convergence des �el�ements poro�elastiques. De même,
aucune v�eritable validation exp�erimentale sur des cas r�eellement tridimensionnels n'a �et�e e�ectu�ee.
En�n, si la n�ecessit�e d'utiliser ces �el�ements a �et�e montr�ee, on a tr�es peu soulev�e le probl�eme de leur
lourdeur d'utilisation, due au grand nombre de degr�es de libert�e �a manipuler (6 degr�es de libert�e
par n�ud pour des �el�ements tridimensionnels). Même si la formulation �equivalente (u; p) �a 4 degr�es
de libert�e par n�ud (Atalla et coll. , 1996) permet de r�eduire sensiblement la taille des calculs,
aucune alternative aux �el�ements poro�elastiques n'a �et�e propos�ee. Il nous est ainsi apparu que l'�etude
du comportement des mat�eriaux poreux �a partir des �el�ements poro�elastiques pouvait servir �a �etablir
des mod�eles simpli��es, beaucoup plus rapides et adapt�es �a telle ou telle con�guration.

Par cons�equent, les objectifs de cette recherche s'�enum�erent ainsi :

{ �etudier la convergence des �el�ements poro�elastiques et proposer un crit�ere de maillage bas�e sur
une analyse physique du mod�ele,

{ valider la capacit�e de la m�ethode num�erique �a mod�eliser le comportement de mat�eriaux r�eels, �a
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partir d'une caract�erisation exp�erimentale compl�ete des mat�eriaux utilis�es. Les exp�erimentations
de validation devront susciter un comportement r�eellement tridimensionnel, favorisant le mou-
vement du squelette.

{ �etablir des indicateurs permettant l'analyse des ph�enom�enes pr�epond�erants au sein des mat�eriaux
poreux et pouvant servir �a justi�er ou non l'utilisation de mod�eles simpli��es.

Ce document s'articulera en quatre parties.
Le chapitre 1 pr�esente la th�eorie de Biot g�en�eralis�ee et la formulation des �el�ements �nis

poro�elastiques, suivant le formalisme lagrangien. L'implantation num�erique y est d�etaill�ee.
Le chapitre 2 traite de la convergence des �el�ements poro�elastiques, en mettant l'accent sur le lien

avec la longueur des ondes se propageant dans le milieu poro�elastique. Cette partie est pr�esent�ee sous
forme d'un article soumis �a Journal of the Acoustical Society of America (Dauchez et coll. , 1999a).

Le chapitre 3 est consacr�e �a la validation exp�erimentale. Premi�erement, nous y pr�esentons les
moyens exp�erimentaux de caract�erisation des mat�eriaux, en mettant l'accent sur les incertitudes de
mesure, la dispersion due �a l'anisotropie et �a l'h�et�erog�en�eit�e des mat�eriaux. Puis deux cas de validation
sont pr�esent�es. Le premier porte sur la mesure d'imp�edance d'un �echantillon poreux en conduit. Le
choix du mat�eriau, sa taille et les di��erentes conditions aux limites r�ealis�ees permettent d'observer
plusieurs types de comportements. Le deuxi�eme cas porte sur la vibration d'une plaque sur laquelle
est coll�ee une couche poreuse, con�guration d�enomm�ee \plaque-poreux". On s'int�eresse notamment �a
l'e�et d'amortissement sur la plaque.

En�n dans le chapitre 4, nous mettons en �uvre une m�ethode d'analyse des ph�enom�enes
pr�epond�erants au sein des mat�eriaux poreux, bas�ee sur une r�epartition des puissances actives et
r�eactives. Son application au cas \plaque-poreux" permet de proposer un mod�ele simpli��e de plaque
�equivalente, du point de vue de la structure. Dans le cas du couplage �a une cavit�e, nous discutons
de la possibilit�e de remplacer les �el�ements poro�elastiques par une plaque �equivalente et une condition
d'imp�edance ou un uide �equivalent pour la dissipation acoustique. Cette partie est pr�esent�ee sous
forme d'un article soumis �a Journal of Sound and Vibration (Dauchez et coll. , 1999b).





Chapitre 1

Formulation d'un �el�ement �ni

poro�elastique

Le but de ce chapitre est de pr�esenter la formulation des �el�ements �nis poro�elastiques, telle
qu'utilis�ee lors de ce travail. Apr�es un bref rappel du contexte bibliographique, nous pr�esentons le
mod�ele de Biot g�en�eralis�e �a l'acoustique a�erienne. Le formalisme de Lagrange, bas�e sur l'�ecriture des
�energies, conduira naturellement �a la formulation par �el�ements �nis en d�eplacement, not�ee (u;U). Son
implantation num�erique est d�etaill�ee.

1.1 Contexte bibliographique

1.1.1 Mod�elisation des mat�eriaux poreux

Parmi les th�eories d�ecrivant la propagation du son dans les mat�eriaux poreux, le mod�ele deDelany
et Bazley (1970), par sa simplicit�e, est l'un des plus utilis�es. Etabli de fa�con empirique �a partir de
nombreuses mesures acoustiques, il n�ecessite uniquement la connaissance de la r�esistivit�e au passage
de l'air �. Il fournit l'imp�edance caract�eristique Ze et la constante de propagation ke du milieu uide,
�equivalent au mat�eriau, pour une fr�equence f donn�ee

Ze = �0c0

h
1 + 0:0571 X�0:754 � j0:087 X�0:732

i
(1.1)

ke =
2�f

c0

h
1 + 0:0978 X�0:700 � j0:189 X�0:595

i
; (1.2)

pour X = �0f=� compris entre 0.01 et 1.
D'autres mod�eles de type \uide �equivalent", moins limitatifs car bas�es sur un mod�ele physique se

sont par ailleurs d�evelopp�es. En 1971, Sides et coll. reprennent les travaux de Zwikker et Kosten
(1949), bas�es sur la propagation du son dans un r�eseau de tubes cylindriques, pour la mod�elisation
des mat�eriaux �breux. Attenborough et coll. (1983) proposent une extension �a des g�eom�etries
plus g�en�erales. En 1987, Johnson et coll. proposent une caract�erisation des ph�enom�enes visqueux �a
partir d'une longueur caract�eristique �, param�etre accessible exp�erimentalement. De fa�con similaire,
Champoux et Allard (1991) d�e�nissent une longueur caract�eristique thermique �0. En�n, Lafarge
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et coll. (1996) introduisent la perm�eabilit�e thermique k00, par analogie �a la perm�eabilit�e visqueuse k0,
am�eliorant la description des couplages thermiques en basses fr�equences.

Cependant ces mod�eles de \uide �equivalent" ne conviennent pas lorsque le squelette se meut.
La th�eorie de Biot (1956), initialement �etablie pour la recherche p�etroli�ere, fournit alors un mod�ele
fondamental pour d�ecrire le comportement des mat�eriaux poro�elastiques. C'est un mod�ele bas�e sur une
description macroscopique du d�eplacement des deux phases du mat�eriau. Il comprend les couplages
�elastique, inertiel et visqueux. Son adaptation �a l'acoustique a�erienne consiste �a des simpli�cations li�ees
aux ordres de grandeur de l'acoustique (rapport des masses et raideurs uide-solide), �a l'introduction
des couplages thermiques et �a une meilleure prise en compte des couplages visqueux.

Dans ce document, les mat�eriaux poro�elastiques sont d�ecrits par la th�eorie de Biot incluant les
travaux pr�ecit�es de Johnson et coll. , Champoux et Allard, Lafarge et coll. . Nous l'appelons
th�eorie de Biot g�en�eralis�ee.

1.1.2 M�ethode des �el�ements �nis

La fa�con la plus courante d'introduire un mat�eriau poreux dans un code d'�el�ements �nis est
d'utiliser son imp�edance de surface, mesur�ee ou simul�ee. Cependant cette proc�edure est insu�sante
lorsque le comportement n'est pas �a r�eaction localis�ee. Craggs (1978) propose ainsi un �el�ement �ni
bas�e sur un mod�ele de uide �equivalent. Bien qu'�economique (un degr�e de libert�e par n�ud), cette
mod�elisation est limit�ee aux applications o�u le squelette peut être consid�er�e de rigidit�e in�nie.

En 1994-95, les �el�ements �nis poro�elastiques voient le jour. D�eriv�es directement du mod�ele de Biot
en d�eplacement, ils tiennent compte du mouvement du squelette et poss�edent six degr�es de libert�e en
d�eplacement par n�uds. La formulation (u;U) est bas�ee sur trois translations pour la phase solide
et trois translations pour la phase uide (Panneton et Atalla, 1994 et 1997 ; Kang et Bolton,
1995). La formulation (u;W ) utilise aussi trois translations pour la phase solide, mais trois translations
relatives pour la phase uide (Coyette et coll. , 1994 et 1995 ; Johansen et coll. , 1995).

Partant des �equations de Biot, en r�egime harmonique, Atalla et coll. (1996, 1998) ont implant�e
une formulation mixte (u; p) �equivalente. Cette formulation, permet de r�eduire le nombre de degr�es de
libert�e �a quatre par n�ud, ce qui procure une r�eduction consid�erable des temps de calcul, de l'ordre
d'un facteur 4 �a 10. Gorog et coll. (1997) ont montr�e dans le cadre plus g�en�eral des mouvements
transitoires qu'une formulation mixte (u; p) exacte des �equations de Biot est possible. Elle se r�eduit �a
la formulation de Atalla et coll. en r�egime harmonique.

La pr�esente �etude, qui fait suite aux travaux de Panneton (1996), est bas�ee sur la formulation en
d�eplacement (u;U) implant�ee par Panneton et Atalla (1996a-b, 1997) dans le programme Ph�enix.

1.2 Mod�ele de Biot g�en�eralis�e

1.2.1 Description du milieu poro�elastique

L'�etude de la propagation acoustique dans les milieux poreux n�ecessite la prise en compte de
plusieurs hypoth�eses :

H.1 Echelle macroscopique : la complexit�e et la grande vari�et�e des microg�eom�etries des mat�eriaux
poreux rendent di�cile toute mod�elisation au niveau microscopique. Cependant, �a une �echelle
dite macroscopique, on peut caract�eriser cette microg�eom�etrie de fa�con statistique. L'�echelle
macroscopique est celle d'un �el�ement de volume V

M
, ensemble de pores su�samment grand,

tel que les caract�eristiques statistiques soient sensiblement invariantes en d�epla�cant ce volume
(�gure 1.2). Cela suppose par ailleurs que le mat�eriau est localement homog�ene.
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Les variables d�ecrivant le mouvement sont par cons�equent des quantit�es r�esultant d'une
moyenne des quantit�es d�e�nies �a l'�echelle microscopique sur un �el�ement de volume macro-
scopique. Par exemple, les d�eplacements de la phase solide et uide, respectivement u et U ,
se d�eduisent des d�eplacements observ�es �a l'�echelle microscopique um et Um par

u =<um>=
1

V
M

Z
V
M

um dV; U =<Um>=
1

V
M

Z
V
M

Um dV; (1.3)

avec V
M
le volume de l'�el�ement macroscopique.

phase uide

phase solide

�el�ement macroscopique de volume V
M

Fig. 1.1: Echelle macroscopique.

H.2 Grande longueur d'onde : a�n de pouvoir utiliser les outils de la m�ecanique des milieux
continus, la longueur des di��erentes ondes pouvant se propager dans le mat�eriau, doit être
grande devant l'�el�ement de volume V

M
(�gure 1.2). Cela assure que chaque phase est d�ecrite par

un d�eplacement unique �a l'�echelle macroscopique.

�el�ement macroscopique de volume V
M

longueur d'onde

Fig. 1.2: Hypoth�ese de grande longueur d'onde devant l'�el�ement de volume macroscopique.

H.3 Elasticit�e lin�eaire : dans l'hypoth�ese des petits d�eplacements, les relations contraintes-
d�eformations sont lin�eaires.

H.4 R�egime harmonique : les variables d�ecrivant le mouvement poss�edent une d�ependance
temporelle harmonique de la forme ej!t, de sorte que les quantit�es instantan�ees a(t) s'expriment
en fonction des amplitudes complexes a par

a(t) = <e(a ej!t): (1.4)
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La description compl�ete d'un mat�eriau poro�elastique regroupe trois ensembles de param�etres
concernant :

1. le uide saturant, g�en�eralement bien connu, est d�ecrit par la masse volumique au repos �0,
la vitesse du son c0, la viscosit�e �, le nombre de Prandlt Pr, etc. (cf. chapitre 3, pour une liste
compl�ete avec les valeurs prises par d�efaut),

2. le comportement m�ecanique du squelette est caract�eris�e par la masse volumique �1
1,

la loi de comportement caract�eris�ee par la matrice d'�elasticit�e de Hooke [Hs] et le coe�cient
d'amortissement �s. Ce dernier permet d'�ecrire une matrice d'�elasticit�e complexe [ ~Hs] telle que

[ ~Hs] = [Hs](1 + j�s): (1.5)

Par commodit�e, le squelette est habituellement suppos�e isotrope. Dans ce cas, deux grandeurs
telles que le module d'Young E et le coe�cient de Poisson � su�sent pour d�e�nir la loi de
comportement. L'hypoth�ese d'isotropie n'�etant pas toujours v�eri��ee, la loi de comportement du
squelette pourra être g�en�eralis�ee. Ainsi une meilleure approximation consiste �a consid�erer que
le squelette poss�ede un axe de sym�etrie. Il est alors dit isotrope transverse et cinq valeurs sont
requises : deux modules d'�elasticit�e EL longitudinal et ET transversal, un module de cisaillement
GLT , et deux coe�cients de dilatation �LT transverse-longitudinal, �TT transverse-transverse.

Nous reviendrons sur la validit�e des hypoth�eses d'isotropie du squelette au chapitre 3.

3. la prise en compte des interactions entre les deux phases, d'ordre �elastique, inertiel,
visqueux et thermique, n�ecessite la connaissance de cinq param�etres :

La porosit�e , � 2 , permet la r�epartition des contraintes et des inerties entre les deux phases.
Elle exprime la part du volume de uide Vf dans le volume total de mat�eriau Vt

� =
Vf
Vt

: (1.6)

Comprise entre 0 (limite solide) et 1 (limite uide), elle est souvent proche de l'unit�e
(0:95 < � < 0:99) pour les mousses polym�eres et les mat�eriaux �breux.

La tortuosit�e , �1
3 , permet de d�ecrire le couplage inertiel, qui se traduit par une

augmentation apparente de la masse volumique du uide au niveau macroscopique. Pour
un uide parfait, elle d�ecoule de l'�egalit�e entre les �energies cin�etiques calcul�ees �a partir des
grandeurs microscopiques et macroscopiques

1

2
�0 < _U2

m>=
1

2
�1�0 _U2: (1.7)

Comme la moyenne des carr�es est sup�erieure au carr�e de la moyenne, la tortuosit�e est
sup�erieure �a 1. Elle rend ainsi compte des variations de norme et de direction des vitesses
au niveau microscopique pour contourner le squelette.

On peut ainsi d�e�nir une masse volumique �equivalente du uide parfait dans les pores
par

�e = �1�0 : (1.8)

1�1 = (1� �)�s avec � la porosit�e et �s la masse volumique du mat�eriau constituant le squelette.
2La porosit�e est aussi couramment not�ee h.
3La tortuosit�e est aussi appel�ee facteur de forme not�e ks.
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La r�esistivit�e , �, d�ecrit les interactions visqueuses en basses fr�equences. En dessous d'une
certaine fr�equence, l'�epaisseur de la couche limite visqueuse,

� =

r
2�

�0!
; (1.9)

est sup�erieure �a la taille des pores de sorte que les forces de frottement visqueux agissent
dans tout le domaine uide. Les forces d'inerties tendent �a s'annuler : seuls les frottements
visqueux s'opposent au gradient de pression g�en�er�e par l'onde acoustique. La r�esistivit�e �
exprime alors l'amplitude de ces forces. Suivant la loi de Darcy, on a

� =
�p S

Qv l
; (1.10)

avec Qv le d�ebit cr�e�e par la di��erence de pression �p aux bornes d'un �echantillon de section
S et d'�epaisseur l. On peut aussi d�e�nir une densit�e �equivalente en basses fr�equences, donn�ee
par

�e(!) =
��

j!
pour ! ! 0 : (1.11)

Comme � d�epend de la viscosit�e � du uide saturant, on peut y pr�ef�erer la perm�eabilit�e
statique qui ne d�epend que de la microg�eom�etrie du squelette

k0 =
�

�
: (1.12)

Les valeurs de � vont habituellement de quelques 1000 Nm�4s pour les mat�eriaux tr�es
\ouverts" �a quelques 100 000 Nm�4s pour les mat�eriaux tr�es \ferm�es" ou les �lms tr�es peu
perm�eables.

La longueur caract�eristique visqueuse , �, d�ecrit la variation des e�ets visqueux en hautes
fr�equences. Au-dessus d'une certaine fr�equence, les forces d'inertie dominent les forces de
cisaillement visqueux dont l'e�et est signi�catif uniquement �a proximit�e des parois du
squelette (�gure 1.3). La couche limite visqueuse � est alors tr�es inf�erieure au rayon des
pores. L'int�egration des forces visqueuses sur tout le domaine uide Vf d�epend du rapport
�=� avec

� = 2

R
Vf
j _Umj2dVR

Si
j _Umj2dS

; (1.13)

o�u Si est l' interface de contact uide-squelette. A cause de la pond�eration par les vitesses,
� est de l'ordre du rayon des pores les plus petits, l�a o�u les vitesses sont les plus grandes �a
l'�echelle microscopique. Pour un pore cylindrique, � correspond �a son rayon.

La densit�e �equivalente du uide saturant peut alors s'�ecrire

�e(!) = �1�0

�
1 + (1 + j)

�

�

�
pour ! !1 : (1.14)

Pour une fr�equence in�nie, l'�epaisseur de couche limite visqueuse est nulle : on retrouve le
r�esultat de l'�equation (1.8) obtenu pour un uide parfait. Le passage des basses aux hautes
fr�equences est r�ealis�e par une fonction G(!) v�eri�ant les limites asymptotiques telle que

�e(!) = �1�0

�
1 +

1

j!̂
G(!)

�
; (1.15)
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basses fr�equences

�, �0

hautes fr�equences

Fig. 1.3: Pro�ls des vitesses ou des temp�eratures dans un pore cylindrique.

avec

G(!) =

r
1 + j

M

2
!̂; (1.16)

o�u !̂ est une fr�equence adimensionn�ee telle que

!̂ =
!�1�0k0

��
; (1.17)

et M est un facteur de forme visqueux donn�e par

M =
8�1k0
��2

: (1.18)

Pour un pore cylindrique, M vaut 1 et varie entre 0.1 et 10 pour la plupart des mat�eriaux
(Johnson et coll. , 1987).

A partir de l'�equation (1.15), on peut d�e�nir une fr�equence de transition fTv entre les
e�ets visqueux basses et hautes fr�equences (Panneton, 1996), gouvern�es respectivement
par k0 et �, telle que

M

2
!̂ = 1; (1.19)

soit

fTv =
�2�2�2

8���21�0
: (1.20)

La longueur caract�eristique thermique , �', d�ecrit les �echanges thermiques entre les deux
phases en hautes fr�equences. Le squelette dont l'inertie thermique est grande devant celle
du uide, joue le rôle d'un thermostat. Celui-ci vient modi�er le module d'incompressibilit�e
du uide saturant qui varie entre le module isotherme aux basses fr�equences et le module
adiabatique aux hautes fr�equences.

Au-dessus d'une certaine fr�equence, les �echanges thermiques n'ont plus le temps de
s'e�ectuer que dans une r�egion proche des parois du squelette (�gure 1.3). L'int�egration de
ces e�ets sur tout le domaine uide d�epend du rapport �0=�0, tel que

�0 =
�p
Pr

; (1.21)
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et

�0 = 2
Vf
Si

: (1.22)

�0 re�ete plutôt les pores de plus grande taille, l�a o�u les surfaces d'�echange thermique sont
les plus importantes. Par cons�equent, on a toujours

�0 � � : (1.23)

Pour un pore cylindrique, � et �0 sont �egaux. Pour des mat�eriaux usuels, leur rapport est
de l'ordre de 2 �a 3, et leurs valeurs sont habituellement comprises entre 10�5 et 10�3 m.

Le module d'incompressibilit�e �equivalent s'�ecrit alors

Ke(!) =
Ka

 � ( � 1)
�
1� (1� j) �

0

�0

� pour ! !1 : (1.24)

En basses fr�equences, de même que pour les e�ets visqueux, on peut d�e�nir une
perm�eabilit�e thermique k00, proportionnelle �a la temp�erature exc�edentaire moyenne < � >
dans les pores suite �a une variation de pression constante au cours du temps. Le module
d'incompressibilit�e �equivalent s'�ecrit alors sous cette forme

Ke(!) =
Ka

 � j( � 1)!̂0
pour ! ! 0 ; (1.25)

avec !̂0 une fr�equence adimensionn�ee telle que

!̂0 =
!�0k

0
0Pr

��
: (1.26)

La transition entre les basses et hautes fr�equences est r�ealis�ee par une fonction G0(!)
v�eri�ant les limites asymptotiques telle que

Ke(!) =
Ka

 � �1
1+ 1

j!̂0
G0(!)

; (1.27)

avec

G0(!) =

r
1 + j

M 0

2
!̂0; (1.28)

o�u M 0 est un facteur de forme thermique donn�e par

M 0 =
8k00
��02

: (1.29)

On peut aussi d�e�nir une fr�equence de transition fT t entre les e�ets thermiques basses et
hautes fr�equences, gouvern�es respectivement par k00 et �

0, telle que

M 0

2
!̂0 = 1; (1.30)
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soit

fT t =
��2�02

8�k020�0Pr
: (1.31)

Le param�etre k00 n'est pas utilis�e dans notre mod�ele, car sa d�etermination repose sur une
m�ethode acoustique qui n'a pas �et�e encore valid�ee par une autre m�ethode (Lafarge et coll. ,
1997). Il sera pris par d�efaut tel queM 0 vaille 1, valeur correspondant �a un pore cylindrique.
Les mesures acoustiques faites sur deux mat�eriaux (Lafarge et coll. , 1997) montrent que
cette hypoth�ese ne convient pas pour une laine de verre tr�es dilu�ee (M 0 = 0:03). Cependant
elle reste r�ealiste pour une mousse polym�ere (M 0 = 0:3). Le param�etre �0 gouverne ainsi in-
directement le comportement en basses fr�equences. Les r�epercutions de cette approximation
resteront peu signi�catives, si les e�ets thermiques sont faibles devant les autres sources de
dissipation.

Dans ce document, les mat�eriaux poreux �etudi�es sont des mousses polym�eres. Ces mat�eriaux
sont utilis�es dans de nombreuses applications et pr�esentent l'avantage d'être plus maniables que les
mat�eriaux �breux. Le tableau 1.1 donne l'ordre de grandeur des param�etres. Leur d�etermination
exp�erimentale sera d�evelopp�ee au chapitre 3, en mettant l'accent sur l'impr�ecision due aux incerti-
tudes de mesure, �a l'h�et�erog�en�eit�e et �a l'anisotropie.

Caract�eristique � � �1 � �0 �1 �s E �
(Nm�4s) (�m) (�m) (kg m�3) (kPa)

Valeur mini 0.94 1 000 1.0 20 40 15 0.05 50 0.25
Valeur maxi 0.99 300 000 2.5 200 500 60 0.20 800 0.45

Tab. 1.1: Ordre de grandeur des caract�eristiques des mousses polym�eres.

1.2.2 Formalisme langrangien

Dans cette section, nous donnons l'expression des di��erents termes composant le lagrangien pour un
�el�ement de volume poro�elastique. L'int�egration sur le domaine poro�elastique, en utilisant la m�ethode
des �el�ements �nis, et l'utilisation des �equations de Lagrange conduiront �a l'�equation du mouvement
discr�etis�ee.

La description s'e�ectue dans un rep�ere cart�esien.

Energie �el�ementaire de d�eformation

L'�energie �el�ementaire de d�eformation du milieu poro�elastique s'�ecrit

dV =
1

2
(f�sgT f"�sg+ f�fgT f"�fg); (1.32)

o�u f"sg, f"fg sont les d�eformations 4 et f�sg, f�fg les contraintes respectivement de la phase solide
et uide. Les contraintes sont donn�ees par

f�sg = h�sxx; �syy; �szz; �szx; �sxy; �sxyiT ; (1.33)

f�fg = ��pfmg ; (1.34)

4L'ast�erisque � indique une quantit�e conjugu�ee.
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avec � la porosit�e, p la pression du uide dans les pores et le vecteur fmg = h1; 1; 1; 0; 0; 0iT .

Les relations contraintes-d�eformations s'�ecrivent

f�sg = [Hs]f"sg+ [Hsf ]f"fg; (1.35)

f�fg = [Hsf ]f"sg+ [Hf ]f"fg; (1.36)

o�u [Hs] et [Hf ] correspondent aux matrices d'�elasticit�e de la phase solide et de la phase uide. [Hsf ]
est la matrice de couplage �elastique entre les deux phases.

Si le squelette est isotrope, on a

[Hs] =

2
6666664

A+ 2N A A 0 0 0
A A+ 2N A 0 0 0
A A A+ 2N 0 0 0
0 0 0 N 0 0
0 0 0 0 N 0
0 0 0 0 0 N

3
7777775
; (1.37)

o�u A et N correspondent aux coe�cients de Lam�e. Le module de cisaillement N s'exprime classique-
ment en fonction du module d'Young E et du coe�cient de Poisson � par

N =
E

2(1 + �)
: (1.38)

En supposant que le module de compression Ks du mat�eriau constituant le squelette est tr�es sup�erieur
au module de compression Kb du mat�eriau poreux, l'expression de A s'�ecrit

A =
�E

(1 + �)(1� 2�)
+
(1� �)2

�
Ke(!): (1.39)

Le deuxi�eme terme provient de la variation de la porosit�e lors de la compression du squelette. Les
mat�eriaux poreux usuels ayant une porosit�e proche de 1, ce terme est n�eglig�e, soit

A =
�E

(1 + �)(1� 2�)
: (1.40)

On obtient alors la loi de comportement du squelette dans le vide. Pour les mat�eriaux utilis�es dans ce
document, l'erreur sur A reste inf�erieure �a 0.1%.

En observant les mêmes hypoth�eses, on peut facilement prendre en compte l'anisotropie du
squelette. Si le squelette est isotrope transverse, d'axe L, [Hs] est exprim�e directement en fonction
des cinq coe�cients EL, ET , GLT , �LT et �TT , tel que

[Hs] =

2
66666664

H11 H12 H12 0 0 0
H12 H22 H23 0 0 0
H12 H23 H22 0 0 0
0 0 0 GLT 0 0
0 0 0 0 GLT 0

0 0 0 0 0 ET
2(1+�TT )

3
77777775
; (1.41)
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avec

H11 = EL
1� �TT

1� �TT � 2�2LTET =EL
; (1.42)

H12 = ET
�LT

1� �TT � 2�2LTET =EL
; (1.43)

H22 = ET
1� �2LTET =EL

1� �2TT � 2�2LT (1 + �TT )ET =EL
; (1.44)

H23 = ET
�TT + �2LTET =EL

1� �2TT � 2�2LT (1 + �TT )ET =EL
: (1.45)

Avec l'hypoth�ese Kb � Ks, les coe�cients des matrices d'�elasticit�e du uide et de couplage
s'expriment simplement en fonction de la porosit�e � et du module d'incompressibilit�e �equivalentKe(!),

[Hf ] = �Ke(!) fmgfmgT ; (1.46)

[Hsf ] = (1� �)Ke(!) fmgfmgT : (1.47)

Les d�eformations du milieu poro�elastique s'expriment en fonction des vecteurs d�eplacements de la
phase solide et de la phase uide, respectivement fug = hux; uy; uziT et fUg = hUx; Uy; UziT , soit

f"sg = [L]fug; f"fg = [L]fUg; (1.48)

o�u [L] est l'op�erateur de d�erivation spatiale

[L]T =

2
64

@
@x 0 0 @

@y 0 @
@z

0 @
@y 0 @

@x
@
@z 0

0 0 @
@z 0 @

@y
@
@x

3
75 : (1.49)

En substituant les relations contraintes-d�eformations (1.35) (1.36) et d�eformations-d�eplacements
(1.48) dans l'expression de l'�energie �el�ementaire de d�eformation (1.50), on obtient

dV =
1

2

�
[L]T fugT [Hs] [L]fu�g+ 2<e�[L]T fugT [Hsf ] [L]fU�g�+ [L]T fUgT [Hf ] [L]fU�g

�
:

(1.50)

Le couplage �elastique entre les deux phases est repr�esent�e par le terme central du 2e membre.

Energie cin�etique �el�ementaire

L'�energie cin�etique �el�ementaire d'un milieu poro�elastique fait aussi intervenir un terme de couplage.
Elle s'exprime ainsi,

dT =
1

2

�
�11f _ugT f _u�g + 2�12 <e

�f _ugT f _U�g� + �22f _UgT f _U�g
�
; (1.51)
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avec f _ug et f _Ug les d�eriv�ees par rapport au temps des vecteurs d�eplacements. �12 repr�esente le couplage
inertiel entre les deux phases, et intervient dans le calcul des masses volumiques apparentes �11 et �22
respectivement de la phase solide et uide

�12 = ���o(�1 � 1) (1.52)

�11 = �1 � �12 (1.53)

�22 = ��o � �12; (1.54)

avec �o la masse volumique de l'air , �1 celle de la phase solide, � la porosit�e et �1 la tortuosit�e. Comme
la tortuosit�e est toujours sup�erieure �a 1, l'e�et de couplage inertiel se traduit par un accroissement de
l'inertie de chaque phase.

Fonction de dissipation �el�ementaire

Pour tenir compte de la dissipation visqueuse, Biot (Biot, 1956) a d�e�ni une fonction de dissipation
D qui d�epend du mouvement relatif des deux phases. Pour un �el�ement de volume, elle est donn�ee par

dD =
1

2
b(!)

�f _ug � f _Ug� �f _ug � f _Ug��; (1.55)

soit

dD =
1

2
b(!)

�
f _ugT f _u�g � 2 <e�f _ugT f _U�g� + f _UgT f _U�g

�
; (1.56)

o�u b(!) est un coe�cient d'amortissement visqueux, d�ependant de la fr�equence. Conform�ement �a la
description des e�ets visqueux adopt�ee, ce coe�cient est directement proportionnel �a la fonction G(!),
d�e�nie par l'�equation (1.16), tel que

b(!) = �2�G(!): (1.57)

Forces surfaciques

Soit F le champ vectoriel de force surfacique s'appliquant sur une surface SN du mat�eriau (cf.
�gure 1.4). Ce champ se r�epartit en fonction de la porosit�e � sur les phases solide et uide pour
donner respectivement les champs Fs et Ff tels que

Fs = F � �Fn (1.58)

Ff = �Fn; (1.59)

o�u Fn est la composante du champ F , normale �a la surface SN . Dans le cas d'une excitation par une
onde acoustique, on a

F = �nSNpinc; (1.60)

avec pinc le champ de pression incident s'appliquant sur SN et nSN le champ des normales sortantes
�a la surface SN .
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1.3 Application de la m�ethode des �el�ements �nis

Le milieu poro�elastique est repr�esent�e par un domaine tridimensionnel 
 de dimensions �nies
(�gure 1.4). Il peut être en contact avec un milieu uide (air) le long de l'interface Spa et un milieu
�elastique (solide, plaque) le long de l'interface Spe. Il peut être excit�e via ces autres milieux ou di-
rectement par une excitation acoustique exprim�ee par une contrainte (condition de Neumann) sur une
surface SN , ou par une excitation dite m�ecanique, exprim�ee par un d�eplacement impos�e (condition
de Dirichlet) sur une surface SD. Ailleurs, di��erentes conditions aux limites sont obtenues, comme le
glissement ou l'encastrement, selon que certains degr�es de libert�e sont libres (surface Sl) ou bloqu�es
(surface Sb).

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������Spe

SD

d�eplacement

impos�e

SN

force impos�ee

domaine uide

Spa

Sl

domaine �elastique

Sb

d�eplacement bloqu�e d�eplacement libre




Fig. 1.4: Domaine poro�elastique 
 discr�etis�e et ses conditions aux limites.

1.3.1 Discr�etisation des fonctions d'�energie

Le volume 
 est approxim�e par un ensemble continu d'�el�ements, de volume 
e, �a partir desquels
on pourra calculer les �energies par sommation,


 �
[
e2



e: (1.61)

Choix des �el�ements

Par simplicit�e, on utilise des �el�ements isoparam�etriques 5 �a champ lin�eaire. Deux topologies ont
�et�e choisies, penta�edre ou h�exa�edre, pour lesquelles les �el�ements de r�ef�erence sont respectivement un
prisme droit ou un cube (�gure 1.5).

5L'interpolation g�eom�etrique et celle des d�eplacements sont r�ealis�ees par les mêmes fonctions.
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Fig. 1.5: Topologie des �el�ements poro�elastiques : P6, penta�edre �a six n�uds et H8, hexa�edre �a huit
n�uds.

Les fonctions d'interpolation sont les mêmes pour les deux phases. Leurs d�eplacements en un point
de coordonn�ees (x; y; z) de l'�el�ement e se d�eduisent des d�eplacements nodaux fueg et fU eg de la phase
solide et uide respectivement, par

fug = [Ne]fueg =
2
4 fNe(x; y; z)gT

fNe(x; y; z)gT
fNe(x; y; z)gT

3
5
8<
:
fuxge
fuyge
fuzge

9=
; ; (1.62)

fUg = [Ne]fU eg; (1.63)

avec [Ne] la matrice contenant les fonctions d'interpolation. Pour l'�el�ement hexa�edrique �a huit n�uds,
le vecteur des fonctions d'interpolation sur l'�el�ement de r�ef�erence r est donn�e par

fNr(�; �; �)g = 1

8

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

(1� �)(1� �)(1 � �)
(1 + �)(1� �)(1 � �)
(1 + �)(1 + �)(1 � �)
(1� �)(1 + �)(1 � �)
(1� �)(1� �)(1 + �)
(1 + �)(1� �)(1 + �)
(1 + �)(1 + �)(1 + �)
(1� �)(1 + �)(1 + �)

9>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>;
; (1.64)

avec (�; �; �) les coordonn�ees du point dans le rep�ere de l'�el�ement de r�ef�erence (�gure 1.5).

Nous rappelons que l'int�egration des �energies sur les �el�ements r�eels est r�ealis�ee �a partir de celle sur
les �el�ements de r�ef�erence. Par exemple, pour l'�energie de d�eformation V, on a

V =
X
e2


Z

e

dV dxdydz =
X
e2


Z

r

dV det[J ] d�d�d�; (1.65)
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avec [J ] la matrice jacobienne d�e�nie par

[J ] =

2
66664

n
@Nr(�;�;�)

@�

oT
n
@Nr(�;�;�)

@�

oT
n
@Nr(�;�;�)

@�

oT

3
77775
�f�xgef�ygef�zge�; (1.66)

o�u f�xge, f�yge et f�zge sont les coordonn�ees des n�uds de l'�el�ement r�eel.
L'int�egration sur chaque �el�ement est faite num�eriquement par la m�ethode de Gauss pour chaque

topologie. Les points d'int�egration sont les sommets pour le penta�edre. Pour l'h�exa�edre, l'int�egration
est r�eduite �a deux points pour le cisaillement a�n de rem�edier au blocage apparaissant lors d'une
d�eformation en exion (MacNeal, 1994).

Par la suite, les d�eplacements nodaux pour tout le domaine sont not�es fug la phase solide et fUg
pour la phase uide.

Energie de d�eformation

Sur tout le domaine, elle s'�ecrit

V =
X
e2


Z

e

dV d
: (1.67)

En utilisant l'�equation (1.50) pour la densit�e d'�energie de d�eformation et l'�equation (1.62) d'inter-
polation nodale, on obtient

V =
1

2

�
fugT [Ks] fu�g+ 2<e�fugT (1��)Ke(!)[K̂ ] fU �g�+ fUgT �Ke(!)[K̂] fU�g

�
; (1.68)

o�u l'accent circonexe sur la matrice [K̂] indique une grandeur adimensionn�ee, �etant donn�e que les
modules d'incompressibilit�e ont �et�e sortis de l'int�egrale de volume. Les matrices de raideur s'�ecrivent
donc

[Ks] =
X
e2


Z

e

[Be]
T [Hs][Be]d
; (1.69)

[K̂] =
X
e2


Z

e

[Be]
T fmgfmgT [Be]d
; (1.70)

et la matrice reliant les d�eformations aux d�eplacements

[Be] = [L][Ne]: (1.71)

Energie cin�etique

En utilisant l'�equation (1.51), l'�energie cin�etique sur tout le domaine s'�ecrit

T =
1

2

�
f _ugT �11[M̂ ] f _u�g+ 2<e�f _ugT �12[M̂ ] f _U �g�+ f _UgT �22[M̂ ] f _U �g

�
; (1.72)
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o�u l'accent sur la matrice [M̂ ] indique une expression adimensionn�ee, �etant donn�e que les masses
volumiques ont �et�e sorties de l'int�egrale sur le domaine. [M̂ ] repr�esente la r�epartition nodale d'une
grandeur volumique

[M̂ ] =
X
e2


Z

e

[Ne]
T [Ne]d
 : (1.73)

Fonction de dissipation

De même, en int�egrant l'�equation (1.56) sur tout le domaine, la fonction de dissipation s'�ecrit

D =
1

2
b(!)

�
f _ugT [M̂ ] f _u�g � 2<e�f _ugT [M̂ ] f _U�g�+ f _UgT [M̂ ] f _U �g

�
: (1.74)

En sortant le coe�cient d'amortissement de l'int�egrale de volume, on peut utiliser la matrice [M̂ ].

Forces surfaciques

Les champs des forces surfaciques Fs et Ff sont concentr�es aux n�uds de la surface SN pour
donner les vecteurs des forces nodales relatifs aux phases solide et uide, respectivement

fF sg =
X
e2SN

Z
SeN

[Ne]
T fFsge dS; (1.75)

fF fg =
X
e2SN

Z
SeN

[Ne]
T fFfge dS: (1.76)

Dans le cas d'une onde acoustique incidente, ces vecteurs s'�ecrivent

fF sg = (1� �)fF g; (1.77)

fF fg = �fFg: (1.78)

1.3.2 Equations du mouvement

On applique les �equations de Lagrange. Pour un syst�eme �a n variables g�en�eralis�ees qi ind�ependantes,
on a n �equations de la forme

@V

@qi
+
d

dt

�
@T

@ _qi

�
+
@D

@ _qi
= Fi; i = 1; :::; n; (1.79)

avec Fi les forces ext�erieures.
Dans notre cas, les variables g�en�eralis�ees sont les d�eplacements nodaux des deux phases sur tout

le domaine

f�qg =
�fug
fUg

�
: (1.80)

En utilisant les expressions (1.68)(1.72)(1.74)(1.75)(1.76), en r�egime harmonique pour une pulsa-
tion donn�ee !, les �equations de Lagrange s'�ecrivent

[Zp]

�fug
fUg

�
=

(
fF sg
fF fg

)
(1.81)
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avec

[Zp] =

�
[Ks] (1��)Ke(!)[K̂]

(1��)Ke(!)[K̂]T �Ke(!)[K̂]

�
�!2

�
�11[M̂ ] �12[M̂ ]

�12[M̂ ]T �22[M̂ ]

�
+j! b(!)

�
[M̂ ] �[M̂ ]

�[M̂ ]T [M̂ ]

�
(1.82)

La matrice globale ou matrice imp�edance [Zp] se compose d'un terme de raideur, d'un terme de
masse et d'un terme d'amortissement. En remarquant que la même matrice [M̂ ] apparâ�t dans les
termes de masse et d'amortissement, on peut condenser son �ecriture :

[Zp] =

�
[Ks] (1��)Ke(!)[K̂]

(1��)Ke(!)[K̂]T �Ke(!)[K̂]

�
� !2

�
~�11(!)[M̂ ] ~�12(!)[M̂ ]

~�12(!)[M̂ ]T ~�22(!)[M̂ ]

�
(1.83)

avec

~�11(!) = �11 + j b(!)! ; ~�22(!) = �22 + j b(!)! ; ~�12(!) = �12 � j b(!)! : (1.84)

La matrice [Zp] provient de l'assemblage de trois sous-matrices [Ks], [K̂] et [M̂ ]. [Ks] est la matrice
de raideur du squelette dans le vide, [M̂ ] la matrice de masse adimensionn�ee et [K̂] la matrice de
raideur adimensionn�ee de la phase uide. Ces matrices sont obtenues �a partir d'�el�ements �elastiques
�a trois degr�es de libert�e par n�uds, conform�ement aux �equations (1.69)(1.70)(1.73). L'obtention de
la matrice globale [Zp] consiste alors �a les multiplier par les coe�cients d�ependant de la fr�equence
et �a les assembler. Cette m�ethode a l'avantage d'�eviter de recalculer les trois sous-matrices �a chaque
fr�equence, d'o�u un gain de temps signi�catif pour les gros syst�emes. Cependant, elle n�ecessite l'�ecriture
de modules sp�eci�ques pour la gestion des conditions aux limites.

L'�ecriture de la matrice [Zp] sous la forme de l'�equation (1.83) permet de voir distinctement
l'inuence des deux phases et des couplages. Si l'on supprime l'e�et du uide, on obtient alors l'�equation
d'un solide visco�elastique. A l'oppos�e, en bloquant le mouvement du squelette, on retrouve l'�equation
d'un uide �equivalent de module d'incompressibilit�e Ke(!) et de masse volumique �e(!).

1.3.3 Gestion des conditions aux limites

Les �el�ements poro�elastiques peuvent être coupl�es �a des �el�ements �elastiques (solide, plaque) et uides
(air).

Couplage poro�elastique-�elastique : il concerne par exemple le collage d'un mat�eriau poreux sur
un solide ou une plaque. Il est assur�e en imposant �a l'interface Spe la continuit�e des d�eplacements
normaux de la phase uide Un avec ceux du milieu �elastique wn

Un = wn ; (1.85)

et la continuit�e des d�eplacements du squelette ui avec ceux du milieu �elastique wi

ui = wi; i = 1; 2; 3: (1.86)

La prise en compte de ces relations lin�eaires s'e�ectue en �eliminant les degr�es de libert�e
d�ependants, par l'interm�ediaire d'une matrice [G], telle que

f�qg = [G]f�qgr (1.87)

avec f�qg le vecteur de l'ensemble des variables nodales et f�qgr le vecteur des variables nodales
ind�ependantes.
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En supposant que la normale est suivant l'axe 3, la relation pour un n�ud s'�ecrit8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

w1

w2

wn

u1
u2
un
U1
U2
Un

9>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>;

=

2
6666666666664

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0

3
7777777777775

8>>>><
>>>>:

w1

w2

wn

U1
U2

9>>>>=
>>>>;

(1.88)

Dans le cas de notre �el�ement de plaque, les mouvements de membrane sont suppos�es nuls,
donc les degr�es de libert�e w1 et w2 disparaissent. Par contre, l'�el�ement poss�ede deux rotations
suppl�ementaires �1 et �2, car l'interpolation n'est pas lin�eaire. Si la plaque est mince, les
d�eplacements tangentiels r�esultants �a la surface de la plaque sont petits et peuvent être n�eglig�es
dans le couplage. Par cons�equent, les d�eplacements tangentiels du squelette �a l'interface sont
bloqu�es, ce qui se traduit par deux relations lin�eaires nulles dans [G]8>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

�1
�2
wn

u1
u2
un
U1
U2
Un

9>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>;

=

2
6666666666664

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0

3
7777777777775

8>>>><
>>>>:

�1
�2
wn

U1
U2

9>>>>=
>>>>;

(1.89)

Le calcul de la matrice imp�edance r�eduite [Zr] et du vecteur des excitations r�eduit fFrg est
donn�e par

[Zr] = [G]T [Zp][G]; (1.90)

fFrg = [G]T fFgg: (1.91)

Couplage poro�elastique-acoustique : du point de vue du poreux, on impose la continuit�e des
contraintes normales �a l'interface Spa

�sn; = �(1� �)p;

�fn = ��p: (1.92)

Cela revient �a imposer au poreux une force surfacique qui se r�epartit sur les variables nodales
par une matrice de couplage

[Cpa] =

�
(1� �)[Cn]

�[Cn]

�
; (1.93)

avec la matrice de r�epartition des forces normales

[Cn] =
X
e2Sap

Z
Seap

[Ne]
T fnegfNegT dS ; (1.94)
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o�u fneg est le vecteur normal en un point d'un �el�ement de l'interface Spa.

Du point de vue du uide, on impose la continuit�e des d�eplacements normaux �a l'interface

1

�0!2
@p

@n
= (1� �)un + �Un; (1.95)

o�u P est la pression du uide. De même, cela revient �a imposer au uide une force surfacique par
le biais de la même matrice de couplage [Cpa]. La matrice imp�edance [Zpa] du syst�eme complet
prend alors l'allure suivante

[Zpa] =

�
[Zp] [Cpa]
[Cpa]

T [Za]

�
; (1.96)

avec [Za] la matrice imp�edance correspondant au milieu acoustique.

La r�eaction d'un milieu ext�erieur peut être simplement repr�esent�ee par une condition d'imp�edance.
Actuellement seuls deux cas limites sont implant�es.

Imp�edance nulle : elle revient �a n'imposer aucune contrainte �a la surface Sl pour les deux phases.
La formulation poro�elastique �etant en d�eplacement, cette condition est naturelle. Cependant
elle n'a pas de r�ealit�e physique car cela revient �a coupler le mat�eriau au vide. Bien que ce soit
r�ealiste pour la phase solide, si le couplage entre les deux phases n'est pas trop important et si
le squelette n'est pas trop souple (g�en�eralement v�eri��e pour les mousses polym�eres), ce n'est pas
r�ealiste pour la phase uide, qui au repos reste dans le mat�eriau.

Couramment utilis�ee dans le cas de la vibration d'un solide immerg�e dans un uide l�eger,
cette condition pourra être utilis�ee pour un mat�eriau poro�elastique, si son comportement est
principalement gouvern�e par la phase solide. Nous montrons au chapitre 4 que c'est g�en�eralement
le cas dans la con�guration \plaque-poreux", si on s'int�eresse �a la vibration de la plaque.

Imp�edance in�nie : elle revient �a bloquer les d�eplacements �a la surface Sb. Selon le choix des degr�es
de libert�e bloqu�es, on r�ealise plusieurs types de conditions aux limites :

{ le glissement n'autorise pas les d�eplacements normaux �a Sb pour les deux phases,

{ l'encastrement n'autorise aucun d�eplacement pour la phase solide et pas de d�eplacement
normal �a Sb pour la phase uide. Les d�eplacements tangentiels du uide sont toujours
permis car on ne tient pas compte de la viscosit�e du uide par rapport aux parois.

La m�ethode utilis�ee pour annuler ces d�eplacements est celle de la suppression des �equations
(Dhatt et Touzot, 1984) : lorsqu'un degr�e de libert�e est bloqu�e, on supprime la ligne et la
colonne correspondante dans la matrice globale. Cette m�ethode a l'avantage de r�eduire la taille
du syst�eme.

En�n le milieu poro�elastique peut subir di��erents types de sollicitations �a sa fronti�ere.

Onde plane incidente : �a la surface SN , elle se traduit par une force r�epartie sur les deux phases en
fonction de la porosit�e � suivant les �equations (1.75) et (1.76). Ces forces contribuent directement
au second membre de l'�equation du syst�eme global (1.83).

D�eplacement impos�e : �a la surface SD, il peut être de type

- cisaillement : seuls les d�eplacements de la phase solide tangents �a SD sont impos�es,
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- traction-compression : les d�eplacements normaux �a SD sont impos�es aux deux phases avec la
même amplitude. Si la phase solide ne peut glisser le long de la surface SD, ses d�eplacements
tangentiels seront aussi bloqu�es.

L'imposition des d�eplacements (non nuls) se fait par la m�ethode du terme diagonal dominant
(Dhatt et Touzot, 1984). Pour imposer le i�eme degr�e de libert�e �a une valeur impos�ee, on
proc�ede en deux �etapes :

1. on ajoute un terme grand � au i�eme terme diagonal de la matrice globale,

2. on multiplie le i�eme terme du vecteur force par le terme �.

La solution de la i�eme �equation sera approximativement la valeur impos�ee, pourM su�samment
grand. En pratique, on prend � = 1015, si les calculs sont faits en double pr�ecision. Cette
technique a �et�e retenue car elle n�ecessite peu d'op�erations.

1.3.4 S�equence de calcul

L'�el�ement poro�elastique est construit �a partir d'un �el�ement de type solide �elastique �a trois
translations par n�ud. Cet �el�ement sert �a calculer les trois sous-matrices assembl�ees, [Ks], [M̂ ] et
[K̂]. Deux topologies �el�ementaires sont disponibles : un penta�edre �a six n�uds et un hexa�edre �a huit
n�uds.

La structure est divis�ee en plusieurs sous-domaines, repr�esentant chacun un milieu homog�ene. Elle
est d�ecrite dans le �chier d.phx . Les donn�ees relatives �a chaque sous-domaine se trouvent dans un
�chier d'extension .gvm, contenant les propri�et�es physiques du milieu, les coordonn�ees des n�uds, la
connectivit�e des �el�ements, les conditions aux limites et l'excitation r�epartie sur les n�uds.

La s�equence de calcul jusqu'�a la r�esolution est la suivante

1. calcul des matrices �el�ementaires de masse adimensionnelle, de raideur adimensionnelle pour la
phase uide, et raideur pour la phase solide, �a partir du même �el�ement solide,

2. assemblage des matrices �el�ementaires pour obtenir les trois sous-matrices [M̂ ], [K̂] et [Ks] de
l'�equation (1.83),

3. conform�ement �a l'�equation (1.83), construction des matrices masse et raideur globales, en
introduisant les facteurs d�ependant de la fr�equence,

4. sommation des matrices masse et raideur globales, �a la pulsation !, pour obtenir la matrice
d'imp�edance globale,

5. assemblage avec les milieux acoustiques et �elastiques, et introduction des matrices de couplage

6. r�eduction du syst�eme en �eliminant les degr�es de libert�e d�ependants,

7. r�eduction du syst�eme pour prendre en compte les degr�es de libert�e bloqu�es des sous-domaines
poro�elastiques,

8. prise en compte des d�eplacements impos�es,

9. r�esolution directe ou it�erative,

10. calcul des indicateurs �a partir du vecteur solution.

Les deux premiers points sont trait�e par le code Gausef (gaus, (1998)) et le reste par Ph�enix
(Panneton, 1996). Lors d'une �etude spectrale, la construction des matrices globales, �a partir de
matrices ind�ependantes de la fr�equence, permet d'acc�el�erer le calcul, car les �etapes 1 et 2 ne sont faites
qu'une fois. La boucle en fr�equence passe donc du point 10 au point 3.

Pour permettre le maniement de syst�emes de grande taille, seules les valeurs non-nulles des matrices
assembl�ees sont stock�ees. De plus, ces matrices �etant sym�etriques, on ne stocke que la moiti�e.
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La r�esolution directe est �able mais n�ecessite le stockage d'une matrice interm�ediaire ayant un fort
taux de remplissage : on atteint rapidement les limites de capacit�e de la m�emoire vive de la machine. La
m�ethode it�erative est beaucoup plus �economique mais ne peut être utilis�ee que si les degr�es de libert�e
du syst�eme sont homog�enes : pressions ou d�eplacements. Dans le cas contraire, la boucle d'it�eration
est interrompue avant d'avoir converg�ee car le crit�ere de convergence ne g�ere pas la di��erence d'ordre
de grandeur entre les degr�es de libert�e de di��erentes natures.

En�n, une r�esolution par la m�ethode de superposition modale (Imbert J.-F., 1995) est di�cile �a
mettre en �uvre �a cause des d�ependances fr�equentielles non-lin�eaires de certains facteurs et du fort
amortissement des ondes se propageant dans le milieu poro�elastique. L'application des cette m�ethode
a fait l'objet des travaux de Sgard et coll. (1998).

1.3.5 D�eveloppements du code Ph�enix

Plusieurs d�eveloppements du code Ph�enix ont �et�e n�ecessaires, �a savoir :

{ gestion des interfaces tridimensionnelles, permettant le couplage entre sous-domaines dont les
interfaces appartiennent �a des plans orthogonaux aux trois axes (cf. chapitre 3),

{ introduction de la loi de comportement isotrope transverse pour le squelette grâce �a l'interfa�cage
avec le code Modulef (cf. chapitre 3),

{ int�egration des indicateurs �energ�etiques pour les milieux �elastiques et poro�elastiques (cf.
chapitre 4).



Chapitre 2

Etude de convergence

2.1 Introduction

De par leur nature diphasique, la convergence des �el�ements poro�elastiques n'est a priori pas di-
rectement comparable �a celle des �el�ements monophasiques, solides ou uides. L'�etude de la litt�erature
montre l'absence d'une telle investigation. Seules deux r�eexions bas�ees sur l'�etude de cas particuliers
donnent quelques indications.

Lors de l'�etude d'un mat�eriau poreux en conduit, Kang et Bolton (1995) ont du utiliser plus
d'�el�ements poro�elastiques que d'�el�ements acoustiques sur une même longueur : alors qu'habituellement
3 �a 4 �el�ements quadratiques acoustiques par longueur d'onde su�sent, 10 �a 12 �el�ements poro�elastiques
sont n�ecessaires pour la même distance. Ils justi�ent cette observation (Kang et Bolton, 1996) par
le fait que la plus petite longueur d'onde de Biot est approximativement 3 fois plus courte que celle
du son.

�el�ements
poro�elastiques

pinc

conduit

Fig. 2.1: Mat�eriau poro�elastique encastr�e dans un conduit et sollicit�e par une onde acoustique (Kang
et Bolton, 1995).

Pour un cas de sollicitation longitudinale, Panneton (1996) remarque qu'il faut utiliser de 12 �a
17 �el�ements lin�eaires par longueur d'onde pour obtenir une erreur de 5% sur l'�energie de d�eformation.
Cependant il observe que la convergence en fr�equence est plus rapide et pense que 6 �el�ements par
longueur d'onde, comme en �elasticit�e, devraient su�re. Dans le cas de la exion d'une poutre bi-
encastr�ee (10 cm � 1 cm), l'�energie de d�eformation du premier mode est atteinte �a 5% pr�es avec
32 � 3 �el�ements. Cette lente convergence est attribu�ee aux mauvaises performances en exion des
�el�ements penta�edriques lin�eaires (Panneton et Atalla, 1997) : des �el�ements quadratiques seraient
mieux adapt�es �a de telles con�gurations. Cependant pour des indicateurs logarythmiques 8 �el�ements
pourraient su�re.

25
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�
�
�
�
�

�
�
�
�
� �el�ements

poro�elastiques

encastrement

pinc

Fig. 2.2: Poutre poro�elastique sollicit�ee en exion par une onde acoustique (Panneton, 1996).

Ces r�esultats ne sont pas directement comparables (d�e�nition des longueurs d'onde, type de
sollicitation, indicateurs observ�es) et manquent de v�eritable justi�cation. Dans ce chapitre, nous
proposons une �etude de la convergence des �el�ements poro�elastiques lin�eaires dans le but de pouvoir
d�e�nir un crit�ere de maillage en rapport avec les ondes de Biot.

2.2 Convergence des �el�ements poro�elastiques

L'article pr�esent�e ci-apr�es (Dauchez et coll. , 1999a) comporte deux parties. La premi�ere porte
sur des applications unidimensionnelles pour lesquelles le rapport entre fr�equence de r�esonance et
longueurs d'onde de Biot peut être �etabli. Ce rapport permet d'exprimer la vitesse de convergence
en fr�equence ramen�ee �a une longueur d'onde. La convergence en fr�equence assurera une convergence
en amplitude des di��erents indicateurs.

La deuxi�eme partie porte sur des applications tridimensionnelles o�u la dimension �nie de la
structure joue un rôle. Dans ce cas, la relation aux longueurs d'onde de Biot n'est plus directe, et les
d�eformations deviennent plus complexes. Nous basons notre investigation sur un exemple d'application
type, �a partir de laquelle des tendances sont donn�ees pour di��erents indicateurs.
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Convergence of poroelastic �nite elements based on Biot displace-
ment formulation

N. Dauchez and S. Sahraoui

Laboratoire d'Acoustique UMR CNRS 6613, Univ. du Maine, 72095 Le Mans cedex 9, France

N. Atalla

GAUS, Mech. Eng., Univ. de Sherbrooke, Sherbrooke, Qu�ebec, J1K 2R1, Canada

Convergence of linear poroelastic elements based on Biot displacement formulation is
investigated. The aim is to determine a mesh criterion providing reliable results under a given
frequency limit. The �rst part deals with 1-D applications for which resonance frequencies
can be related to Biot wavelengths. Their relative contributions to the motion are given in
order to determine if mesh criteria for monophasic media are suitable for poroelastic media.
It is found that respect of 6 linear elements per wavelength for each Biot wave is a primary
condition. For 3-D applications convergence rules are derived from a generic con�guration,
i.e. a clamped porous layer. Because of complex deformation, previous criterion is shown to
be insu�cient. Inuence of the coupling between the two phases is demonstrated.

INTRODUCTION

Biot theory of uid saturated porous media provides
a description of the waves propagating in geophysics
materials (Biot, 1956). Several authors have extended
this theory to sound absorbing materials, such as glass
wool and polymer foams. A good agreement with mea-
surements has been shown for multilayer systems using
analytical methods (Allard, 1993). In order to inter-
pret the modal behavior of �nite size structures, 2-D
and 3-D �nite element formulations based on extended
Biot theory have been developed (Coyette and Wynen-
daele, 1995; Johansen et al., 1995; Kang and Bolton,
1995; Panneton and Atalla, 1997). These formulations
have been validated by comparison with measured or
simulated surface impedance of layered media. Several
authors have also performed parametric studies. How-
ever convergence of the di�erent formulations has not
been speci�cally studied.

Because of the biphasic nature of poroelastic el-
ements, mesh criterion used for elements describing
monophasic media (solid, uid) is a priori not valid
for poroelastic elements. Such a criterion is essential
for designing a suitable mesh that gives reliable results.
Moreover, an optimized mesh will result in an impor-
tant saving of computer time and memory, as poroelas-
tic formulation leads to heavy systems. Determination
of convergence criterion for poroelastic elements is an
objective of this paper.

The �nite element formulation used in this study
is based on Biot-Johnson-Allard theory (Allard, 1993)
and has been implemented by Panneton and Atalla

(1997). It is referred as the (u; U) formulation for solid
and uid displacements. Poroelastic elements have 6
degrees of freedom per node (3 translations for each
phase). They are based on linear three-dimensional
pentaedric or hexaedric elements.
The �rst part deals with 1-D applications for which

resonance frequencies can be related to Biot waves.
Their relative contributions to the motion are investi-
gated in order to determine whether criterion used for
monophasic media are suitable for poroelastic media.
The second part deals with convergence of 3-D appli-

cations where the �nite size of the structure is relevant.
In that case, the displacement of both phases can be
fairly di�erent and the relation between resonances and
wavelengths is no more direct. Convergence rules are
derived from a generic con�guration, i.e. a clamped
porous layer.

I. CONVERGENCE FOR 1-D BEHAVIOR

A. Theoretical analysis

The motion of the poroelastic media is described
by the macroscopic displacement of the solid and uid
phases represented by the vectors u and U . Assuming
a harmonic time dependence ej!t, the equation of
motion can be written in the form (Allard, 1993)

Pr(r:u)�Nr^(r^u) +Qr(r:U )

+ !2 (~�11u+ ~�12U ) = 0 (1)

Qr(r:u)+Rr(r:U )+!2 (~�12u+ ~�22U ) = 0 (2)
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where P and R are the bulk modulus of the solid and
uid phases respectively, N is the shear modulus of the
solid phase and Q quanti�es the potential coupling be-
tween the two phases. These coe�cients are complex :
P , N include structural damping of the solid phase
and R, Q thermal dissipation. The equivalent density
coe�cients,

~�11 = �11 + jb(!)=!;

~�22 = �22 + jb(!)=!; (3)

~�12 = �12 � jb(!)=!;

are related to solid and uid phases and inertial cou-
pling. They include viscous damping by complex func-
tion b(!).
Coupling between the two phases is described by 5

parameters according to Johnson-Allard theory (Al-
lard, 1993) : � porosity, �1 tortuosity, � air ow re-
sistivity, � and �0 viscous and thermal characteristic
lengths respectively.

1. Properties of Biot waves

As dilatational and rotational waves are uncoupled,
the equation of motion can be solved separately for the
two types of wave. Scalar potentials for dilatation and
vector potentials for shear has been used by Biot to
express displacement of solid and uid phases. Two
compressional waves characterized by their constant of
propagation k1 and k2 are found

k21 =
!2

2(PR�Q2)
(P ~�22 +R~�11 � 2Q~�12 �

p
�) ;

(4)

k22 =
!2

2(PR�Q2)
(P ~�22 +R~�11 � 2Q~�12 +

p
�) ;

(5)

with

�=(P ~�22 +R~�11 � 2Q~�12)
2

� 4(PR�Q2)(~�11 ~�22 � ~� 2
12):

Each wave propagates in both phases with di�erent
amplitudes. The ratio �i between displacement of uid
and solid phases, respectively denoted Ui and ui for
each wave r, is given by

�i =
Ui

ui
=

Pk2i � !2~�11
!2~�12 �Qk2i

; i = 1; 2 : (6)

Following the nomenclature used by Allard (1993), the
wave that propagates mainly in the uid is called the

uid-borne wave, and the one that propagates mainly
in the solid is called the solid-borne wave. This nomen-
clature reects the physical nature of the two waves for
acoustical porous materials at low frequencies. Solid-
borne wave propagates in the two phases with similar
amplitude. Fluid-borne wave propagates mainly in the
uid phase, and is usually strongly damped. Each kind
of wave will be identi�ed by over-script sw or fw, re-
spectively for solid-borne and uid-borne wave. Note
that each wave is not always related to the same ki
over the whole frequency range.

One shear wave propagates in the porous media,
characterized by

k23 =
!2

N

�
~�11~�22 � ~�212

~�22

�
and �3 = �

~�12
~�22

: (7)

Celerity ci, wave length �i and wave damping i are
deduced from ki for each wave r, such as

ki =
!

ci
� ji =

2�

�i
� ji i = 1; 2; 3: (8)

2. Relative contributions of longitudinal Biot waves

Let us take a porous layer of thickness l along the x
axis (�gure 1). The displacement of one uid or solid
particle is the contribution of four waves : two waves
(sw and fw) propagating in the x direction, noted
by subscript +, and two waves propagating in the �x
direction, noted �. Displacement of solid phase u(x)
and uid phase U(x) of coordinate x is given by

u(x) = usw+ (0) e�jk
swx + usw

�
(0) e+jk

swx

+ ufw+ (0) e�jk
fwx + ufw

�
(0) e+jk

fwx; (9)

U(x) = �fw
�
ufw+ (0) e�jk

fwx + ufw
�

(0) e+jk
fwx

�
+ �sw

�
usw+ (0) e�jk

swx + usw
�
(0) e+jk

swx
�
;

(10)

where uid displacement are eliminated by using ratios
�sw and �fw.

Acoustical excitation. The porous layer is �rst sup-
posed to be bonded to a rigid impervious wall (�gure
1) at x=0, which gives

usw+ (0) = �usw
�
(0); ufw+ (0) = �ufw

�
(0): (11)

Excitation is an incident plane wave imposing a pres-
sure p at x=�l. Stress equilibrium at the surface of
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-l 0

x

p

Figure 1: Porous layer of thickness l, bonded to a rigid
impervious wall.

the layer is given by

�(1��)p(�l) = �sxx(�l)

= P
@u(�l)

@x
+Q

@U(�l)

@x
; (12)

��p(�l) = �fxx(�l)

= Q
@u(�l)

@x
+R

@U(�l)

@x
; (13)

with porosity �. From equations (9-13), one can

calculate usw+ (0) and u
fw
+ (0). Displacements at any

position x are given by

u(x) = usw+ (0)
h
2jsin(�kswx)

+
u
fw
+ (0)

usw+ (0)
2jsin(�kfwx)

i
; (14)

U(x) = u
fw
+ (0)

h
2j�fwsin(�kfwx))

+
usw+ (0)

u
fw
+ (0)

�sw2jsin(�kswx)
i
; (15)

with

u
fw
+ (0)

usw+ (0)
=�

�(P + �swQ)� (1� �)(Q+ �swR)

�(P + �fwQ)� (1� �)(Q+ �fwR)

�
kswcoskswl

kfwcoskfwl
: (16)

Equations (14,15) can be rewritten in the form

u(x) = usw+ (0)
�
Csw=s(x) + Cfw=s(x)

�
; (17)

U(x) = u
fw
+ (0)

�
Cfw=f (x) + Csw=f (x)

�
; (18)

where Caw=b(x) are contributions of a kind aw of wave
on the motion of one phase b (a or b being s for solid or

f for uid) at the abscissa x. Relative contributions are
de�ned by setting that jCsw=b(x)j+jCfw=b(x)j = 100%.

Figure 2 gives an example of calculation of relative
contributions jCsw=f j and jCfw=sj at the incident face,
x=�l, for a 10 cm thick layer of material A (table 1).
According to jCsw=f j, the motion of the uid phase
is governed at 20% by the solid-borne wave up to
100 Hz. Its inuence increases strongly at the �rst
�
4
resonance of the solid phase at 300 Hz. For higher

frequencies, because of decoupling, its inuence tends
to zero. According to jCfw=sj, the motion of the solid
phase is governed at 50% by the uid-borne wave up to
100 Hz. But its inuence decreases to 20% at the �rst
resonance of the solid phase. For higher frequencies,
it tends to an asymptotic value of 65% approximately.
This shows that around the �rst resonance of the solid
phase, the contribution of the uid-borne wave tends
to be negligible. In such a case, only the solid-borne
wave has to be well represented by the �nite element
discretization. Elsewhere both waves must be well
represented.
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Figure 2: Relative contributions jCsw=f j and jCfw=sj
at the incident face (x=�l), for a 10 cm thick layer of
material A (table 1).

One can notice that when the solid phase becomes
sti�er, �sw (equation (6)) increases and uid-borne
wave governs the motion of the two phases. Solid phase
tends to be motionless and the behavior of the porous
material can be described by an equivalent uid model
(Allard, 1993).

Imposed displacement. In this case, the same dis-
placement is imposed to the phases at the incident
face : u(�l) = U(�l). If the layer is bonded to a
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rigid wall, equations (14) and (15) apply and coe�-
cients Cfw=s(�l), Csw=f (�l) are determined using

u
fw
+ (0)

usw+ (0)
= �

1� �sw

1� �fw
sinkswl

sinkfwl
: (19)

Because �sw is usually very close to 1 and �fw is
much greater than �sw, one �nd jCfw=s(�l)j close to
0 and jCsw=f (�l)j very large. This means that solid-
borne wave governs the motion of the two phases. The
criterion would then be related only to this wave. The
same conclusion arises if the back face of the layer is
free or if the layer has an in�nite thickness.

3. Theoretical convergence rate

For purpose of comparison, theoretical convergence
rate has been calculated for a monophasic clamped-free
rod of length l, discretized by 1-D linear elements (see
appendix for details). Figure 3 give the relative error
on the calculation of natural frequencies as a function
of number of elements per wavelength. Mesh criterion
is then de�ned as following : with 6 linear elements per
wavelength, the overestimation of natural frequencies
is less than 5%.
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Figure 3: Convergence rate of 1-D linear elastic ele-
ments.

B. Validation of mesh criterion

In this part, relation between Biot wavelengths and
convergence rate is veri�ed for various con�gurations
and 3 porous materials. The material properties (table
1) are chosen so that di�erent behaviors according to
waves characteristics (wavelengths given in �gure 11)
are represented :

A standard polymer foam for which wavelength of
the two dilatational waves are of the same order
(�sw=0.61 m, �fw=0.51 m at 200 Hz),

B over-tortuous material so that the uid-borne
wave is much shorter than that of the solid-borne
wave (�sw=1.24 m, �fw=0.05 m, at 200 Hz),

C intermediate material (�sw=1.00 m, �fw=0.42 m
at 200 Hz), corresponding to a usual absorbing
material.

Material � � �1 � �0

(Nm�4s) (�m) (�m)

A 0.98 13 500 1.7 80 160

B 0.90 25 000 7.8 2.5 2.5

C 0.96 32 000 1.7 90 165

Material �1 E �

(kg m�3) (kPa)

A 30 270(1+j0.1) 0.3

B 30 800(1+j0.25) 0.4

C 30 845(1+j0.1) 0.3

Table 1: Characteristics of materials A,B,C.

Three kinds of excitation and boundary conditions
are applied to a poroelastic column of axis x (�gure
4) in order to excite each type of wave in the most
independent way :

� excitation only of the shear wave : the direction
of the force is normal to axis x and only displace-
ments normal to this axis are allowed.

� excitation mainly of the solid-borne wave : the
same displacement along axis x is imposed on both
phases, and only displacements along this axis are
allowed.

� excitation of the two longitudinal waves : the col-
umn is bonded to a rigid impervious wall and only
x displacements are allowed elsewhere. The free
face is excited by a longitudinal force F distributed
each phase according to porosity � : Fs = (1��)F
and Ff = �F . This surface force results from a
normal incidence acoustical wave.

Only two nodes are used in the lateral directions and
excitation is applied uniformly to get a 1-D behavior.

Convergence of resonance frequencies will be reached
by increasing the number of elements in the x direc-
tion. For each con�guration, we �rst verify the relation
between resonance frequencies and theoretical wave-
lengths. Then relative errors on resonance frequencies
are given versus number of elements per wavelength.
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Figure 4: Mesh of a porous layer : a) imposed trans-
verse displacement, b) imposed longitudinal displace-
ment, c) normal incidence acoustical wave.

The frequency range of interest is approximately be-
tween 10 Hz and 2000 Hz, in order to observe at least
the two �rst resonances.

1. Simple shear displacement

Figure 5.a shows three resonances at 257 Hz, 768 Hz
and 1288 Hz, for a 10 cm thick column of material
C. Both phases have the same motion excepted for a
small decrease of the uid motion due to progressive
decoupling towards high frequencies.
Shear wavelengths are 0.399 m at 257 Hz, 0.134 m

at 768 Hz and 0.080 m at 1288 Hz. They are related
respectively to a �

4
, 3

4
� and 5

4
� resonances.

Figure 5.b shows that convergence follows theoretical
rate when number of elements are related to shear
wavelength : the criterion is suitable in this case. The
same results are found with the other materials.

2. Imposed longitudinal displacement

Figure 6.a shows two resonances at 500 Hz and
1512 Hz for a 10 cm thick column of material C.
The phases have almost the same motion according to
paragraph I.A.2. The amplitude of the velocity of the
uid phase decreases slowly because of the decoupling
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Figure 5: Shear excited porous column (material C) :
a) velocity of the free face; b) convergence rate.

at high frequencies and domination of the solid-borne
wave. Solid-borne wavelengths are 0.4017 m at 500 Hz
and 0.1335 m at 1512 Hz. They are related respectively
to a �

4
and a 3

4
� resonances.

Figure 6.b presents the convergence rate for the
two element shapes and two materials. Convergence
follows theoretical rate when the number of elements
are related to solid-borne wavelength : the criterion is
veri�ed.

3. Acoustical excitation

Because of very di�erent longitudinal wavelengths,
material B is best suited to distinguish phenomena.
The thickness of the column is 7.5 cm.

Figure 9.a shows a resonance at 19 Hz corresponding
to a �

4
resonance related to the uid-borne wave. Its

wavelength is 32 cm at 19 Hz. Another resonance
around 809 Hz corresponds to a �

4
resonance related

to the solid-borne wave. Its wavelength is 30.6 cm at
809 Hz.

Figure 9.b presents the convergence rate where the
number of element is related to the appropriate wave-
length. Convergence follows once again the theoretical
rate. It is less clear for the uid phase, because only its
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Figure 6: Mechanically excited porous column : a)
free face velocity (material C); b) convergence rate
for several materials (A and B) and types of element.
H8 is related to hexaedric element (brick) and P6 to
pentaedric element (straight prism).

�rst resonance is noticeable and its convergence occurs
between 1 and 2 elements for the whole column. More-
over, because the uid-borne wave is strongly damped,
the determination of the supposed resonance frequency
is less accurate.
Because both longitudinal waves are excited, the

mesh should verify the criterion for both waves.

Mesh optimization. According to paragraph I.A.2,
one of the two longitudinal waves can have little in-
uence on the behavior of the porous material. If its
wavelength is the longest, less elements are to be used
to describe properly the motion.
For example, if criterion is applied to the 7.5 cm

thick column of material B up to 1100 Hz, 2 elements
are required for the solid-borne wave (�sw=22.5 cm)
whereas 30 elements are required for the uid-borne
wave (�fw=1.5 cm). However �gure 8.a shows that
the contribution of the uid-borne wave decreases as
long as the �rst resonance related to the solid-borne
wave is reached : the contribution of uid-borne wave
jCfw=sj on the solid phase motion is less than 20%

30

40

50

60

70

80

90

10 19 42 100 500 809 2000

V
el

oc
ity

  (
dB

)

Frequency (Hz)

Fluid phase
Solid phase

0

2

4
5
6

8

10

12

15

2 4 6 8 10 12

R
el

at
iv

e 
er

ro
r 

(%
)

Elements per wavelength 

Fluid      19 Hz
Solid    809 Hz
Solid  2452 Hz

Figure 7: Acoustically excited 7.5 cm thick column
(material B) : a) velocity of the excited face; b) con-
vergence rate.

after 50 Hz and the contribution of solid-borne wave
jCsw=f j on the uid motion increases up to 80% at
809 Hz. Consequently, with only 3 elements, the
motion of the uid phase is approximated with an
error less than 3 dB, as shown by �gure 8.b . Above
900 Hz, error slightly increases due to the decrease of
the inuence of the solid-borne wave.

Irregular mesh. Fluid-borne wave is usually strongly
damped. If it corresponds to the shortest wave, a mesh
reduction can be achieved by respecting criterion for
this wave only in the area close to the excitation face.
Elsewhere, a criterion based on the solid-borne wave
will be suitable.
For example, �gure 9.a shows a quick variation close

to the excited face, corresponding to the uid phase
motion at 809 Hz. This variation is directly related to
the uid-borne wave (�fw=1.9 cm, at 809 Hz) that is
strongly attenuated. Using a mesh with 3 elements of
size increasing from 0.1 cm to 5 cm (�gure 9.b), best
results are achieved than with 3 regular sized elements.
The choice of such an irregular mesh can be guided

using equations (14) and (15) to calculate solid and
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Figure 8: Acoustically excited 7.5 cm thick column
(material B) : a) jCsw=f j and jCfw=sj ratio at the
incident face, for a 7.5 cm thick layer; b) Velocity of
the uid phase at the free face for severals meshes,
compared to the converged solution.

uid phase displacements along x axis.

To sum up, for acoustical excitation, criterion is
applied according to both longitudinal waves, but a
mesh optimization can be performed if the shortest
wave is not predominant or strongly damped. If shear
wave is relevant in the motion of the poroelastic media,
then the criterion has to be applied according to this
wave too. In a general way, the veri�cation of criterion
according to each of the three waves is a necessary
condition to insure reliable results.

II. CONVERGENCE FOR 3-D BEHAVIOR

For real 3-D behavior, the contribution of the Biot
waves is di�cult to predict. Veri�cation of the criterion
for each wave appears to be a necessary condition.
Nevertheless convergence will not necessarily follow the
same rules.

We investigate now convergence of a generic case
in order to specify some convergence rules : it is a
clamped porous layer of material A, excited by a plane
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Figure 9: Acoustically excited porous column : a)
displacement amplitude along axis x of the two phases
at �rst resonance of the solid phase (809 Hz). b)
example of an irregular mesh.

wave. The dimensions are 28 cm � 35 cm and the
thickness is 3 cm. Hexaedric linear elements are used.

p

clamped node

poroelastic layer

Figure 10: Clamped poroelastic layer excited by a
normal incidence acoustical wave.

A. Convergence of equivalent solid elements

We �rst consider the behavior without coupling ef-
fects. Poroelastic elements are replaced by equivalent
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solid elements with the same sti�ness of the frame and
the density of the air �lled porous material. Equiv-
alent element is based on the same hexaedric element
used for poroelastic element. The frequency of the �rst
bending mode is given by table 2 for several meshes re-
�ned in lateral and thickness directions. The converged
frequency is 48 Hz. It is shown that within an error
of 5%, convergence is reached with a 2 � 12 � 12 el-
ements mesh. Related to the deformation shape, this
yields almost 24 elements per wavelength : it is 4 times
the criterion.

�f (%)
Lateral directions

3 6 12 24

T
h
ic
k
n
es
s 1

2
4
8

46 16 10 9
45 11 5 3
42 9 3 1
40 8 2 0

Table 2: Convergence of �rst bending mode frequency
versus number of elements in lateral and thickness
directions, for a clamped elastic layer (28 cm � 35 cm
� 3 cm) equivalent to material A.

This slow convergence can be explained by lock-
ing phenomenon of linear elements subject to bending
(MacNeal, 1994). Locking induces excessive sti�ness
for a particular deformation state and is related pri-
marily to interpolation failure. For bending deforma-
tion, two kinds of locking are noticed. Shear locking is
related to a bad interpolation of the deection which
should be a second order polynomial. A mesh re�ne-
ment in the in-plane direction will reduce this locking
e�ect. Dilatation locking is due to a bad interpola-
tion of thickness dilatation, induced by Poisson's ef-
fect, which should be a second order polynomial too.
The phenomenon is more important when � is close to
0:5. A mesh re�nement in the thickness direction will
reduce this locking e�ect.
In order to minimize these e�ects, selective under-

integration (MacNeal, 1994) has been performed for
shear strain in our hexaedric element.

B. Convergence of poroelastic elements with cou-

pling e�ects

Respect of 1-D criterion for the three waves requires
only 2 elements in lateral directions and less than
1 element in the thickness at 50 Hz. According to
results obtained with equivalent elements, minimal
mesh should be 2 � 12 � 12 elements.
Nevertheless, table 3.a shows that it overestimates

the resonance frequency by 10% instead of 5% without
coupling e�ects. Table 3.b shows that convergence of
dissipated power by viscous e�ects Dcp is even slower,
and very sensitive to a re�nement in the thickness.
Moreover, when the mesh is too coarse in the thickness,
convergence is not always monotonic by re�ning in
lateral directions.

�f (%)
Lateral directions

6 12 24

T
h
ic
k
n
es
s 1

2
4
8

40 15 7
36 10 3
35 8 1
34 7 0

�Dcp (%)
Lateral directions

6 12 24

T
h
ic
k
n
es
s 1

2
4
8

89 97 104
84 94 97
64 49 38
54 17 0

Table 3: Convergence of the �rst bending mode of
a clamped porous layer (28 cm � 35 cm � 3 cm;
material A) versus number of elements in lateral and
thickness directions : a) frequency; b) dissipated power
by viscous e�ect.

III. CONCLUSION

It has been shown that linear poroelastic elements
verify convergence rate of linear monophasic elements,
according to each type of Biot wave. Classical mesh
criterion, i.e. 6 linear elements per wavelength, pro-
vides a necessary condition to get reliable results.

For real 3-D deformations, like bending, classical cri-
terion gives indications for a minimal mesh but is insuf-
�cient because of locking of 3-D linear elements and dis-
crepancies of the displacement �eld of the two phases.
A consequent re�nement of the mesh is necessary to
get satisfactory results. Indicators related to uid mo-
tion have been found very sensitive. As a consequence,
the minimal number of elements required is di�cult to
predict.

By nature, convergence of poroelastic elements is
rather slower than convergence of either equivalent
solid or uid elements, because of the presence of two
di�erent scale phenomena. The discrepancy can be
lowered when the behavior of the porous material is
dominated by the motion of one phase.
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Figure 11: Biot wavelengths for materials A, B and C.

As a consequence, this slow convergence leads to
large systems to be solved. Use of higher order ele-
ments together with the (u; p) formulation (Atalla et

al., 1996, 1998), that requires only 4 degrees of free-
dom per node, would be an e�cient way to reduce the
size of the systems. Another way would be to design
speci�c models dedicated to particular applications.

APPENDIX : Theoretical convergence rate for 1-D

monophasic linear elements

Consider a clamped-free rod of length l, Young's
modulus E and mass per unit volume �. Assuming

harmonic motion, the mode shape are given by

wr(x) = w0 sin

�
2r � 1

l

�

2
x

�
; (20)

with natural frequencies

!r =
�

2

s
E

�l2
(2r � 1) : (21)

Approximation with m linear elements of the same
size leads to a system of m � 1 equations of the form
(G�eradin and Rixen, 1996)

E
m

l
(� �wi�1 + 2 �wi � �wi+1)

� !2
l

6m
( �wi�1 + 4 �wi + �wi+1) = 0; (22)

where �wi is the displacement of the ith node for
0 < i < m. With a general solution of the form

�wi;r = w0 sin(i�kr + �); (23)

we get wavenumbers and approximated natural fre-
quencies

�kr =
2r � 1

m

�

2
; (24)

�!r =
1
p
3

s
E

�l2
m

s
2
1� cos( 2r�1

m
�
2
)

2 + cos( 2r�1
m

�
2
)
; (25)

with 1 < i; r < m. The frequency overestimation
given by �!r=!r depends on the ratio (2r � 1)=m, and
the wavelength �r associated to a mode is given by
�r = 4l=(2r � 1). The frequency error is a function of
number of elements per wavelength.
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2.3 Temps de calcul et taille des syst�emes

Le tableau 2.1 donne quelques ordres de grandeurs concernant les syst�emes construits �a la section
II.B de l'article pr�ec�edent (Dauchez et coll. , 1999a). On donne le nombre de degr�es de libert�e (ddl),
le taux de remplissage de la matrice [Zp] �a inverser et la m�emoire (en octets) n�ecessaire pour la stocker
en format creux. La deuxi�eme partie du tableau donne les temps de calcul n�ecessaire par fr�equence,
comprenant l'assemblage fr�equentiel des matrices globales et la r�esolution. Ils ont �et�e obtenus sur une
station Silicon Graphics Origin 200 (180 MHz, 64 bits) dot�ee de 128 Mo de m�emoire vive (Ram)
et utilis�ee en simple utilisateur. Ces temps sont donn�es pour les deux solveurs. Le premier utilise une
m�ethode de r�esolution directe : il n�ecessite le stockage de r�esultats interm�ediaires augmentant le taux
de remplissage de la matrice �a inverser. La m�emoire requise est donn�ee par \Alloc.". Dans le dernier
cas, le calcul n'a pu être e�ectu�e car la m�emoire �a allouer d�epassait celle disponible (m�emoire vive +
swap ' 400 Mo). Le solveur it�eratif n'a pas cette limitation, mais ne convient pas lorsque les degr�es
de libert�e ne sont pas de même nature (d�eplacement, pression) car le crit�ere de convergence, alors
biais�e, provoque un arrêt pr�ematur�e des it�erations. On remarque en�n que le nombre d'it�erations est
tr�es variable.

Maillage Nb de Taux de Taille Solveur direct Solveur it�eratif
ddl remplis. de [Zp] Alloc. Temps/fr�equence Nb it�er.

(%) (Mo) (Mo) (s)

12�12�2 2454 3.1 2.3 22 11 43 1400
12�12�4 4090 2.0 4.1 93 51 161 3100
24�24�2 10 086 0.8 10.1 168 110 247 1700
24�24�4 16 810 0.5 18.1 | | 811 3400

Tab. 2.1: Taille des matrices �a inverser (en m�egaoctet) et temps de calcul par fr�equence (en secondes)
en fonction du nombre de degr�es de libert�e (Nb de ddl) du syst�eme.

On remarque que les temps de calcul croissent tr�es vite au-dessus de 10 000 degr�es de libert�e
atteignant plusieurs minutes par fr�equence. Un calcul complet peut n�ecessiter plusieurs heures. Les
temps de calculs obtenus pour le solveur it�eratif varient beaucoup en fonction du nombre d'it�erations,
di��erent �a chaque fr�equence. Bien qu'apparemment plus lent, ses performances sont g�en�eralement du
même ordre que celles du solveur direct. Les temps de calculs d�ependent aussi des acc�es au disque
dur, plus fr�equents pour des syst�emes de grande taille, et du pro�l de la matrice �a inverser : ils restent
donc di�cilement pr�evisibles.

2.4 Conclusion du chapitre 2

L'�etude de convergence a montr�e la validit�e du crit�ere de maillage utilis�e habituellement en
�elasticit�e, pour les application unidimensionnelles ou �equivalentes. Ainsi l'usage de six �el�ements
lin�eaires par longueur d'onde garantit une erreur inf�erieure �a 5% sur les fr�equences. Ce crit�ere doit être
v�eri��e pour les trois ondes de Biot. Cependant, on a pu montrer que dans certains cas pour lesquels
une onde pr�edomine le comportement, il su�t que le crit�ere soit v�eri��e pour cette onde. C'est le cas
de l'onde dite \solide" (solid-borne wave) lorsque l'excitation est un d�eplacement impos�e sur les deux
phases.

Ce crit�ere fournit en fait une condition minimale : pour des applications r�eellement bi ou
tridimensionnelles de dimensions �nies, un a�nement suppl�ementaire du maillage est n�ecessaire.
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Cela tient d'une part aux probl�emes de blocage des �el�ements lin�eaires tridimensionnels en exion,
plus ou moins important selon le cas �etudi�e (valeur du coe�cient de Poisson, dimensions, conditions
aux limites, sollicitations). D'autre part, les d�eplacements des deux phases peuvent être de nature
di��erente : par exemple, exion pour le squelette et �ecoulement pour le uide. La vitesse de convergence
pour chaque type de mouvement n'a pas lieu d'être la même. Ainsi pour un cas de exion, les
indicateurs bas�es sur le mouvement du uide convergent plus lentement que ceux bas�es sur le
mouvement du squelette. Les convergences de chaque phase �etant interd�ependantes, on a pu observer
un ralentissement de la convergence du squelette dû �a la pr�esence du uide.

Une des cons�equences de cette lente convergence est la g�en�eration de syst�emes de grande
taille qui peuvent rapidement surpasser les capacit�es de m�emoire vive des machines. Plusieurs
solutions sont envisageables pour r�eduire la taille des syst�emes : utiliser des �el�ements quadratiques ou
d'ordre sup�erieur assurant une meilleure convergence des d�eformations complexes ; baser les �el�ements
poro�elastiques sur une formulation (u; p) (Atalla et coll. , 1996 et 1998), n�ecessitant seulement
quatre degr�es de libert�e par n�ud au lieu de six ; en�n, recourir �a des mod�eles simpli��es, d�edi�es �a des
con�gurations donn�ees (cf. chapitre 4).



Chapitre 3

Validation exp�erimentale

L'objectif de ce chapitre est de d�emontrer la capacit�e des �el�ements poro�elastiques �a mod�eliser
un mat�eriau poreux existant, pouvant être plac�e dans une con�guration telle que le mouvement du
squelette contribue r�eellement �a la r�eponse du mat�eriau.

L'analyse de la litt�erature montre que les di��erentes formulations cit�ees au chapitre 1 ont fait
l'objet d'une validation par rapport �a des structures d'extension lat�erale in�nie (�gure 3.1). Ce premier
niveau de validation reste insu�sant pour deux raisons. Sollicit�es en incidence normale, ces syst�emes
ont un comportement unidimensionnel. D'autre part, la d�etermination des param�etres m�ecaniques des
mat�eriaux est �ecart�ee : soit les param�etres sont ajust�es, soit les comparaisons sont faites par rapport
�a des r�esultats analytiques pour lesquels les param�etres sont d�etermin�es a priori.

pinc

1

1

1

1

Fig. 3.1: Structure d'extension lat�erale in�nie excit�ee par une onde plane en incidence normale.

Seuls deux validations 2-D et 3-D pr�esent�ees par Vigran et coll. (1997a-b) ont retenu notre
attention. Elle concernent respectivement l'imp�edance d'un �echantillon poreux r�esonnant en conduit
et le comportement vibratoire d'une plaque sandwich �a c�ur poreux. Le même mat�eriau a �et�e utilis�e.
Les caract�eristiques m�ecaniques du squelette, suppos�e isotrope, ont �et�e initialement ajust�ees �a partir
de la r�esonance du mat�eriau en champ libre. Ces param�etres ont ensuite �et�e utilis�es sans ajustement

39
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suppl�ementaire. La qualit�e des r�esultats ainsi obtenus montre que cette mod�elisation, et notamment
l'hypoth�ese d'isotropie, convient pour ce mat�eriau.
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�����

�����
�����
�����

����
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����
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����
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support pour l'encastrement

plaque

poreux

Fig. 3.2: Plaque sandwich encastr�ee avec c�ur poreux (Vigran et coll. , 1997b).

Les exemples de validation pr�esent�es dans ce chapitre embrassent les mêmes objectifs : ils
sollicitent un comportement vibratoire et acoustique r�eellement tridimensionnel. L'accent est mis sur la
d�etermination des param�etres, notamment les caract�eristiques m�ecaniques du squelette, qui ne seront
pas ajust�es a posteriori.

Ce chapitre s'articule en trois parties. Premi�erement, les m�ethodes exp�erimentales de caract�e-
risation des mat�eriaux sont d�ecrites. Les di��erentes sources d'incertitude, telles l'impr�ecision des
mesures, l'anisotropie et l'h�et�erog�en�eit�e, sont estim�ees ainsi que leur r�epercussion sur les r�esultats.

Puis deux cas de validation sont propos�es. Le premier concerne la mesure d'imp�edance en conduit
d'un mat�eriau poreux. Le mat�eriau est choisi de fa�con �a ce que l'onde acoustique incidente puisse
mettre le squelette en mouvement. Di��erentes conditions aux limites et tailles d'�echantillons sont
consid�er�ees. Une partie de ces r�esultats a �et�e publi�e dans les actes d'un congr�es (Dauchez et coll. ,
1998c). Le deuxi�eme concerne l'amortissement d'une plaque simplement appuy�ee par collage d'une
couche poreuse. Cette structure, d�enomm�ee \plaque-poreux", est tr�es r�epandue dans l'industrie :
automobile (capot, tablier, plafond), a�eronautique (habillage de la carlingue), gros �electrom�enager.
L'usage du mat�eriau poreux permet d'absorber une partie du son incident et d'amortir la structure.
Deux mat�eriaux, di��erenci�es par leur r�esistivit�e et leur rigidit�e seront utilis�es.

3.1 Caract�erisation des mat�eriaux poro�elastiques

Les param�etres qui d�ecrivent les mat�eriaux poreux acoustiques peuvent être divis�es en trois groupes
caract�erisant le uide saturant, le comportement m�ecanique du squelette et les couplages (�gure 3.3).

�0 : masse volumique
c0 : vitesse du son

�,Pr, 

� : porosit�e
� : r�esistivit�e
�1 : tortuosit�e

�, �0 : longueurs caract�eristiques
visqueuse et thermique

�1 : masse volumique
[Hs] : loi de comportement
�s : amortissement structural

Propri�et�es du
uide

��

Param�etres de
couplage

��

Propri�et�es m�ecaniques du
squelette

��Mod�ele de Biot g�en�eralis�e

Fig. 3.3: Description d'un mat�eriau poreux.
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3.1.1 Propri�et�es du uide

Le uide saturant est g�en�eralement bien connu, et ne fait pas l'objet d'une caract�erisation
particuli�ere. Ses propri�et�es viscothermiques sont bien sûr essentielles. Les valeurs prises par d�efaut
pour l'air sont pr�esent�ees dans le tableau 3.1.

temp�erature au repos T0=18�C
pression au repos p0=1.0132 105 Pa
masse volumique au repos �0=1.213 kg m�3

vitesse du son c0=342.2 m s�1

module d'incompressibilit�e adiabatique Ka=1.42 105 Pa
imp�edance caract�eristique Z0=415.1 Pa m�1 s
viscosit�e �=1.84 10�5kg m�1 s�1

nombre de Prandlt Pr=0.71
rapport des chaleurs sp�eci�ques =1.4

Tab. 3.1: Valeurs num�eriques des caract�eristiques de l'air prises par d�efaut.

3.1.2 Param�etres de couplage

Les cinq param�etres, n�ecessaires pour d�ecrire les couplages �elastiques, inertiels, visqueux et ther-
miques, ont �et�e pr�esent�es au chapitre 1. Les m�ethodes exp�erimentales utilis�ees pour d�eterminer ces
cinq param�etres font l'objet des th�eses de Henry (1997) pour la porosit�e, la r�esistivit�e, la tortuosit�e,
et de Melon (1996) pour la tortuosit�e et les longueurs caract�eristiques. Nous donnons les principes
exp�erimentaux avec les incertitudes de mesure. Quand c'est possible nous pr�ecisons la variation due �a
l'anisotropie et �a l'h�et�erog�en�eit�e, obtenue pour deux mousses polym�eres.

� La m�ethode de mesure de la porosit�e �, adapt�ee par Champoux et coll. (1990), repose sur la loi
de Boyle-Mariotte, pV = Cste pour une transformation isotherme. L'�echantillon est plac�e dans un
volume qui subit une d�etente isotherme (�gure 3.4) : de la variation de pression �p ainsi cr�e�ee, on
d�eduit le Volume d'air initial Vf compris dans le mat�eriau. Avec p0 la pression initiale, Vext le volume
r�esiduel inoccup�e par le mat�eriau, on a

(Vf + Vext)p0 = (Vf + Vext +�V )(p0 +�p); (3.1)

soit

Vf =
p0 +�p

�p
�V � Vext: (3.2)

Avec Vt le volume de l'�echantillon poreux, la porosit�e est donn�ee par

� =
Vf
Vt
: (3.3)

Pour les mat�eriaux acoustiques usuels, o�u la porosit�e est comprise entre 0.9 et 0.99, l'incertitude de
mesure est inf�erieure �a 1%.

� La mesure de la r�esistivit�e au passage de l'air, �, reprend le principe du diviseur de tension (Stinson,
1988). Les pressions di��erentielles �p1 et �p2 sont relev�ees aux bornes de la r�esistance �etalon R1 et
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������

������

�p

p0

Vext

�echantillon
poreux

piston

Vt = Vs + Vf

Fig. 3.4: Porosim�etre.

de la r�esistance inconnue R2 �a l'aide de deux capteurs de pression di��erentielle (�gure 3.5). Le d�ebit
d'air �etant constant, on a

�p1
R1

=
�p2
R2

; (3.4)

Pour un �echantillon de longueur l et de section S, on a

� = R2
S

l
=
R1�p2
�p1

S

l
: (3.5)

L'incertitude de mesure, fonction de la pr�ecision des capteurs et de la r�esistance �etalon, est estim�ee
�a 2% pour les mat�eriaux usuels (1000 Nm�4s < � < 1e6 Nm�4s). Cependant l'incertitude d�epend
fortement du soin apport�e au placement de l'�echantillon dans son support �a cause du risque de fuite.
Le court-circuit provoqu�e entrâ�nera une sous-estimation de la r�esistivit�e, d'autant plus grande que le
mat�eriau est plus r�esistif.
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�etalon poreux (S � l)

R1 R2

Fig. 3.5: R�esistivim�etre.

� Deux m�ethodes de mesure de la tortuosit�e �1 ont �et�e d�evelopp�ees. La premi�ere est bas�ee sur
la mesure de la r�esistance �electrique d'un �echantillon poreux satur�e d'un uide conducteur, suivant
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l'�equivalence entre le champ des vitesses microscopiques du uide et celui des courants (Brown, 1980).
Soit Re0 la r�esistance sans mat�eriau et Re celle avec mat�eriau, la tortuosit�e est donn�ee par

�1 = �
Re

Re0

; (3.6)

o�u � est la porosit�e. Avec un �echantillon de longueur l, plac�e dans le dispositif d�ecrit par la �gure 3.6
o�u Ue0 et Ue1 sont les tensions aux bornes des �electrodes, on a

Re

Re0

= 1� l1
l
+
Ue1 l0
Ue0 l

: (3.7)

Cette m�ethode, qui n�ecessite la connaissance de la porosit�e, a une incertitude de mesure de l'ordre de

�

Ue0

poreux

�electrode
de mesure

Ue1

l1

ll0

�electrolyte

Fig. 3.6: Tortuosim�etre (m�ethode �electrique).

2 %. Cependant pour les mat�eriaux �a forte r�esistivit�e, la tortuosit�e peut être surestim�ee jusqu'�a 10%,
�a cause de la di�cult�e �a saturer compl�etement le mat�eriau. A noter qu'elle ne convient pas pour les
mat�eriaux �a squelette conducteur et qu'elle peut alt�erer le mat�eriau test�e.

La deuxi�eme m�ethode est non-destructive et plus rapide : elle est bas�ee sur le retard �t(!) subi
par une impulsion ultrasonore traversant le mat�eriau (Melon et coll. , 1995). Ce retard est obtenu
en comparant le temps mis par l'impulsion pour aller d'un capteur �a l'autre sans et avec l'�echantillon
d'�epaisseur l (�gure 3.7). On en d�eduit l'indice de r�efraction n(!), rapport des c�el�erit�es dans le milieu
acoustique c0 et poreux c(!), par

n(!) =
c0
c(!)

= 1 +
c0 �t(!)

l
: (3.8)

L'usage d'une onde ultrasonore permet de travailler avec des expressions asymptotiques en fonction
de la fr�equence !. L'indice de r�efraction au carr�e s'exprime ainsi

n2(!) = �1

�
1 + �

�
1

�
+
 � 1

B�0

��
; (3.9)
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avec l'�epaisseur de peau visqueuse

� =

r
2�

�0!
: (3.10)

En tra�cant la fonction n2(�), on obtient une droite dont l'ordonn�ee �a l'origine est la tortuosit�e. Cette
m�ethode poss�ede deux limitations. Lorsque l'onde ultrasonore est trop att�enu�ee par le mat�eriau, la
mesure n'est plus possible : c'est le cas de mat�eriaux tr�es r�esistifs. Si l'hypoth�ese de grande longueur
d'onde devant la taille des pores n'est plus v�eri��ee, la m�ethode n'est plus valide : on parle alors de
ph�enom�ene de di�usion. L'incertitude de mesure d�epend fortement des caract�eristiques du mat�eriau.
En g�en�eral, on l'estime autour de 10%. Le d�eveloppement de cette m�ethode fait l'objet des travaux
de th�ese de Ayrault (1999).

2

�t(!)

�echantillon poreux

capteur

1
2

1

Fig. 3.7: Principe de la m�ethode ultrasonore pour la tortuosit�e et allure des signaux temporels
recueillis.

� La longueur caract�eristique thermique �0 caract�erise la surface de contact uide-squelette.
Cette interface peut être directement mesur�ee par une m�ethode physicochimique, d�enomm�ee B.E.T.
(Lemarinier et coll. , 1995). Elle consiste �a mesurer le nombre de mol�ecules d'un gaz recouvrant les
parois du squelette. L'incertitude de mesure est de 20%. Cette m�ethode a �et�e d�elaiss�ee au pro�t d'une
m�ethode ultrasonore consistant �a mesurer l'indice de r�efraction dans deux gaz di��erents (air, h�elium
par exemple). On peut alors tracer deux fonctions n2(�) dont la pente est reli�ee �a � et �0 par l'ex-
pression (3.9). L'incertitude de mesure se situe �egalement autour de 20%. Les limitations identiques �a
celles not�ees pour la mesure de la tortuosit�e sont observ�ees.

Pour un mat�eriau anisotrope, les quantit�es k0, �1 et � d�ependent de la direction de mesure. Le
nombre de param�etres (scalaires) requis augmente en cons�equence.
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3.1.3 Propri�et�es m�ecaniques du squelette

La d�etermination des propri�et�es m�ecaniques des mousses polym�eres est d�elicate car

{ elles ne sont g�en�eralement pas isotropes et l'on ne sait pas caract�eriser cette anisotropie a priori,

{ la pr�esence du uide peut induire une rigidit�e et un amortissement suppl�ementaires dont il faut
faire abstraction.

������������
������������
������������
������������

������������
������������
������������
������������

������������
������������
������������

������������
������������
������������

�������
�������
�������

�������
�������
�������

��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������

support fixe

support fixe

support fixe

pot vibrant

capteur
forceF (!)

plaque
mobile

vibrom�etre laser

uT (!)
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Fig. 3.8: Dispositif de mesure des param�etres m�ecaniques.

Mariez et Sahraoui (1996, 1997) ont d�evelopp�e une m�ethode bas�ee sur la compression quasis-
tatique d'un �echantillon cubique entre deux plans parall�eles (�gure 3.8). L'�echantillon n'est pas coll�e
mais l�eg�erement pr�econtraint entre deux feuilles de papier de verre et subit une d�eformation de l'ordre
de 1% a�n de rester dans la zone d'�elasticit�e lin�eaire. L'excitation quasistatique (de 0.1 Hz �a 100 Hz
typiquement) permet de s'a�ranchir de l'inertie du squelette et du couplage avec le uide (cf. annexe
A). La force appliqu�ee par le pot vibrant F (!), ainsi que les d�eplacements du squelette, longitudi-
nal uL(!) et lat�eraux uT (!), uT 0(!) (2 directions transverses) sont relev�es. On peut ainsi d�e�nir une
imp�edance m�ecanique longitudinale

K(!) =
F (!)

uL(!)
; (3.11)

et deux fonctions de transfert homog�enes �a un coe�cient de Poisson,

T (!) =
uT (!)

uL(!)
et T 0(!) =

uT 0(!)

uL(!)
: (3.12)

En positionnant l'�echantillon di��eremment selon ses trois axes, trois triplets de fonctions K(!), T (!)
et T 0(!) sont obtenus. Si les trois triplets sont identiques et que T (!) = T 0(!), quelle que soit la
direction, le mat�eriau est isotrope. Si seulement deux triplets sont identiques, le mat�eriau est isotrope
transverse : son axe de sym�etrie, not�e L, est l'un des trois axes du cube. S'ils di��erent tous, le mat�eriau
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est orthotrope ; il pourrait aussi être isotrope transverse si l'axe de sym�etrie ne cô�ncide pas avec l'un
des trois axes du cube.

Deux m�ethodes d'inversion permettent d'obtenir les valeurs des coe�cients d'�elasticit�e. La plus
simple, d�enomm�ee inversion approch�ee, suppose que les faces lat�erales de l'�echantillon restent planes
lors de la d�eformation : cette hypoth�ese est v�eri��ee seulement si le coe�cient de Poisson est nul car il
n'y a pas de glissement possible entre l'�echantillon et les deux plans. La d�eformation est donn�ee par la
�gure 3.9. L'erreur d'approximation, li�ee au coe�cient de Poisson, reste cependant toujours inf�erieure
�a 6% (cf. tableau 3.2). On peut ainsi calculer un module d'Young approch�e, pour chacune des trois
directions, avec la relation

E(!) = K(!)=l; (3.13)

o�u l est l'arête du cube.
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Fig. 3.9: D�eformation de l'�echantillon poreux en compression.

� 0.01 0.1 0.2 0.3 0.4 0.45 0.49

�E (%) 0 0.2 1 2 4 5 6

Tab. 3.2: Surestimation du module d'Young E par l'inversion approch�ee en fonction du coe�cient de
Poisson �.

La deuxi�eme m�ethode s'appuie sur un calcul par �el�ements �nis pour tenir compte de la la r�eelle
d�eformation tridimensionnelle du cube. Comme l'excitation est quasistatique, l'inversion num�erique
est faite en statique. Seules les inversions isotrope et anisotrope transverse ont �et�e implant�ees. Pour
une fr�equence de mesure donn�ee, elles permettent d'obtenir soit deux param�etres (module d'Young E
et coe�cient de Poisson �) soit cinq param�etres (EL; ET ; GLT ; �LT ; �TT ) complexes. Ce dernier type
d'anisotropie semble d'ailleurs bien correspondre �a des mat�eriaux de type �breux ou �a des mousses
polym�eres dont l'axe de sym�etrie correspondrait avec la direction de croissance de la mousse lors de
sa fabrication (Mariez et Sahraoui, 1997). Cependant la direction de l'axe de sym�etrie peut être
perturb�ee �a cause des ux gazeux orient�es vers les coins sup�erieurs du pain de mousse (cf. �gure 3.10).

L'incertitude sur les param�etres apr�es inversion est de l'ordre de 5%. Elle est sup�erieure pour le
module de cisaillementGLT car la sollicitation en compression g�en�ere peu de contrainte en cisaillement.
Cependant plus on s'�eloigne du mod�ele de sym�etrie utilis�e pour l'inversion, plus l'incertitude sera
grande. Par exemple, pour une inversion isotrope, si les trois fonctions K(!) di��erent l�eg�erement, on
obtiendra trois modules d'Young di��erents selon la fonction choisie.
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de croissance
de la mousse

direction

�echappements gazeux

Fig. 3.10: Coupe d'un pain de mousse polym�ere lors de sa fabrication.

En ce qui concerne la d�ependance fr�equentielle, les travaux exp�erimentaux de Mariez et Sahra-
houi (1997) con�rment les conclusions de Sahraoui et Mariez (1997) : les coe�cients de Poisson
sont r�eels et ind�ependants de la fr�equence, alors que les modules sont complexes et d�ependent de la
fr�equence suivant une même fonction. Une augmentation de 20 �a 30% sur les modules entre 1 Hz et 100
Hz a �et�e observ�ee pour une mousse polym�ere. Cette tendance pourrait raisonnablement être �etendue
d'une d�ecade. Actuellement, les di��erents codes de simulation utilis�es dans cette �etude n'int�egrent pas
la d�ependance fr�equentielle des modules. Les valeurs choisies sont celles obtenues pour des fr�equences
de quelques Hz, pour minimiser l'inuence des e�ets dynamiques. Une d�etermination exp�erimentale
en plus hautes fr�equences n�ecessiterait une inversion avec le mod�ele de Biot, r�ealisable avec le code
ph�enix. La mise en �uvre exp�erimentale deviendrait tr�es d�elicate �a cause de la pollution par les vi-
brations annexes du syst�eme. Une autre m�ethode pourrait s'appuyer sur la relation de d�ependance en
temp�erature et en fr�equence des propri�et�es m�ecaniques des mat�eriaux visco�elastiques (Sfaoui, 1995).
Une extrapolation aux fr�equences sup�erieures serait alors possible �a partir de mesures quasistatiques
faites �a basses temp�eratures.

3.1.4 Synth�ese sur la mesure des param�etres

Qualit�e des mesures

Les m�ethodes de mesure de la porosit�e et de la r�esistivit�e ont d�ej�a �et�e �eprouv�ees. Les mesures
ultrasonores peuvent poser quelques probl�emes pour les mat�eriaux tr�es absorbants. Cependant une
pr�ecision de l'ordre de 20% est largement su�sante �etant donn�e que ces param�etres interviennent
surtout en hautes fr�equences et ne sont pas tr�es signicatifs pour nos applications. Ainsi la mesure �a
deux gaz n'a pas �et�e faites chaque fois : le rapport �0

� a �et�e �x�e entre 2 et 3, valeurs habituellement
rencontr�ees.

La m�ethode de mesure des propri�et�es m�ecaniques est encore en cours de d�eveloppement. L'inversion
anisotrope transverse a �et�e faite pour un seul mat�eriau, en raison de la complexit�e de sa mise en �uvre.
Pour les autres mat�eriaux, la m�ethode d'inversion isotrope ou approch�ee a �et�e utilis�ee.

Anisotropie et h�et�erog�en�eit�e

L'incertitude sur la d�etermination des param�etres peut être d�egrad�ee �a cause de :

{ l'anisotropie, si les mod�eles ne l'int�egrent pas, ou si les directions ne sont pas correctement
rep�er�ees,
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{ l'h�et�erog�en�eit�e, si les mat�eriaux utilis�es dans les applications sont de grande taille.

Leur inuence a �et�e �etudi�ee pour les param�etres �, �1, � et les propri�et�es m�ecaniques du squelette
(Melon et Castagn�ede, 1995a ;Melon et coll. , 1995b ;Melon, 1996 ;Mariez et Sahraoui, 1997 ;
Melon et coll. , 1998). A�n de pouvoir comparer ces deux facteurs aux incertitudes de mesure, leur
importance est exprim�ee par un pourcentage

�a =
amax � amin

amax + amin
� 100; (3.14)

avec amax et amin les valeurs maximale et minimale parmi les di��erentes valeurs mesur�ees. �a est
ainsi homog�ene �a une incertitude relative, de telle sorte que l'on peut �ecrire

a = amoyen ��a%: (3.15)

L'incertitude globale sera la somme des trois incertitudes li�ees �a la pr�ecision de la mesure, �a l'anisotropie
et �a l'h�et�erog�en�eit�e. Les r�esultats des di��erentes contributions sont synth�etis�es dans le tableau 3.3, o�u
l'on pr�esente les maxima observ�es pour des mousses polym�eres r�eticul�ees.

On remarque que l'anisotropie est notable pour les param�etres m�ecaniques, pouvant atteindre 41%
pour les modules K et 33% pour les coe�cients T . Pour la r�esistivit�e, elle reste limit�ee �a 8% pour les
mousses enti�erement r�eticul�ees, mais peut augmenter jusqu'�a 35% pour des mousses semi-r�eticul�ees,
c'est-�a-dire comportant encore des membranes. L'h�et�erog�en�eit�e a �et�e parall�element �etudi�ee �a partir
d'�echantillons voisins, distants de 5 �a 30 cm. Elle est remarquable pour la r�esistivit�e : elle atteint 18%
avec la mousse A et une distance de 20 cm selon la direction de croissance de la mousse. Ce type
d'h�et�erog�en�eit�e est plus marqu�e pour les mousses les plus r�esistives. L'h�et�erog�en�eit�e a�ecte aussi les
param�etres m�ecaniques et notamment les modules K avec 14%. Il n'y a cependant pas de corr�elation
avec la r�esistivit�e. Rappelons que K et T sont les grandeurs mesur�ees, d�e�nies par les �equations
(3.11, 3.12) : K est homog�ene �a un module d'Young et T �a un coe�cient de Poisson. Apr�es inversion,
l'incertitude augmentera d'autant plus que l'�ecart entre le mod�ele choisi (isotrope ou axisym�etrique) et
le comportement r�eel du mat�eriau sera grand. En�n pour l'inversion isotrope transverse, �etant donn�e
que l'exp�erience ne g�en�ere que tr�es peu de contrainte en cisaillement, l'erreur sur GLT sera fortement
ampli��ee par l'inversion. La tortuosit�e et la longueur caract�eristique visqueuse restent relativement
peu sensibles �a ces deux facteurs.

L'anisotropie et l'h�et�erog�en�eit�e sont en corr�elation respectivement avec la direction et l'accroisse-
ment des ux gazeux, qui allongent les cellules lors de la fabrication (cf. �gure 3.10). En pratique,
on pourra limiter l'inuence de l'h�et�erog�en�eit�e en choisissant des �echantillons le plus proche possible
et dans un même plan normal �a la direction de croissance de la mousse. Quant �a l'anisotropie, il est
essentiel de rep�erer l'orientation des �echantillons par rapport �a cette direction.

Param�etre � � �1 � �0 �1 �s K T

Mesure 1% 2% 10% 20% 20% 1% 3% 3% 3%

Anisotropie | 8% y 5% 8% | | | 13-41% 33%

H�et�erog�en�eit�e nc 18% 1% yy 4% nc nc nc 14% 8%

Tab. 3.3: Variation des r�esultats suivant les incertitudes de mesure, l'anisotropie et l'h�et�erog�en�eit�e
(nc : non connu). y L'anisotropie de � peut s'�elever �a 35% pour des mousses semi-r�eticul�ees. yy Pour
les feutres ou laines de verre, l'h�et�erog�en�eit�e sur �1 peut s'�elever �a 7%.
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3.1.5 Propagation des incertitudes sur les simulations

Dans cette section, nous estimons l'inuence des incertitudes sur les r�esultats de simulation.
Nous e�ectuons ainsi plusieurs simulations en faisant varier chaque param�etre ind�ependemment, d'un
intervalle relatif �a son ind�etermination (cf. tableau 3.3). La con�guration choisie est une couche de
mat�eriau A (cf. tableau 3.4) d'�epaisseur l = 10 cm, accol�ee �a un fond rigide, pour laquelle on calcule
le coe�cient d'absorption. Cette con�guration est proche des cas �etudi�es dans la partie suivante et
permet d'observer l'inuence des di��erents param�etres sur la r�esonance du squelette. Par commodit�e,
on utilise le code analytique maine (Brouard, 1994).

L'incertitude consid�er�ee est la somme des trois sources d'incertitude pour chaque param�etre.
Cependant pour �0, on ajoute une incertitude due �a l'h�et�erog�en�eit�e identique �a celle de �, soit 4%.
Pour K et T , l'orientation �etant prise en compte en pratique, on ne tient pas compte de l'incertitude
due �a l'anisotropie. Les incertitudes calcul�ees sur K et T sont ensuite report�ees sur E et �. Cependant,
comme on utilise un mod�ele isotrope, l'inuence de � crô�t fortement �a mesure qu'il s'approche de
un demi. Le coe�cient de Poisson �etant de 0.45 pour la mat�eriau A dans sa direction de croissance,
on se limitera �a une incertitude de 3%, �a titre d�emonstratif de son inuence : ce r�esultat sera utilis�e
ult�erieurement pour justi�er ou non l'usage d'un mod�ele isotrope. Les r�esultats sont pr�esent�es �a la �gure
3.11, sauf ceux concernant la porosit�e, la masse volumique du squelette et le facteur d'amortissement
�a cause du faible degr�e d'incertitude sur ces param�etres (de 1% �a 3%).

Parmi les param�etres de couplage, seule la r�esistivit�e � a une r�eelle inuence : l'incertitude
initiale de 28%, se r�eduit �a 11% sur le coe�cient d'absorption, induisant une erreur absolue de
�0:05 . La longueur caract�eristique visqueuse ne peut jouer un rôle important, car la fr�equence de
transition visqueuse fTv se situe autour de 9.4 MHz (�equation (1.20)). Cette valeur �elev�ee est due
�a la forte r�esistivit�e et aux petits pores du mat�eriau A. La même remarque s'applique �a la longueur
caract�eristique thermique avec une fr�equence de transition thermique fT t de 1680 Hz (�equation (1.31)).
La faible inuence de �0 en basses fr�equences montre aussi que les e�ets thermiques sont n�egligeables,
�etant donn�e que �0 gouverne ces e�ets en basses fr�equences par le biais de l'hypoth�ese M 0 = 1 (section
1.2.1).

L'incertitude sur le module d'Young est prise �a 17%. Sa r�epercution sur la fr�equence de r�esonance
se r�eduit �a 8%. Ce r�esultat est coh�erent avec la relation donnant une valeur approch�ee de la premi�ere
r�esonance f1, en

�
4 , de notre syst�eme (Allard, 1993), �a savoir

f1 =
1

4l

s
Ks

�1
; (3.16)

avec

Ks = A+ 2N =
E(1� �)

(1 + �)(1� 2�)
: (3.17)

La multiplication du rapport E
�1

par un facteur � accrô�t la fr�equence de r�esonance d'un facteur
p
�.

L'inuence du coe�cient de Poisson augmente �a mesure que l'on s'approche de 0.5 , limite atteinte
pour un mat�eriau incompressible. Ainsi, pour un coe�cient de 0.45, l'incertitude de 3% s'ampli�e �a
11% pour la fr�equence de r�esonance. Cette ampli�cation de l'erreur diminue la pertinence des r�esultats
de simulation et remet en cause la validit�e d'un tel coe�cient pour une mousse polym�ere (cf. section
3.2.3).

En conclusion, les �ecarts entre les r�esultats exp�erimentaux et simul�es peuvent se traduire de deux
fa�cons : s'il s'agit d'un �ecart fr�equentiel, il est dû �a une mauvaise caract�erisation des propri�et�es
m�ecaniques du squelette, les conditions aux limites �etant par ailleurs bien mâ�tris�ees ; s'il s'agit d'un
�ecart purement absolu, il est dû �a l'incertitude sur la r�esistivit�e au passage de l'air.
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Fig. 3.11: Inuence de l'incertitude des param�etres sur le coe�cient d'absorption d'une couche de
mat�eriau A d'�epaisseur 10 cm.
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3.2 Mesure d'imp�edance en conduit

Un premier type de validation exp�erimentale concerne la mesure d'imp�edance en conduit d'un
�echantillon poreux. Deux dispositifs de mesure ont �et�e utilis�es. L'un disponible au laum est un tube
de petite section (diam�etre de 4.44 cm). L'autre, disponible chez P.S.A. Peugeot Citro�en, a une section
carr�ee de 10 cm d'arête. Grâce �a cette grande section, il est possible d'observer des r�esonances du
squelette pour plusieurs conditions de montage de l'�echantillon. L'usage de ces deux con�guration
permettra d'appr�ehender di��erents types de comportements.

3.2.1 M�ethodes exp�erimentales

Les deux dispositifs exp�erimentaux fonctionnent sur des principes di��erents.

M�ethode de Seybert et Ross (1977)

Cette m�ethode permet de mesurer l'imp�edance de surface sur une bande de fr�equence de fa�con
continue grâce �a une excitation par un bruit blanc. Elle semble donc bien adapt�e �a l'observation de
ph�enom�enes locaux telles des r�esonances.

x

�echantillon microphones

p1

source

p2

0 x1 x2

Fig. 3.12: Sch�ema du tube de mesure d'imp�edance.

Son principe repose sur une mesure simultan�ee de la pression en deux points le long de l'axe du
conduit par deux microphones �xes fournissant les signaux s1 et s2. A�n de s'a�ranchir des di��erences
entre les deux châ�nes d'acquisition, on utilise une fonction d'�etalonnage He entre les deux microphones.
Cette fonction est obtenue par une mesure simultan�ee de la même pression, en pla�cant les deux
microphones �a une même distance du fond du tube, grâce �a un support appropri�e.

La fonction de transfert Hp, rapport des pressions p2 et p1 au niveau des deux microphones, est
obtenue en faisant le rapport des signaux s2 et s1 sur la fonction d'�etalonnage He

Hp =
s2=s1
He

: (3.18)

La pression en tout point d'abscisse x du tube, est la somme d'une onde aller et d'une onde retour
ayant subie une r�eexion

p(x) = a(eikx +Re�ikx): (3.19)

Le coe�cient de r�eexion R �a l'extr�emit�e du tube s'�ecrit donc

R =
Hp � eik(x2�x1)

e�ik(x2�x1) �Hp
ei2kx1 ; (3.20)
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avec x1 et x2 la position des microphones et k = 2�f
c(T0)

la constante de propagation du son. Cette

derni�ere d�epend de la fr�equence f et de la vitesse du son c(T0) = 331:45(273:6+T0273:16 )
1

2 , fonction de la
temp�erature T0 en

oC .
Le coe�cient d'absorption � est donn�e par

� = 1� jRj2; (3.21)

et l'imp�edance r�eduite de la surface de l'�echantillon par

Z(0) =
1 +R

1�R
: (3.22)

La plage fr�equentielle de mesure est d�etermin�ee par le positionnement des microphones. Elle est
inf�erieure �a la fr�equence telle que la distance entre les deux microphones soit une demi-longueur d'onde,
soit k(x2�x1) = �. Dans ce cas, on a une ind�etermination du type 0

0 pour R. En pratique, cette plage
est r�eduite �a cause du bruit de fond, du bruit de quanti�cation, de l'impr�ecision de l'�etalonnage, de
l'incertitude sur la position des microphones. Leur inuence est cependant moindre pour la mesure d'un
mat�eriau absorbant : d'une part la variation des pressions dans le conduit �etant plus douce, l'erreur
d'estimation des positions des microphones a moins d'inuence, et d'autre part, la pression ne s'annule
pas aux \n�uds" de pression, d'o�u une plus grande immunit�e au bruit. Bardot (1992) montre qu'un
�ecart microphonique (x2�x1)=20 cm permet d'obtenir de bonnes estimations de l'imp�edance pour
la mesure de di��erentes mousses dans la gamme 50-500 Hz. Les calculs d'incertitude sur l'imp�edance
relatifs �a la mesure de di��erents mat�eriaux dont la mousse A (cf. tableau 3.4), montrent que l'erreur
li�ee �a l'incertitude sur la position des microphones est inf�erieure �a 5%, et celle li�ee �a l'incertitude sur
Hp est g�en�eralement inf�erieure �a 10% (Bardot, 1992). Cette derni�ere est notamment sensible aux
pollutions sonores, dont l'inuence sera r�eduite par l'obtention d'une bonne coh�erence.

Cette m�ethode est implant�ee sur le conduit �a section carr�ee disponible chez P.S.A. Peugeot Citro�en
(Bardot, 1992). Le conduit est en acier, de section carr�ee de 10 cm d'arête et d'une longueur d'environ
2 m. Il permet de mesurer des imp�edances entre 50 et 1000 Hz. Le signal d'excitation est un bruit
blanc, �ltr�e autour de sa bande utile. Les pressions sont relev�ees par des microphones B&K 1=4 de pouce.
L'acquisition du signal est faite par une carte reli�ee �a un micro-ordinateur, qui g�ere les di��erentes
�etapes.

Les microphones peuvent être positionner par pas de 5 cm le long de l'axe du conduit, grâce �a un
syst�eme de bouchons amovibles. Pour notre application, la bande fr�equentielle de mesure souhait�ee
est comprise entre 50 Hz et 600 Hz. Nous choisissons donc un �ecart microphonique (x2�x1) = 20 cm.
Le premier accident correspondant �a x2�x1

�=2 = 1 se situe alors �a 866 Hz. Le microphone 1 est plac�e le
plus pr�es possible de la surface du mat�eriau, soit x1 =5 cm.

La mesure de la position des microphones est faite acoustiquement �a partir de la mesure d'un fond
rigide, pour tenir compte de la taille de la membrane microphonique et r�eduire ainsi l'incertitude sur
les positions. Les premiers n�uds de pression relev�es �a chaque microphone se trouvent alors �a une
fr�equence fi telle que la distance du fond du tube au microphone fasse un quart de longueur d'onde.
Pour chaque microphone, on a xi =

c(T0)
4fi

. Cinq mesures e�ectu�ees entre 23 et 25 oC ont donn�e des
longueurs, multiples de 50 mm, �a 1 % pr�es.

La temp�erature du laboratoire pouvait augmenter de 2 �a 3 oC pendant la journ�ee, se situant
autour de 24 �a 26 oC en milieu de journ�ee. Pour le calcul de l'imp�edance, la temp�erature �etait mise
�a jour �a chaque variation d'un degr�e. Des essais de r�ep�etabilit�e ont montr�e qu'une erreur d'un degr�e
�etait n�egligeable. La temp�erature peut aussi inuencer la fonction d'�etalonnage. Plusieurs mesures ont
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montr�e que cette fonction �etait stable : variations inf�erieures �a 1 %. Par cons�equent, les calculs ont
�et�e faits avec la même fonction d'�etalonnage mesur�ee �a 25 oC.

M�ethode T.M.T.C.

Propos�ee par Gibiat et Lalo�e (1990) pour la mesure d'imp�edance d'entr�ee d'instruments de
musique �a vent, elle a �et�e adapt�ee parHenry (1997) pour la mesure d'imp�edance de surface. C'est aussi
une m�ethode �a deux microphones, mais l'�etalonnage se fait �a partir de la mesure de trois imp�edances
calibr�ees. Elle tire son nom de ce principe : Two Microphones Three Calibrations. L'avantage de cette
m�ethode est qu'elle ne n�ecessite pas de manipulation des microphones, ce qui lui permet d'atteindre
une grande pr�ecision.

On peut exprimer les signaux de pression s1 et s2 sous la forme d'une combinaison lin�eaire de la
pression p et de la vitesse v �a la surface du mat�eriau

s1 = a11 p+ a12 v; (3.23)

s2 = a21 p+ a22 v; (3.24)

o�u les param�etres aij sont fonction de la propagation du son d'un microphone �a la surface du mat�eriau,
et de la châ�ne de mesure. A partir du rapport s2=s1, l'imp�edance r�eduite de la surface du mat�eriau
Z d�e�nie par

Z =
1

Z0

p

v
; (3.25)

avec Z0 l'imp�edance caract�eristique de l'air, peut s'exprimer en fonction de trois inconnues b1; b2; b3

Z =
b1 s2=s1 + b2
s2=s1 � b3

; (3.26)

telles que b1 = � a12
Z0a11

, b2 =
a22

Z0a11
et b3 =

a21
a11

. Ces trois inconnues sont d�etermin�ees par la mesure des
trois imp�edances calibr�ees.

A�n de se placer dans les meilleures conditions possibles, le choix a �et�e fait de travailler uniquement
�a des fr�equences discr�etes o�u l'incertitude de mesure est syst�ematiquement la plus faible. En supposant
que l'un des microphones est accol�e �a la surface de l'�echantillon �a mesurer, ces fr�equences sont li�ees �a
l'espacement microphonique s telles que

fn = (2n+ 1)
c(T0)

4(x2�x1) ; n = 0; 1; 2; ::: : (3.27)

Cela correspond �a un �ecart microphonique multiple de �=4

x2�x1 = (2n+ 1)
�

4
; n = 0; 1; 2; ::: : (3.28)

De même, le choix des imp�edances calibr�ees est d�eterminant : Henry (1997) montre que l'usage
de cavit�es de longueur optimis�ee permet de minimiser les erreurs. Pour une longueur d'onde �
correspondant �a la premi�ere fr�equence de mesure, les longueurs optimales li sont d�e�nies par

l0 = 0; l1 =
�

8
; l2 =

3�

8
: (3.29)

En pratique, l'espacement (x2�x1) est �x�e et la temp�erature est maintenue la plus constante
possible, grâce �a une climatisation et une isolation thermique du conduit. Ceci �evite d'avoir �a refaire
chaque fois les manipulations de calibration. Dans ces conditions, la calibration est valable plusieurs
mois.
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Cette m�ethode est implant�ee sur le conduit disponible au laum. Celui-ci est en laiton, de diam�etre
44.36 mm et d'une longueur d'environ 2 m. Il est con�cu pour mesurer des imp�edances entre 50 Hz et
4000 Hz. Etant donn�e le choix de la distance intermicrophonique (x2�x1) = 1:25 m et la temp�erature
de fonctionnement stabilis�ee �a T0 = 20oC, la fr�equence la plus basse f0 vaut 68.66 Hz et les fr�equences
sup�erieures sont espac�ees de 137.32 Hz, jusque 4000 Hz. Le signal d'excitation est sinuso��dal. Les
pressions sont relev�ees par des microphones B&K 1=8 de pouce. L'acquisition du signal est faite via
un voltm�etre vectoriel reli�e �a une carte d'acquisition pilot�ee par un micro-ordinateur. L'incertitude est
estim�ee pour chaque point de mesure.

3.2.2 Conditions de montage du mat�eriau en conduit

Les conditions aux limites du mat�eriau inuence fortement son comportement. Nous avons besoin
de d�eterminer quelles conditions aux limites sont r�ealisables en pratique, a�n de pouvoir les reproduire
�a la simulation. Cette �etude est faite �a l'aide du tube �a section carr�ee qui permet plus facilement de
faire varier les conditions aux limites.

Etant donn�e qu'on s'int�eresse �a la premi�ere r�esonance du squelette, on travaille sur des �echantillons
d'�epaisseur importante, soit 100 mm, pour que le r�esonance ait lieu dans notre gamme de mesure avec
une amplitude signi�cative. La section des porte-�echantillons fait 100 mm � 100 mm et leur profondeur
100 mm. Nous disposons d'�echantillons de sections 100 mm � 100 mm, 99 mm � 99 mm et 90 mm
� 90 mm. Des conditions lat�erales d'encastrement ou proche du glissement, avec une lame d'air,
seront r�ealisables. Dans tous les cas, l'�echantillon est coll�e au fond du porte-�echantillon par un adh�esif
double-face.

Le mat�eriau utilis�e est la mousse A (cf. tableau 3.4)) dont la forte r�esistivit�e, � = 165 500 Nm�4s,
facilitera la mise en mouvement du squelette par l'onde acoustique.

Fig. 3.13: Allure de di��erents �echantillons poreux.

Pour la condition d'encastrement , plusieurs m�ethodes ont �et�e r�ealis�ees et compar�ees

{ l�eg�ere contrainte de l'�echantillon dans le support, en glissant une feuille cartonn�ee ou de papier
de verre entre l'�echantillon et les parois lat�erales. Cette m�ethode permet de glisser facilement
l'�echantillon au fond du support sans le d�eformer, tout en garantissant l'absence de lame d'air
parasite due �a une d�ecoupe impr�ecise.
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{ collage de l'�echantillon dans le support. Cette m�ethode est d�elicate car il faut pouvoir glisser
l'�echantillon au fond du support. Une colle de type n�eopr�ene habituellement utilis�ee pour le
collage des mousses, ne convient pas car elle colle d�es le premier contact. Par contre une colle
liquide, type colle �a bois, convient. Cependant, cette colle s�eche tr�es lentement dans le support
�a cause de la forte r�esistivit�e au passage de l'air du mat�eriau. De plus elle �a tendance �a être
absorb�ee sur 1 mm par le mat�eriau.

La �gure 3.14 montre le coe�cient d'absorption d'un �echantillon de mousse A , mesur�e avec
di��erentes conditions lat�erales. Dans tous les cas, on remarque un maximum d'absorption dû �a une
r�esonance du squelette. Les deux cas contraints sont �equivalents �a l'encastrement r�ealis�e par collage.
Lorsque l'�echantillon est simplement plac�e dans le support, sans contrainte, la fr�equence du maximum
est plus basse. Ceci est dû au l�eger jeu, cons�equence de l'impr�ecision de la d�ecoupe.

Il est donc n�ecessaire de contraindre l�eg�erement l'�echantillon. Cette observation rejoint les condi-
tions de mesure des propri�et�es m�ecaniques du squelette (Mariez et Sahraoui, 1997) : l'�echantillon
poreux subit une l�eg�ere pr�econtrainte correspondant �a une d�eformation de 1%.
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Fig. 3.14: Coe�cient d'absorption d'un �echantillon de mousse A, mesur�e avec di��erentes conditions
lat�erales.

La condition de glissement est di�cilement r�ealisable car elle n�ecessite une d�ecoupe parfaite
de l'�echantillon et une lubri�cation de la paroi, qui s'av�ere peu e�cace en pratique. Pour approcher
cette condition, on peut laisser une �ne lame d'air entre le poreux et la paroi : l'�echantillon pourra se
d�eformer longitudinalement sans frottement. Les di��erences avec une condition de glissement id�eale
sont la possibilit�e d'une d�eformation transversale et la modi�cation de l'imp�edance par la lame d'air.

Pour estimer l'inuence de la lame d'air, on e�ectue plusieurs mesures avec des lames d'air de
di��erentes �epaisseurs : 0.5 mm, 1.8 mm et 5mm. Les r�esultats sont pr�esent�es �a la �gure 3.15.

Pour les �epaisseurs de 0.5 mm et de 1.8 mm, on a la même allure de courbe, avec un maximum vers
300 Hz. Avec une lame d'air de 5 mm, le ph�enom�ene semble perturb�e par la trop grande proportion d'air
par rapport au poreux. D'autre part, la lame d'air semble g�en�erer un autre maximum d'absorption,
dont la fr�equence d�epend de son �epaisseur, soit 100 Hz pour 0.5 mm, 150 Hz pour 1.8 mm et 200 Hz
pour 5 mm. Ces ph�enom�enes pourront être interpr�et�es �a l'aide de simulation �a l'aide du code ph�enix.
La derni�ere courbe correspond au cas "Sans contrainte" du graphique 3.14.



56 3 Validation exp�erimentale

Fr�equence (Hz)

0.2

0.4

0.6

0.8

1

100 200 300 400 500 600 700

0.5 mm
1.8 mm
5.0 mm
0 mm

0

50

C
o
e�
ci
en
t
d
'a
b
so
rp
ti
on

Fig. 3.15: Coe�cient d'absorption d'un �echantillon de mousse A, mesur�e avec des lames d'air lat�erales
de di��erentes �epaisseurs.

En conclusion , les mesures d'�echantillons de mousse A ont permis d'observer un ph�enom�ene de
r�esonance du squelette, qui d�epend des conditions lat�erales de l'�echantillon. Deux types de conditions
lat�erales peuvent être r�ealis�ees en pratique : une condition proche de l'encastrement en contraignant
l�eg�erement l'�echantillon, et une condition en laissant une �ne lame d'air autour de l'�echantillon.
Apparemment proche de la condition de glissement, cette derni�ere condition donne des r�esultats tr�es
sensibles �a l'�epaisseur de la lame d'air. Par cons�equent on ne peut pas r�ealiser de r�eelle condition de
glissement.

D'autre part, une mesure pour laquelle le squelette est immobile n'est pas r�ealisable avec le tube
de grande section avec ce mat�eriau et cette �epaisseur. L'usage du conduit de petite section avec une
�epaisseur de mat�eriau de 4 cm et en contraignant l�eg�erement l'�echantillon permet de r�ealiser une telle
condition.

3.2.3 Validation du mod�ele num�erique

La validation est faite en deux �etapes. Premi�erement, on s'assure de la validit�e des param�etres de
couplage dans la gamme de fr�equence d'int�erêt par comparaison du mod�ele �a une mesure o�u le squelette
est immobile. Puis on le compare dans plusieurs cas o�u le squelette vibre. Ces derniers r�esultats sont
obtenus �a l'aide du conduit �a section carr�ee : mat�eriau encastr�e ou avec lames d'air lat�erales. Le fait
d'avoir plusieurs conditions aux limites permet d'estimer la robustesse de la description du mat�eriau.

Un seul mat�eriau, not�e A, a �et�e utilis�e pour toutes les exp�eriences. Il s'agit de la mousse NCF
produite par la soci�et�e Tramico. Les �echantillons d�ecoup�es par le fournisseur sont issus du même
matelas.

L'indicateur retenu pour les comparaisons est le coe�cient d'absorption. Les comparaisons sur
l'imp�edance sont pr�esent�ees en annexe B. Les incertitudes de mesures sont report�ees sur les di��erentes
�gures sous forme de barres d'erreur.
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Cas du squelette immobile

Le conduit de diam�etre 4.44 cm est utilis�e. L'�epaisseur du mat�eriau est de 4 cm. Etant l�eg�erement
surdimensionn�e (diam�etre de 4.52 cm), l'�echantillon est contraint dans son support. Vu sa faible
�epaisseur, la mesure du coe�cient d'absorption (�gure 3.16) ne laisse entrevoir aucune r�esonance
du squelette. Dans ce cas, la simulation peut être e�ectu�ee avec un mod�ele de uide �equivalent,
indi��eremment �a l'aide du code maine ou du code ph�enix qui poss�ede des �el�ements de uide �equivalent.

La comparaison est tr�es bonne avec une erreur relative inf�erieure �a 4% et absolue inf�erieure �a 0.03
entre 70 et 900 Hz. Cet �ecart reste dans l'incertitude li�ee �a la d�etermination de �.

� � �1 � �0 �1 �s
(Nm�4s) (�m) (�m) (kg m�3)

0.97 165 500 1.8 60 180 39.5 0.11

Tab. 3.4: Param�etres de la mousse polym�ere A, hors tenseur �elastique.

100 200 300 400 900800700600500
0

0.2

0.4

0.6

0.8

C
oe

ff
ic

ie
nt

 d
’a

bs
or

pt
io

n

Fréquence (Hz)

Simulation

Mesure

1

Fig. 3.16: Coe�cient d'absorption de la mousse A d'�epaisseur 4 cm.

R�esonance du mat�eriau encastr�e

Le même mat�eriau d'�epaisseur 10 cm est maintenant encastr�e dans le conduit �a section carr�ee
d'arête 10 cm. Dans ces conditions, un maximum d'absorption, dû �a une r�esonance du squelette
apparâ�t autour de 420 Hz. Par cons�equent, la d�etermination des propri�et�es m�ecaniques du squelette
est primordiale.

La mesure des couples (K, T ) selon les trois directions montre que le mat�eriau A n'est pas isotrope.
Cependant, pour chacun des trois couples obtenus, on peut proc�eder �a une inversion isotrope : cela
revient �a supposer que les trois couples (K, T ) sont tour �a tour identiques �a celui choisi pour faire
l'inversion. On obtient par cons�equent trois couples (E, �) di��erents, correspondant �a chaque direction
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(cf. tableau 3.5.a). Ces valeurs ne caract�erisent pas le tenseur �elastique du mat�eriau de fa�con g�en�erale,
mais peuvent su�re si le mat�eriau subit des contraintes unidirectionnelles.

L'observation de ces trois couples montre que la direction longitudinale, not�ee L, se d�emarque des
deux autres par un module d'Young plus grand. Bien que les valeurs des deux autres directions ne
soient pas rigoureusement �egales, on peut consid�erer que ce mat�eriau est isotrope transverse d'axe
L. Cela permet d'e�ectuer une inversion isotrope transverse fournissant une meilleure description du
mat�eriau (cf. tableau 3.5.b).

Les simulations, faites avec le code Ph�enix, permettent de comparer la validit�e de chaque type
d'inversion. On e�ectuera aussi un calcul en uide �equivalent a�n de visualiser la contribution du
mouvement du squelette sur le r�esultat.

L T T 0

E 206 136 100

� 0.45 0.31 0.26

EL ET GLT �LT �TT
200 100 80 0.5 0.15

Tab. 3.5: Param�etres �elastiques de la mousse A : d�etermination par inversion isotrope (a) et anisotrope
transverse (b). Les valeurs des modules sont donn�ees en kPa.

Le maillage est r�eduit �a un quart par raison de sym�etrie dans les directions transversales : une
condition de glissement est alors appliqu�ee le long des plans de coupe (lignes tiret-point de la �gure
3.17). Les dimensions du sous-domaine poreux sont donc de 50 mm � 50 mm � 100 mm. Il est maill�e
par 6 � 6 � 10 �el�ements h�exa�edriques. Ce maillage respecte les crit�eres �enonc�es au chapitre 2. La
convergence de la d�eformation tridimensionnelle a �et�e v�eri��ee par rapport �a un maillage ra�n�e deux
fois dans chaque direction.

Un conduit de 100 mm de longueur est maill�ee a�n d'observer l'hypoth�ese d'ondes planes au niveau
du piston. Ce dernier est mod�elis�e par une plaque rigide, excit�ee par un d�eplacement sinuso��dal impos�e.

p0

air poreux

v0

piston

T

T 0

T

L

Fig. 3.17: Maillage du conduit avec �echantillon poreux encastr�e.

L'imp�edance est calcul�ee �a partir du rapport de la pression moyenn�ee �a la surface de la plaque
p(�l) sur la vitesse de la plaque v(�l) �a l'abscisse x = �l

Z(�l) = p(�l)
v(�l) : (3.30)
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Elle peut être ensuite ramen�ee �a la surface du mat�eriau d'abscisse x = 0 (Allard, 1993)

Z(0) = Z0
Z0 � jZ(�l)cotgkl
Z(�l)� jZ0cotgkl

; (3.31)

avec Z0 l'imp�edance caract�eristique de l'air et k le nombre d'onde de l'onde acoustique se propageant
dans le conduit. Cette m�ethode a �et�e compar�ee �a la m�ethode bas�ee sur un relev�e de la pression en
deux endroits sur l'axe du conduit et donne les mêmes r�esultats.

Le coe�cient de r�eexion R est donn�e par

R =
Z(0)� 1

Z(0) + 1
; (3.32)

et le coe�cient d'absorption � par

� = 1� jRj2: (3.33)

Comparaison mesures-simulations Les r�esultats sont pr�esent�es �a la �gure 3.18.
Le premier r�esultat est obtenu avec un mod�ele de uide �equivalent. On remarque que le mod�ele de

uide �equivalent ne permet pas de simuler le pic d'absorption : cela prouve qu'il est dû �a une r�esonance
du squelette. Hors r�esonance, les di��erents r�esultats co��ncident ce qui r�ea�rme la bonne d�etermination
des param�etres de couplage.

Le mod�ele de Biot isotrope donne un r�esultat satisfaisant. Le couple (E, �) choisi est celui
correspondant �a la direction L, identique �a celle de l'axe du conduit. Cependant il est obtenu avec un
coe�cient de Poisson proche de 0.5 (mat�eriau incompressible) ce qui n'est pas r�ealiste pour une mousse
polym�ere. La cons�equence est que la moindre incertitude sur ce coe�cient entrâ�ne de fortes variations
sur la position de la r�esonance (cf. �gure 3.11). La description isotrope de ce mat�eriau s'av�ere donc
insatisfaisante.
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Fig. 3.18: Coe�cient d'absorption mesur�e et simul�e d'un �echantillon poreux de mousse A encastr�e.
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Avec la loi de comportement isotrope transverse, la description du mat�eriau est plus r�ealiste.
L'allure de la courbe se d�egrade l�eg�erement, avec notamment une fr�equence de r�esonance 20% inf�erieure
�a la valeur exp�erimentale. Quoique non n�egligeable, cette erreur reste acceptable.

R�esonance du mat�eriau avec lame d'air

Dans le cas avec lame d'air, l'inuence du coe�cient de Poisson est moins important car le mat�eriau
n'est pas contraint lat�eralement. Le param�etre d�eterminant est alors le module d'Young : on choisit
la valeur correspondant �a la direction L identique �a celle de l'axe du conduit.

Deux cas de �gure ont �et�e mod�elis�es : lame d'air de 1.8 mm et 5 mm. La con�guration de base est
celle avec une lame d'air de 5 mm, r�ealis�ee avec un �echantillon poreux de 90 mm � 90 mm de surface
incidente et toujours 100 mm d'�epaisseur. Pour obtenir une lame de 1.8 mm, on a coll�e des joues en
caoutchouc sur la paroi du porte-�echantillon, qui r�eduisent l'espace entre l'�echantillon et la paroi. Le
même �echantillon poreux sert aux deux mesures, ce qui garantit les conclusions quant �a l'inuence de
l'�epaisseur de la lame d'air.

Le maillage est toujours r�eduit �a un quart par raison de sym�etrie (�gure 3.19). Les dimensions du
sous-domaine poreux sont de 45 mm � 45 mm � 100 mm, maill�ees par 5 � 5 � 10 �el�ements. Les lames
d'air sont repr�esent�ees par un �el�ement suivant leur �epaisseur. Le conduit est maill�e sur une longueur
de 100 mm. La partie proche du mat�eriau est plus ra�n�ee a�n de bien repr�esenter les variations
importantes au voisinage du mat�eriau. L'hypoth�ese d'ondes planes est v�eri��ee au niveau du piston.

p0

air poreux

v0

piston

T

L

T

T 0

air

Fig. 3.19: Maillage du conduit avec �echantillon poreux et lame d'air lat�erale.

Comparaison mesures-simulations

Les r�esultats concernant la lame d'air de 5 mm sont pr�esent�es �a la �gure 3.20.a . Le mod�ele uide
�equivalent simule bien l'allure globale du coe�cient d'absorption. Par comparaison �a la mesure, il
met en relief une r�esonance du squelette autour de 200 Hz. On peut aussi observer que le maximum
d'absorption est estim�e l�eg�erement plus bas en fr�equence par le mod�ele uide �equivalent (400 Hz au
lieu de 430 Hz).

L'accord avec le mod�ele de Biot est tr�es bon sur tout le domaine fr�equentiel. Cependant la
fr�equence de r�esonance du squelette est sous-estim�ee de 10% (180 Hz au lieu de 200 Hz). Cet �ecart reste
acceptable. D'autre part, dans cette con�guration, l'inuence du coe�cient de Poisson est n�egligeable,
ce qui ne pose pas de probl�eme de \stabilit�e" du r�esultat. Par cons�equent et contrairement au cas
encastr�e, l'usage du mod�ele de Biot isotrope est satisfaisant. Un recalage de la fr�equence n�ecessiterait
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d'augmenter le module d'Young de 20%. Cette augmentation est coh�erente avec l'accroissement du
module d'Young en fonction de la fr�equence, qui n'est pas pris en compte ici.

Malgr�e de bons r�esultats pour les deux maxima, le mod�ele de Biot anisotrope donne des r�esultats
d�ecevants en ordonn�ee par rapport au mod�ele isotrope.
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Fig. 3.20: Coe�cient d'absorption mesur�e et simul�e d'un �echantillon poreux avec lame d'air lat�erale
d'�epaisseur 5 mm (a) et 1.8 mm (b).

Les r�esultats concernant la lame d'air de 1.8 mm sont pr�esent�es �a la �gure 3.20.b . L'allure globale
de la courbe est encore bien simul�ee par le mod�ele uide �equivalent, mais l'�ecart en fr�equence du
maximum d'absorption avec la courbe exp�erimentale est plus grand (230 Hz au lieu de 290 Hz). Dans
cette con�guration, la contribution du mouvement du squelette est plus importante.
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Le mod�ele de Biot isotrope permet de mieux approcher la courbe exp�erimentale. Les tendances
exp�erimentales li�ees �a la r�eduction de l'�epaisseur de la lame d'air sont retrouv�ees : la fr�equence du
premier accident dû �a la r�esonance du squelette (autour de 150 Hz) et celle du maximum d'absorption
(autour de 300 Hz) ont diminu�e avec l'�epaisseur de la lame d'air. La largeur du premier pic peut être
expliqu�ee par l'incertitude sur l'�epaisseur de la lame d'air qui peut varier de � 0.3 mm.

Le mod�ele de Biot anisotrope donne des r�esultats similaires avec une d�egradation en ordonn�ee
apr�es 400 Hz.

3.2.4 Discussion

Quatre con�gurations exp�erimentales, bas�ees sur la mesure d'imp�edance de surface d'�echantillons
poreux avec diverses conditions aux limites, ont �et�e pr�esent�ees.

Hors r�esonance, le mod�ele de uide �equivalent donne de tr�es bons r�esultats, ce qui prouve que la
d�etermination des param�etres de couplage est satisfaisante. Ce mod�ele ne permet pas de simuler le
mouvement du squelette, dont l'inuence est observ�ee pour les trois derniers cas. Celle-ci est surtout
remarquable pour le cas encastr�e o�u la r�esonance du squelette permet un accroissement local signi�catif
de l'absorption. Cependant �a mesure que la lame d'air s'�elargit, l'inuence du mouvement du squelette
diminue, masqu�ee par une augmentation globale de l'absorption. Le mod�ele de uide �equivalent est
alors su�sant pour la con�guration avec une lame d'air de 5mm d'�epaisseur.

Le mod�ele de Biot isotrope permet d'obtenir des r�esultats tr�es satisfaisants dans tous les cas.
Cependant les param�etres n'ont de sens que pour une d�eformation proche de celle observ�ee lors de la
manipulation de caract�erisation. C'est grosso modo le cas pour les con�gurations avec lame d'air pour
lesquelles les contraintes lat�erales sont faibles. Cependant pour la con�guration encastr�ee, l'inuence
du coe�cient de Poisson se trouve ampli��ee, �etant donn�e qu'il est proche de 0.5 . Dans ce cas pr�ecis,
la description isotrope du mat�eriau n'est donc pas satisfaisante.

L'usage d'une loi de comportement anisotrope transverse permet d'�eviter ce probl�eme. De plus, on
a r�eellement une description du comportement du mat�eriau, valable quelles que soient les contraintes
qu'il subit. Les r�esultats montrent que les variations locales li�ees aux r�esonances sont obtenues de
fa�con satisfaisante. Cependant pour les cas avec lame d'air, les r�esultats hors r�esonance sont moins
bons que dans le cas isotrope. La di��erence entre les deux lois de comportement r�eside notamment
dans la faible rigidit�e transverse du mod�ele anisotrope : ET = 1

2EL. Celle-ci r�eduit le mouvement
relatif uide-solide hors r�esonance, entrâ�nant une diminution du coe�cient d'absorption.

La description isotrope transverse semble donc mise en d�efaut. En e�et, elle ne peut garantir une
meilleure description si le mat�eriau n'est pas r�eellement axisym�etrique. Or pour le mat�eriau A, ET est
sensiblement di��erent de ET 0 (ET = 136 kPa et ET 0 = 100 kPa). D'autre part, on ne sait pas si l'axe
de sym�etrie co��ncide r�eellement avec l'un des trois axes normaux aux plans de d�ecoupe.

La question du choix d'une loi de comportement appropri�ee et la d�etermination des param�etres
n�ecessaires reste une question ouverte pour la mod�elisation des mousses polym�eres. L'usage du
mod�ele de Biot isotrope reste justi��e �a condition d'utiliser les param�etres correspondant au type
de d�eformation subie par le mat�eriau.

En�n la prise en compte de l'accroissement du module d'Young en fonction de la fr�equence
{ augmentation de l'ordre de 20% sur deux d�ecades { permettrait une meilleure localisation des
ph�enom�enes li�ees aux r�esonances.
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3.3 Amortissement d'une plaque par collage d'une couche poreuse

Le deuxi�eme cas de validation porte sur la structure \plaque-poreux" : elle est constitu�ee d'une
plaque sur laquelle est coll�ee une couche de mat�eriau poreux. Cette structure est tr�es r�epandue
dans l'industrie : automobile (tablier, plafond, capot), a�eronautique (garnissage de la carlingue),
�electrom�enag�ere. L'usage du mat�eriau poreux permet �a la fois de r�eduire les vibrations de la plaque
et d'absorber une partie du son incident. Il peut aussi jouer le rôle d'isolant thermique.

Directement en contact avec la structure vibrante, le squelette du mat�eriau poreux subit des
contraintes dont la prise en compte n�ecessite l'usage d'�el�ements poro�elastiques. L'�etude num�erique
de cette structure, pr�esent�ee au chapitre 4, montre ainsi l'importance de la dissipation structurale,
proportionnelle au module d'Young et au coe�cient d'amortissement du squelette. Pour un mat�eriau
souple et peu amorti, l'e�et de la dissipation visqueuse peut-être observ�e : son importance d�epend de
la r�esistivit�e au passage de l'air et de la vitesse relative uide-squelette. On montre cependant que
pour une mousse polym�ere, elle reste assez limit�ee.

Par cons�equent, pour l'exp�erimentation nous avons s�electionn�e deux mat�eriaux poreux, mousses
polym�eres, aux caract�eristiques sensiblement di��erentes (tableau 3.7) :

B , tr�es peu r�esistive et rigide (REC17, fabriqu�ee par Recticel),

C , plus r�esistive et plus souple (NCF, fabriqu�ee par Tramico).

Les �echantillons poreux ont les mêmes dimensions lat�erales que la plaque sur laquelle ils sont coll�es.
Les autres faces sont libres. Les �epaisseurs sont toutes de 5 cm, a�n d'obtenir un e�et signi�catif sur
la plaque, tant d'origine structurale que visqueuse. Par ces exp�erimentations, nous souhaitons :

1. valider la partie structurale de l'�el�ement poro�elastique,

2. valider la d�etermination des param�etres m�ecaniques du squelette,

3. v�eri�er la faible contribution de l'amortissement par e�et visqueux.

3.3.1 Description du montage

Le montage, illustr�e par la �gure 3.22, repose sur une plaque d'aluminium rectangulaire (22 cm �
28 cm � 1.205 mm) en appui simple. Pour r�ealiser cette condition, le pourtour de la plaque est coll�e
�a de �nes languettes, elles-mêmes encastr�ees dans un support rigide en acier. Ainsi on contraint les
d�eplacement normaux de la plaque mais les rotations restent possibles grâce �a la souplesse en exion
des languettes. A cause de l'extrême minutie requise et du temps n�ecessaire pour r�ealiser ce montage,
une seule plaque ainsi mont�ee a �et�e utilis�ee pour toutes les exp�eriences. Les di��erentes mousses sont
successivement coll�ees et d�ecoll�ees de cette plaque. Le collage est assur�e par une colle n�eopr�ene en
a�erosol (Colle 74, 3M) pr�evue pour les mousses polym�eres. Elle permet d'�etendre une �ne couche
uniforme de points de colle juxtapos�es : ainsi on limite l'apport de masse et de raideur. La qualit�e
n�eopr�ene de la colle permet un d�ecollage ais�e en utilisant de l'ac�etone et un nettoyeur appropri�e (Citrus
Base Cleaner, 3M).

L'excitation de la plaque est faite en un point excentr�e �a l'aide d'un pot vibrant, et relev�ee par
un capteur de force. La vitesse normale de la plaque est relev�ee sur un maillage de 7�7 points, avec
un vibrom�etre laser. Ce relev�e est e�ectu�e du côt�e excit�e de la plaque en raison de la pr�esence de la
mousse de l'autre côt�e. La pr�esence du pot impose de viser certains points sous un angle di��erent de
90�. L'�ecart est cependant su�samment petit pour ne pas a�ecter la pr�ecision des mesures.

Le signal d'excitation est un bruit blanc pseudo-al�eatoire g�en�er�e par un analyseur B&K 3220, qui
r�ealise la fonction de transfert entre la vitesse d'un point et la force inject�ee au point d'excitation.
L'ensemble des 25 fonctions de transfert (FRF=Fonction de R�eponse en Fr�equence) est transf�er�e �a un
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Fig. 3.21: Montage exp�erimental \Plaque-poreux".

ordinateur individuel supportant un logiciel d'analyse modale STARStruct. L'analyse modale permet
d'identi�er chaque mode et de visualiser les d�eform�ees correspondantes. On peut ainsi v�eri�er la qualit�e
des acquisitions ponctuelles par rapport �a l'ensemble de la d�eform�ee.

Dans cette �etude, on ne s'int�eresse qu'aux trois premiers modes, pour permettre une analyse
d�etaill�ee (�gure 3.23). Pour les modes sup�erieurs, la convergence de certains indicateurs ne peut plus
être assur�ee �a cause de la trop grande taille des syst�emes �a r�esoudre (cf. chapitre 2).
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Fig. 3.22: Sch�ema du montage \Plaque-poreux".

Les indicateurs utilis�es doivent permettre d'analyser l'e�et amortissant de la couche poreuse. Du
côt�e exp�erimental, on se base sur la vitesse quadratique moyenne de la plaque < v >2, d�e�nie par

< v >2=
1

S

Z
S

1

2
jvj2dS; (3.34)

avec S la surface de la plaque et v l'amplitude de la vitesse d'un point de la plaque. Elle est calcul�ee
par le logiciel STARStruct �a partir des 25 points de mesures r�eparties sur toute la plaque. Ces 25 points
sont su�sants pour analyser les 3 premiers modes. Pour la simulation, elle est approxim�ee par

< �v >2' !2

2m
f �wngT f �wng; (3.35)

avec f �wng le vecteur des m d�eplacements nodaux de la plaque.
A partir de la vitesse quadratique moyenne, le logiciel calcule les amortissements modaux �g. On

en d�eduit les coe�cients d'amortissement de la structure �g = 2�g. Pour la simulation, les coe�cients
d'amortissement �g sont calcul�es directement �a partir des puissances dissip�ees et r�eactives (d�etails au
chapitre 4). On utilise aussi l'indicateur Dcp qui exprime le pourcentage de puissance dissip�ee par
e�et visqueux relativement �a la puissance dissip�ee totale dans le mat�eriau poreux (cf. chapitre 4). Les
pertes par e�et thermique �etant faibles, cet indicateur permet de comparer l'importance relative des
dissipations d'origine visqueuse et structurale.

3.3.2 Plaque seule

Dans un premier temps, on a v�eri��e que les fr�equences des modes de la plaque concordaient avec les
valeurs th�eoriques, obtenues avec les caract�eristiques standard de l'aluminium, soit Ealu = 6.8e10 Pa,
�alu = 0.33 , et une masse volumique mesur�ee, �alu = 2770 kg m�3. Une l�eg�ere dispersion des fr�equences
inf�erieures �a 4% est observ�ee en prenant des caract�eristiques identiques pour les trois modes (tableau
3.6). Ceci montre que la condition d'appui simple est bien approxim�ee.
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Fig. 3.23: Allure des trois premiers modes de la plaque simplement appuy�ee.

Cependant pour s'assurer que nos conclusions futures ne soient pas biais�ees par cette l�eg�ere
dispersion, trois modules d'Young et coe�cients d'amortissement recal�es seront utilis�es dans les
simulations (tableau 3.6).

Mode 11 12 21

Fr�equence th�eorique (Hz) 94 201 267

Fr�equence exp�erimentale (Hz) 97 202 275

Modules d'Young ajust�es (Pa) 7.0e10 6.6e10 6.9e10

Coe�cients d'amortissement 0.007 0.016 0.004

Tab. 3.6: Comparaisons des fr�equences th�eoriques et exp�erimentales des trois premiers modes de la
plaque nue ; modules d'Young et coe�cients d'amortissement recal�es.



3.3 Amortissement d'une plaque par collage d'une couche poreuse 67

3.3.3 Plaque + couche poreuse

Avant d'e�ectuer un nouveau collage, on pouvait v�eri�er que les fr�equences naturelles de la plaque
nue �etaient inchang�ees.

Caract�eristiques des mousses

Les di��erents param�etres des mat�eriaux ont �et�e mesur�es comme d�ecrit �a la section 3.1 et sont
pr�esent�es dans le tableau 3.7. Les modules d'Young ont �et�e d�etermin�es par une inversion approch�ee ; les
mat�eriaux �etant anisotropes, on a trois modules d'Young di��erents correspondant �a chaque direction.

Mat�eriau � � �1 � �0 �1 �s � Ex Ey Ez

(Nm�4s) (�m) (�m) (kg m�3) (kPa) (kPa) (kPa)

B 0.98 3 000 1.2 220 490 30 0.12 0.3 250 180 430

C 0.97 13 000 1.5 60 180 42 0.11 0.3 105 125 135

Tab. 3.7: Caract�eristiques des mat�eriaux.

Etant donn�ee la nature des contraintes subies par la couche poreuse, il est possible de d�eterminer
un module d'Young pour chaque mode (cf. tableau 3.8). En e�et, pour le mode 12 (2 demi-longueurs
d'onde selon l'axe y et une selon l'axe x), les contraintes ont lieu principalement selon l'axe y. Ainsi
le module d'Young Ey est choisi. De même, Ex est choisi pour le mode 21 et un module entre Ex et
Ey pour le mode 11.

E (kPa) 11 12 21

B 215 180 250

C 115 125 105

Tab. 3.8: Modules d'Young des mat�eriaux B et C, choisis pour chaque mode.

Dans l'hypoth�ese des contraintes nulles selon la directions z, le module d'Young Ez n'intervient
pas. De même, le coe�cient de Poisson ne joue pas un rôle signi�catif : pour la mousse la plus rigide
(mat�eriau B), une variation du coe�cient de Poisson de 0.3 �a 0.45 entrâ�ne une augmentation des
fr�equences de r�esonance pour la structure, inf�erieure �a 1%. Il est donc pris �a 0.3 par d�efaut.

R�esultats num�eriques

Le maillage a fait l'objet d'une attention particuli�ere �etant donn�ee la convergence assez lente des
indicateurs li�es �a la dissipation (chapitre 2). Un maillage de 12 � 12 � 6 �el�ements h�exa�edriques
lin�eaires pour la couche poreuse repr�esente un bon compromis entre pr�ecision et temps de calcul pour
les trois premiers modes. L'�ecart avec un maillage de 24 � 24 � 8 �el�ements est de moins d'1 Hz pour
les fr�equences de r�esonance, de l'ordre de 5 �a 20% sur le coe�cient d'amortissement, de l'ordre de 10%
sur la puissance dissip�ee. Le temps de calcul est de 4.5 minutes par fr�equence, soit pr�es de 5 heures
pour une soixantaine de points, avec le solveur it�eratif.

La plaque, maill�ee par 12 � 12 �el�ements quadrangulaires, est excit�ee par une force ponctuelle
harmonique d'amplitude 1 N (�gure 3.24).
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Fig. 3.24: Allure du maillage de la con�guration \plaque-poreux".

Les conditions de couplage entre les deux sous-domaines sont d�ecrites �a la section 1.3.3 : elles
assurent la continuit�e des d�eplacements de la plaque et du squelette, et des d�eplacements normaux de
la plaque et du uide. La condition aux limites ext�erieures des deux sous-domaines est une condition
d'imp�edance nulle : cela revient �a n�egliger le couplage avec le uide environnant. Du point de vue
vibratoire, cette approximation est couramment rencontr�ee pour une structure immerg�ee dans un uide
l�eger. Du point de vue du poreux, cette condition di��ere beaucoup de l'imp�edance de rayonnement.
Cependant, comme elle impose moins de contrainte sur le uide pr�esent dans les pores, on peut penser
qu'il pourra circuler plus librement, ce qui doit l�eg�erement favoriser la dissipation par e�et visqueux.
Cette hypoth�ese resterait �a con�rmer par comparaison �a un calcul incluant le rayonnement du poreux,
non implant�e �a ce jour dans Ph�enix.

Comparaison mesures-simulations La �gure 3.25 pr�esente les vitesses quadratiques mesur�ees
et simul�ees, respectivement pour les mousses B et C. Les r�esultats correspondants sont pr�esent�es
�egalement dans le tableau 3.9 . En plus du calcul avec �el�ements poro�elastiques, nous pr�esentons un
calcul fait �a partir d'�el�ements monophasiques �equivalents : leurs caract�eristiques m�ecaniques Es et �s
sont celles du squelette,

Es = E; �s = �; (3.36)

et leur densit�e �s est celle du mat�eriau poreux comprenant l'air,

�s = �1 + ��0: (3.37)

En comparant les deux calculs, on peut voir directement l'inuence des couplages dans le mat�eriau
poreux sur la vitesse quadratique moyenne.

Les r�esultats sont globalement satisfaisants. On peut cependant noter que les fr�equences de
r�esonance obtenues par simulation sont inf�erieures de 4 �a 10% �a celles mesur�ees. Par ailleurs, la
di��erence entre les fr�equences obtenues avec les �el�ements de solide �equivalent et ceux de Biot est
inf�erieure �a 1 Hz : l'inuence de la phase uide est n�egligeable en terme de raideur ajout�ee. On remarque



3.3 Amortissement d'une plaque par collage d'une couche poreuse 69

Simulation : �el�ements Biot
�el�ements solides

Mesure : plaque seule
Plaque + mousse B

150

140

130

120

110

100

90
100 150 200 250 300

Fr�equence (Hz)

V
it
es
se
q
u
ad
ra
ti
q
u
e
m
oy
en
n
e
(d
B
)

Simulation : �el�ements Biot
�el�ements solides

Mesure : plaque seule
Plaque + mousse C

90

100

110

120

130

140

150

60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

V
it
es
se
q
u
ad
ra
ti
q
u
e
m
oy
en
n
e
(d
B
)

Fr�equence (Hz)

Fig. 3.25: Comparaison mesures-simulations pour la plaque amortie par la mousse B et C. Les
discontinuit�es des courbes obtenues par simulation sont dues �a l'utilisation de modules d'Young

di��erents pour chaque mode (cf. tableaux 3.6 et 3.8).

d'autre part qu'avec le mat�eriau B, l'amortissement est l�eg�erement sous-estim�e. Ces sous-estimations
en fr�equence et en amortissement peuvent s'expliquer par le fait que l'accroissement du module d'Young
en fonction de la fr�equence n'est pas pris en compte. Une augmentation du module d'Young permettrait
en e�et d'obtenir des fr�equences de r�esonance plus �elev�ees et de favoriser l'inuence de l'amortissement
structural du squelette sur la plaque.
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Ces observations sont aussi valables pour le mat�eriau C. Cependant pour les modes 12 et 21,
l'amortissement est sur�evalu�e. Ce mat�eriau �etant plus r�esistif, la dissipation visqueuse prend une part
plus importante, atteignant 26%. On peut alors supposer que cette surestimation est li�ee �a la condition
d'imp�edance nulle aux limites du poreux, laquelle a tendance �a faciliter le mouvement relatif uide-
squelette.

Mode 11 12 21

Mat�eriau B

fr Exp. (Hz) 99 195 263
fr Biot (Hz) 93 (-6%) 182 (-7%) 247 (-6%)
fr Sol. �eq. (Hz) 93 182 246

�g Exp. 0.055 0.050 0.046
�g Biot 0.037 0.038 0.040

Dcp (%) 2% 7% 10%

Mat�eriau C

fr Exp. (Hz) 85 172 228
fr Biot (Hz) 82 (-4%) 165 (-4%) 208 (-10%)
fr Sol. �eq. (Hz) 82 164 208

�g Exp. 0.031 0.037 0.042
�g Biot 0.027 0.047 0.055

Dcp (%) 11% 18% 26%

Tab. 3.9: Comparaison des r�esultats num�eriques et exp�erimentaux pour la con�guration \plaque-
poreux".

3.4 Conclusion du chapitre 3

Les di��erentes con�gurations exp�erimentales �etudi�ees ont permis de valider :

{ la d�etermination des param�etres de couplage et leur prise en compte dans le mod�ele de Biot
g�en�eralis�e,

{ l'�el�ement poro�elastique isotrope, parall�element �a la d�etermination des param�etres m�ecaniques
du squelette, suppos�e isotrope.

La description isotrope du squelette reste limit�ee car elle permet pas une description compl�ete du
tenseur �elastique, le mat�eriau n'�etant pas r�eellement isotrope. L'usage de ce mod�ele pseudo-isotrope,
en fait, n�ecessite une attention particuli�ere quant �a la nature des contraintes exerc�ees sur le mat�eriau.
La description isotrope transverse est cens�ee fournir une meilleure description. Cependant le même
probl�eme se pose si le mat�eriau n'est pas r�eellement axisym�etrique : les am�eliorations escompt�ees
n'ont pu êtree obtenues. La description isotrope transverse est donc encore trop limitative : il faudrait
proc�eder �a une inversion bas�ee sur une loi de comportement plus compl�ete, telle qu'orthotrope qui est
r�ealisable �a partir de la manipulation actuelle.

D'autre part, on observe une l�eg�ere sous-estimation des fr�equences de r�esonance dans tous les
cas, et de l'amortissement ajout�e dans la cas \plaque-poreux". La prise en compte de l'accroissement
du module d'Young en fonction de la fr�equence permettrait d'obtenir de meilleurs r�esultats. Cela
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n�ecessiterait d'�etendre les mesures des propri�et�es m�ecaniques au del�a de 100 Hz, limite actuellement
observ�ee pour rester en r�egime quasistatique.

En�n, l'hypoth�ese d'imp�edance nulle �a la p�eriph�erie du milieu poreux semble trop approximative
lorsque les e�ets visqueux ne sont plus n�egligeables. Une meilleure prise en compte du milieu
environnant est envisageable par le biais d'une imp�edance (imp�edance caract�eristique de l'air,
imp�edance de rayonnement) ou d'�el�ements de fronti�ere.





Chapitre 4

Analyse du comportement des

mat�eriaux poreux

4.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est de montrer l'int�erêt des �el�ements poro�elastiques pour l'analyse de
structures comportant des mat�eriaux poreux.

Premi�erement, nous passons en revue les structures typiquement �etudi�ees dans la litt�erature, en
soulignant le type d'information tir�ee de l'usage des �el�ements poro�elastiques. Ce pr�eambule montrera
l'absence d'outil d'analyse des sources de dissipation dans les mat�eriaux poreux.

Par la suite, nous pr�esentons l'implantation d'un tel outil, bas�e sur la r�epartition des puissances
dissip�ees et r�eactives dans les milieux visco�elastiques et poro�elastiques. Son int�erêt est d�emontr�e dans
le cadre d'une �etude de la con�guration \plaque-poreux". Ainsi, la d�etermination des ph�enom�enes
dissipatifs pr�epond�erants permettra d'�elaborer un mod�ele simpli��e de plaque �equivalente. Cette
deuxi�eme partie du chapitre est pr�esent�ee sous forme d'un article soumis �a Journal of Sound and

Vibration (Dauchez et coll. , 1999b). Certains r�esultats ont �et�e pr�ealablement publi�es dans les actes
de deux congr�es (Dauchez et coll. , 1998a-b).

4.2 Revue bibliographique

Dans un premier temps, les auteurs d�emontrent que le recours �a des �el�ements poro�elastiques est
n�ecessaire dans les applications o�u la dimension �nie joue un rôle signi�catif (�gure 4.1).
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Fig. 4.1: Couche poreuse de dimension lat�erale l.

Kang et Bolton (1995), Johansen et coll. (1995), Panneton et Atalla (1997) et Vigran
et coll. (1997a) montrent l'inuence des conditions aux limites sur la mesure de l'imp�edance d'un
�echantillon poreux en conduit, lorsque le mouvement du squelette est signi�catif. Coyette et coll.
(1995) montrent la r�eduction de la perte par transmission d'un tri-couche encastr�e �a sa fr�equence

73
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de r�esonance. Ces ph�enom�enes li�es aux dimensions lat�erales �nies des structures ne peuvent pas être
simul�es par un mod�ele d'extension lat�erale in�nie.

Dans un deuxi�eme temps, des �etudes bas�ees sur les mod�eles num�eriques voient le jour. Un premier
type d'application concerne la transmission �a travers une double paroi garnie de mat�eriau poreux
(�gure 4.2).
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Fig. 4.2: Double paroi garnie de mat�eriau poreux, coll�e ou non �a chacune des parois.

Kang et Bolton (1996) comparent les cas o�u le poreux est coll�e ou d�ecoll�e des deux parois. Dans
le cas coll�e, la transmission est plus grande hors r�esonance �a cause de la transmission directe via le
squelette du poreux. Dans tous les cas, la transmission aux r�esonances est r�eduite par la pr�esence
du poreux. Panneton et Atalla (1996a) �etudient les mêmes con�gurations pour deux types de
mat�eriaux : une mousse polym�ere au squelette rigide et amorti, une laine de verre souple et peu
amortie. Ils montrent que le cas coll�e-d�ecoll�e avec la mousse est globalement le plus performant : en
basses fr�equences, on pro�te de l'e�et de raideur ajout�ee sans pâtir de la transmission directe �a travers
le squelette en hautes fr�equences. G�oranson (1998) �etudie aussi ces di��erentes con�gurations, �a titre
d�emonstratif de la m�ethode expos�ee : aucune attention n'a �et�e port�ee au maillage de la structure.
Cependant les mêmes tendances sont observ�ees.

Une autre application concerne l'�etude de l'e�et d'un traitement poro�elastique sur une plaque
coupl�ee �a une cavit�e (�gure 4.3) (Panneton et Atalla ,1996b).
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Fig. 4.3: Plaque coupl�ee �a une cavit�e avec mat�eriau poreux (Panneton et Atalla ,1996b).

Deux types de mat�eriaux, laine de verre souple et mousse polym�ere, sont test�es. La couche poreuse
est soit coll�ee �a la plaque ou s�epar�ee par une lame d'air. L'indicateur choisi est la perte par insertion
globale sur la bande 0-500 Hz. Le cas le plus e�cace est celui obtenu avec la mousse coll�ee �a la plaque,
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grâce au fort coe�cient d'amortissement du squelette (�s=0.3). Lorsque le mat�eriau est d�ecoll�e de la
plaque, les bons r�esultats sont dus �a l'absorption acoustique favoris�ee par la pr�esence de la lame d'air.
Dans tous les cas, la premi�ere r�esonance de cavit�e s'est trouv�ee fortement att�enu�ee par la pr�esence du
poreux.

En�n une �etude de conduit rigide garni de mat�eriau poreux (�gure 4.4)) montre que l'att�enuation de
l'onde se propageant dans le conduit d�ecrô�t �a mesure que la raideur du squelette diminue (Easwaran
et coll. , 1996). Les auteurs montrent aussi qu'en basses fr�equences un mod�ele �a r�eaction localis�ee su�t.

y

x

z

x

Fig. 4.4: Conduit avec parois garnies de mat�eriau poreux (Easwaran et coll. , 1996).

Bien que les �etudes pr�esent�ees ci-dessus fournissent des informations pertinentes, elles se limitent
�a l'interpr�etation de r�esultats globaux issus de cas particuliers. Elles ne permettent pas de d�egager
des tendances g�en�erales, car l'analyse des ph�enom�enes physiques mis en jeu n'est pas syst�ematique. Il
apparâ�t donc que le d�eveloppement d'outils permettant une telle analyse est n�ecessaire.

4.3 Comportement d'une couche poreuse coll�ee �a une plaque

L'article pr�esent�e ci-apr�es comporte trois parties. Premi�erement, nous exposons le calcul des
di��erents termes de puissances dissip�ee et r�eactive au sein d'une structure couplant un milieu
�elastique et un milieu poro�elastique. Cette r�epartition permet notamment de quanti�er l'inuence des
di��erents m�ecanismes de dissipation { visqueux, thermique, visco�elastique { et d'exprimer le coe�cient
d'amortissement global de la structure.

Cette r�epartition est utilis�ee pour �etudier la con�guration \plaque-poreux", pour laquelle on
s'int�eresse �a l'amortissement des vibrations de la plaque. Deux questions sont pos�ees : quelle source
de dissipation contribue le plus �a amortir les vibrations de la plaque, et comment optimiser cet
amortissement ?

Cette analyse permet de d�egager des hypoth�eses simpli�catrices quant au comportement du poreux,
pour �elaborer un mod�ele fournissant les caract�eristiques d'une plaque �equivalente. Ce mod�ele int�egre
l'inuence de la couche poreuse sur la vibration de la plaque. Il permet de se passer des �el�ements
poro�elastiques, coûteux en temps de calcul.
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DISSIPATION MECHANISMS IN A POROUS LAYER BONDED ONTO A
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Behavior of a poroelastic material bonded onto a vibrating plate is investigated. The goal is

to understand dissipation mechanisms within the porous layer in order to optimize damping.

This analysis is based on a 3-D �nite element formulation including poroelastic elements. First,

dissipated powers related to thermal, viscous and viscoelastic dissipation are explicited. Then

a generic con�guration (simply supported aluminium plate with a bonded porous layer and

mechanical excitation) is studied. Thermal dissipation is found negligible. Viscous dissipation

can be optimized as a function of air ow resistivity. It can be the major phenomenon within

soft materials, but for most foams viscoelastic dissipation is dominant. Consequently an equiv-

alent plate model is proposed. It includes shear in the porous layer and only viscoelasticity of

the skeleton. Good agreement is found with the full numerical model.

1. INTRODUCTION

Porous materials like polymer foam and glass wool are widely used for noise control in several

engineering activities such as aeronautics and automotive industries. Their properties are twofold :

sound absorption and damping of the nearby structure. In the literature, the e�ciency of porous

material is shown in applications dealing with transmission loss of panels1;2 or noise in enclosure

coupled with elastic panels3;4. Some are based on �nite element calculations including poroelastic

elements1;3 : damping e�ect is shown for various boundary conditions and materials, but no general

tendencies is drawn about the nature of dissipation. Other reports give analytical predictions5;6 of the

importance of viscous dissipation induced by the vibration of the skeleton, but they are approximative

and limited to 1-D or 2-D applications.

The present analysis is based on a partition of dissipated and reactive powers in poroelastic media,

as similarly proposed by Rasolofosaon7. In order to treat any 3-D structure, the calculation relies on a
3-D �nite element formulation8 with poroelastic elements including the generalized Biot theory9. Well

suited for low frequency range analysis, this formulation has been validated for various applications8;10.

A comparison of the di�erent terms of dissipated power gives the relative importance of dissipation

mechanisms : viscous, thermal or viscoelastic. The analysis is performed on a structures comprising

a simply supported plate associated with a porous layer (�gure 1). The inuence of its thickness,

sti�ness and air ow resistivity is studied. Excitation is achieved by a point force on the plate. Finally

this analysis leads to the derivation of a simpli�ed model giving characteristics of an equivalent plate to

the two layers structure. This model provides an e�cient alternative to the Biot model accounting for
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mass, sti�ness and damping added on the plate. Moreover it gives a signi�cant reduction of memory
requirement and computation time.

Ponctual

force

Porous layer

Simply supported

plate

Figure 1: Simply supported plate with a bonded porous layer and mechanical excitation.

2. POWER PARTITION

The discretized motion equation of the two layer system is given by Panneton8�
[Ze] 0
0 [Zp]

��
fwg�
u
U

	
�
= fFg ; (1)

where [Ze] and [Zp] are respectively the impedance matrix related to the elastic and poroelastic media.
fFg is the vector of nodal forces , applied to the elastic and poroelastic media. fwg, f u

U
g are the

complex amplitude of the nodal displacements, respectively, of the plate, the skeleton and the air
comprised in the pores. In the case where the porous material is bonded onto the plate, there is a
continuity of the displacements at the interface

u = w; Un = un; (2)

where subscript n denotes normal displacement. These linear relations are applied by multiplication
with a contraction matrix.

Harmonic time dependence of the form ej!t is assumed so that instantaneous quantities are ex-
pressed as

a(t) = <e(a ejwt); (3)

where a is complex amplitude. Instantaneous input power P(t) of the discretized system is the product
of the instantaneous velocities by the instantaneous input forces,

P(t) =
D
h _w(t)i; h _u(t)i; h _U (t)i

E�
F(t)

	
; (4)
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where symbols h i, f g and _ denote respectively line and column vector, and time derivation. This
instantaneous power can be decomposed in two components related to power absorbed by the structure
and energy exchanged between the excitation and the structure, such as

P(t) = D
�
1 + cos2(!t+ ')

�
+R sin2(!t+ '): (5)

The mean power dissipated during one cycle D and the amplitude of the reactive power R derive from
the complex power P , given by

P =
1

2
j!
D
hw�i; hu�i; hU�i

E�
F
	

(6)

= D + jR; (7)

where � denotes a complex conjugate quantity. Using equation (1), complex power can be rewritten
of the form

P =
1

2
j!
D
hw�i; hu�i; hU�i

E� [Ze] 0
0 [Zp]

��
fwg�
u
U

	
�
; (8)

depending only on the uncoupled impedance matrix, and on the solution of the global system account-
ing for interface continuity. For the plate, impedance matrix

[Ze] = [Ke]� !2[Me]; (9)

comprises a real mass matrix [Me] and a complex sti�ness matrix [Ke] accounting for various loss
phenomena, such as structural dissipation, acoustic radiation, loss through boundary conditions.
Impedance matrix of the poroelastic media is given by Panneton8

[Zp] = [Kp] + j![Cp]� !2[Mp]: (10)

This matrix comprises a real mass matrix [Mp], a complex viscous loss matrix [Cp] and a complex
sti�ness matrix

[Kp] =

�
[Kss]

[Ksf ]

[Ksf ]
T

[Kff ]

�
; (11)

where [Kss] is the complex sti�ness matrix of the solid phase, accounting for structural dissipation.
[Ksf ] and [Kff ] are complex matrix related respectively to elastic coupling and bulk modulus of the
uid phase. They account for thermal losses from uid to skeleton.

Using equations (8-11), complex power can be split in several terms, such as

P = Dke +Dks +Dkf +Dcp

+ j(Rke +Rkp +Rme +Rmp); (12)

where Rke and Rkp are elastic reactive powers of the plate and porous media. Rme and Rmp are
inertial reactive powers of the plate and porous media. Dke, Dks, Dkf and Dcp are dissipated powers
related to initial damping of the plate, structural, thermal and viscous dissipations within the porous
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material. Their expressions are

Rke =
1

2
=m

�
j! hw�i

�
Ke

�
fwg

�
; (13)

Rkp =
1

2
=m

�
j!

D
hu�i; hU�i

E �
Kp

� n u
U

o�
; (14)

Rme =
1

2
=m

�
�j!3 hw�i

�
Me

�
fwg

�
; (15)

Rmp =
1

2
=m

�
�j!3

D
hu�i; hU�i

E �
Mp

� n u
U

o

�j!2

D
hu�i; hU�i

E �
Cp

� n u
U

o �
; (16)

Dke =
1

2
<e

�
j! hw�i

�
Ke

�
fwg

�
; (17)

Dks =
1

2
<e

�
j! hu�i

�
Kss

�
fug

�
; (18)

Dkf =
1

2
<e

�
j!

D
hu�i; hU�i

E �
0

[Ksf ]

[Ksf ]
T

[Kff ]

�n u
U

o�
; (19)

Dcp =
1

2
<e

�
�j!2

D
hu�i; hU�i

E �
Cp

� n u
U

o�
: (20)

A global loss factor �g can be calculated for the whole structure. It is expressed as the ratio of
total dissipated power over the elastic reactive power of the structure

�g =
Dke + (Dks +Dkf +Dcp)

Rke +Rkp

: (21)

When evaluated for a given mode shape, this expression is consistent with modal loss factor. Modal
loss factors are obtained when the structure is excited at eigenfrequencies.

3. DISSIPATION MECHANISMS

Among the three dissipation mechanisms occurring within the porous layer, thermal dissipation
has been found negligible for various porous materials and thicknesses. Then, only structural and
viscous dissipations are relevant. The relative importance of these two mechanisms is analyzed by
varying the related parameters.

Structural dissipation induced by the porous layer on the plate is function of the structural loss
factor �2 and the Young's modulusE2 of the skeleton. It is studied for two couples (E2; �2), correspond-
ing to a soft material (E2=60 kPa, �2=0.07) and one of the most sti� and dissipative polymer foam
(E2=400 kPa, �2=0.15). The loss factor of the plate is set to 0.01 to account for various dissipation
phenomena such as structural damping, acoustic radiation, losses through boundary.

In the low frequency range, viscous dissipation is mainly related to ow resistivity � of the material.
In order to determine its inuence, it is varied from 103 to 108 Nsm�4. Viscous characteristic length
� varies as well so that the form factor M is kept constant. The ratio between thermal and viscous
characteristic lengths is �xed to 2.5 . In such conditions, the intrinsic geometry of the skeleton is kept
realistic. The other parameters are �xed and correspond to usual foam or glass wool characteristics :
porosity �=0.98, tortuosity �1=1.3 and skeleton density �2=40 kg/m

3. The inuence of thickness h2
of the porous layer is also investigated, being set to 2 cm or 5 cm.
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Figure 2: Percentage of viscous dissipation in the porous layer (a), loss factor of the multilayer (b), as

a function of ow resistivity and thickness.

Figure 2.a presents viscous dissipation relative to total dissipation, as a function of ow resistivity,
for the two thicknesses and materials. It is given for the �rst bending mode (65 Hz < f11 < 68 Hz). of

the structure.An optimal value of ow resistivity appears for each case. Its location tends to smaller

ow resistivity as long as thickness increases. This is consistent with the calculation of Okuno6, given

for a poroelastic beam undergoing bending deformation

� '
� K0

2:5 h2
2
fi

; (22)

where K0 is the bulk modulus of the air and fi the eigenfrequency of the ith mode. However this

expression lowers the location of the maximum by a factor 2 to 8. Relative viscous damping increases

with the thickness. It reaches a maximum of 84% for the soft material, being the major dissipating

mechanism. However it is limited to 27% for the sti� material : structural damping is the major

dissipating mechanism.

Figure 2.b presents global loss factor of the multilayer. For very low air ow resistivity, this factor

depends only on the structural damping and of the thickness of the porous layer. For a thickness of
2 cm, only rigid polymer foam adds a signi�cant amount of damping. For limp material, damping

becomes signi�cant for a thicker layer and only where the viscous dissipation is important : a maximum

loss factor of 6% is then reached with 5 cm. However, according to Okuno6, the optimized value of

air ow resistivity depends on the frequency : it is not suitable for a large frequency range.

The most e�cient way to optimize damping is then to use a material with the most dissipative

and sti� skeleton. In that case, the amount of added damping is no more dependent on frequency and

air ow resistivity, because relative viscous dissipation tends to zero.

4. EQUIVALENT PLATE MODEL

For an e�cient treatment, only the skeleton behavior is relevant. The porous layer can be con-
sidered as a monophasic viscoelastic media and characteristics of an equivalent plate to the two layer
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structure can be determined. Development of such an equivalent plate is interesting for design purposes

and to reduce numerical calculation time and memory requirement.

The two layers are characterized by Young's modulus E1 and E2, Poisson's ratios �1 and �2,

densities �1 and �2 and thicknesses h1 and h2. Subscript 1 refers to the plate and 2 to the porous

layer.

For pure bending deformation of the structure, the equivalent plate parameters can be calculated

from Ross-Kerwin-Ungar (RKU) theory11 of multilayer plate. Total bending rigidity D12 is simply

the sum of bending rigidities D1 and D2 of the two layers related to the neutral �ber of the plate,

D12 = D1 +D2; (23)

where D1 and D2 are given in appendix by equations (44) and (45). The equivalent density is given

by

�12 =
�1h1 + �2h2

h1 + h2
: (24)

However RKU theory overestimates the equivalent loss factor in comparison with numerical calcula-

tion, for a relatively thick layer (�gure 4.b). This shows that porous layer, past a certain thickness,

do not exhibit a pure bending deformation.

Porous layer

 x
Plate

z

x

z2

z1

0

�z1

h2

h1

@w

@x

Figure 3: Geometry of the two layer plate with shear.

A more accurate model is achieved by taking into account shear strain in the porous layer. The

geometry of the problem is described in �gure 3. Hamilton's principle is used to get the equation of

motion of the two layer plate.

Classical thin plate theory is used for the plate. Only calculation related to the porous layer are

exposed. For the porous layer, displacement vector fugT = hu; v; wi of a particle is assumed to be

8<
:

u(x; y; z; t) = �z @w
@x

� (z � z1) x;

v(x; y; z; t) = �z @w
@y

� (z � z1) y;

w(x; y; t) = w;

(25)

where w is the deection of the plate,  x and  y deviation angles due to shear strain. The components
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of the strain tensor f�2g
T = h"x; "y; xy; xz; yzi are

8>>>>><
>>>>>:

"x = �z @
2w
@x2

� (z � z1)
@ x
@x
;

"y = �z @
2w
@y2

� (z � z1)
@ y
@y
;

xy = �2z @
2w

@x@y
� (z � z1)(

@ x
@y

+
@ y
@x

);

xz = � x;
yz = � y:

(26)

Stress-strain relations are given by

f�2g = [H2]f�2g (27)

where f�2g = h�x; �y; �xy; �xz; �yzi is the stress tensor and [H2] is the viscoelastic tensor for a bidi-
mensional isotropic material

[H2] =
E2

1� �2
2

2
66664

1 �2
�2 1

1��2
2

1��2
2

1��2
2

3
77775 : (28)

Strain energy V of the multilayer is the sum of bending strain energy of the plate, bending and shear
strain energies of the porous layer

V = Vbending1 +Vbending2 +Vshear2 (29)

where,

Vb1 =
1

2

E1

1� �2
1

Z
S

Z z1

�z1

h"x; "y; xyi

2
4 1 �1
�1 1

1��1
2

3
5
8<
:

"x
"y
xy

9=
; dxdydz; (30)

Vb2 =
1

2

E2

1� �2
2

Z
S

Z z2

z1

h"x; "y; xyi

2
4 1 �2
�2 1

1��2
2

3
5
8<
:

"x
"y
xy

9=
; dxdydz; (31)

Vs2 =
1

2

Z
S

Z z2

z1

hxz; yzi

�
�xz

�yz

�
dx dy dz: (32)

(33)

The kinetic energy of the system is given by

T =
1

2

Z
S

m12 _w2 dS; (34)

with the equivalent density

m12 = �1h1 + ((1 � �)�s + ��0)h2; (35)

where � is the porosity, �s is the density of the solid comprising the skeleton and �0 is the density of
the air.
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Applying Lagrange's equations respectively to each variable, w,  x and  y, and summing the

equations related to  x and  y gives the two equations of motion

D1��w +D2��w +D4�� +m12

@2w

@t2
= 0; (36)

D3�� +D4��w � C2� = 0; (37)

where � = @ x
@x

+
@ y
@y

and � = @2

@x2
+ @2

@y2
. For a steady state motion, w and � are assumed to be of

the form

w(x; y; t) = w0 sin(kxx) sin(kyy) sin(!t); (38)

�(x; y; t) = �0 sin(kxx) sin(kyy) sin(!t); (39)

where kx and ky are wavenumbers associated to the directions x and y. They are related to the

wavenumber k by

k2 = k2x + k2y : (40)

If the plate is simply supported and a� b sized, its modes (ra; rb) correspond to

kx = �
ra

a
and ky = �

rb

b
: (41)

The dispersion equation of the system (36 - 37) can then be written in the form

!2 = k4
D12

m12

Cs(k
2); (42)

where Cs(k
2) is the correction factor of the bending rigidity D12, accounting for shear, given by

Cs(k
2) = 1�

D2

4
k2

D12(D3k2 + C2)
: (43)

As Cs is less than 1, shear will lower the resonance frequencies of the system. Cs depends on the

wavenumber, thus on frequency. For a simply supported plate, Cs can be calculated for discrete val-

ues of frequency, corresponding to natural frequencies of the plate, given by equations (41) and (42).

However Cs can be expressed continuously as a function of frequency by solving equation (42) that is

a polynomial equation of the third degree on k2.

The developed equivalent model and the full numerical model using poroelastic elements are com-

pared in �gure 4, in the case of a 5 cm thick layer of the sti� material used before. Characteristics of

the equivalent plate are �rst calculated for the given con�guration and frequency range. Then they
are introduced as properties of a single plate. It is seen that mean quadratic velocity of the plate

and global factor loss are well estimated by the proposed equivalent model. The RKU model is found

insu�cient for the plate-foam con�guration : damping and eigenfrequencies are overestimated.
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Figure 4: Comparison of equivalent model results with full discretized structure for a 5 cm thick low

resistive (� = 5000 Nsm�4) and sti� (E2=400 kPa, �2=0.15) foam layer : (a) Mean quadratic velocity

of the plate , (b) Global loss factor of the multilayer.

CONCLUSION

Partition of dissipated and reactive powers is presented according to the 3-D formulation coupling

elastic and poroelastic elements. Application to the two layers structure comprising a plate and a
porous layer shows that viscous and viscoelastic dissipation dominate. Viscous dissipation can be

optimized by choosing a proper ow resistivity : it becomes the major dissipation mechanism within

limp materials. However for rigid polymer foams, viscoelastic dissipation in the skeleton is widely

dominating. Because viscous dissipation requires tuning of ow resistivity as a function of thickness

and frequency, optimizing damping is most e�ciently achieved by using the most viscoelastic and

sti� porous material. Determination of an optimized ow resistivity is rather connected to sound

absorption properties.

Consequently, the e�ect of the porous layer on the plate can be simply accounted by an equivalent

plate model : it includes shear in the porous layer and only viscoelasticity of the skeleton. Good

results have been obtained in comparison with the model using poroelastic elements, even for a thick

porous layer.
The analysis performed on the two layers structure demontrated the validity of the method based

on power partition. Relying on a 3-D �nite element formulation, this approach can be applied to

any structure associating acoustic, elastic and poroelastic media. With a best understanding of the

behavior of such structures, suitable simpli�ed models can be derived avoiding the use of poroelastic

elements, well-known for leading to heavy systems.
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APPENDIX

Vb1 =
D1

2

Z
S

�
@2w

@x2

�2

+

�
@2w

@y2

�2

+ 2�1
@2w

@x2
@2w

@y2
+ 2(1� �1)

�
@2w

@x@y

�2

dS;

Vb2 =
1

2

Z
S

D2

"�
@2w

@x2

�2

+

�
@2w

@y2

�2

+ 2�2
@2w

@x2
@2w

@y2
+ 2(1 � �2)

�
@2w

@x@y

�2
#

+D3

"�
@ x

@x

�
2

+

�
@ y

@y

�
2

+ 2�2
@ x

@x

@ y

@y
+
1� �2
2

�
@ x

@y
+
@ y

@x

�
2
#

+ 2D4

��
@2w

@x2
@ x

@x
+
@2w

@y2
@ y

@y

�
+ �2

�
@2w

@x2
@ y

@y
+
@2w

@y2
@ x

@x

�
+ (1� �2)

@2w

@x@y

�
@ x

@y
+
@ y

@x

��
dS;

with the bending rigidities

D1 =
E1

1� �2
1

Z d1

�d1

z2 dz =
E1h

3

1

12(1 � �2
1
)
; (44)
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1� �2
2

Z d2

d1

z2 dz =
E2

1� �2
2

z3
2
� z3

1

3
; (45)

D3 =
E2

1� �2
2

Z d2

d1

(z � z1)
2 dz; (46)

D4 =
E2

1� �2
2

Z d2

d1

z(z � z1) dz: (47)

Vs2 =
1

2
C2

Z
S

 2

x +  2

y dS; (48)

with the shear rigidity

C2 = � h2
E2

2(1 + �2)
; (49)

and �, accounting for the variation of the shear stresses and strains through the thickness, taken to 5

6
.
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4.4 Conclusion du chapitre 4

Le calcul de r�epartition des puissances dissip�ees et r�eactives au sein d'une structure couplant un
milieu �elastique et un milieu poro�elastique a permis d'analyser le comportement d'une couche poreuse
coll�ee �a une plaque en exion. On a montr�e notamment l'importance de la dissipation visco�elastique li�ee
au squelette pour l'�elaboration d'un traitement amortissant e�cace. Un mod�ele de plaque �equivalente
int�egrant uniquement ce type de dissipation et le cisaillement dans la couche poreuse a permis d'obtenir
de bon r�esultats. L'e�et du mat�eriau poreux sur la vibration de la plaque est ainsi correctement pris
en compte. Cette �etude montre de même la validit�e de la m�ethode d'analyse bas�ee sur la r�epartition
de la puissance.

Dans le cas d'une application r�eelle, la structure \plaque-poreux" est coupl�ee au milieu ext�erieur
ou �a une cavit�e. Dans ce cas, l'inuence de la couche poreuse sur le champ acoustique doit aussi
être prise en compte. Un moyen simple est de coupler la plaque �equivalente au milieu uide par
l'interm�ediaire de l'imp�edance mesur�ee ou simul�ee de la couche poreuse sur fond rigide (Bardot,
1992). Nous pr�esentons en annexe C un exemple de substitution des �el�ements poro�elastiques par une
plaque �equivalente associ�ee �a une couche de uide �equivalent.





Conclusion g�en�erale

Ce travail de th�ese a fait l'objet d'une critique des �el�ements poro�elastiques tridimensionnels, tels
qu'implant�es par Panneton et Atalla (1997). Les interrogations se formulaient ainsi : comment ces
�el�ements se comportent en terme de convergence, permettent-ils de mod�eliser des structures r�eelles,
quelles sont leurs limites ? Le travail pr�esent�e a permis de r�epondre �a ces questions en d�egageant un
cadre d'utilisation des ces �el�ements, leurs points forts et leurs points faibles.

Du point de vue de la convergence en dynamique, ces �el�ements se comportent comme des �el�ements
monophasiques classiques (solide �elastique) eu �egard aux longueurs d'onde de Biot. Cependant pour
des d�eformations complexes, telle que la exion, la convergence est plus lente qu'avec des �el�ements
monophasiques. Hormis le probl�eme de blocage qui touche les �el�ements tridimensionnels en exion, on
a observ�e que la convergence de la phase solide est ralentie par la pr�esence de la phase uide : on a un
couplage entre deux mouvements de nature et de vitesse de convergence tr�es di��erentes. Il apparâ�t
alors que l'�enonc�e d'un crit�ere de maillage universel soit une tâche di�cile. On se contentera de v�eri�er
les crit�eres relatifs aux longueurs d'onde de Biot et d'a�ner le maillage plus encore si n�ecessaire.

Cette convergence relativement lente, ajout�ee au grand nombre de degr�es de libert�e par n�ud,
a pour cons�equence la g�en�eration de syst�emes de grande taille. Les limites de la machine sont ainsi
atteintes d�es le quatri�eme mode de la structure \plaque-poreux". Plusieurs solutions sont alors envi-
sageables : utiliser des �el�ements bas�es sur la formulation (u,p) (Atalla et coll. , 1998) ne n�ecessitant
que quatre degr�es de libert�e par n�ud au lieu de six, utiliser des �el�ements quadratiques plus perfor-
mants en exion, d�evelopper des solutions alternatives moins coûteuses, tel que le mod�ele de plaque
�equivalente. En�n pour l'�etude de cas test, la taille des syst�emes peut rester viable. Des �el�ements
bidimensionnels pourraient d'ailleurs su�re dans certains cas.

Soit �a placer un mat�eriau poreux existant { non plus virtuel { dans une structure �elastique, si�ege
de vibrations de toute nature. Quel degr�e de simulation peut-on esp�erer atteindre ? Premi�erement, on
a montr�e que les m�ethodes de caract�erisation des param�etres de couplage sont su�samment pr�ecises.
Cependant, la m�ethode des �el�ements �nis �etant par nature d�edi�ee aux basses fr�equences, l'usage des
param�etres � et �0 n'est pas r�eellement justi��e. A l'oppos�e, l'introduction de la perm�eabilit�e thermique
k0 est indiqu�ee pour une meilleure prise en compte des e�ets thermiques en basses fr�equences. Le
param�etre essentiel reste cependant la r�esistivit�e au passage de l'air, dont la d�etermination sou�re
de l'h�et�erog�en�eit�e du mat�eriau. Deuxi�eme point important, l'h�et�erog�en�eit�e a�ecte aussi les propri�et�es
m�ecaniques du squelette. Ses cons�equences �etant perceptibles sur les r�esultats �naux, elle est �a contrôler
syst�ematiquement. Troisi�emement, la question de la caract�erisation des propri�et�es m�ecaniques du
squelette reste enti�ere. Les mousses polym�eres n'�etant pas isotropes et si peu isotropes transverse, on
ne peut pas caract�eriser le tenseur visco�elastique du squelette de fa�con su�samment compl�ete, pour
pouvoir simuler son comportement face �a n'importe quelle sollicitation. Actuellement, les meilleurs
r�esultats ont �et�e obtenus en utilisant une loi de comportement isotrope, caract�eris�ee suivant la

89



90 Conclusion

direction des contraintes d'une application donn�ee. Cette m�ethode, utilis�ee pour la con�guration
\plaque-poreux", a n�ecessit�e l'usage de plusieurs modules d'Young selon le mode consid�er�e : elle reste
donc d'usage tr�es limit�e. Cette description pseudo-isotrope des propri�et�es m�ecaniques du squelette a
cependant permis la validation des �el�ements poro�elastiques : les tendances obtenues sont toujours tr�es
bonnes.

En�n, deux perspectives d'am�elioration des r�esultats sont envisageables. D'une part, en prenant
en compte la d�ependance fr�equentielle des propri�et�es m�ecaniques du squelette { accroissement des
modules de l'ordre de 20% sur deux d�ecades {, on am�eliorerait la d�etermination des fr�equences de
r�esonance et de l'amortissement. D'autre part, l'hypoth�ese d'imp�edance nulle �a la p�eriph�erie du milieu
poreux ne permet pas de d�ecrire le couplage avec le milieu uide environnant lorsque les e�ets visqueux
ne sont plus n�egligeables. Une meilleure prise en compte est possible en utilisant une imp�edance plus
r�ealiste (imp�edance caract�eristique de l'air, imp�edance de rayonnement) ou un couplage avec des
�el�ements de fronti�ere. Une �etude dans ce sens reste �a faire.

Plutôt qu'�a entrer dans un calcul de structure de grande envergure, les �el�ements poro�elastiques
semblent d�edi�es �a l'analyse structures test, parties ou reets de structures r�eelles. C'est dans ce but
qu'on a d�evelopp�e des indicateurs bas�es sur une r�epartition des puissances dissip�ee et r�eactive li�ees
aux milieux visco et poro�elastiques. Ces indicateurs permettent notamment de quanti�er directement
l'inuence des di��erentes sources de dissipation, quelle que soit la con�guration �etudi�ee.

Cette m�ethode d'analyse a �et�e appliqu�ee �a l'�etude du comportement d'une couche poreuse coll�ee �a
une plaque. On a pu montrer l'importance de la dissipation provenant de la visco�elasticit�e du squelette,
pour les mousses polym�eres. La dissipation visqueuse est, pour sa part, masqu�ee �a mesure que l'on
augmente la rigidit�e et l'amortissement structural du squelette. Il est alors possible de mod�eliser l'e�et
de la couche poreuse sur la vibration de la plaque, en ne consid�erant que l'aspect visco�elastique du
squelette. Un mod�ele de plaque �equivalente int�egrant le cisaillement dans la couche poreuse et l'amor-
tissement structural du squelette a �et�e ainsi propos�e. Les bons r�esultats obtenus tendent �a monter la
validit�e des indicateurs issus de la r�epartition des puissances dissip�ee et r�eactive.

Moyennant une am�elioration de leur formulation et une meilleure caract�erisation de la loi de
comportement du squelette, les �el�ements �nis poro�elastiques constituent un compl�ement indispensable
aux outils d'analyse vibroacoustique des structures.



Annexe A

Inuence des e�ets dynamiques sur la
mesure des caract�eristiques m�ecaniques
des mousses polym�eres

A�n d'observer l'inuence des e�ets dynamiques sur la mesure des caract�eristiques m�ecaniques du
squelette, nous avons simul�e l'exp�erimentation d�ecrite au chapitre 3 (cf. �gure 3.8). Les caract�eristiques
initiales du mat�eriau sont donn�ees ci-apr�es.

� � �1 � �0 �1 E �s �
(Nm�4s) (�m) (�m) (kg m�3) (kPa)

0.98 100 000 1.3 220 490 30 100 0.1 0.3

Tab. A.1 : Caract�eristiques initiales du mat�eriau.

Les fonctionsK(!) et T (!) sont pr�esent�ees �a la �gure A.1, pour di��erentes valeurs de r�esistivit�e �aM
constant. Deux e�ets sont observables. Premi�erement, l'inertie du squelette vient modi�er fortement les
deux fonctions au-dessus de 100 Hz, ind�ependemment de la la r�esistivit�e. Deuxi�emement, le dissipation
visqueuse vient augmenter les parties r�eelles mais surtout imaginaires des deux fonctions. Cet e�et
commence �a être observable pour des r�esistivit�e de l'ordre de 100 000 Nm�4s d�es 50 Hz.
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Fig. A.1 : Simulation des fonctions de transfert K et T pour di��erentes valeurs de la r�esistivit�e au
passage de l'air.



Annexe B

Comparaison des imp�edances mesur�ees
et simul�ees d'un �echantillon poreux

Nous pr�esentons les courbes d'imp�edance d'un �echantillon poreux provenant de la simulation et
de la mesure en tube de Kundt de section carr�ee de 10 cm d'arête, pour trois conditions aux limites
di��erentes (cf. section 3.2.3).
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Fig. B.1 : Parties r�eelle et imaginaire de l'imp�edance du mat�eriau encastr�e.
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Annexe C

Substitution d'�el�ements poro�elastiques
par association de mod�eles �equivalents

Nous pr�esentons un exemple de substitution des �el�ements poro�elastiques par association des
mod�eles �equivalents de uide et de plaque. La con�guration est constitu�ee d'une plaque d'aluminium
de 28 cm � 22 cm � 1 mm, simplement appuy�ee, sur laquelle est coll�ee une couche poreuse de 2 cm
d'�epaisseur. L'ensemble est coupl�e �a une cavit�e de 68 cm de profondeur.

L'e�et de la couche poreuse sur la plaque est pris en compte par la plaque �equivalente (cf. chapitre
4). L'e�et de la couche poreuse sur le cavit�e est pris en compte par un uide �equivalent plac�e �a l'autre
extr�emit�e de la cavit�e pour �eviter le blocage de la plaque, �a cause de l'hypoth�ese de squelette immobile.

éléments poroélastiques fluide équivalent

plaque équivalente

airair

plaque

Mat�eriau � � �1 � �0 � E �s �
(Nm�4s) (�m) (�m) (kg m�3) (Pa)

Aluminium { { { { { 2778 6.9e10 0.004 0.33

Poreux 0.97 40 000 1.8 60 180 42 2.5e5 0.11 0.1

Le �gure C.1 pr�esente la pression quadratique moyenne dans la cavit�e. Les r�esultats sont tr�es
proches, y compris pour le premier mode de cavit�e qui apparâ�t �a 250 Hz.
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