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ABSTRACT

In this paper, we present the principal componeh&n economic scenario generator
(ESG), both for the theoretical design and for pcat implementation. The choice of these
components should be linked to the ultimate vocatb the economic scenario generator,
which can be either a tool for pricing financialogucts or a tool for projection and risk
management. We then develop a study on some penfmenmeasure indicators of the
ESG as an input for the decision-making processiehathe indicators of stability and bias

absence. Finally, a numerical application illussathe main ideas of the paper.
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1. Introduction

La projection sur le long terme des valeurs de hmardes actifs financiers et des
variables macro-économiques, souvent appelée «aj@ré de scénarios économiques »,
constitue une phase cruciale dans la gestion pasi$if d’'une compagnie d’assurance ou d’un
fonds de retraite. Elle est un élément centraldeluation des provisions pour les garanties
financiéres sur des contrats d’épargne dans leecdelrSolvabilité 2 (cf. Planchet [2009]).
Dans le cas particulier de I'allocation stratégigdiactifs, la détermination de I'allocation
optimale vient dans un deuxieme temps, ultérieunérada projection des scénarios, afin de
refléter I'attitude face au risque de l'investissda long terme (cf. Meucci [2005]).

Un générateur de scénarios économiques (GSE) e’augsi un outil important d’aide a
la décision dans le domaine de la gestion deseatsgun permettant d’obtenir des projections
dans le futur des valeurs des éléments présentsldarmdeux compartiments du bilan de la
société : les actifs (actions, obligations, immiebjl.) et le passif (provisions techniques,
dettes financiéeres,..). L'obtention de ces valquaisse par la projection d’autres variables
macro-économiques et financieres telles que lesdantérét, l'inflation des prix, I'inflation
des salaires et le taux de chdmage. A titre d’exenips prix futurs des obligations sont
souvent déduits a partir de la projection des tdumtérét (cf. Ahlgrim et al. [2008]), de
méme les prestations futures de la société pedtanindexées sur l'inflation des prix et/ou
l'inflation des salaires (cf. Kouwenberg [2001]).

De maniere générale, les GSE permettent de preedreompte I'horizon long
d’'investissement des sociétés d’assurance et dels fde retraite ainsi que l'influence des
évolutions futures des variables macro-économicetefinanciéres sur le choix de leurs
parametres techniques, tel que le taux de rendegasahti. Ceci est souvent motivé par la
volonté de garantir un surplus permanent (I'écattecla valeur des actifs financiers a une
date donnée et la valeur des engagements actualisetaux d’intérét de référence).

Du point de vue opérationnel, la mise en ceuvre e mrojections s’est basée
initialement sur des méthodes déterministes, dasslabiques de scénarios, pour tester le
comportement des objectifs techniques dans diffésersituations considérées comme
caractéristiques. Grace au deéveloppement concamidan I'outil informatique et des
techniques de simulation, il est devenu possiblgé&ierer a moindre colt de trés nombreux
scénarios en tenant compte des interactions eggrenultiples sources de risque et de leurs
distributions, dans une perspective probabiliste.

La construction et la mise en ceuvre d'un GSE pagsmnles quatre étapes suivantes
(voir par exemple Hibbert et al. [2001] ou Ahlgrahal. [2005]) : la premiére étape consiste
en lidentification des sources de risque prisescempte et des variables financieres a
modéliser (taux d'intérét, inflation, rendement desions, etc.) qu’'on appellera dans la suite
les variables du GSE. Ensuite est effectué le cioimnodele pour la dynamique de chacune
de ces variables. La troisieme étape consisteeate@iner une structure de dépendance entre
les sources de risque de facon a obtenir des pimeccohérentes. Enfin I'estimation et le
calibrage des parameétres des modeles retenus tdpiefectuée. L'analyse des résultats
obtenus de chaque GSE se fait ensuite en terméslplistes en analysant la distribution
d’indicateurs clé tels que le surplus, ou la valeette de I'actif.

" La caractérisation de « stratégique » vient siamdlinent de I'horizon temporel de long terme auquel
s'appliquent cette allocation et du nombre limigalasses d’actifs considérées, généralement ling§ou au
maximum a une dizaine).
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Construire un GSE pertinent pour I'ensemble de®lproatiques techniques n’est pas
chose facile, et en pratique les objectifs dessilmnaires en termes de choix de gestion ont
une incidence sur la maniere de structurer le géeér (cf. Ahlgrim et al. [2008]). On peut
distinguer deux niveaux de difficultés : celui téla la conception théorique d'un GSE et
celui relatif a sa mise en ceuvre pratique. Il esicoparticulierement important de définir avec
précision les principaux éléments qui caractérisenESE ainsi que les indicateurs de mesure
de sa qualité et de sa performance. C’est I'olgatatte synthese.

Apres avoir recenseé les principales structuresritpdes des GSE proposés dans la
littérature ainsi que les problématiques de congeptorrespondantes, on s’intéresse aux
aspects relatifs a leur mise en ceuvre. On présense les caractéristiques des différentes
structures schématiques de projection de scénatilisées en pratique. Toujours dans le
cadre de la mise en ceuvre, on s’inspire des trasauMitra [2006] et de Zenios [2005] pour
exposer les différentes méthodologies de généradisrnscénarios, en particulier les modéles
ayant trait a la dynamique des variables du GSEuifa on présente une série d’indicateurs,
gualitatifs et quantitatifs, pour la mesure deudaldé d'un GSE tout en étudiant leurs limites.
Enfin, les principaux éléments exposeés tout au ldadarticle seront illustrés a travers une
application numérique.

2. Présentation théorique des GSE

Dans ce qui suit, une premiere partie est consaatée problématiques souvent
rencontrées en matiere de conception théorique diadele de GSE. La deuxieme partie
s'intéresse, quant a elle, a la revue des pringigeavaux menés dans la littérature sur les
GSE en les classifiant en fonction des choix efféstau niveau de la structure de dépendance
entre les variables.

2.1. Introduction

Dans cette section, les problématiques théorigaes & la construction du modéle sont
exposées. Ces derniéres traitent de questionseguigttent 'amélioration de la qualité des
résultats et le développement du modéle pour l'&dagu contexte d’étude. Les problémes de
modélisation sont en premier lieu liés au choiXaleeprésentation de la structure par terme
des taux d'intérét (STTI). La modélisation de laayique des rendements des actions ainsi
gue les autres variables suscite également detiapsedélicates.

En se basant sur les travaux de Roncalli [1998Pé&tamps [1993], deux grandes
classes de modeles de taux pour I'évaluation d&fitianciers peuvent étre présentées : les
modeles d’absence d’opportunité d’arbitrage (AGg)es modéles d’équilibre général.

L’évaluation dans le cadre des modeles d’AOA eshatere purement financiere. Elle
repose entierement sur I’hypothese d’absence ditypité d’arbitrage. L'utilisation de cette
hypothése fondamentale a permis de mettre en é@addaux approches d’évaluation par
arbitrage :

- La premiére approche considere le prix des instnisnfnanciers comme fonction
de variables d’état. Ces variables d’état —générae le taux court pour les
modeles univariés (cf. Vasicek [1997]), ou le ceufihux court, taux long) pour
les modeles bivariés (cf. Brennan et Schwartz [)9&bnt supposees de
dynamique exogene. Dans de tels modéles, I'hypetdé&bsence d’opportunité
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d’arbitrage exprime que la prime de risque du métreist indépendante de la
maturité du titre considéré. Le prix d’'un produltligataire est ensuite obtenu
comme solution d’'une équation aux dérivées paesellLa résolution probabiliste
de ces équations permet une meilleure interprétdiimanciere des formules
d’évaluation.

- La deuxieme approche d’évaluation par arbitragee#t proposée par Ho et Lee
[1986] et Heath, Jarrow et Merton [1992]. Le paitdf de cette approche est la
prise en compte de toute l'information contenuesdanstructure de taux initiale
en considérant comme donnée exogéne la dynamiqudtanée de taux ayant
différentes maturités appelée aussi dynamique alesterme contre terme. Cette
dynamique est choisie de facon a ce que I'hypotliabsence d’opportunité
d’arbitrage soit respectée. Contrairement a l'aalge traditionnel la prime de
risque du marché n'est pas spécifiée de facon @eogeais elle est définie
implicitement par la dynamique des taux terme eotdrme. Par ailleurs, aucune
hypothése sur la forme spécifique des prix des yit®dobligataires comme
fonction d’'une variable d’état n’'est faite. Enfila, dynamique de prix des zéro-
coupons caractérise entierement le modéle de calarbeux.

L’évaluation dans le cadre d'un modele déquilibggnéral ne nécessite pas
d’hypothese sur les dynamiques de prix ou de t@es.dynamiques sont obtenues de maniéere
endogene. Cette approche est celle de Cox, IngetdRbss [1985] et de Campbel [1986]. En
effet, les modéles d’équilibre typiques se basanties anticipations des mouvements futurs
des taux d’intérét de court terme et non pasa&wolrbe de taux observé a la date initiale.
Ces mouvements peuvent étre donc dérivés a pdnypathéses plus générales sur des
variables d’état qui décrivent I'ensemble de I'émae. En utilisant un processus des taux
courts, on peut déduire le rendement d’'une obbgatie long terme en déterminant la
trajectoire espérée des taux courts jusqu’a lamb@ite cette obligation. L'intérét d’'une telle
approche est triple :

- s‘assurer que les processus étudiés sont coberest un équilibre général,

- analyser la déformation de la courbe des tauforation des chocs sur les variables
economiques sous jacentes,

- fournir une spécification fondée pour I'expressites prix ou des risques de marchés
utilisés dans la valorisation par arbitrage.

Mais, les modéles d’équilibre de structure par s&egénérent des prix de produits de
taux qui sont potentiellement incohérents avec adservés sur le marché a la date initiale.
Méme si les parameétres de ces modeles peuvertaditteés avec une précision significative,
la structure par terme résultante peut générerpdeséloignés de ceux observés sur le
marché.

8 Supplément de rendement exigé par les investisgewr avoir assumer le risque de détenir dessaifués
plutdt que des actifs sans risque.
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Le tableau suivant illustre les points clefs deroesléles:

Modéles d’Absence d’Opportunité Modéles d’Equilibre
d’Arbitrage (AOA) Général
Approches a prime de Approches a primeg Approches entierement
risque exogene | de risque endogenge endogenes
Courbe des taux| - Utilisée. - Utilisée. - Non utilisée.

initiale

Dynamique des| Exogene pour des | Exogéne dans le cagndogene : Anticipation

taux taux de maturité des taux terme des taux court terme futurs
spécifié (court, contre terme. a partir d’hypotheses
long,..). générales sur les variables

qui décrivent 'ensemble
de I'économie.

Prime de risque | Exogene et Endogene : déduite Endogéne.
indépendante de la | a partir de la
maturité. dynamique des taux

terme contre terme

Prix des - Prix fonction de - Aucune hypothese - Prix déterminés a partir
produits de taux | variables d’état (taux| sur la forme des projections de taux
(obligations, courts, taux longs, | spécifique des prix | courts.

etc.) etc.). comme fonction de

variables d’état.
- Prix solution

d’équations aux
dérivés partielles.

Une autre problématique théorique relative auxédifites variables modélisées, en
particulier les taux d’intérét, concerne le choixrcbmbre et de la nature des facteurs a utiliser
pour la modélisation. Dans le cas particulier @es d’'intérét, le choix définitif de ces deux
eléments dépend du contexte d'application du GSijdgtion de grandeurs reelles,
évaluation de produits dérivés,...). La nature desefas peut étre de sources différentes :
elle peut étre par exemple liée a I'horizon du téaxix court, taux long) ou a la structure de
la courbe des taux (facteur de courbure, de traos|a.). A ce titre, Date et al. [2007]
montre la significativité statistique du choix deud facteurs (taux court, taux long) pour
expliquer I'évolution de la courbe de taux.

Concernant les actions, différentes problématiqliéss a I'appréhension de la
dynamique de leurs rendements montrent l'insuffisatte certains modéles adoptés, jusqu’a
une période récente, par les sociétés d’'assurhimeamen des données historiques relatives
aux rendements des actions permet de constaterexymmple, que I'hypothése d'une
distribution normale ne permet pas de prévoir dasws extrémes de rendement tel que
réalisé dans le passé (cf. Ahlgrim et al. [2005Meindelbrot [2005]). A ce niveau, certains
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chercheurs proposent I'adaptation d’'un modéle dangément de régime dans lequel les
rendements des actions peuvent étre simulés sousd’s deux régimes suivants : un premier
régime avec une hypothese de volatilité relativaniaibble et une moyenne relativement
élevée des rendements des actions et un deuxiggmeer@vec une hypothese de volatilité
relativement élevée et une moyenne relativemeblefaie ces rendements. Une probabilité de
transition entre ces deux régimes peut étre détemwai priori (cf. Hardy [2001]). D’autres
alternatives sont proposées notamment dans le cidranodéles discontinus (cf. Merton
[1976]).

Concernant les autres classes d’actifs, tels tupenbbilier et les produits dérivés,
malgré les différents cadres d’hypotheses proppsés leur projection, elles se heurtent
souvent aux problémes d’un historique peu profaihe liquidité insuffisante et de données
confidentielles (cas des fonds de couverture). Btiére de projection de grandeurs réelles
sur le long terme, ces actifs sont souvent traités prudence et ne suscitent pas la grande
part de l'intérét des décideurs, en particuliersdBncas de l'allocation stratégique d’actifs
d’'un fonds de retraite ou la priorité est souveonrtée aux actions, aux obligations et au
monétaire (cf. Campbell et al. [2001]). Ceci ne eéjpas en cause le potentiel que présentent
ces actifs en tant que source de performance eououverture supplémentaire pour le
portefeuille financier de la société (cf. Ahlgrimag. [2005]).

2.2. Littérature sur les GSE

La littérature sur les GSE est abondante. On pmposde classer les différents
modéles en fonction de la structure de dépendanite ks variables, en distinguant deux
catégories : structure par cascade et structuréebasr les corrélations. De méme, pour
chacun des modéles cités, on précisera I'objeatifug était associé lors de sa conception. A
ce titre, on note que l'utilisation d’un GSE a sentwpour finalité soit la projection sur le long
terme et la prise de décision dans le cadre dedtoym des risques (dans ce cas, l'intérét porte
sur des grandeurs et des valeurs réelles) soilliation des prix d’équilibre des produits
financiers sur le court terme, diticing, afin de déterminer la stratégie de marché corblena
(achat, vente, etc.).

2.1.1. Modéles a structure par cascade

Une structure par cascade est définie comme unetwte dans laquelle on en part de la
détermination de la valeur d’une variable (par eplentinflation) pour ensuite déduire les
valeurs des autres variables (taux réels, rendenugd actions, etc.). Jusqu’'au début des
années 1980, les travaux académiques traitent sbuwe partie seulement du probleme
rencontré par les actuaires : les travaux sonteunés sur chacune des classes d'actifs
financiers (les actions, les taux d'intérét, I'mtfbn,..) indépendamment des éventuelles
interactions entre elles. L'intégration de ces ratéons et I'étude du choix du modeéle de
dynamique des actifs financiers devient nécesgaite garantir la cohérence des projections
par rapport a un contexte donne.

Le travail de Wilkie [1986] marque de ce point dgevun changement majeur. Il
présente pour la premiere fois un modele généralirguut toutes les variables macro
économiques et financieres. Ce modéle a I'avand&gee simple a implémenter, raison pour
laquelle il est rapidement devenu populaire et iciemé comme la référence de tous les
modeles proposés durant les deux décennies pastsjenalgré ses nombreuses limites.
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La premiéere version du modéle de Wilkie a été gigle dans le cadre de la mesure de
la solvabilité d’'une société d'assurance pardaulty of Actuarieg1986). De méme, un des
premiers domaines d'application du modele de Wilkie actuariat était I'évaluation des
engagements indexés sur les actions : dans cencasppose que les prestations dépendent
des prix futurs des actions et que la réserve @stipalement investie en obligations. De
facon générale, ce modele est plutdt cohérent desdogiques de besoin de capital et de
projection de valeur (cas de la gestion actif-gagar exemple) qu’avec des logiques de
pricing.

Wilkie se base sur une structure par cascade,gaetedécrite ci-dessus : il postule que
l'inflation est la variable indépendante — «la crmotrice » — du modéle dont la
détermination se fait en premier lieu pour enseitedériver les valeurs des autres variables,
principalement les dividendes, les revenus de divi@, les taux d’intérét et la croissance des
salaires. Le graphique 1 illustre ce principe d’stracture par cascade. Dans ce cadre, Wilkie
utilise un modele autorégressif de premier ordrer ganflation. En 1995, il met a jour ce
premier modele en gardant les principes de satgteupar cascade mais en optant cette fois-
ci pour une modélisation de linflation par un peesus ARCHAutoregressive Conditional
Heteroscedasticily Ceci a été justifié, selon Wilkie, par la cap@ae ce type de processus a
tenir compte des caractéristiques des distributtosriques des données observées sur le
marché de la Royaume-Uni depuis 1919.

Inflation

> Salaires

Taux des
dividendes

Dividendes
(actions) Taux d’intérét
longs

Taux d'intérét
courts (écarts)

Graph. Structure par cascade dans le modeéle de Wik [1986]

Toutefois, I'approche de Wilkie a depuis été ren@secause, notamment du fait de sa
faible capacité prédictive : il s’agit d’'un modeiglisant un grand nombre de parametres, dont
I'estimation est délicate et qui empéche de foudels projections pertinentes. Au surplus, le
modele de Wilkie se préte mal a I'évaluation das ges actifs dérivés, ce qui constitue un
handicap important. On pourra se référer sur cegspa Rambaruth [2003].
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Les problemes liés au modéle de Wilkie ont égalengeé@ discuté par Daykin et
Hey [1990] et Huber [1995] : certains des paranseent instables dans le temps et on
constate une corrélation croisée significative eenéis résidus des variables projetées. Le
modele des indices de prix pour l'inflation n'a pes résidus normaux et ne permet pas la
projection de périodes a chocs irréguliers aveovdtsurs élevées de l'inflation. De méme, la
probabilité d’avoir des valeurs négatives de latithn avec ce modéle est élevée.

Par ailleurs, Ziemba et Mulvey [1998] décriventmandéle de génération de scénarios
economiques appelé CAP:Link (développé commerciahtmar la société Towers Perrin).
Ce modele est basé sur une structure par cascadesderiables dont la force motrice est
supposee étre le taux d’intérét nominal. Il estligpnp principalement dans la gestion actif-
passif de long terme. Parmi les variables clés s, on trouve l'inflation des prix et des
salaires, les taux d’intéréts de difféerentes madsr{réels et nominaux), le taux de rendement
et les taux de dividendes des actions et les tawhdnge.

Les variables financiéres sont déterminées simémtemt pour différentes économies
dans un cadre d’hypothéses générales. Ce modgbpligiae ainsi aux portefeuilles de
pension et d’assurance. Les dynamiques des vasiadaat identiques pour tous les pays alors
gue les parameétres sont adaptés aux spécificitésatrin d’entre eux. Les auteurs soulignent
gue, de facon générale, les GSE remplissent ausntiaime de ces trois fonctions suivantes :
la prévision, I'évaluationpficing) et I'analyse du risque. lls considérent que ti&ét clé
d’'un GSE est le modele de taux d’intérét et suppiodenc que les taux longs et les taux
courts sont corrélés a travers leurs termes de¢ blanc et que I'écart entre eux est contrblé
par un terme de stabilisation.

D’autres modeéles de structure par cascade ont étélappés pour I'Australie (cf.
Carter [1991]), I'Afrique du Sud (cf. Thomson [19R4e Japon (cf. Tanaka et al. [1995]) et
la Finlande (cf. Ranne [1998]). L’élément communc#s modeles réside donc dans le fait
gue le concepteur part de la spécification d’'unactire en cascade du modele a travers les
hypothéses sur les liens de causalité entre leables. En effet, cette structure en cascade
permet un seul sens de causalité et exige du nsatilir le choix des liens les plus pertinents
de point de vue économique. Par exemple, dans telmae Wilkie, la valeur de I'indice des
prix permet de déduire la valeur de I'indice ddsaisas et non l'inverse. Le deuxieme sens de
causalité est supposé étre faible (ou secondaird® $ong terme.

2.1.2. Modéles basés sur les corrélations

La structure basée sur les corrélations reposetgualie sur I'idée de permettre aux
données disponibles (historiques) de déterminerstnueture de corrélation simultanée entre
les variables pour ensuite les modéliser et lesbreal en fonction de cette structure.
Autrement dit, cette derniere est déterminée esdiembtent a travers |'estimation des
relations de dépendance observées simultanémenialpassé entre les variables modélisées
(par exemple la corrélation linéaire observée dammssé entre les rendements des actions et
l'inflation est a retenir et a respecter lors detajection dans le futur de ces variables). Ainsi,
dans ce type de modele, les données historiqupsrdides sur les variables permettent de
déduire la structure de dépendance entre ellespiiesipaux modéles de GSE en littérature
se sont basés sur cette structure.

En adoptant cette structure par corrélation, Cathpiteal. [2001] présente une
approche dont l'application a été effectuée dansatire de la détermination de l'allocation
stratégique d’actifs pour un investisseur de l@rge et en particulier les fonds de pension.
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De son c6té, Kouwenberg [2001] se base sur cetietgte pour développer un modeéle de
génération de scénarios qui s’appuie sur un scharhorescence pour la projection des
scénarios. L'auteur compare I'effet du choix duéuh de projection sur l'allocation d’actifs
optimale dans le cadre d’'une gestion actif-pasaif éonds de pension allemand. La structure
d’arborescence retenue par Kouwenberg [2001] est pHaptée a une série de modéles
dynamiques de gestion actif-passif basées suetdsigues de programmation stochastique.
Les caractéristiques de ce schéma de projectisodtearios sont présentées de facon détaillée
a la section 3 de cet article.

Hibbert et al. [2001] présente un autre modéleggumiere des valeurs cohérentes, selon
les auteurs, de la structure par terme des tawx (t@minaux, réels et d’inflation), des
rendements des actions et des revenus de dividednel@sodele peut étre utilisé pour générer
des trajectoires potentielles de chacune de ceables dans un cadre de modélisation
financiére et en considérant les différentes catighs. Hibbert et al. [2001] fournit
notamment une revue intéressante des taux d'intée8ttaux d’inflation et des rendements
des actions sur les cents dernieres années. Ledelenest présenté comme un outil de
planification et de prise de décisions pour legstigseurs sur le long terreenon comme un
outil d’évaluation des produits dérivés (@& pricing.

Ahlgrim et al. [2005] propose enfin un modéle deEGHui a le mérite d’étre soutenu
par la laCasualty Actuarial SocietyCAS) et de laSociety Of ActuariegSOA), deux
associations professionnelles reconnues aux Eftts-lAhlgrim et al. [2005] partent
essentiellement de la critique de deux points ddéefeode Wilkie [1995] : la relation entre
linflation et les taux d’intérét est jugée incobete et le traitement des rendements des
actions par une approche autorégressive semblesimgglificateur au regard de I'historique
observé. Ils proposent des processus alternatifastifiant leurs choix par desacktesting
sur des données historiques profondes. Le modAkdgtim et al. [2005] rejoint le modéle de
Hibbert et al. [2001] en se présentant comme unéeheode projection de valeurs sur le long
terme et de gestion des risques.

D’autres modéles sont basés sur I'hypothése quenlaschés peuvent étre soit
faiblement efficients (c'est-a-dire les prix surr®rché refletent toutes les informations
relatives aux prix antérieurs de l'actif) soit fament efficients (c'est-a-dire les prix sur le
marché refletent toutes les informations disposiblsur 'actif). De telles approches sont
souvent appropriées pour la modélisation de coeminé, en particulier pour des fins
d’évaluation de produits dérivés. Pour le long wrniiapproche a moins de valeur,
puisqu’elle ne tient pas compte des fondamentaugran@conomiques. Smith [1996] et
Dyson et Exley [1995] présentent des modeles bsiséses principes du marché efficient
pour le cas de la Grande Bretagne. En particutiertype de modele cherche souvent a
exclure les opportunités d’arbitrage et souverduppose pas un retour a la moyenne pour les
rendements de ces variables.

Une critique commune a tous les modeles ci-dessustructure par corrélation, est
gu’ils sont fortement dépendants des données squddles ils sont basés. Autrement, si les
rendements futurs relatifs a chaque variable du eteoghossédent des caractéristiques
différentes de celles observées sur la périoderigsie d’estimation, le GSE pourra conduire
a des projections non pertinentes. La prise en tmes avis subjectifs des experts sur le
marché (sociétés de gestion, banques d’investisgerte.) pour fixer ces niveaux futurs de

dépendance constitue une source alternative d’atatien de ces modeles.

° Le Backtestingest le test d’une stratégie sur le passé et spanel d’actifs financiers.
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On le voit, le panorama des modéles proposés datitdrature est large ; on peut
toutefois synthétiser quelques-uns de ces travamoe suit:

w Cascade Corrélation
Obijectif

Wilkie [1986, 1995] Campbell et al. [2001]
Projection et Ziemba et Mulvey [1998] Kouwenberg [2001]

Gestion des Hibbert et al. [2001]
risques Ahlgrim et al. [2005]

- Smith [1996]
Evaluation Dyson et Exley [1995]
(pricing)

Apres avoir choisi la structure théorique du GSkaaive a I'étape de sa mise en ceuvre
pratique. Cette étape nécessite elle aussi dex éheifectuer que ce soit au niveau de la
calibration des différents parametres du GSE omiaeau de la génération des trajectoires
possibles de ses variables. Concernant la calioratun GSE, différentes techniques peuvent
étre citées se basant sur les données historiggegjonnées de marché ou les avis des
experts. Le détail de ces techniques dépasse te dadcet article (pour plus de détails, voir
Hibbert et al. [2001]). La section suivante s’ig&se a certaines problématiques liées a la
génération des scénarios.

3. Mise en ceuvre de la génération de scénarios dans GSE

Deux questions principales peuvent étre poséssd® la mise en ceuvre d'un GSE :
d’'une part, sous quelle forme schématique doiteprésenter I'évolution dans le temps des
scénarios futurs des variables financiéres et rm@ooonomiques (inflation, rendement des
actions,...) ? Et d’autre part, quelle méthodologi-dn adopter pour la génération de ces
scénarios ? La premiere question concerne la gteicie projection des scénarios futurs des
différentes variables, tandis que la deuxiéeme & &a choix du modele d’évolution des
valeurs des variables du GSE (processus stochasBgotstrappingetc.) : on note que ces
deux éléments sont cependant lies. Cette sectgmavifaire I'inventaire (non exhaustif) des
différentes possibilités offertes face a ces deoklpmatiques.

En effet, comme mentionné au début de larticletren@bjectif sera de mettre en
evidence les principaux €léments qui participeraraélioration de la qualité d’'un GSE. Les
états de sortie de ce dernier influencent directerdes décisions prises en matiere de gestion
des risques ou d’évaluation des produits financiees détermination de la structure de
projection des scénarios et le choix de la méthamielde leur génération présentent deux
étapes inévitables lors de la construction d’'un GSE interviennent, en particulier, au
niveau de la mise en ceuvre opérationnelle du G&H, ldntérét de les étudier de facon
détaillée et séparée.

3.1. Structure schématique de projection de scénas pour un GSE

Comme mentionné ci-dessus, le choix de la structlereprojection, appelée aussi
structure schématique de projection, pour chacasevdriables du GSE peut étre considéré
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comme une problématique a part. Elle concerne Fnitién du schéma graphique de
transition entre deux valeurs successives, obser@éda datd ett+1, de la méme variable.
Ainsi a chaque variable du GSE peut correspondeestiucture de projection particuliére.
Afin de simplifier 'analyse, on suppose dans ldesque la structure de projection choisie est
la méme pour toutes les variables. De méme, omitdéfn noceud comme la réalisation
possible de la variable modélisée a une date dorldée trajectoire correspond ainsi a
'ensemble des nceuds successifs qui forment unagoéfutur possible d’évolution de la
variable financiere ou macro-économique.

Dans cette section, on présente, avec détailscdeactéristiques des structures de
projection les plus utilisées en pratique. En paliggr, deux principales structures peuvent
étre avanceées a ce stade : la structure de pmjdaoigaire (cf. Ahlgrim [2005]) d’une part et
la structure de projection d’arbre (ou d’arboresegrd’autre part (cf. Kouwenberg [2001]).
La différence principale entre ces deux structdeeprojection se situe au niveau de la nature
de la dépendance entre les différentes trajectsirealées. Alors que pour les structures de
projection linéaire, une seule trajectoire estwidéria partir de chaque nceud, les structures par
arborescence supposent quant a elles que chaque passede différents noeud-enfants et
ainsi différentes trajectoires possibles sont dédu partir de chaque noeud.

Par exemple, on se positionne dans le cas ou jagbien des rendements des actions
se déroule sur deux périodes seulement et quelg®uleux structures on obtiemt noeuds
(ou rendements) a la fin de la premiere périodeorSopte pour une structure linéaire de
projection, on ne peut obtenir gunenceuds (ou rendements) a la fin de la deuxiemedgwri
chacun d’entre eux forme avec le nceud précédentrajgetoire distincte. Si par contre on
opte pour une structure d’arbre, le nombre de sw&na la fin de la deuxieme période et
avecm, supérieur ay comme on projette différents rendements a pasicliacun des;
nceuds simulés fin de la premiére période.

Le graphique suivant illustre la différence entes deux structures :

A
e e
----- - —e
_.
----- — ®
L ] H
.
Structure linéaire des scénarios Structure d’arbre des scirs

Source Kouwenberg [2001]

La structure d’arbre des scénarios est la formplua récente et la plus complexe a
utiliser. On focalisera notre intérét dans la sw@ite ce type de structure : il s’agit d’'une
structure plus adaptée que la structure linéairair pbapplication des techniques
d’optimisation dynamique, en particulier dans les cde la détermination de I'allocation
stratégique d’actifs optimale (cf. Kouwenberg [2DOEn effet, chaque niveau dans I'arbre
représente une date future (ou un moment de pdasdédision) et les différents nceuds a
chaqgue niveau représentent les réalisations pesdilel la variable modélisée a cette date.
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Le graphigue suivant représente un exemple plaslidéde cette structure :

Niveau 0

Niveau 1

Niveau 2

Comme il est montré dans ce graphique, le nomtsendeuds-enfants a chaque niveau
n'est pas nécessairement égal a celui du niveatarsuiPar exemple, le nceud 0 dans le
graphique a deux nceuds-enfants alors que les nieatl® ont trois nceuds-enfants. Deux
niveaux de l'arbre peuvent ne pas présenter la npriede de temps. Par exemple, dans le
graphique ci-dessus, le niveau 0 peut représemtdbut de I'année 0, le niveau 1 la fin de la
deuxiéme année et le niveau 2 la fin de la dixiameée. De méme, dans certains arbres de
scénarios complexes, tel que présenté ci-dessbysurrait avoir différents nombres de
nceuds-enfants pour les nceuds d’'un méme niveau.

@) O O o A
\O O B

O O O C
\O O D
\O E

O O O F

Il existe différentes représentations mathématiquasssibles de I'arbre des scénarios.
On se réfere ici a la formulation de Hochreitealef2002].

Considérons d'abord un processus stochas{i§lug.,, r; discret dans le temps et

continu dans l'espace et supposé représenter lamidgne des rendements des actions.
L’analyse suivante peut étre appliquée aux autragables générées par le GSE.

&, =X, représente la valeur d'aujourd’hui et elle est eig@e étre constante. La distribution

de ce processus peut étre le résultat d’'une esbimgtaramétrique ou non, basée sur des
données historiques.
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L'un des objectifs lors de la mise en place d’unEG&st de trouver un processus

stochastique,;t , qui prend seulement des valeurs finies et quieeptus proche que possible

du processus réel des rendements des actions:ade pans ce cas de probleme
d’approximation. A titre d’hypothese, le GSE estpmosé avoir une structure de
projection sous forme d’arbre pour ses différemasables. On définit, pour cela, I'espace

d’état fini deg;t pars, :
P{Et DS} =1

Soit card{S } le cardinal ds,. SixOS,, on appelle le facteur de branchementxgde
nombre des noeuds issus directemengt deest a dire la quantité :

b(x,t)= card{y : P{E;l = y,g;t = x} > 0}

comme racine le noeyc,,0). Les nceudgxt) et (y,t+1) sont connectés par un arc

Si P{g;t = x,f;l = y} >0.

La collection de tous les facteurs de branchenbext) détermine la taille de I'arbre.
Typiquement, on choisit le facteur de branchemeantiet indépendamment xleDans ce
cas, la structure de l'arbre est déterminée paretgeur (1), b(2), b(3),..., b(T)]. Par
exemple, un arbre [5, 3, 3, 2] a pour hauteur 2 €t5 + 5.3 + 5.3.3 + 5.3.3.2 = 156 nceuds.
Le nombre des arcs est toujours égal au nombraaesls moins 1. Dans ce cadre d’analyse,
on peut considérer que la structure linéaire ctuestin cas particulier de la structure d’arbre
avec un facteur de branchement égal a 1 a parta deuxieme composante du vecteur de la
structure ci-dessus (c'est-a-dire [5, 1, 1, 1]).

Selon Dupacova et al. [2000], le probléme d’appr@tion principal est un probléme
d’optimisation de I'un des deux types suivantsletst souvent fonction de la méthode de
génération de scénarios retenue :

by

- Le probleme a structure donné&hé given-structure problém quel

.....

évidemment, la notion de proximité est a défininueniére appropriée.
- Le probléme a structure libreltje free-structure problem ici aussi le

..........

branchement est a définir librement excepté queitabre total des noeuds
est fixé a I'avance. Ce probleme d’optimisation g et combinatoire est
plus complexe que le probléme a structure donnée.
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On note que la difficulté majeure lors de l'utilion des arbres de scénarios est
l'augmentation exponentielle dans le nombre de @@ Si trois scénarios sont généres
pour chague nceud a n’'importe quel niveau parmii2éanx par exemple, le nombre de
scénarios générés sefa Ipresque 3,5 milliards de scénarios).

Au dela du choix de la structure de projectionrdes variables d’un GSE, I'analyse des
approches possibles pour la détermination des rsafatures des variables projetées, appelée
aussi méthodologies de génération des scénariostitte un probléme souvent rencontré par
le constructeur d’un GSE. Le choix d’'une méthodmqgarticuliere n’est pas sans impact sur
les résultats obtenuss fine (cf. Ahlgrim et al. [2008]).

3.2. Méthodologies pour la génération de scénas eéconomiques

Si on se place dans le méme cadre d’analyse quedeela sous-section précédente, on
peut dire que cette partie vise a répondre a latguresuivante: comment peut-on déterminer
la valeur d’'un nceud. Pour cela, différentes méttomies, ayant pour finalité la génération de
scénarios économiques, peuvent étre trouvees dditietature (cf. Kaut et Wallace [2003] et
Mitra [2006]). On propose dans ce travail de lesssér en quatre groupes: les approches
basées sur I'échantillonnage, les approches baseédsmatchingdes propriétés statistiques,
les approches basées sur les techniqueBat®strappinget les approches basées sur
I'Analyse des Composantes Principales. Ce dermaunge n’est pas indépendant des autres
comme on va le voir dans ce qui suit.

3.2.1. Les approches basées sur I'échantillonnage

Ces approches peuvent étre classées en deux $égeras : I'échantillonnage pur (ou
traditionnel) et I'’échantillonnage a partir de maeles et de corrélations spécifiées. Cette
derniére a le mérite de générer des scénariosldagsels la corrélation entre les variables
converge vers celle ciblée par le modélisateur.

L’échantillonnage pur est la méthode de génératienscénarios la plus connue. A
chaque nceud de I'arbre de scénarios, on tire de falgatoire différentes valeurs a partir du
processus stochastigffe}. Cela se fait soit par un tirage direct a parérld distribution

de{&,}, soit par I'évolution du processus selon une fdenaxplicite:é,,, = z(&,,¢, ) .

Dans ce cadre, la dynamique de plusieurs varidinlescieres peut étre supposée suivre
un processus stochastique de type mouvement brovg@emétrique et ses variantes. Les
scénarios d’évolution de ces variables sont aimeulgs a partir des hypothéses sur la
discrétisation d'un processus brownien géométragfmit par exemple par:

d(t) = pS(t)dt + oS(t)dB(t)

S(t) est le prix de l'actif,u et o sont respectivement lrift et la volatilité. Le terme
dB(t) est un mouvement brownien, c'est-a-8ig ) - B(t, ) ~ N(O,|t2 —tl|). On pourra ainsi
simuler des processus stochastiques sur un inferdal temps donné, en attribuant des
valeurs aléatoires au mouvement brownien et emleaitpar la suité(t).

Les méthodes d’échantillonnage traditionnel peremeéttle constituer des échantillons

seulement & partir d’'une variable aléatoire unéarilorsqu’on veut tirer un vecteur aléatoire
(correspondant a différentes variables), on ausaibede tirer chaque composante marginale
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(chaque variable) de facon séparée pour les ragseensuite. Le résultant obtenu sera un
vecteur de variables aléatoires indépendantes.

Concernant la convergence vers les moments sgakstisouhaités (moyenne, variance,
etc.), il existe différentes méthodes pour amétitedgorithme de I'échantillonnage pur. On
pourra par exemple utiliser les méthodes de quadragbour l'intégration ou les suites a
discrépance faible (cf. Pennanen et al. [2002]urPes distributions symétriques on pourra
utiliser les échantillonnages antithétiqgues. Un&eaméthode pour améliorer la méthode

d’échantillonnage pur est d’ajuster I'arbre obtefeifacon a avoir les valeurs cibles de la
moyenne et de la variance (cf. Gariet al. [1994]).

Comme mentionné au début de cette partie, les méshd'échantillonnage traditionnel
ont des limites au niveau de la génération dessuestmultivariés, en particulier ceux avec
une corrélation spécifiée. Cependant, il existerdéthodes qui résolvent ce probleme en se
basant sur des approches d’échantillonnage trad#iopour ensuite ajuster la technique de
contrble de la corrélation entre les scénarios epgégj Ces méthodes, qu'on a appelé
«échantillonnage a partir de marginales et de lativés spécifiées » constituent donc une
extension des approches d’échantillonnage tradiéibria différence principale se situe dans
le fait qu’elles permettent a l'utilisateur de sifiéc a I'avance les distributions marginales
ainsi que la matrice de corrélation cible. En géhéit n'y a aucune restriction sur les
distributions marginales, elles peuvent méme appara différentes familles.

A titre d’exemple, Deler et al. [2001] propose unéthode permettant de générer des
variables aléatoires a partir des séries temperelle multi-variées{x,;t=12,..} ,

ot X, =(X,,, X5, X, ) st un vecteur aléatoire de dimensifnx1) correspondant a

I'observation a la datede ces variables. Pour cela, il construit un @esas appelé processus
de basez, (assimilé a un vecteur auto régressif gaussiematd) et le transforme, a travers
un systéme de translation de Johnson [1949], epracessus ayant au moins les quatre
premiers moments (moyenne, écart-type, le coefficde dissymétrie owskewnesset
coefficient d’aplatissement olqurtosi9 du processuX, . Il ajuste enfin la structure de
corrélation de ce processus de bZsde fagon a obtenir celle du procesyus L’approche
utilisée dans ce cas est celle de Deler et al. J2DCElle se base sur la résolution d'un
ensemble d’équations permettant de déterminerdeslations a retenir entre les variables du
vecteurz, afin de refléter la structure de corrélation cibleservée entre les variables du

vecteurX, . D'autres exemples de ces méthodes se trouvestDigpacova et al. [2009]

On note finalement que ces approches baséesshatitillonnage sont utilisées dans le
cas ou on a des hypothéses sur les fonctions tiédi®on des composantes marginales (ou
des différentes variables modélisées).

3.2.2. Les approches basées sumdéchingdes propriétés statistiques

Dans les situations ou il n'y a pas d’hypothéses la distribution marginale du
processus de génération de scénarios, les apprbeaséss sur lmatchingdes propriétés
statistiques, en particulier les moments, sonples adaptées. Un processus de génération des
scénarios par lenatchingdes moments s’intéresse souvent aux trois ou aake premiers
moments de chacune des projetées (moyenne, variakeaness, kurtosis) ainsi qu'a la
matrice de corrélation. Ces méthodes peuvent é&relées a d’autre propriétés statistiques
(tel que les quantiles, etc.). Le générateur demasc#s par lematchingdes moments va
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ensuite construire une distribution discrete sasit les propriétés statistiques
sélectionnées. Par exemple, Hoyland et al. [2008]meence par spécifier le nombre minimal
de scénarios qu'il faut générer pour ensuite obtiéarbre de scénarios par une optimisation
non linéaire, ou l'objectif est de minimiser I'emreentre les moments théoriques de la
variable et ceux fournis par l'arbre.

3.2.3. Les approches basées sur les techniquésalstrapping

Il s’agit des approches les plus simples pour ggraes scenarios en utilisant seulement
les données historiques disponibles sans aucunelizatibn a priori de la dynamique
d’évolution des variables du GSE (cf. Albeanu et[2D07]). Le Bootstrappingse base
essentiellement sur la constitution d’échantilléengartir des données observées. Dans ce
cadre, les valeurs de chaque scénario représemteBthantillon de rendements d’actifs
obtenu par un tirage aléatoire de certains rendemebservés déja dans le passé. Par
exemple, afin de générer des scénarios de rendesoentes dix prochaines années, un
échantillon de 120 rendements mensuels tirés aéatent sur les 120 rendements des dix
dernieres années est utilisé. Ce processus es$é nép&ertain nombre de fois afin de générer
plusieurs scénarios possibles dans le futur. Awgrgndans le cas ou orkactifs a projeter,
et en supposant que I'on dispose d’'un historiqup gdériodes, on tire avec remise un entier
entrel etp et on prend toutes les valeurs deactifs a cette méme date de fagon a tenir
compte de la corrélation historique entre ces desni

3.2.4. L'utilisation de I'’Analyse en@posantes Principales

L’Analyse des Composantes Principales (ACP) estméthode générique d’analyse
de données ayant plusieurs dimensions (cf. Bouroeheal. [1980]) Elle permet
I'identification des facteurs clés régissant lesdnces de ces données et de réduire leur
dimension tout en conservant le plus dinformatiassible. Pour cela, TACP se base sur
I'identification des vecteurs propres, des valgngpres et des covariances. En effet, il s’agit
d’'une méthode descriptive qui dépend d’'un modelenggrique plutét que d'un modéle
probabiliste. L’ACP propose de réduire la dimengiam ensemble des données (échantillon)
en trouvant un nouvel ensemble de variables pltis quee I'ensemble original des variables,
qui néanmoins contient la plupart de l'informatide I'échantillon. Autrement, pour un
ensemble de données dans un espabe dimensions, on recherche un sous-espage a
dimensions (défini pak variables) tel que la projection des données aansous-espace
minimise la perte d’information. Césvariables seront appelés composantes principales e
axes gu’elles déterminent axes principaux. L'impdamation numérique de la méthode ACP
est ainsi accessible. En pratique, 'ACP a pouebldg réduire le nombre des variables de
départ du modéle pour ensuite appliguer une apprdciditionnelle de génération de
scénarios (parmi celles proposées ci-dessus) pswomposantes principales.

4. Mesure de la qualité d'un GSE
La mesure de la qualité d'un GSE peut avoir deuaatares : qualitatif et quantitatif.

Dans les deux cas, I'objectif sera de garantirétats de sortie du modele qui permettent de
prendre les meilleures décisions.
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4.1. Mesure qualitative de la qualité d’'un GSE

Pour Hibbert et al. [2001], les propriétés qu'umon » GSE doit avoir sont les
suivantes : la représentativité, la plausibilit@r@amique, la parcimonie, la transparence et
I'évolution.

Le modéle doit « imiter » le comportement desfadimanciers dans le monde réel en
captant leurs principales caractéristiques (reptésigité). De méme, les différents scénarios
générés devront étre plausibles et raisonnables Ipsuexperts du marché financier. Cela
passe par I'étude de la forme de la distributiodest corrélations des différentes variables du
modéle.

A ce titre, le degré de correspondance des réswtat données historiques constitue un
champ d’investigation intéressant, malgré lesaquis contre I'hypothése de reproduction des
événements historiques dans le futur. L'utilité ldecomparaison des résultats obtenus par
rapport aux observations déja réalisées sur lehégpeut varier en fonction des attentes du
gestionnaire en termes d’évolution future du cot@emacro-économique. En fait, I'objectif
de similitude entre les deux séries (projetéesstbilques) peut étre abandonné si on juge par
exemple un changement profond du contexte écon@rmpgqu rapport au passé (exemple :
modification importante des poids des économie&eéhelle internationale, explosion de
'endettement public,...).

Le comportement joint des différentesiatales simulées dans les scénarios doit aussi
présenter un niveau suffisant de plausibilité etcdbérence en respectant les principes
économiques. Cependant, il est a noter qu'’il njyaa de consensus sur certaines propriétés
importantes des actifs financiers. L’exemple dmgipe de retour a la moyenne sur le marché
des actions, qui stipule que les rendements slontgterme des actions convergent vers une
tendance donnée, en est une illustration (cf. Hitdteal. [2001]).

La parcimonie fait référence, quant a elle, a hapdicité des modeles proposés par le
GSE, leur permettant d’étre d’'une part compréhdesipar les utilisateurs et d’autre part
implémentables sur des supports informatiques. dldurs, la parcimonie permet une
meilleure capacité prospective.

La transparence est enfin un élémentrioh@@nt pour le succés du modele, fortement
lié & son potentiel de communication : les réssiitdttenus devront étre présentés sous forme
de graphiques clairs et détaillés. Finalement, demtiel du modele a évoluer et a élargir le
champ de son étude est un élément d’attractivigplémentaire.

Pour Zenios [2005], les criteres gqu'un GSE doiiséaite afin de garantir sa bonne
gualité sont au nombre de trois : I'exactitud®rfectnesy la précision gdccuracy et la
cohérencedonsistency

Les scénarios devront avoir des propriétés qui gmtifiées et soutenues par la
recherche académiquePar exemple, la structure par terme devra reflétphénomene de
retour a la moyenne des taux d'intérét constatés dalnsieurs études universitaires et
techniques (cf. Vasicek [1977] et Hibbert et alJ2)). De méme, la structure par terme
pourra étre déduite a partir des changements @anwéau, la pente et la courbure tels que
mentionné dans certaines études économiques (athteéeal. [1992]).

18



hal-00433037, version 1 - 17 Nov 2009

De méme, afin de vérifier la condition d’exactiéudes scénarios devront couvrir les
scénarios importants observés dans le passé aiasiegir compte dedvenements qui ne
sont pas observés avantnais qui ont de fortes chances d'étre observés kesuconditions
actuelles de marché.

Comme dans plusieurs cas, les scénarios reprasamte discrétisation d’un scénario
continu, l'accumulation d’'un nombre d’erreurs dates discrétisation est inévitable.
Difféerentes approches peuvent étre utilisées pasurar que I'échantillon de scénarios
représente la fonction de distribution continuesgagente.

La précision est assurée lorsdaepremier et le plus grand moment des scénarios
convergent vers ceux de la distribution théorique aus-jacente (le matchingdes moments
et des propriétés statistiques sont souvent il d’assurer que les scénarios gardent les
moments théoriques de la distribution gu’ils reprdsnt).

La demande de précision peut mener a la géenérdtionnombre élevé de scénarios.
Ceci dans le but de créer une discrétisation fanéadlistribution continue et afin d’accomplir
la précision qu’'on considere appropriée et accéptggour le probleme en question.
Cependant, on note qu'il ne faut perdre de vue lgaeerreurs de modele et de calibrage
conduisent a ne pas consacrer trop d’énergie aehtion d'un niveau de précision,
formellement satisfaisant mais sans intérét detmtErvue opérationnel.

Lorsque les scénarios sont générés pour différaresuments (par exemple, les
obligations, la structure par terme, etc.), il @aportant de voir que les scénarios sont
cohérents en interne. Par exemple, les scénarissldaquels une augmentation dans le taux
d’intérét tient lieu simultanément avec une hauteseprix des obligations sont théoriquement
non cohérents (cf. Ahlgrim et al. [2008]), méme sine échelle individuelle chacun des deux
scénarios, celui du taux et celui des prix, petg awvoir lieu étant donné certains facteurs
exogenes (par exemple, une augmentation des taua panque centrale accompagnée par
laugmentation de la demande sur les obligatiomarme actifs refuges sur le marché). La
prise en compte de laorrélation entre les différents instruments peut étre utibdid
d’assurer la cohérence des scénarios.

Voici des exemples d’études de la qualité de qetaméthodologies de génération de
scénarios présentées ci-dessus:

Concernant les approches basées sur I'échantifennalles permettent de probabiliser un
ensemble de scénarios futurs en tenant compte gmdaibilité de la reproduction des
scénarios passés. Si le choix de la dynamique deables est justifié par des références
académiques, ces approches assurent la condigsaditude. Par ailleurs, les conditions de
précision et de cohérence peuvent aussi étre péeser avec un choix de techniques de
calibration et de discrétisation adéquates (précjset en tenant compte de la structure de
corrélation entre les variables dans les modetdséfence).

On peut noter que lmatching des momengssure par définition la condition de précision
puisqu’elle garde les propriétés des moments. Denende matching des matrices de
covariance assure la cohérence des scénarios. @@yenette approche est assez générale et
n'est pas validée par des études académiques cestuiécessaire pour que l'approche
respecte la condition d’exactitude.
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De son coté le bootstapping des données historjgpdsgerve la corrélation observée, mais ne
satisfait pas la condition d’exactitude pour la@@tion de scénarios car il ne suggerera pas
un rendement qui n'est jamais observé dans le p@es€ui est contre-intuitif, comme la
reproduction du passé ne constitue qu’'une parsesdénarios possibles dans le futur et non la
totalité des scénarios potentiels, confirmationrd@npar la crise économique actuelle qui a
donné lieu a des rendements records jamais obsaw@aravent). Lorsqu’ils sont tirés de
facon appropriée, les scénarios de cette appraaisfont les conditions de précision et de
cohérence puisqu’ils sont en parfaite cohérence seobservations réelles du passeé.

4.2. Mesure quantitative de la qualité d’'un GSE

Dans cette partie, inspirée des travaux de Kauwatlace [2003], on essaye de
présenter certains criteres permettant de testégb® quantitative la qualité d'un GSE non
pas en tant qu’outil de génération de la distrirutiéelle de ses variables mais plutot en tant
gu’outil d'aide a la prise de décision. L'intéréres ce travail sera porté sur la performance
des scénarios comme umput au modeéle de prise de décision et sur la mesuta dealité
des décisions subséquentes que proposent ces isséfsabilité, absence de biais, etc.).
L'objectif n'est donc pas la mesure du degré deesmondance des scénarios projetés par
rapport a la distribution réelle des variables d8EG une distribution qui reste inconnue
guelque soit les outils d’estimation et d’approxiima employés. On note aussi que la
connaissance de la distribution réelle supprimieelsoin de passer par un GSE pour prévoir
les valeurs futures des variables financieres etoré@conomiques.

4.2.1. Présentation du probleme

Les notations utilisées dans cette partie sont tigiees a celles utilisées
précédemmertf. On s'intéresse & la fonction objectif d’un modéleptimisation synthétisé
comme suit :

minF(x.¢,)

ou¢, correspond donc a un processus stochastique didanst le temps et continu dans
'espace.

La résolution directe du probleme réel (théorigég@nt supposée étre impossible, le

passage par un processus dis{:fte}tdont I’évolution est représentée sous forme d’lmeane

constitue qu’une solution d’approximation (empieguUne fois effectué, la fonction objectif
devient :

r;(EIXnF( X!Et )

Comme mentionné ci-dessus, on se propose dansvel tde lier la performance du
GSE étudié a la qualité des décisions qu'il perdiebtenir et non pas a la performance
statistique d’approximation et d’estimation du mssus réel. D’autre part, on rappel que
I'erreur d’estimation des parameétres ne fait patigpde I'objet de cet article ce qui ne réduit
en aucun cas l'importance d’étudier la robustesse dkcisions obtenues par le GSE par
rapport aux choix effectués pour ces parametredeticci [2005]).

19e choix de la structure de projection n’influemezes I'analyse menée dans cette sous section.
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L’erreur, au niveau décisionnel, de I'approximat@un processus stochastiqée par

une discrétisatio{i}, peut étre définit, soit comme la difference emdievaleurs optimales

de la fonction objectif des deux problemes : lebprme réel (théorique) et le probléme
d’approximation (empirique), soit comme la diffécenentre les solutions proposées par ces
deux mémes problemes.

Le premier type d'erreur, lié a la valeur optimale la fonction objectif, peut étre
formulé comme suit :

e (£,.&,)=F(argminF(x:&, )&, )~ F(argminF(&, ); €,)
= F(argminF(;&, ); &, )~ minF(:&, ) &

On note que, (¢, ,Zﬂ )=0, étant donné que le deuxieme élément de I'écafeesai

minimum, alors que le premier est la valeur deolecfion objectif & une solution approximée.
La comparaison est effectuée non pas au niveasalegons optimaleg<’ ) mais plutét au
niveau des valeurs de la fonction objectif correslamtes. En fait, notre intérét porte en
premier lieu sur la valeur minimale et non paslesrdifférentes solutions qui permettémt
fine d’avoir cette valeur (appelée aussi la performance)

Il'y a deux problémes rencontrés dans I'équatiestesisus de; (¢, ,;ﬁ )

- trouver la valeur «réelle» d&(x;¢,) pour une solution donnée

- trouver la valeur « réelle » d&(x;&, ) qui suppose la détermination de la solution
réellex .

Alors que le second probléme est souvent diffiéileésoudre, car il nécessite la
résolution du probléme d’'optimisation avec le psstes continu réel, le premier probleme
peut étre résolu, a travers la simulation en tethpsret par exemple. Dans la sous section
suivante, on présente différents indicateurs deureede I'erreur lié a la qualité des décisions
obtenues par un GSE donné. Ces indicateurs setbsisema définition de conditions a
satisfaire par la solution empirique.

4.2.2. Le test de la qualité des décisions ehties par le GSE

Il existe au moins deux conditions nécessaireatiafaire par un GSE afin de garantir
la fiabilité des décisions déduites a partir de @@gections. La premiere condition dat
stabilité de la valeur de la fonction objectif optimale papport aux différents arbres de
scénarios: c'est-a-dire si on génere plusieursearfavec les mémes parameétres initiaux :
tendance, volatilité, etc.) et on résout le proldédioptimisation pour chacun d’eux, on
devrait avoir les mémes valeurs optimales de lation objectif (mémes performances).
L’autre condition est que l'arbre de scénarios tndiduit aucun biais au niveau de la vraie
solution(x’ ) et ainsi la solution proposée empiriquement doitrespondre a la solution

optimale réelle. La premiere condition peut damsagge mesure étre testée alors qu'un test
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direct de la deuxieme est souvent considéré commpedsible étant donné que la fonction
réelle est inconnue.

4.2.2.1. La condition de stabilité

On note que deux types de stabilité peuvent étenads : la stabilité interne de
'échantillon et la stabilité externe de [I'échantillon. Ces deux egpd’indicateurs
interviennent, dans cet article, au niveau de lauraoptimale de la fonction objectif et non au
niveau de la solution optimale du probleme.

En fait, la stabilité interne de I'échantillon sifig que si on génér& arbres de

sceénarios avec la discrétisati{et:[} d'un processus donqé&}, et on résout le probléme
d’optimisation pour chacun de ces arbre on deanaiir (approximativement) la méme valeur
optimale de la fonction objectif avec comme solsio optimalesx, , k=1..K .

Autrement F(x*k;;ftk )=F(x ;;ﬂl ) kIOL.K

La stabilité externe de I'échantillon concerne duarlle les performances des arbres de la
distribution réelle et elle est définit comme suit

FX: & )=F ;&) k,l 01..K
Une autre formulation possible de ces deux indicatsera:
La stabilité interneminF(x; ;ﬁk )=minF(x; éﬂ )
X X

La stabilité externec:(argminF(x; £ ) {tjz F(argminF(x; &) Etj
En utilisant I'équation (1) de la fonction d’errewan déduit que pour le cas de la stabilité
externe:e; (¢;.¢y ) =€ ($.4y )
Il'y a une différence importante entre les deuxnins : alors que pour la stabilité

interne de I'échantillon on a besoin seulementéd®udre le probléme d’optimisation basé
sur les scénarios projeté par le GSE, la mesuta stabilité externe passe par I'évaluation de

la fonction objectif réell€(x;é, ). En pratique, on ne peut pas tester précisémestalilité

externe comme on n'a pas la distribution réelle da$ables projetées (rendements, taux,
etc.).

Cela peut étre démontré par I'exemple uni-périogliget uni-dimensionnel
suivant! illustrant la différence entre les deux types ditateurs :

rgiQF(x;EFE‘([(x—E)Z}

Y Pour simplifier,& désignef, dans cet exemple.
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Ce probleme peut étre résolu théoriquement et aaosolution explicite pour n'importe

guelle distribution dé :
F(X:E)=E[(E—X)2}
2
=EK(<’—E[5])+(E[5] —X)J ]

=E{(f— El f])z}fE[Z(f- E[{D(E[<] -X)}E{(E[ ¢] -X)Z}
=Var[¢] +0+(x-E[£])*

et la solution optimale est alors :

X =argminF(x; ) =E[ £]
xdo

F(< ;&) =minF(x; &) =Var[ ¢]

Cette solution est dite explicite parce que soemixin ne nécessite pas la simulation de
la distribution dé& et elle constitue du fait une solution généraldéerministe. Considérons

le cas dans lequel on génére des arbres de scséha(ibzl...K) et qu'on obtient les

solutionsx, = E[fk} :

On suppose dans un premier temps que la méthodérdgation de scénarios est telle

gue tous les échantillogig ont d’'une part la méme moyenne réeE[[&;k] =E[£] et d'autre

part des variance¥ar| q;k] différentes. AinsiF(x*k;fk) = Var| fk] sera différente d’'un
échantillon a lautre d'oli une non stabilité in®rnEn méme temps; =x , donc

F(x;&)=F(X ;&)=Var[ ], ce qui confirme une stabilité externe de I'écHiamt

Si par contre, on suppose que la méthode de g@rerdé scénarios produit des

échantillons ayant tous la méme variance rée\Mer[(fk] =Var[ £] ), mais des moyennes

différentes, on obtient dans ce cﬁ$x;;$k)=Var[ fk] =Var[ £] et la stabilité interne de
I’échantillon est ainsi vérifiée. De ['autre coté, la valeur

de F(x;¢&)=Var[ &] +(E[ ;fk] -E[£])? differe entre les échantillons et la résolution du
probleme ne vérifie pas la stabilité externe dehantillon.

La question qui peut étre posée a ce stade edstllagles deux types de stabilité est la
plus importante pour tester la méthode de génératéoscenarios. Avoir la stabilité externe
sans avoir la stabilité interne signifie que lafpenance obtenue par approximation peut ne
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pas correspondre a la performance réelle. Le cpesgp c'est-a-dire stabilité intersans la
stabilité externgest quant a lui plus génant pour le processussid@ciel, puisque la
performance réelle des solutions empiriques dépetell’arbre de scénarios réel sélectionné,
et on ne pourra pas ainsi trancher au niveau denddleure solution obtenue par
approximation alors que dans le premier cas ort asamoins une solution empirique stable
théoriquement mais dont la performance empiriqeteraon stable, ce qui paraitpriori
moins génant.

Une autre question possible est I'étude d’une K@binterne de I'échantillon non pas
au niveau de la performance mais au niveau desi@mduelles méme : ainsi on cherche a
avoir la méme solution optimale quelque soit I'arbde scénarios généré. Dans I'exemple ci-
dessus, on peut remarquer qu'’il est possible diawoe non stabilité interne de la valeur

optimale de la fonction objectif (différentes vawgas empiriquevar| fk] ) tout en gardant

une stabilité interne au niveau des solutions eliésnes (les solutiong =E[£] sont les
mémes pour tous les arbres). Ceci permet de démmim&diatement la stabilité externe de
I'échantillon. Ainsi, si on détecte une stabilitdarne de I'échantillon au niveau de la fonction
objectif, on devrait regarder aussi au niveau adstisns. Par contre I'autre sens d’analyse
n'est pas toujours vrai et on peut avoir une stabdxterne méme si la stabilité interne au
niveau des solutions n’est pas vérifiée.

On peut conclurén-fine que la stabilité est une condition minimale a eesgr par la
meéthode de génération de scénarios. Ainsi, avaobaenencer a travailler avec un nouveau
modele d’optimisation, ou une nouvelle méthode éleégation de scénarios, il sera judicieux
d’effectuer les tests de stabilité : le test dstébilité interne de I'échantillon et dans la mesur
du possible le test de la stabilité externe deénbédillon.

4.2.3.2. La condition d’absence de biais

En plus de la condition de stabilité (a la foisemie et externe de I'échantillon), la
méthode de génération de scénarios ne devra paduirte de biais au niveau de la solution
proposeée. Autrement, la solution du probléme d'appnation basé sur les scénarios fournis
par notre GSE:

x* =argminF(x; zﬁ )

X

devra étre une solution optimale du probléme aaigiAinsi, la valeur de la vraie fonction

objectif pour la solution obtenué(;*; Zﬂ ), devra étre approximativement égale a la valeur

optimale reelleminF(x; ¢, ) :
F(X% &)= F[arg minF(x; &, );ftj =minF(x; )

En utilisant I'équation (1) de la fonction d’erregette condition s’exprime come suit :
e ($,¢,)=0.
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Le probléme est que le test de cette propriété pas possible dans la plupart des cas,
étant donné que cela nécessite la résolution dolggn® d’optimisation avec le processus
continu réel, supposé jusque la comme inconnu.

5. Application numérique

Afin d'illustrer les points développés tout au lodg cet article, on présente dans ce
qui suit un exemple numérique prenant le cas dwestisseur (compagnie d’assurance par
exemple) intéressé par la répartition de son dapitaen=3 actifs financiers sur le marché
européen : les actions, les obligations et le nareetChacun de ces trois classes d’actifs sera
représenté par un indice dont la série de donné&wijues mensuelles, entre le 01/01/1999
et le 31/10/2009, est récupérée a partir de la bdasgonnées Bloomberg : ainsi on a retenu
I'indice EONIA pour le monétaire, l'indice obligata EFFAS-Euro pour les obligations et
l'indice DJ Eurostoxx50 pour les actions. On suppasgssi que ce probleme d’optimisation
de portefeuille est mono-périodique : la projectims valeurs de rendement de chacun des
trois actifs se fait sur une seule période (parmpte une année).

Au niveau du choix déa méthodologie de génération des scénaride notre GSE,
on associe un processus stochastique reflétanhypahése de normalité des rendements a
chacun des trois indices, soit :
U + O aved =123
La tendance (ou la moyenne annualisgegt la volatilité o; des rendements des trois indices

sont estimées sur une base historique (elles pamegnt respectivement a la moyenne
annualisée et a la volatilité empirigues de chacde® trois séries de données retenues).
& suit une loi normale de moyenne nulle et de vasagale a 1.

La structure de dépendance entre les variables deotre GSE est bien une structure
par corrélation. Les trois indices sont simultanéimd€pendants I'un de l'autre lors de leur
projection et le niveau des corrélations est déte¥ra travers les corrélations fixées en amont

entre leurs bruitg,; (i=123).

La fonction objectif de notre investisseur sera définit comme suit :

Min  F(R,;&)=0(R,)
telque pOU
E(R,)=m,

Avec R, le rendement total du portefeuille composé des tictifs (monétaire, obligations et
actions), E(R, ) la valeur espérée du rendement du portefeuﬁ’(e'zp) la volatilité du

rendement du portefeuille et, la valeur minimale du rendement espéré du porilefeu
(égale a 4 % dans notre cas). En pratique, I'espéraera estimée par la moyenne empirique.
Rappelons que pour déduire le rendement du pottiefsur un période donnée, on utilise la

formule suivante :
n=3

Rp:zijj

=1
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Avec p; et R! correspondants respectivement au poids et au mantede I'actifj sur la

méme periode.

U correspond a l'univers des allocations (ou compmsst de portefeuille) a tester. La
détermination de cet univers passe par la fixadlan pas, par exemple de 5 %, pour les poids
des difféerents actifs. Autrement :

U= {(pl,...,pn N> p, =112 p, =cx 0052 0,0 D{l...,n},cD{O,],...ZO}}
j=1
Dans notre cas, 3 actifs et un pas de 5 %, oemtb®31 allocations a tester.

F(R,;&) correspond a la fonction objectif réelle présentéds la section précédente

commeF(x ; &, )"

La structure de projection adoptée dans cette application est une structugaite et
ce afin de simplifier la méthode de résolution aléoinction objectif. Cette structure peut étre
illustrée par exemple par le graphigue suivantespondant a la variable rendement des
actions projetée sur une période de 20 ans avetr&@otoires :

> 500 trajectoires

I . . . » Axe du temps

t0=2010 t, t, T=2030

avec RY™™ le rendement de I'indice des actions entre la tlatt-1 a lai®™ trajectoire (ou

scénario).

La taille de la structure de projection sera défioomme le nombre de trajectoires
simulées dans cette structure. Un ensemble de rsegig@signera I'ensemble des trajectoires
obtenues d’une variable dans le cas d’'une struadergrojection linéaire (équivalent de
I'arbre de scénarios dans le cas de structurerparescence).

Dans notre étude on envisage de procéder comme su®n fixe différentes tailles
des structures de projection adoptées dans notie: & exemple 50, 1000, 5000 et 10 000
trajectoires. Pour chacune de ces valeurs, ondaiber notre GSEN=30 fois en résolvant a

12 S . . . . . N . .
La caractérisation «réelle » vient du fait que daotre cas la résolution du probleme passe pamalation et la
projection de scénarios stochastiques pour leérdifts actifs: on parle dans ce cas d'une résal@mpirique basée sur la

méthode Monte Carlo et non d’une résolution réedfeninée généralement a I'aide de formules exeéici
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chaque fois le probléme d’optimisation présentélassus. On obtient ainsi 120 valeurs
optimales empiriques de la fonction objectif (30euas pour chacune des 4 tailles proposées).
Les valeurs de ces différents paramétres (tailebre de fois qu’on fait tourner notre GSE)
sont choisies de fagon arbitraire. L'idée est dtetela stabilité et la distribution de la valeur
optimale empirique de la fonction objectif ainsieqde la solution empirique optimale (c'est-
a-dire I'allocation optimale d’actifs) par rapparta taille de la structure. Cette étude essayera
de jugerin finela qualité des solutions fournies par notre GSl @ preneur de décision.

Avant d’exposer et d’analyser les résultats obteangappelle que la stabilité interne
de I'échantillon nécessite que, pour une taillestlecture donnée, les valeurs optimales de la
fonction objectif ne dépendent pas de I'ensemblesainarios projetés. L'idéal sera donc,
dans ce cas, davoir, pour une taille de structgi@née, 30 valeurs optimales
approximativement identiques de la fonction obfe&our la stabilité externe de I'échantillon,
les valeurs réelles de la fonction objectif (laiaace) doivent étre approximativement les
mémes pour les différents ensembles de scénarigstges. De méme, ces valeurs devront
étre approximativement égales a celles obtenues katest de stabilité interne. Comme
mentionné précédemment, cette stabilité externé&deantillon peut étre déduite a partir de
la stabilité interne de I'échantillon au niveauldesolution empirique retrouvée (I'allocation
optimale dans notre cas).

Dans le cadre du test de la stabilité interne éehkntillon, le tableau suivant présente
les statistiques relatives aux 30 valeurs optimalesla fonction objectif et ce pour les
différentes tailles proposées.

Tableau : Propriétés statistiques des valeurs de fanction objectif pour les différentes tailles reénues des
structures de projection de scénas

Description du test Nombre de scénarios
Type de test Fonction Valeur 50 1000 5000 1000
objectif
- Moyenne 0,0288 0,0275 0,0275 ,0207
interne | F(Roi&) | Ecart-type 0,0050  0,0011 0,0007 0,0005

De méme, le graphique ci-dessous illustre la thistibn de ces valeurs optimales (médiane,
guantile 25% et 75% ainsi que le minimum et le mmaxn sur les 30 arbres de chaque taille).
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Graph. Box plot de la distribution des valeurs de la fonction obijetif pour différentes tailles de scénarios

Comme on peut le constater, plus le hombre de do8naugmente plus la valeur
optimale de la fonction objectif a tendance a lmigd a se stabiliser autour d’'une valeur
centrale (en particulier a partir de 5 000 scésariba condition de stabilité interne de
I'échantillon peut ainsi étre respectée par noti®EG partir d’'une certaine taille de la
structure.

D’un autre c6té, si la variation du poids optimalahaque actif est relativement faible
(bornée entre deux valeurs proches) cela garanstabilité externe de I'échantillon. Dans ce
cadre, on analyse les 30 vecteurs d’allocationsmaes obtenus pour les ensembles de
scénarios ayant pour taille 10 000. Les statistqie ces solutions sont présentées dans le
tableau suivant, ainsi que le graphique correspandadessous, et permettent de constater
relativement une stabilité externe de I'échantilfen que les écarts types et/ou les étendus
des poids des différents indices sont relativerfahtes).

Tableau : Propriétés statistiques des poids des 3llocations optimales obtenues pour la taille de 1800

scénarios
Moyenne Ecart-type Etendu Minimum Maximum
Monétaire 0,37 0,0252 0,05 0,35 0,4
Obligations 0,55 0,0497 0,1 0,5 0,6
Actions 0,08 0,0254 0,05 0,05 0,1
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Graph. Les allocations optimales obtenues pour lakifférents ensembles de scénarios (30 ensemblesquaty
chacun la taille de 10 000 scénarios

Les résultats obtenus a travers cette applicatostituent des indicateurs des quels le décideautr pe
s’en servir pour justifier la stabilité de sa démisfinale par rapport a son générateur de scénatas
graphiques et les tableaux présentés confirmemossibilité d'avoir une stabilité interne et une
stabilité externe de I'échantillon. En pratiques lyypotheses de travail et les variables de ripgses
en compte dans le processus décisionnel sont émidambeaucoup plus nombreuses et plus
compliquées mais cela ne limite pas l'intérét deindicateurs comme des outils d’aide a la mesere d
la performance de la décision.

6. Conclusion

Le glissement sémantique du « modeéle d’actifs s Wer« générateur de scénarios
economiques » matérialise la profonde évolutioncdesujet depuis une dizaine d’années
maintenant.

Longtemps utilisée dans le cadre d’études spéeifiqet ponctuelles, la construction
d’'une représentation des actifs dans lequel I'&supeut investir ses avoirs et du contexte
économique dans lequel ils évoluent est devenuélément essentiel de la description des
risques que celui-ci doit gérer.

Que ce soit dans le cadre prudentiel, pour la ohétation des provisions et du capital
de solvabilité, pour sa communication vers lestiembedded valuet états comptables) ou
pour ses besoins de pilotage techniques (choixodations stratégique et tactique, tests de
rentabilité, etc.), 'organisme assureur doit digrod’'un cadre rigoureux et cohérent prenant
en compte I'ensemble des actifs de son bilan eidgses associés.

Si lidentification de ces risques peut étre coasi@® comme relativement aboutie, la
crise financiere a mis en évidence certaines fadlgle dans leur modélisation. Deux éléments
sont ainsi mis en évidence et vont sans doute ddienea de nombreux développements dans
les prochaines années :

13 voir Planchet et al. [2009].
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- la structure de dépendance entre les actifs ;
- le risque de liquidité, intimement associé a &stpn efficace des couvertures
financieres.

La quasi-totalité des modeles actuels s’appuienties structures de dépendance dans
lesquels la corrélation tient une place centrale nombreux travaux, dont on pourra trouver
une synthése dans Kharoubi-Rakotomalala [2008],temieten évidence le caractére
dynamique de lintensité de la dépendance. En quefi I'intensité de la dépendance
augmente dans les situations défavorables, ce iqitel I'efficacité des mesures de
diversifications calibrées avec des structures mengnt pas en compte cet effet.
L’introduction de structures de dépendance noralies intégrant de la dépendance de queue
apparait ainsi comme un élément incontournabléédelution des générateurs de scénarios
économiques.

Le risque de liquidité est également apparu commeélément majeur de la crise des
subprimeset, plus généralement, de la crise financiére alengendrée. Au moment ou la
généralisation des approchesarket consistentimpose d’évaluer les options et garanties
financiéres des portefeuilles dans la logique derdeénation du colt de leur couverture,
encore faut-il pour que le montant obtenu ait dussgue la couverture puisse étre réajustée
régulierement, ce qui n’est possible qu’avec déssdimuides. Cela impose par conséquent si
ce n'est une adaptation de I'approche dans le 'eatifd peu liquides, a tout le moins la prise
en compte dune prime de liquidité pour reflétemslade montant affiché ce risque
d’'impossibilité de gérer idéalement la couverture.

Au-dela de ces deux éléments structurants, I'affi€aopérationnelle des modéles mis
en ceuvre dépend, on I'a vu, dans une tres largeirmeaie la pertinence des parametres
retenus pour les alimenter. La détermination depaeametres est complexe et fait appel a la
fois a des considérations d’ordre statistique (@kqtion des historiques), €conomique
(cohérence des valeurs de long terme préditesepanotéle avec les relations économiques
fondamentales), financieres enfin (cohérence ae@ltix observés sur le marché). La prise
en compte rationnelle de ces différentes composaréeessite une réflexion spécifique et fait
partie intégrante des choix structurants en terdeegestion des risques que peut effectuer
I'organisme assureur.

Enfin, la définition d'indicateurs de performanae modéle contribue une meilleure
alimentation du processus de prise de décisiommisa en évidence de I'exploitation de ces
indicateurs dans le cas de modéles plus compligu@tus concrets, tel que les modeles de
gestion actif-passif, pourrait constituer un chathpvestigation des travaux futurs.

On le voit, les sujets de réflexions ne manquestgmr développer des modeéles plus

robustes et mieux a méme de rendre compte de lplerité des risques économiques et
financiers supportés par un organisme assureur.
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