
���������� 	� 
�������


���� �������� ��

� �� � ���� !�"  �#
�$! "%&$! ' �#�$ ()�*)$!! +$ ' ,�� -$

$# ��� � #$ "$� (�)$� .
/�0����0� /��12344 1 5667

�� 89� � :;<����� =� ����� �� >;?��9� �� = :@��8�����0 �� A�;8��?�
�/ 0?��=��0 B C �D;���E ��� �� A=��E �


���� �;9���9� /9<=�F9�E ��� =� G �0?�E<�� HIIJ K LM�NI ��8��� =� O 9�D
?;E/;�0 �� PP Q BR�� ��// ;���9�� B

S T��� U�?;< V /�;W����9� K = :9��8�����0 �� X�E<;9�YZX ��< ;9Y
S T=W���; >� C;��� V ��Y0���9� �� ��?���?�� K 
��=�� C �����?� ��� 
�?�Z�;=;YD

R�� E �E<��� �9 O9�D B
S [�0�0��? T���0 V ��Y0���9� �� ��?���?�� K 
��=�� \ =�?��;� >�8�?��
S [�<��?� >;8��= V ����?��9� �� ��?���?�� �9 ]^C_ `����?��9� �� �����a
S b8�� \=�c��� V /�;W����9� K = :9��8�����0 T �dZP �����==� L
S T���0 ^ �?;=�� V /�;W����9� K = :9��8�����0 T �dZPT����==� N
S U0�eE � A9�?� V ��Y0���9� �� ��?���?�� �9 ]^\_

R�< ;���;��� �� A�D��F9� ��� f�����?��;�� f;��F9�� �� P ;=0?9=�����`@���0 P �d�� �� C�?���?�� �9 ]^C_ ggNNa]����� �� _����ZU0�eE �S?��� NH LS LNNhi P �����==� ]���d HI

te
l-0

04
06

57
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 J

ul
 2

00
9

http://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00406576/fr/
http://hal.archives-ouvertes.fr


H
U� 8;9����� �8��� �� ?;EE��?�� ��E ��?��� F9�=F9�� / ���;���� QU� ��E ��?�� �;9� � :�< ;�� PP Q [�<��?� >;8��= �� [�0�0��? T���0 / ;9� =�9���?����E ��� �� =�9� ?;�j��?� Q R�9�� ?;����=� �8��0� V ����� F9� =�9�� ��?;9Z��YE ���� ;�� < ��9?;9/ ?;����<90 K = :�??;E/=���E ��� �� ?� ���8��= QU� ��E ��?�� ���9��� P Q b8�� \=�c��� F9� � <��� 8;9=9 E � ����9��� �� =��ZY�Y� �9E ��� 9�� ?������� =���0���9�� E ���0E ���F9� Q A�� ��==�9�� V �� ��=�?�9��E ��9���9�� �� E ;� E ��9�?��� � 0=�80 ?� ������� �9 ���Y �� <�;9�==;� Q
T9��� V O � E � �;�� �� ��E ��?��� PP Q U���Z[���k;�� > �8�� V T =��� R�?=����� > �8�� l���;9 �� =� �; ?�0�0 
��=�� \=�?��;� >�8�?�� K m 0=�nD / ;9� =� ��E/�F9 :�=� ;�� <��� 8;9=9 E � ?;���?��� E �=Y�0 =� �9�?���Y� �� ���8��= F9� / ����9� �9d Q\�j� �� �9��;9� V O � ��E ��?�� E � W�EE � b�E ��� F9� E :� W��� ;9<=���=� ��o ?9=�0 �� F9� V K ��<=� V � �;9O ;9�� �9//;��0 E �� 0=9?9<����;�� �9� =�E ;�0=�����;� �� �;E ���� ��E/;��= ��� �9< �� K ;��� /�;Y�����8� Q

te
l-0

04
06

57
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 J

ul
 2

00
9



pqrst utv w qxyz{tv

| }~���������~ �
� ���������~ �� �������� � ��������~� ||H QL �F9���;� �� m =��;8 �� 9�� ��E ����;� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q LHH QH C 0�;=9��;� �� = :0F9���;� �� m =��;8 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q LNH QH QL P 0��;��� ��E �Z=�Y���Y������ Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q LMH QH QH P 0��;��� K ?;����8���;� �� �9d Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q LgH QH QN P 0��;�� � � ����� �� � � �������� � � ¡�¢ £ Q Q Q Q Q Q Q Q HIH QH QM P ��� �� ; �98�� �� ����� �� =� E 0��;�� AAP Q Q Q Q Q Q HNH QN f�O �?��;� �� /����?9=�� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q HMH QM C 0/9=��;� ?;9=;E<����� �9 ���� �9 W���?��9 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q HG
¤ ¥¦¦���§� ¦�� ����� �� �¨��©���~� �ªN QL R�� ?��?9��� 0F9�8�=���� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q HhN QH R� ���9?�9�� K ;��� =���� K �0=�?� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q NIN QN ];����9?��;� �9 ?��?9�� 0F9�8�=��� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q N LN QM ]���?�0�����F9�� �9 ?��?9�� 0F9�8�=��� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q NHN QG ];9�< � �� ���/ ����;� �9 ?��?9�� 0F9�8�=��� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q NNN Qg �8;=9��;� ��E/;��==� �9 ?��?9�� 0F9�8�=��� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q NMN Qg QL \d?�����;� �9 ?��?9�� /�� 9� ��Y��= Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q NgN Qg QH C0Y�E � 0��<=� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q NJN Qi «���� �����;������� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q NJN Qi QL T��/����;� K =��Y� <���� �� W�0F9��?� Q Q Q Q Q Q Q Q Q NhN Qi QH T��/����;� �9�;9� � :9�� W�0F9��?� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q MIN QJ f�����?��;� �� =� ���9?�9�� K ;��� =���� �8�? =� W���?��9 Q Q Q Q M LN QJ QL T?��;� �� =� ���9?�9�� K ;��� =���� �9� =� W���?��9 Q Q Q M LN QJ QH T?��;� �9 W���?��9 �9� =� ���9?�9�� K ;��� =���� Q Q Q Q MNN Qh �8;=9��;� Y=;<�=� �9 
«A B ¢�¬�¢� �  �­® ��� Q Q Q Q Q Q Q Q Q MMN QLI C0�9=���� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q MgN QLI QL f�����?��;� � :9� W���?��9 ?;����9 �8�? 9� ��Y��= ���ZE ;��F9� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q MgN QLI QH ¯0�0����;� � :9� ��Y��= /�� 9� W���?��9 E ;�9=0 Q Q Q Q MhN QLL ];�?=9��;� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Mh

N

te
l-0

04
06

57
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 J

ul
 2

00
9



M °±²³´ µ´¶ ·±°¸¹º´¶
» ¥¦¦���§� ¦�� ��������~ �� ���¼�� �¤M QL > ��?�0������;� ��� 0F9���;�� �� P �d½�== Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q GNM QH �8;=9��;� ��E/;��==� ��� �D���E �� =��0����� �9 ��?;�� ;���� Q GGM QN C0�9?��;� ��� �D���E �� �D��E �F9�� =��0����� �9 ��?;�� ;���� GiM QN QL R� E 0��;�� ��� E ;E ���� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q GJM QN QH ]�� ��� �D���E �� �9 /��E ��� ;���� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q GhM QN QN T =Y;����E � � :T��;=�� �� ��8����;� �� Y������ E ����?�� g LM QN QM C0�9?��;� ��� �D���E �� �9 ��?;�� ;���� Q Q Q Q Q Q Q Q gNM QN QG «/��E �����;� �� =� <��� �� /�;O �?��;� Q Q Q Q Q Q Q Q Q gMM QM C0�9=���� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q gGM QM QL \d�E/=� � :9�� ���9?�9�� / 0��;��F9� <���E ����;���==� Q gGM QG ];�?=9��;� �� / ���/ �?��8�� Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q gJ
� ¾�~������~ ¿|

te
l-0

04
06

57
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 J

ul
 2

00
9



ÀÁÂÃÄÅÆÇ È

ÉÊx{Ë uÌÍxyËÊ

]� E��9�?��� �� =�8�� /�� 9� ?;�� ?;E/=�� �� W;�?��;���= / ;9� ��E9=�� =���9< �� K ;��� /�;Y�����8� `
«Aa Q f= /�;/ ;�� /�� ?;���� F9�=F9�� ��0�� / ;9���E9=�� =�� 
«A �� �;E ���� ��E/ ;��= QR�� �9< �� �D/ ��W�0F9��?� �;�� ��� ���/ ;����W� �;9� 8��� ;Î 9� W���?��9� :0=�?��;�� ������Y�� �8�? 9� ?��E/ 0=�?��;E �Y�0��F9� ���� =� <9� �� = :�E Z
/=�j�� Q ]� ?��E/ V �;�� =� W�0F9��?� ��� �� = :;���� ��

1 GHz V ��� �� �D/ ��D/ ��W�0F9��?� Q@� �9< � �D/ ��W�0F9��?� ��� ?;E/ ;�0 � :�9 E ;��� ��;�� /������ B
LQ 9� ?��;� K 0=�?��;�� F9� W;�E � �� �??0=��� =� W���?��9 � :0=�?��;�� Ï
H Q 9�� n;�� � :������?��;� ;Î =�� 0=�?��;�� ������Y������ �� 0?���Y��� ��= :0���Y�� �8�? =� ?��E/ 0=�?��;E �Y�0��F9� Ï
N Q 9� ?;==�?��9� F9� �0?9/ ��� =�� 0=�?��;�� �/��� = :������?��;� Q

Collecteur

Faisceau d’électrons

Cathode

Structure

Hyperfréquence

ÐÑÒ Ó LQL S R�� ��;�� /������ � :9� �9< � �D/ ��W�0F9��?� Q
R� W���?��9 � :0=�?��;�� V ���9 � :9�� ?���;�� V ��� �??0=0�0 /�� 9� ?��E/0=�?��;�����F9� �8��� � :Ô��� ����;�9�� ���� =� ���9?�9�� ?;������� =� ?��E/�D/ ��W�0F9��?� Q RK V 9� W;�� ?��E/ E �Y�0��F9� =;�Y��9����= W; ?�=��� =� W���Z
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?��9 �� = :�E/ Ô?�� �� �� ���/ ����� ���� =� ���9?�9�� �;9� = :�Ý �� �� =� �0/9=Z��;� ?;9=;E<����� Q \��9��� V �9�8��� =� ?;�jY9����;� �/����=� �9 ?��E/ V =�W���?��9 � :0=�?��;�� ��� �;�� �??0=0�0 V �;�� W����0 Q _ :�= ��� �??0=0�0 V �=;�� =� ���Z
/ ;����W ��� 9� �??0=0����9� �� /����?9=�� Ï �� �� =� W���?��9 ��� W����0 V �=;�� /��?;����8���;� � :0���Y�� �� � :�E/9=��;� =� ?��E/ �D/ ��W�0F9��?� ��� �E/=�j0 V�� =� ���/ ;����W W��� /����� ��� �9< �� �D/ ��W�0F9��?� Q

HF

Tube

Hyperfréquence

Accélérateur

de particules

Sortie

HF

Entrée

HF

Entrée

ÐÑÒ Ó LQH S ];�������E ��� �9d �??0=0����9�� �� /����?9=�� V 9� �9< � X[ ��=�����=�� 0=�?��;�� / ;9� �E/=�j�� =� ?��E/ �D/ ��W�0F9��?� Q
R� ?��E/ �D/ ��W�0F9��?� ������Y������ �8�? =�� 0=�?��;�� / �9� Ô��� �;�������;������ V �;�� /�;/�Y���W Q > ��� =� /��E ��� ?�� V =� ?��E/ ;�?�==� ���� 9��

?�8��0 E 0��==�F9� �0�;����� V �� =�� 0=�?��;�� ������Y������ �8�? =� ?��E/ �����8������ =� ?�8��0 Q ] :��� =� ?�� /�� �d�E/=� ��� c=D���;�� �� ��� E �Y�0Z��;�� Q > ��� = :�9��� ?�� V =� ?��E/ �� /�;/�Y� ���� 9� Y9��� � :;��� V �� �����Z�Y�� �;9� =� =;�Y �� �;� ���O �� �8�? =� W���?��9 � :0=�?��;�� Q ] :��� =� ?�� ���
«AQ R� ��Ý 0���?� W;���E ����=� ����� =�� ��9d ?�� ��� F9� =�� Y9���� � :;����/ �98��� /�;/�Y�� ��� ?��E/� �9� 9�� Y����� /=�Y� �� W�0F9��?� V �=;�� F9�=�� ���9?�9��� �9 �D/ � ?�8��0 �� W;�?��;����� F9 :�9�;9� �� =�9� W�0F9��?� ���0�;���?� Q «� ?�;���� �;�? 9�� ���9?�9�� �� ?��E/ �����;������ ;9 /�;Y���Z��8� ��=;� F9� = :;� 8�9�==� ?;����9��� 9� �E/=�j?���9� K <���� 0��;��� ;9 K=��Y� <���� Q> ��� =�� 
«AV =�� Y9���� � :;���� �;�� �// �=0� ���9?�9��� K ;��� =���� ;9��?;�� =�Y��� K ������ V ?�� =�9� <9� ��� �;� ��9=�E ��� �� Y9���� =� ?��E/ �DZ
/ ��W�0F9��?� V E ��� �9��� �� ��=����� =� /�;/�Y���;� �� ?�=9 �Z?� �j� F9 :�= /9����������Y�� �o ?�?�E ��� �8�? =�� 0=�?��;�� Q \� �Ý�� V �� =�� 0=�?��;�� 8;D����� =�
?��E/ �0j =�� ��;/ ��/���E ��� V = :�Ý �� E ;D�� �� = :������?��;� ������ �9= Q
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R�� =�Y��� K ������ / �98��� /������ ��8����� W;�E �� /��E � =��F9�==�� ;���;98� =�� Y9���� � :;���� ��/=�0� V =�� Y9���� K ?�8��0� ?;9/=0�� V =�� =�Y��� K�0=�?� V ;9 =�� =�Y��� ����� � ���YZ���Z<�� £Q ^;9� �;9� ���0������;�� V ���� =�?���� �� ?���� ����� V �9d =�Y��� K �0=�?� F9� ��/�0������� �?�9�==�E ��� /=9���
50%

��� �9< �� �D/ ��W�0F9��?� /�;W����;���=� 8���9� ���� =� E ;��� ÞLß Q

à áâ ã äåæ ç èé êëìíî ï ðñêëòî ìóëôî îõ öéêîíõëõ êî òðé÷ø ðùø îöúöñûóîíòî éüíûó ýëê ëíõîöéìëþþî îÿ òéòî÷ îíõ é�îò êî úéëþòîéó ô ýñêîòõö�íþ å
èîþ ��� ï ðñêëòî þ�íõ óõëêëþñþ ò�÷÷î é÷øêëüòéõîóöþ ôéíþ êîþ ô�÷éëíîþôîþ õñêñò�÷÷óíëòéõë�íþ þøéõëéêîþ � ôîþ öéôéöþ � îõ ôîþ ò�íõöî�÷îþóöîþ ñêîòõö��íëûóîþ å �í ù ÷ îõ ï ò�íõöë�óõë�í êîóö êéöìî �éíôî ôî úöñûóîíòî ø �ó�éíõ ôñ�øéþþîö ôîó� ôñòéôîþ � êîóö öîíôî÷ îíõ ñêî�ñ 	≈ 70%
 � îõ êîóö øóëþþéíòî ôîþ�öõëî éõõîëìíéíõ êî � ëê��éõõ å

Ð ÑÒ Ó LQM S A�;�;Y��/��� �� F9�=F9�� 
«A /�;/ ;�0� /�� 
��=�� \=�?��;�>�8�?�� Q R� /=9� / ���� W��� 15 cm
�� =;�Y V �� =� /=9� Y�;� �0=�8�� 9�� /9�����?����������0� �� ≈ 1 kW

Q
A�� ��==�9�� V =� 
«A ?;�����9� 9� ;9��= �d?�/��;���==�E ��� ��E/=� �� ��?��/ ;9� 0�9���� = :������?��;� ;���Z/����?9=� �� /�D��F9� ��� /=��E �� ÞNß Q > ���
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?���� �//=�?���;� V =� 
«A O ;9� =� �e=� �9 /=��E � /;9� /�;/�Y�� ��� ;���� VE ��� 08��� �;9� =�� /�0�;E ���� /�������� F9� / �98��� �//���
��� ���� 9�
/=��E � �0�= Q C0?�EE ��� V =� /�0�;E ��� �� ?��;� ��E �=�;���� � 0�0 j��E ���0�9��0 ���� 9� ��= ���/ ;����W V �� 9�� E 0��;�� �� ?;���e=� �9 ?��;� D � 0�0�d/ 0��E ���0� �8�? �9??�� ÞMß Q

��� � ��� � �� ��� �� � ��� !" � � #$ ��%&� ��'() ' �� � � %!*�#(!+� �� �#,*�%&�
" �#) �+ � ��+ �!�# -%�) �%+ � �!%+�#'&+!,% ,%��."'#+!& �� ( #  %� �!(+'%&� ��
4 m

�
/ '%( ��( �� 0  +!�!('+!,%( ��( ��� � � %, ( *�%,%( �� ) �%+!,%%�# 1 �'(!) �'+!,% % ) �#!� � 2 , �  %� #3�� !)",#+'%+ � / '%( �� &'�#� !%� (+#!�� 1 ����&,%(+!+ �  % , +!� �((�%+!�� " , # ��*��,"" �# ��( ��� �% "#�%'%+ �% &,)"+���( ��) '%��( ��( &�!�%+( �% +�#) �( �� 4#�� �%&� 1 �� " !(('%&� 1 �� #�%��) �%+ 1�+& � 5+ �'%( �� &'�#� �� �' #�&6�#&6� 4,%�') �%+'�� 1 �' (!) �'+!,% % ) �#!� �

" �#) �+ �� �!) �%(!,%%�# ��( �0" �#!�%&�( �� �'$ ,#'+,!#� 1 �+ � �'!7 !���# � ��0" �.
#!) �%+'+� # �'%( �� #�7�'7� , �' #�&6�#&6� �� "6�%,) 8%�( #�(,%'%+( �
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h
T���� V F9� ?� �;�� ���� 9� ?���� ���9�����= ;9 �� ��?���?�� W;���E ����=� V=� ��E9=���;� �9E 0��F9� �� �;�� � :Ô��� =� /=9� O9��� / ;���< =� Q «� =� O 9������� :9�� ��E9=���;� �0/ ��� �� =� F9�=��0 �9 E ;��=� /�D��F9� �;9�ZO �?��� Q A =9�?� E ;��=� ?;�������� � :�D/ ;������ ��E/=�j?����?�� �9� =� �D���E � K E ;�0=���� V/ =9� =� ?��E/ �� 8�=����0 �� =� ��E9=���;� ���� ��������� Ï �� /=9� =� E ;��=� ����Y0�0��= V / =9� =� ��E9=���;� ���� ��/�0�������8� �� =� �0�=��0 Q P ��� �= ��E<=�F9� =� ��?����� � :9� E ;��=� ��==� �� /��� �8�? =� F9�����0 �� ?�=?9= �0?�������K �� E ��� �� A98�� Q @� ?;E/�;E �� �;�� �;�? Ô��� ��?���?�0 �� /�;j����?;����EE ��� �� = :�9YE ������;� ��� /9�����?�� �� ?�=?9= / ;9� ����?��� =��E ;��=�� Q
T9O ;9�� :�9� V =� ��E9=���;� ��� 
«A �� W��� ��������==�E ��� �� �;E ����

W�0F9�����= V ? :���ZKZ���� F9� = :;� �9//;�� ��� =� �0/��� F9 :9� ����E<=� j���� �0j�� �� W�0F9��?�� ?;E/ ;�� =� ?��E/ �D/ ��W�0F9��?� V ����� F9� �;9���=�� Y�����9�� 8����<=�� ���� =� 
«AQ ]���� �D/ ;����� ��� 9��=��0� ��/9�� =�
/��E ��� E ;��=� �� 
«A /�;/ ;�0 /�� A���?� �� LhGI ÞGß O 9�F9 :�9 ?;�� ����E9=���;� �� BC DEFGG Þgß V �� /������ /�� =� E ;��=� �� C;½� Þiß V =� ?;��DHI ÑGE ÑJK ÞJß V ;9 =� ?;�� LMGK Þhß Q]�� E ;��=�� �� =�� ?;��� F9� �� �0?;9=��� �;�� E ����8�E ��� 9��=��0� ����= :���9����� V �� �;����� �9 F9;������ ��� �0�9=���� ��/���� �� ���� j�<=�� / ;9���E ����;���� �� W�<��F9�� ��� 
«AQ P ��� =�9� / ;��� W��< =� ��� F9 :�=� �� ���Z8��==��� F9 :�9d W�0F9��?�� F9� ;�� 0�0 /���?����� /�� = :��Y0���9� Q ]���� �/Z/�;?�� ��E/=�j� Y�����E ��� =�� ?�=?9=� V �� =�� �??0=��� �;�? V E ��� �==� �����?�/�<=� �� /������ �� ?;E/�� ��� /�0�;E ���� �;� ;9 E �= �0j��� � ® �����QA�� �d�E/=� V �� = :;� 8�9� ;<���8�� 9�� �����<�=��0 V F9 :�==� �;�� /������� ;98;9=9� V ;� ��� ;<=�Y0 �� �0���E ���� �� W�0F9��?� �8��� �� �0<9��� =� ��E9Z=���;� Ï �� �� ;� �� =� ?;���
� /�� V �= W�9��� �=;�� /�; ?0��� K 9� <�=�D�Y� ��
W�0F9��?� �� E9=��/ =��� =�� ��E9=���;�� O9�F9 :K ;<���8�� =� �08�=;// �E ��� ��= :�����<�=��0 Q«� / �9� �9��� �O ;9��� = :�d�E/=� �� = :0�9�� ��� 
«A �� �0Y�E � �������;���?;EE� =;�� �9 �0E ����Y� ;9 �� = :�d���?��;� � :9� �9< � Q > ��� ?� ?�� V = :�< ;�Z���?� ��� W�0F9��?�� E ���� �� O �9 ��� ��==� F9 :9�� �//�; ?�� W�0F9�����==�?;��9����� K 9�� �E/ ;������ �0W;�E ���;� �� =� �0�=��0 QR� ��E9=���;� ��� 
«A �� �;E ���� ��E/;��= ��8���� / ��E ����� K = :��Y0Z���9� ;9 �9 ?���?��9� �� =��?�� 9�� ��E9=���;� ���� �� /�0;??9/ �� �� �0j���
/�0?��0E ��� =�� W�0F9��?�� ������� �� O �9 Q P ��� �==� Y0���� Y0�0��=�E ��� ������ Y����� ��E/� �� ?�=?9= ��� F9 :�= � :�Y�� �� ������� ��� �D���E �� �0�=� Q \�
?�=� ��� �9o ���� / ;9� �0?;9��Y�� = :��Y0���9� ;9 =� ?���?��9� F9� ��?���?��=0Y���E �E ��� ���� =� ��E9=���;� 9� E;D�� ��/��� � :�d/=;����;� QA;9� ��E 0���� K ?�� ��?;�80����� V �;9� /�;/ ;�;�� ��9d ��0�� / ;9� �==0Y��=� ��E9=���;� �� �;E ���� ��E/ ;��= �� =� ���9?�9�� K ;��� =���� B

LQ = :9��=�����;� � :9� ?��?9�� 0F9�8�=��� Ï
H Q =� �0�9?��;� ��� 0F9���;�� �0?��8��� =� ���9?�9�� K ;��� =���� Q

R;�� �� /�0������ ��E/=�?�� = :�//�; ?�� W�0F9�����==� ���� =� ��E9=���;� �9
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W;�?��;���E ��� �����;������ ��� �9< �� �D/ ��W�0F9��?� V ?�� ��0�� �;�� �9�?�/Z��< =�� �� ��8��?�� �� W;�E �� =� <��� �� ?;��� F9� V �;9���9� /�� =� �08�=;/Z/ �E ��� ��� E ;D��� �� ?�=?9= V / ��E ����;�� = :0�9�� ��� �9< �� �D/ ��W�0F9��?����� �;9�� =�9� Y0�0��=��0 Q]���� ����� ��� ;�Y����0� �� =� E ������ �9�8���� Q R� ��?;�� ?��/���� ����Z���� �� =� ��E9=���;� �9 W���?��9 � :0=�?��;�� F9� ������Y�� �8�? =� ���9?�9�� K�0=�?� Q ^;9� �8;�� �� �Ý�� /�;j�0 �� �;��� < ��;�� �� ��E9=�� =� W���?��9 / ;9��d/=;��� ?� �;E ���� Q \��9��� V �;9� /�0������;�� ���� =� ��;����E � ?��/���� =�E ;�0=�����;� �� =� ���9?�9�� K ;��� =���� /�� 9� ?��?9�� 0F9�8�=��� V ����� F9��;� ?;9/=�Y� �8�? =� W���?��9 � :0=�?��;�� Q A9�� =� F9�����E � ?��/���� /�0���Z���� =� E 0��;�� �� �0�9?��;� �� E ;��=�� V ����� F9� �;� �//=�?�<�=��0 K �;���/�;<=�E � Q \�j� V =� ?��F9��E � ?��/���� ?=;�� ?� ���8��= /�� 9�� ?;�?=9��;� ��
/�;/ ;���� ��� / ���/ �?��8�� / ;9� ?;����9�� ?� ���8��= Q
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ÀÁÂÃÄÅÆÇ N

Oyw ÌsqxyËÊ uÌ PqyvÍtqÌ
u QR stÍx{ËÊv

@� W���?��9 � :0=�?��;�� ��� 9� ����E<=� ;�Y����0 � :0=�?��;�� 08;=9������� = :��/�?� Q >��� 9� 
«AV =� W���?��9 � :0=�?��;�� ��� 0E �� /�� =� ?���;���� �� /�;/�Y� �9�8��� = :�d� �� =� ���9?�9�� K ;��� =���� / ;9� ������Y�� �8�?=�� ;���� 0=�?��;E �Y�0��F9�� F9� � :D /�;/�Y��� Q> ��� =� 
«AV = :������?��;� ����� =� W���?��9 �� =�� ?��E/� 0=�?��;E �Y�0Z��F9�� ��� ��������==�E ��� =;�Y��9����=� Q «� / �9� �;�? / ;9� ��E/=�j�� ?;���Z�0��� 9� W���?��9 � :0=�?��;�� K 9�� ��E ����;� Q >� /=9� V = :�Ý �� �� =� ?;E/;Z����� E �Y�0��F9� �9 ?��E/ ��� �0Y=�Y��<=� ?�� =�� 0=�?��;�� ?;E/ ;���� =�
W���?��9 �� �;�� /�� ��=���8����� QA;9� �0?���� = :08;=9��;� �9 W���?��9 ;� / �9� 9��=���� �� W;�?��;� �� ������Z
<9��;� Q R� W;�?��;� �� ������<9��;� ��� =� ������0 � :0=�?��;�� ���� = :��/�?� ���/����� V ? :���ZKZ���� F9� =� �;E<�� � :0=�?��;�� �D��� 9�� / ;����;� ?;E/���������

x
��

x + dx V �� 9�� 8������ ?;E/���� �����
v
��

v + dv
��� B

dN(x, v) = f(x, v).dx.dv.

R� �;E<�� � :0=�?��;�� ���90� �����
xmin

��
xmax

V �� �D��� 9�� 8������
?;E/���� �����

vmin
��

vmax
� :0?��� �=;�� B

N =

xmax∫

xmin

vmax∫

vmin

f(x, v).dx.dv.

@�� �9��� �//�;?�� ���� 9��=��0� / ;9� E ;�0=���� =� W���?��9 ��� =� E 0Z��;�� Af] `� �� ���� ST U�� �a F9� ?;������ K Y�;9/ �� =�� 0=�?��;�� �� E �?�;Z/����?9=�� V /9�� K ���0Y��� =�� 0F9���;�� �9 E ;98�E ��� �� ?��F9� E �?�;Z/����?9=� ÞLIß Q \� ?;E/�����;� �8�? ?���� E 0��;�� V �= � 0�0 E ;���0 F9� = :�/Z/�;?�� <��0� �9� =� W;�?��;� �� ������<9��;� � =�� �8����Y�� �9�8���� ÞLLß B
S �==� / ��E �� 9�� /���� �� ?;E/�� /=9� ?;E/=��� �9 W���?��9 Ï
S �==� Y0���� E ;��� �� <�9�� �9E 0��F9� Ï
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LH ÕÖ±×¸°º´ V Ù ¶¸· Ü³±°¸ÛÚ µ Ü W±¸¶Õ´± Ü µ XY³´ Õ°ºÛÚ¶
S �==� ��� /=9� ��/��� ���� =� ?�� � :9� W���?��9 K 9�� ��E ����;� Q^;9� ?�;�����;�� �;�? = :�//�;?�� <��0� �9� =� W;�?��;� �� ������<9��;� Q\� /����F9� V ?;EE � =� Y����;� � :9� ��/�?� ?;����9 /�� 9� ;�������9�� :��� /�� / ;���< =� V =� W;�?��;� �� ������<9��;� ��� �0j��� �9� 9� ��/�?� ���

/����� (xi, vj)
���?�0���0 ��= F9� B

xi+1 = xi + ∆x; vj+1 = xj + ∆v.

R� W;�?��;� �� ������<9��;� f(x, v)
��� �=;�� ��/�0����0� /�� 9� ��<=��9

f(i, j) = f(xi, vj)
?;������� =� 8�=�9� E ;D���� ��

f(x, v)
�9� ?��F9� ?�==9 =� Q> � ?���� E ������ V =� �;E<�� � :0=�?��;�� ���90� ����� xi −∆x/2

��
xi + ∆x/2�� �;�� =� 8������ ��� ?;E/���� �����

vj − ∆v/2
��

vj + ∆v/2
��� �0j�� /��= :�d/�����;� �9�8���� B

f(i, j).∆x.∆v.
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ÐÑÒ Ó H QL S C�/�0�������;� � :9� W���?��9 /9=�0 ���� = :��/�?� ��� /����� ���Z
?�0���0 Q

Z [\ ]^_`abcd ef g h`icj fd _df ebkfdibcd
^;9� �8;�� ?;����0�0 F9� =� W���?��9 � :0=�?��;�� ��� 9����E ����;���= ���;�Z��=���8 ���� V �� F9 :�= � :��� �;9E �� F9 :K 9� ?��E/ 0=�?���F9� =;�Y��9����= Q> ��� ?� ?�� V = :08;=9��;� ��E/ ;��==� �� =� W;�?��;� �� ������<9��;� f(x, v, t) V�0���E ��0� /�� = :0F9���;� �� m =��;8 V � :0?��� �� =� E ������ �9�8���� B

∂f

∂t
+ v.

∂f

∂x
+

q

m
E.

∂f

∂v
= 0

`H QLa
;Î q

��
m

�;�� =� ?���Y� �� =� E ���� �� = :0=�?��;� V �� E
��� =� ?;E/ ;�����=;�Y��9����=� �9 ?��E/ 0=�?���F9� Q ]� ?��E/ 0=�?���F9� � ��9d ;��Y���� Q @��
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V ÙV Ù ºY¶Û³ Ü°¸ÛÚ µ´ ³ XY lÜ±°¸ÛÚ µ´ m³±¶Ûm LN
/����� ��� �9� �9 ?��E/ 0=�?���F9� / ;��0 /�� =� ���9?�9�� K ;��� =���� V �� ����// �=0� � ?��E/ � :�0=�?� £Q \� = :�9��� /����� ��� �9� K =� �0/9=��;� ?;9=;E Z
<����� �9 ���� �9 W���?��9 V �� ��� �// �=0� � ?��E/ �� ?���Y� � :��/�?� £ B

~E = ~Eh + ~Ece

R� ?��E/ ~Ece
���� �d/=�?��0 K =� ��?��;� H QM V �=;�� F9� =� ?��E/ ~Eh

=� ���� K=� ��?��;� N QJ QL �/��� �8;�� ����;�9�� � :�9���� �;��;�� Q^;�;�� F9� = :0F9���;� �� m =��;8 ��=�� = :08;=9��;� ��E/;��==� ��
f
K ��9d�Ý��� B

LQ =� �D��E �F9� /�;/�� �9 W���?��9 F9� W��� F9 :9� 0=�?��;� �� E �9� �;9�= :�Ý �� �� �� 8������ Ï
H Q = :�?��;� ��� W;�?�� �� �;9��� �;���� �9� =�� 0=�?��;�� F9� W��� 8����� =�8������ � :9� 0=�?��;� �9�8��� =� W;�?� F9 :�= �9<�� Q

Z [Z noich_abcd ef h po^_`abcd ef g h`icj
^;9� �8;�� ��;980 ���� =� =���0���9�� ��Ý 0������ E ������� �� �0�;9���= :0F9���;� �� m =��;8 V �� �;9��� �;�� <��0�� �9� =� W��� �� �?����� = :0F9���;��� m =��;8 �� ��9d 0F9���;�� /=9� ��E/=�� K �0�;9��� Q ]���� ��0� � 0�0 /�;Z/ ;�0� /�� ]���Y �� q�;�� ÞLHß �� LhiG Q T9 =��9 �� �0�;9��� = :0F9���;� ��m =��;8 `H QLa ��==� F9�==� K ?��F9� /�� �� ��E/� V ]���Y �� q�;�� /�;/ ;������ �0�;9��� ?;��0?9��8�E ��� =�� ��9d 0F9���;�� �9�8����� B

∂f

∂t
+ v.

∂f

∂x
= 0

`H QHa
∂f

∂t
+

q.E

m
.
∂f

∂v
= 0

`H QNa
�� 9��=����� =� �;=9��;� �� = :9�� ?;EE� ?;�����;� ������=� �� = :�9��� Q ]����E ������ �� /�; ?0��� ��� �// �=0� r�­ � s® ��  �Tt � � ¡�¢u QA;9� ���0Y��� = :0F9���;� �� m =��;8 `H QLa �9� 9� /�� �� ��E/� ∆t V ]���Y�� q�;�� 9��=����� =� �?�0E � �9E 0��F9� �9 ��?;�� ;���� �9�8��� B

S ���0Y��� = :0F9���;� `H QHa �9�
∆t/2S ?�=?9=�� =� ?��E/ 0=�?���F9�

S ���0Y��� = :0F9���;� `H QNa �9�
∆tS ���0Y��� = :0F9���;� `H QHa �9�
∆t/2.^;9� ��E ��F9;�� F9� =�� 0F9���;�� `H QHa �� `H QNa �;�� �� =� E ÔE � W;�E ��� �� �0�;=8��� �;�? �� =� E ÔE � E ������ Q ^;9� 0�9����;�� �;�? ��9=�E ���= :0F9���;� `H QHa V �� = :0F9���;� `H QNa �� �0�;9��� �� ��E/=�k��� x /�� v V �� v/�� qE/m

Q
vwxyz {|y} ~ ����xz� ���x� }yz ����� � ���x~� � | �x� {xyzz� �x�}y |��z | �xy�z��� �y�y�| }�z���z��� ����� �� ��xzz � � �� � � ��� �� �� � ��������  ¡��¢ ¡ £ �� ¤ ¥ ¤ ¥ ¦�� ��§�¨ ©¢ ���ª ��«¬�� �ª ¨ ¤ �­ « ¦���¨ ®¯°±¥
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LM ÕÖ±×¸°º´ V Ù ¶¸· Ü³±°¸ÛÚ µ Ü W±¸¶Õ´± Ü µ XY³´ Õ°ºÛÚ¶
R :0F9���;� `H QHa ��� ?� F9� = :;� �// �==� 9�� ²³´� ��T ¢ µ�¢¬�� ��T Q _� �;=9Z��;� ���=D��F9� ��� B

f(x, v, t + ∆t) = f(x − v.∆t, v, t)

x

v .dtf(x,vj ) j

ÐÑÒ Ó H QH S T�8�?��;� �� =� W;�?��;� f(x, v) / ������ 9� ��E/� dt
=;��F9�

v = vj
Q

]���� ��=���;� ��Y��j� F9� / ������ 9� ��E/� ∆t V =� W;�?��;� f(x, v, t)
��������=��0� � :9�� =;�Y9�9� v.∆t

���� =� ����?��;� x
Q ] :��� �;9� ��E/=�E ����� =� �����=���;� K 8������ ?;������� Q >��� �;��� ?�� V ;Î f

��� �0j��� �9� 9���/�?� ���?��� V ;� �0�;9����� = :0F9���;� � :��8�?��;� �� 9��=����� =� ��=���;��9�8���� / ;9� ?��F9� 8�=�9� ��
vj

B

f(xi, vj , t + ∆t) = f(xi − vj .∆t, vj , t)P��� ?;EE� =� E ;���� =� jY9�� H QN �= � :��� /�� Y������ F9� f
�;�� �0j����� =� / ;����;� (xi−vj.∆t, vj)

V ?�� f
� :� 0�0 �0j��� F9� / ;9� =�� / ;���� (xi, vj)

V�� �= �� / �9� F9� =� / ;����;� (xi − vj .∆t, vj)
�� ?;����/ ;��� K �9?9� /;����9 E ��==�Y� Q ] :��� / ;9� ?;��;9���� ?� /�;<=�E � F9 :;�� 0�0 �08�=;// 0� =��

¶����¬ s��¬���Qf= �d ���� /=9���9�� E 0��;��� / ;9� �0�;9��� = :0F9���;� � :��8�?��;� Q ]��E 0��;��� / �98��� Ô��� ?=���0�� �� ��9d ?��0Y;���� B
LQ =�� E 0��;��� ��E �Z=�Y���Y������ F9� � :�//9���� �9� 9� ����;���E ���

/����?9=���� / ;9� W���� 08;=9�� =� W;�?��;� �� ������<9��;� f
Ï

H Q =�� E 0��;��� K ?;����8���;� �� �9d F9� � :����?���� K 0?���Y�� �� =�F9�����0 �� E ������ `�9 ∫ ∫
f.dx.dv

a ����� =�� ?�==9 =�� �� = :��/�?� ���Z
?�0���0 `

xi, vj
a Q

· ¸· ¸¹ º »¼½¾¿ÀÁ ÁÀÂ ÃÄÅÆÇÈÆÉÇÃÀÉÉÀÁ
A;9� �0�;9��� = :0F9���;� � :��8�?��;� `H QHa �� E ������ �� ;�98�� =� ��=�Z��;� B

f(xi, vj , t + ∆t) = f(xi − vj.∆t, vj , t),
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V ÙV Ù ºY¶Û³ Ü°¸ÛÚ µ´ ³ XY lÜ±°¸ÛÚ µ´ m³±¶Ûm LG

.dt

f(x,v
j
)

f(x,v
j
)

x

x

Quelle valeur

prendre ?!

−v
j

ÐÑÒ Ó H QN S R� �;=9��;� ���=D��F9� �� = :0F9���;� � :��8�?��;� � :��� /�� �/Z/=�?�<=� ��==� F9�==� =;��F9� =� W;�?��;� f(x, v)
� 0�0 ���?�0���0� Q f?� V ;� ��

?;���
� F9� =�� 8�=�9�� ��
f
E��0���=��0�� /�� ��� �;��� Q

=�� E 0��;��� ��E �Z=�Y���Y������ 9��=����� �;9� ��E/=�E ��� 9�� �����/ ;=���;���
f
Q _�

finterp(x, v, t)
��� 9�� W;�?��;� �����/ ;=���� �� =� W;�?��;� f(xi, vj , t)

V�=;�� B
f(xi, vj , t + ∆t) = finterp(xi − vj .∆t, vj , t).

T���� V / ;9� vi
jd0 V =� E 0��;�� ��E �Z=�Y���Y����� �����=��� =� W;�?��;��� ������<9��;� ?;EE� ;� �����=��� 9�� /����?9=� �D��� 9�� 8������

vi
Q ]�����//�;?�� ��� ���0�������� ���� =�� ?�� �;�Z=��0����� ;Î v = v(x)

Ï ;� / �9��0�;9��� = :0F9���;� �;�Z=��0���� �9 E ;98�E ��� / ;9� 9�� /����?9=� V �� �����Z/ ;��� =� E ;98�E ��� ;<���9 K =� W;�?��;� �� ������<9��;� Q\��9��� V =� E9=���9�� � :�=Y;����E �� F9� �0?;9=� �� ?���� ��0� �� ��Ý0Z���?���� /�� =� E 0��;�� � :�����/ ;=���;� 9��=��0� Q ]���Y �� q�;�� ÞLHß ;�������/ ;=0 f(xi, vj , t)
/�� ��� W;�?��;�� ?9<�F9�� ���� =� ����?��;� v V �� /����� �0���� �� [;9���� ���� =� ����?��;� x

�� ����;� �� =� / 0��;��?��0 �/����=��9 W���?��9 Q f=� ;�� ;<���80 9�� �����/���;� �� =� W;�?��;� f(xi, vj , t)
E���Z

/9=0� Ï ? :���ZKZ���� F9� =�� �0���=� �� =� W;�?��;� f(xi, vj , t)
�;�� �Ý�?0� �9 j =�� = :���0Y����;� Q f=� ;�� �����<90 ?�� 0?��� �9d ����9�� � :���;��� Q\� W��� V ?� /�;<=�E � �� = :�//�; ?�� ��E �Z=�Y���Y����� 8���� �9 W��� F9 :�==�� 0�0 ?;�k9� / ;9� �����/ ;=�� `?;/���a �� �0Z�Ý �?��� =�� 8�=�9�� �� =� W;�?��;�

f
�� � :�9���� / ;����;�� �� = :��/�?� ��� /����� `?;==��a ���� �d/=�?���E ���
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Interpolation
v

j
.dt

f(x,v
j
)f(x,v

j
)

−v .dt
x x

Points connus au temps t

Points obtenus par interpolation

j
f(x ,v  ,t)

jf(x, v  ,t+dt)

ÐÑÒ Ó H QM S R�� E 0��;��� ��E �Z=�Y���Y������ 9��=����� = :�����/ ;=���;� / ;9���?;�����9�� =� W;�?��;� �� ������<9��;� Q
/������ �� ?;E/�� =�� /�;/��0�0� �E/;������� � :9�� W;�?��;� �� ������<9��;� B

S =� ?;����8���;� �� =� E ������ B ∫ ∫
f(x, v, t).dx.dv = cte VS =� / ;����8 ��0 B

f(x, v, t) ≥ 0
Q\��9��� V \��? _;������Ê?c�� �  ��Ë ÞLNß ;�� 0����9 =� E 0��;�� ��E �Z=�Y���Y����� �9 ?�� /=9� Y0�0��= ;Î v = v(x, t)

�� =� W;�?� F = F (v, t)
Q]���� 08;=9��;� / ��E �� �� ������� = :0F9���;� �� m =��;8 ���� ��� ���9���;���;�Z=��0����� V �� �;��EE��� ��=���8 ����� Q f=� 9��=����� 9�� �����/ ;=���;� ?9Z<�F9� ���� =�� ��9d ����?��;�� x

��
v V �� ;<�������� � :����n < ;� �0�9=���� �����E � �� O9������ �� �� ?;Ì� ?�=?9=��;��� Q

[���?�� [ �=< �� �  ��Ë ÞLMß ����F9��� �8��� � :����;�9��� =�� E 0��;��� ?;����Z8���8�� F9� =� �;�Z/�0���8���;� �� =� / ;����8 ��0 �� =� W;�?��;� �� ������<9��;�
f(x, v, t) / �9� ��Y������ ��� ;�?�==���;�� /�������� �� ��� 9� �0W�9� ?;EE9��9d �=Y;����E �� <��0� �9� =� E 0��;�� ��E �Z=�Y���Y����� Q
· ¸· ¸· º »¼½¾¿ÀÁ Í Î¾ÉÁÀÈÏÆ¼Ã¾É ¿À ÐÑÒ

A;9� �0�;9��� = :0F9���;� � :��8�?��;� `H QHa V =�� E 0��;��� K ?;����8���;��� �9d 9��=����� �9��� =� ��=���;� B
f(x, v, t + ∆t) = f(x − v.∆t, v, t),

`H QM a
E ��� �;9� 9�� W;�E � ���0Y��=� Q \� /�; ?0���� �� =� �;��� V ;� E ���/9=� ��=� F9�����0 �� E ������ `�9 ∫ ∫

f.dx.dv
a V �� = :;� ��� �� E ��9�� �� Y�������
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V ÙV Ù ºY¶Û³ Ü°¸ÛÚ µ´ ³ XY lÜ±°¸ÛÚ µ´ m³±¶Ûm Li
�d/=�?���E ��� �� ?;����8���;� Q> ��� 9� ��/�?� ���?�0���0 �� ?�==9 =�� �� =;�Y9�9� ∆x V �� ;Î xi

��� =�
/ ;����;� �9 ?����� �� =�

iÓ ?�==9 =� V =� F9�����0 �� E ������ ?;����9� ���� =�
iÓ ?�==9 =� �9 ��E/� t = n.∆t

��� B

Fn
i =

xi+
∆x
2∫

xi−
∆x
2

f(x, t).dx.

Ô /����� �� ?���� �0j����;� V ;� ?�=?9=� Fn+1
i

�� E ���/9=��� = :���0Y��=��� =� �;=9��;� ���=D��F9� `H QM a �� = :0F9���;� � :��8�?��;� �8�? =� ��=���;� ��]���=�� B

Fn+1
i =

xi+
∆x
2∫

xi−
∆x
2

f(x, t + ∆t).dx

=

xi+
∆x
2∫

xi−
∆x
2

f(x − v∆t, t).dx

=

xi+
∆x
2

−v∆t
∫

xi−
∆x
2

−v∆t

f(x, t).dx

=

xi−
∆x
2∫

xi−
∆x
2

−v∆t

f(x, t).dx +

xi+
∆x
2∫

xi−
∆x
2

f(x, t).dx +

xi+
∆x
2

−v∆t
∫

xi+
∆x
2

f(x, t).dx

=

xi−1+
∆x
2∫

xi−1+∆x
2

−v∆t

f(x, t).dx

︸ ︷︷ ︸ÕÖ×Ø ÓÙÚÛÓ i−1 ÓÚ i

+Fn
i −

xi+
∆x
2∫

xi+
∆x
2

−v∆t

f(x, t).dx

︸ ︷︷ ︸ÕÖ×Ø ÓÙÚÛÓ i ÓÚ i+1

\� �;����
φn

i =

xi+
∆x
2∫

xi+
∆x
2

−v∆t

f(x, t).dx

=� �9d �� E ������ /������ �� =� ?�==9 =� �Ü
i
K =� ?�==9 =� �Ü

i + 1
�����

t
��

t + ∆t V ;� ;<����� j��=�E ��� B
Fn+1

i = Fn
i − φn

i + φn
i−1

`H QGa
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LJ ÕÖ±×¸°º´ V Ù ¶¸· Ü³±°¸ÛÚ µ Ü W±¸¶Õ´± Ü µ XY³´ Õ°ºÛÚ¶
]���� ��=���;� ��Y��j� ��E/=�E ��� F9 :9�� ?�==9 =� Y�Y�� =� E ������ F9� ���8;������ =9 � ?����� V �� / ��� ?� F9 :�==� ?��� K ��� 8;������ Q >� ?���� E ������ V=� ?;����8���;� �� =� E ������ ��� �d/=�?���E ��� Y������� Q

i +1
v.dt

x

f(x,v)

x xx
ii −1

ÐÑÒ Ó H QG S f==9������;� �� =� ?;����8���;� �� �9d / ;9� 9�� 8������
v
jd0� QR�� ����� Y���0�� ��/�0������� =� F9�����0 �� E ������ F9� ��� � :9�� ?�==9 =� i

K=� ?�==9 =� i + 1 / ������ 9�� �9�0�
dt
Q

R � �9��� ?;������ K �d/=�?���� =� W;�?��;� f(x, v, t) V ?�� ?� F9� �;9� E ���Z
/9=;�� �� ��; ?c;�� �9� 9� ;�������9� ��� 9� ��<=��9 f(xi, vj)

Q A;9� ?� W���� V
f(x, v, t)

���� ?;����9��� ?;EE� W;�?��;� �����/ ;=���� ��
f(xi, vj)

Q A;9� ��Z�9��� =� ?;����8���;� �� =� E ������ ��� =� �0/��� V �= W�9� 8��==�� K ?� F9� =�����0Y��=�� ��
f(x, v, t)

�� ��
f(xi, vj)

�;���� 0Y�=�� �9� 9�� ?�==9 =� `
i, j

a B

v = vj ⇒
∫ vj+

∆v
2

vj−
∆v
2

∫ xi+
∆x
2

xi−
∆x
2

f(x, v, t).dx.dv = f(xi, vj).∆x.∆v.

\� /=9� �� ��8;�� ?;����8�� =� E ������ V =� W;�?��;� �����/ ;=���� ��8�����/ �?��� =� E ;�;�;��?��0 �� =� W;�?��;� �����/ ;=0� V ? :���ZKZ���� F9 :�==� � :��Z��;�9��� /�� � :�d���E � =K ;Î =� W;�?��;� �����/ ;=0� � :�� � /�� Q > � /=9� V �==� ����8�� /�� �??���9�� =�� �d���E � �d������� Q R� �����W�?��;� �� ?���� ��������
?;�����;� ?;��9�� W;�?0E ��� K =� /�0���8���;� �� =� / ;����8 ��0 �� =� W;�?��;��� ������<9��;� Q^;9� ��;98;�� ���� =� =���0���9�� /=9���9�� E ������� � :�����/ ;=�� =� W;�?Z��;� �� ������<9��;� Q\� Lhhh V \��? [�O �=c;½ ÞLGß /�;/ ;�� �� ��8����Ý �9d E 0��;��� K ?;����8�Z��;� �� �9d / ;9� �0�;9��� = :0F9���;� �� m =��;8 Q C�?���?���� 9� ?;�� ��/��� V�= /�;/ ;�� 9� �=Y;����E � F9 :�= �;EE� Þ �´ß à ���T�� � � ¡�¢ ;Î �= 9��=��� 9�������/ ;=���;� =��0���� /�� E ;�?��9d Q _9� ?��F9� ?�==9 =� V �� / ;9� v = vj

B
f(x, vj, t) =

f(xi+1, vj , t) − f(xi−1, vj , t)

2∆x
.(x − xi) + f(xi, vj , t).

áâ � �� �y� �xy} ��x�} |y � |�} � ���x~�} ã �x�}�z����x� ~� äyå x�� ��� �æ}����} ~� |�|����z��yz� { ��~��� y�� �y��ç���� ~ ������ è é è ê�ë �|ìxí |y �î� ï� � }� æ�}� }yz y� �z���|� ~�ðñòó è
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V ÙV Ù ºY¶Û³ Ü°¸ÛÚ µ´ ³ XY lÜ±°¸ÛÚ µ´ m³±¶Ûm Lh
]���� �//�; ?�� ?;����8� <��� =� E ������ V E ��� �� ?;������� /�� =� F9����;���� �d���E � Q \==� ;<����� �� < ;�� �0�9=���� �9� ��� /=��E �� W��< =�E ��� / ���9�Z< 0� V E ��� �==� ��� E ��� �� �0W�9� ���� �;��� ?�� ;Î =� W;�?��;� �� ������<9��;�/ �9� Ô��� W;���E ��� E ;�9=0� Q ]�=� ����8� =;��F9� =� W���?��9 ��� /9=�0 V �� F9�=� W;�?��;� �� ������<9��;� � :���9=� /�� E ;E ���� Q ^;9� ;<���8;�� �=;�� =��08�=;// �E ��� � :;�?�==���;�� /�������� F9� W;�� F9� =� / ;����8��0 � :��� /=9����/ �?�0� V �� F9� =� E ������ � :��� /=9� ?;����80� QA9�� �� HII LV [���?�� [�=< �� �  ��Ë ÞLM ß 9��=����� =� E ÔE � E 0��;�� V ��/�;/ ;���� 9� �?�0E � F9 :�=� �// �==��� � ��� �¬� �T¢ Þ �´ß U�T���¬� �¬� ­ � ¡�¢Q]� �?�0E � 9��=��� 9�� �����/ ;=���;� F9������F9� /�� E ;�?��9d Q _9� ?��F9�?�==9 =� �Ü

i V =� W;�?��;� �����/ ;=���� ��� 9�� /���< ;=� �� =� W;�E � B
f(x, v, t) = f(xi, v, t)

+
ε+
i

6∆x2

[
2(x − xi)(x − xi−3/2) + (x − xi−1/2)(x − xi+1/2)

]

· (f(xi+1, v, t) − f(xi, v, t))

+
ε−i

6∆x2

[
2(x − xi)(x − xi+3/2) + (x − xi−1/2)(x − xi+1/2

]

· (f(xi, v, t) − f(xi−1, v, t))

@� ������ �´� ¢� ® �T  � ��� ��?;�/ ;�0 ���� ?���� �����/ ;=���;� �j� �� ��98�ZY����� =� / ;����8��0 �� =�� 8�=�9�� ��� �d���E � Y=;<�9d `
0
��

f∞ = max [f(xi, vj , t)]
a�� =� W;�?��;� �� ������<9��;� E ���/9=0� B

ε+
i =







min
[

1; 2f(xi,v,t)
f(xi+1,v,t)−f(xi,v,t)

]

si f(xi+1, v, t) − f(xi, v, t) > 0,

min
[

1; −2(f∞−f(xi,v,t))
f(xi+1,v,t)−f(xi,v,t)

]

si f(xi+1, v, t) − f(xi, v, t) < 0,

��

ε−i =







min
[

1; 2(f∞−f(xi,v,t))
f(xi,v,t)−f(xi−1,v,t)

]

si f(xi, v, t) − f(xi−1, v, t) > 0,

min
[

1; −2f(xi,v,t)
f(xi,v,t)−f(xi−1,v,t)

]

si f(xi, v, t) − f(xi−1, v, t) < 0.

]���� E 0��;�� ?;����8� �d�?��E ��� =� E ������ V /�0���8� =� / ;����8��0 �� =�
W;�?��;� �� ������<9��;� ����� F9� ��� �d���E � Y=;<�9d Q P ��� �==� �� /�0���8�?�/ ������ /�� =�� �d���E � =;?�9d Q 
;9� �� E ÔE � V ���� 9� ?;E/�����W � :9����E �Z�;9n���� �� ��?���F9�� � :��8�?��;� ÞLgß V [ Q[ �=< �� �� \ Q_;������Ê?c��E ;������ F9� =� �?�0E � � ��� �¬� �T¢ Þ �´ß U�T���¬� �¬� ­ � ¡�¢ ��� =� /=9�/�0?�� �9� ��� E ��==�Y�� Y�;������ Q f= ��� /�� ��==�9�� =� ��9d ��E � �� 8������� :�d0?9��;� �� ����;� �� = :9��=�����;� � :9�� �����/ ;=���;� /�� E ;�?��9d F9��� /�Ô�� ���� <��� K =� 8�?�;������;� �� �9 ?�=?9= /���==�=� Q ^;9� = :�9��;���Ì��E ��� ?�;���� �� �;9� � :�8�;�� /�� ��;980 =� E 0��;�� � ����� ��� � ��������� � ¡�¢ F9� �;9� /�0����;�� E ��������� Q
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HI ÕÖ±×¸°º´ V Ù ¶¸· Ü³±°¸ÛÚ µ Ü W±¸¶Õ´± Ü µ XY³´ Õ°ºÛÚ¶
· ¸· ¸ô º »¼½¾¿À õ ö ÷øùøú ÷û ø ö üýüþÿ�÷ù � ø�� ÿ� �

\� HIIH V 
 Q> QT�< �� �� C Q¯ QR Qm��� ÞLiß /�;/ ;���� 9�� ?;E/�����;� � :9����E �Z�;9n���� �� E 0��;��� / ;9� �0�;9��� = :0F9���;� � :��8�?��;� Q «� ��;98����� =�9� ����?=� =� E 0��;�� Þ �´ß à ���T�� � � ¡�¢ �� [�O �=c;½ ÞLGß ����� F9�=� E 0��;�� � ��� �¬� �T¢ Þ �´ß U�T� ��¬� �¬� ­ � ¡�¢ �� [�=< �� �  ��Ë ÞLM ß Q «�D ��;98� �9��� =� E 0��;�� � ����� ��� � �������� � � ¡�¢ `AAP a �08�=;// 0��� LhJM /�� A��==�/ ];=�==� �� A�9= C Q�;;�½��� ÞLJß F9� ���8��==����� �=;���9� =� ��E9=���;� ��� ;���� �� ?�; ?� �� �D��;�D��E �F9� Q ];EE� =� W;����E ��F9�� T�< �� �� m��� V =� �0�;=9��;� �� = :0F9���;� � :��8�?��;� � :��� /��9� /�;<=�E � �;98��9 �� /�D��F9� �9E 0��F9� � `���a Q P ��� ? :��� =� �0/�����;��� = :0F9���;� �� m =��;8 �� ��9d 0F9���;�� � :��8�?��;� F9� = :��� Qf= ����;�� �� =�9� ?;E/�����W F9� =� E 0��;�� AAP ;Ý�� =� E ��==�9� ?;E Z
/�;E �� ����� /�0?���;� �� ��/����0 B

S �==� ?;����8� =� E ���� Ï
S �==� /�0���8� �;9� =�� �d���E � =; ?�9d V �� /�0���8� �� ?� W��� =� / ;����8 ��0��

f(x, v, t)
Ï

S �==� ��� ��/��� Y��?� K = :9��=�����;� � :9�� �����/ ;=���;� /�� E ;�?��9d Ï
S �� / ;9� ��W;�E ���;� V �==� / ��E �� �� ���8��==�� �9� ��� E ��==�Y�� ���0Y9Z=���� V �� 9�� 8����;� ��=���8���� �� =� E 0��;�� � 0�0 �08�=;// 0� ÞLhß Q] :��� �;�? =� E 0��;�� F9� �;9� �8;�� �����9� Q m;D;�� K /�0���� �;� W;�?Z��;���E ��� QR :��/�?� ��� / ;����;�� ��� ���?�0���0 �� ?�==9 =�� �� =��Y�9�

∆x
Q R� ?������� =�

ie ?�==9 =� � / ;9� / ;����;� xi
Q ^;9� �8;�� �;�? xi+1 = xi +∆x

Q «� �;��
xi+1/2 = xi + ∆x/2

=� / ;����;� �� =� W�;������ ����� =�
ie

�� =�
i + 1e ?�==9 =� QR� F9�����0 E ���/9=0� ��� 9� ��<=��9 f(i, j) = f(xi, vj , t)
?;������� =�8�=�9� E ;D���� �� =� W;�?��;� �� ������<9��;� f(x, v, t)

�9� 9�� ?�==9 =� B

f(xi, vj , t) =
1

∆x

∫ xi+∆x/2

xi−∆x/2
f(x, vj, t).dx

A;9� ���0Y��� = :0F9���;� � :��8�?��;� `H QHa / ;9� v = vj
/ ������ 9� ��E/�

∆t V =� E 0��;�� AAP �� <��� ?;EE� =� E 0��;�� A[] ÞLMß �9� 9�� �����/ ;Z=���;� F9������F9� /�� E ;�?��9d �� =� W;�?��;� �� ������<9��;� f(xi, vj , t)
Q> ��� ?��F9� ?�==9 =� V =� W;�?��;� f(xi, vj , t = n.∆t) V F9� = :;� �;���� fn

i
V ����//�;d�E 0� /�� 9�� W;�?��;� /���< ;=�F9� �� =� W;�E � B

f(x, vj, t) = fL,i + xr
i (∆fi + f6,i(1 − xr

i ))
`H Qga

;Î B
S xr

i =
x−xi−1/2

∆x

��� 9�� 8����<=� �0�9��� F9� 8�9�
0
K Y�9?�� �� =� ?�==9 =���

1
K ��;��� Ï

S fL,i = lim
x→xi−∆x/2

f(x, vj , t)
��� =� 8�=�9� �� = :�����/ ;=���;� K Y�9?�� ��

=� ?�==9 =� �Ü
i
Ï
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V ÙV Ù ºY¶Û³ Ü°¸ÛÚ µ´ ³ XY lÜ±°¸ÛÚ µ´ m³±¶Ûm H L
S fR,i = lim

x→xi+∆x/2
f(x, vj , t)

��� =� 8�=�9� �� = :�����/ ;=���;� K ��;��� ��
=� ?�==9 =� �Ü

i
Ï

S ∆fi = fR,i − fL,i
��� =� / ���� E ;D���� �� = :�����/ ;=���;� �9� =� ?�==9 =��Ü

i
Ï

S f6,i = 6
(
fn

i − 1
2(fL,i + fR,i)

) Q^;�;�� F9 :K =� =�E ��� ����� ��9d ?�==9 =�� V �= ��� / ;���< =� F9� fR,i
�;�� ��Ý 0������

fL,i+1
V ?� F9� W��� F9� =� W;�?��;� �����/ ;=���� � :��� /�� W;�?0E ��� ?;����9� Q]�=� 8� / ��E ����� �� E ��9d �9�8�� =�� 8������;�� <�9��=�� �� =� W;�?��;� ��������<9��;� QA;9� �0���E ����

fL,i
��

fR,i
V ;� 9��=��� =�� 8�=�9��

fi+1/2
�9d W�;�������?;EE� /;��� �� �0/��� Q ]���� 8�=�9� ���� ?;���Y0� �9�8��� =� ?;E/;���E ����� =� W;�?��;� �� ������<9��;� Q «� �0���E ��� =��

fi+1/2
/�� 9�� �����/ ;=���;�F9����F9� ��

fn
i

B
fn

i+1/2 =
1

2
(fn

i + fn
i+1) +

1

6
(δmfi − δmfi+1),�8�?

δmfi = min

( |fn
i+1 − fn

i−1|
2

, 2|fn
i − fn

i−1|, 2|fn
i − fn

i+1|
)

· ��Y��
(

fn
i+1 − fn

i−1

2

)

��
(fn

i+1 − fn
i )(fn

i − fn
i−1) > 0 V �� δmfi = 0

���;� QP9��� ��� 8�=�9��
fi+1/2

V ;� �;�� ��?;�� �0���E ���� =� ?;E/;���E ��� ��
fn

i
/;9� ��8;�� F9�==�� 8�=�9�� �Ý�?��� �9d fL,i

�� �9d
fR,i

Q @�� �//�;d �E ���;��� =� �0��80� ��?;��� B
δ2fi =

1

3∆x

[
fi+1 − fi

2∆x
− fi − fi−1

2∆x

]

8� / ��E ����� �� �0��?��� =�� ���?;����9��0� Y��?� �9 /���E ���� B

η̃i = −
(

δ2fi+1 − δ2fi−1

2∆x

)(
2∆x3

fi+1 − fi−1

)

��
δ2fi+1 · δ2fi−1 < 0

�� |fi+1 − fi−1| > 1% min(|fi+1|, |fj−1|) V��
0
���;� Q]� /���E ����

η̃j
V F9� = :;� 8� ������ `/���F9�a <������ Y��?� �9 ���� �9�8��� B

ηi = max {0,min {20(η̃i − 0.005), 1}} ,

8� / ��E ����� �� �0?���� �� =� E ������ � :�� ����=����
fL,i

��
fR,i

��=;� =� /�0���?�;9 �;� � :9�� ���?;����9��0 B
f̃L,i = f(i−1)+1/2(1 − ηi) + (fi−1 +

1

2
δmfi−1)ηi

f̃R,i = fi+1/2(1 − ηi) + (fi+1 −
1

2
δmfi+1)ηi
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HH ÕÖ±×¸°º´ V Ù ¶¸· Ü³±°¸ÛÚ µ Ü W±¸¶Õ´± Ü µ XY³´ Õ°ºÛÚ¶
\��9��� V fL,i

��
fR,i

�;�� �;9E �� K 9� =�E ���9� �� / ����� �j� �� /�0���8�� =�E ;�;�;��?��0 �� =� W;�?��;� �� ������<9��;� B
fL,i = fR,i = fn

i

��
(f̃R,i − fn

i )(fn
i − f̃L,j) ≤ 0;

fL,i = 3fn
i − 2f̃R,i

��
(f̃R,i − f̃L,j)

(

fn
i − 1

2
(f̃R,i + f̃L,i)

)

>
(f̃R,i − f̃L,i)

2

6
;

fR,i = 3fn
i − 2f̃L,i

��
(f̃R,i − f̃L,i)

(

fn
i − 1

2
(f̃R,i + f̃L,i)

)

< −(f̃R,i − f̃L,i)
2

6
.

P9��� ��� 8�=�9�� ��
fL,i

��
fR,i

V ;� ?�=?9=� ��j� =�� /���E �����
∆fi

��
f6,i��� /���< ;=�� �����/ ;=����� �9� ?��F9� ?�==9 =� i V �� = :;� ����Y�� = :�d/�����;��� =� /���< ;=� �� = :0F9���;� `H Qga / ;9� ;<����� =� �9d �� E ������ ����� =��

?�==9 =�� i
��

i + 1
B

φn
i =

xi+
∆x
2∫

xi+
∆x
2

−v∆t

f(x, v, t).dx

=

∫ 1

1− v∆t
∆x

fL,i + xr
i (∆fi + f6,i(1 − xr

i )) .dxr
i

=

{

v∆t
(
fR,i − v∆t

2∆x

(
∆fi − (1 − 2

3
v∆t
∆x )a6,i

)) ��
v ≥ 0

v∆t
(
fL,i+1 − v∆t

2∆x

(
∆fi+1 + (1 + 2

3
v∆t
∆x )a6,i+1

)) ��
v < 0

A9�� ;� ��?�=?9=� =� ������0 E ;D���� �� E ������ ���� ?��F9� ?�==9 =� �9 ��E/�
t + ∆t

�� 9��=����� `H QGa B
fn+1

i = fn
i + (φn

i−1 − φn
i ).

];EE� ?��F9� /���< ;=� ��� �0j��� �9� ��9=�E ��� 9� �����8�==�
∆x V ;��;�� 8��==�� K �� /�� ���0Y��� = :�d/�����;� `H Qga �9Z��=K �� ?���� =�E ��� Q «���8�� �;�? 8��==�� �9 ?������ �� ���<�=��0 B

v∆t ≤ ∆x

];EE�
∆x

��� Y0�0��=�E ��� jd0 /�� =� ���9?�9�� �/����=� ��� ?��E/� 0=�?Z��;E �Y�0��F9�� /�0����� V ;� �0j��� �� ?;��0F9��?� ∆t ?;EE� B
∆t =

∆x

vmax
,

;Î vmax
��� =� E ;�9=� �� =� 8������ E �d�E �=� /���� �� ?;E/�� ���� = :��/�?���� /����� Qm;�=K �;�? =� E 0��;�� AAP Q ];EE� �;9� �8;�� /9 =� 8;�� V ���� ?����E 0��;�� V ?��F9� ?�==9 =� f(i, j)

� :������Y�� F9 :�8�? =�� ��9d ?�==9 =�� ��O �Z
?����� Q Ô �9?9� E;E ��� V 9� ?�=?9= � :� W��� �����8���� =� �;��=��0 ��� ?�==9 =�� V
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V ÙV Ù ºY¶Û³ Ü°¸ÛÚ µ´ ³ XY lÜ±°¸ÛÚ µ´ m³±¶Ûm HN
?;EE� ���� � :�9���� E 0��;��� � :�����/ ;=���;� `/ ;=D�;E ��=�� V /�� ��� �0������ [;9���� V ��? Q Q Qa Q ] :��� �;�? 9�� E 0��;�� F9� �� /�Ô�� <��� K =� 8�?�;Z������;� Q ] :���ZKZ���� F9 :�9 =��9 �� ������� =�� ?�==9 =�� 9�� /�� 9�� V ;� / �9�W�?�=�E ��� ������� ��� =�Y��� ;9 ��� ?;=;���� �������� �9 ��<=��9 f(i, j)

�� 9��
W;�� Q ^9E 0��F9�E ��� V 9�� =�Y�� ;9 9�� ?;=;��� � :9� ��<=��9 ��� 9� 8�?��9� V� :;Î =� �0;=;Y��E � � 8�?�;����� £Q A�� �d�E/=� V / ;9� 9�� ��8�?��;� ���� =�����?��;� x V ;� �������� �;9��� =�� ?�==9 =�� f(xi=1,2,...,Nx , vj , t)

�D��� 9�� E ÔE �8������
v = vj

�� 9�� ��9=� ;/ 0����;� V /9��F9 :�==�� �9<������ �;9��� =� E ÔE ������=���;� vj∆t
Q \� / ;9����� /=9� =;�� =� 8�?�;������;� V �= ��� / ;���< =� ��������� �;9� =� ��<=��9 f(xi, vj)

�� 9�� ��9=� ;/ 0����;� Q
· ¸· ¸	 º ÃÁÀ ÀÉ ¾ÀÑÏÈÀ À¼ ÀÁÁÆÃ ¿À ÅÆ Â»¼½¾¿À 

º

^;9� �8;�� �E/=0E ���0 =� E 0��;�� AAP �� =��Y�Y� P ��=�< � Q P ��=�< V�;�� =� �;E ��� =� ?;����?��;� �� � � ��ß ������ ��
 V 9��=��� =� E ����?� ?;EE������0 �� <��� B 9� �;E<�� ��� 9�� E ����?� V 9� Y��/��F9� H> ;9 N> ���9�� E ����?� V ��? Q Q Q ^ ;9� �8;�� �;�? /�;j�0 ��� ?�/�?��0� �� ?� =��Y�Y�
/ ;9� 8�?�;����� =�� ?�=?9=� �9 E �d�E9E Q R� �9��� ��� ?�=?9=� �0?�������� / ;9�W���� 08;=9�� � :9� /�� �� ��E/� �;9� =� ��<=��9 f(xi, vj)

�� ����� F9 :�� LJ
;/ 0����;�� Q

Tj� �� 80��j�� =�� F9�=��0� �� �;��� ?;�� V �;9� �8;�� �Ý�?�90 9� ������ 9�� ��E ����;� V �� 9� �9��� �� ��9d ��E ����;�� Q R� /��E ��� � ?;�����0K �����=���� 9�� W;�?��;� f(x)
��Y�;9/��� �;9��� =�� � ����� £ F9� / ;9�����/�0������ 9�� W;�?��;� �� ������<9��;� B /=9���9�� �d���E � =; ?�9d V ����� F9���� /=����9d Q R� ��?;�� ���� ?;������ K W���� �9<�� K 9�� W;�?��;� �<�9/��

f(x, y)
9� E;98�E ��� ?��?9=���� ���� =� /=�� (x, y)

`[ �Y QH Qia Q

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
0

2

4

x

f(
x)

 

 à t=0

à t=5000∆t

ÐÑÒ Ó H Qg S �8;=9��;� � :9�� W;�?��;� � :����� �/��� GIII /�� �� ��E/� Q
> ��� =�� ��9d ?�� �;9� �8;�� ;<���80 V ?;EE � ;� / �9� =� 8;�� �9� =��jY9��� H Qg �� H QJ V 9�� �0W;�E ���;� ��� ���?� ��� W;�?��;�� �<�9/��� V E ��� B
S =� / ;����8��0 ��� ����?��E ��� /�0���80� Ï
S =� ��9��9� ��� �d���E � ����� ����?��E ��� ��?���Y0� Ï
�� ��|�æ �}� y�� � �z�y� ~�{x}�� ~� |� }x����� �� �z������ ��� � ���}�xzì} è �y {�}}��� �}����|x�} | ��å �}����� ~y |x�����| ��� ������ �ííí èx����� èxz� � � y� �|x�� ~� � ��|�æ |�æz�~� ~zx��} è
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HM ÕÖ±×¸°º´ V Ù ¶¸· Ü³±°¸ÛÚ µ Ü W±¸¶Õ´± Ü µ XY³´ Õ°ºÛÚ¶
S ���� =� /��E ��� �d�E/=� V = :���0Y��=� ∫ fdx

��� ?;����80� K
10−15 /����/��� GIII /�� V �� =� ��E/� � :�d0?9��;� � 0�0 �� ≈ 0, 014 s /�� /�� Ï

S ���� =� ��?;�� ?�� V = :���0Y��=� ∫ ∫ fdxdy
��� ?;����80� K

10−14 /����/��� MIII /�� �� ��E/� Q ]�� �??�;����E ��� �� = :����9� ��� ?�������ZE ��� �Ì K = :�=Y;����E � �9 /��E ��� ;���� F9� �;9� �8;�� 9��=��0 / ;9���?��
��� =�� �����=���;�� �;��n;���=� �� 8����?�=� Q l ��� F9� F9� =� E 0Z��;�� AAP /��E ���� � :�Ý�?�9�� ?;���?��E ��� ?��?9�� ��� ;/ 0����;�� V?;EE � ���� =� /��E ��� �d�E/=� V 9�� E �98���� ���; ?����;� ��� ��9d
/ �9� E ���� K ��� �0�9=���� �� E ;����� F9�=��0 Q

x

y

ÐÑÒ Ó H Qi S �8;=9��;� � :9�� W;�?��;� � :����� �/��� GIII /�� �� ��E/� Q

Ð ÑÒ Ó H QJ S C�/�0�������;� �� = :08;=9��;� � :9�� W;�?��;� � :����� �/��� MIII
/�� �� ��E/� `Y�9?�� �� ?�����a V ����� F9� �� = :����9� ?;EE ��� �/��� MIII
/�� `��;���a Q ]���� W;�?��;� � �9<� �=�������8�E ��� ��� �����=���;�� 8����?�=���� �;��n;���=�� Q

^;9� ?;�?=9;�� �;�? F9� =� E 0��;�� AAP ��� 9�� E 0��;�� ��E/=� V �o Z
?�?� V �� ��/��� / ;9� �0�;9��� = :0F9���;� �� m =��;8 ���� = :��/�?� ��� /�����
(x, v)

Q
Z [� �d� f�abcd ef �`�ab�_hfi

R� ��/�0�������;� � :9� W���?��9 /�� 9�� W;�?��;� �� ������<9��;� / ��E ���� /������ W�?�=�E ��� �� ?;E/�� = :��O �?��;� �� /����?9=�� �8�? 9�� ������<9Z��;� F9�=?;�F9� �� 8������ Q f= �9o � �� jd�� =� ������0 E ;D���� f
���� =��

?�==9 =�� ?;����/ ;����� K =� / ;����;� � :��O �?��;� �� �9d 8������� � :��O �?��;� Q _�;� 8�9� ��O �?��� /�� �d�E/=� 9� W���?��9 K =� / ;����;� x = xmin
�8�? 9��������<9��;� Y�9������� �� 8������ ?����0� �9�

v = v0
V �� �8�? 9� 0?���Z�D/ �
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V Ù� Ù ºY× Ü³¶¸ÛÚ ÕÛÜ³Û·²¸´ÚÚ´ ± Ü ¶´¸Ú µ Ü W±¸¶Õ´± Ü HG

σ V ;� / ;���� K ?��F9� /�� �� ��E/� / ;9� ?��F9� 8�=�9� �� v = vj=1,2,...,jmax

B
f(i = 1, vj , t) = αe

− 1
2
·
“

vj−v0

σ

”2 `H Qia
;Î α

��� 9�� ?;������� K jd�� �� ��==� �;��� F9� =� ?;9���� �����/ ;��0 /�� ?�W���?��9 �;�� 0Y�= �9 ?;9���� Iinjection
8;9=9 B

Iinjection = q

∫ vmax

vmin

vf(x, v, t)dv

= q

jmax∑

j=1

αvje
− 1

2
·
“

vj−v0

σ

”2

∆v

⇒ α =
Iinjection

q.∆v.
jmax∑

j=1
vje

− 1
2
·
“

vj−v0

σ

”2

Z [ no�_hibcd �c_hck! bfddf `_ ifbd e_ "`bi�f`_
R� ?��E/ 0=�?���F9� �� ?���Y� � :��/�?� / �9� Ô��� ?�=?9=0 K ?��F9� /���� ��E/� �� /������ �� ?;E/�� =� / ;����;� ��� 0=�?��;�� Q >��� =� 8��� V ?�?��E/ ��� �;=9��;� �� = :0F9���;� �� P �d½�==Z¯�9�� B

~∇ · ~E =
ρ

ε0;Î ρ
��� =� ������0 8;=9E �F9� ��� 0=�?��;�� V �� � :�d/��E � �� W;�?��;� �� =�

W;�?��;� �� ������<9��;� /�� =� ��=���;� B
ρ(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, v)dv.

P��� /9��F9� �;9� ��?���?�;�� =� ��/����0 ��� ?�=?9=� V �� /9��F9� �;��� W���Z?��9 ��� 9����E ����;���= V �;9� / ;98;�� 9��=���� ��� ��=���;�� ���=D��F9��
/ ;9� ?�=?9=�� ?� ?��E/ Q ^;9� �E/�9��;�� �;�? = :�//�;?�� 9��=��0� ���� =�
?;�� 
@l« V �08�=;// 0 �� 9��=��0 /�� 
��=�� \=�?��;� >�8�?�� / ;9� ��E9=��= :������?��;� ���� =� 
«A �� 9�� ��E ����;� ÞHIß Q> ��� =� ?;�� 
@l« V =� W���?��9 ��� ���?�0���0 �� ���F9�� ���0W;�E �<=�� V ��= :�0=�?� ��� ����E �=0� K 9� ?D=����� ?;��9?��9� Q «� 9��=��� �=;�� 9�� �d/�����;����=D��F9� �;����� =� ?��E/ =;�Y��9����= E ;D�� � :������?��;� ����� ��9d���F9�� Q R� ?�=?9= �� = :�d/�����;� �9 ?��E/ /��� �� = :�d/�����;� �9 / ;������=?�00 /�� 9�� ?���Y� / ;�?�9�==� K = :���0���9� � :9� ?D=����� ?;��9?��9� `�# ÞH Lß
;9 ÞHHßa Ï �� �/��� 9�� ���0Y����;� �9� ?��F9� ���F9� V 9�� �0��8���;� / ;9� ;<Z����� =� ?��E/ 0=�?���F9� V �� 9�� ��E/=�j?���;� V ;� ��;98� 9�� �//�;d �E ���;��9 ?��E/ E;D�� F9 :�d��?� 9� ���F9�

i
�9� 9� �9��� ���F9�

j
B

E = signe(xj − xi).
J1

(
µ1

r
a

)2

µ2
1J1(µ1)2

.
2qi

πε0r2
.e−µ1

|xj−xi|

a
`H QJa
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Hg ÕÖ±×¸°º´ V Ù ¶¸· Ü³±°¸ÛÚ µ Ü W±¸¶Õ´± Ü µ XY³´ Õ°ºÛÚ¶
;Î B

S qi
��� =� ?���Y� �9 ���F9�

i
Ï

S xi
��� =� / ;����;� �9 ���F9�

i
Ï

S r
��� =� ��D;� ��� ���F9�� Ï

S a
��� =� ��D;� �9 ?D=����� ?;��9?��9� 0F9�8�=��� Ï

S J1(x)
��� =� W;�?��;� �� l����= �� /��E ���� ��/ �?� �� � :;���� L Ï

S µ1 ≈ 2, 405
��� =� /��E ���� ��?��� �� =� W;�?��;� �� l����=

J0(x)
Q

> ��� �;��� ?�� V = :��/�?� � 0�0 ���?�0���0 �� ?�==9 =�� �� =;�Y9�9� ∆x V �� =�/ ;����;� �9 ?����� �� ?��F9� ?�==9 =� i
���

xi
Q A;9� E ����� �� A98�� = :�d/���Z��;� `H QJa ���� �;��� ?�� V �;9� ?;����0�;�� F9� =� W���?��9 ��� ��/�0����0 /��9� ����E<=� �� ���F9�� ?���Y0� �� ��D;� 0Y�= K ?�=9 � �9 W���?��9 Q ]�� ���F9���;�� /=�?0� �9d ?������ ��� ?�==9 =�� V �9d / ;����;�� xi

V �� =�9� ?���Y� ��� ?�==��� =� ?�==9 =� F9� =�� ?;������ Q T ���� =� ?���Y� �9 ���F9�
i V ?;����/ ;����� K =�

?�==9 =� i V ��� B

qi = qe

∫ xi+
∆x
2

xi−
∆x
2

ρ(x).dx = qe

∫ xi+
∆x
2

xi−
∆x
2

∫ +∞

−∞
f(x, v).dv.dx

;Î qe
��� =� ?���Y� �� = :0=�?��;� V �� f(x, v)

��� =� W;�?��;� �� ������<9��;��9 W���?��9 Q \� ?;EE� �;9� �8;�� ���?�0���0 = :��/�?� ��� /����� �� ?�==9 =��
(xi, vj)

V =� /�0?0����� �d/�����;� �� E �� �;9� =� W;�E � B

qi = qe.∆x.∆v.

vmax∑

vj=vmin

f(xi, vj).

\��9��� V ?;�������E ��� �9 ?;�� 
@l« V ;Î =�� ���F9�� �� E �98��� ?;EE�=�� /����?9=�� F9 :�=� ��/�0������� V ���� �;��� ?�� =�� ���F9�� �;�� =�0� K 9��
?�==9 =� �� �� �� �0/=�?��� /�� Q _�9=� =�9� ?���Y� ?���Y� �9 ?;9�� �9 ��E/� Q]�=� / ��E �� �� Y�Y��� < ��9?;9/ �� ��E/� ���� =� ?�=?9= �� = :�d/�����;�`H QJa V ?�� �;9�� =� /����� �0/ ������ �� =� ������?� ��8���� ��8����<=� �� / �9�Ô��� /�0?�=?9=0� �� ��;?c0� Q \� �Ý�� V ?;EE � =� / ;����;� � :9� ���F9�

i
���

xi = xmin+i∆x V = :�d/�����;� `H QJa / �9� Ô��� ��E/=�j0� �� =� E ������ �9�8���� B

Ei,j = qi.signe(xj − xi).
2J1

(
µ1

r
a

)2

πε0r2µ2
1J1(µ1)2

︸ ︷︷ ︸

α

.
(

e−µ1
∆x
a

)

︸ ︷︷ ︸

β

|j−i|

= qi. signe(xj − xi).α.β|j−i|

︸ ︷︷ ︸

Ci,j

;Î =� ?���Y� qi
�� =� ?�==9 =� F9� ?�0� =� ?��E/ ��� =� ��9=� /����� 8����<=� ����=� ��E/� V �� Ci,j
��� ?�=?9=0 9�� ��9=� W;�� �� ��;?c0 Q
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V Ù� Ù ºY× Ü³¶¸ÛÚ ÕÛÜ³Û·²¸´ÚÚ´ ± Ü ¶´¸Ú µ Ü W±¸¶Õ´± Ü Hi
T���� V K ?��F9� /�� �� ��E/� �� =� ��E9=���;� V =� ?�=?9= �9 ?��E/ ��

?���Y� � :��/�?� �d��?0 �9� 9�� ?�==9 =� j
��� �0�9�� K B

Ej =
∑

i

Ei,j
`H Qha

=
∑

i

qiCi,j.
`H QLIa

RK �9��� V =�� ?�/�?��0� �� 8�?�;������;� ��� ?�=?9=� /�� P ��=�< / �98��� Ô���E ���� K /�;j� / ;9� �??0=0��� =�� ?�=?9=� Q ^;9� ;<���;�� �;�? 9�� < ;����//�;d �E ���;� �9 ?��E/ �� ?���Y� � :��/�?� / ;9� 9� E ���E9E �� ?�=?9=� K
?��F9� /�� �� ��E/� QR� jY9�� H Qh E ;���� = :�Ý �� �� =� �0/9=��;� ?;9=;E<����� �9� 9� W���?��9/9=�0 Q «� / �9� D 8;�� =�� /�F9��� � :0=�?��;�� 0?=���� �;9� = :�Ý�� �� =� �0/9=Z��;� Q R�� 0=�?��;�� ���90� K = :�8��� ��� /�F9��� �;�� ��/ ;9��0� 8��� = :�8��� V ���;�? �??0=0�0� Ï �� =�� 0=�?��;�� ���90� K = :������� �;�� ��/ ;9��0� 8��� = :������� V�� �;�? W����0� Q R;��F9� =�� 0=�?��;�� � :0=;�Y���� �� =�9� /�F9�� � :;��Y��� V�=� �9<������ �� /=9� �� /=9� =� �0/9=��;� ��� �9���� /�F9��� V �� =�� W;�?���� �0/9=��;� j������� /�� � :0F9�=�<��� Q R :�Ý�� � :0?=���E ��� ��E ��9� K E ��9��F9� =�� 0=�?��;�� ��/ ;9��0� � :�//�;?���� ��� �9���� /�F9��� V ?�� �= �9<�������� /=9� �� /=9� =� �0/9=��;� ��� /�F9��� 8;����� Q R� �0/9=��;� ?;9=;E<������ �;�? / ;9� �Ý�� Y=;<�= � :�;E ;Y0�0���� =� W���?��9 � :0=�?��;�� Q

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

4.5

5

5.5

x 10
7 Fonction de distribution

Position (m)

V
ite

ss
e 

(m
/s

)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
0

0.5

1

Position (m)

D
en

si
té

 d
e 

ch
ar

ge
 (

ua
)

ÐÑÒ Ó H Qh S �8;=9��;� � :9� W���?��9 /9=�0 �;9� = :�Ý�� �� =� ?���Y� � :��/�?� Q
�E/� �� ?�=?9= B ≈ 10 s
Q

T ���� V =� W���?��9 � :0=�?��;�� � 0�0 ��/�0����0 /�� 9� E ;��=� =0Y�� �� ��/���/������ �� ?;E/�� =� �0/9=��;� ?;9=;E<����� �� = :��O �?��;� K =� ?���;�� Q
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HJ ÕÖ±×¸°º´ V Ù ¶¸· Ü³±°¸ÛÚ µ Ü W±¸¶Õ´± Ü µ XY³´ Õ°ºÛÚ¶
f= ����� E ��������� K ?;9/=�� ?� E ;��=� �� W���?��9 �8�? 9� E ;��=� �� =����9?�9�� K ;��� =���� Q
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ÀÁÂÃÄÅÆÇ $

%&&{Ë Í't &q{ Íy{ÍÌyx R(Ìy)qstÊx

A;9� 0�9���� 9�� ���9?�9�� 0=�?��;E �Y�0��F9� V =� �0�;=9��;� ����?�� ���0F9���;�� �� P �d½�== �� ��E/� ��� ��;/ =;9��� / ;9� Ô��� ��8���Y0� �9� 9�
;�������9� �� <9���9 u Q R� ��E/� �0?������� / ;9� E ���� 9�� ��E9=���;� ��
?;E/�� �� ��9��� K ?�9�� �9 �;E<�� 0=�80 `≈ 106a �� ��Y�0� �� =�< ���0E ���/9=0� =;��F9� = :;� 0�9��� ��� ���9?�9��� �0�==�� Q A;9� ?;��;9���� ?� /�;Z<=�E � V ;� / �9� ��?;9��� �9d ?��?9��� 0F9�8�=���� Q
� [\ *fi � b��_bai o^_bj`hfdai

@� ?��?9�� 0F9�8�=��� ��� 9� ?��?9�� 0=�?��;��F9� j?��W ?;�����90 �� ?;E Z
/ ;����� 0=�?��;��F9�� =��0����� V �� F9� ��/�;�9�� =� ?;E/;���E ��� ��E/ ;��=� :9�� ���9?�9�� 0=�?��;E �Y�0��F9� �;��0� Q ]���� �9<����9��;� ��� / ;���< =� V?�� =� W;�?��;���E ��� ��� ?;E/;����� 0=�?��;��F9�� ��� �9��� <��0 �9� =��0F9���;�� �� P �d½�== Q R :0=�< ;����;� � :9� ?��?9�� 0F9�8�=��� ��/ ;�� �9� B

LQ = :������j?���;� ��� ?;9/=�Y�� �;E ������ ���� =� ���9?�9�� 0�9��0� Ï
H Q =� ��E/=�?�E ��� �� ?�� ?;9/=�Y�� /�� ��� ?;E/ ;����� 0=�?��;��F9��=��0����� Q

R�� ?��E/� 0=�?���F9�� �;�� ��E/=�?0� /�� ��� ?;��������9�� V =�� ?;��9?Z��9�� 0=�?���F9�� /�� 9�� ���9?���?� �� �0��� �8�? 9�� �0������?� V �� =��
?;9/=�Y�� E �Y�0��F9�� /�� ��� �����W;�E ���9�� Q \� �0=������� = :��/ �?� �/�Z���= ��� ?��E/� V ?���� �//�; ?�� ���9���8� / ��E �� �� �0�9��� 0�;�E 0E ��� =��;E<�� �� ��Y�0� �� =�< ���0 / ;9� �0?���� 9�� ���9?�9�� 0=�?��;E �Y�0��F9� Q> ��� =� �;E ���� ��� �9< �� �D/ ��W�0F9��?� V =�� ?��?9��� 0F9�8�=���� ;��0�0 9��=��0� / ;9� =� /��E ���� W;�� �� LhGI /�� U QC QA ���?� ÞGß Q > ��� �;� ;9Z8��Y� V A ���?� E ;�0=��� =� ���9?�9�� K �0=�?� /�� 9�� ��j���0 �� ?��?9��� R]E �� �� �0��� `[ �Y QN QLa Q ] :��� 9� E ;��=� ?;9��EE��� 9��=��0 / ;9� ������� =�
/�;/�Y���;� � :;���� �9� ��� =�Y��� <�j =����� Q

vâ ��} �x�z� ��} � y� xz~�����yz ~� æyz��y æ�}� }yz y� {zx��}}�yz w����y� + ��~����ã , �ò �- ç �� �y�� ~� ð �x ~� � ��x�z� ���� è
Hh
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NI ÕÖ±×¸°º´ . Ù ±××ºÛÕÖ´ ×±º Õ¸ºÕÜ¸° Y lÜ¸m±³´Ú °

...

C

L

C

L

C

L

C

L

ÐÑÒ Ó N QL S ]��?9�� 0F9�8�=��� 9��=��0 /�� A���?� / ;9� E ;�0=���� =� ���9?�9�� K
;��� =���� Q

R� ?�;�d �� ?� E ;��=� /�� A���?� �� W��� /�� �// �= K ��� ����;���E ���� �9�=� ���9?�9�� �9 ?��E/ V E ��� 9��=��� =� W��� F9� ?� E ;��=� �� =� =�Y�� <�j =����/ ��E �� �� jd�� ���0/ ����EE��� =� 8������ �� =� W�0F9��?� � :9�� ;��� V ���;�? �� E �E �� � :�E/;��� F9�==� ���9?�9�� �� �0Y�E � ���E ;��F9� Q
P �=Y�0 =� ��E/=�?��0 �9 E ;��=� V A ���?� /��8���� K �0Y�Y�� 9� Y�����;E<�� �� �0�9=���� F9� �;�� ��?;�� 9��=��0� �� �;� O ;9�� Q P ��� =� E ;��=������ ��������F9�E ��� ���E ;��F9� V E ÔE � �� ��� ���9?�� / ��E ������ �� ����Z��� ��� /�;<=�E �� E9=��W�0F9�����=� Q
«� ��;98� �� ;9��� ���� =� =���0���9�� = :9��=�����;� �� ��9d �9���� ?��?9���0F9�8�=���� Q > Q> ��=���� �  ��Ë ÞHNß ?����� �� ?;E/����� ��9d ?��?9��� / ;9� ��E9Z=�� =�� �9< �� K ;��� /�;Y�����8� K ?�8��0� ?;9/=0�� �� �;E ���� ��E/;��= Q R :9���� �Ì K ]9��;½ �� ���� �� LhgG V �� = :�9��� � 0�0 �08�=;// 0 /�� P �=Dc��� � ��Ë �� HIIN Q > :�/��� > Q> ��=���� V ?�� ��9d ?��?9��� ��/�;�9����� ?;�8���<=�ZE ��� =� ?;9�< � �� ���/ ����;� ����� F9� = :�E/ 0���?� �� ?;9/=�Y� ��� =�Y��� K

?�8��0 ?;9/=0� 0�9��0�� Q

� [Z *` ia�_�a_�f / cdef hfdaf / 0ohb�f

A��E � =�� ���9?�9��� K ;���� =����� 9��=��0�� ���� =�� �9< �� K ;��� /�;Y���Z��8� V ;� ��;98� ?�==�� <��0�� �9� 9�� �0=�?� `[ �Y QN QHa Q >��� 9� Y9��� � :;���?D=�����F9� V �// �=0 W;9����9 V 9�� �0=�?� E 0��==�F9� ��� Y=���0� �� E ������9��9 ?����� /�� ��;�� E ;������ ��;=���� Q @� W���?��9 � :0=�?��;�� ���8���� ?�������9?�9�� �9�8��� �;� �d� �� �DE 0���� �j� � :������Y�� �8�? =� ?��E/ 0=�?Z��;E �Y�0��F9� F9 :�==� Y9��� Q ]� ?��E/ 0=�?��;E �Y�0��F9� �� /�;/�Y� K =�8������ �� =� =9E ���� �� �9�8��� = :�0=�?� �� V �� ?� W��� V �� 8������ �9�8��� = :�d��9 Y9��� � :;��� ��� ��E ��90� Q R� /�� �� = :�0=�?� ��� �;�? jd0 �� E ������K ?� F9� =� 8������ =;�Y��9����=� �� = :;��� 0=�?��;E �Y�0��F9� �;�� /�; ?�� ��
?�==� ��� 0=�?��;�� Ï =�� ��9d / �98��� �=;�� ������Y�� �;9� =� =;�Y �9 �9< � ��0?���Y�� �� = :0���Y�� Q
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. Ù. Ù ÕÛÚ¶°º ÜÕ°¸ÛÚ µ Ü Õ¸ºÕÜ¸° Y lÜ¸m±³´Ú ° NL

Ð ÑÒ Ó N QH S ];9/ � �� =� =�Y�� K �0=�?� Q
� [� 1cdia�_�abcd e_ � b��_ba o^_bj`hfda

^;9� �==;�� /�;/ ;��� 9� ?��?9�� 0F9�8�=��� / ;9� =� ���9?�9�� K ;���� =�����K �0=�?� �� ������j ��� =�� ?;9/=�Y�� 0=�?��;E �Y�0��F9�� F9� ;�� =��9 �������Ý0������ /������ �� =� ���9?�9�� Q \� �d�E ����� =� j = ?;�����9��� = :�0=�?�`[�Y QN QNa V �;9� ?;�����;�� F9� ?��F9� / ;��� �9 j= B
S ��� ?;9/=0 ?�/�?���8�E ��� �8�? =� W;9����9 Ï
S ��� �����?�0 /�� 9� j= ?;��9?��9� �;�Z/��W��� �9d ��9d / ;���� ��O �Z

?���� �9� =� j = Ï
S �� ��� ?;9/=0 ?�/�?���8�E ��� �9d ��9d / ;���� ���90� K 9� �;9� � :�0=�?��� ?��F9� ?e�0 Q

Ð ÑÒ Ó N QN S ];9/=�Y�� �9 ���� � :9�� ���9?�9�� K ;��� =���� K �0=�?� Q
^;9� ��E/=�k;�� =�� ?;9/=�Y�� ?�/�?���W� /�� ��� ?�/�?����?�� V �� =��

?;��9?��9�� /�� 9�� �0������?� �� �0��� �8�? 9�� ���9?���?� Q ^;9� ;<���;���=;�� 9� ?��?9�� 0F9�8�=��� �;�� =� �;E<�� �� ?;E/;����� /�� �;9� � :�0=�?��0/ ��� �� =� ���?�0������;� �9 j= �� = :�0=�?� Q ^;9� 9��=����;�� =� ?��?9�� 0F9�Z8�=��� =� /=9� ��E/=� V F9� ?;����/ ;�� K ��9d / ;���� /�� �;9� � :�0=�?� Q
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NH ÕÖ±×¸°º´ . Ù ±××ºÛÕÖ´ ×±º Õ¸ºÕÜ¸° Y lÜ¸m±³´Ú °

R
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C1
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C C1
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C C1

R

L

C1

R

L

C

C
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ÐÑÒ Ó N QM S ]��?9�� 0F9�8�=��� / ;9� =� =�Y�� K �0=�?� Q R :�0=�?� � 0�0 ���?�0���0��� ��9d / ;���;�� /�� �;9� Q
� [ 1`�`�ao� biab^_fi e_ � b��_ba o^_bj`hfda

R� ?��?9�� 0F9�8�=��� F9� �;9� �8;�� /�;/ ;�0 `[�Y QN QM a ?;E/;��� �9��
?;E/ ;����� /�� / 0��;�� � :�0=�?� V �� ��� �0���E ��0 /�� F9���� /���E ����� B

LQ =� ?�/�?��0 �/���ZW;9����9 C
Ï

H Q =� ?�/�?��0 �����Z�/���� C1
Ï

N Q =� �0������?� � :9�� ��E �Z�/��� R
Ï

M Q �� = :�9�;Z���9?���?� � :9�� ��E �Z�/��� L
Q

A;9� �0���E ���� ?�� /���E ����� V �= ��� / ;���< =� �� =�� ?�=?9=�� K /����� � :�dZ
/�����;�� ���=D��F9�� �� W;�?��;� ��� ��E ����;�� �� =� ���9?�9�� Q f= �d ������ �Ý�� ��� ��<=�� F9� �;����� =� ?�/�?����?� �� = :���9?���?� / ;9� 9�� E9=Z���9�� �� ?;�jY9����;�� �� ?;��9?��9�� ÞHGß Q ]� E ;D�� � = :�8����Y� � :Ô�����/��� V E ��� �� �;��� F9 :9�� �//�;d �E ���;� F9 :�= W�9� ���9��� ?;���Y�� Qf= ��� �9��� / ;���< =� � :9��=���� ��� ?;��� ?�=?9=��� =� ?�/�?����?� �� = :��Z�9?���?� � :9�� ���9?�9�� K /����� �� �� ��/�0�������;� �� ��;�� ��E ����;�� Q]���� E 0��;�� ��� /�0?��� V E ��� �9// ;�� � :�8;�� ������0 =� ���9?�9�� �8�? ���=;Y�?��=� ��0F9��� Q]� F9� �;9� �8;�� j��=�E ��� �����9 / ;9� �0���E ���� =�� ?�/�?����?���� =�� ���9?���?�� V ? :��� �� =�� �O 9���� �� E ������ K ?� F9� =� ?;9�< � �����/ ����;� �9 ?��?9�� 0F9�8�=��� �;�� =� /=9� /�; ?�� / ;���< =� �� =� ?;9�< � �����/ ����;� �� =� ���9?�9�� K �0=�?� F9� = :;� 8�9� E ;�0=���� Q ]�=� �9// ;��F9� = :;� ?;������� =� ?;9�< � �� ���/ ����;� �� =� ���9?�9�� �0�==� �;�� /�� 9��E ��9�� V �;�� /�� 9� ?�=?9= /=9� j�<=� Q > ��� �;��� ?�� V �;9� �8;�� =� / ;���< �=��0� :;<����� ��� ?;9�< �� �� ���/ ����;� ?�=?9=0�� /�� =� ���8�?� �� ?�=?9= �� 
��=��\=�?��;� >�8�?��Sm 0=�nD Ï ?�� ?�=?9=� W;�� �// �= K �9 E ��0���= ��W;�E ���F9�
/=9� /9������ ?�� �=� W;�� �����8���� ��� E ;��=�� �� ��;�� ��E ����;�� �� =����9?�9�� 0�9��0� Q
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. Ù2 Ù ÕÛÜº²´ µ´ µ¸¶×´º¶¸ÛÚ µ Ü Õ¸ºÕÜ¸° Y lÜ¸m±³´Ú ° NN
� [3 1c_�! f ef ebi� f�ibcd e_ � b��_ba o^_bj`hfda

R;��F9 :9� ?��E/ ���E ;��F9� �� /�;/�Y� ���� 9�� ���9?�9�� �;��0� V �;��;E<�� � :;��� `
k = 2π/λ

a �0/ ��� �� �� W�0F9��?� Q R� ?;9�< � �� ���/ ����;���/�0����� ?���� �0/ �����?� Q
T9 =��9 � :Ô��� ?;����0�0 �� 0�9��0 ���� �� Y=;<�=��0 V 9� ?��?9�� 0F9�8�=���� :9�� ���9?�9�� �� /�;/�Y���;� / �9� Ô��� 89 ?;EE� 9�� �9��� �� ?�==9 =��?;���?�0�� F9� �� �����E ������ �� /�; ?�� �� /�; ?�� 9� ��Y��=

V
F9�=?;�F9� QR�� ?���?�0�����F9�� �� =� =�Y�� / �98��� �=;�� Ô��� �0���E ��0�� K /����� �9

?;E/;���E ��� ����8��9�= �� ?��F9� ?�==9 =� `[�Y QN QGa Q

R

L

C1

C1

ou...

R

L

C

R L R L

C

C1

C1

C

C
1V

2V

i1

i2

3V

4V

i3

i4

��� � 4 �� � 5&6�) ' � � %� " �#!,�� � &!#& !+ �� !*'��%+ "#," ,(� �+ (' +#'%(.4,#) '+!,% (, ( 4,#) � �� � '�# " 3�� �
�, # +#'&�# �' &, #$ � �� �!(" �#(!,% � � %� �!7%� 1 !� %, ( 4' + ��+�#) !%�# ��%,)$#� � �,%�� � &6')" "#,"'7� "'# �' �!7%� �,#(� � �' 4#�� �%&� �(+ -0�� ��# 1 &,)) � �' �!7%� �(+ &,%(+!+ �� � � %� ( !+� �� &��� ��( �� �,%7 � #

pas
1 ��%,)$#� � �,%��

k
( �,$+!�%+ �% ��+�#) !%'%+ �� ��"6'('7�

∆φ
� � 4'!+ ( $!#&6'� � &��� �� 6  % (!7%'� �� 4#�� �%&�

f
�,%%�� 7

k =
∆φ

pas
.

�% "� + ' ((!  +!�!(�# �!#�&+�) �%+
∆φ

' �!� ��
k
1 "'#&� � � "� ( !%+ !+!4 7

"'#��# �� ��"6'('7� "'# +, # � �6��!&� ' "� ( �� (�%( � � �� "'#��# �� %,)$#�� �,(&!��'+!,%( "'#
2π

 %!+�( �� �,%7 � # �5% #�7!) � 6'#) ,%!� � 1 �,#(� � � �,% (, ) �+  % (!7%'� 6 � ��%+#�� � � '.�# " 3�� ) ,%+#� �'%( �' -7 #� 4 �� 1 �� (!7%'� �% (,#+!� �% ��" �%� �!%�'!#�) �%+ 7






V3

i3
V4

i4







= P.







V1

i1
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i2







, 84 ��9

,:
P

�(+ '"" ���� ) '+#!&� �� "'(('7� 1 �+ ��" �%� ��( &'#'&+�#!(+!� �( � &!#.& !+
C
1
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1
L
1
R
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NM ÕÖ±×¸°º´ . Ù ±××ºÛÕÖ´ ×±º Õ¸ºÕÜ¸° Y lÜ¸m±³´Ú °
�/ ;����0E ��� /�;/�Y0� /�� 9�� ���9?�9�� ;�� =� /�;/��0�0 �� ������ 0Y�9dK �9dZE ÔE �� K 9�� ?;������� ?;E/=�d� /��� =;�� �� =�9� /�;/�Y���;� Q ]����/�;/��0�0 V �//=�F90� K 9�� ?�==9 =� �� =� ���9?�9�� V �� W;�E �=��� �� =� E �������9�8���� B







V3

i3
V4

i4







= G.ej∆φ.







V1

i1
V2

i2







,
`N QHa

;Î G
��� =� Y��� �0�= F9� �9<�� =� ��Y��= V �� ∆φ

=� �0/����Y� �9<� /�� =���Y��= K �;� /����Y� /�� =� ?�==9 =� Q \� ?;�W�;����� =�� ��=���;�� `N QLa �� `N QHa V�;9� 8;D;�� F9� =�� �0/����Y�� ∆φ / ;���< =�� �;�� �� W��� =�� ��Y9E ���� ���8�=�9�� /�;/��� �� =� E ����?� �� /����Y� P
Q > ��� =� ?�� �9 ?��?9�� 0F9�8�=���F9� �;9� �8;�� /�;/ ;�0 V =� E ����?� �� /����Y� ��� 9�� E ����?� 4 × 4

QA;9� ���?�� 9� / ;��� �� =� ?;9�< � �� ���/ ����;� V �;9� jd;�� =� W�0F9��?��� ?�=?9=;�� =�� ?; �o ?����� �� =� E ����?� �� /����Y� P
K ?���� W�0F9��?� Q «�

?�=?9=� ���9��� =�� ��Y9E ���� ��� 8�=�9�� /�;/��� �� =� E ����?� P V F9� �;9����k;�� ?;EE� W;�?��;� �� =� W�0F9��?� Q> ��� = :�d�E/=� F9� �9�� V �;9� �8;�� �O9��0 =�� /���E ����� �9 ?��?9�� / ;9��//�; ?��� �9 E ��9d 9� �9< � F9� ��� �?�9�==�E ��� �� /�;�9?��;� `
XNhhIa V�� �8;�� ?;E/��0 =�� ��9d ?;9�< �� �� ���/ ����;� Q ^;9� / ;98;�� ?;��������9� =� jY9�� N Qg =�� ?�;��� �9�8����� B
S =� ?��?9�� 0F9�8�=��� ��� ?�/�<=� �� /�;/�Y�� �9��� < ��� =�� ;���� ��Z��?��� F9� =�� ;���� ��8����� �;�� =� 8������ �� Y�;9/ � ��� �0Y���8� Ï
S =� ?��?9�� 0F9�8�=��� /�0����� 9�� <���� ��������� ;Î �9?9�� /�;/�Y�Z��;� � :��� / ;���< =� Q «� W��� �//���
��� ?�� �Ý�� �� ����DE 0������� =��8�=�9�� ��� ?�/�?����?�� �/����ZW;9����9 C

Ï
S �� ��j� =� E ;��=� /�;/ ;�0 ��� ?;���?� / ;9� =�� / ������ 8������� �� /���� B=K ;Î =�� �9< �� �;�� ��<��9�==�E ��� 9��=��0� Q A�� �d�E/=� V =� 
XNhhI��� 9��=��0 �9�;9� ��

∆φ = π/3
Q

TO ;9�;�� K ?�� ?;��������;�� F9� V /9��F9� =� ?��?9�� 0F9�8�=��� ��� ?;E/ ;�0�d?=9��8�E ��� �� ?;E/;����� �DE 0���F9�� V �= ��� ?�/�<=� �� /�;/�Y�� �����Y��9d �;�� =� 8������ �� /���� ��� �0Y���8� QR� ?��?9�� 0F9�8�=��� F9� �;9� ����;�9��;�� /�0����� �;�? ��� ?���?�0���Z��F9�� �;98�==�� /�� ��// ;�� �9 ?��?9�� R] 9��=��0 ��<��9�==�E ��� Q @�� W;����;980�� =�� 8�=�9�� ��� ?�/�?����?�� V ���9?���?�� �� �0������?�� �9 ?��?9�� V�= ��� / ;���< =� �� ��E9=�� ?;���?��E ��� �� �� ��E/� �0�= 9�� E9=���9�� ��
/�0�;E ���� �9� 9�� Y����� /=�Y� �� W�0F9��?�� Q ] :��� ?� F9� �;9� �==;��8;�� ���� =� �9��� Q
� [; ]jch_abcd afk� c�fhhf e_ � b��_ba o^_bj`hfda

^;9� �9// ;�;�� ���� ?���� ��?��;� F9� =�� /���E ����� �9 ?��?9�� 0F9�Z8�=��� ;�� 0�0 �0j��� V �� �;9� �==;�� ��E9=�� �;� 08;=9��;� ��E/;��==� ������Z
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. Ù< Ù Y mÛ³ Ü°¸ÛÚ °´·×Ûº´³³´ µ Ü Õ¸ºÕÜ¸° Y lÜ¸m±³´Ú ° NG
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 Circuit équivalent

Ligne du TH3990

ÐÑÒ Ó N Qg S ];E/�����;� ��� ?;9�< �� �� ���/ ����;� �� =� =�Y�� K �0=�?� �0�==��� �9 ?��?9�� 0F9�8�=��� /�;/ ;�0 Q R� ��?;�� Y��/��F9� ��/�0����� 9� �Y���Z�����E ��� �9�;9� �� =� <���� ��������� Q

��F9� V ? :���ZKZ���� =;��F9 :�= ��� =�8�0 K =9 �ZE ÔE � Q
R�� �����;�� �� =�� ?;9����� ���� =� ?��?9�� 0F9�8�=��� �;�� =�0� /�� =��=;�� �� q ��?��;Ý Q \� ?;EE� =� ?��?9�� ��� �d?=9��8�E ��� ?;�����90 �� ?;E Z

/ ;����� =��0����� V = :08;=9��;� ��E/ ;��==� ��� �����;�� �� ?;9����� ��� �;=9��;�� :0F9���;�� ��Ý0������==�� =��0����� �9 /��E ��� ;���� Q

3i

4i

V1 V5 V7V3

V2 V4 V6
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Ng ÕÖ±×¸°º´ . Ù ±××ºÛÕÖ´ ×±º Õ¸ºÕÜ¸° Y lÜ¸m±³´Ú °
\� �;9� �//9D��� �9� =�� �;����;�� �� =� jY9�� N Qi V ;� / ;�� B

U =



















V1

V2QQQ
VN

VN+1

i1
i2QQQ
iN



















`N QNa

;Î N = 2 × �;E<�� �� �;9�� � :�0=�?� Q R :08;=9��;� ��E/;��==� �9 ?��?9�� ����=;�� �;��0� /�� =� �0�;=9��;� �� = :0F9���;� ��Ý 0������==� �9�8���� B
dU(t)

dt
= M.U(t)

`N QM a
;Î =�� ?;�o ?����� �� =� E ����?� M

�;�� �0���E ��0� /�� =�� =;�� �� q ��?��;Ý�� =�� ��=���;�� �����;�Z?;9���� ��� ?;E/ ;����� 0=�?��;��F9�� QR :0F9���;� `N QM a � / ;9� �;=9��;� ���=D��F9� =� ��=���;� �9�8���� B
U(t + ∆t) = eM∆tU(t)

`N QGa
;Î = :;� 9��=��� = :�d/ ;������==� �� E ����?� �0j��� /�� B

eA =
+∞∑

k=0

Ak

k!

P��=�< / ;����� 9�� W;�?��;� / ;9� ?�=?9=�� = :�d/ ;������==� � :9�� E ����?� Q]���� W;�?��;� � :�//9�� �9� 9�� E 0��;�� /�0����0� ���� = :;98��Y� �� ¯;=9<�� m�� R;�� ÞHMß V �� <��0� �9� = :�//�;d �E ���;� �� A��0 Q R� ��E/� �� ?�=?9= ��?���� W;�?��;� �9YE ���� ?;EE� =� /9�����?� ��;����E � �9 ���Y �� =� E ����?������0� V E ��� ? :��� 9� ?�=?9= F9� ��� �Ý �?�90 9�� W;�� / ;9� �;9�� �� ��;?c0/ ;9� ?��F9� ?��?9�� /����?9=��� QA;9� �0<9��� =� ��E9=���;� V U(t = 0)
�;�� Ô��� jd0 Q ^;9� =� jd;�� K n0�; V? :���ZKZ���� F9 :�= � :D /�� �� ?��E/ ���� = :�0=�?� �9 �0<9� �� =� ��E9=���;� QR� ���9?�9�� K ;��� =���� �� ��E/=��� /�;Y�����8�E ��� �;9� = :�Ý �� � :9� ��Y��=� :�d?�����;� Q

ô ¸= ¸¹ >ÒÎÃ¼Æ¼Ã¾É ¿Ñ ÎÃÈÎÑÃ¼ ?ÆÈ ÑÉ ÁÃÇÉÆÅ
R� ?��?9�� 0F9�8�=��� / �9� Ô��� �d?��0 /�� 9� ��Y��= F9�=?;�F9� Q _;� 08;Z=9��;� ��E/ ;��==� ��� �=;�� �;=9��;� �� = :0F9���;� B

dU(t)

dt
= M.U(t) + F (t)

`N Qga

te
l-0

04
06

57
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 J

ul
 2

00
9



. Ù< Ù Y mÛ³ Ü°¸ÛÚ °´·×Ûº´³³´ µ Ü Õ¸ºÕÜ¸° Y lÜ¸m±³´Ú ° Ni
;Î F (t)

��� =� 8�?��9� � :�d?�����;� QA;9� ?;EE��?�� V �;9� 8;9���;�� ��O �?��� 9� ��Y��= ���E ;��F9� ���� =�
?��?9�� Q A;9� ?� W���� V �;9� / ;98;�� �d?���� =� ?�/�?����?� �/���ZW;9����9 =�
/=9� K Y�9?�� �� =� ��E/=�k��� /�� 9� ;�?�==���9� R] �0Y=0 K =� W�0F9��?�8;9=9� `[�Y QN QJa Q

V1

1i

V3

V2

2i
R

L

C
C1

C1

C

...

...

Losc

osci

ÐÑÒ Ó N QJ S Tj� � :�d?���� =� ?��?9�� /�� 9� ��Y��= ���E ;��F9� V =� /��E ����
?�/�?��0 ��� ��E/=�?0� /�� 9� ;�?�==���9� R] Q

R� 8�?��9� � :0��� ��� �=;�� E ;��j0 B =� /��E ���� ?�/�?����?� O ;9� �9��� =��e=� �� =� ?�/�?����?� �� = :;�?�==���9� V �� = :;� �O ;9�� =� ?;9���� ���� = :���9?Z���?� �� = :;�?�==���9� /��E � =�� ��Y�0� �� =�< ���0 B

U =





















V1 = Vosc

V2QQQ
VN

VN+1

i1
i2QQQ
iN
iosc





















`N Qia

]�=� / ��E ����� � :���0Y��� =� ?��?9�� ;�?�==���9� �9 ?��?9�� 0F9�8�=��� V ���;�? � :�8;�� K �0�;9��� = :0F9���;� `N QM a �9 =��9 �� = :0F9���;� `N Qga Q ]�=� ���
/=9� E ����<=� V �� �;9� ���8��� ���� =� �9��� Q> � /=9� V �;9� 8;9���;�� �;� /�� �d?���� =� ?�/�?����?� V1

V E ��� =� W;�?�� QR� ��Ý0���?� ��� F9� V ���� =� /��E ��� ?�� V =� ?�/�?����?� �d?��0� 8� �9<��= :���9��?� �9 ����� �9 ?��?9�� 0F9�8�=��� �� /=9� �� = :���9��?� �9 ?��?9��
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NJ ÕÖ±×¸°º´ . Ù ±××ºÛÕÖ´ ×±º Õ¸ºÕÜ¸° Y lÜ¸m±³´Ú °
;�?�==���9� Ï �=;�� F9� ���� =� ?�� �9 W;�k�Y� <�9��= V =� ?�/�?����?� �d?��0�� :��� ���9��?0� F9� /�� = :;�?�==���9� V �� �� 8;�� /�� =� ����� �9 ?��?9�� Q ]�=�/ ��E �� � :�E/;��� /=9� W��E �E ��� 9� ��Y��= � :����0� Q A;9� D ����8�� V �;9��8;�� E ;��j0 ���� =� E ����?� M

=� =�Y�� F9� ?;����/ ;�� K =� ?�/�?����?��d?��0� �� D ��E/=�k��� /�� n0�; =�� ���E �� F9� =� ?;9/=��� �9 ����� �9
?��?9�� 0F9�8�=��� Q T ���� V =� �����;� �9d < ;���� �� ?���� ?�/�?����?� ;�?�==� K=� W�0F9��?� ��E ���0� ���� Ô��� ���9��?0� /�� =�� �;9<����9�� �9 ����� �9
?��?9�� Q
ô ¸= ¸· @ »ÇÃÂ À »¼ÆA ÅÃ

f�O �?��� 9� ��Y��= ���� 9�� ���9?�9�� 8��� �� ?��E/ =;��F9� = :;� � < ��;��� :0�9���� =� ���9?�9�� �� �0Y�E � 0��<=� / ;�� 9� /�;<=�E � �� ��E/� �� ?�=?9= Q\� �Ý�� V / ;9� ��������� =� �0Y�E � 0��<=� V �= �;9� W�9� �������� F9� = :;�����O �?�0� �� �0�0?����� /=9���9�� W;�� O 9�F9 :K ��������� = :0F9�=�<�� V �� F9� =��
W�0F9��?�� /�������� �9�� �9 �0?=��?��E ��� �� = :�d?�����;� �;���� ?;E/=�Z��E ��� �E ;����� Q A;9� �??0=0��� ?���� /���� �������;��� V �;9� / ;98;�� �����
/�;j� �9 W��� F9� = :����E<=� �9 ?��?9�� V �d?�����;� ?;E/���� V ��� �0Y� /��= :0F9���;� `N QM a Q > ��� ?� ?�� V / ;9� ��������� =� �0Y�E � 0��<=� V �= �9o � � :�8��Z
?�� =� �D���E � � :9� Y���� �;E<�� �� /�� �� ��E/� �� 9�� W;�� V /�� �d�E/=� B

Uetabli ≈ U(106.∆t) = eM.106.∆tU(0),

;Î �;9� =�� ���E �� ��
U(0)

�;�� �9=� ��9W V1
F9� ?;����/ ;�� K =� �����;� �d?�Z�����?� Q R� jY9�� N Qh E ;���� ?=����E ��� = :�8����Y� �9 W��� � :��������� ����?Z��E ��� =� �0Y�E � �����;������ Q \��9��� V �;9� / ;98;�� 9��=����

Uetabli
?;EE�

?;�����;� ������=� / ;9� ?;EE��?�� =� ��E9=���;� Q C�E ��F9;�� / ;9� j��� F9�=� E ����?� eM.106.∆t / �9� Ô��� ?�=?9=0� �� ��; ?c0� 9�� W;�� / ;9� �;9�� / ;9� 9�?��?9�� �;��0 Q
� [B Cdefi ia`abcdd`b�fi

R;��F9 :9�� ;��� ����8� K =� =�E ��� � :9�� ���9?�9�� �� /�;/�Y���;� V 9��/����� �� = :;��� ��� �0�0?��� Q \� =;��F9� = :;��� ��?������ ��� �� ������?��;��8�? 9� W���?��9 � :0=�?��;�� V = :;��� �0�0?��� 8� �9��� ������Y�� �8�? ?�� ���Z����� �� < ;9=�8����� =�� �0�9=���� � :9�� �d/ 0����?� ;9 � :9� /�;?���9� ���9�Z����= Q R� E ÔE � /�0�;E ��� �//���
� =;��F9� = :;� ��E9=� =� ?;E/ ;���E ���� :9� ?��?9�� 0F9�8�=��� Q @�� ;��� ��O �?�0� 8� Ô��� �0�0?��� �9??����8�E ����9d ��9d �d��0E ��0� �� =� =�Y�� O 9�F9 :K W;�E �� 9�� ;��� �����;������ F9�8� ?;E/=���E ��� W�9���� =� ��E9=���;� Q A;9� E ���� ��� ��E9=���;�� ���� ��
< ;���� ?;�����;�� V �= W�9� �;�? E ���E ���� =�� �0��d �;�� �� < ;9� �� =�Y�� Q_��� ������ ���� =� ��0;��� ��� =�Y��� �� �����E ����;� V �;9� ��������;��� :9� ?;9�� �9� =�� =�Y��� �� �����E ����;�� ÞHgß =�� ��9d ?�;��� �9�8����� Q A��ZE ����E ��� V 9�� ���9?�9�� �� /�;/�Y���;� ��� ?���?�0���0� /�� 9�� �E/ 0���?�
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ÐÑÒ Ó N Qh S R� jY9�� �9 ����9� E ;���� = :0��� �� =� =�Y�� �/��� 9�� ?��������� /�� �� ��E/� Q R� �0Y�E � �����;������ � :��� �;9O ;9�� /�� ������� B ���
W�0F9��?�� 0=�80�� �� /�;/�Y��� ���� =� =�Y�� V =� ��Y��= � :� /�� ��E/=� �;9��=� ���9?�9�� V �� ��� �0��d �;�� �0W;�E ��� =� ��Y��= Q R� jY9�� �9 ����;9� E ;����= :0��� �� =� =�Y�� �/��� 9� � =;�Y £ /�� �� ��E/� Q R� ��Y��= ��� 9��W;�E � ���E/=��9�� V �� �� ?;������ F9� =� W�0F9��?� �� = :;�?�==���9� /�=;�� Q
?���?�0�����F9� ZC

F9� ��� =� Y0�0��=�����;� �� =� �0������?� ���� =� ?�� ���
?��E/� 8����<=�� V �� F9� �0/ ��� ��� ?���?�0�����F9�� /�D��F9�� �� =� ���9?Z�9�� V ����� F9� �� =� W�0F9��?� Q \� ��9d ��E �E ��� V =;��F9� = :;��� ���?;���� 9�;<���?=� � :�E/ 0���?� ZR

V �==� ��� �0�0?��� �8�? 9� ?;�o ?���� `?;E/=�d�a B

ρ =
ZR − ZC

ZR + ZC
.

`N QJa
^;9� �� ?;������;�� /�� = :�E/ 0���?� ?���?�0�����F9� �� =� ���9?�9�� K �0Z=�?� V E ��� �;9� / ;98;�� �;9� <���� �9� = :0F9���;� `N QJa / ;9� E ���E ���� =���0��d�;�� �� ��9d E ������� F9� �;9� E ;���;�� ?�Z�/��� Q
ô ¸E ¸¹ F¿Æ?¼Æ¼Ã¾É Í ÅÆÈÇÀ AÆÉ¿À ¿À GÈ»HÑÀÉÎÀ

@�� /��E ���� �//�; ?�� / ;9� E ���E ���� =�� �0��d �;�� ��� �� W���� �� �;���F9� = :;��� � :�����Y�� O �E ��� =� j� �9 ?��?9�� Q f= ��� 08����� F9 :9� ��Y��= VF9�==� F9� �;�� �� W�0F9��?� V ���� �;9O ;9�� �E ;��� ���� 9� ?��?9�� ;Î =�� �0���Z���?�� �;�� �;�Z�9==�� Q T9��� V � :�/��� = :0F9���;� `N QJa V ?� ��Y��= �� �9<��� F9�
/ �9 �� �0��d �;�� �� =� �0������?� �9 ?��?9�� V �� �;�? �;� �E/ 0���?� V 8������=����E ��� Q R :��0� ��� �;�? � :�O ;9��� �� ?��F9� ?e�0 �9 ?��?9�� 0F9�8�=��� 9���;�k;� ;Î =�� �0������?�� R

�9YE ������ =����E ��� O 9�F9 :K = :�E ;������E ���
?;E/=�� �9 ��Y��= `[ �Y Q N QLIa Q]���� ��?���F9� ��� 9��=��0� / ;9� �E/Ô?��� =�� �0��d�;�� ���� =�� �9< �� Q]��F9� < ;�� �� =� ���9?�9�� K �0=�?� ��� ��?;98��� � :9�� ?;9?�� �� E ��0���9�<�;�<��� �;�� = :0/�����9� 8���� =����E ��� ÞHß Q
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R

L

R

C

C C1

R R R R R R R R R R

ÐÑÒ Ó N QLI S [�� �� =�Y�� ���/�0� �9� 9�� =��Y� <���� �� W�0F9��?� Q
]���� E 0��;�� � = :�8����Y� � :�E ;���� =�� ��Y��9d �9� 9�� =��Y� <������ W�0F9��?� V E ��� � = :��?;�80����� �� ��F90��� 9� ?��?9�� 0F9�8�=��� /=9�=;�Y V �� �;�? �� E ���/9=�� �� /=9� Y������ E ����?�� Q \� �Ý�� V / ;9� �E ;�����;��=�E ��� =�� ��Y��9d �����Y���� =�� �d��0E ��0� �9 ?��?9�� 0F9�8�=��� V �= �;9�� W�==9 �O ;9��� K ?��F9� < ;9� �9 ?��?9�� 0F9�8�=��� � 9��=� £ 9� ����k;� K�0������?� ?�;������� �� =;�Y9�9� E ;���0 �� =� =;�Y9�9� 9��=� Ï ?�=� �;9<=� =����==� �9 ?��?9�� �0�= V ����� F9� =� �;E<�� �� ��Y�0� �� =�< ���0 Q ] :��� �;�? 9���//�; ?�� �o ?�?� V E ��� F9� �;9� �0=������;�� / ;9� ��� ����;�� �� ��/����0 Q

ô ¸E ¸· F¿Æ?¼Æ¼Ã¾É ÆÑ¼¾ÑÈ ¿ IÑÉÀ GÈ»HÑÀÉÎÀ
R :0F9���;� `N QJa ����F9� F9� = :;� / �9� �9//��E �� =�� �0��d �;�� �� E ������9� ;<���?=� �;�� = :�E/ 0���?� ZR

��� 0Y�=� K
ZC

Q ];EE�
ZC

�0/ ��� �� =�
W�0F9��?� V ?���� �//�;?�� � :��� 8�=�<=� F9 :�9�;9� �� =� W�0F9��?� K =�F9�==�
ZR

� 0�0 �0���E ��0 Q^;9� /�;/ ;�;�� �� ���E ���� =� ?��?9�� 0F9�8�=��� /�� 9�� �0������?� RbK =� /=�?� �� =� �������� ?�/�?����?� �/���ZW;9����9 ?;EE� E;���0 ���� =�jY9�� N QLLQ f= �;9� W�9� �=;�� �0���E ���� =� 8�=�9� �� ?���� �0������?� Q ^;9� ��?;������;�� /�� = :�E/ 0���?� �� �;��� =�Y�� V E ��� ��?���� F9� ?�==� �9 < ;9��� =�Y�� ��� E ;��j0� =;��F9� = :;� E ;��j� =� 8�=�9� �� =� �0������?� Rb
V �;9��8;�� ��?���?�0 =� 8�=�9� ��

Rb
F9� E ���E ��� =� ��9d �� �0��d�;� Q ];EE�

?�=9�Z?� ��� =�0 �9 ��9d � :;��� �����;������ /�� =� ��=���;� B
|ρ| =

TOS − 1

TOS + 1
,

�=;�� ρ = 0 ⇔ TOS = 1
Q R� 
«_ ��� �0j�� ?;EE � =� ��// ;�� B

TOS = Vmax/Vmin,

;Î Vmax
��� = :�E/=��9�� E �d�E �=� �������� /�� 9�� ;��� �����;������ V �� Vmin��� = :�E/=��9�� E ���E �=� �������� /�� = :;��� �����;������ Q>;�? / ;9� �0���E ���� =� 8�=�9� ;/��E �=� ��

Rb
/ ;9� 9� ?��?9�� �;��0 V�;9� �8;�� ?�=?9=0 =� 
«_ �� W;�?��;� ��

Rb
Q \� �;9� �8;�� ?�;��� =� 8�=�9���

Rb
F9� W��� ������ =� 
«_ 8���

1
Q A;9� ?�=?9=�� =� 
«_ V �;9� ?;EE��k;��/�� E ����� =� �D���E � �� �0Y�E � 0��<=� V /9�� �;9� =� W���;�� 08;=9�� / ������F9�=F9�� / 0��;��� �9 ��Y��= �d?�����9� Q A������ ?�� F9�=F9�� / 0��;��� V ;�
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R
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C
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ÐÑÒ Ó N QLL S [�� �� =�Y�� ���/�0� �9�;9� �� =� W�0F9��?� �� ���8��= Q
��; ?c� =�� 8�=�9�� �� = :�E/=��9�� �� = :;��� 08;=9��� ���� =� ?��?9�� Q \��9��� V�;9� �0���E ��;�� =�� 8�=�9��

Vmin
��

Vmax
V � :;Î = :;� �0�9��� =� 8�=�9� �9
«_ Q

T ���� V / ;9� 9� ?��?9�� /����?9=��� K 9�� W�0F9��?� /����?9=���� V 9�� 8�=�9���
Rb

/ ��E �� �� ��E9=�� =� ?;E/ ;���E ��� �9 ?��?9�� ���� Ô��� �0���Y0 /����� ;���� �����;������� Q A�� ?;���� V ?;EE � ? :��� �;98��� =� ?�� V �� = :������?Z��;� ����� = :;��� ���E ;��F9� �� =� W���?��9 �;��� �������?� K ��� W�0F9��?��0=;�Y�0�� �� =� W�0F9��?� �� � ���8��= £V �=;�� ?�� W�0F9��?�� �;�� �0�0?���� K=� j� �� =� =�Y�� �� 9�� ;��� �����;������ �� ?�0� Q > ��� ?�� ?�� V �= 8�9� E ��9d��?;9��� K = :���/����;� �� =��Y� <���� Q> ��� �;� �d/ 0����?�� V �;9� �8;�� ;/�0 / ;9� = :���/����;� �� <���� 0��;��� V?�� �;9� � :;<���8;�� /�� =� ?�0���;� �� �;98�==�� W�0F9��?�� �9� =�� ��E/�F9� �9���� �;� ��E9=���;�� Q
� [L �daf�`�abcd ef h` ia�_�a_�f / cdef hfdaf `jf� hf

"`bi�f`_
^;9� �8;�� �;�? ?;����9�� 9� ?��?9�� 0F9�8�=��� �� =� ���9?�9�� K �0=�?�F9 :;� / �9� �d?���� /�� 9� ;9 /=9���9�� ��Y��9d ���E ;��F9�� Q A;9� ?;E/=0���=� E ;��=� �9 �9< � K ;��� /�;Y�����8� V �= �;9� W�9� =� ?;9/=�� �8�? 9� W���?��9� :0=�?��;�� Q ^;9� �8;�� /�;/ ;�0 /=9� ��9� 9� E ;��=� 9����E ����;���= �9

W���?��9 V �� �;9� �==;�� ���� ?���� ��?��;� =� W���� ������Y�� �8�? =� ?��E/�����/ ;��0 /�� =� ?��?9�� 0F9�8�=��� Q A;9� ;<����� 9�� ������?��;� V �= W�9�/������ �� ?;E/�� = :�?��;� �� = :�0=�?� �9� =� W���?��9 V �� = :�?��;� �9 W���?��9�9� = :�0=�?� Q
ô ¸M ¸¹ FÎ¼Ã¾É ¿À ÅÆ Á¼ÈÑÎ¼ÑÈÀ Í ¾É¿À ÅÀÉ¼À ÁÑÈ ÅÀ GÆÃÁÎÀÆÑ

f= ����;�� � :9�� ��E/=� ���=D�� `?��/ Q LQH �� ÞHßa F9� =� ?��E/ 0=�?���F9��Y������ �9� =�� W���?��9d � :0=�?��;�� ��� ?�=9 � ?�00 ����� =�� �/���� �� = :�0=�?� Q
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MH ÕÖ±×¸°º´ . Ù ±××ºÛÕÖ´ ×±º Õ¸ºÕÜ¸° Y lÜ¸m±³´Ú °
>;�? ���� �;��� E ;��=� V =� W���?��9 � :0=�?��;�� �9<��� =� ?��E/ 0=�?���F9�?�0� /�� =�� ?�/�?����?�� �����Z�/���� V ?�� ?� �;�� �==�� F9� ��/�0������� =��
?��E/� �����Z�/���� ���� =� ?��?9�� 0F9�8�=��� QR�� �9< �� F9� �;9� 0�9��;�� �;�� ��<��9�==�E ��� 9��=��0� ���� 9� E ;��
π/3 V ? :���ZKZ���� F9� =� ?��E/ 0=�?���F9� ��� �0/���0 ��

π/3
K ?��F9� �;9�� :�0=�?� V �;�? ��

2π
�;9� =�� ��d �;9�� Q > :�9��� /��� V �;9� �8;�� 9��=��0 9����/�0�������;� �9 W���?��9 /�� �� W;�?��;� �� ������<9��;� V ?� F9� ;<=�Y� K���?�0����� = :��/�?� V ?� F9� �;9� � :�8;�� /�� ��?;�� /�0?��0 Q ^;9� ?�;�����;���;�? �� ���?�0����� = :��/�?� �� ?�==9 =�� �� =;�Y9�9� B

∆x = pas.

;Î pas
��� =� /�� � :�0=�?� Q ]���� =��Y�9� / ��E �� �� E ���E ���� =� F9�����0 ��

?�=?9=� �;9� �� /������ <��� �� ?;E/�� =� ���9?�9�� �9 ?��E/ � :�0=�?� Q

C1 C1

Hélice

Faisceau
d’électrons

Capacitance
inter−spire

Cathode

ÐÑÒ Ó N QLH S >��� =� E ;��=� /�;/ ;�0 V =� ?��?9�� 0F9�8�=��� �Y�� �9� =� W���?��9� :0=�?��;�� 8�� =�� ?�/�?����?�� �����Z�/���� C1
Q

];EE� �;9� �8;�� �0?��� = :�0=�?� �8�? ��9d / ;���� /�� �;9� `[ �Y Q N QM a V�;9� �0j����;�� =� ?��E/ � :�0=�?� ���� 9�� ?�==9 =� i V �� /��E ���� �//�;d �ZE ���;� V ?;EE � =� ?��E/ �0Y���� ���� =� ?�/�?����?� �����Z�/��� 0F9�8�=����� :0/�����9� 0Y�=� K =� ������?� �0/����� ��9d �/���� V ? :���ZKZ���� =� /�� � :�0=�?�E ;��� ��9d W;�� =� ��D;� �9 j= � :�0=�?� Q > :�/��� =�� �;����;�� �� =� jY9�� N Qi V=� ?��E/ � :�d/=�?������� �� =� E ������ �9�8���� B
Eh(1) = V3−V1

pas−2∗rfil
;

Eh(2) = V5−V3

pas−2∗rfil
;

Eh(3) = V7−V5

pas−2∗rfil
;QQQ

`N Qha

;Î pas
��� =� /�� � :�0=�?� ��

rfil
��� =� ��D;� �9 j= ?;�����9��� = :�0=�?� Q ^;9�� :�8;�� /��� �� ?;E/�� F9 :9�� ?�/�?����?� �����Z�/���� �9� ��9d `

V1, V3, V5, V7, . . .
a V?�� �;9� �8;�� ?�;���� �� ?;����0��� 9�� 8�=�9� �� ?��E/ � :�0=�?� /�� �;9�� :�0=�?� Q ^;�;�� ��j� F9� =�� �d/�����;�� /�0?0������ / �98��� Ô��� W9��;��0��Y��?� �9d ?�/�?��0� �� 8�?�;������;� �9 =��Y�Y� P ��=�< Q
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. ÙJ Ù ¸Ú °´º±Õ°¸ÛÚ µ´ ³± ¶°º ÜÕ°Üº´ K ÛÚµ´ ³´Ú °´ ±m´ Õ ³´ W±¸¶Õ´± ÜMN
ô ¸M ¸· FÎ¼Ã¾É ¿Ñ GÆÃÁÎÀÆÑ ÁÑÈ ÅÆ Á¼ÈÑÎ¼ÑÈÀ Í ¾É¿À ÅÀÉ¼À

R;��F9 :9�� ���9?�9�� 0=�?��;E �Y�0��F9� �d��?� 9� ?��E/ 0=�?���F9� �9�9�� /����?9=� V ?�==�Z?� 8;�� �;� �E/9=��;� �� �;�? �;� 0���Y�� 8����� Q A;9�?;����8�� = :0���Y�� �� = :����E<=� V = :0���Y�� �EE �Y����0� ���� =� ���9?�9��0=�?��;E �Y�0��F9� �� / �9� ������ ��?���Y0� Q X �9��9��E ��� V / ������ F9 :9��
/����?9=� �9<�� 9� ?��E/ 0=�?���F9� V �==� �Y�� �9� =� ���9?�9�� F9� � Y0�0�0 ?�?��E/ �� D ���9����� �9 ?;9���� V ?� F9� ��� 9�� W;�E � �� ���8��= V �� �;�?� :0?���Y� � :0���Y�� QA;9� F9����j�� =�� ?;9����� ���9��� /�� 9�� /����?9=� ?���Y0� ���� 9�����9?�9�� ?;��9?���?� F9�=?;�F9� V ;� / �9� 9��=���� =� ��0;��E � �� _�;?c=�DZC�E; `g QL �� ÞHißa Q ]� ��0;��E � �� �0E ;���� V ����� �9���� V K /����� �9
/���?�/ � �� ?;����8���;� � :0���Y�� ÞHJß Qm;�?� = :0�;�?0 �9 ��0;��E � �� _�;?c=�DZC�E; ��;980 ���� ÞHJß B _� 9��
?���Y� q

�� ��;98��� K =� / ;����;� ~rq
�� E �9� �8�? 9�� 8������

~v
�9 E �=��9� :0=�?��;��� 1, 2, . . . , k, . . .

��=�0�� K =� E ���� /�� ��� Y0�0����9�� �� �����;�
Vk

V �=;�� =� ?;9���� Ik
���������� �� =� E ���� 8��� = :0=�?��;�� k

��� �;��0 /��= :�d/�����;� B
Ik = q.~v.

~Ek(~rq)

Vk
,

`N QLIa
;Î ~Ek

��� =� ?��E/ �d������ =;��F9� = :0=�?��;�� k
��� / ;��0� K =� �����;�

Vk = 1V V �� �;9��� =�� �9���� 0=�?��;��� �;�� E ���� K =� E ���� Q

Ð ÑÒ Ó N QLN S C�/���� �� = :�==9������;� �� ÞHJß Q @�� ?���Y� q
�� E �9� �8�? 9��8������

~v /��E � 9�� ?;�jY9����;� ��<������� ��
N ?;��9?��9�� E ������9� K��� / ;������=� Vk

Q
f= ��� �E/;����� �� �;��� F9� =� ?;9���� ���9�� �� �0/ ��� /�� �� ?� F9 :�=

/ ;9����� D �8;�� ����� 9�� 0=�?��;�� �� =� E ���� Q N9�==� F9� �;�� = :�E/ 0���?�/=�?0� ����� = :0=�?��;�� �� =� E ���� V =� ?;9���� ���9�� �� �0/ ��� F9� �9
?;9���� �9 W���?��9 ?��?9=��� ����� =�� 0=�?��;��� `g QH �� ÞHißa Q

T//=�F90 �9 ?�� � :9� ?;��������9� /=�� � :0/�����9� pas−2∗rfil
���8���0

/�� 9�� ?���Y� q
�� 8������ /���==�=� K = :�d�

v//
V =� ��0;��E � �� _�;?c=�DZC�E; �� �0?=��� �� ��9d /�;/ ;����;�� ��E/=�� B
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MM ÕÖ±×¸°º´ . Ù ±××ºÛÕÖ´ ×±º Õ¸ºÕÜ¸° Y lÜ¸m±³´Ú °
LQ R� ?;9���� �==��� �� =� E ���� 8��� =� /=�F9� 8��� =�F9�==� �� ����Y� =�

?���Y� q
8�9� B

Iinduit = −q.
v//

pas − 2 ∗ rfil
;

H Q �� =� ?;9���� �==��� �� =� E ���� 8��� =� /=�F9� �� =�F9�==� � :0=;�Y�� =�
?���Y� q

8�9� B
Iinduit = q.

v//

pas − 2 ∗ rfil
.

>� ?� F9� /�0?��� �;9� �0�9��;�� F9� =;��F9� =� ?;��������9� �� ?�/�Z?��0 C1
��� ���8���0 / ������ 9� ��E/� ∆t /�� 9� W���?��9 9����E ����;���=� :0=�?��;�� �� W;�?��;� �� ������<9��;� f(xi, vj)

V =� �����;� ����� ��� < ;����8���� � :9�� F9�����0 B
∆V =

q.∆t

C1.(pas − 2 ∗ rfil)
.

∫ xi−∆x/2

xi−∆x/2

∫ +∞

−∞
v.f(x, v).dv.dx

=
q.∆t.∆x.∆v

C1.(pas − 2 ∗ rfil)
.

vmax∑

vj=vmin

vj .f(xi, vj)

;Î q = 1, 6.10−19 C
��� =� ?���Y� �� = :0=�?��;� V ∆x

��
∆v

�;�� =�� ��E ����;����� ?�==9 =�� 0=0E �������� ?;�����9��� = :��/�?� �� /���� ���?�0���0 V �� f(xi, vj)��� =� E ;D���� �� =� W;�?��;� �� ������<9��;� �9 W���?��9 �9� ?�� ?�==9 =�� Q\��9��� V ?;EE � �;9� �8;�� ?�;��� ���� = :�d/�����;� `N Qia � :9��=���� =�������;�� �/����ZW;9����9 / ;9� �0?���� =� =�Y�� �� �����E ����;� V �;9� ��8;���d/=�?���� = :�Ý�� �9 ?;9���� ���9�� �� W;�?��;� �� ?�� �����;�� Q R :��0� ����� �0/����� =� �����;� Y0�0�0� /�� =� ?;9���� ���9�� �9� =�� ?�/�?����?���/����ZW;9����9 ��?������ =� ?�/�?����?� �����Z�/���� �E/=�F90� Q > :�/��� =�jY9�� N Qi B
VC1 = V1 − V3 ⇒ ∆V3 = ∆V1 − ∆VC1.\� /������ ∆V1 = 0 V �;9� ?�;�����;�� �� E ����� �;9� = :�Ý �� �9 ?;9���� ���9���9�

V3
V �� �;9� ;<���;�� �=;�� B

∆V3 =
−q.∆t.∆x.∆v

C1.(pas − 2 ∗ rfil)
.

vmax∑

vj=vmin

vj.f(xi, vj).
`N QLLa

]���� ��=���;� V �0E ;���0� / ;9� =� /��E ���� ?�/�?����?� �����Z�/���� V ��� ��Z�9��� �����/ ;�0� �9d �9���� ?�/�?����?�� �����Z�/���� F9� �Y������ �9� =� W���Z?��9 Q T ���� V 9� W���?��9 / �9� �Y�� �9� =� ���9?�9�� K ;��� =���� �� ���9������9 ?;9���� ���� =�� ?�/�?����?�� F9� �Y������ �9� =9 � Q
� [O ]jch_abcd P hc!`hf e_ QCR S TUVUTW WX UYZ W[\

>��� ?� F9� /�0?��� V �;9� �8;�� �0?;E/;�0 = :������?��;� �9 ���� � :9�
«A �� 9� ����E<=� �� �;9�Z/�;<=�E �� F9� �;9� �8;�� ����D0 �� �0�;9���9� K 9� Q ]�� /�0�;E ���� �;�� �9 �;E<�� �� ��/� B
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. Ù] Ù Y mÛ³ Ü°¸ÛÚ ^³ Û²±³´ µ Ü °Û× _ ` S ¶S`a a r S��abc MG
LQ = :��O �?��;� �9 W���?��9 ���� =� ���9?�9�� Ï
H Q =� Y=����E ��� �9 W���?��9 � :0=�?��;�� �9�8��� = :�d� �9 
«A Ï
N Q =� ?�=?9= �9 ?��E/ � :�0=�?� Ï
M Q =� ?�=?9= �9 ?��E/ �� ?���Y� � :��/�?� Ï
G Q = :�?��;� ��� ?��E/� 0=�?���F9�� �9� =� W���?��9 Ï
g Q = :08;=9��;� ��������F9� �9 ?��E/ � :�0=�?� Ï
i Q �� = :���9?��;� �� ?;9���� ���� = :�0=�?� /�� =� W���?��9 Q
];EE� = :08;=9��;� � :9� 
«A ?;������ �� =� �0�=�����;� ��E9=���0� �� ?����/� /�0�;E ���� V �= W�9����� �;�? �0�;9��� ��E9=���0E ��� = :����E<=� ���0F9���;�� �Ý0������ K ?�� /�0�;E ���� / ;9� /�0���� = :08;=9��;� �9 
«AQA;9� �0�;9��� ?� /�;<=�E � V �;9� �;9� �;EE�� ���/��0� �� =� �0E ��?���9�8�� /�� ]���Y �� q�;�� ÞLHß / ;9� �0�;9��� = :0F9���;� �� m =��;8 �� 9��=�����=� E 0��;�� ���� �9 r�­ �d�® ��  �Tt Q
A;9� �0�;9��� = :0F9���;� �� m =��;8 `H QLa V ]���Y �� q�;�� ÞLHß = :;�� �?��Z�0� �� ��9d 0F9���;�� V `H QHa �� `H QNa V F9 :�=� ;�� /�� =� �9��� �0�;=9�� �;9�K �;9� Q f= D � �������� ?���� /�;?0�9�� = :��0� F9� = :08;=9��;� �� =� W;�?��;��� ������<9��;� ���� = :��/�?� ��� /����� ��� 9�� �9/ ��/ ;����;� � :08;=9��;������ ?��?9�� ��� ����?��;�� �� = :��/�?� ��� /����� Q ]�� E ;98�E ���� �� /�;Z�9����� ��E9=���0E ��� V E ��� ;� / �9� �//�;d�E �� = :08;=9��;� �� =� W;�?��;��� ������<9��;� �� ?;����0���� F9� ?�� E ;98�E ���� �� �0�;9=��� ?;��0?9��8�ZE ��� Q ]���� �//�;d�E ���;� / ��E �� �� W�?�=���� =� �0�;=9��;� � :9� /�;<=�E � V�� �9��;9� �� / ;98;�� ������� ?��F9� �;9�Z/�;<=�E � �8�? =� E 0��;�� F9� =9 �

?;�8���� =� E ��9d Q
T ���� V / ;9� W���� 08;=9�� = :����E<=� �9 
«A � :9� /�� �� ��E/� ∆t V �;9��8;�� �9??����8�E ��� W��� 08;=9�� ?��?9� ��� �;9�Z/�;<=�E �� � :9� /�� ����E/� ∆t

B
LQ ��O �?��� =� W���?��9 �8�? = :�d/�����;� `H Qia Ï
H Q ���0Y��� = :0F9���;� `H QHa � :��8�?��;� �9�8���

x
�9�

∆t
Ï

N Q ?�=?9=�� =� ?��E/ � :�0=�?� �8�? =�� �d/�����;�� `N Qha Ï
M Q ?�=?9=�� =� ?��E/ �� ?���Y� � :��/�?� �8�? = :�d/�����;� `H QLIa Ï
G Q ���0Y��� = :0F9���;� `H QNa � :��8�?��;� �9�8���

v
�9�

∆t
Ï

g Q W���� 08;=9�� ��
∆t

=� ?��?9�� 0F9�8�=��� Y��?� K `N QGa Ï
i Q �� ��j� ?�=?9=�� =� ?;9���� ���9�� ���� = :�0=�?� / ������ ∆t

�� 9��=�����`N QLLa Q
]���� �0F9��?� ��E/=� ��� ?;���?�� �9 /��E ��� ;���� V E ��� 89 F9� �;9� �8;���??9E9=0 =�� �//�;d �E ���;�� �9 ?;9�� �� �;��� ����;���E ��� V ?�=� �� 8� /���9��� K =� /�0?���;� Y=;<�=� �9 E ;��=� Q
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Mg ÕÖ±×¸°º´ . Ù ±××ºÛÕÖ´ ×±º Õ¸ºÕÜ¸° Y lÜ¸m±³´Ú °
� [\e noi_ha`ai

^;9� /�0����;�� E ��������� ��9d ��E9=���;�� �Ý�?�90�� �8�? =� E ;��=�F9� �;9� �8;�� /�;/ ;�0 Q ^;9� � :�//�0?���;�� /�� �?� =� O 9������ �� =� ��E9=�Z��;� V ?�� �= ��� ?=��� F9 :�==� � :� /�� 8; ?���;� K Ô��� O 9��� Q ] :��� / ;9� ?�=� F9��;9� � :�d��< ��;�� /�� �� ?��Ý ��� Q ^;9� E ;�����;�� /�� ?;���� F9 :�==� �;������ �0�9=���� F9�=�����8�E ��� ?;���?�� QR� ���9?�9�� K ;��� =���� ��� �?� E ;�0=��0� /�� =� ?��?9�� 0F9�8�=��� E ;���0�9� =� jY9�� N QM V �� �0j�� /�� B
C = 2, 6.10−14 F

C1 = 1, 2.10−13 F

L = 1, 1.10−9 H

R = 6, 6.10−5 Ω.

R� ?;9�< � �� ���/ ����;� �� ?���� =�Y�� � 0�0 ���?0� �9� =� jY9�� N QLM Q
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ÐÑÒ Ó N QLM S ];9�< � �� ���/ ����;� �9 ?��?9�� 0F9�8�=��� 9��=��0 �� �d�E/=� Q

ô ¸¹f ¸¹ gÉ¼ÀÈÆÎ¼Ã¾É ¿ IÑÉ GÆÃÁÎÀÆÑ Î¾É¼ÃÉÑ ÆÏÀÎ ÑÉ ÁÃÇÉÆÅ ½ÆÈÄ
Â¾ÉÃHÑÀ

R� /��E ���� ��E9=���;� E ;���� = :08;=9��;� � :9� W���?��9 ?;����9 ����9�� ���9?�9�� K �0=�?� �����/ ;����� 9� ?��E/ ���9�;h��= Q R :�0=�?� � 9� /�� ��
0, 8 mm

Q R� ?��E/ ���E ;��F9� ��� ��O �?�0 �� W;�k��� 9�� �����;� ���9�;h��=���
10 V

����� =� < ;9� �� = :�0=�?� �� =� W;9����9 Q R� W�0F9��?� �� ?� ��Y��= �����
5 GHz

Q N9��� �9 W���?��9 V �= ��� ��O �?�0 K 9�� 8������ ��
5.107 m/s V �� �;�?;9���� K = :��O �?��;� ��� ��

1 mA
QR :��/�?� ��� /����� ��� ���?�0���0 �� NII ?�==9 =�� ���� =� ����?��;� ���

/ ;����;�� V �� iI ���� =� ����?��;� ��� 8������� Q R� ��E/� � :�d0?9��;� �� ?������E9=���;� ��� ��
96 s

Q @� / �9 E ;��� ��
50%

�� ?� ��E/� ��� ?;���?�0 �9d
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ÐÑÒ Ó N QLG S f�����?��;� � :9� W���?��9 ?;����9 �8�? 9�� ;��� ���9�;h��=� QR :��O �?��;� �� W��� /�� =� Y�9?�� Q «� � ��/�0����0 =� ?��E/ 0=�?���F9� / ;��0/�� =� ���9?�9�� K ;��� =���� `��9�a V =� W;�?��;� �� ������<9��;� �9 W���?��9`E �=��9 a V �� =� ?;9���� / ;��0 /�� =� W���?��9 `<��a Q

?�=?9=� /�0/����;���� V �� �;��EE��� �9 ?�=?9= ��� E ����?�� � :08;=9��;� �9
?��?9�� 0F9�8�=��� Q A;9� Y�Y��� �9 ��E/� V ?�� ��9d E ����?�� V F9� ;�� 9�� ���==���

1207× 1207
Ý V / �98��� Ô��� ?�=?9=0�� 9�� W;�� / ;9� �;9�� V �� ��;?c0�� / ;9�9� ?��?9�� /����?9=��� Q > :�9��� /��� V 20%

�9 ��E/� �� ?�=?9= ��� 9��=��0 / ;9��o ?��� =�� Y��/��F9�� E ;���0� K ?��F9� /�� �� ��E/� Q l ��� F9 :�// ;����� 9����W;�E ���;� /�0?��9�� �9� =� �0�;9=�E ��� ��� ?�=?9=� V ?�� �o ?��Y� / �9� Ô����8����Y�9��E ��� ��E/=�?0 V �� 9��Y� �������W V /�� 9� ������E ��� �9�;E ���F9��� �;� Y��/��F9� ��� Y�����9�� / ���������� V �� ?�=� ���� / ;���� �������� K =�F9�=��0 ��� ?�=?9=� Q^;9� ;<���8;�� �9� =� jY9�� N QLG /=9���9�� /�0�;E ���� Q 
;9� � :�< ;�� V�= �//���
� �;9� = :�Ý�� �� = :;��� 9�� ­ �¢´ �� ��T �T ¬� ��� � �9 W���?��9 Ï =��0=�?��;�� �;�� �??0=0�0� ;9 W����0� ��=;� = :����;�� ;Î �=� �� ��;98��� ����
áwy�}�y� | ��}{��� ~�} {x}���x�} �}� ~�}�z���}� �� jkk ��||y|�} � |� �x�æz� ~� ~��z�} ~�|�æ �z�� {xyz ~��z�z� |� |���� �}� ~� �

(300 × 2 + 2)
���}�x�} }{ �z�}î�xyzz��y

+(300 × 2 +
1)

�xyz���} ~��} |�} ��~y������}
+(2 × 2)

���}�x�} �� �xyz���} �xzz�}{x�~���} ã ~�yåx}��||���yz} �� ~�æy� ~� |����
= 1207
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MJ ÕÖ±×¸°º´ . Ù ±××ºÛÕÖ´ ×±º Õ¸ºÕÜ¸° Y lÜ¸m±³´Ú °
= :;��� Q \��9��� V ?���� E ;�9=���;� �� 8������ �� �����W;�E � �� ­ �¢´ �� ��T �T��´��T  V ?�� / ������ =�9� ���O �� V =�� 0=�?��;�� =�� /=9� ��/���� ������/ ��� =��
/=9� =���� Q

«� ;<���8� ���9��� =� /�0�;E ��� � :;�?�==���;� ��� 0=�?��;�� ���� =� ® ´ � �¢� ® � �T  ��� W;�E 0 /�� = :;��� Q \� �Ý�� V =;��F9 :9� 0=�?��;� ��� /=9� ��/��� F9�= :;��� V �= j��� /�� ����8�� ���� 9�� n;�� �� = :;��� ;Î =� ?��E/ ��� �0?0=0Z����9� Q ]�� 0=�?��;� ��� �=;�� �0?0=0�0 O9�F9 :K ��8���� /=9� =��� F9� = :;��� V�� �= j��� /�� �� ����;98�� ���� =� n;�� ;Î =� ?��E/ ��� �??0=0����9� ;Î �=����8���� /=9� ��/��� F9� = :;��� Q T ���� V �= �� E �� K ;�?�==�� �9�;9� � :9�� / ;��Z��;� � :0F9�=�<�� �;�� =� 8������ ��� � :�/��� =� jY9�� N QLG � :��8��;� 5.107 m/s
Q\� ;<���8��� =� ?;9�< � �� ���/ ����;� �� = :�0=�?� `[�Y QN QLM a V ;� 8;�� F9� ?����8������ ?;����/ ;�� <��� K =� 8������ �� /���� � :9�� ;��� ��

5 GHz
B

vφ =
ω

k
=

ω.pas

∆φ
=

2π.f.pas

∆φ
≈ 2π ∗ 5.109 ∗ 0, 8.10−3

0, 16.π
≈ 5.107 m/s.

A�� ?;���� V =;��F9� ��� 0=�?��;�� �;�� ��;/ ��/���� ;9 ��;/ =���� V = :;���� :��� /=9� ?�/�<=� �� =�� /�0Y�� V ?�� =� ��Ý 0���?� �� 8������ =�9� / ��E �� ���;���� �9 /9��� �� / ;������= W;�E 0 /�� = :;��� Q «� /��=� �=;�� � :²��� ��T� ���d�´ ��T  � `[ �Y QN QLga Q\�j� V ;� ;<���8� �9� =� jY9�� N QLG 9�� ;�?�==���;� �� = :�E/=��9�� ��= :;��� 0=�?���F9� Q R :;��� ��� �� �Ý�� �E ;���� =;��F9 :�==� W;9���� �9 ���8��=�9 W���?��9 V �� ��� �E/=�j0� =;��F9� =� W���?��9 ��� ��=���� /�� �==� Q ^;9� ��E ;�����;�� /�� �� ?��Ý ��� ?;�?������ = :0?���Y� � :0���Y�� V ?�� �= � :��� /��?;���?��E ��� /��� �� ?;E/�� Q
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t=186∆t≈2.1ns

ÐÑÒ Ó N QLg S N9���� W���?��9d �;�� ��O �?�0� ��E9=���0E ��� K ��Ý 0������ 8�Z������ Q R :;��� 0=�?���F9� �� /�;/�Y� K ≈ 5.107 m/s V �� /��Y� =�� 0=�?��;���;�� =� 8������ ��� /�; ?�� Q «� ��E ��F9��� �9 /����Y� F9� =�� 0=�?��;�� =��
/=9� ��/���� ����8��� =�� /��E ���� K =� j� �� =� =�Y�� Q
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. ÙØØ Ù ÕÛÚ Õ³ Ü¶¸ÛÚ Mh
ô ¸¹f ¸· l»É»ÈÆ¼Ã¾É ¿ IÑÉ ÁÃÇÉÆÅ ?ÆÈ ÑÉ GÆÃÁÎÀÆÑ Â¾¿ÑÅ»

>��� ?���� ��?;��� ��E9=���;� V �;9� E ;���;�� F9� =� E ;��=� ��� ?�/�<=��� /������ �� ?;E/�� = :�?��;� �9 W���?��9 �9� = :�0=�?� Q A;9� ?�=� V �;9� ��E9Z=;�� F9�=�����8�E ��� =� W;�?��;���E ��� � :9�� �½ ����;�� ÞHhß Q @�� �½ ����;����� 9� 
«A ;Î = :;� � ��E/=�?0 =� /����� �� = :�0=�?� ?���0� E ;�9=�� =� W���?��9/�� 9�� ?���;�� E ;�9=0� Q «� ��8��� ����� =� =;�Y9�9� �� =� / ;��� �9 �9< � /��9� W�?��9� ��9d Q^;9� �Ý�?�9;�� ?���� ��E9=���;� �� ��O �?���� 9� W���?��9 E ;�9=0 ����9�� =�Y�� ���� ?��E/ Q ^;9� 8;9���;�� V /�� �d�E/=� V Y0�0��� 9� ��Y��= K
5 GHz

Q R� /=9� ��E/=� K W���� ��� � :��O �?��� 9� W���?��9 E ;�9=0 K =� E ÔE �
W�0F9��?� Q \��9��� V ?;��������� =� ?;9�< � �� ���/ ����;� �� ?���� =�Y�� V �;9�= :9��=��;�� / ;9� ;/��E ���� = :������?��;� Q \� �Ý�� V 9� W���?��9 ������Y�� �9E ��9d �8�? 9�� ;��� =;��F9� F9 :�=� ;�� =� E ÔE � 8������ Q R� jY9�� N QLM �;9�����F9� F9 :K

5 GHz V =� =�Y�� /�;/�Y� 9�� ;��� ����?�� K =� 8������ � :��8�Z�;� 5.107 m/s
Q ^;9� ��O �?�;�� �;�? 9� W���?��9 K ?���� 8������ V �� �;9� =�E ;�9=;�� /�� =� ���E � �9�8��� B

1/2 + 1/2. sin(2π.Fmod.t),

;Î Fmod = 5 GHz
Q];EE� ������9 V �;9� ;<���8;�� =� ?�;�����?� � :9� ��Y��= �D��� 9�� =;�ZY9�9� � :;��� �� ≈ 0, 01 m V ?� F9� � :�/��� =� ?;9�< � �� ���/ ����;� K =� jZY9�� N QLM ?;����/ ;�� <��� K 9�� W�0F9��?� ��

5 GHz
B

∆φ =
2π.pas

λ
≈ 2π ∗ 0, 8.10−3

0, 01
≈ 0, 5 ≈ 0, 16 × π ↔ 5 GHz.

>� /=9� V �;9� ;<���8;�� =� /�0�;E ��� �� ���9����;� ;Î = :�E/=��9�� ��= :;��� �0?�;
� �/��� �8;�� ?�Ì Q ]�=� ����� K ��;�� /�0�;E ���� B
LQ = :;��� � ?�Ì /�� ?;����8���;� � :0���Y�� �� � :�E/9=��;� V ?�� �==� � ��E ;D���� ��=���� =� W���?��9 Ï
H Q �� ��=��������� V =� W���?��9 8� /������ �9 ������ /�� ��// ;�� K = :;���Y0�0�0� V �� 9�� Y����� /����� �� ?�=9 �Z?� 8� �� ����;98�� ���� 9�� n;���??0=0�����?� �� = :;��� ÏN Q �� �??0=0���� 9�� Y����� /����� �9 W���?��9 V = :;��� ?��� �� E ;D������ = :0���Y�� K ?�=9 �Z?� V �� /�� ?;����8���;� � :0���Y�� �� ��;98� ���0�90� Q

� [\\ 1cd� h_ibcd
^;9� �8;�� �;�? /�;/ ;�0 9� E ;��=� / ;9� ��E9=�� =� �9< � K ;��� /�;Y���Z��8� �� �;E ���� ��E/;��= V �� �;9� �8;�� E ;���0 F9 :�= �0?��� F9�=�����8�E ���

<��� = :������?��;� �9 ���� �9 
«AQ^;9� �8;�� E ;�0=��0 =� W���?��9 � :0=�?��;�� �� 9�� ��E ����;� �� 9��=�Z���� �� W;�?��;� �� ������<9��;� Q _;� 08;=9��;� ��E/;��==� � 0�0 ;<���9� ��
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GI ÕÖ±×¸°º´ . Ù ±××ºÛÕÖ´ ×±º Õ¸ºÕÜ¸° Y lÜ¸m±³´Ú °

ÐÑÒ Ó N QLi S C�/�0�������;� �9 ?��E/ 0=�?���F9� / ;��0 /�� =� ���9?�9�� K ;���=���� `��9�a V �� =� W;�?��;� �� ������<9��;� �9 W���?��9 � :0=�?��;�� `E �=��9 a V�� �� =� ������0 =��0�F9� �� ?���Y� �9 W���?��9 `<��a Q
�0�;=8��� = :0F9���;� �� m =��;8 /�� =� E 0��;�� ���� AAP F9� ;Ý�� 9� < ;�?;E/�;E �� ����� �d�?���9�� �� ��/����0 Q> :�9��� /��� =� ���9?�9�� K ;��� =���� � 0�0 E ;�0=��0� /�� 9� ?��?9��0F9�8�=��� ��E/=� F9� ��/�;�9�� ����n <��� =� ?;9�< � �� ���/ ����;� �� =� =�Y��K �0=�?� / ;9� =�� <����� 8������� �� /���� Q R :08;=9��;� ��E/;��==� �� =� =�Y����� �=;�� �;��0� /�� =� �0�;=9��;� ��� 0F9���;�� �� q ��?��;Ý �//=�F90�� �9
?��?9�� 0F9�8�=��� Q

R� ?;9/=�Y� ����� =� W���?��9 �� =� =�Y�� � 0�0 F9�=�����8�E ��� �0?��� B =�
?��?9�� 0F9�8�=��� �Y�� �9� =� W���?��9 8�� ?�������� �� ��� ?�/�?����?�� V �� �����;9� =� W���?��9 ���9�� �9 ?;9���� ���� ?�� E ÔE �� ?�/�?����?�� Q]� E ;��=� � :�8��� ��/��� �� =0Y�� V �� ?;EE � �;9� = :�8;�� E ;���0 V �= / ��ZE �� �� ��E9=�� ?;���?��E ��� 9�� E9=���9�� �� ?;�jY9����;�� �� �9< �� K ;���/�;Y�����8� �9� 9� ;�������9� �� <9���9 Qf= ����� ?�/ ������ /=9���9�� / ;���� K �0Y=�� / ;9� �< ;9��� K 9� ?;�� F9��Z������8�E ��� O 9��� B

S ���� =� ?���� �� ?���� 0�9�� �;9� �8;�� �0?��� =�� ��Y��9d /�;/�Y0��9� =� =�Y�� /�� ��� �����;�� Q @�� ���?��/��;� ��� ��Y��9d /�� =�9�
/9�����?� / ��E ������� �� /������ �� ?;E/�� =�� 0?���Y�� � :0���Y�� ��
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. ÙØØ Ù ÕÛÚ Õ³ Ü¶¸ÛÚ GL
E ������ �d/=�?��� Q ]�=� ��� /=9� ���9��= ���� =� E ��9�� ;Î =�� �9< ���D/ ��W�0F9��?� �;�� ��� �E/=�j?���9�� �� /9�����?� Q

S 9�� ���9?�9�� K ;��� =���� ��� ?���?�0���0� /�� �;� �E/ 0���?� �� ?;9Z/=�Y� V F9� ��� �� W�?9=�0 K ?;�?������ �9� = :�d� =� /9�����?� 0=�?��;ZE �Y�0��F9� F9 :;� =9� W;9���� Q A =9� ?���� �E/ 0���?� ��� Y����� V /=9�= :������?��;� �8�? =� W���?��9 ���� W;��� Q > � /=9� V ?���� �E/ 0���?� 8�����8�? =� W�0F9��?� Q ^;9� � :�8;�� /�� 0�9��0 ?�� ��/ �?� �9 ?;9�� �� ?����8��= V E ��� <��� F9� = :9��Y� � :9� ?��?9�� 0F9�8�=��� ��8����� K W�����<����?��;� �� =� ���9?�9�� �/����=� ��� ?��E/� 0=�?��;E �Y�0��F9�� V �=� 0�0 E ;���0 F9 :�= ��� / ;���< =� / ;9� 9� ?��?9�� 0F9�8�=��� �� /�������� ?;E/�� =� 8������;� �� =� �0������?� �� ?;9/=�Y� �8�? =� W�0F9��?�ÞHNß Q
S =� ?��?9�� 0F9�8�=��� F9� �;9� �8;�� 9��=��0 `[�Y Q N QM a ��� =� ?��?9�� =�

/=9� ��E/=� F9� = :;� /9���� ?;����9��� �8�? =� ����;���E ��� F9� �;9��8;�� /�;/ ;�0 `[�Y Q N QNa Q R�� ?��?9��� /=9� ?;E/=�F90� V ?;����9��� �����?�0������ = :�0=�?� �8�? /=9� �� / ;���� /�� �;9� V ��8������ / ��E ������� E ��9d /������ �� ?;E/�� =�� ?���?�0�����F9�� �� =� ���9?�9�� K �0=�?� QR :;� / ;9��� �9��� ����?��� =� E ;��=� �� /������ �� ?;E/�� =�� ?;9/=�Y������� ��� / ;���;�� �� �/���� F9� �� �� ��;98��� /�� W�?�ZKZW�?� V ;9 F9��;�� �0/��0�� /�� /=9� � :9� �;9� � :�0=�?� Q
S �= W�9����� 9��=���� 9�� E 0��;�� ��  �­ � �® ��  �Tt � :;���� �9/ 0���9� / ;9��E 0=�;��� =� /�0?���;� �� =� ��E9=���;� �� / ;98;�� ��=�?��� =� ?;���������9� =� /�� �� ��E/� Q
[ ���=�E ��� V <��� F9� F9�=�����W V ?� E ;��=� / ��E �� �� ?;E/������ 9��E9=���9�� �� /�0�;E ���� �D��� =��9 ���� =� 
«A �� =�� 8��9�=����� Q
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w Ë uzst

^;9� �8;�� ���� =� ?��/���� /�0?0���� /�;/ ;�0 �� E ;�0=���� =� ���9?Z�9�� K �0=�?� /�� 9� ?��?9�� 0F9�8�=��� Q ]���� �//�; ?�� =0Y��� �� ��/��� W���/���?�/�=�E ��� �// �= K = :���9���;� �9 E;�0=�����9� / ;9� �0=�?��;���� =�� ?;9Z/=�Y�� �;E ������ �9 ���� �� =� ���9?�9�� �� /�;/�Y���;� Q ]�=� �� /�D� /��9� E ��F9� �� /�0?���;� ���� =�� /���E ����� �� ?;9/=�Y� �9 E ;��=� Q^;9� �==;�� /�0������ ���� ?� ?��/���� 9�� �//�; ?�� F9� =����� �� ?e�0 = :��Z�9���;� �9 E;�0=�����9� / ;9� �< ;���� =� /�;<=�E � �� E ������ E ���0E ���F9��� �D��0E ���F9� Q ]���� /�0�������;� ��� =� �0�9=��� � :9�� ��?���?�� ���� =�=���0���9�� F9� �;9� � E ��0 O9�F9� ���� =�� ��89�� � :�9�;E ���F9� �� /������/�� =� E 0?���F9� ��� ���9?�9��� Q> ��� ?� ?��/���� V �;9� 8���;�� <���8�E ��� ?;EE��� �� / ;�� �;��� /�;Z<=�E � V �� ?;EE ��� �= / ;9����� Ô��� �0�;=9 �� = :;� ���/ ;���� �� ����;9�?�� ��
?�=?9= �9o ������ u Q ^ ;9� /�0������;�� ���9��� =� E 0��;�� �� �0�9?��;� F9�= :;� �// �==��� ­ ² ¡�¢� ¢�� ­ �­ �T  � Q A9�� �;9� �d/ 0��E �����;�� ?���� E 0Z��;�� �9� 9�� ���9?�9�� K ;��� /�;Y�����8� ��E/=� V �8��� �� ?;�?=9�� Q
 [\ n bi��oabi`abcd efi o^_`abcdi ef o `pqfhh

^;9 r s;9 r ; ??9/ ;sr t?t /uts?t/v=wE wsx yw =v rxu9?x9uw K ;syw =wsxw Q Rw
Wvtr?wv9 / w9x Ôxuw uw/u0rwsx0 ws 9sw ytE wsrt;s /vu rv W;s?xt;s yw ytrxut<9Zxt;s f(x, v) ?;EE w s;9 r =w Wvtr;sr V E vtr t= / ;9uuvtx = :Ôxuw ytÝ0uwEE wsx rvsr?zvsYwu =wr /u;/ ;r F9 t r9 t8wsx Q];srty0u;sr =v rxu9?x9uw K z0=t?w yvsr rv Y=;<v=tx0 Q _;s 08;=9xt;s xwE/;Z
uw==w wrx u0Y tw /vu =wr 0F9vxt;sr yw P vd½w== Q \s s;xvsx B

S ~E
=w ?zvE/ 0=w?xutF9w V

S ~B
=w ?zvE/ E vYs0xtF9w V

v � {| � �| � ë �� ��} �}}�ç ~� z�}}xyz��} ~� ��|�y| }è
GN
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GM ÕÖ±×¸°º´ � Ù ±××ºÛÕÖ´ ×±º ºYµ ÜÕ°¸ÛÚ µ´ · Ûµ¹³´
S ρ

=v ywsrtx0 yw ?zvuYw 0=w?xutF9w V
S ~j

=v ywsrtx0 yw ?;9uvsx 0=w?xutF9w V
S ε

=v ?;srxvsxw yt0=w?xutF9w y9 E t=tw9 ?;srty0u0 V
S µ

=v / wuE0v< t=tx0 E vYs0xtF9w y9 E t=tw9 ?;srty0u0 V =wr 0F9vxt;sr ywP vd½w== r :0?ut8wsx B
~∇. ~E =

ρ

ε

`M QLa
~∇× ~E = −∂ ~B

∂t

`M QHa
~∇. ~B = 0

`M QNa
~∇× ~B = µ.~j + εµ

∂ ~E

∂t

`M QM a
m9 F9w s;9 r xuvtx;sr =w ?vr y :0=w?xu;sr s;s uw=vxt8 trxwr V = :wÝ wx yw =v ?;E Z

/ ;rvsxw E vYs0xtF9w y9 ?zvE/ 0=w?xu;E vYs0xtF9w wrx s0Y=tYwv<=w V wx s;9 rE vst/9=wu;sr yvsr =v r9 txw rw9=wE wsx =v ?;E/;rvsxw 0=w?xutF9w y9 ?zvE/ QÔ /vuxtu ywr 0F9vxt;sr `M QHa wx `M QM a V s;9 r /;98;sr 0xv<=tu = :0F9vxt;sy :08;=9xt;s y9 ?zvE/ 0=w?xutF9w ~E
B

~∇×
(

~∇× ~E
)

= − ∂

∂t
~∇× ~B

`M QGa

⇒ ~∇×
(

~∇× ~E
)

= − ∂

∂t

(

µ.~j + εµ
∂ ~E

∂t

) `M Qga

⇒ ~∇×
(

~∇× ~E
)

+ εµ
∂2 ~E

∂t2
= −µ

∂~j

∂t
,

`M Qia
;Î =w ?zvE/ 0=w?xutF9w ~E

wrx wd?tx0 /vu =v 8vutvxt;s y9 ?;9uvsx ~j
QA;9u u0r;9yuw = :0F9vxt;s `M Qia V ;s /u;?~yw /vu ywr E0xz;ywr s9E 0utF9wr V?vu rv u0r;=9xt;s vsv=DxtF9w s :wrx / ;rrt<=w F9w yvsr yw uvuwr ?vr rtE/=wr QA;9u xuvtxwu ywr ?vr ?;s?uwxr V ;s ytr?u0xtrw = :0F9vxt;s `M Qia r9u 9s E vt==vYw

uw/u0rwsxvsx =v rxu9?x9uw 0x9yt0w Q _vsr wsxuwu yvsr =wr y0xvt=r V ?w=v rtYstjwF9w = :;s r9//;rw F9w =w ?zvE/ ~E
wrx y0jst s;s /vr yw E vst~uw ?;sxts9w VE vtr r9u 9s wsrwE<=w ytr?uwx yw / ; tsxr yw = :wr/v?w QRv ytr?u0xtrvxt;s yw = :0F9vxt;s `M Qia / w9x Ôxuw wÝw?x90w /vu ytÝ0uwsxwr E0Z

xz;ywr V ?;EE w =v E0xz;yw ywr ytÝ0uws?wr jstwr ÞNIß V ;9 V ?;EE w yvsr s;xuw?vr V /vu =v E0xz;yw ywr 0=0E wsxr jstr ÞN Lß Q P vtr F9w==w F9w r; tx =v E0xz;yw9xt=tr0w V =v ytr?u0xtrvxt;s v<;9xtx Y0s0uv=wE wsx K 9s rDrx~E w y :0F9vxt;sr ytWZW0uwsxtw==wr y9 rw?;sy ;uyuw yw =v W;uE w B
M.

d2U(t)

dt2
+ D.

dU(t)

dt
+ KU(t) = F (t)

`M QJa
;Î B

S M
wrx =v E vxut?w yw E vrrw F9 t uw/u0rwsxw = :tswuxtw y9 rDrx~E w Ï
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� ÙV Ù Y mÛ³ Ü°¸ÛÚ °´·×Ûº´³³´ µ´¶ ¶�¶°¹·´¶ ³¸ÚY±¸º´¶ µ Ü ¶´ ÕÛÚµ Ûºµº´GG
S D

wrx =v E vxut?w y :vE;uxtrrwE wsx F9 t /uwsy ws ?;E/xw =wr wÝ wxr u0rtrxtWry9 rD rx~E w V wx wrx s9==w yvsr =w ?vr yw = :0F9vxt;s `M Qia Ï
S K

wrx =v E vxut?w yw uvtyw9u F9 t ?;9/=w wsxuw w9d =wr ytÝ0uwsxr ywYu0ryw =t< wux0 y9 rD rx~E w Ï
S wx

F (t)
wrx 9s 8w?xw9u ?;sxwsvsx = :wd?txvxt;s y9w v9d ?zvuYwr wx v9d?;9uvsxr Q«s uwxu;98w ?wxxw W;uE w y :0F9vxt;s ws E0?vstF9w ywr rxu9?x9uwr ?;EE w= :08;F9wsx =wr s;E r ywr E vxut?wr Q ] :wrx v9 rrt yvsr ?w y;E vtsw F9w = :;s xu;98wywr E0xz;ywr s9E 0utF9wr / ;9u u0r;9yuw ?wxxw W;uE w y :0F9vxt;s Q

 [Z ]jch_abcd afk� c�fhhf efi i�ia�kfi hbdo`b�fi e_
if�cde c�e�f

«s xu;98w ytÝ0uwsxr r?z0E vr s9E 0utF9wr /;9u tsx0Yuwu =wr 0F9vxt;sr yw=v W;uE w `M QJa Q Ô /vuxtu ywr ?;sytxt;sr tstxtv=wr U0
VU̇0

V Ü0
V ?wr E0xz;ywr

u0r;=8wsx = :0F9vxt;s `M QJa / ;9u ywr xwE/ r ytr?uwxr E9=xt/=wr y :9s ?wuxvts /vryw xwE/ r ∆t
Q l vxzw wx � t=r;s E;sxuwsx yvsr =w9u ;98uvYw ÞNHß / =9 rtw9urE0xz;ywr y;sx t=r ?;E/vuwsx =v rxv< t=tx0 wx = :wdv?xtx9yw Q f= uwrr;ux yw =w9u0x9yw F9w =w E wt==w9u ?z; td wrx =v E0xz;yw yw ^ w½E vuc QRv E0xz;yw yw ^ w½E vuc wrx 9sw E0xz;yw tE/=t?txw V ? :wrxZKZytuw F9w =vy0xwuE tsvxt;s yw = :0xvx y9 rD rx~E w v9 xwE/ r t + ∆t

sw y0/ wsy /vr rw9=wZE wsx ywr 0xvxr y9 rDrx~E w K ywr xwE/ r vsx0utw9ur y0O K ?v=?9 =0r V E vtr y0/ wsy
v9 rrt yw = :0xvx y9 rD rx~E w ws t + ∆t

Q ]w=v tE/=tF9w yw u0r;9yuw 9s rDrx~E wE vxut?tw= K ?zvF9w /vr yw xwE/ r V E vtr v = :v8vsxvYw yw uwsyuw =w r?z0E v y :tsZx0Yuvxt;s ts?;sytxt;ssw==wE wsx rxv<=w V ? :wrxZKZytuw F9w rv rxv< t=tx0 s :wrx /vrr9<;uy;ss0w K 9sw ?;sytxt;s r9u =w /vr yw xwE/ r ∆t
Q m;D;sr ws u0r9E 0 ?wr?z0E v y :tsx0Yuvxt;s xw= F9 :t= wrx /u0rwsx0 v9 ?zv/ txuw J QH QM yw ÞNHß QA;9u ?v=?9 =wu = :0xvx y9 rDrx~E w v9 xwE/ r t + ∆t
K /vuxtu yw r;s 0xvx v9xwE/ r t

wx yw = :wd?txvxt;s v9 xwE/ r t + ∆t V =v E0xz;yw yw ^ w½E vuc r9//;rwy :v<;uy F9w = :0F9vxt;s `M QJa wrx 80utj0w K
t + ∆t

B
M.Üt+∆t + D.U̇t+∆t + K.Ut+∆t = Ft+∆t

`M Qha
\==w =tw wsr9 txw =w 8w?xw9u y :0xvx U

K rwr y0ut80wr /vu =wr uw=vxt;sr r9 t8vsxwr B
U̇t+∆t = U̇t +

[

(1 − δ)Üt + δÜt+∆t

]

∆t
`M QLIa

Ut+∆t = Ut + U̇t∆t +
[

(1/2 − α)Üt + αÜt+∆t

]

∆t2
`M QLLa

;Î δ = 1/2
wx

α = 1/4
r;sx =wr 8v=w9ur ?;srwt==0wr /vu lvxzw wx � t=r;s Q ]wrxu; tr zD/;xz~rwr ?;sy9 trwsx v=;ur v9 r?z0E v s9E 0utF9w r9 t8vsx B

S Azvrw /u0/vuvx; tuw B
LQ > 0jstu =wr E vxut?wr M V D V wx K

Ï
H Q > 0jstu =wr ?;sytxt;sr tstxtv=wr U0

VU̇0
V wx Ü0

Ï
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Gg ÕÖ±×¸°º´ � Ù ±××ºÛÕÖ´ ×±º ºYµ ÜÕ°¸ÛÚ µ´ · Ûµ¹³´
N Q >0jstu =w /vr yw xwE/ r ∆t V vtsrt F9w =wr ?;srxvsxwr y :tsx0Yuvxt;s B

S δ ≥ 0.5
Ï
α ≥ 0.25(0.5 + δ)2

Ï
S a0 = 1

α∆t2
Ï

S a1 = δ
α∆t

Ï
S a2 = 1

α∆t

Ï
S a3 = 1

2α − 1
Ï

S a4 = δ
α − 1

Ï
S a5 = ∆t

2

(
δ
α − 2

) Ï
S a6 = ∆t(1 − δ)

Ï
S a7 = δ∆t

Ï
M Q ]v=?9 =wu =v E vxut?w yw uvtyw9u wÝw?xt8w B

K̂ = K + a0M + a1D
Ï

G Q [v?x;utrwu K̂
ws 9s /u;y9 tx yw E vxut?wr Wv?t=wE wsx ts8wurt<=wr `ytvZY;sv=wr V xutvsY9=vtuwr V Q Q Qa Ï

S Ô ?zvF9w /vr yw xwE/ r B
LQ ]v=?9 =wu =w 8w?xw9u yw ?zvuYw wÝ w?xt8w B

F̂t+∆t = Ft+∆t +M(a0Ut +a2U̇t +a2Üt)+D(a1Ut +a4U̇t +a5Üt)

H Q >0xwuE tswu Ut+∆t
ws u0r;=8vsx = :0F9vxt;s B

K̂Ut+∆t = F̂t+∆t

;Î = :;s E wxxuv K /u;j x =v Wv?x;utrvxt;s yw
K̂ / ;9u v??0=0uwu =wr

?v=?9 =rÝ ÏN Q ]v=?9 =wu =wr s;98w==wr 8 txwrrw wx v??0=0uvxt;s B
Üt+∆t = a0(Ut+∆t − Ut) − a2U̇t − a3Üt

U̇t+∆t = U̇t + a6Üt + a7Üt+∆t.

T tsrt V = :v=Y;utxzE w yw ^ w½E vuc / wuE wx yw u0r;9yuw rtE/=wE wsx = :0F9vZxt;s `M QJa Q ]w/ wsyvsx 9sw 0xv/ w utrF9w < tws yw =w uv=wsxtu ?;srty0uv<=wE wsx Q\s wÝ wx V < tws F9w = :;s vtx E tr K /u;j x =v Wv?x;utrvxt;s yw K̂ /;9u v??0=0uwu r;sts8wurt;s V =v F9vsxtx0 yw ?v=?9 = s0?wrrvtuw K ?wxxw ts8wurt;s uwrxw yw = :;uyuwyw
n2 V ;Î n

wrx =v xvt==w yw =v E vxut?w ÞHMß Q ]w=v wrx < tws ts W0utw9u v9d n3�;/ r� s0?wrrvtuwr K = :ts8wurt;s ytuw?xw yw K̂ V E vtr uwrxw ?;srty0uv<=w rt = :;sy; tx u0/ 0xwu = :;/ 0uvxt;s K ?zvF9w /vr yw xwE/ r / ;9u ywr rD rx~E wr K /=9 rtw9ur?wsxvtswr yw E t==twur yw ywYu0r yw =t< wux0 QR :tsx0Yuvxt;s yw = :0F9vxt;s `M QJa s :wrx y;s? /vr ws8 trvYwv<=w ws = :0xvx V wsx;9x ?vr /vr r9u 9s ;uytsvxw9u yw <9uwv9 Q «s / ;9uuvtx x;9x yw EÔE w 0x9ytwu
á�� � �}� �� �y�z� ~� ����� �������y� }�z� �å{|��y�� �� {��� �, è��� äx{ � �x��z����x� ~� � �����ª �¢ ������� � �}� y�� x{�z���x� �z���� ����y� �|�� �����z����z� ~�yå �x�æz�} ã ��z�y |� äx������ è {| }�z� ~ �y���� {xyz |� � �}yz� ~� | ���xz� ��|�y|��x�z�����}}��z� ã | ��å��y��x� ~ �y� �|�xz���� � è
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� Ù. Ù ºYµ ÜÕ°¸ÛÚ µ´¶ ¶�¶°¹·´¶ µ�Ú±· ¸lÜ´¶ ³¸ÚY±¸º´¶ µ Ü ¶´ ÕÛÚµ Ûºµº´Gi
=v rxu9?x9uw 0=w?xu;E vYs0xtF9w ws u0r;=8vsx ?wxxw 0F9vxt;s ws y;E vtsw Wu0ZF9wsxtw= V E vtr rt = :;s tsrtrxw /;9u = :0x9ytwu ws y;E vtsw xwE/;uw= V t= s;9 r Wv9x
v< r;=9E wsx u0y9 tuw =v xvt==w y9 rD rx~E w y :0F9vxt;s Q ] :wrx t?t F9 :tsxwu8 twsx9sw E0xz;yw y08w=;// 0w /vu =wr v9x;E vxt?twsr yw/9 tr =wr vss0wr LhiI V wxF9 :;s xu;98w v9O ;9uy :z9 t r;9 r =w s;E yw ��¢�� ��¢�� b �¢´� ��T Q m;D;sr ?wF9w ?;sxtwsx ?wxxw E0xz;yw V wx ?;EE wsx w==w / ;9uuvtx s;9 r vtywu K rtE9=wu=wr x9< wr zD/ wuWu0F9ws?w ws y;E vtsw xwE/;uw= Q
 [� noe_�abcd efi i�ia�kfi e�d`k b^_fi hbdo`b�fi

e_ if�cde c�e�f
Rwr E0xz;ywr yw u0y9?xt;s ytxwr ��¢�� ��¢�� b �¢´� ��T r;sx s0wr y9< wr; ts ywr v9x;E vxt?twsr y :vrrwu8 tu ws xwE/ r u0w= ywr rDrx~E wr yDsvE tF9wryw /=9 r ws /=9 r ?;E/=wdwr V vtsrt F9w y9 < wr; ts ywr ?;s?w/xw9ur yw rtE9=wu

uv/ tywE wsx ywr ytr/;rtxtWr E9=xt/zDrtF9wr yw /=9 r ws /=9 r r;/ztrxtF90r ÞNNß Q]wr yw9d < wr; tsr wd tYwsx yw ytr/;rwu yw E;y~=wr jv<=wr wx =0Ywur ywr rD rx~E wr0x9yt0r Q_t 9s /u;<=~E w /zDrtF9w rw E wx r;9 r =v W;uE w B
{

M.Ü (t) + D.U̇(t) + KU(t) = B.e(t)
s(t) = CT .U(t)

`M QLHa
;Î B

S U(t) ∈ R
N wrx =w 8w?xw9u y :0xvx y9 rD rx~E w Ï

S M,D,K ∈ R
N×N r;sx ywr E vxut?wr ?;srxvsxwr ytxwr yw E vrrw V y :vE;uZxtrrwE wsx V wx yw uvtyw9u Ï

S e(t) ∈ R
p wrx =w 8w?xw9u y :wsxu0w Ï

S B ∈ R
N×p wrx =v E vxut?w y :wsxu0w Ï

S s(t) ∈ R
q wrx =w 8w?xw9u yw r;uxtw Ï

S C ∈ R
N×q wrx =v E vxut?w yw r;uxtw Ï

v=;ur =wr E0xz;ywr yw u0y9?xt;s ;sx /;9u <9x yw ?;srxu9 tuw 9s rD rx~E w u0y9 txyw =v W;uE w B
{

Mr.Ür(t) + Dr.U̇r(t) + KrUr(t) = Br.e(t)
s(t) = CT

r .Ur(t)

`M QLNa
;Î B

S Ur(t) ∈ R
n wrx =w 8w?xw9u y :0xvx y9 rDrx~E w u0y9 tx Ï

S Mr,Dr,Kr ∈ R
n×n Ï

S e(t) ∈ R
p wx

s(t) ∈ R
q uwrxwsx ts?zvsY0r ?vu t= sw W;sx /vr /vuxtw y9rD rx~E w Ï

S Br ∈ R
n×p Ï

Cr ∈ R
n×q Ïxw= F9w

n � N V wx F9w =wr yw9d rDrx~E wr vtwsx =w EÔE w ?;E/;uxwE wsx Q«s wsxwsy /vu =w xwuE w � E ÔE w ?;E/;uxwE wsx £ =w Wvtx F9w rt =wr yw9d
rDrx~E wr r;sx r;9E tr K 9sw EÔE w wd?txvxt;s `wsxu0wa V t=r y; t8wsx v8; tu =v
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GJ ÕÖ±×¸°º´ � Ù ±××ºÛÕÖ´ ×±º ºYµ ÜÕ°¸ÛÚ µ´ · Ûµ¹³´
EÔE w u0/ ;srw `r;uxtwa Q ]w=v / w9x wsxuw v9xuwr rw xuvy9 tuw /vu = :0Yv=tx0 ywrW;s?xt;sr yw xuvsrWwux ywr yw9d rD rx~E wr QC wE vuF9;sr F9w =v W;uE w `M QLHa wrx xu~r Y0s0uv=w wx y0?utx 9sw E9=xtx9yw
yw rDrx~E wr trr9 r yw ytÝ0uwsxr y;E vtswr xw=r F9w = :0=w?xu;stF9w ÞNMß V =v E0?vZstF9w ywr rxu9?x9uwr V = :v0u;sv9xtF9w ÞNGß V =v E t?u;Z0=w?xu;E 0?vstF9w ÞNgß V wx= :0=w?xu;E vYs0xtrE w ÞNiß ÞNJß QRwr E0xz;ywr yw u0y9?xt;s yw E;y~=wr / w98wsx Ôxuw ?=vrr0wr ws yw9d
?vx0Y;utwr B ywr E0xz;ywr F9 t ?;srtrxwsx K /u;O wxwu =w rD rx~E w `M QLHa r9uywr r;9 rZwr/v?wr ?;s8wsv<=wE wsx ?z; trtr Ï wx ywr E0xz;ywr F9 t rw <vrwsx r9u=v xu;s?vx9uw yw =v y0?;E/ ;rtxt;s ws 8v=w9ur rtsY9=t~uwr `_m> a y9 rD rx~E wts txtv= ÞNNß QRwr E0xz;ywr <vr0wr r9u =v _m> ;sx = :v8vsxvYw yw y0xwuE tswu � ® �����= :wuuw9u ?;EE trw =;ur y9 ?z; td y :9s rDrx~E w u0y9 tx Q Avu ?;sxuw V v8vsx y :wWZWw?x9wu =v xu;s?vx9uw yw =v _m> V w==wr uwF9 t~uwsx y :wÝ w?x9wu ?;E/=~xwE wsx =v_m> ?w F9 t tE/=tF9w 9sw F9vsxtx0 yw ?v=?9 = yw = :;uyuw yw N3 EÔE w =;urF9w= :;s sw uwxtwsx jsv=wE wsx F9 :9s / wxtx s;E<uw yw 8v=w9ur rtsY9=t~uwr Q> w =w9u ?ex0 V =wr E0xz;ywr <vr0wr r9u =v /u;O w?xt;s ?;srxu9 trwsx v9 W9u wxK E wr9uw wx yw E vst~uw tx0uvxt8w =v <vrw yw /u;O w?xt;s Q ]w=v sw / wuE wx /vry :wrxtE wu � ® ����� = :wuuw9u ?;EE trw /vu =w E;y~=w V E vtr uwF9 twux 9sw F9vsxtx0yw ?v=?9 = yw = :;uyuw yw n2N

Q ] :wrx =v E0xz;yw F9w s;9 r uwxtwsyu;sr V ?vu w==wwrx /=9 r v//u;/ut0w / ;9u =wr rD rx~E wr yw Yuvsyw xvt==w ÞNNß Q
	 ¸ô ¸¹ �Æ Â»¼½¾¿À ¿ÀÁ Â¾ÂÀÉ¼Á

Rv E0xz;yw yw u0y9?xt;s <vr0w r9u =v /u;O w?xt;s 8 trw rtE9=xvs0E wsx yw9d<9xr B ?;srxu9 tuw 9sw <vrw yw / wxtxw xvt==w vjs y :D /u;O wxwu =w rD rx~E w K
u0y9 tuw V wx /u0rwu8wu =wr E;E wsxr y9 rDrx~E w K u0y9 tuw QRw /uwE twu <9x wrx yw ?;srxu9 tuw yw9d <vrwr yw 8w?xw9ur B

V = [V1, V2, . . . , Vn]

W = [W1,W2, . . . ,Wn]

vjs y :D /u;O wxwu =w rD rx~E w ;utY tsv= `M QLHa wx ?;srxu9 tuw =w rD rx~E w u0y9 tx`M QLNa yw =v E vst~uw r9 t8vsxw B
S Ur(t) = V T U(t)

Ï
S Mr = W T MV

Ï
Dr = W TDV

Ï
Kr = W T KV

Ï
S Br = W T B

Ï
Cr = V T C

Q> vsr =w EÔE w xwE/ r V =wr <vrwr V
wx

W
r;sx ?;srxu9 txwr yw E vst~uw K ?wF9w =wr rD rx~E wr `M QLHa wx `M QLNa vtwsx v//u;d tE vxt8wE wsx =v EÔE w W;s?xt;syw xuvsrWwux wsxuw = :wsxu0w e(t)

wx =v r;uxtw s(t)
Q ]w=v wrx Yvuvsxt rt = :;s /u0rwu8w=wr E;E wsxr y9 rD rx~E w =;ur yw =v u0y9?xt;s Q \s wÝ wx V =v W;s?xt;s yw xuvsrWwuxy9 rDrx~E w `M QLHa r :0?utx B

G(s) = CT
(
s2M + sD + K

)−1
B
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� Ù. Ù ºYµ ÜÕ°¸ÛÚ µ´¶ ¶�¶°¹·´¶ µ�Ú±· ¸lÜ´¶ ³¸ÚY±¸º´¶ µ Ü ¶´ ÕÛÚµ Ûºµº´Gh
;Î s =

√
−1 2πf ∈ C

wrx =v Wu0F9ws?w� Q ];EE w x;9xw W;s?xt;s vsv=DxtF9wy0jstw r9u =w /=vs ?;E/=wdw V G(s) vyE wx 9s y08w=;// wE wsx ws r0utw v9x;9uyw s :tE/;uxw F9w= / ; tsx s0 ∈ C
F9 t s :wrx /vr 9s / e=w B

G(s) =
+∞∑

i=0

m(i)(s − s0)
i

;Î m(i) wrx =w E;E wsx y :;uyuw i
y9 rDrx~E w `M QLHa v9x;9u y9 /; tsx s0

Q > wEÔE w V =v W;s?xt;s yw xuvsrWwux y9 rDrx~E w u0y9 tx vyE wx v9 rrt 9s y08w=;// wZE wsx ws r0utw B

Gr(s) = CT
r

(
s2Mr + sDr + Kr

)
Br =

+∞∑

i=0

m(i)
r (s − s0)

i

Rwr E;E wsxr r;sx v9d W;s?xt;sr ?;E/=wdwr ?w F9w =wr y0ut80wr r;sx v9dW;s?xt;sr u0w==wr V ;s / w9x y;s? ?;srty0uwu yvsr 9sw ?wuxvtsw E wr9uw F9w /=9 ryw9d W;s?xt;sr ;sx yw E;E wsxr 0Yv9d V /=9 r w==wr r;sx 0F9 t8v=wsxwr r9u 9sYuvsy uvD;s v9x;9u y :9s / ; tsx s0
Q T tsrt V rt = :;s ?;srwu8w =wr E;E wsxr yw =vW;s?xt;s yw xuvsrWwux =;ur yw =v u0y9?xt;s V ;s /u0rwu8w =w ?;E/;uxwE wsx y9rDrx~E w Q «s xu;98w /vuW; tr ?wxxw E0xz;yw r;9 r =w s;E yw �­�­ �T   ­ � �¡�Tt­� ¡�¢ � Ï s;9 r = :v// w==wu;sr � E 0xz;yw ywr E;E wsxr £QA;9u v//=tF9wu =v E0xz;yw ywr E;E wsxr K s;xuw /u;<=~E w V K rv8; tu u0Zy9 tuw 9s rDrx~E w y9 rw?;sy ;uyuw K /=9 rtw9ur wsxu0wr wx /=9 rtw9ur r;uxtwr r9u9sw =vuYw <vsyw yw Wu0F9ws?w V s;9 r v==;sr 9xt=trwu ywr u0r9=xvxr xu;980r yvsr=v =txx0uvx9uw Q ^;9 r ?;EE ws?wu;sr /vu 8; tu =w ?vr /=9 r rtE/=w ywr rDrx~E wr y9/uwE twu ;uyuw Q ]w ?vr wrx ztrx;utF9wE wsx =w /uwE twu K v8; tu 0x0 xuvtx0 V wx wrx/=9 r Wv?t=w K v//u0zwsywu Q f= s;9 r / wuE wxxuv y :tsxu;y9 tuw ?wuxvtswr s;xt;sr Vwx s;9 r 8wuu;sr wsr9 txw =w ?vr ywr rD rx~E wr y9 rw?;sy ;uyuw Q

	 ¸ô ¸· �ÆÁ ¿ÀÁ Á� Á¼�ÂÀÁ ¿Ñ ?ÈÀÂ ÃÀÈ ¾È¿ÈÀ
> vsr rv xz~rw V ¯ utEE w y0E ;sxuw 9s xz0;u~E w F9 t / wuE wx yw u0y9 tuw ywrrDrx~E wr yDsvE tF9wr y9 /uwE twu ;uyuw K /=9 rtw9ur wsxu0wr wx /=9 rtw9ur r;uxtwr

v9x;9u yw /=9 rtw9ur Wu0F9ws?wr `/ QMh yw ÞNhßa Q> 0jstrr;sr y :v< ;uy =w ?vyuw Q _; tx 9s rD rx~E w yDsvE tF9w =ts0vtuw y9 /uwZE twu ;uyuw K
N

ywYu0r yw =t< wux0 wx K /=9 rtw9ur wsxu0wr wx r;uxtwr B
{

EU̇(t) = AU(t) + Be(t)
s(t) = CT U(t)

`M QLM a
;Î B

S U(t) ∈ R
N wrx =w 8w?xw9u y :0xvx V

S E,A ∈ R
N×N V

�â��} |� }y ��� � �� �� ��z�y ~ �y� �æy} ~� |������ �xyz������ z���x��z� ~��} |� |����îz��yz� � �xy} �{{�||�zx�} � �z��y���� } |� �z��~�yz
s ∈ C
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gI ÕÖ±×¸°º´ � Ù ±××ºÛÕÖ´ ×±º ºYµ ÜÕ°¸ÛÚ µ´ · Ûµ¹³´
S e(t) ∈ R

p = :wsxu0w y9 rD rx~E w V
S s(t) ∈ R

q =v r;uxtw y9 rDrx~E w V
S B ∈ R

N×p wx C ∈ R
N×q r;sx =wr E vxut?wr y :wsxu0w wx yw r;uxtw Q_; tx =w rDrx~E w u0y9 tx K

n � N
ywYu0r yw =t< wux0 ;<xws9 /vu /u;O w?xt;s y9

rD rx~E w M QLM r9u yw9d <vrwr V ∈ R
N×n wx

W ∈ R
N×n B

{
ErU̇r(t) = ArUr(t) + Bre(t)

s(t) = CT
r Ur(t)

`M QLGa
;Î B

S Ur(t) = V T U(t) ∈ R
n wrx =w 8w?xw9u y :0xvx u0y9 tx V

S Er = W T EV,Ar = W TAV ∈ R
n×n VS e(t) ∈ R

p wx
s(t) ∈ R

q uwrxwsx ts?zvsY0r ?vu t=r sw W;sx /vr /vuxtw y9rDrx~E w V
S Br = W T B ∈ R

n×p wx Cr = V T C ∈ R
n×q QRwr W;s?xt;sr yw xuvsrWwuxr ywr yw9d rDrx~E wr vyE wxxwsx 9s y08w=;// wE wsxws r0utw v9x;9u y :9s /; tsx s0 ∈ C

Q «s v// w==w =wr E;E wsxr y :9s rD rx~E w =wr?; wo?twsxr y9 y08w=;// wE wsx ws r0utw yw =v W;s?xt;s yw xuvsrWwux Q A;9u =w
rD rx~E w `M QLM a /vu wdwE/=w V =v W;s?xt;s yw xuvsrWwux r :0?utx B

G(s) = CT (sE − A)−1B =

+∞∑

i=0

m(i)(s − s0)
i.

«s y0jstx =w r;9 rZwr/v?w yw q uD=;8 yw ytE wsrt;s I
wsYwsyu0 /vu 9sw E vxut?w?vuu0w A

wx =v iÓ ?;=;ssw y :9sw E vxut?w B
B

KI(A,Bi) =
mw?x{Bi, ABi, A

2Bi, A
3Bi, . . . , A

I−1Bi}.
`M QLga

«s y0jstx wsjs 9sw s;xvxt;s / ;9u =v xuvsr/ ;r0w yw = :ts8wurw B
A−T =

(
A−1

)T
.

m; t?t =w u0r9=xvx y0E ;sxu0 /vu ¯ utEE w Q
�������� | s ��  ¢�� # �²³´ �T���

s1, s2, . . . , sK ∈ C
Ë s � ��� ����TT �� ¢�

V# ��­ �T   ´T � ���� ¢´ ��´�d��® ��� �´ �¬�T   �
p
⋃

i=1

{
K⋃

k=1

KIk

(
(A − skE)−1E, (A − skE)−1Bi

)

}

�  �� ��� ����TT �� ¢�
W

# ��­ �T   ´T � ���� ¢´ ��´�d��® ��� �
q
⋃

j=1

{
K⋃

k=1

KIk

(
(A − skE)−T ET , (A − skE)−T Cj

)

}

����� ��� �
� �­ �� �� Ë��� �  �� Ë��� �T  
2Ik

­�­ �T  � ²t �´ß �´  �´� ¢� �¡�³´�
# �²³´�T��

sk
Ë
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� Ù. Ù ºYµ ÜÕ°¸ÛÚ µ´¶ ¶�¶°¹·´¶ µ�Ú±· ¸lÜ´¶ ³¸ÚY±¸º´¶ µ Ü ¶´ ÕÛÚµ Ûºµº´�  
¡w xz¢£u~¤ w u¢y¥tx vtsrt ¦w §u£¨¦~¤ w yw ¦v u¢y¥©xt£s yw rªrx~¤ wr « ¥s§u£¨¦~¤ w yw ©£srxu¥©xt£s y ¬¥sw ¨vrw y ¬¥s r£¥r­wr§v©w yw q uª ¦£® y£ss¢ ¯ °£¥u

u¢y¥tuw ¥s rªrx~¤ w yw ¦v ±£u¤ w ²³ ¯ ³ ´ µ t¦ r¥¶ x y£s© yw ·¢s¢uwu ¦wr wr§v©wryw q uª¦£® r§ ¢©t¸¢r §vu ¦w xz¢£u~¤ w  µ yw ·¢s¢uwu wsr¥txw yw¥¹ ¨vrwr « ©wrr£¥r­wr§v©wr µ §¥tr yw §u£º wxwu ¦w rªrx~¤ w « u¢y¥tuw r¥u ©wr ¨vrwr § £¥u £¨xwstu¦w rªrx~¤ w u¢y¥tx ²³ ¯ »´ ¯¼ vsr s£xuw ©vr µ ©£¤¤ w yvsr yw s£¤¨uw¥¹ §u£¨¦~¤ wr §zªrt½¥wr µ ¦w rªr­x~¤ w ²³ ¯ ³ ´ wrx rª¤ ¢xut½¥w µ © ¬wrx­«­ytuw ½¥w E = ET µ A = AT µ wx B = C ¯¼ vsr ©w ©vr µ ¦wr yw¥¹ wr§v©wr yw q uª ¦£® r§ ¢©t¸¢r §vu ¦w xz¢£u~¤ w   r£sx ¦wr
¤ Ô¤wr µ wx t¦ r¥¶ x v¦£ur yw ©v¦©¥¦wu rw¥¦w¤ wsx V

wx § £rwu wsr¥txw W = V ¯¾s yt®trw vtsrt §vu yw¥¹ ¦v ½¥vsxtx¢ yw ©v¦©¥¦ § £¥u ¦w ¤ Ô¤w u¢r¥¦xvx ¯Ô §u£§ £r yw u¢r¥¦xvx µ t¦ ±v¥x §u¢©trwu ½¥w ¦ ¬£s wrx ts©v§v¨¦w v©x¥w¦¦w¤ wsxyw ¦twu ¦ ¬wuuw¥u ©£¤¤ trw §vu ¦w ¤ £y~¦w u¢y¥tx v¥ s£¤¨uw yw ¤ £¤ wsxr vº ¥rx¢r
v¥x£¥u yw ©zv½¥w ±u¢½¥ws©w ¯ ¾s rvtx rw¥¦w¤ wsx ½¥w §¦¥r £s ¢·v¦w yw ¤ £¤ wsxr µ§ ¦¥r ¦w ¤ £y~¦w u¢y¥tx rw uv§§u£ ©zw y¥ ¤ £y~¦w ts txtv¦ µ rvsr § £¥®£tu ytuw yw©£¤¨tws ¯ ¡ ¬wrx ¦« ¥sw ±vt¨ ¦wrrw yw ¦v ¤ ¢xz£yw ywr ¤ £¤ wsxr µ wx §¦¥rtw¥ur ty¢wr§¦¥r £¥ ¤ £tsr tsx¥txt®wr £sx ¢x¢ §u£§ £r¢wr § £¥u ½¥vsxt¸wu ¦ ¬wuuw¥u ©£¤¤ trw²¿# ©zv§txuw » yw ÞÀÁß wx ÞÀ� ß ´ ¯ ¡ ¬wrx ¥sw ½¥wrxt£s « r¥t®uw µ wx ws vxxwsyvsxs£¥r v®£sr £§x¢ § £¥u ¦w ¤ £ªws ¦w §¦¥r rÌu µ ½¥t wrx yw ©£¤§vuwu « ©zv½¥w §vr¦wr ±£s©xt£sr yw xuvsr±wux y¥ rªrx~¤ w u¢y¥tx wx y¥ rªrx~¤ w £ut·tsv¦ ¯ ¡w¦v s ¬v§vr ¦v uv§tytx¢ y ¬¥sw ±£u¤¥¦w ¤ v·t½¥w µ ¤ vtr wrx ¦vu·w¤ wsx ©£¤§ wsr¢ §vu ¦v
uv§tytx¢ yw ¦ ¬v¦·£utxz¤ w y ¬Âus£¦yt ½¥w s£¥r v¦¦£sr ®£tu t¤¤ ¢ytvxw¤ wsx ¯
	 ¸ô ¸ô F ÅÇ¾ÈÃ¼½ÂÀ ¿ IF ÈÉ¾Å¿ Ã À¼ ÃÉÏÀÈÁÃ¾É ¿À ÇÈÆÉ¿ÀÁ ÂÆ¼ÈÃÎÀÁ

Ã£¥r v®£sr ®¥ ½¥w ¦w xz¢£u~¤ w   xuvsr±£u¤ w ¦w §u£¨¦~¤ w yw u¢y¥©xt£syw ¤ £y~¦w ws ¥s §u£¨¦~¤ w yw ©£srxu¥©xt£s y ¬¥sw ¨vrw y ¬¥s wr§v©w yw Äuª¦£®y£ss¢ ¯ ¡£¤¤w £s § w¥x ¦w ®£tu yvsr ¦v y¢¸stxt£s ²³ ¯ �´ µ ¦v ©£srxu¥©xt£s y ¬¥sr£¥r­wr§v©w yw q uª¦£® wrx ¥sw £§ ¢uvxt£s u¢©¥urt®w ¯ Ås wÝ wx µ ¦w
je ®w©xw¥uy ¬¥s wr§v©w yw q uª ¦£® § w¥x v¥rrt Ôxuw y¢¸st §vu ¦v uw¦vxt£s Æ

{
r1 = Bi

rj = Arj−1, j > 1.

Ã¥¦ ¨ wr£ts y£s© yw ©v¦©¥¦wu ¦wr §¥trrvs©wr r¥©©wrrt®wr yw ¦v ¤ vxut©w A ¯Çs v¦·£utxz¤ w rt¤§¦w wx rxv¨¦w § £¥u ©£srxu¥tuw §vu u¢©¥uuws©w ¥sw ¨vrw
£uxz£s£u¤ ¢w y ¬¥s wr§v©w yw q uª¦£® wrx ¦ ¬v¦·£utxz¤ w y ¬Âus£¦yt ÞÀÀß ¯ ¡wx v¦­·£utxz¤ w rw u¢r¥¤ w v¥¹ ½¥vxuw ¢xv§ wr r¥t®vsxwr Æ

 ¯ ·¢s¢uwu §vu u¢©¥uuws©w ¥s s£¥®wv¥ ®w©xw¥u y¥ r£¥r­wr§v©w yw q uª ¦£® Ï
È ¯ £uxz£·£sv¦trwu ©w s£¥®wv¥ ®w©xw¥u §vu uv§§ £ux « ¦v ¨vrw y¢º « ©£srxu¥txw Ï
À ¯ s£u¤ v¦trwu ¦w ®w©xw¥u Ï
³ ¯ wx ¦ ¬ts©¦¥uw yvsr ¦v ¨vrw y¢º « ©£srxu¥txw ¯
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�È ÕÖÉ× Ê ËÌÍ � Ù É××ÌÛÕÖÍ ×ÉÌ ÌYÎ ÜÕËÊÛÚ ÎÍ Ï ÛÎÐÑÍ
°£¥u £uxz£·£sv¦trwu ¦v ¨vrw yw ®w©xw¥ur µ s£¥r ¥xt¦tr£sr ¥sw ®wurt£s ¤ £yt¸¢wyw ¦ ¬v¦·£utxz¤ w yw Òuv¤ ­Ó©z¤ tyx ÔÈ³Õ µ ©vu ¦v ®wurt£s ¥r¥w¦¦wÖ wrx s¥¤ ¢ut­½¥w¤ wsx tsrxv¨¦w wx wrx uv§tyw¤ wsx y¢rxv¨t¦tr¢w §vu ¦wr wuuw¥ur y ¬vuu£syttsxutsr~½¥wr yw ¦ ¬£uytsvxw¥u ¯×£t©t ¥s w¹w¤§¦w µ rt¤§¦w¤ wsx §u¢rwsx¢ µ yw ¦v r¥txw y ¬£§ ¢uvxt£sr s¢©wr­rvtuwr § £¥u ©£srxu¥tuw ¦v ¨vrw V

yw ¦ ¬wr§v©w yw q uª ¦£® K3(A
−1, Bi)

£Ø A
wrx

¥sw ¤ vxut©w ©vuu¢w ts®wurt¨ ¦w Æ
 ¯ V1 = Bi/||Bi|| ÙÈ ¯ V

(1)
2 = A−1V1 ÙÀ ¯ V
(2)
2 = V

(1)
2 − (V

(1)T
2 .V1)V1 Ù³ ¯ V2 = V

(2)
2 /||V (2)

2 || Ù» ¯ V
(1)
3 = A−1V2 Ù� ¯ V
(2)
3 = V

(1)
3 − (V

(1)T
3 .V1)V1 ÙÚ ¯ V

(3)
3 = V

(2)
3 − (V

(2)T
3 .V2)V2 ÙÛ ¯ V3 = V

(3)
3 /||V (3)

3 || Ù¡wxxw r¢½¥ws©w y ¬£§ ¢uvxt£sr µ vrrwÜ uw§u¢rwsxvxt®w ywr wr§v©wr yw q uª ¦£®tsyt½¥¢r yvsr ¦w xz¢£u~¤ w  µ § w¥x Ýxuw ©£srty¢uv¨¦w¤ wsx uv¦wsxtw rt ¦ ¬£s ©v¦­©¥¦w ytuw©xw¤ wsx A−1 « ©zv½¥w ±£tr ½¥ ¬t¦ wrx yw¤ vsy¢ µ ©£¤¤ w yvsr V2 =
A−1V1

¯ Çs ¤ £ªws y ¬v©©¢¦¢uwu ©w ©v¦©¥¦ wrx yw u¢r£¥yuw §¦¥xÞx ¦w rªrx~¤ wy ¬¢½¥vxt£s AV2 = V1
ws ¥xt¦trvsx ¥sw ±v©x£utrvxt£s yw

A
©v¦©¥¦¢w ¥sw ±£tr§ £¥u x£¥xw ÔÈ³Õ ¯ Ót ¦ ¬£s ±v©x£utrw A

yw r£uxw ½¥w PA = LU £Ø Æ
ß P

wrx ¥sw ¤ vxut©w yw § wu¤¥xvxt£s Ùß L
wrx ¥sw ¤ vxut©w xutvs·¥¦vtuw ts±¢utw¥uw Ùß U
wrx ¥sw ¤ vxut©w xutvs·¥¦vtuw r¥§ ¢utw¥uw Ùwx ½¥w ¦ ¬£s rv¥®w·vuyw ©wr ¤ vxut©wr µ v¦£ur s£¥r § £¥®£sr xuvsr±£u¤ wu ¦w §u£­

¨¦~¤ w yw ¦ ¬ts®wurt£s Æ
V2 = A−1V1

⇒ AV2 = V1

⇒ LUV2 = PV1

²³ ¯ Ú´

©w ½¥t uw®twsx « u¢r£¥yuw ¦ ¬¢½¥vxt£s Æ

LVtemp = PV1

§¥tr ¦ ¬¢½¥vxt£s Æ
UV2 = Vtemp.¡wr yw¥¹ ¢½¥vxt£sr rw u¢r£¦®wsx §vu r¥¨rxtx¥xt£s µ ©w ½¥t yw¤ vsyw n2 à£§r ¯¡w¦v wrx §¦¥r tsx¢uwrrvsx ½¥w ¦wr n3 à£§r s¢©wrrvtuwr § £¥u ts®wurwu ytuw©xw¤ wsx¦v ¤ vxut©w A

ÔÈ³Õ ¯
á��||� ��}������ �� �z���� ����y� �å���� è
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� â. â ÌãÎ äåËÊæç ÎÍè è�èËÐÏÍè Î �çÉÏ ÊéäÍè ÑÊçãÉÊÌÍè Î ä èÍ åæçÎ æÌÎÌÍ�À
ê ëì ëê @íîïðñòóô îõö ö�öñ�÷õö îï öõðóôî óøîøõ

ùw®ws£sr « s£xuw §u£¨¦~¤ w tstxtv¦ ¯ °£¥u uv§§ w¦ µ t¦ r ¬v·tx yw u¢y¥tuw ¥srªrx~¤ w yw ¦v ±£u¤ w ²³ ¯ È´ ws ¦w §u£º wxvsx r¥u yw¥¹ ¨vrwr V
wx

W
§£¥u©£srxu¥tuw ¦w rªrx~¤ w u¢y¥tx ²³ ¯ À´ ¯ú¦ wrx § £rrt¨ ¦w v®w© ¦w xz¢£u~¤ w   yw u¢y¥tuw ywr rªrx~¤ wr y ¬£uyuw r¥§ ¢utw¥u« ¥s µ ©vu x£¥x rªrx~¤ w rw u¢y¥tx « ¥s rªrx~¤ w y¥ §uw¤ twu £uyuw §vu ¥s©zvs·w¤ wsx yw ®vutv¨¦w ¯ °vu w¹w¤§¦w µ ¦w rªrx~¤ w ²³ ¯ È´ § w¥x Ýxuw xuvsr±£u¤ ¢ws ¥s rªrx~¤ w yw ¦v ±£u¤ w ²³ ¯ ³ ´ ws § £rvsx Æ

Û(t) =

[
U(t)

U̇(t)

]

;E =

[
IN 0
0 M

]

;A =

[
O IN

−K −D

]

; . . .

£Ø IN
wrx ¦v ¤ vxut©w tywsxtx¢ ¯¡wxxw v§§u£©zw µ tsxu£y¥txw ws  ÁÁ   yvsr ÔÀ»Õ µ v yw¥¹ ts©£s®¢stwsxr ¢®t­ywsxr Æ

 ¯ ¦v ¤¥¦xt§ ¦t©vxt£s §vu yw¥¹ y¥ s£¤¨uw yw ®vutv¨¦wr « ¤ vst§¥¦wu ÙÈ ¯ ¦v § wuxw y¥ rwsr §zªrt½¥w ywr ¤ vxut©wr wx ywr ®w©xw¥ur y ¬¢xvx v§u~r§u£º w©xt£s µ ©w ½¥t w¹t·w ¥s wû£ux r¥§§¦¢¤ wsxvtuw § £¥u u¢©utuw ¦w rªrx~¤ w
u¢y¥tx r£¥r ¦v ±£u¤ w tstxtv¦w y¥ rw©£sy £uyuw ¯

¼ t®wurwr xw©zst½¥wr £sx ¢x¢ ¢¦v¨ £u¢wr § £¥u §v¦¦twu ©wr yw¥¹ y¢±v¥xr µ wx ¦ ¬£s v§u£©¢y¢ vtsrt § wsyvsx ¥sw y£¥Üvtsw y ¬vss¢wr ²¿ü §vu w¹w¤§¦w Ô³ýÕ´ ¯
Ås ÈýýÀ µ Óv¦t¤¨vzuv¤ t §u£§ £rw ¥sw ¤ ¢xz£yw § £¥u xuvtxwu ytuw©xw¤ wsx¦wr rªrx~¤ wr y¥ rw©£sy £uyuw Ô³  Õ ¯ °£¥u ª vuut®wu µ t¦ y¢¸stx ©w ½¥ ¬t¦ v§§ w¦¦w¦wr wr§v©wr yw þuª¦£® y¥ rw©£sy £uyuw Æ

Km(A1, A2, B) =
×w©x{P0, P1, P2, . . . , Pm−1}

£Ø






P0 = B,
P1 = A1P0,
Pi = A1Pi−1 + A2Pi−2.

²³ ¯ Û´

wx
A1, A2 ∈ R

N×N µ
B ∈ R

N×p ¯ ÿwr ¤ vxut©wr Pi
ws·wsyuvsx ¦ ¬wr§v©w sw

y£t®wsx §vr ©z£½¥wu µ ©w r£sx ws ±vtx ¦wr ©£¦£sswr yw ©wr ¤ vxut©wr ½¥t ws­·wsyuwsx ¦ ¬wr§v©w ¯ ¡wxxw s£xvxt£s § wu¤ wx rt¤§¦w¤ wsx y ¬v¦¦¢·wu ¦ ¬¢©utx¥uw §vu
uv§§ £ux « ©w¦¦w y¥ xz¢£u~¤ w  µ wx ¦£ur yw ¦v ¤ trw ws £ w¥®uw ¦wr ®w©xw¥ury ¬wsxu¢wr�r£uxtwr rwu£sx xuvtx¢r ¥s « ¥s µ ©£¤¤w yvsr ¦w xz¢£u~¤ w   ¯×£t©t ¦w u¢r¥¦xvx� ½¥w §u£§ £rw Óv¦t¤¨vzuv¤ t yvsr rv xz~rw ²xz¢£u~¤ w ³ ¯»yw Ô³ÈÕ´ Æ
�������� � ���� �	 
�
��� 
 ��	�� ���
 �
 �� ü ��� 
 �� ���� � 
� �

 ü ���
��
	¿



s1, s2, . . . , sj, . . . , sJ ∈ C
� �	 ��



K̂j = (K + sjD + s2
jM)

� � �
V
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�	
 0�

 �� 
��
�

� �¿
 �
 1 ����2 �� 

¿�	� ����
 �

J⋃

j=1

KIj

(

−K̂−1
j (D + 2sjM),−K̂−1

j M,−K̂−1
j B

)


� 
�
W



� �	
 0�

 �� 
��
�

��¿
 �
 1 ����2 �� 

¿�	� ����
 �
J⋃

j=1

KIj

(

−K̂−T
j (D + 2sjM)T ,−K̂−T

j MT ,−K̂−T
j C

)

����
 �

 
�
��� 

 �� ���� 
� �� ��3� �	�
2Ij

��� 
	�
 �4 ��5 ������ �
 ¿6���

ü ����
	¿


sj
�

¡w xz¢£u~¤ w xuvtxw y£s© ¦wr rªrx~¤ wr y¥ rw©£sy £uyuw v®w© ¦v ¤ Ý¤ wrt¤§¦t©tx¢ ½¥w ¦w xz¢£u~¤ w   §£¥u ¦wr rªrx~¤ wr y¥ §uw¤ twu £uyuw ¯¾s s£xwuv ½¥w yvsr ¦w ©vr y ¬¥s rªrx~¤ w rª¤ ¢xut½¥w µ £Ø MT = M
µ
DT =

D
µ
KT = K

µ
B = C

µ t¦ r¥¶ x yw ©v¦©¥¦wu V
wx wsr¥txw § £rwu W = V

§ £¥u
v¨ £¥xtu v¥ ¤ Ý¤ w u¢r¥¦xvx ¯

°£¥u ¤ wxxuw ws £ w¥®uw ©w xz¢£u~¤ w µ ¦ ¬v¦·£utxz¤ w y ¬Âus£¦yt ©£srxtx¥w ¥s©z£t¹ rt¤§¦w wx u£¨¥rxw ¯ ¼vsr ¦w ©vr y¥ rw©£sy £uyuw µ t¦ uwrxw rw¤¨¦v¨¦w «¦v ®wurt£s w¹§ £r¢w v¥ ©zv§txuw ³ ¯À ¯À µ rv¥± ½¥w ¦v ·¢s¢uvxt£s ywr s£¥®wv¥¹
®w©xw¥ur rw ±vtx v®w© ¦v uw¦vxt£s ²³ ¯ Û´ ¯ ¾s § £¥uuv ¦w xu£¥®wu w¹§¦t©tx¢ ws
y¢xvt¦ yvsr ¦w ©zv§txuw » ¯  yw Ô³ÈÕ ¯
ê ëì ë7 89ñò÷ òö:ñòóô îõ ;: <:öõ îõ 9øó= õðñòóô

ÿ£ur yw ¦v u¢y¥©xt£s y ¬¥s rªrx~¤ w yw ¦v ±£u¤ w ²³ ¯ È´ µ ¦ ¬v¦·£utxz¤ w y ¬Âu­s£¦yt xuvtxw ¦wr ®w©xw¥ur y¥ r£¥r­wr§v©w yw þuª¦£® §uwr©utxr §vu ¦w xz¢£u~¤ wÈ µ §¥tr ¦wr ts©¦¥x yvsr ¦v ¨vrw V
½¥ ¬t¦ ©£srxu¥tx ¯ ¡wr ®w©xw¥ur r£sx xuvtx¢r wxts©¦¥r yvsr ¦ ¬£uyuw £Ø t¦r r£sx ·¢s¢u¢r rvsr v¥©¥sw ±£u¤ w yw r¢¦w©xt£s ¯Óv¦t¤¨vzuv¤ t v §u£§ £r¢ ¦ ¬ty¢w yw r¢¦w©xt£sswu ¦wr ®w©xw¥ur « ts©¦¥uw yvsr¦v ¨vrw V

ws ©z£trtrrvsx ©w¥¹ ½¥t v§§ £uxwsx ¦w §¦¥r y ¬ts±£u¤ vxt£s « ¦v ¨vrwy¢º « ©£srxu¥txw Ô³ÀÕ ¯ °£¥u ½¥vsxt¸wu ©wx v§§ £ux y ¬ts±£u¤ vxt£s « ¦v ¨vrw µ t¦¥xt¦trw ¦v s£xt£s y ¬£uxz£·£sv¦tx¢ y¥ ®w©xw¥u ©vsytyvx §vu uv§§ £ux « ©w¦¦w­
©t ¯ ú¦ wrx ©¦vtu ½¥ ¬¥s ®w©xw¥u ©vsytyvx ½¥t wrx ¥sw ©£¤¨tsvtr£s ¦ts¢vtuw ywr
®w©xw¥ur yw ¦v ¨vrw s ¬v utws « v§§£uxwu µ wx y£tx yw ©w ±vtx Ýxuw ¢¦t¤ ts¢ Ù wx©w¦v s ¬vû w©xwuv v¥©¥sw¤ wsx ¦v ¨vrw ¯ Â¥rrt µ § ¦¥r ¥s ®w©xw¥u ©vsytyvx wrx
£uxz£·£sv¦ « ¦v ¨vrw y¢º « ©£srxu¥txw µ § ¦¥r t¦ wrx r¥r©w§xt¨ ¦w yw ¦¥ t v§§ £uxwuyw ¦ ¬ts±£u¤ vxt£s s£¥®w¦¦w ¯

ÿ ¬£uxz£·£sv¦tx¢ y ¬¥s ®w©xw¥u §vu uv§§ £ux « ¥sw ¨vrw yw ®w©xw¥ur wrx wr­xt¤ ¢w « §vuxtu yw ¦ ¬vs·¦w α
½¥w ±vtx ©w¦¥ t­©t v®w© ¦v ¨vrw ¯ °£¥u ¥s ®w©xw¥u©vsytyvx ~v

µ ¦ ¬vs·¦w α
§ w¥x Ýxuw ©v¦©¥¦¢ « §vuxtu yw ¦v s£u¤ w y¥ ®w©xw¥u v®vsxwx v§u~r r£s £uxz£·£sv¦trvxt£s §vu uv§§ £ux v¥¹ ®w©xw¥ur yw ¦v ¨vrw Æ

sin α =
||~vapres orthogonalisation||
||~vavant orthogonalisation||
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/ â/ â Ìãè äÑËÉËè �»
Çsw vsv¦£·tw v®w© ¦wr ©vr « ¥sw wx yw¥¹ yt¤ wsrt£sr § wu¤ wx yw rw ©£s®vts©uwyw ¦v §u¢©¢ywsxw uw¦vxt£s ²> t· ¯ ³ ¯ ´ ¯

?@A B ³ ¯  ß Å¹w¤§¦w ws ¥sw wx yw¥¹ yt¤ wsrt£sr y¥ ©v¦©¥¦ yw ¦ ¬vs·¦w ½¥w ±vtx¥s ®w©xw¥u §vu uv§§ £ux « ¥sw ¨vrw ¯ ÿwr ®w©xw¥ur ¥stxvtuwr yw ¦v ¨vrw r£sx ~awx ~b Ù wx ~v
wrx ¦w ®w©xw¥u ©vsytyvx ¯

°£¥u ¤ wxxuw ws £ w¥®uw ©wxxw ty¢w µ t¦ sw ±v¥x §vr ts©¦¥uw ¥s ®w©xw¥u ©vsyt­yvx x£¥x yw r¥txw v§u~r r£s £uxz£·£sv¦trvxt£s µ ©£¤¤ w ¢yt©x¢ §vu ¦ ¬v¦·£utxz¤ wy ¬Âus£¦yt ¯ C ¦D §¦D©E µ £F ©D¦©¥ ¦E ¦ ¬DF·¦E ½¥ ¬G¦ ±DGH D®E© ¦D ¨DIE J¢º « ©£FIHK¥ GHE µ
EH £F ¦E IH£ ©ÄE ¯ ÿ£KI½¥E ¦ ¬£F D D©©¥¤¥¦¢ §¦¥ IGE¥KI ®E©HE¥KI ©DFJGJDHI µ £F GF­©¦¥H JDFI ¦D ¨DIE ©E¦¥ G ½¥ G ±DGH ¦E §¦¥ I ·KDFJ DF·¦E D®E© ¦D ¨DIE ¯ ÿE ®E©HE¥K©DFJGJDH §K£¤¥ ¦DGIIE ®D©DFHE ID §¦D©E §DK¤ G ¦EI ®E©HE¥KI ©DFJGJDHI µ £F GF­HK£J¥ GH J£F© « ID §¦D©E ¥F F£¥®ED¥ ®E©HE¥K ©DFJGJDH µ ·¢F¢K¢ ©£¤¤ E §K¢®¥§DK ¦E HL¢£KM¤ E È ¯Â GFIG µ ¦ ¬£F § E¥H EI§ ¢KEK D©©¢¦¢KEK ¦D ©£F®EK·EF©E J¥ ¤£JM¦E K¢J¥ GH EF
¢® GHDFH J ¬GF©¦¥KE JDFI ¦EI ¨DIEI V

EH
W

JEI ®E©HE¥KI ¦G¢I « JEI JE·K¢I JE
¦G¨ EKH¢ § E¥ G¤§£KHDFHI JDFI ¦D JªFD¤ G½¥E J¥ IªIHM¤ E ¯
N ON P QRSTUVUR

Ã£¥ I D®£FI G¤§¦¢¤ EFH¢ ¦D ¤¢HL£JE JEI ¤£¤ EFHI I£¥ I ¦D ±£K¤ E §K£§ £I¢E§DK ÓD¦G¤¨DLKD¤ G JDFI Ô³  Õ µ EH ª D®£FI º £ GFH ¦ ¬£§HG¤ GIDHG£F ½¥ ¬G¦ D §K£§ £I¢EJDFI Ô³ÀÕ ¯ ÿE ©£JE £¨HEF¥ § EK¤ EH JE K¢J¥ GKE JEI Iª IHM¤ EI J¥ IE©£FJ £KJKE «
§¦¥ IGE¥KI EFHK¢EI EH §¦¥ IGE¥KI I£KHGEI JE ¦D ±£K¤ E ²³ ¯ È´ ¯ C §DKHGK JEI ¤ DHKG©EI
J¥ Iª IHM¤ E µ EH J ¬¥FE ¦GIHE JE ±K¢½¥EF©EI µ ¦E ©£JE ©£FIHK¥ GH ¦EI ¤ DHKG©EI JE
§K£º E©HG£F V

EH
W

½¥ G IEK® GK£FH « ©£FIHK¥ GKE ¦E IªIHM¤ E K¢J¥ GH ²³ ¯ À´ ¯Â§KMI I£F G¤§¦¢¤ EFHDHG£F µ F£¥ I D®£FI EIIDª¢ ©E ©£JE I¥K ¥F ©DI IG¤§¦E§£¥K ®¢KG¸EK I£F ¨ £F ±£F©HG£FFE¤ EFH µ DGFIG ½¥E ¦ ¬E¶©D©GH¢ JE ¦D ¤¢HL£JE JE
K¢J¥©HG£F ¯
ê ëê ëW XYõ÷9;õ î Zïôõ öñøïðñïøõ 9 íøòóîò[ïõ < òî ò÷ õôöòóôôõ ;;õ

Ã£¥ I D®£FI ¥HG¦GI¢ ¦E ©£JE G¤§¦¢¤ EFH¢ § £¥K HK£¥®EK ¥F ¤£JM¦E K¢J¥ GHJ ¬¥FE IHK¥©H¥KE ¢¦E©HK£¤ D·F¢HG½¥E ¸©HG®E IG¤§¦E ²>G· ¯³ ¯È´ ¯ ú¦ I ¬D· GH J ¬¥F ·¥ GJE
J ¬£FJE § ¢KG£JG½¥E EF JE¥¹ JG¤ EFIG£FI ¯ Ã£¥ I D®£FI EFI¥ GHE ©£¤§DK¢ ¦D ©£¥K¨ EJE JGI§ EKIG£F J¥ ¤£JM¦E K¢J¥ GH D®E© ©E¦¦E J¥ Iª IHM¤ E £KG· GFD¦ ¯
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Paroi
conductrice

période

?@A B ³ ¯È ß Ò¥ GJE J ¬£FJE EF JE¥¹ JG¤ EFIG£FI ¥HG¦GI¢ § £¥K HEIHEK ¦D ¤¢HL£JE
JEI ¤£¤ EFHI ¯

−0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

20

31

51

54

75

78

139

280

297

300

312

315

343

349

432 504

x (m)

y 
(m

)

?@A B ³ ¯À ß ÇFE § ¢KG£JE J¥ ·¥ GJE J ¬£FJE JGI©K¢HGI¢E §DK ¥F ¤ DG¦¦D·E ¯ ÿEI
¨ £KJI ·D¥©LE EH JK£ GH I£FH ¦EI §£KHI ½¥ G KE¦GEFH ¦E J£¤ DGFE D¥ KEIHE J¥ ·¥ GJE
J ¬£FJE ¯ ¾F D KE§K¢IEFH¢ ¦EI F¥¤ ¢K£I JEI ¤ DG¦¦EI IGH¥¢I I¥K ¦EI § £KHI ¯

ÿD ¸·¥KE ³ ¯À ¤ £FHKE ¥FE § ¢KG£JE J¥ ·¥ GJE J ¬£FJE ¢H¥JG¢ ¯ ÅF JGI©K¢HGIDFH
¦EI ¢½¥DHG£FI JE \ D¹]E¦¦ §DK ¦D ¤¢HL£JE JEI ¢¦¢¤ EFHI ¸FGI I¥K ¦E ¤ DG¦¦D·E
¤£FHK¢ µ F£¥ I D®£FI £¨HEF¥ ¥F Iª IHM¤ E JE ¦D ±£K¤ E ²³ ¯ È´ £Ø Æ

ß ¦E ®E©HE¥K J ¬¢HDH U(t) ∈ R
575 ©£FHGEFH ¦EI ©GK©¥¦DHG£FI J¥ ©LD¤§ ¢¦E©­HKG½¥E I¥K ¦EI DKÝHEI J¥ ¤ DG¦¦D·E Ùß ¦E ®E©HE¥K J ¬EFHK¢E e(t) ∈ R

16 ©£FHGEFH ¦D ©GK©¥¦DHG£F J¥ ©LD¤§ ¢¦E©­HKG½¥E I¥K ¦EI DKÝHEI IGH¥¢EI I¥K ¦EI JE¥¹ §£KHI JE ¦D IHK¥©H¥KE µ ©DK ©E
I£FH ¦EI IE¥¦I JE·K¢I JE ¦G¨ EKH¢ §DK ¦EI½¥E¦I £F § E¥H E¹©GHEK ©EHHE § £KHG£FJ¥ ·¥ GJE J ¬£FJE Ùß EH ¦E ®E©HE¥K JE I£KHGE s(t) = e(t)

µ ©DK ¦EI DKÝHEI IGH¥¢EI I¥K ¦EI § £KHII£FH ¦EI IE¥¦I JE·K¢I JE ¦G¨ EKH¢ ©D§D¨¦EI J ¬D· GK I¥K ¦E KEIHE J¥ ·¥ GJE
J ¬£FJE ¯

°£¥K K¢J¥ GKE ©E Iª IHM¤ E µ F£¥ I D®£FI ¥HG¦GI¢ ³³ GH¢KDHG£FI K¢§DKHGEI ©£¤¤ E G¦
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I¥ GH Æ

>K¢½¥EF©E ²KDJ�I´ Ã£¤¨KE J ¬GH¢KDHG£FI
  Á
È Á
À Û
³ Á
» Á

ÿEI ±K¢½¥EF©EI ¥HG¦GI¢EI FE I£FH §DI ©£¤§¦E¹EI µ ¤ DGI ¨ GEF K¢E¦¦EI ¯ Ò KG¤¤ E
¤£FHKE EF Eû EH ½¥E ¦E ±DGH J ¬¥HG¦GIEK JEI § £ GFHI ^ J ¬GFHEK§£¦DHG£F _ K¢E¦I§ EK¤ EH ¥FE ©£F®EK·EF©E §¦¥ I ¢HEFJ¥E JEI ±£F©HG£FI JE HKDFI±EKH µ D¦£KI ½¥E¦ ¬¥HG¦GIDHG£F JE ±K¢½¥EF©EI G¤ D· GFDGKEI ©£FJ¥ GH « ¥FE ©£F®EK·EF©E ¦£ ©D¦GI¢E EH
¨ GEF I`K D¥ J£¥¨¦E¤ EFH JE ¦D ½¥DFHGH¢ JE ©D¦©¥ ¦ F¢©EIIDGKE ²§DKHGE K¢E¦¦E a
§DKHGE G¤ D· GFDGKE´ ÔÀÁÕ ¯Ã£H£FI D¥ IIG ½¥E ¦E F£¤¨KE JE ®E©HE¥KI ·¢F¢K¢I D¥H£¥K JE ©LD½¥E ±K¢­½¥EF©E EIH GF ±¢KGE¥K D¥ F£¤¨KE JE §£KHI J¥ Iª IHM¤ E ¯ Â ¦£KI ½¥E ¦E HL¢£KM¤ E È
G¤§£IE G¤§¦G©GHE¤ EFH ¥F F£¤¨KE JE ®E©HE¥KI ¤¥¦HG§¦E EFHGEK J¥ F£¤¨KE JE
§£KHI J¥ Iª IHM¤ E µ £F EIH ±£K©¢ JE ©£FIHDHEK µ JDFI ¦D I¥ GHE µ ½¥E ¦E IªIHM¤ E
K¢J¥ GH ©£F®EK·E ®EKI ¦E Iª IHM¤ E GF GHGD¦ IDFI ¦E KEI§ E©H JE ¦D §K¢©¢JEFHE ©£FJG­
HG£F ¯ ¡E¦D ¤£FHKE ½¥E ©LD½¥E ®E©HE¥K Dº £¥H¢ D¥ I£¥ I­EI§D©E JE §K£º E©HG£FD§§£KHE JE ¦ ¬GF ±£K¤ DHG£F GFJ¢§ EFJD¤¤ EFH JEI D¥HKEI ®E©HE¥KI ¯ ú¦ EIH D¥ IIG
§£IIG¨¦E ½¥E ©E¦D I£ GH J` « ¦D I¢¦E©HG£F I¥K ¦EI ®E©HE¥KI ©DFJGJDHI ½¥E F£¥ ID®£FI G¤§¦¢¤ EFH¢E ¯ ¡EHHE £§HG¤ GIDHG£F I¢¦E©HG£FFE ¦EI ®E©HE¥KI ¦EI §¦¥ I § EK­HGFEFHI µ EH G¦ F ¬EIH D¦£KI §DI F¢©EIIDGKE JE ©£FIEK®EK ¦EI ®E©HE¥KI ¦G¢I « H£¥ I¦EI §£KHI ¯>GFD¦E¤ EFH µ ¦D ¤ DHKG©E JE §K£º E©HG£F

V ∈ R
575×44,

EH F£¥ I D®£FI
W = V§¥ GI½¥E ¦E IªIHM¤ E EIH Iª¤ ¢HKG½¥E ¯Â GFIG µ ¦E ¤£JM¦E K¢J¥ GH EIH  À ±£ GI §¦¥ I § EHGH ½¥E ¦E IªIHM¤ E £KG· GFD¦ ¯

°£¥K D§§K¢©GEK ¦D ½¥D¦GH¢ J¥ ¤£JM¦E K¢J¥ GH µ F£¥ I D®£FI ©£¤§DK¢ ID ©£¥K¨ EJE JGI§ EKIG£F D®E© ©E¦¦E J¥ IªIHM¤ E £KG· GFD¦ ²>G· ¯³ ¯³ ´ ¯
ÿD ©£¤§DKDGI£F JEI ©£¥K¨ EI JE JGI§ EKIG£F GFJG½¥E ½¥E ¦E ¤£JM¦E K¢J¥ GHKE§K£J¥ GH ©£KKE©HE¤ EFH ¦E ©£¤§£KHE¤ EFH J¥ Iª IHM¤ E GF GHGD¦ § £¥K ¥FE §¦D·E

JE ±K¢½¥EF©EI D¦¦DFH JE
0
« ≈ 5 rad/s

µ I£ GH I¥K ¦D §¦D·E ½¥E F£¥ I D®£FI
I§ ¢©G¸¢E « ¦ ¬D¦·£KGHL¤ E JE K¢J¥©HG£F ¯ ÿD ½¥D¦GH¢ J¥ ¤£JM¦E K¢J¥ GH § E¥H D¥ IIG
ÝHKE D§§K¢©G¢E « ¦ ¬DGJE JEI ±£F©HG£FI JE HKDFI±EKH JEI JE¥¹ IªIHM¤ EI ²>G· ¯³ ¯»´½¥ G µ KD§§ E¦£FI­¦E µ I£FH ¦E ©£F©E§H I£¥ I­º D©EFH « ¦D ¤¢HL£JE JEI ¤£¤ EFHI ¯ ¾FKE¤ DK½¥E I¥K ¦D ¸·¥KE ³ ¯» ½¥E ¦D ±£F©HG£F JE HKDFI±EKH J¥ IªIHM¤ E K¢J¥ GH HEFJ
®EKI ©E¦¦E J¥ Iª IHM¤ E GF GHGD¦ ¦£KI½¥E ¦ ¬£F D·KDFJGH ¦E I£¥ I­EI§D©E JE §K£º E©HG£F
V ¯
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0 0.5 1 1.5 2
0

1

2

3

4

5

6

∆φ/période (×π)

F
ré

qu
en

ce
 (

ra
d/

s)

?@A B ³ ¯³ ß Ò KD§LG½¥E §K¢IEFHDFH ¦D ©£¥K¨ E JE JGI§ EKIG£F J¥ Iª IHM¤ E GF GHGD¦
²¦G·FE ©£FHGF¥E´ µ EH ©E¦¦E J¥ IªIHM¤ E K¢J¥ GH ¯ ÇF ¢©DKH EIH £¨ IEK®¢ ®EKI 6 rad/s ¯

ÿE HE¤§ I F¢©EIIDGKE §£¥K Eû E©H¥EK ©EHHE K¢J¥©HG£F D ¢H¢ JE ≈ 0, 3 s ¯ ÿE
©£JE EIH E¹¢©¥H¢ I¥K ¥F °EFHG¥¤ ³ ©DJEF©¢ «

2, 8 GHz
EH ¤¥FG JE

1 GoJE ¤¢¤£ GKE ® G®E ¯ ÿD ±D©H£KGIDHG£F ÿÇ JE ¦D ¤ DHKG©E
K̂

²HL¢£KM¤ E È´ D ¢H¢Eû E©H¥¢E ¥FE ±£ GI § £¥K ©LD½¥E ±K¢½¥EF©E µ I£ GH » ±£ GI µ EH D F¢©EIIGH¢ ≈ 0, 1 sEF H£¥H ¯
N Ob cdefTSRgde hU i hjRi hfUgkhR

Â GFIG µ ¦E Iª IHM¤ E J ¬¢½¥DHG£FI JGû¢KEFHGE¦¦EI J¢©KG®DFH ¦ ¬¢®£¦¥HG£F HE¤§£­KE¦¦E JE ¦D § ¢KG£JE JE ·¥ GJE J ¬£FJE ¤£FHK¢E JDFI ¦D ¸·¥KE ³ ¯À D ¢H¢ K¢J¥ GHJ ¬¥F ±D©HE¥K  À ·Kl©E « ¦D ¤¢HL£JE JEI ¤£¤ EFHI ¯ ÇFE ±£ GI ¦E Iª IHM¤ E K¢­J¥ GH µ ID K¢I£¦¥HG£F JGKE©HE §DK ¦D ¤¢HL£JE JE Ã E]¤ DKÄ ²§ ¯»»´ ®D KE½¥¢KGK
132 ≈ 170 ±£ GI ¤£ GFI JE HE¤§ I µ ©DK ©LD½¥E GH¢KDHG£F JE ¦D §DKHGE GH¢KDHG®E JE
¦ ¬D¦·£KGHL¤ E F¢©EIIGHE O(n2) à£§ I µ £Ø n

EIH ¦D HDG¦¦E JEI ¤ DHKG©EI ¯m¥DFH « ¦D §DKHGE §K¢§DKDH£ GKE JE ¦ ¬D¦·£KGHL¤ E JE Ã E]¤ DKÄ µ ½¥ G KE½¥ GEKH
O(n3) à£§ I µ E¦¦E EIH K¢J¥ GHE J ¬¥F ±D©HE¥K 133 ≈ 2000 ¯ \DGI DHHEFHG£F µ ¦ ¬D¦­·£KGHL¤ E J ¬Â KF£¦JG µ J£FH £F IE IEKH JDFI ¦D §K£ ©¢J¥KE JE K¢J¥©HG£F µ D D¥ IIG
¥FE £§ ¢KDHG£F §K¢§DKDH£ GKE KE½¥¢KDFH

O(n3) à£§ I µ ©E ½¥ G DFF¥¦E ¦E ·DGF EFHE¤§ I I¥K ¦D §DKHGE §K¢§DKDH£ GKE ¯Â¥ ¸FD¦ µ ¦D K¢J¥©HG£F JE IªIHM¤ E §DK ¦D ¤¢HL£JE JEI ¤£¤ EFHI G¤§¦¢­
¤ EFH¢E D®E© ¦ ¬D¦·£KGHL¤ E J ¬Â KF£¦JG § EK¤ EH JE JG® GIEK ¦D ½¥DFHGH¢ JE ©D¦©¥ ¦
F¢©EIIDGKE « ¦ ¬GFH¢·KDHG£F HE¤§£KE¦¦E J¥ Iª IHM¤ E ²³ ¯ È´ §DK ¥F ±D©HE¥K Æ

gaincalcul =

(
N
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1 2 3 4 5 6

10
0

après 12 itérations

1 2 3 4 5 6

10
0

après 13 itérations

1 2 3 4 5 6

10
0

G
ai

n 
(a

rê
te

 no  1
39

 / 
ar

êt
e 

no  3
15

)

après 15 itérations

1 2 3 4 5 6

10
0

après 19 itérations

1 2 3 4 5 6

10
0

Fréquence (rad/s)

après 35 itérations

1 2 3 4 5 6

10
0

Fréquence (rad/s)

après 44 itérations

?@A B ³ ¯» ß Ò KD§LG½¥E §K¢IEFHDFH ¦D ±£F©HG£F JE HKDFI±EKH J¥ IªIHM¤ E GF GHGD¦
²¦G·FE ©£FHGF¥E´ µ EH ©E¦¦E J¥ Iª IHM¤ E K¢J¥ GH ²¦G·FE §£ GFHG¦¦¢E´ ¯ ÿD ·KDFJE¥K
HKD©¢E EIH ¦E ·DGF J¥ Iª IHM¤ E ¤£FHK¢ JDFI ¦D ¸·¥KE ³ ¯À EFHKE ¦D ®D¦E¥K J¥
©LD¤§ ¢¦E©HKG½¥E I¥K ¦ ¬DKÝHE Fp À  » EH ¦D ®D¦E¥K J¥ ©LD¤§ ¢¦E©HKG½¥E I¥K ¦ ¬DKÝHE
Fp  ÀÁ ¯
£Ø N

EIH ¦E F£¤¨KE JE JE·K¢I JE ¦G¨ EKH¢ J¥ Iª IHM¤ E « ¢H¥JGEK µ EH
n

EIH ¦E
F£¤¨KE JE JE·K¢I JE ¦G¨ EKH¢ J¥ Iª IHM¤ E K¢J¥ GH ¯Ã£¥ I D®£FI G©G K¢J¥ GH ¦E Iª IHM¤ E J ¬¥F ±D©HE¥K 13

µ ¤ DGI G¦ F ¬EIH §DI D¨ I¥KJE
JE ©K£ GKE ½¥E §¦¥ I ¦E IªIHM¤ E IEKD ·KDFJ µ § ¦¥ I ¦E ±D©HE¥K JE K¢J¥©HG£F IEKD
¢¦E®¢ µ ©DK ¦EI I£¥ I­EI§D©EI JE þ Kª¦£® ½¥E F£¥ I D®£FI ¥HG¦GI¢I I£FH ±£KHE¤ EFH¦G¢I D¥¹ ¤£JEI §K£§KEI J¥ IªIHM¤ E Ô³³Õ µ EH ¦E F£¤¨KE JE ¤£JEI §K£§KEI§ EKHGFEFHI F ¬D¥·¤ EFHE §DI IªIH¢¤ DHG½¥E¤ EFH D®E© ¦D HDG¦¦E J¥ Iª IHM¤ E ¢H¥JG¢ ¯

°DK DG¦¦E¥KI µ F£¥ I D®£FI HKDGH¢ G©G ¥FE IHK¥©H¥KE « £FJE ¦EFHE IE¥¦E µ IDFI
±DGI©ED¥ ¯ ÿE HKDGHE¤ EFH J ¬¥F Iª IHM¤ E D®E© ±DGI©ED¥ F ¬EIH §DI ±£FJD¤ EFHD¦E­
¤ EFH JGû¢KEFH µ ©DK ¦ ¬¢½¥DHG£F ²³ ¯Ú´ J¢©KG®DFH ¦ ¬¢®£¦¥HG£F J¥ ©LD¤§ ¢¦E©HK£­
¤ D·F¢HG½¥E EF §KEFDFH EF ©£¤§HE ¦ ¬E¹©GHDHG£F §DK ¥F ±DGI©ED¥ EFHKE ¨ GEFJDFI ¦E ©DJKE JEI IªIHM¤ EI J¥ IE©£FJ £KJKE JE ¦D ±£K¤ E ²³ ¯ È´ HKDGH¢I §DK ¦D
¤¢HL£JE JEI ¤£¤ EFHI ¯ ¼ DFI ©E ©DI µ ¦E HEK¤ E J ¬E¹©GHDHG£F Æ

−µ
∂~j

∂t® GEFJKD I ¬Dº £¥HEK D¥¹ E¹©GHDHG£FI JDFI ¦E ®E©HE¥K J ¬EFHK¢E J¥ Iª IHM¤ E
e(t) ¯
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ÿ ¬£F §£¥KKD D¦£KI K¢J¥ GKE ¦E Iª IHM¤ E ©£¤¤ E F£¥ I D®£FI §K£ ©¢J¢ JDFI ¦ ¬E¹E¤§¦E§K¢IEFH¢ §¦¥ I LD¥H ¯Ã £H£FI ¨ GEF ½¥ ¬¥FE ±£ GI ½¥E ¦E Iª IHM¤ E ^ D®E© ±DGI©ED¥ _ D ¢H¢ K¢J¥ GH µ G¦ FE
I¥¶ H §DI JE ¦ ¬GFH¢·KEK EF HE¤§ I §£¥K IG¤¥¦EK ¦E ©£¤§ £KHE¤ EFH J¥ IªIHM¤ E H£­HD¦ µ ©DK ¦ ¬¢½¥DHG£F ²³ ¯Ú´ FE KEFIEG·FE D¥©¥FE¤ EFH I¥K ¦D JªFD¤ G½¥E §K£§KE J¥
±DGI©ED¥ ¯ ¡E¦¦E­©G J£ GH ÝHKE GFH¢·K¢E §DKD¦¦M¦E¤ EFH §DK ¥FE ¤¢HL£JE D¥ ©L£ G¹ µEH ¥FE GFH¢·KDHG£F J¥ Hª§ E ��� 
�
� �����	4 § EK¤ EHHKD JE IG¤¥¦EK ¦ ¬¢®£¦¥HG£F JE
¦ ¬EFIE¤¨¦E ¯¼ DFI ¦E ©DI §DKHG©¥¦GEK £Ø ¦D JªFD¤ G½¥E J¥ ±DGI©ED¥ EIH ¦GF¢DKGI¢E µ ©£¤¤ E
¦£KI½¥E ¦ ¬£F HKD®DG¦¦E EF K¢· G¤ E JE § EHGH IG·FD¦ µ £F § £¥KKD ±£K¤ EK ¥F IE¥¦
®E©HE¥K J ¬¢HDH U(t)

J¢©KG®DFH EF ¤Ý¤ E HE¤§ I ¦D IHK¥©H¥KE ¢¦E©HK£¤ D·F¢HG½¥EEH ¦E ±DGI©ED¥ J ¬¢¦E©HK£FI ¯ ¾F £¨HGEFH D¦£KI ¥F IE¥¦ Iª IHM¤ E JE ¦D ±£K¤ E ²³ ¯ È´J¢©KG®DFH ¦D H£HD¦GH¢ J¥ JGI§ £IGHG± Lª§ EK±K¢½¥EF©E ¯
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Ã��I D��FI �K�IEFH� JDFI �EHHE HLMIE JE�� GJ�EI � ��K IG���EK �EI H�� EI
� �FJE �K��KEIIG�E EF J�� DGFE HE���KE� �

ÿD �KE� GMKE GJ�E IE �DIE I�K � ��HG�GIDHG�F J ��F �GK��GH �½�G�D�EFH EF �GE�
EH ��D�E JE �D IHK��H�KE � �FJE �EFHE � �E �GK��GH � ½�G D �H� ��FIHK�GH EF HE�
FDFH ����HE JEI �����D�EI D� IEGF JE �D IHK��H�KE � �FJE �EFHE � KE�K�J�GH
��KKE�HE� EFH �D JGI� EKIG�F JE �D IHK��H�KE � ��K �EI � EHGHEI �GHEIIEI JE �LDIE �

ÿE �DGI�ED� D ½�DFH � ��G �H� ��FIGJ�K� � �FE JG� EFIG�F EH I�F �����HG�F D
�H� ��HEF�E EF K�I���DFH � ��½�DHG�F JE × �DI�� D�E� �D � �HL�JE JGHE ^ � �
¿
�
� �
 
 � ���0���¿ � 
�6�� _ G����� EFH�E JDFI �F I�L�� D J �GFH��KDHG�F J� H�� E
^ ��� 
�
� �����	4 _�

ÿ �GFHEKD�HG�F EFHKE �E �DGI�ED� EH �E �GK��GH �½�G�D�EFH D �H� ��D�E� EFH
J��KGHE � ÿE �GK��GH �½�G�D�EFH D�GH I�K �E �DGI�ED� J ���E�HK�FI �GD �EKHDGFEI JE
�EI �D�D�GHDF�EI � D��KI ½�E �E �DGI�ED� GFJ�GH J� ���KDFH JDFI �EI � Ý�EI
�D�D�GHDF�EI �

� GEF ½�E KEIHDFH � D� ��G�KEK � �E � �JM�E �DK�GEFH � J��KGKE ½�D�GHDHG�E� EFH
� �GFHEKD�HG�F �FJE��DGI�ED� JDFI �FE �DK�E �DFJE JE �K�½�EF�E � EH �E�D EF JEI
HE��I JE �D���� JE � ��KJKE JE �D � GF�HE I�K �F �KJGFDHE�K JE ��KED� �È �Û Ò�Ü �
� Ò�� �

���K D� ��G�KEK �EHHE �KE� GMKE D��K� �LE � ½�DHKE ½�EIHG�FI J�G�EFH ÝHKE
�H�JG�EI Æ

�� Ã ��I D��FI J��KGH �E �GK��GH �½�G�D�EFH D�E� JEI HEFIG�FI � m��G½�E �D�G�
�GHDFH �EI �D����I JE � �D�HG�F J� �GK��GH I�K �E �DGI�ED� J ���E�HK�FI � �EHHE
D��K� �LE FE KEFJ �DI ����HE JE � ������HG�F JE �D ��GIIDF�E HKDFI� �K�
H�E �DK �D �G�FE � ÇFE �KGIE EF ����HE JE �D ��GIIDF�E HKDFI� �KH�E �DK
�D �G�FE JE�KDGH �D�G�GHEK �D JEI�KG�HG�F J� �¾�� ½�G EIH D�DFH H��H �FD���G �DHE�K JE ��GIIDF�E �

È � Ã �D�DFH �DI �KGI EF ����HE � ������HG�F JE �D ��GIIDF�E I�K �D �G�FE � F��I
F �D��FI �DI �H�JG� � ������HG�F EF ��F�HG�F JE �D �K�½�EF�E JE �D K�IGI�
HDF�E JE �����D�E ½�G � EH EF KE�DHG�F �E �LD�� D�GIIDFH I�K �E �DGI�ED�
EH �D ��GIIDF�E �K��D��E �DK �D �G�FE � � GEF ½�E � ��ID�E J ��F �GK��GH �½�G�
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ÚÈ å-É. ÊËÌÍ n â åæç åÑ äèÊæç
�D�EFH KE�GEFFE � �DGKE D�IHKD�HG�F JE �D IHK��H�KE I�DHGD�E JEI �LD��I
��E�HK�� D�F�HG½�EI � G� D �H� � �FHK� ½� �G� EIH � �IIG� �E � ��K �F �GK��GH
�½�G�D�EFH JE KE�K�J�GKE �D �DKGDHG�F JE �D K�IGIHDF�E JE �����D�E EF��F�HG�F JE �D �K�½�EF�E ÔÈÀÕ �

À � Ã��I D��FI �HG�GI� G�G �E �GK��GH �½�G�D�EFH �E ���I IG���E ½�E � ��F ��GIIE
��FIHK�GKE D�E� �E KDGI�FFE� EFH ½�E F��I D��FI �K�� �I� Ù G� IEKDGH GFH��
KEIIDFH J ��H�JGEK � �D�� �KH JEI D�HKEI �GK��GHI � �IIG� �EI � �D ½�D�GH� J�
� �JM�E EF HEK� EI JE ���K� E JE JGI� EKIG�F EH JE K�IGIHDF�E JE �����D�E �

¡ � ÅF F � �E I�L�� D J �GFH��KDHG�F �HG�GI� G�G EIH J� �KE� GEK �KJKE Ù � ��HG�GID�
HG�F J ��F I�L�� D J� IE��FJ �KJKE JE�KDGH KEFJKE �E �D���� ���I �K��GI
H��H EF � EK� EHHDFH JE KE�l�LEK �D ��FHKDGFHE I�K �E �DI JE HE��I �

ÿE IE��FJ � ��EF �K�� �I� ��FIGIHE � GFH��KEK JGKE�HE� EFH �EI �½�DHG�FI
J��KG�DFH �D IHK��H�KE ��E�HK�� D�F�HG½�E D�KMI �EI D��GK K�J�GHEI �DK �D � ��
HL�JE JEI � �� EFHI ����K K�J�GKE �D HDG��E J ��F I�IHM� E J�FD� G½�E �GF�DGKE ½�E���F½�E � �EHHE
� �HL�JE I �D���GE I�K �D �K�¢ E�HG�F JE �E I�IHM� E I�K �FE �DIE J ��F I��I�
EI�D�E JE þ K� ��� JE HDG��E KE�DHG�E� EFH � EHGHE � ÿD � �HL�JE HGKE ��EGFE� EFH
�K� H J� �DKD�HMKE GH�KDHG� JEI I��I�EI�D�EI JE þ K���� �Kl�E � � ��HG�GIDHG�FJE � �D���KGHL� E J �Â KF��JG � ÅFI�GHE �E I�IHM� E K�J�GH � E�H ÝHKE GFH��K� �DK
E�E���E D�E� �D � �HL�JE JE Ã E]� DKÄ � ÿD � �HL�JE JEI � �� EFHI E� GIHE JE�
��GI �FE �GF�HDGFE J �DFF�E � � DGI IE���E � E� �HG�GI�E JDFI �E J�� DGFE JE
� ���E�HK�� D�F�HGI� E �

Â�KMI D��GK �K�IEFH� �FE �EKIG�F �G� GH�E D�� I�IHM� EI J� �KE� GEK �KJKE
EF ��GIE J �GFHK�J��HG�F � F��I D��FI GFHK�J�GH �D �EKIG�F JE �D � �HL�JE JEI
� �� EFHI ½�G HKDGHE �EI I�IHM� EI J� IE��FJ �KJKE � ½�G EIH ���I D��K��KG�E �
� ��½�DHG�F JE �K��D�DHG�F J� �LD�� ��E�HKG½�E � ÇFE � �HL�JE � ��K ��HG� GIEK
�D ��FIHK��HG�F JE �D �DIE JE �K�¢ E�HG�F D D�IIG �H� �K�IEFH�E �

ÅFI�GHE � F��I D��FI � �FHK� �EI � EK��K� DF�EI J ��F ��JE ½�E F��I D��FI
J��E���� � EF F��I �DIDFH I�K �E ½�G D �H� �K�IEFH� D��DKD�DFH � Ã ��I D��FI
HKDGH� �F E�E���E IG���E JE IHK��H�KE � �FJE �EFHE IDFI �DGI�ED� Æ �F I�IHM� E
� £Ú£ JE�K�I JE �G� EKH� D �H� K�J�GH J ��F �D�HE�K �À EF ý �À I JE �D���� I�K �F�KJGFDHE�K JE ��KED� �È �Û Ò� Ü � � Ò�� �

Ã ��I D��FI EFI�GHE � �FHK� ½�E �D K�J��HG�F JE �D HDG��E J ��F I�IHM� E �DK
�F �D�HE�K

g
D�E� �D � �HL�JE JEI � �� EFHI � EK� EH JE �D�FEK �F �D�HE�K

g2I�K �D ½�DFHGH� JE �D���� F��EIIDGKE � ��K GFH��KEK �E I�IHM� E � EH ½�E �E �D�HE�K
g

D��� EFHE ��F�KD�E� EFH D�E� �D HDG��E J� I�IHM� E �
ÅF F � F��I D��FI � �FHK� ����EFH � ��F � ��KKDGH D���G½�EK �D � �HL�JE

JEI � �� EFHI EF HEFDFH ����HE JE �D �K�IEF�E J� �DGI�ED� �
Â GFIG � F��I D��FI HEFH� JE � �FHKEK �D �DGID�G�GH� JE JE�� D��K� �LEI � ��K

IG���EK �EI H�� EI � �FJE �K��KEIIG�E EF J�� DGFE HE���KE� � �EI D��K��LEI
� DF½�EFH �EKHEI J �E�D�HGH�JE JDFI �E�KI �K��GIG�FI � � DGI IG E��EI I�FH I�¤ �
ID��EFH I��HEF�EI EH � EK�E�HG�FF�EI � E��EI � EK� EHHKDGEFH JE IG���EK �EI �¾�
JDFI JEI K��G� EI �����G½��I IDFI IE �K������ EK JEI �K�½�EF�EI � �KEFJKE EF
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ÚÀ
����HE � �DK JDFI �EKHDGFI �DI � �D KE�LEK�LE JEI �K�½�EF�EI KEI� �FID��EI J ��F�L�F�� MFE �DKDIGHE JE�GEFH �FE K�JE Hl�LE �
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