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RESUME.Cette étude propose une modélisation du comportementteil@anon-linéaire d’'une
plaque circulaire, stratifiée et non-symétrique dans liépaur, munie d’'une pastille piézoélec-
trique circulaire au centre.

ABSTRACTThis study proposes a model of a circular, non-symetricaltginated, piezoelctric
plate, subjected to non-linear large amplitude vibratioibis model is built to simulate the be-
havior of a MEMS bio-sensor, designed to detect, automitiaad autonomously, the presence
of a given molecule present in an aqueous solution. Becalubetb the laminated strcuture
and the fabrication process, prestresses are observed,different signs and intensities from
one layer to another. This is responsible of a non-planerde¢d geometry of the plate at rest.
Moreover, experimental results show that it is necessamgdke the system vibrating in a large
amplitude non-linear regime to obtain a large enough sigtwahoise ratio. A continuous non-
linear model of the von-Karman type is used and discretizedrbexpansion of the solution
onto the mode shape basis of the plate without prestresses.

MOTS-CLES plaque stratifié, non-linearités géométriques, flambadwations, piézoélectrique
KEYwWORDSlaminated plate, geometrical non-linearities, bucklin@hrations, piezoelectric
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1. Introduction
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Figure 1.Bio-capteur constitué de Figure 2. Courbes de résonances obte-
quatre membranes résonantes ; mesure aues par balayage fréquentiel croissant,
I'interféromeétre holographique : notez la pour plusieurs valeurs d’amplitude du
configuration flambée des membranes. forgage.

Dans ce travail, on se propose d’étudier le comportemematolre non-linéaire
d’'une plague circulaire stratifiée en matériau piézoéiget. |l s'agit de modéliser et
simuler le fonctionnement d’un bio-capteur MEMS (MicroeEfro Mechanical Sys-
tem) permettant de détecter, de facon automatique et au@nla présence d’'une
molécule donnée contenue dans une solution aqueuse.

Le bio-capteur qu'il s’agit d’étudier est constitué de pduss membranes circu-
laires, d’environ 20pm de diamétre et d’épaisseur de 'ordre dun, inscrites dans
une plate-forme de silicium (fig. 1). Ces membranes sonfagrées en vibrations
sur leur mode fondamental grace a I'action d’une pastilézpélectrique. Elles sont
de plus recouvertes d’'une espece biologique (le ligandaldapde reconnaitre et
d'immobiliser une molécule donnée (la biomolécule). Larsdes membranes sont
en contact avec une solution aqueuse contenant des biartesiécelles-ci sont cap-
tées par le ligand et les membranes s’en trouvent alors diEsirEn détectant les
vibrations des membranes, on peut mesurer la variatiorédgiénce de résonance qui
s’ensuit et ainsi estimer la quantité de biomolécule priséans le liquide. Parmi les
technologies actuelles utilisées pour réaliser le caplatilisation de micro-systemes
(MEMS), de la taille voisine du micrometre, offre énormérnéiavantages : une vi-
tesse accrue des réactions chimiques a cette échelle, amaegsensibilité, un rapport
signal sur bruit élevé, une intégration aisée de plusieapsetirs sur une surface ré-
duite. Il est possible d'utiliser d’autre géométries deteap notamment en forme de
poutre encastrée/libre (Nicet al.,2004). Néanmoins, le choix de membranes circu-
laires parait étre prometteur, notamment en terme de fiadeequalité, et c’est ce qui
motive la présente étude (Ayetaal.,2006).

A I'heure actuelle, alors que les technologies pour faleicun tel systéme sont
bien maitrisées (Nicat al.,2005), son comportement mécanique est encore mal connu
et une modélisation mécanique compléte est nécessairafimar sa mise au point
(Ayela et al., 2006). La premiére difficulté vient de la structure straéifdes mem-
branes. En effet, du fait du procédé de fabrication, desgmtégintes positives et
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Figure 3. Vue tridimensionnelle et profil d'une membrane au repos.

négatives, différente d’une couche a l'autre, sont pré&seatl'état de repos. La se-
conde difficulté provient de la pastille piézoélectriquegiaire placée au milieu de la
membrane, qui est polariséerésinsertion dans le systéme, produisant ainsi des pré-
contraintes additionnelles. La premiére conséquencesigigerses précontraintes est
que I'état de repos de la membrane n’est pas plan (fig. 3)t €&te position flambée
qu'il s’agit de décrire en premier lieu.

Ensuite, le fonctionnement de la membrane consiste a teaxen vibration sur son
mode fondamental, grace a la pastille piézoélectriquer, pasurer une variation de
fréquence de résonance produite par un alourdissementrdertdbrane, di a la cap-
ture de molécules a doser. Le modéle que I'on cherche a étalilidonc permettre
d’évaluer les fréquences de résonance de la structurerad¢ola position de repos
flambée.

Enfin, pour obtenir une mesure de variation de fréquence stmeice avec un rap-
port signal sur bruit correct, des premiéres mesures ontmaagu’il était nécessaire
de faire fonctionner la membrane en régime de vibration lno#eire de grande am-
plitude. Notamment, des courbes de résonance incurvéestdmbservées (fig. 2),
montrant des effets raidissant et assouplissant nongeaglles (Nayfeh, 2000). Dans
cette étude, on se propose de mettre en place le cadre géadnaldélisation.

2. Modéele théorique

Ti/Pt

Ro !

Figure 4. Vue tridimensionnelle et en demi-coupe d’'une membranetrartrta struc-
ture stratifiée et les différents matériaux, en configuratiotiale, non chargée.
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On considére une plaque circulaire stratifiée munie en soimed’une pastille cir-
culaire piézoélectrique (fig. 4). Les couches de silicium, (&yde de silicium (Si@)
et les électrodes de titane/platine (Ti/Pt) sont homogehestropes. Ces deux élec-
trodes, branchées a un générateur extérieur, permettenéeiedans la couche de ma-
tériau piézoélectrique (PZT) un champ électrique dirigéast z. Cela permet d’'une
part de polariser la couche PZT et d’autre part de la défodaas la direction longi-
tudinale (suivang,.) pour entrainer le systéme en vibration. La couche PZT ewsttzo
tuée d’'un matériau homogene et isotrope transverse danarienprmal &. Pour la
partie mécanique, on utilise le modele classique des pasuatifiées (Reddy, 1997)
avec des déformations de type von Karman. Pour la parti¢riégjee, on suppose que
le champ électrique est constant suivantout point du plan moyen de la plaque est
repéré par ses coordonnées polajres). La géométrie du systéme est axisymétrique
et composée de deux zones : la zone circulaire cerifrale- [0, R;] x [0, 2n[ et la
zone annulaire périphériqi@, = [R1, R2] x [0,2x[. Le domaine de la plaque est
notéD = D; U D,. La plaque est supposée encastrée sur son pourtotis-eR;.
En supposant que la transformation que subie la plaque Bstaétrique, les défor-
mations en un point de coordonnéesy, z) s'écrivente = {s,¢}' = ¢ + 2k, avec
e={e-eott et = {k, ry}' et

€r = Upy + 1/2’[1}727” €p = ur/r7 R = —Wrr, K= _w,r/ra [1]

ou u, est le déplacement radial et le déplacement transverse d’'un point du plan
moyen.o , représente la dérivée depar rapport &. La loi de comportement s’écrit :

g =Q(e+zk) —oopl, avec oop = oo+ %V(tL (2]
P

ol o = {o,04}" est le vecteur des contrainte® est I'opérateur de Hooke et
1 = {11}". oy représente les précontraintes de fabricatidng,) est la différence
de potentiel entre les électrodes, est la constante piézoélectriquegtest I'épais-
seur de la couche PZT. En intégrant I'équation [2] suivagdisseur, on obtient la loi
de comportement, en terme des efforts de membpane { N, Ny}' et des moments
fléchissant\l = { M, My}* et des matrice\, B etD (Reddy, 1997) :

N = Ae+Bkr — Nopl, M =Be+ Dk — Mypl, [3]

ou Nop et Myp sont créés par les précontraintes et les efforts piézoijaes issus
deoop. Eninversant I'équation [3], on obtient (Chia, 1980) :

e=A*N+B'r+ A" Nopl, M =-B*'N+D*s— Mypl, [4]

aveCA* = A™!, B* = ~A"'B,D = D + BB*, AT = A}, + A}, Mop =
BT Nop + Myp et BT = Bj, + Bj,. En injectant les équations [4] dans I'équa-
tion d’équilibre transverse et la condition de compatiéjlaprés adimensionnement
et quelques calculs, on obtient :

Lp(w) 4+ eLg(F) + AMyp + eA(BT Nop) + mi = eL(w, F) +p,  [5]
La(F) = Lp(w) + A(AT Nop) = —1/2L(w, w). (6]
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ou L, Lp et Lp sont des opérateurs différentiels qui tiennent compte diéskzon-
tinuité des matriced, B etD enr = R;. Lorsque ces derniéres sont indépendantes
der, La(o) = Aj;AAo, Lg(o) = Bi,AAo et Lp(o) = Di;AAo avecA l'opé-
rateur laplacienL(o, o) est I'opérateur hilinéaire classique associé aux équstien
von Karman (Touzét al., 2002).m est la masse surfacique de la plaquegst la
dérivée seconde de par rapport au temps etune pression extérieuré. est une
fonction d’Airy, relié aN parN, = F,./r etNyg = F ..

Les conditions aux limites imposent d’'une part quet F' soient finis en- = 0 et
d’autre part que sur le bord,en=1:w =0,w, =0,¢9 = 0 ete, — (reg) , = 0.

3. Projection modale

De la méme maniére que dans (Towtéal., 2002) et (Thomast al., 2005), on
cherche le déplacement sous la forme d’'un développement sur les modes propres
(®s,ws) de la structure en court-circuit((¢) = 0) et non précontraintest, = 0), de
sorte que :

+oo
w(n t) = Z D (7‘) ds (t) [7]

En développant’ sur des fonctions bien choisies et en utilisant I'orthodibdaes
(s, ws), on montre que les équations [5,6] sont équivalentes aaregssuivant, vé-
rifié par les coordonnées modalgst), Vs € N* :

+oo
s (t) + 26swsds(t) + w2qa(t) = k5 + ERV () + > [0, + ab,V(1)] ¢(t)
q=1
+oo +o0
+ 3 Ba® e+ Y Toap()ag(t) () + Q1) [8]
p,q=1 p,q,r=1

Dans le systeme précédent, on a ajouté un terme d’amoresgenodal {; est le fac-

teur d’amortissement d«¢ mode). On peut remarquer que les oscillateurs ne sont plus
indépendant, ils sont couplés par différent termes. Lesliméarités géométriques
créent le terme cubiqué’f ), de fagon analogue au cas d’une plaque homogéne et
isotrope (Touzét al.,2002). La stratification, si elle est non symétrique dangsdis-

seur (lorsqueB # 0), ajoute des non-linéarités quadratiqut (). La tension aux

bornes de la pastille peut s'écrit&(t) = V + V (t) oul le terme constarit permet
de créer la polarisation des pastilles. Ce dernier ternsmcis aux précontraintes de
fabricationoy, ajoute un chargement constahf ,(k:fgf/) et un terme de couplage li-
néaire (g, a;qf/), qui créent la position statique non plane de la plagqueetmé
linéaire peut étre responsable d'un flambage de la plaquehagement dynamique
piézoélectriqué7(t) est quand a lui responsable d’une excitation directe deslgqug
(k3 V (t)) et d'une excitation paramétriqua},qf/(t)). Qs(t) est le chargement exté-
rieur créé par la pressign Les expressions dgj, kp, ag,, apy, Bpgs Tpgr €1Qs SONt
connues analytiquement en fonction @@s, w;).
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4. Résolution

Une solution au probleme défini par les équations [7,8] etgrale en écrivant
“+o0
w(r,t) = d(r) +a(rt) = Y y(r) [ds + Gs(0)], 9]
s=1

avecw(r) la déformée statique de la plaqueist-, t) ses oscillations autour de la po-
sition d’équilibrew(r). En injectant I'’équation [9] dans [8], on obtient d’'une pant
systemes algébrique non-linéaire permettant de caloedgy; let de simuler le com-
portement de la figure 3. D’autre part, un systeme similaifg] &t fonction desj,
est obtenu et sa solution donne Igs La diagonalisation de la partie linéaire de ce
dernier, en gardant suffisamment de modeggans le développement, permet d’'ob-
tenir les pulsations propre de la structaneec précontrainteEnsuite la résolution du
systéme non-linéaire permet de simuler les courbes de leefiju

Des résultats de validation du modéle exposé dans ce text®neparaison avec
des travaux de la littérature, sont en court d’obtentionsiront seront présentés a
I'oral lors de la conférence. Notamment, des courbes deeargewice en fonction du
nombre de mode®, conservés dans les développement seront montrées. Esfin, le
résultats du modele, dans le cas spécifique du bio-captatdieeseront confrontés au
résultats expérimentaux des figures 2 et 3.
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