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À Natacha

3

te
l-0

04
03

26
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Ju

l 2
00

9



4

te
l-0

04
03

26
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Ju

l 2
00

9



Remerciements
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Résumé

Cette thèse est consacrée à l’analyse, dans le cadre des théories supersymétriques,

des phénomènes liés à la présence de dimensions supplémentaires et de secteurs bra-

naires. Nous proposons une extension du MSSM motivé par les théories présentant

des dimensions supplémentaires, dans laquelle le secteur de jauge est étendu de

manière à former une représentation N = 2 de l’algèbre de supersymétrie. Nous

décrivons comment, dans ce modèle, des masses de Dirac apparaissent naturellement

pour les jauginos, et calculons les interactions et matrices de masse des nouveaux

neutralinos et charginos présents. Puis nous étudions, dans le cadre des théories de

supergravité en cinq dimensions, le couplage des champs de gravité aux multiplets

chiraux localisés sur les branes. Cette étude conduit à l’introduction d’une nou-

velle extension hors couche de masse de la supergravité en cinq dimensions, qui est

bien adaptée au couplage des champs chiraux sur les branes au multiplet de super-

gravité pentadimensionnelle dans le cas d’un superpotentiel quelconque et dans la

présence de F -termes différents de zéro. Le mécanisme de Scherk-Schwarz généralisé

et le mécanisme de super-Higgs dans cette classe de théories sont également étudiés

en détail. Notamment nous décrivons comment les pseudo-Goldstinos apparaissent

lorsque la supersymétrie est brisée par des F -termes sur les branes et dans le vo-

lume pentadimensionnel par le mécanisme de Scherk-Schwarz. Nous étudions des

possibilités d’identification des pseudo-Goldstinos aux neutrinos stériles. Enfin, des

propriétés des gravitinos dans les théories à six dimensions sont étudiées.
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Abstract

This thesis is devoted to the analysis of the phenomena based on the presence

of extra dimensions and branes, within the framework of supersymmetric theories.

We propose an extension of the MSSM motivated by theories containing extra di-

mensions, in which the gauge sector is extended to form a N = 2 representation

of the supersymmetry algebra. We describe how Dirac masses appear naturally for

the gauginos in this model, and calculate the interactions and mass matrices of the

new the neutralinos and charginos. Then we study, within the framework of five-

dimensional supergravity theories, the coupling of the bulk gravitational fields to

the chiral multiplets localized on the branes. This study leads to the introduction of

a new off-shell extension of supergravity in five dimensions, which is well suited for

coupling chiral fields on the branes to the bulk supergravity multiplet in the pre-

sence of a general superpotential and non vanishing F -terms vacuum expectation

values. The generalized Scherk-Schwarz mechanism and the super-Higgs mechanism

are also studied in detail in this class of theories. In particular we describe how the

pseudo-Goldstinos appear when the supersymmetry is broken by F -terms on the

branes and by a Scherk-Schwarz mechanism in the bulk. We also study possibilities

for the identification of the pseudo-Goldstinos with the sterile neutrinos. Finally

properties of the gravitinos in theories with six dimensions are studied.
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4.1.4 Discontinuité des champs aux bords . . . . . . . . . . . . . . . 62
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6.1 Univers branaires de co-dimension deux . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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Introduction

L’une des principales motivations pour l’étude des théories supersymétriques est

liée au “problème de hiérarchie” qui provient de l’énorme rapport entre la masse

de Planck et l’échelle d’énergie de la brisure de la symétrie électrofaible. Dans les

théories supersymétriques, les corrections radiatives provenant des boucles fermio-

niques et bosoniques s’annulent de façon à ne pas engendrer des divergence quadra-

tiques.

La supersymétrie est apparue au début des années soixante-dix dans le contexte

de la théorie des cordes comme une symétrie qui relie fermions et bosons dans

une théorie des champs à deux dimensions et n’était donc pas utilisée dans une

théorie physique à quatre dimensions d’espace-temps. Plus tard, l’idée de la su-

persymétrie a été étendue à une théorie des champs en quatre dimensions et plu-

sieurs modèles supersymétriques ont été proposés. Plus de trois décennies après

les premières constructions des théories supersymétriques, il n’existe aucune preuve

expérimentale directe pour la supersymétrie, car aucune paire boson-fermion de

particules liées par des transformations supersymétriques n’a été découverte. Ce

fait expérimental indique que la supersymétrie n’est pas une symétrie exacte de la

nature, mais doit être brisée spontanément si elle joue un rôle parmi les lois fon-

damentales de la nature. L’une des meilleures indications expérimentales indirectes

pour la supersymétrie est la suivante : l’unification à hautes énergies des constantes

de couplage de jauge SU(3), SU(2) et U(1) est amélioré si les particules super-

partenaires sont incluses. La recherche en matière d’indications expérimentales de la

supersymétrie continue dans les expériences en hautes énergies dans les accélérateurs

des particules, notamment celles qui seront effectuées au LHC construit au CERN.

La dernière décennie a vu l’apparition d’un scénario populaire pour les impli-

cations phénoménologiques de la description à courte distance de l’espace-temps

dans laquelle les dimensions supplémentaires jouent un rôle important [1] - [10].

Dans cette thèse, les liens entre supersymétrie et dimensions supplémentaires se-

ront analysés. L’une des motivations principales pour l’introduction des dimensions

supplémentaires dans la physique théorique des hautes énergies a été la recherche
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Introduction

pour l´unification des interactions fondamentales. Après l’unification de l’électricité

et magnétisme accomplie par Maxwell il a été compris que la théorie de Maxwell était

invariante par les transformations de Lorentz de la relativité spéciale et donc une

description unifiée des interactions électriques et magnétiques est naturelle dans une

description unifiée de l’espace et du temps. Inspirés par cette idée, plusieurs essais

on été faits pour unifier la gravitation et l’électromagnétisme à travers des théories

dans des espace-temps à cinq dimensions. Lorsque la gravitation est incorporée à

la théorie, naturellement les dimensions supplémentaires sont présentes. En parti-

culier la théorie des cordes, qui est une candidate raisonnable pour une description

quantique consistante de la gravitation et autres forces fondamentales, est définie

en dix dimensions pour les théories hétérotiques, de type I et type II, ou en onze

dimensions pour la théorie M.

En quatre dimensions il est bien connu que la brisure spontanée d’une symétrie

globale et continue donne naissance à des particules de masse nulle selon le théorème

de Goldstone [11]. Dans le cas de la brisure spontanée d’une symétrie locale, le

mécanisme de Higgs permet aux champs de jauge d’acquérir une masse différente

de zéro [12] et les particules de Goldstone de masse nulle ne sont plus présentes

dans la théorie. Dans les théories qui font intervenir les dimensions supplémentaires,

de nouvelles possibilités pour la brisure de symétrie apparaissent et ces nouveaux

mécanismes sont associés aux différentes possibilités de compactification des di-

mensions supplémentaires. Nous serons surtout intéressés par la brisure de super-

symétrie associée à la présence des dimensions supplémentaires. Dans les théories

supersymétriques, la brisure de supersymétrie donne origine aux fermions de Gold-

stone, les Goldstinos [13]. Dans la version locale de la supersymétrie, c’est à dire

la supergravité, les Goldstinos sont absorbés dans le mécanisme de super-Higgs et

deviennent les composantes longitudinales des gravitinos massives [14, 15, 16].

Une question importante concernant la brisure de supersymétrie associée aux

dimensions supplémentaires est celle du destin des Goldstinos potentiels (“would-

be-Goldstinos”). Dans les théories qui contiennent plusieur secteurs différents, par

exemple les branes et le volume extra dimensionnel, si chaque secteur est au départ

considéré séparément, la supersymétrie peut être brisée dans chaque secteur par des

mécanismes qui lui sont spécifiques, ce qui conduit à la présence des Goldstinos.

Ces différents secteurs communiquent par des interactions gravitationnelles et une

fois la théorie complète considérée, seulement certaines combinaisons des Goldstinos

associés à chaque secteur sont de vrais Goldstinos qui seront absorbés par les gravi-

tinos dans le processus de super-Higgs. Les autres combinaisons, orthogonales aux
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Introduction

Goldstinos, sont appelées ici les pseudo-Goldstinos et restent comme des spineurs

de spin 1/2 dans la théorie à basse énergie.

Cette question sera étudiée dans le chapitre 4 où le fil conducteur pour la discus-

sion sera un modèle à cinq dimensions de l’espace-temps, où la compactification est

faite sur l’orbifold S1/Z2. Pour bâtir ce modèle nous avons introduit une extension

de la supergravité pentadimensionnelle avec de nouveaux champs auxiliaires, ce qui

permet le couplage des multiplets chiraux localisés sur les branes aux champs de

supergravité du volume à cinq dimensions. Aussi le mécanisme de Scherk-Schwarz

généralisé est exploré pour générer des masses localisées des gravitinos sur les branes

et a été généralisé pour un ensemble de branes localisés à n’importe quel point de la

dimension supplémentaire. Nous étudierons en détail le mécanisme de super-Higgs,

il sera discuté dans les jauges Rξ et unitaires. On obtient les expressions des états

propres et valeurs propres de masse des gravitinos et pseudo-Goldstinos dans la

jauge unitaire.

Par rapport aux travaux précédents figurant dans la littérature relative à ce

sujet, notre travail se situe de la manière suivante : des extensions hors couche de

masse (dorénavant on utilisera le terme “description hors couche de masse” pour

faire référence à une description de la théorie qui utilise des champs auxiliaires)

de la supergravité minimale en cinq dimensions ont été construites en [17]. Ces

extensions ont été aussi étudiés en [18]-[22]. Notamment, dans les références [20, 21]

les couplages des champs localisés sur les branes ont été étudiés et la brisure de

supersymétrie par mécanisme de Scherk-Schwarz généralisé [23, 24] est discutée dans

le cas d’un superpotentiel constant. Ces études utilisent les champs auxiliaires de

la construction de la référence [17]. L’approche développée ici est différente car

les lagrangiens sont bâtis en champs composant les supermultiplets et des champs

auxiliaires sont nécessaires pour coupler les multiplets chiraux localisés sur les branes

dans la présence de superpotentiels arbitraires. Le mécanisme de super-Higgs dans

les théories aux dimensions supplémentaires a été discuté dans la référence [25] pour

le cas d’un Goldstino dans le volume extra dimensionnel et dans [26] pour le cas d’un

mécanisme de Scherk-Schwarz généralisé. Le couplage non linéaire d’un Goldstino

localisé sur la brane à la supergravité pentadimensionnelle est discuté en [27] pour le

scénario de Randall-Sundrum. L’analyse développée ici inclut à la fois les Goldstinos

des branes et du volume extra dimensionnel.

Cette thèse est structurée de la manière suivante, au chapitre 1 une description

générale des mécanismes de brisure de symétrie liés aux dimensions supplémentaires

sera présenté. La littérature dans ce sujet étant très large et vaste nous avons choisi
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Introduction

de présenter quelques mécanismes et exemples typiques de ces nouvelles méthodes

de brisure de symétrie.

Le chapitre 2 rappelle quelques notions bien connues dans la littérature sur le

couplage des champs localisés sur une brane aux champs qui se trouvent dans le

volume extra dimensionnel. La discussion est basée sur le modèle de Mirabelli et

Peskin, décrit dans la référence [28]. Nous décrirons comment, dans ce modèle, le

multiplet de super Yang-Mills dans le volume à cinq dimensions doit être étendu

par l’addition des champs auxiliaires pour prendre en compte la présence de D-

termes localisés. Ces champs auxiliaires peuvent être éliminés par leurs équations du

mouvement, mais cette procédure introduit des couplages singuliers proportionnels

à δ(0), ce qui demande un traitement attentif où on représente ces termes singuliers

comme une somme sur les moments de la dimension supplémentaire.

À partir du chapitre 3 nous présenterons le travail développé pendant cette thèse.

La majorité du contenu de ces chapitres est publié dans les articles [29, 30], ici nous

présenterons l’ensemble des résultats et calculs de manière plus complète et détaillé.

Dans le chapitre 3 nous étudierons une extension supersymétrique du modèle stan-

dard motivé par les théories présentant des dimensions supplémentaires. Dans ce

modèle le secteur de jauge est étendu de manière à former une représentation N = 2

de l’algèbre de supersymétrie. Une motivation phénoménologique pour l’étude de

cette extension du modèle standard supersymétrique minimal (MSSM) vient du fait

que dans ce scénario des masses de Dirac apparaissent naturellement pour les jau-

ginos. Les expressions explicites des matrices de masse et interactions des nouveaux

neutralinos et charginos présents dans ce modèle sont explicitement calculées.

Le chapitre 4 est dédié à l’étude de la brisure de supersymétrie dans les théories

de supergravité pour les univers branaires en cinq dimensions. Comme présenté

précédemment, dans ce chapitre nous discuterons le couplage des multiplets chiraux

localisés sur les branes aux champs de supergravité du volume pentadimension-

nel. Nous étudierons le mécanisme de Scherk-Schwarz généralisé et le mécanisme

de super-Higgs dans le cas où la supersymétrie est brisée au même temps sur les

branes et dans le volume à cinq dimensions. Notamment, nous décrirons comment

les pseudo-Goldstinos apparaissent dans ce processus. Dans le chapitre 5 nous ex-

plorons la possibilité selon laquelle les pseudo-Goldstinos s’interprètent comme des

neutrinos stériles. Dans cette hypothèse, ces derniers engendrent les masses légères

des neutrinos actifs par un mécanisme de “see-saw”.

Les spécificités des théories de supergravité dans les univers branaires en espace

temps à six dimensions seront abordées dans le chapitre 6. Les propriétés du gravitino

seront étudiées dans la présence de termes de masse localisés sur les branes de
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Introduction

co-dimension deux. Nous montrerons que le calcul de la masse du gravitino dans

ces scénarios nécessite l’introduction d’une coupure ultraviolette déjà à l’ordre des

arbres.
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Chapitre 1

Les dimensions supplémentaires et

la brisure de supersymétrie

Dans ce chapitre, nous présentons quelques mécanismes de brisure de super-

symétrie liés aux dimensions supplémentaires. Les résultats présentés ici sont déjà

bien documentés dans la littérature, néanmoins nous trouvons très utile de les

présenter de façon succincte et adaptée à la discussion qui suivra dans les prochains

chapitres.

1.1 Le mécanisme de Scherk-Schwarz

Les théories que nous discuterons ici sont construites dans un espace-temps en n

dimensions (n > 4) parametré par les coordonnées (x, z), où x sont les coordonnées

de l’espace de Minkowski M4 et z sont les coordonnées d’une varieté compacte de

dimension n− 4 appelée Q.

Nous écrivons la variété compacte comme le quotient d’une variété non compacte

V par un groupe discret X, Q = V/X. A chaque élément de X est associé un

opérateur O : V → V de façon à former une représentation du groupe X. La variété

Q est obtenue par l’identification z ≡ O(z), où z est un point quelconque de V , cette
identification est valable pour tous les opérateurs O.

Supposons aussi que l’unique élément de X qui possède des points fixes dans

V est l’identité. Un exemple simple est obtenu par le choix V = R et X = Z, ce

qui conduit à la variété compacte unidimensionnelle Q = S1, c’est à dire le cercle

de rayon R. Dans cet exemple l’élément n du groupe X peut être représenté par

l’opérateur O(z) = z + 2πnR, n ∈ Z.

La littérature se réfère au cas d’une compactification ordinaire lorsque les champs

ϕ obéissent à l’équation ϕ(x, z) = ϕ(x,O(z)), ce qui garantit que la physique tient
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Chapitre 1. Les dimensions supplémentaires et la brisure de supersymétrie

compte seulement des orbites O(z), comme demandé par l’identification du point z

à son orbite O(z).

Nous passons maintenant à la description du mécanisme de Scherk-Schwarz qui

a été introduit à la fin de années soixante-dix [31]. Dans les compactifications or-

dinaires et de Scherk-Schwarz les champs sont des fonctions de la variété non com-

pacte V , par contre dans les compactifications ordinaires les champs sont aussi

des fonctions de la variété compacte Q, tandis que dans les compactifications de

Scherk-Schwarz les champs ne sont pas des fonctions à valeur unique dans Q. Plus

généralement, pour assurer que la physique tienne compte seulement des orbites

O(z), on peut demander que le lagrangien obéisse à L(ϕ(x, z)) = L(ϕ(x,O(z))), ce

qui peut être obtenu si la relation suivante est valable,

ϕ(x,O(z)) = Bϕ(x, z). (1.1)

où B est un opérateur appartenant à un groupe de symétrie globale de la théorie.

Les opérateurs B doivent fournir une représentation du groupe X. Lorsque la condi-

tion (1.1) est satisfaite pour B différent de l’identité la compactification est dite

compactification de Scherk-Schwarz.

Nous reprenons l’exemple d’une compactification sur le cercle S1 = R/Z pour

illustrer le mode de fonctionnement du mécanisme de Scherk-Schwarz. Tous les

éléments du groupe Z peuvent être obtenus à partir de l’opérateur de translation

O(z) = z+2πR et son inverse. Donc nous avons besoin de définir seulement la trans-

formation ϕ(x, z + 2πR) = Bϕ(x, z). Prenons l’exemple simple d’un champ scalaire

ϕ(x, z) dans une théorie invariante sous la symétrie U(1). Dans ce cas l’opérateur

B peut prendre la forme : B = exp(2πiω). Ceci implique que le champ ϕ(x, z) n’est

plus périodique en z et son développement en série de Fourier s’écrit maintenant :

ϕ(x, z) =
∑

n∈Z

ei(n+ω)z/Rϕn(x). (1.2)

Les masses de Kaluza-Klein pour les champs ϕn(x) sont calculées directement à

partir de l’expansion (1.2) et du terme cinétique

LCin = ϕ∗(x, z)(∂µ∂µ + ∂z∂z)ϕ(x, z). (1.3)

Les masses de Kaluza-Klein prennent les valeurs suivantes : mn = (n + ω)/R. On

voit que le mécanisme de Scherk-Schwarz est à l’origine d’un déplacement de toutes

les masses de Kaluza-Klein, dans notre exemple ce déplacement est donné par la

constante ω/R.
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1.2 Compactifications dans un orbifold

On peut alors voir comment le mécanisme de Scherk-Schwarz peut être à l’origine

de la brisure de supersymétrie par l’argument suivant. On considère à la place du

champ scalaire ϕ tout un multiplet de supersymétrie et on associe aux champs

bosoniques de ce multiplet des opérateurs Bb et aux champs fermioniques on associe

des opérateurs différents Bf . Les masses de Kaluza-Klein des champs bosoniques

seront alors toutes déplacées (même les modes zéro) d’une quantité ωb/R et les

masses des champs fermioniques seront déplacées d’une quantité différente ωf/R.

On voit que le mécanisme de Scherk-Schwarz a brisé la dégénérescence de masses

entre bosons et fermions. On sait que la dégénérescence des masses entres bosons et

fermions au sein d’un multiplet de supersymétrie est une condition nécessaire pour

que la supersymétrie ne soit pas brisée, on conclut qu’une brisure de supersymétrie

a été engendrée par le mécanisme de compactification de Scherk-Schwarz.

1.2 Compactifications dans un orbifold

Il est possible de comprendre la compactification sur un orbifold d’une manière

similaire à l’analyse de la section précédente. Dans cette optique on considère un

groupe compact Y qui agit sur la variété compacte Q. La différence par rapport au

cas précédent est la suivante, dans le groupe Y il existe quelques transformations

Q ∈ Y qui ont des points fixes1. L’orbifold est l’espace quotient Q/Y , construit par

l’identification des points appartenant à l’orbite des opérateurs Q ∈ Y (z ≡ Q(z)).

Ici z est un point appartenant à la variété Q. Cet espace quotient Q/H n’est pas une

variété différentiable à cause de l’existence de points fixes, il possède des singularités

sur ces points.

A nouveau la physique ne doit pas dépendre des points z, mais seulement des

orbites Q(z). Nous demandons donc que les champs ϕ calculés dans deux points

appartenant à la même orbite d’un opérateur Q soient reliés par une transformation

de symétrie C, qui doit être une symétrie globale ou locale de la théorie :

ϕ(x,Q(z)) = Cϕ(x, z). (1.4)

Reprenons l’exemple analysé dans la section 1.1 pour illustrer cette construction.

La variété Q est identifiée au cercle S1. Considérons comme exemple de groupe

discret Y le groupe Z2, dans lequel l’unique élément non trivial est l’inversion z →
−z. L’orbifold S1/Z2 obtenu de cette manière est une variété avec deux bords,

identifiés aux points fixes de l’opérateur inversion. Les points fixes sont les points

1Dans ce cas on dit que le groupe Y n’agit pas librement sur Q.
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Chapitre 1. Les dimensions supplémentaires et la brisure de supersymétrie

z = 0 et z = R. Cette construction est représentée sur la figure 4.1 dans laquelle on

note que le domaine fondamental de S1/Z2 est le segment de longueur πR.

L’opérateur C défini en (1.4) doit fournir une représentation du groupe Z2, c’est

à dire C2 = 1 et donc si l’opérateur C est représenté par une matrice, ses valeurs

propres prennent les valeurs +1 ou −1. Soit ϕ+ un champ pair sous l’action de

l’opérateur Z : Zϕ+(z) = ϕ+(−z) = ϕ+(z) et soit ϕ− un champ impair sous l’action

de l’opérateur Z : Zϕ−(z) = ϕ−(−z) = −ϕ+(z). La moitié des modes de Kaluza-

Klein des champs ϕ±(x, z) est éliminée par l’action du groupe de symétrie Z2, comme

montré par les développements en série de Fourier suivants :

ϕ+(x, z) =
+∞
∑

n=0

cos(nz/R)ψ+n (x)

ϕ−(x, z) =
+∞
∑

n=0

sin(nz/R)ψ−n (x). (1.5)

Nous sommes maintenant en mesure de comprendre comment l’orbifold agit pour

briser la supersymétrie. Supposons qu’un multiplet de supersymétrie soit constitué

de m champs, n champs parmi eux sont pairs sous l’action de l’opérateur Z et les

autres m− n champs sont impairs. Des expansions (1.5) on voit que les modes zéro

de Kaluza-Klein qui survivent dans l’orbifold sont seulement les modes zéro des

champs pairs. Si l’on restreint notre analyse aux seuls modes zéro, on voit que les

champs qui restent forment un sous-ensemble du supermultiplet de supersymétrie

initial, et donc la supersymétrie est brisée. Dans la section 4.1 on analysera en détail

un modèle où l’orbifold brise la supersymétrie N = 2 (huit supercharges conservées)

de manière à ce que les modes zéro des champs appartiennent à des multiplets de

supersymétrie N = 1 (quatre supercharges conservées).

Le mécanisme de Scherk-Schwarz peut être mis en place dans une compactifi-

cation sur un orbifold. Cette construction implique que les opérateurs de Scherk-

Schwarz B doivent satisfaire certaines conditions de consistance qui peuvent être

déduites des équations (1.1) et (1.4). Ces conditions imposent des contraintes pour

certaines constructions. Pour illustrer ces contraintes nous considérons à nouveau

l’exemple de l’orbifold S1/Z2 sur lequel on introduit les relations de périodicité de

Scherk-Schwarz. Dans ce cas l’élément de X à analyser est la translation O(z) =

z + 2πR et l’élément de Y à analyser est l’inversion Q(z) = −z. On note que

Q·O ·Q(z) = Q·O(−z) = Q(−z+2πR) = z−2πR = O−1(z) et donc Q·O ·Q = O−1.
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1.3 Le mécanisme de Hosotani

Cette relation et les équations (1.1) et (1.4) impliquent :

C ·B · C = B−1. (1.6)

Un exemple explicite et non trivial de l’utilisation de ces contraintes dans la

détermination des possibles opérateurs B de Scherk-Schwarz est le suivant. Soit la

symétrie SU(2), une symétrie globale de la théorie sous laquelle les champs ϕ se

transforment selon la représentation 2. Comme B appartient à la représentation

2 du groupe SU(2) on peut écrire B = exp (i2παiσi), où σi sont les matrices de

Pauli et i = 1, 2, 3. Les valeurs propres de l’opérateur C prennent les valeurs +1

ou −1, il est donc possible de trouver une base où C = 1, ou C = −1, ou encore

C = σ3. On note que la condition (1.6) implique que si C = ±1 alors B = ±1 et

donc les champs ϕ peuvent être périodiques ou anti-périodiques. Lorsque C = σ3 la

condition (1.6) implique B = exp [2πi (α1σ1 + α2σ2)]. On peut utiliser la symétrie

globale résiduelle de la théorie pour effectuer une rotation des paramètres (α1, α2)

et exprimer tout en fonction d’un seul paramètre ω. Après cette rotation l’opérateur

B de Scherk-Schwarz est donné par :

B = exp
[

i2πωσ2
]

=

(

cos(2πω) sin(2πω)
− sin(2πω) cos(2πω)

)

. (1.7)

1.3 Le mécanisme de Hosotani

Le mécanisme de Hosotani a été introduit au début des années quatre-vingts

[32]. Ce mécanisme peut engendrer la brisure des symétries locales lorsque l’une

des composantes associées aux dimensions supplémentaires d’un champ vectoriel de

jauge acquiert une valeur dans le vide différente de zéro.

Le mécanisme de Hosotani peut donc être utilisé pour briser la supersymétrie si

celle-ci est réalisée localement, c’est-à-dire une théorie de supergravité. Nous prenons

comme exemple pour illustrer le mécanisme de Hosotani la théorie de supergravité à

cinq dimensions. Dans la formulation hors couche de masse de cette théorie, décrite

en détail dans [17], il y a une symétrie SU(2)R locale avec champ de jauge associé
−→
V M . Ce champ vectoriel est un champ auxiliaire dans le multiplet de supergravité

à cinq dimensions. La dérivée covariante des gravitinos est donnée par :

∂MΨNI +
1

2
ωMABΣ

ABΨNI − i
1

2

−→
V M

−→σ J
I ΨNJ , (1.8)
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Chapitre 1. Les dimensions supplémentaires et la brisure de supersymétrie

et le terme cinétique des gravitinos est donné par :

i

2
Ψ̌I
MΓMNPDNΨPI . (1.9)

Les notations utilisées pour les fermions sont expliquées en détail dans l’annexe A.

Les équations du mouvement des champs auxiliaires impliquent ∂[MV
2
N ] = 0, et

donc V 2M = ∂MK. Un choix possible pour le champ potentiel K est K = y 〈V 2
5 〉.

Cette analyse montre que le champ V 2
5 peut acquérir une valeur dans vide 〈V 2

5 〉
constante et différente de zéro.

D’après les équations (1.8) et (1.9), lorsque le champ V 2
5 prend une valeur dans le

vide 〈V 25 〉 différente de zéro, un terme de masse des gravitinos est engendré à partir

de ses termes cinétiques. Comme le partenaire bosonique du gravitino, le graviton,

reste toujours de masse nulle, on en déduit que la supersymétrie a été brisée par le

mécanisme de Hosotani.

Il y a un lien direct entre le mécanisme de Hosotani et le mécanisme de Scherk-

Schwarz [33]. Tout d’abord les spectres de masse retrouvés dans les deux mécanismes

sont identiques, tous les modes de Kaluza-Klein ont leurs masses déplacées par une

constante. Dans le mécanisme de Hosotani les champs sont périodiques et le champ

auxiliaire V 25 a une valeur dans le vide 〈V 25 〉 6= 0. Dans le mécanisme de Scherk-

Schwarz les champs ne sont pas périodiques, en effet d’après l’équation (1.7) les

conditions de périodicité sont remplacées par

(

ψM1(y + 2πR)
ψM2(y + 2πR)

)

=

(

cos(2πω) sin(2πω)
− sin(2πω) cos(2πω)

)(

ψM1(y)
ψM2(y)

)

(1.10)

où nous prenons comme exemple les conditions de périodicité pour les gravitinos.

Le lien entre les mécanismes de Hosotani et de Scherk-Schwarz peut être compris

comme l’existence d’un changement de base, ou une transformation de jauge SU(2)R

de la forme :
(

ψM1
ψM2

)

=

(

cos[ωy/R] sin[ωy/R]
− sin[ωy/R] cos[ωy/R]

)(

ψ̃M1
ψ̃M2

)

. (1.11)

Cette transformation de jauge SU(2)R permet le passage des champs non périodiques

ψMI aux champs périodiques ψ̃MI . Si dans la base non périodique le champ auxiliaire

V 25 a une valeur dans le vide nulle, alors dans la nouvelle base périodique le champ

auxiliaire V 25 aura une valeur dans le vide 〈V 25 〉 6= 0 due à la transformation de

jauge (1.11). Cette transformation a pour paramètre la fonction suivante qui est
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1.3 Le mécanisme de Hosotani

dépendante de la dimension supplémentaire, α2(y) = −2ωy/R. La nouvelle valeur

dans le vide 〈V 25 〉, une fois cette transformation de jauge effectuée, est donnée par

la transformation du champ vectoriel :

V i
M

σi

2
→ Ω†

(

V i
M

σi

2
+ i∂M

)

Ω (1.12)

avec

Ω = exp
(

iα2(y)σ
2/2
)

. (1.13)

Cette discussion indique qu’il y a un lien direct entre le paramètre de Scherk-

Schwarz ω et la valeur dans le vide du champ auxiliaire V 2
5 . Des équations (1.12) et

(1.13) on déduit la relation suivante :

〈

V 25
〉

= 2
ω

R
. (1.14)

Ce lien entre les mécanismes de Scherk-Schwarz et de Hosotani sera discuté

encore plus en détail dans la section 4.1.6. Nous remarquons que la relation (1.14)

est bien en accord avec les résultats qui seront présentés dans la section 4.1.6.
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Chapitre 2

Le modèle de Mirabelli et Peskin

Ce chapitre concerne le modèle de Mirabelli et Peskin, décrit dans la référence

[28]. Le modèle est basé sur une théorie avec cinq dimensions de l’espace-temps.

Le lagrangien dans le volume à cinq dimensions décrit la théorie de super Yang-

Mills pentadimensionnelle. Aux bords de la dimension supplémentaire se trouvent

les branes, sur lesquelles sont localisés des multiplets chiraux. Dans leur article [28],

Mirabelli et Peskin étudient la transmission de la brisure de supersymétrie entre

les branes aux bords de la dimension supplémentaire à travers des champs à cinq

dimensions dans le volume. Ils utilisent les champs auxiliaires du multiplet de Yang-

Mills pour coupler les champs localisés sur les branes aux champs du volume à cinq

dimensions.

Les motivations principales pour la mise en place de ce modèle sont les résultats

de Hořava et Witten [3], [5], [34] sur les théories des cordes hétérotiques dans la limite

de fort couplage. Dans cette théorie la supergravité à 11 dimensions est compactifiée

sur l’orbifold S1/Z2, c’est à dire un intervalle borné par deux plans à 10 dimensions.

Sur chaque plan à 10 dimensions une théorie de super Yang-Mills E8 est présente et

les multiplets de matière localisés sur les plans couplent à la supergravité à l’intérieur

de l’intervalle. Dans l’objectif d’avoir une théorie réaliste, six parmi les 10 dimensions

transversales doivent être compactifiées et donc une description plausible pour la

théorie est la supergravité à cinq dimensions couplée aux champs de matière localisés

sur les plans aux bords de l’intervalle. Cette description s’applique dans la limite

où la longueur de l’intervalle est très grande par rapport à la taille des autres 6

dimensions compactifiées. Une possibilité intéressante dans la théorie de Hořava et

Witten est la brisure spontanée de supersymétrie dans l’un des bords si la théorie

de super Yang-Mills dans ce plan est au régime de couplage fort. Alors des effets

dus à la brisure de supersymétrie peuvent être communiqués à l’autre bord par les

champs à onze (ou cinq) dimensions, ce que fournit une version géométrique des
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Chapitre 2. Le modèle de Mirabelli et Peskin

théories avec un secteur caché. Les auteurs de la référence [28] ont choisi d’étudier

ces questions par un modèle plus simple où la supergravité est remplacée par un

multiplet de Yang-Mills à cinq dimensions qui se trouve à l’intérieur de l’intervalle.

Ce multiplet est couplé à deux multiplets chiraux, chacun localisé sur un des deux

plans aux bords de l’intervalle.

La stratégie adoptée pour coupler le supermultiplet à cinq dimensions aux mul-

tiplets localisés sur les bords est d’utiliser les supermultiplets dans une formulation

hors couche de masse, c’est-à-dire : les supermultiplets incluent des champs auxi-

liaires. Si une réduction dimensionnelle est effectuée, le supermultiplet à cinq di-

mensions est réduit à des supermultiplets à quatre dimensions de la supersymétrie

N = 2 (huit supercharges conservées). Cependant comme expliqué dans le chapitre

1, à cause de la symétrie Z2 de l’orbifold la supersymétrie dans les plans aux bords

sera juste N = 1 (quatre supercharges conservées), mais si les supermultiplets hors

couche de masse sont correctement identifiés, le couplage des champs à cinq dimen-

sions aux champs à quatre dimensions sur les bords peut être correctement mis en

place. Cette procédure sera présentée dans la section qui suit.

2.1 Le couplage entre les champs à quatre et cinq

dimensions

L’objectif de cette section est de décrire le couplage du supermultiplet de Yang-

Mills à cinq dimensions aux supermultiplets chiraux à quatre dimensions localisés

sur les bords de l’intervalle.

Dans notre description de la supersymétrie à 5 dimensions on utilisera des spi-

neurs de Majorana symplectiques ΨI , où I est un indice SU(2). Leurs propriétés

sont décrites dans l’annexe A.2.

Dans un premier temps on décrit comment les champs à l’intérieur de l’intervalle

sont couplés au multiplet chiral localisé sur le plan à x5 = 0. La généralisation pour

des multiplets chiraux présents aux deux bords est immédiate. L’action totale est

donnée par

S =

∫

[

L5 + δ(x5)L4
]

d5x. (2.1)

La version hors couche de masse du supermultiplet de Yang-Mills à 5 dimensions

utilisé ici contient un champ vectoriel AM , un champ scalaire réel Φ, un jaugino

ΛI et un triplet SU(2) de champs auxiliaires Xa. Les champs auxiliaires Xa sont

des scalaires réels. Tous ces champs se trouvent dans la représentation adjointe du
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2.1 Le couplage entre les champs à quatre et cinq dimensions

groupe de jauge (AM = AMαtα et ainsi de suite). La normalisation adoptée pour les

générateurs du groupe de jauge est tr[tαtβ] = δαβ/2. Toutes nos conventions sont

données explicitement dans l’annexe A. Les transformations de supersymétrie pour

ce supermultiplet sont paramétrées par un spineur de Majorana symplectique ΞI et

s’écrivent [35] :

δAM = iΞ
I
ΓMΛI

δΛI =
(

ΣMNFMN − ΓMDMΦ
)

ΞI − i (Xaσa)IJ ΞJ

δΦ = iΞ
I
ΛI

δXa = Ξ
I
(σa)IJΓMDMΛJ − i

[

Φ,Ξ
I
(σa)IJΛJ

]

. (2.2)

Les dérivées covariantes utilisées ici sont :

DMΦ = ∂MΦ− i[AM ,Φ]

DMΛI = ∂MΛI − i[AM ,Λ
I ]. (2.3)

Le lagrangien qui décrit cette théorie de super Yang-Mills à cinq dimensions est

le suivant

L5 =
1

g2

{

tr(DMΦ)2+ tr(iΛΓMDMΛ)− 1

2
tr(FMN)

2+ tr(Xa)2− tr(Λ[Φ,Λ])
}

. (2.4)

Les spineurs de Majorana symplectiques peuvent être décomposés, comme décrit

dans l’annexe A, selon :

Λ1 =

(

λ1
λ2

)

, Λ2 =

(

−λ2
λ1

)

(2.5)

où les spineurs λI sont des spineurs de Weyl à deux composantes. ΞI se décompose

de façon similaire en fonction des spineurs de Weyl ξ1 et ξ2.

Aussi des parités sont imposées au point x5 = 0. Ces parités sous l’action de

la symétrie Z2 de l’orbifold sont de la forme ϕ(xµ,−x5) = P ϕ(xµ, x5), où P est

la parité du champs ϕ. Les parités sont choisies de manière à ce que le lagrangien

(2.4) soit invariant. Le choix qu’on suivra est décrit dans le tableau 2.1. On note que

comme le paramètre de supersymétrie ξ2 est impair au bord x5 = 0, la supersymétrie

des multiplets localisés sur le plan à x5 = 0 sera N = 1 et paramétrée par ξ1.
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Chapitre 2. Le modèle de Mirabelli et Peskin

P = +1 AM λ1 ξ1 X3

P0 = −1 A5 λ2 ξ2 Φ X1 X2

Tab. 2.1 – Parités des champs au point x5 = 0.

Grâce aux parités choisies, les transformations de supersymétrie (2.2) prennent

la forme suivante au point x5 = 0 :

δAµ = iξ
1
σµλ1 − iλ

1
σµξ1

δλ1 = σµνFµνξ
1 − i

(

X3 − ∂5Φ
)

ξ1

δ(X3 − ∂5Φ) = ξ
1
σµDµλ

1 + h.c. (2.6)

Le fait important à noter ici est que les champs Aµ, λ1 et (X3 − ∂5Φ) suivent

les lois des transformations de supersymétrie d’un supermultiplet vectoriel [36] à

quatre dimensions. Pour vérifier cette affirmation il suffit d’identifier Aµ au champ

vectoriel, λ1 au jaugino et (X3 − ∂5Φ) au champ auxiliaire D.

Il est maintenant clair comment le multiplet chiral localisé au bord x5 = 0 peut

être couplé au supermultiplet d’Yang-Mills à cinq dimensions. Le multiplet chiral

à quatre dimensions est constitué du champ scalaire φ, du fermion chiral χ et du

champ auxiliaire F . Le lagrangien au bord est le lagrangien standard du multiplet

chiral [36] couplé au multiplet vectoriel à quatre dimensions par les interactions de

jauge :

L4 = Dµφ
∗Dµφ+ iχσµDµχ+ F ∗F −

√
2i
(

φ∗λχ+ χλφ
)

+ φ∗Dφ. (2.7)

où les dérivées covariantes sont données parDµφ = ∂µφ−iAµφ etDµχ = ∂µχ−iAµχ.
Le champ vectoriel, le jaugino et le champ auxiliaire D sont identifiés aux champs

pairs du multiplet de Yang-Mills à cinq dimensions repérés précédemment : Aµ = Aµ,

λ = λ1 et D = (X3 − ∂5Φ).

Le lagrangien sur le bord (2.7) est invariant sous les transformations de super-

symétrie N = 1 du multiplet chiral paramétrées par ξ1 et les transformations (2.2).

Ainsi l’action totale (2.1) est supersymétrique (N = 1).

Maintenant que les lagrangiens dans l’intervalle et sur le bord sont correcte-

ment écrits, la prochaine étape consiste à en éliminer les champs auxiliaires par

l’intermédiaire de leurs équations du mouvement. Néanmoins cette étape se révèle

subtile et nécessite une grande attention pour interpréter les résultats obtenus. Le
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2.2 Le rôle des termes singuliers

champ auxiliaire X3 couple au champ scalaire au bord φ dans le dernier terme du la-

grangien (2.7) et les équations du mouvement pour ce champ auxiliaire conduisent à

X3α = −g2φ∗tαφ δ(x5)/2. Une fois les champs auxiliaires éliminés par leurs équations

du mouvement les termes singuliers suivants apparaissent dans le lagrangien au bord

−1

2
g2
∫

(φ∗tαφ)2 δ(0)d4x. (2.8)

Ainsi, dans le formalisme utilisé par les auteurs de [28], des termes singuliers pro-

portionnels à δ(0) sont présents sur les bords une fois les champs auxiliaires éliminés

par leurs équations du mouvement. Il sera montré dans la section suivante que ces

termes sont nécessaires pour avoir une description complète et consistante de la

théorie supersymétrique.

2.2 Le rôle des termes singuliers

Dans cette section le rôle joué par les termes singuliers proportionnels à δ(0) sera

expliqué. L’objectif de la discussion qui suit est d’éclaircir la question sur la validité

de la description adoptée ici. Il sera montré que les termes singuliers proportionnels

à δ(0) conduisent à des résultats cohérents et acceptables si des quantités phy-

siques (comme par exemple des sections efficaces) sont calculées. En effet ces termes

singuliers fournissent des contre-termes nécessaires pour que la supersymétrie soit

maintenue.

La première illustration de ces faits est donnée par l’exemple suivant : l’amplitude

de diffusion des scalaires sur le bord. L’amplitude du processus φa+φb → φc+φd est

donnée, à l’ordre des arbres, par la somme de six graphes de Feynman qui conduisent

à :

iMφa+φb→φc+φd = −ig2tαcatαdb

[

∑

k5

(k5)2 − (pc + pa) · (pd + pb)

2l[(pc − pa)2 − (k5)2]
+ δ(0)

]

+(c↔ d). (2.9)

La somme est faite sur k5 = πm/l,m ∈ Z, l est la longueur de l’intervalle et p est le

moment en quatre dimensions. On remarque que la première somme est divergente.

Néanmoins, si le terme singulier δ(0) est représenté par

δ(0) =
1

2l

∑

k5

(pc + pa)
2 − (k5)2

(pc + pa)2 − (k5)2
(2.10)
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Chapitre 2. Le modèle de Mirabelli et Peskin

les parties divergentes des deux premiers termes en 2.9 s’annulent et le résultat final

est fini :

iMφa+φb→φc+φd = −ig2tαcatαdb
∑

k5

(pc + pa)
2 − (pc + pa) · (pd + pb)

2l[(pc − pa)2 − (k5)2]

+(c↔ d). (2.11)

Un deuxième exemple traité par les auteurs de [28] est l’auto énergie du scalaire φ

calculé à l’ordre d’une boucle. C’est un calcul intéressant car grâce à la supersymétrie

le scalaire φ doit rester sans masse à toute ordre dans la théorie des perturbations.

Mirabelli et Peskin calculent la correction à une boucle pour l’auto énergie du champ

φ et montrent que d’une manière analogue à l’exemple précédent les termes singu-

liers proportionnels à δ(0) fournissent les contre-termes nécessaires pour annuler les

infinités. De cette façon, on conclut que les termes singuliers proportionnels à δ(0)

sont en effet nécessaires pour maintenir la supersymétrie.

2.3 Transmission de la brisure de supersymétrie

à travers l’intervalle

Dans un premier temps il sera montré, dans cette section, comment les effets de

la brisure de supersymétrie sur un bord peuvent être transmis jusqu’à l’autre bord.

Ensuite l’énergie du vide qui dépend de la séparation entre les deux branes (l’énergie

de Casimir) sera calculée et analysée.

Dans la discussion qui suit, il sera décrit comment la brisure de supersymétrie

sur un bord peut être transmise à l’autre bord pour générer des termes de brisure

douce de supersymétrie. Un exemple de ce mécanisme est obtenu dans le cas où

la supersymétrie est brisée dans la brane placé à x5 = l par un terme de Fayet-

Iliopoulos. Ce terme correspond à un groupe de jauge U(1) et au terme suivant sur

le bord x5 = l :

L4 l = ϑD = ϑ(X3 − ∂5Φ) (2.12)

L’élimination du champ auxiliaire X3 par ses équations du mouvement conduit

à un terme singulier proportionnel à ϑδ(0) de manière analogue à celle décrite

précédemment, mais ici ce terme singulier est juste une constante non pertinente

car dans cette théorie la gravité n’est pas considérée.

Les équations du mouvement du champ Φ conduisent à l’expression suivante
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2.3 Transmission de la brisure de supersymétrie à travers l’intervalle

pour sa valeur dans le vide :

∂5 〈Φ〉 = g2ϑ

[

1

2l
− δ(x5 − l)

]

(2.13)

où la constante g2ϑ/(2l) est due au fait que le champ Φ doit être une fonction

périodique de période 2l. L’équation (2.13) implique une valeur dans le vide différente

de zéro pour le champ auxiliaire D au bord X5 = 0. Cette valeur dans le vide et le

lagrangien (2.7) impliquent que le champ scalaire φ sur la brane à x5 = 0 acquiert

une masse donnée par m2
φ = g2ϑq/(2l), où q est la charge du champ φ pour le groupe

de jauge U(1). On note que ce mécanisme a généré une masse pour le champ scalaire

φ au bord x5 = 0 mais n’a pas généré de masse pour le fermion superpartenaire de

φ, ce que montre la brisure de supersymétrie.

Cet exemple a montré comment une brisure de supersymétrie par D-terme sur

le bord à x5 = l est transmise par le champ Φ à travers l’intervalle de manière

à créer un terme de masse de brisure douce de supersymétrie sur le bord à x5 =

0. Le mécanisme décrit ci-dessus opère déjà à l’ordre des arbres. Par contre, si

la brisure de supersymétrie sur le bord à x5 = l n’induit pas un D-terme, alors

il est nécessaire d’étudier la théorie des perturbations à l’ordre supérieure pour

identifier la communication de la brisure de supersymétrie d’un bord à l’autre. Un

exemple de ce mécanisme à l’ordre de deux boucles traité par les auteurs de [28]

est le suivant. On considère que la brisure de supersymétrie génère une différence

de masses entre bosons et fermions des multiplets chiraux localisés à x5 = l. Ces

supermultiplets couplent aux champs du multiplet d’Yang-Mills comme décrit dans

la section précédente. Alors des graphes de Feynman à deux boucles qui génèrent

des termes de masse de brisure douce de supersymétrie pour les champs scalaires

localisés à x5 = 0 sont les graphes dans lesquels les champs de l’intervalle, les champs

localisés à x5 = l et les champs localisés à x5 = 0 participent. Il y a dix graphes

de Feynman de ce type pour deux champs scalaires localisés à x5 = l avec masses

m2(1 + ∆) et m2(1 − ∆). Ces champs transforment dans la représentation R′ du

groupe de jauge.

La masse générée à deux boucles pour le champ scalaire φ localisé à x5 = 0 (qui

transforme dans la représentation R du groupe de jauge) a l’expression suivante
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Chapitre 2. Le modèle de Mirabelli et Peskin

dans la limite ml → 0 :

m2
φ = 4C2(R)C(R′)

g4m2

(4π)4l2
(1 + ∆)

[

log(1 + ∆)

−2Li2
(

∆

1−∆

)

+
1

2
Li2

(

2∆

1−∆

)]

+ (∆↔ −∆). (2.14)

Dans cette expression les constantes C et C2 sont définies de manière standard par

tr[tαRt
β
R] = C(R)δαβ et tαRt

α
R = C2(R)1 et Li2 est la fonction dilogarithme. Aussi

dans la limite ml → ∞ la masse générée à deux boucles pour le champ scalaire φ

est donnée par :

m2
φ = 3C2(R)C(R′)

g4

(4πl)4
ζ(3)

[

log(1 + ∆)
4 + ∆− 2∆2

∆2
− 4−∆

∆

]

+(∆↔ −∆) (2.15)

où ζ est la fonction Zeta de Riemann.

Ainsi, dans la théorie des perturbations à deux boucles, des termes de masse de

brisure douce de supersymétrie pour les champs scalaires localisés à x5 = 0 sont

générés. Par contre des termes de masse pour les fermions localisés à x5 = 0 ne

seront pas générés par ce mécanisme, ce qui met en évidence la transmission de

brisure de supersymétrie d’un bord à l’autre.

La brisure de supersymétrie au bord étudiée jusqu’ici induit une énergie du

vide différente de zéro. On s’intéresse à la partie de cette énergie qui dépend de

la longueur l de l’intervalle, c’est-à-dire l’énergie de Casimir, car cette énergie fait

partie de l´équilibre qui déterminera la valeur physique de l dans une théorie plus

réaliste. Tout d’abord on reprend l’exemple de brisure de supersymétrie par un terme

de Fayet-Iliopoulos (2.12). La valeur dans le vide du champ Φ donnée par l’équation

(2.13) et les lagrangiens (2.4) et (2.12)conduisent à la valeur suivante dans le vide :

Seff = −
∫

g2ϑ2

4l
d4x (2.16)

plus un terme indépendant de l et proportionnel à δ(0). On conclut donc que l’énergie

de Casimir par unité de volume à quatre dimensions vaut :

E

V4d
=
g2ϑ2

4l
. (2.17)

En reprenant l’exemple où la brisure de supersymétrie sur le bord à x5 = l n’in-

duit pas un D-terme, l’énergie de Casimir est générée par des corrections radiatives
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2.3 Transmission de la brisure de supersymétrie à travers l’intervalle

dans la théorie des perturbations. Les auteurs de [28] calculent la contribution à une

boucle à l’énergie de Casimir pour cet exemple. Le calcul est similaire à celui effectué

pour identifier la transmission de brisure de supersymétrie d’un bord à l’autre. Il y

a six graphes de Feynman à une boucle qui contribuent pour l’énergie de Casimir

qui dans la limite ml → 0 prend la forme suivante :

E

V4d
= −2dGC(R′)

g2m4∆2

(4π)2l
log2(ml) (2.18)

où dGC(R) = tr[tαRt
α
R]. Et dans la limite ml →∞ l’énergie de Casimir s’écrit :

E

V4d
= 3dGC(R′)ζ(5)

g2

π4(4l)5

[

4−∆

∆
− log(1 + ∆)

4 + ∆− 2∆2

∆2

]

+(∆↔ −∆). (2.19)

Dans les deux exemples étudiés dans cette section les contributions à l’énergie de

Casimir sont des fonctions monotones de l, mais dans le premier exemple l’énergie

de Casimir décrôıt avec l tandis que dans le deuxième exemple l’énergie de Casimir

est une fonction croissante de l. Cette remarque indique que dans une théorie plus

réaliste les deux effets décrits dans cette section peuvent donner des contributions à

l’énergie de Casimir de façon à ce que l soit stabilisé à une valeur finie et différente

de zéro.
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Chapitre 2. Le modèle de Mirabelli et Peskin
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Chapitre 3

Application à la phénoménologie :

masses de Dirac et Majorana pour

les jauginos

Comme nous avons vu dans le chapitre précédent, il est naturel dans les modèles

aux dimensions supplémentaires que les champs localisés sur les branes appar-

tiennent à des supermultiplets N = 1 et que les champs dans le volume à dimen-

sions supplémentaires appartiennent à des multiplets de supersymétrie étendue, par

exemple N = 2 (huit supercharges conservées). Dans ce chapitre on étudiera une

extension supersymétrique du modèle standard dans laquelle le secteur de jauge est

étendu de manière à former une représentation N = 2 de l’algèbre de supersymétrie.

La motivation phénoménologique pour ce schéma vient du fait que dans ce

scénario des masses de Dirac apparaissent naturellement pour les jauginos. Dans

l’extension supersymétrique minimale du modèle standard (MSSM) les masses des

jauginos sont des masses de Majorana et pour que les masses de Dirac soient pos-

sibles, il est nécessaire que les jauginos soient associés à des nouveaux fermions

qui doivent alors appartenir à des supermultiplets chiraux dans la représentation

adjointe du groupe de jauge. Le moyen le plus direct d’incorporer ces nouveaux

champs utilise l’extension du secteur de jauge de façon à ce que les champs de jauge

forment des supermultiplets N = 2. Un tel scénario est présent dans des modèles aux

dimensions supplémentaires où les champs appartenant aux supermultiplets N = 2

se trouvent dans le volume à dimensions supplémentaires tandis que les champs

chiraux de matière forment des multiplets N = 1 localisés sur des branes. Il a été

montré que dans ces théories des masses de Dirac apparaissent naturellement si une

anomalie du groupe de symétrie U(1) est présente. Ces masses sont générées par

de nouveaux opérateurs qui mélangent les champs du MSSM aux champs de jauge
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Chapitre 3. Application à la phénoménologie : masses de Dirac et Majorana pour
les jauginos

de cette symétrie U(1) [37, 38, 39, 40, 41, 42]. Aussi il a été montré que de tels

opérateurs peuvent être générés par l’effet des boucles si le secteur qui brise la su-

persymétrie appartient à une représentation N = 2 [43, 44, 45], et que le potentiel

de Higgs à l’ordre des arbres est en fait modifié [45].

Les études des modèles cités ci-dessus ont étés basées sur la présence seule de bri-

sure de supersymétrie par D-termes et présentent deux difficultés. D’abord, dans la

configuration minimale, les masses des scalaires dans la représentation adjointe sont

tachioniques [38, 45]. Aussi, généralement un modèle de brisure de supersymétrie

induit au même temps D-termes et F -termes. La solution de la deuxième diffi-

culté devra résoudre la première difficulté, mais aussi mener à des nouvelles sources

de termes de brisure douce de supersymétrie, notamment des masses de Majorana

pour les jauginos. L’approche que nous suivrons dans ce chapitre est différente, plus

phénoménologique. Nous décrirons et étudierons le lagrangien qui contient un sec-

teur de jauge étendue à N = 2 et n’aborderons pas l’origine des masses de brisure

douce de supersymétrie.

Dans la section suivante les conventions et notations utilisées tout au long de

ce chapitre seront fixées. Ensuite l’extension du secteur de jauge du MSSM sera

exposée et vers la fin du chapitre nous trouverons les expressions explicites des

matrices de masse et interactions des nouveaux neutralinos et charginos. Ces sections

présentent la structure du modèle pour des couplages à l’échelle N = 2. Les effets de

renormalisation des couplages induisent des modifications qui sont prises en compte

dans la publication [46], où quelques aspects concernant le secteur de Higgs et les

conséquences pour la matière noire sont étudiés.

3.1 Préliminaires

L’objectif de cette section est de fixer les conventions utilisées dans la suite de

ce chapitre. Les conventions concernent les spineurs en quatre dimensions et aussi le

modèle standard supersymétrique minimal (MSSM). Une fois ces conventions fixées

nous serons en mesure d’exposer dans la section 3.3 l’extension du secteur de jauge

du MSSM annoncé au début du chapitre.

Nos conventions concernant les spineurs en quatre dimensions sont décrites en

détail dans l’annexe A.1. Ici nous rappelons qu’un spineur de Dirac ΨD peut être

décomposé en deux spineurs de Weyl selon :

ΨD =

(

χα

ψ
α̇

)

, (3.1)
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3.1 Préliminaires

et donc un terme de masse de Dirac prend la forme suivante

ΨDΨD = χψ + ψχ. (3.2)

Un spineur de Majorana s’écrit dans nos notations de la manière suivante :

ΨM =

(

χα
χα̇

)

, (3.3)

et un terme de masse de Majorana s’exprime comme

ΨMΨM = χχ+ χχ. (3.4)

Dans ce qui suit nous utiliserons toujours des fermions de chiralité gauche. Un

fermion de Dirac qui représente un lepton sera donc décrit par

Ψ
(l−)
D =

(

χ(l
−)

χ(l
+)

)

(3.5)

où χ(l
−) est le champ leptonique de chiralité gauche et χ(l

+) est le champ conjugué

de charge de l’anti-lepton de chiralité gauche : χ(l
+)α̇ = εα̇β̇(χ

(l+)
β )∗. Un terme de

masse de Dirac pour ce lepton s’écrira donc mD[χ
(l−)χ(l

+) + χ(l
+)χ(l

−)] et un terme

de masse de Majorana pour ce lepton prendra la forme mM [χ(l
−)χ(l

−) + χ(l
−)χ(l

−)].

Dans la suite de cette section nous présenterons la forme générique du lagrangien

des théories de jauge supersymétriques discutées dans ce chapitre1.Dans nos nota-

tions le lagrangien d’une théorie de jauge supersymétrique prend la forme suivante

L = Ljauge + Lchiral + Lcouplage minimal. (3.6)

Les termes cinétiques du supermultiplet de jauge sont présents en

Ljauge = −
1

4
F a
µνF

µν a + iλ
a
σµ(Dµλ)

a +
1

2
DaDa (3.7)

où Fµν est le tenseur antisymétrique des bosons de jauge, λ etDa sont respectivement

le jaugino et le champ auxiliaire superpartenaire du boson de jauge.Dµ est la dérivée

covariante de jauge et l’indice a est l’indice du groupe de symétrie de jauge. Les

générateurs du groupe de jauge sont notés T a.

1Ici et dans la prochaine section notre présentation suit de près celle de la référence [47].
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Chapitre 3. Application à la phénoménologie : masses de Dirac et Majorana pour
les jauginos

Le lagrangien du multiplet chiral s’écrit de la manière suivante

Lchiral = Dµφ
∗
iD

µφi+ iχiσ
µDµχi+F ∗i Fi+

(

∂W

∂φi
Fi −

1

2

∂2W

∂φi∂φi
χiχj + h.c.

)

. (3.8)

Ici le fermion chiral χi, le boson φi, et le champ auxiliaire Fi appartiennent tous à

la même représentation du groupe de jauge et forment un supermultiplet N = 1.

L’indice i identifie chaque multiplet chiral. Le superpotentiel W est une fonction

holomorphe des champs φi.

Finalement la dernière partie du lagrangien supersymétrique est donnée par

Lcouplage minimal = −g(φ∗iT aφi)Da −
√
2g
[

(φ∗iT
aχi)λ

a + λ
a
(χiT

aφi)
]

(3.9)

où g est la constante de couplage de jauge. Les deux dernier termes dans le lagrangien

(3.9) vont jouer un rôle important dans l’analyse des prochaines sections car si le

champ scalaire a une valeur différente de zéro dans le vide (notamment les scalaires

des multiplets de Higgs), alors des termes bilinéaires pour les fermions, c’est-à-dire

des termes de masse fermioniques, seront produits.

3.2 Le modèle standard supersymétrique minimal

Noms Spin 0 Spin 1/2 Spin 1 SU(3), SU(2), U(1)Y
quarks Q (ũL, d̃L) (uL, dL) 3, 2, 1/3

uc ũcL ucL 3, 1, -4/3

(×3 familles) dc d̃cL ucL 3, 1, 2/3
leptons L (ν̃eL,ẽL) (νeL, eL) 1, 2, -1

(×3 familles) ec ẽcL ecL 1, 1, 2

Higgs Hu (H+
u , H

0
u) (H̃+

u , H̃
0
u) 1, 2, 1

Hd (H0
d , H

−
d ) (H̃0

d , H̃
−
d ) 1, 2, -1

gluons g g̃ g 8, 1, 0

W W W̃±, W̃ 0 W±,W 0 1, 3, 0

B B B̃ B 1, 1, 0

Tab. 3.1 – Multiplets chiraux et multiplets de jauge du MSSM

Les champs présents dans le MSSM sont rassemblés dans le tableau 3.1. On

remarque que dans la notation que nous avons choisie tous les fermions chiraux sont

de chiralité gauche. La conjugaison de charge est indiquée par le symbole c et permet
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3.2 Le modèle standard supersymétrique minimal

l’utilisation des antiparticules quand nécessaire. Le MSSM contient le superpotentiel

renormalisable suivant

W = yiju u
c
iQj ·Hu − yijd d

c
iQj ·Hd − yije e

c
iLj ·Hd + µHu ·Hd. (3.10)

Dans cette expression les indices i, j désignent la famille et prennent les valeurs 1, 2

ou 3. Les matrices y sont de matrices 3 × 3 qui correspondent aux couplages de

Yukawa et le paramètre µ correspond à une masse de Dirac pour les higgsinos. Le

symbole “·” représente le produit invariant de deux doublets de SU(2), par exemple :

Q ·Hu = ũLH
0
u − d̃LH

+
u .

3.2.1 Brisure douce de la supersymétrie

La brisure de supersymétrie dans le MSSM est paramétrée par un ensemble de

termes appelés douces car ils préservent le comportement dans l’ultraviolet de la

théorie : les divergences quadratiques sont absentes. Les termes possibles de brisure

douce dans le MSSM sont peu nombreux, il y a des termes de masse pour les jauginos

de chaque groupe de jauge, termes de masse pour les squark, termes de masse pour

les sleptons, mais aussi des termes de masse pour les bosons de Higgs et les couplages

cubiques entre scalaires. Dans notre analyse nous sommes surtout intéressés par les

masses des jauginos qui ont la forme suivante :

−1

2
(M3g̃

αg̃α +M2W̃
αW̃ α +M1B̃B̃ + h.c.) (3.11)

On remarque que ces termes sont des masses de Majorana et que deux de ces termes

(ceux qui impliquent W̃ 1,2) se rassemblent pour former une masse de Dirac pour

W̃±.

3.2.2 Masses des neutralinos

Les fermions neutres appelés neutralinos sont les higgsinos : H̃0
u et H̃0

d et les

jauginos : bino B̃ et wino W̃ 0. Dans le MSSM les termes de masse pour ces champs

ont trois origines :

– Masses de brisure douce de supersymétrie pour le bino et le wino,

−1

2
(M2W̃

0W̃ 0 +M1B̃B̃ + h.c.). (3.12)
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Chapitre 3. Application à la phénoménologie : masses de Dirac et Majorana pour
les jauginos

– Les deux derniers termes dans le lagrangien (3.9) génèrent un mélange entre

(B̃, W̃ 0) et (H̃0
u, H̃

0
d). Ces termes de masse sont paramétrés par les valeurs

dans le vide des bosons de Higgs 〈H0
u〉 ≡ vu et 〈H0

d〉 ≡ vd. Si on utilise l’angle

β défini par tan(β) = vu/vd ces termes de masse peuvent être exprimés en

fonction des masses des bosons de jauge mW et mZ et de l’angle de mélange

faible θW comme suit,

−mZ

[

cos θW (cos β H̃0
dW̃

0 − sin β H̃0
uW̃

0)

+ sin θW (sin β H̃0
uB̃ − cos β H̃0

dB̃) + h.c.
]

(3.13)

– Le terme proportionnel à µ dans le superpotentiel W contribue aux masses

des higgsinos par le terme :

µH̃0
u, H̃

0
d + h.c. (3.14)

3.2.3 Masses des charginos

Ici on considère les higgsinos chargés H̃+
u et H̃−

d , aussi les jauginos chargés W̃
+ et

W̃−. Dans le MSSM l’origine des masses des charginos est complètement analogue

à celles présentées dans la section 3.2.2 et prennent la forme suivante :

−M2W̃
+W̃− (3.15)

−
√
2mW sin βH̃+

u W̃
− −

√
2mW cos βH̃−

d W̃
+ + h.c. (3.16)

−µH̃+
u , H̃

−
d + h.c. (3.17)

3.3 Secteur de jauge étendu

Maintenant nous présentons le modèle où le secteur de jauge est composé de

supermultiplets N = 2 et les champs chiraux de matière se trouvent dans des

représentations N = 1 de l’algèbre de supersymétrie. Aussi les multiplets de Higgs

Hu et Hd sont supposés former un hypermultiplet N = 2.

Les champs qui composent le secteur de jauge sont décrits dans le tableau 3.2.

On remarque que pour chaque multiplet de jauge N = 1 présent dans le MSSM il est

nécessaire d’ajouter un nouveau champ scalaire et un nouveau champ fermionique.

Les nouveaux champs fermioniques sont marqués avec le symbole ′ comme il est

montré dans le tableau 3.2.
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3.4 Matrice de masse des fermions

Noms Spin 0 Spin 1/2 Spin 1 SU(3), SU(2), U(1)Y
gluons Σg g̃ , g̃′ g 8, 1, 0

W Σ±W ,Σ
0
W W̃±, W̃ 0, W̃ ′±, W̃ ′0 W±,W 0 1, 3, 0

B ΣB B̃, B̃′ B 1, 1, 0

Tab. 3.2 – Champs appartenant au supermultiplet N = 2 de jauge

Maintenant il est possible de considérer des masses de Dirac en plus des masses

de Majorana des jauginos. Les termes de brisure douce du MSSM sont alors élargies

de manière à inclure les termes suivants

−1
2
(M ′

3g̃
′αg̃′α +M ′

2W̃
′αW̃ ′α +M ′

1B̃
′B̃′)

−(MD
3 g̃

αg̃′α +MD
2 W̃

αW̃ ′α +MD
1 B̃B̃

′) + h.c. (3.18)

où M ′
i sont des masses de Majorana et MD

i sont des masses de Dirac.

La supersymétrieN = 2 dans le secteur de jauge introduit de nouveaux termes de

couplage analogues aux deux derniers termes dans le lagrangien (3.9). Ces couplages

conduisent à de nouveaux termes de mélange entre jauginos et higgsinos grâce aux

valeurs prises dans le vide par les bosons de Higgs H0
u et H0

d . De manière analogue

aux termes de mélange (3.13), les termes suivants sont maintenant présents.

– Neutralinos :

−mZ

[

sin θW (sin βH̃0
dB̃

′ + cos βH̃0
uB̃

′)

− cos θW (cos βH̃0
uW̃

′0 + sin βH̃0
dW̃

′0) + h.c.
]

(3.19)

– Charginos :

−
√
2mW cos βH̃+

u W̃
′− +

√
2mW sin βH̃−

d W̃
′+ + h.c. (3.20)

3.4 Matrice de masse des fermions

Dans la suite de nos développements l’ensemble des termes calculés ci-dessus

sera rassemblé et nous présenterons les matrices de masse qui en résultent pour les

jauginos et higgsinos neutres et chargés si les masses de Dirac et Majorana sont

toutes les deux présentes.
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Chapitre 3. Application à la phénoménologie : masses de Dirac et Majorana pour
les jauginos

3.4.1 Neutralinos

Les termes de masse des neutralinos ont été présentés dans les expressions (3.12)-

(3.14), (3.18) et (3.19). Dans la base (B̃′, B̃, W̃ ′0, W̃ 0, H̃0
d , H̃

0
u) la matrice de masse

des neutralinos prend la forme suivante :

Mne =

















M ′
1 MD

1 0 0 mZsW sβ mZsW cβ
MD
1 M1 0 0 −mZsW cβ mZsW sβ
0 0 M ′

2 MD
2 −mZcW sβ −mZcW cβ

0 0 MD
2 M2 mZcW cβ −mZcW sβ

mZsW sβ −mZsW cβ −mZcW sβ mZcW cβ 0 −µ
mZsW cβ mZsW sβ −mZcW cβ −mZcW sβ −µ 0

















(3.21)

où cW = cos θW , sW = sin θW , cβ = cos β et sβ = sin β.

Il est clair que cette matrice 6 × 6 mènera en général à des expressions très

longues des états propres de masse des neutralinos. Un cas simple est obtenu si les

termes proportionnels à mZ en (3.21) sont petits par rapport aux autres entrées de

la matrice et peuvent être traités comme des perturbations. Si en plus les masses

de Majorana sont symétriques entre les fermions avec ou sans ′ : M ′
1 = M1 et

M ′
2 =M2, les états propres de masse des higgsinos sont donnés approximativement

par les combinaisons

H̃0
S '

1√
2
(H̃0

u + H̃0
d) , H̃0

A '
1√
2
(H̃0

u − H̃0
d) (3.22)

qui ont tous les deux une masse carrée égale à µ2. Les états propres de masse des

jauginos neutres, à l’ordre dominante en mZ/Mi, sont donnés par

B̃S =
1√
2
(B̃ + B̃′) , B̃A =

1√
2
(B̃ − B̃′) (3.23)

W̃ 0
S =

1√
2
(W̃ 0 + W̃ ′0) , W̃ 0

A =
1√
2
(W̃ 0 − W̃ ′0) (3.24)

avec masses

mB̃S
'M1 +MD

1 , mB̃A
'M1 −MD

1 (3.25)

mW̃ 0
S
'M2 +MD

2 mW̃ 0
A
'M2 −MD

2 . (3.26)

Le rapport entre les masses de Dirac et de Majorana peut être exprimé à l’aide de

l’angle θD définie par tan
(

θD
)

= MD/M . Ou, de manière alternative, l’angle θD
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3.4 Matrice de masse des fermions

peut être mesuré par

sin
(

2θDB
)

=
m2
B̃S
−m2

B̃A

m2
B̃S

+m2
B̃A

(3.27)

et

sin
(

2θDW
)

=
m2
W̃ 0
S

−m2
W̃ 0
A

m2
W̃ 0
S

+m2
W̃ 0
A

. (3.28)

3.4.2 Charginos

Les termes de masse des charginos peuvent être exprimés dans la forme

−1

2
((v−)TMChv

+ + (v+)TMT
Chv

− + h.c) (3.29)

où nous avons adopté la base v+ = (W̃ ′+, W̃+, H̃+
u ), v

− = (W̃ ′−, W̃−, H̃−
d ). L’en-

semble des termes décrits dans les expressions (3.15)-( 3.17), (3.18) et (3.20) im-

pliquent la matrice de masse des charginos suivante :

MCh =





M ′
2 MD

2

√
2mW cos β

MD
2 M2

√
2mW sin β

−
√
2mW sin β

√
2mW cos β µ



 . (3.30)

Cette matrice n’est pas symétrique et peut être diagonalisée par des transformations

unitaires indépendantes dans les bases v+ et v−, Mdiag
Ch = U †MChV , où les matrices

U et V sont unitaires.

Pour le cas simple considéré dans la section précédente, où les termes propor-

tionnels à mZ peuvent être traités comme des perturbations et M ′
2 = M2, les états

propres de masse des higgsinos sont donnés approximativement par H̃+
u et H̃−

d , tous

les deux ont une masse carrée égale à µ2. Les états propres de masse des jauginos

chargés, à l’ordre dominante en mZ/Mi, sont donnés par les combinaisons

W̃+
S '

1√
2
(W̃+ + W̃ ′+) , W̃+

A '
1√
2
(W̃+ − W̃ ′+) (3.31)

W̃−
S '

1√
2
(W̃− + W̃ ′−) , W̃−

A '
1√
2
(W̃− − W̃ ′−) (3.32)

avec masses respectives

m2
W̃+

S

' (M2 +MD
2 )2 , m2

W̃+

A

' (M2 −MD
2 )2 (3.33)

m2
W̃−

S

' (M2 +MD
2 )2 , m2

W̃−

A

' (M2 −MD
2 )2. (3.34)
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Chapitre 3. Application à la phénoménologie : masses de Dirac et Majorana pour
les jauginos

On remarque que dans cette limite les winos ont des masses approximativement

dégénérées : m2
W̃ 0
S

≈ m2
W̃+

S

≈ m2
W̃−

S

et m2
W̃ 0
A

≈ m2
W̃+

A

≈ m2
W̃−

A

.

3.4.3 Gluinos

Les gluinos g̃ et g̃′ se trouvent dans la représentations 8 de couleur. Ce fait

implique que des mélanges entre gluinos et autres fermions ne sont pas présents.

Ainsi les seuls termes de masse possibles pour les gluinos sont les masses de brisure

douce de supersymétrie qui ont été présentés dans les expressions (3.11) et (3.18).

Dans la base (g̃′, g̃) la matrice de masse des gluinos s’écrit donc de la manière

suivante :

MGlu =

(

M ′
3 MD

3

MD
3 M3

)

. (3.35)

Nous allons considérer dans la suite de cette section deux limites différentes. Le

premier cas correspond à des masses de Majorana des jauginos symétriques pour les

fermions avec et sans ′ :M ′
3 =M3. L’analyse de la matrice de masse des gluinos pour

ce cas est très proche de celle présentée après l’équation (3.22). Les états propres de

masse des gluinos sont les suivants

g̃S =
1√
2
(g̃ + g̃′) , g̃A =

1√
2
(g̃ − g̃′) (3.36)

et leurs masses sont respectivement

mg̃S =M3 +MD
3 , mg̃A =M3 −MD

3 . (3.37)

Aussi le rapport entre les masses de Dirac et Majorana est paramétré par l’angle

tan
(

θDg
)

=MD
3 /M3, ou de manière équivalente par

sin
(

2θDg
)

=
m2
g̃S
−m2

g̃A

m2
g̃S

+m2
g̃A

. (3.38)

La deuxième limite correspond à une des masses de Majorana, M ′
3, très petite

par rapport aux autres entrées de la matrice de masse (3.35). Dans cette limite les

états propres de masse des gluinos sont donnés approximativement par

g̃1 ' cosα g̃ − sinα g̃′ , g̃2 ' sinα g̃ + cosα g̃′ (3.39)

où l’angle α est défini comme

tanα = −1

2

[

1 +
√

1 + 4 tan2
(

θDg
)

]

cot
(

θDg
)

(3.40)
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3.5 Interactions

et à nouveau tan
(

θDg
)

=MD
3 /M3. Les masses des gluinos ont les valeurs

mg̃1 '
M

2

(

1 +
√

1 + 4 tan2
(

θDg
)

)

, mg̃2 '
M

2

(

1−
√

1 + 4 tan2
(

θDg
)

)

(3.41)

et le rapport entre les masses de Dirac et Majorana est paramétré par

sin2
(

θDg
)

=
|mg̃1mg̃2|

m2
g̃1
+m2

g̃2
+ |mg̃1mg̃2|

. (3.42)

3.5 Interactions

Dans la suite de nos développements nous nous intéressons aux interactions entre

les champs du secteur de jauge étendu et les champs du MSSM. Tout d’abord il

conviendra de rappeler les interactions entre les jauginos, higgsinos et bosons de

Higgs présents dans le MSSM :

− g√
2

(

H∗
uσ

iH̃uW̃
i +H∗

dσ
iH̃dW̃

i
)

− g′√
2

(

H∗
uH̃uB̃ −H∗

dH̃dB̃
)

(3.43)

où g et g′ sont les constantes de couplage des groupes de jauge SU(2) et U(1)Y

respectivement.

Les champs des deux multiplets de Higgs Hu et Hd forment un hypermultiplet

N = 2 dans le modèle considéré ici, grâce à cela, leurs interactions avec les nouveaux

fermions W ′ et B′ sont donnés par

− g√
2

[

Hu · (σiH̃d)W̃
′i +Hd · (σiH̃u)W̃

′i
]

− g′√
2

(

Hd · H̃uB̃
′ −Hu · H̃dB̃

′
)

. (3.44)

Il peut être directement vérifié que ces interactions et la brisure spontanée de la

symétrie électrofaible impliquent les mélanges entre jauginos et higgsinos présents

dans les matrices de masse des neutralinos et charginos.

3.6 Les nouveaux scalaires

En plus des nouveaux fermions qui ont été présentés ci-dessus, des champs sca-

laires dans la représentation adjointe font aussi partie des supermultiplets N = 2

vectoriels. Ces scalaires sont appelés Σg, ΣW et ΣB. Ils couplent aux bosons de Higgs

par le superpotentiel et à travers leurs F -termes ils modifient les termes quartiques
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Chapitre 3. Application à la phénoménologie : masses de Dirac et Majorana pour
les jauginos

du potentiel des scalaires de Higgs à l’ordre des arbres par la présence des nouveaux

termes :

−g
2

2

∑

i

∣

∣Hu · σiHd

∣

∣

2 − g′2

2
|Hu ·Hd|2 . (3.45)

Ces nouveaux scalaires possèdent des masses différentes de zéro, données par les

termes de brisure douce de supersymétrie suivants :

−1
2
m2
3SΣ

α
gΣ

∗α
g − 1

2
m2
3AΣ

α
gΣ

α
g − 1

2
m2
2SΣ

α
WΣ∗αW

−1
2
m2
2AΣ

α
WΣα

W − 1
2
m2
1SΣBΣ

∗
B.− 1

2
m2
1AΣBΣB. (3.46)

avec m2
iS > m2

iA. Si les masses en (3.46) sont suffisamment grandes par rapport aux

masses des bosons de Higgs, dans la théorie à basse énergie ces nouveaux champs

scalaires découplent et le potentiel scalaire est celui présent dans le MSSM plus

les contributions provenant des termes quartiques (3.45) [45]. Une remarque perti-

nente est que la contribution citée ci-dessus disparâıt si les nouveaux scalaires sont

découplés de façon supersymétrique, grâce à une grande masse supersymétrique.
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Chapitre 4

Univers branaires dans un espace

temps à cinq dimensions

Les théories présentant des dimensions supplémentaires peuvent contenir plu-

sieurs secteurs, par exemple chaque brane et le volume extra dimensionnel seront

des secteurs distincts. Si on considère chaque secteur séparément, la supersymétrie

peut être brisée dans chaque secteur par des mécanismes spécifiques à lui, ce qui

conduit à la présence des Goldstinos. Dans les théories considérées dans ce chapitre,

ces différents secteurs communiquent seulement par des interactions gravitation-

nelles et une fois la théorie complète considérée, seules certaines combinaisons des

Goldstinos associés à chaque secteur sont de vrais Goldstinos qui seront absorbés

pour devenir les composantes longitudinales des gravitinos massifs par le processus

de super-Higgs. Les autres combinaisons, orthogonales aux vrais Goldstinos, sont ap-

pelées les pseudo-Goldstinos et sont des états de spin 1/2 qui restent tels quels dans

la théorie à basse énergie, c’est-à-dire qu’ils ne sont pas absorbés par le gravitino

dans le processus de super-Higgs.

Dans ce chapitre nous montrerons explicitement comment ce mécanisme se met

en place. Le fil conducteur sera un modèle à cinq dimensions de espace-temps où la

compactification est faite sur l’orbifold S1/Z2.

Ce chapitre se divise en deux parties, la première concerne la section 4.1 où une

extension de la supergravité à cinq dimensions comprenant des nouveaux champs

auxiliaires est bâtie. Cette nouvelle extension de la supergravité pentadimension-

nelle permet le couplage des branes (où la supersymétrie est brisée) aux champs de

supergravité du volume à cinq dimensions. La deuxième partie est présentée dans

la section 4.2 et concerne les détails du mécanisme de super-Higgs qui sera étudié

dans les jauges Rξ et unitaire. La brisure de supersymétrie qui donne origine à ce

mécanisme est due à la présence de F -termes localisés sur les branes et au mécanisme
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

de Scherk-Schwarz dans le volume à cinq dimensions. Dans cette section les masses

des gravitinos et le spectre des pseudo-Goldstinos sont calculés.

4.1 La théorie dans l’intervalle, sur les branes et

leurs couplages

On considère un espace-temps avec cinq dimensions paramétrées par des co-

ordonnées (xµ, x5), où µ = 0, · · · , 3. x5 ≡ y correspond à l’intervalle S1/Z2. Cet

intervalle est obtenu par un “orbifold” du cercle de longueur 2πR (y ∼ y + 2πR)

où on identifie y ∼ −y. Cette construction est représentée schématiquement dans la

figure 4.1.

Fig. 4.1 – L’intervalle y vu comme l’orbifold S1/Z2. Les points fixes de l’orbifold
deviennent les frontières de l’intervalle.

Les champs de matière se trouvent sur des branes localisées, par exemple, aux

points y = yn. Nous supposerons ici qu’il y a seulement deux branes aux frontières

yn = yf ∈ {0, πR}. L’action correspondante peut être écrite dans la forme suivante1 :

S =

∫ 2πR

0

dy

∫

d4x

{

1

2
LV ol + L0δ(y) + Lπδ(y − πR)

}

. (4.1)

4.1.1 Supergravité à cinq dimensions

L’action dans le volume à cinq dimensions décrit la supergravité. Son contenu

minimal dans la version sur couche de masse2 étant le fünfbein eAM , le gravitino ψMI

1Le facteur 1

2
devant LV ol dans l’équation (4.1) a l’origine suivante :

∫

d5x =
∫ πR

0
dy

∫

d4x =
1

2

∫ 2πR

0
dy

∫

d4x.
2dans description sur couche de masse des champs auxiliaires ne sont pas présents
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4.1 La théorie dans l’intervalle, sur les branes et leurs couplages

et le graviphoton BM . Le lagrangien est donné par 3 [48] :

LSUGRA = e5

{

− 1

2
R (ω) +

i

2
Ψ̌I
MΓMNPDNΨPI −

1

4
FMNF

MN

−i
√
6

16
FMN

(

2Ψ̌MIΨN
I + Ψ̌I

PΓ
MNPQΨQI

)

− 1

6
√
6
εABCDEFABFCDBE

}

. (4.2)

Aussi, les transformations de supersymétrie sont les suivantes4 :

δ′e
A
M = iΞ̌IΓAΨMI

δ′BM = i

√
6

2
Ψ̌I
MΞI

δ′ΨMI = 2DMΞI +
1

2
√
6
FNP (ΓMNP − 4gMPΓN) ΞI (4.3)

où Ξ est le paramètre de la transformation de supersymétrie et FMN = ∂MBN −
∂NBM . On note ici l’utilisation du symbole δ′ pour les transformations des champs,

le symbole δ est réservé pour les transformations définies dans la section 4.1.3 qui

vont inclure des nouveaux termes.

Les spineurs ΨMI et ΞI sont des spineurs de Majorana symplectiques dans l’es-

pace temps à cinq dimensions, leurs propriétés sont décrites dans l’annexe A.

Dans la suite du présent chapitre on utilisera la notation de spineur à deux

composantes, aussi décrite dans l’annexe A. Dans cette notation, le gravitino à cinq

dimensions ΨMI s’écrit :

ΨM1 =

(

ψM1
ψM2

)

, ΨM2 =

(

−ψM2
ψM1

)

(4.4)

où les spineurs ψMI sont des spineurs de Weyl à deux composantes.

L’on présentera ici les expressions explicites du lagrangien (4.2) et les transfor-

mations de supersymétrie (4.3) en notation de spineur à deux composantes. On fixe

ea5 = 0 et e5̂µ = 0 dans les expressions suivantes. Le lagrangien dans le volume à cinq

dimensions qui décrit la supergravité s’écrit :

LSUGRA = LBoson + LFermi, (4.5)

3Sauf indication explicite, nous prenons κ, ~ et c égaux à 1. Voir l’annexe A pour nos conventions.
4Ici l’approximation suivante est admise : on néglige dans le lagrangien les termes qui sont

quartiques dans les champs fermioniques et dans les transformations de supersymétrie on néglige
les termes cubiques dans les champs fermioniques.
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

où le lagrangien bosonique est donné par :

LBoson = −e5
{

1

2
R (ω) +

1

4
FMNF

MN +
1

6
√
6
εABCDEFABFCDBE

}

. (4.6)

La partie fermionique du lagrangien (4.5), en notation de spineur à deux compo-

santes, s’écrit :

LFermi = e5

{

1

2
εµνρλ

(

ψµ1σνDρψλ1 + ψµ2σνDρψλ2
)

+e5
5̂
(ψµ1σ

µνD5ψν2 − ψµ2σ
µνD5ψν1)

−e5
5̂
(ψ51σ

µνDµψν2 − ψ52σ
µνDµψν1 + ψµ1σ

µνDνψ52 − ψµ2σ
µνDνψ51)

−i
√
6

8
e5
5̂
εµνρλFµν

(

ψλ1σρψ51 + ψλ2σρψ52 + iψρ1ψλ2
)

+i

√
6

4

[

F µνψµ1ψν2 + F µ5 (ψµ1ψ52 − ψµ2ψ51)
]

+i

√
6

8
e5
5̂
εµνρλFµ5

(

ψρ1σνψλ1 + ψρ2σνψλ2
)

+ h.c.

}

. (4.7)

Les dérivées covariantes utilisées ici sont définies en (A.26).

Pour exprimer les transformations de supersymétrie (4.3) en notation de spineur

à deux composantes on suit la définition suivante des paramètres de transformation

de supersymétrie :

Ξ1 = −Ξ2 =
(

ξ1
ξ2

)

, Ξ2 = Ξ1 =

(

−ξ2
ξ1

)

Ξ̌1 = −Ξ̌2 =
(

−ξ1, ξ2
)

, Ξ̌2 = Ξ̌1 =
(

ξ2, ξ1
)

. (4.8)
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4.1 La théorie dans l’intervalle, sur les branes et leurs couplages

Les transformations de supersymétrie s’expriment de la façon suivante :

δ′e
a
M = i

(

ξ1σ
aψM1 + ξ2σ

aψM2
)

+ h.c.

δ′e
5̂
M = ξ2ψM1 − ξ1ψM2 + h.c.

δ′BM = i

√
6

2
(ξ1ψM2 − ξ2ψM1) + h.c.

δ′ψµ1 = 2Dµξ1 +
1

2
√
6
F νρ

(

iεµνρλσ
λ − 4gµρσν

)

ξ2 − i
2√
6
e5̂5F

ν5 (σµν + gµν) ξ1

δ′ψµ2 = 2Dµξ2 −
1

2
√
6
F νρ

(

iεµνρλσ
λ − 4gµρσν

)

ξ1 − i
2√
6
e5̂5F

ν5 (σµν + gµν) ξ2

δ′ψ51 = 2D5ξ1 − i
1√
6
e5̂5Fµνσ

µνξ1 −
2√
6
Fµ5σ

µξ2

δ′ψ52 = 2D5ξ2 − i
1√
6
e5̂5Fµνσ

µνξ2 +
2√
6
Fµ5σ

µξ1. (4.9)

Chaque champ ϕ possède des transformations bien définies sur l’action de Z2 :

Z2 : ϕ(y)→ P0ϕ(−y). (4.10)

Ces transformations nous permettent de définir l’orbifold S1/Z2 à partir de la com-

pactification sur le cercle S1. On appelle P0 la parité du champ ϕ au point y = 0. On

doit définir P0 pour chaque champ de façon à ce que le lagrangien (4.2) et les trans-

formations de supersymétrie (4.3) soient invariantes sur l’action de la transformation

(4.10).

Au point y = 0 on suppose les parités suivantes pour le fünfbein :

eaµ(−y) = +eaµ(y), ea5(−y) = −ea5(y), e5̂µ(−y) = −e5̂µ(y), e5̂5(−y) = +e5̂5(y).

(4.11)

Les parités ci-dessus impliquent que ψM1 et ψM2 doivent avoir des parités opposées

pour que le lagrangien (4.2) soit invariant sur la transformation Z2. Le lagrangien

(4.2) est aussi invariant sur la symétrie SU(2)R. Cette symétrie transforme les gra-

vitinos ψM1 et ψM2 dans la représentation 2 de SU(2)R :

SU(2)R : ψNI → UI
JψNJ (4.12)

où U ∈ SU(2)R. On peut donc, sans perte de généralité, faire le choix suivant :

ψµ1(−y) = +ψµ1(y). (4.13)
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

La parité des autres champs au point y = 0 découle des équations (4.11) et (4.13) si

on cherche des parités qui laissent les transformations (4.9) invariantes sur l’action

de la symétrie (4.10). Ces parités sont montrées au tableau 4.1 :

P0 = +1 eaµ e5̂5 B5 ψµ1 ψ52 ξ1
P0 = −1 ea5 e5̂µ Bµ ψµ2 ψ51 ξ2

Tab. 4.1 – Parités des champs du multiplet de supergravité au point y = 0.

On doit aussi imposer les conditions de périodicité des champs. Comme montré

dans la section 1.2 on peut choisir les conditions suivantes :

(

ψM1(y + 2πR)
ψM2(y + 2πR)

)

=

(

cos(2πω) sin(2πω)
− sin(2πω) cos(2πω)

)(

ψM1(y)
ψM2(y)

)

. (4.14)

Si ω 6= 0, les conditions (4.14) correspondent à la mise en oeuvre la brisure de

supersymétrie par le mécanisme de Scherk-Schwarz [31]. Dans la section 4.1.5 il sera

montré que les masses localisées pour les gravitinos peuvent être absorbées par un

mécanisme de Scherk-Schwarz généralisé.

Il faut aussi imposer des parités Pπ pour chaque champ ϕ au point y = πR :

ϕ(πR + y) = Pπϕ(πR− y), (4.15)

de manière à ce que le lagrangien (4.5) et les transformations de supersymétrie (4.9)

soient invariants.

On prends les parités suivantes pour le fünfbein,

eaµ(πR− y) = +eaµ(πR + y), ea5(πR− y) = −ea5(πR + y)

e5̂µ(πR− y) = −e5̂µ(πR + y), e5̂5(πR− y) = +e5̂5(πR + y). (4.16)

Pour obtenir de la cohérence entre les parités choisis au point y = 0, et les équations

(4.14) il faut imposer les parités au point y = πR de la façon suivante :

ψM+(πR− y) = ψM+(πR + y)

ψM−(πR− y) = −ψM−(πR + y) (4.17)

avec,

ψµ+ = cos(πω)ψµ1 − sin(πω)ψµ2

ψµ− = sin(πω)ψµ1 + cos(πω)ψµ2

ψ5+ = sin(πω)ψ51 + cos(πω)ψ52

ψ5− = cos(πω)ψ51 − sin(πω)ψ52. (4.18)
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4.1 La théorie dans l’intervalle, sur les branes et leurs couplages

Les transformations de supersymétrie (4.9) déterminent les parités des autres

champs. Le résultat est montré au tableau4.2, dans lequel on a utilisé les définitions

suivantes :

ξ+ = cos(πω)ξ1 − sin(πω)ξ2

ξ− = sin(πω)ξ1 + cos(πω)ξ2. (4.19)

Pπ = +1 eaµ e5̂5 B5 ψµ+ ψ5+ ξ+
Pπ = −1 ea5 e5̂µ Bµ ψµ− ψ5− ξ−

Tab. 4.2 – Parités des champs du multiplet de supergravité au point y = πR.

4.1.2 Branes aux frontières de la cinquième dimension

Les champs du multiplet de supergravité discutés précédemment couplent aux

champs de matière qui se trouvent sur les branes. Ici on considère le cas le plus

simple où les branes se situent aux bords de la cinquième dimension, à yb = 0, πR.

Les multiplets de matière correspondent à Nb multiplets chiraux. Ce scénario peut

être généralisé à plusieurs branes localisées sur différents points de l’orbifold S1/Z2,

cette généralisation sera présentée dans la section 4.1.7.

Dans chaque multiplet chiral sont présents un champ scalaire φib et un champ

fermionique χib (i = 1, · · · , Nb). Les champs appartenant à ces multiplets chiraux

couplent aux champs du multiplet de supergravité qui sont pairs selon les parités

(4.10) ou (4.15) au point y = yb. Par exemple, les champs du volume qui sont pairs

au point y = 0 sont les suivants : eaµ, e
5̂
5, B5, ψµ1, ψ52 et ξ1. Le lagrangien sur la

brane 0 est donné ci-dessous [36] :

L0 = e4

{

− 1

2
gij∗∂µφ

i
0∂

µφ∗j0 − i
1

2
gij∗χ

j
0σ

µD̃µχ
i
0

+
1

8

(

G0j∂µφj0 − G0j∗∂µφ∗j0
)

εµνρλψρ1σλψν1

−eG0/2

[

ψµ1σ
µνψν1 + i

√
2

2
G0j∗χj0σµψµ1 +

1

2

(

G0ij + G0iG0j − ΓkijG0k
)∗
χi0χ

j
0

]

−
√
2

2
gij∗∂νφ

∗j
0 χ

i
0σ

µσνψµ1 −
1

2
eG0
(

gij
∗G0iG0j∗ − 3

)

+ h.c.

}

, (4.20)
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

où la dérivée covariante des fermions chiraux est donnée par :

D̃µχ
i
0 = ∂µχ

i
0 +

1

2
ωµabσ

abχi0 + Γijk∂µφ
j
0χ

k
0 −

1

4

(

G0j∂µφj0 − G0j∗∂µφ∗j0
)

χi0 (4.21)

et G0(φ0, φ∗0) est une fonction réelle des champs φ0 et φ
∗
0, appelée fonction de Kähler.

Pour les dérivées de la fonction de Kähler on emploie les notations suivantes :

G0j =
∂

∂φj0
G0, G0j∗ =

∂

∂φ∗j0
G0, G0ij =

∂2

∂φi0∂φ
j
0

G0. (4.22)

On note aussi que la métrique gij∗ , la métrique inverse gij
∗

et les symboles de Chris-

toffel Γkij de la variété de Kähler ont les expressions suivantes :

gij∗ =
∂2

∂φi0∂φ
∗j
0

G0, gij∗g
j∗k = δki , Γkij = gkl

∗ ∂

∂φi0
gjl∗ . (4.23)

La fonction G0(φ0, φ∗0) est liée au potentiel de Kähler K0 et au superpotentiel W0

par :

G0(φ0, φ∗0) = K0(φ0, φ
∗
0) + ln [W0(φ0)] + ln [W0(φ0)]

∗ . (4.24)

Il est utile de définir l’action 5 :

S
(0)
4d =

∫

d4x

{

−1

2
e4R̂(ω̂) + e4ε

µνρλψµ1σνD̂ρψλ1 + L0
}

(4.25)

où R̂(ω̂) et D̂ρψλ1 sont définis dans les équations (A.6) et (A.7). L’action ci-dessus

est invariante sous les transformations locales de supersymétrie à quatre dimensions :

δeaµ = i
(

ξ1σ
aψµ1

)

+ h.c.

δφi0 =
√
2ξ1χ

i
0

δχi0 = i
√
2σµξ1∂µφ

i
0 −

√
2eG0/2gij

∗G0j∗ξ1

δψµ1 = 2D̂µξ1 +
1

2

(

G0j∂µφj0 − G0j∗∂µφ∗j0
)

ξ1 + ieG0/2σµξ1. (4.26)

La présence d’un terme de masse localisé pour le gravitino ψµ1 dans le lagrangien

(4.20) est très importante. Si
〈

cig
ij∗G0j∗

〉

est différent de zéro, alors le champ ciχ
i
0 est

le Goldstino associé à la brisure de supersymétrie dans la brane 0, la transformation

5Ici on prend Fµ5 = 0 sur branes.
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4.1 La théorie dans l’intervalle, sur les branes et leurs couplages

de supersymétrie du champ ciχ
i
0 obtenue à partir des transformations (4.26) est non

linéaire.

Une description équivalente des couplages de Nπ multiplets chiraux {φiπ, χiπ}
(i = 1, · · · , Nπ) présents sur la brane π aux champs de supergravité est obtenue de

manière équivalente, si les substitutions suivantes sont effectuées :

brane 0→ brane π :

{

L0 → Lπ, φi0 → φiπ, χi0 → χiπ, G0 → Gπ,
ψµ1 → ψµ+, ξ1 → ξ+, K0 → Kπ, W0 → Wπ.

(4.27)

4.1.3 Couplage des branes au volume

L’objectif de cette section est d’étudier les configurations où la supersymétrie

peut être brisée spontanément par la présence de F -termes différents de zéro pour

les multiplets chiraux localisés sur les branes, en plus d’un possible mécanisme de

Scherk-Schwarz dans le volume à cinq dimensions.

Pour qu’on puisse voir clairement la brisure de symétrie comme un phénomène

spontané, l’action sur les branes est écrite en terme des fonctions de Kähler Gb. Les
termes qui génèrent la brisure de supersymétrie sur les branes peuvent être identifiés

aux valeurs dans le vide des champs auxiliaires. Le couplage de ces champs auxiliaires

au multiplet de supergravité du volume à cinq dimensions requiert la présence de

nouveaux champs auxiliaires pour l’action de supergravité à cinq dimensions décrite

en (4.2). Cette question est analogue au cas de brisure spontanée de la supersymétrie

globale étudié par Mirabelli et Peskin [28], où , comme décrit au chapitre 2, pour

maintenir la supersymétrie globale manifeste l’introduction de champs auxiliaires

dans le volume à cinq dimensions est nécessaire. Ici nous présentons une extension

hors couche de masse partielle de la supergravité pentadimensionnelle qui possède

un nombre minimal de champs auxiliaires. Ces champs auxiliaires sont nuls dans

la limite supersymétrique et leur valeurs aux bords de la cinquième dimension sont

proportionnels aux valeurs dans le vide des champs auxiliaires qui brisent la su-

persymétrie sur les branes, comme montrée dans le équations 4.32 et 4.33. Si ces

champs auxiliaires sont éliminés par leurs équations du mouvement pour retrouver

une description sur couche de masse, on constate la présence de termes singuliers

proportionnels à δ(0), à nouveau comme en [28]. Ce phénomène impose une ré-

somation soigneuse des champs de Kaluza-Klein du volume à cinq dimensions pour

pouvoir en tirer des résultats fiables.
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

Le lagrangien des champs auxiliaires

On introduit deux champs auxiliaires : u et vM , u est un champ scalaire réel et

vM est un champ vectoriel réel à cinq dimensions.

Le lagrangien qui décrit la supergravité dans le volume à cinq dimensions s’écrit

maintenant comme :

LV ol = LSUGRA + LAUX , (4.28)

où LSUGRA est le lagrangien donnée en (4.5) et LAUX est donnée par :

LAUX = e5
1

2

(

uu+ vMv
M
)

. (4.29)

Pour tenir compte des valeurs dans le vide des champs auxiliaires localisés sur les

branes qui brisent la supersymétrie, les transformations de supersymétrie des champs

dynamiques dans le volume à cinq dimensions sont modifié de la façon suivante :

δeAM = δ′e
A
M

δBM = δ′BM

δψµ1 = δ′ψµ1 + ivµξ1 + iuσµξ1

δψµ2 = δ′ψµ2 + ivµξ2 + iuσµξ2

δψ51 = δ′ψ51 − 4eGπ/2 sin(ωπ)ξ+δ(y − πR)

δψ52 = δ′ψ52 − 4eG0/2ξ1δ(y)− 4eGπ/2 cos(ωπ)ξ+δ(y − πR) (4.30)

où les transformations de supersymétrie δ′ ont été définies dans les équations (4.9).

Les champs u et vµ sont tous les deux pairs par rapport à l’action de la symétrie

Z2, sur les deux bords de la cinquième dimension :

u(−y) = u(y), u(πR + y) = u(πR− y),

vµ(−y) = vµ(y), vµ(πR + y) = vµ(πR− y). (4.31)

Les champs auxiliaires suivent les conditions aux bords suivantes à y = 0 et y = πR :

u|y=0 = eG0/2, i vµ|y=0 =
1

2

(

G0j∂µφj0 − G0j∗∂µφ∗j0
)

, F µ5
∣

∣

y=0
= 0, (4.32)

u|y=πR = eGπ/2, i vµ|y=πR =
1

2

(

Gπj∂µφjπ − Gπj∗∂µφ∗jπ
)

, F µ5
∣

∣

y=πR
= 0. (4.33)

Ces conditions aux bords permettent l’identification des transformations de super-

symétrie des champs eaµ et ψµ1 sur la brane 0 (données par les équations (4.26)),
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4.1 La théorie dans l’intervalle, sur les branes et leurs couplages

d’une part, et les transformations de supersymétrie induites sur la brane par les

transformations des champs à cinq dimensions (données par les équations (4.30)

calculées à y = 0), d’autre part. Un résultat similaire peut être obtenu pour la

brane π si on prend en compte les substitutions (4.27).

Les transformations de supersymétrie des champs auxiliaires

Ici on déterminera les transformations de supersymétrie des champs auxiliaires

u et vM introduits précédemment. Ces transformations seront choisies de manière à

ce que l’action totale soit invariante sous les transformations de supersymétrie.

L’action de supergravité dans le volume à cinq dimensions transforme selon les

transformations modifiées (4.30) de la façon suivante :

δ

∫

d5xLSUGRA =

∫

d5x

{

i

(

∂LSUGRA
∂ψµJ

−DN

[

∂LSUGRA
∂ (DNψµJ)

])

(

vµξJ + uσµξJ
)

+h.c.

}

−
∫

d4xe4
[

8eG0/2ξ1σ
µνDµψν1 + h.c.

]

y=0

−
∫

d4xe4
[

8eGπ/2ξ+σ
µνDµψν+ + h.c.

]

y=πR
. (4.34)

Les termes de surface dans la variation (4.34) ont par origine les termes proportion-

nels à δ(y) et δ(y− πR) dans les transformations de supersymétrie modifiées de ψ51

et ψ52. Pour garder une présentation compacte, nous n’avons pas écrit explicitement

la variation du lagrangien an relation aux gravitinos.

Le lagrangien (4.29) et les transformations de supersymétrie (4.9) impliquent la

variation suivante :

δ′

∫

d5xLAUX =

∫

d5xe5

{

1

2

(

uu+ vMv
M
) (

iξ1σ
µψµ1 + iξ2σ

µψµ2

+ξ2ψ51 − ξ1ψ52 + h.c.
)

+ uδ′u+ vMδ′v
M

}

. (4.35)

Les termes volumiques

On doit imposer des transformations de supersymétrie pour les champs auxi-

liaires de manière à ce que l’action totale soit invariante. En effet, si on prend les

transformations suivantes pour les champs auxiliaires, les termes volumiques dans
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

les variations données par les équations (4.34) et (4.35) s’annulent complètement.

δ′u = −1

2
u
(

iξ1σ
νψν1 + iξ2σ

νψν2 + ξ2ψ51 − ξ1ψ52
)

+
i

e5

[

ξJσ
µ∂LSUGRA

∂ψµJ
− ξJσ

µDN
∂LSUGRA
∂ (DNψ

µ
J )

]

+ h.c.

δ′vµ = −1

2
vµ
(

iξ1σ
νψν1 + iξ2σ

νψν2 + ξ2ψ51 − ξ1ψ52
)

− i

e5

[

ξJ
∂LSUGRA
∂ψµJ

− ξJDN
∂LSUGRA
∂ (DNψ

µ
J )

]

+ h.c.

δ′v5 = −1

2
v5
(

iξ1σ
νψν1 + iξ2σ

νψν2 + ξ2ψ51 − ξ1ψ52
)

+ h.c. (4.36)

À partir des équations (4.34) et (4.35) on peut vérifier directement que

δ
∫

d5xLSUGRA + δ′
∫

d5xLAUX = −
∫

d4xe4
[

8eG0/2ξ1σ
µνDµψν1 + h.c.

]

y=0

−
∫

d4xe4
[

8eGπ/2ξ+σ
µνDµψν+ + h.c.

]

y=πR
(4.37)

Termes localisés aux bords

Aux variations précédentes provenant du lagrangien à cinq dimensions on doit

additionner les variations provenant des lagrangiens localisés aux frontières de la

cinquième dimension. De cette façon on pourra déterminer les modifications finales

δ′ → δ à apporter aux transformations de supersymétrie des champs auxiliaires qui

permettent une action totale invariante.

Pour calculer les variations des lagrangiens localisés sur les branes on pourrait

directement utiliser (4.30) et (4.20). C´est un chemin direct mais très long. Nous

montrerons ici une astuce qui permettra d’obtenir le résultat correct de façon beau-

coup plus rapide. Du fait que l’action (4.25) soit invariante sous les transformations

de supersymétrie (4.26) on peut déduire

δ

∫

d4xL0 = −δSSugra Minimale

SSugra Minimale =

∫

d4x

{

−1

2
e4R̂(ω̂) + e4ε

µνρλψµ1σνD̂ρψλ1

}

. (4.38)

On note que l’action SSugra Minimale est invariante sous les transformations de su-

persymétrie suivantes :

δM.S.e
a
µ = i

(

ξ1σ
aψµ1

)

+ h.c.

δM.S.ψµ1 = 2D̂µξ1, (4.39)

60

te
l-0

04
03

26
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Ju

l 2
00

9



4.1 La théorie dans l’intervalle, sur les branes et leurs couplages

où D̂µξ1 est définie dans l’équation (A.7). Maintenant on peut facilement calculer la

variation de supersymétrie du lagrangien localisé à la brane 0 :

δ

∫

d4xL0 =

∫

d4xe4

{

1

2
εµνρλ

(

G0j∂µφj0 − G0j∗∂µφ∗j0
)

ξ1σνD̂ρψλ1

+4eG0/2ξ1σ
µνD̂µψν1 + h.c.

}

. (4.40)

Les parités du fünfbein (tableau 4.1), équations (A.26) et (A.7) impliquent

D̂µψ = Dµψ au bord y = 0. Les conditions au bord (4.32) nous permettent d’écrire :

δ

∫

d4xL0 =
∫

d4x
[

e4
(

iεµνρλvµξ1σνDρψλ1 + 4eG0/2ξ1σ
µνDµψν1 + h.c.

)]

y=0
.

(4.41)

Pour développer la même analyse pour la brane π il suffit de prendre en compte

les substitutions (4.27) dans les formules présentées précédemment. Ici on écrit seule-

ment le résultat final :

δ

∫

d4xLπ =

∫

d4x
[

e4
(

iεµνρλvµξ+σνDρψλ+ + 4eGπ/2ξ+σ
µνDµψν+ + h.c.

)]

y=πR
.

(4.42)

On modifie les transformations de supersymétrie des champs auxiliaires de la

façon suivante, ce qui permettra d’obtenir une action totale invariante.

δu = δ′u

δvµ = δ′vµ + cµ0δ(y) + cµπδ(y − πR)

δv5 = δ′v5. (4.43)

Les coefficients cµ0 et cµπ sont obtenus en prenant en compte les différentes parties

de la variation de l’action totale, données dans les équations (4.37), (4.41) et (4.42).

À l’ordre 1 en cµ0 et cµπ on trouve :

δS =

∫

d4x

{

[

e4iε
µνρλvµξ1σνDρψλ1 + h.c.

]

y=0

+
[

e4iε
µνρλvµξ+σνDρψλ+ + h.c.

]

y=πR

+
1

2

[

e4e
5̂
5vµc

µ
0

]

y=0
+

1

2

[

e4e
5̂
5vµc

µ
π

]

y=πR

}

. (4.44)
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

On peut directement vérifier que si l’on prend les expressions suivantes pour cµ0 et

cµπ alors la variation de l’action totale sera égale à zéro au premier ordre en cµ0 et cµπ.

cµ0 = −2ie5
5̂
εµνρλξ1σνDρψλ1 + h.c.

cµπ = −2ie5
5̂
εµνρλξ+σνDρψλ+ + h.c. (4.45)

On note que les expressions de cµ0 et cµπ sont d’ordre deux dans les champs fermio-

niques, donc dans notre approximation, où les termes quartiques dans les champs

fermioniques sont négligés, δS = 0.

Le résultat final de cette section est récapitulé dans l’affirmation suivante : l’ac-

tion totale “volume plus branes” (4.1) est invariante sous les transformations (4.30)

et (4.43) si l’on prend en compte les parités des tableaux 4.1 et 4.2 et aussi les

conditions aux bords (4.32) et (4.33).

4.1.4 Discontinuité des champs aux bords

Une conséquence importante de la présence des termes de masse des gravitinos

localisés sur les branes est le fait que ces termes engendrent des discontinuités aux

fonctions d’onde des gravitinos, ce phénomène a été étudié en [23]. Dans cette section

on discutera la généralisation de cette étude pour le cas ω 6= 0.

Les équations du mouvement des gravitinos ψµI sont obtenues à partir des la-

grangiens (4.7) et (4.20), et prennent la forme suivante6 :

−1

2
εµνρλσν∂ρψλ1 + σµν∂5ψν2 − 2

〈

eG0/2
〉

σµνψν1δ(y)

−2
〈

eGπ/2
〉

cos(ωπ)σµνψν+δ(y − πR) + · · · = 0

−1

2
εµνρλσν∂ρψλ2 − σµν∂5ψν1 + 2

〈

eGπ/2
〉

sin(ωπ)σµνψν+δ(y − πR) + · · · = 0. (4.46)

Dans l’équation précédente · · · fait référence aux termes qui impliquent d’autres

champs en plus des gravitinos, termes lesquels on néglige pour focaliser la discussion

sur les effets importants. Ceci équivaut à ne retenir que les termes quadratiques

dans le langragien et à considérer les termes d’interaction comme des perturbations.

Les équations de couche de masse pour les gravitinos à quatre dimensions ψµI avec

masse m3/2 :

εµνρλσν∂ρψλI = −2m3/2σ
µνψνI (4.47)

6ici on suppose e5̂
5 = 1
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4.1 La théorie dans l’intervalle, sur les branes et leurs couplages

impliquent les équations du mouvement suivantes :

∂5ψµ2 +m3/2ψµ1 = 2
〈

eG0/2
〉

ψµ1δ(y) + 2
〈

eGπ/2
〉

cos(ωπ)ψµ+δ(y − πR)

∂5ψµ1 −m3/2ψµ2 = 2
〈

eGπ/2
〉

sin(ωπ)ψµ+δ(y − πR). (4.48)

On peut voir clairement dans les équations (4.48) que ψµ1 est un champ continu

autour du point y = 0 et que ψµ+ est un champ continu autour du point y = πR. Par

contre, le champ ψµ2 développe une discontinuité au point y = 0 et le champ ψµ−

développe une discontinuité au point y = πR et leurs dérivées sont proportionnelles

à la distribution de Dirac δ. Ces remarques sont montrées graphiquement sur la

figure 4.2.

Pour être plus précis, on intègre les équations (4.48) autour des points y = 0 et

y = πR et on prend en compte les parités des gravitinos montrées sur les tableaux

4.1 et 4.2. On obtient alors les expressions suivantes pour les discontinuités des

fonctions d’onde impaires des gravitinos :

lim
y→0, y>0

ψµ2(y) = ψµ2(0
+) =

〈

eG0/2
〉

ψµ1(0) = −ψµ2(0−)

lim
y→πR, y<πR

ψµ−(y) = ψµ−(πR
−) = −

〈

eGπ/2
〉

ψµ+(πR) = −ψµ−(πR+). (4.49)

1 2
 Π 4 5

 
2Π
y/R

-1

-0.5

0.5

1

Ψ

Ψ-

Ψ+

Fig. 4.2 – Les fonctions d’onde des deux gravitinos le long de l’intervalle y = x5. Les
discontinuités découlent de la présence des termes de masse des gravitinos localisés
sur les branes. Dans cet exemple on a pris la valeur ω = 1/2 pour l’angle de Scherk-
Schwarz.
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

Les transformations des gravitinos ψµI donnés dans les équations (4.30) per-

mettent de déduire que les conditions aux bords (4.49) conduisent aux conditions

aux bords suivantes pour les paramètres de supersymétrie :

ξ2(0
+) =

〈

eG0/2
〉

ξ1(0) = −ξ2(0−)

ξ−(πR
−) = −

〈

eGπ/2
〉

ξ+(πR) = −ξ−(πR+). (4.50)

Il est intéressant de noter que ces conditions aux bords assurent que les transfor-

mations de supersymétrie modifiées pour ψ5I ne sont pas singulières car les termes

proportionnels à δ(y) et δ(y−πR) s’annulent avec des termes provenant des dérivées

∂5ξ2 autour du point y = 0 et de ∂5ξ− autour du point y = πR.

On adresse maintenant des questions liées à la relation entre l’approche qui utilise

l’orbifold (celle-ci a été utilisée jusqu’ici) et l’approche qui utilise l’intervalle comme

description de la cinquième dimension. Jusqu’ici on ne s’est pas inquiété des termes

de surface quand des intégrations par parties le long de la cinquième dimension sont

utilisées, par contre dans l’approche de l’intervalle ces termes des bords sont une

question centrale. On va illustrer, à travers un exemple, comment la construction

précédente peut être comprise dans l’approche de l’intervalle.

Lorsqu’on a calculé la variation de
∫

d5xLSUGRA dans l’équation (4.34) une

intégration par parties le long de y a été nécessaire. Si les champs impairs peuvent

être discontinus sur les branes, alors les fonctions d’onde ψµ2(0
+) et ψµ−(πR

−) se-

ront peut être non nulles. Donc, dans l’approche de l’intervalle il faut être prudent

et prendre en compte les termes de surface suivants dans δ
∫

d5xLSUGRA :

δ

∫

d5xLSUGRA
∣

∣

∣

∣

SurfaceTerms

=

∫

d4x

[

i
∂LSUGRA
∂ (D5ψµJ)

(

vµξJ + uσµξJ
)

+ h.c.

]y=πR−

y=0+
.

(4.51)

Alors le lagrangien (4.7) implique

δ

∫

d5xLSUGRA
∣

∣

∣

∣

SurfaceTerms

= i

∫

d4x
[

e4ψµ+σ
µν
(

vµξ− + uσµξ−
)

−ψµ−σµν
(

vµξ+ + uσµξ+
)

+ h.c.
]

y=πR−

−i
∫

d4x
[

e4ψµ1σ
µν
(

vµξ2 + uσµξ2
)

−ψµ2σµν
(

vµξ1 + uσµξ1
)

+ h.c.
]

y=0+
(4.52)
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4.1 La théorie dans l’intervalle, sur les branes et leurs couplages

et les conditions aux bords (4.49) et (4.50) conduisent à :

δ

∫

d5xLSUGRA
∣

∣

∣

∣

SurfaceTerms

= 0. (4.53)

4.1.5 Mécanisme de Scherk-Schwarz généralisé

Une question importante est la relation entre les différents termes de masse des

gravitinos, notamment ceux localisés sur les branes, et la brisure de supersymétrie

par le mécanisme de Scherk-Schwarz quand la dimension supplémentaire est com-

pactifiée. Cette section rassemble les résultats concernant ces questions.

Souvent il est utile d’employer des champs périodiques (ψ̃MI(x, y + 2πR) =

ψ̃MI(x, y)) contrairement aux champs ψMI employés jusqu’ici qui prennent des va-

leurs multiples. Ces deux bases sont reliées par la rotation suivante :

(

ψM1
ψM2

)

=

(

cos[f(y)] sin[f(y)]
− sin[f(y)] cos[f(y)]

)(

ψ̃M1
ψ̃M2

)

. (4.54)

La fonction f(y) doit satisfaire f(y+2πR) = f(y)+2ωπ. Dans cette section on suit

une procédure semblable à l’analyse de [23]. On définit :

f(y) =
ωV ol
R

y +
Ω0 − Ωπ

2
ε(y) +

Ω0 + Ωπ

2
η(y) (4.55)

où πωV ol + Ω0 + Ωπ = ωπ. ε(y) est la fonction “signe” sur S1 :

ε(y) = +1, 2kπR < y < (2k + 1)πR, k ∈ Z

ε(y) = −1, (2k − 1)πR < y < 2kπR, k ∈ Z (4.56)

et η(y) est la fonction “en escalier” :

η(y) = 2k + 1, kπR < y < (k + 1)πR, k ∈ Z. (4.57)

Les termes de masse des gravitinos provenant de la brisure de supersymétrie

apparaissent explicitement quand on applique cette rotation des champs aux termes
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

cinétiques du lagrangien (4.7) :

LKinetic = e5

{

1

2
εµνρλ

(

ψ̃µ1σνDρψ̃λ1 + ψ̃µ2σνDρψ̃λ2

)

+e5
5̂

(

ψ̃µ1σ
µνD5ψ̃ν2 − ψ̃µ2σ

µνD5ψ̃ν1

)

−2e5
5̂

(

ψ̃51σ
µνDµψ̃ν2 − ψ̃52σ

µνDµψ̃ν1

)

−
(ωB
R

+ 2Ω0δ(y) + 2Ωπδ(y − πR)
)

e5
5̂

(

ψ̃µ1σ
µνψ̃ν1 + ψ̃µ2σ

µνψ̃ν2

)

+h.c.

}

. (4.58)

Les termes de masse localisés dans le lagrangien (4.58) impliquent des discon-

tinuités pour les fonctions d’onde des gravitinos. Ces fonctions d’onde sont trop

singulières pour qu’on puisse appliquer le principe variationnel sans régularisation.

Dans la référence [23] il est montré que le lagrangien (4.58) équivaut au lagrangien

suivant :

SKinetic =

∫ 2πR

0

dy

∫

d4x

{

1

2
e5

[

1

2
εµνρλ

(

ψ̃µ1σνDρψ̃λ1 + ψ̃µ2σνDρψ̃λ2

)

+e5
5̂

(

ψ̃µ1σ
µνD5ψ̃ν2 − ψ̃µ2σ

µνD5ψ̃ν1

)

−2e5
5̂

(

ψ̃51σ
µνDµψ̃ν2 − ψ̃52σ

µνDµψ̃ν1

)

−
(ωB
R

)

e5
5̂

(

ψ̃µ1σ
µνψ̃ν1 + ψ̃µ2σ

µνψ̃ν2

)

]

− [tan(Ω0)δ(y) + tan(Ωπ)δ(y − πR)] e5
5̂
ψ̃µ1σ

µνψ̃ν1 + h.c.

}

(4.59)

lorsque les champs sont considérés continus par morceau.

Pour étudier les transformations de supersymétrie des champs ψ̃MI il est utile

de régulariser la rotation (4.54) par l’utilisation de la fonction freg(y) à la place

de la fonction discontinue f(y). La fonction continue freg(y) satisfait les relations

suivantes : freg(−ε) = −Ω0, freg(0) = 0, freg(ε) = Ω0, freg(πR − ε) = Ω0 + πωV ol,

freg(πR) = Ω0 + Ωπ + πωV ol, freg(πR + ε) = Ω0 + 2Ωπ + πωV ol. La forme de cette

fonction est montrée dans la figure 4.3. Pour obtenir les résultats finaux il suffit de

prendre la limite ε→ 0 dans les expressions qui suivent.
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4.1 La théorie dans l’intervalle, sur les branes et leurs couplages

+2 Ω π + Volωπ

VolωπΩ 0 +2 Ω π +2

VolωπΩ 0 +2 Ω π +23

+ Volωπ

f  (y)
reg

π R π2 R

0

0Ω_

Ω

Ω 0

Ω 0

0 ε
y

Fig. 4.3 – Allure de la fonction freg(y) utilisée pour régulariser la rotation (4.54).

Il est utile de définir les paramètres des transformations de supersymétrie dans

la nouvelle base de la manière suivante :

(

ξ1
ξ2

)

=

(

cos[freg(y)] sin[freg(y)]
− sin[freg(y)] cos[freg(y)]

)(

ξ̃1
ξ̃2

)

. (4.60)

Alors les transformations de supersymétrie (4.30) s’écrivent :

δψ̃µ1 = 2Dµξ̃1 + ivµξ̃1 + iuσµξ̃1 + · · ·

δψ̃µ2 = 2Dµξ̃2 + ivµξ̃2 + iuσµξ̃2 + · · ·

δψ̃51 = 2D5ξ̃1 + 2
dfreg
dy

ξ̃2 + · · ·

δψ̃52 = 2D5ξ̃2 − 2
dfreg
dy

ξ̃1 − 4eG0/2 ξ̃1δ(y)− 4eGπ/2 ξ̃1δ(y − πR) + · · · (4.61)

où · · · fait référence aux termes qui sont proportionnels à FMN .

Ici on note le fait important que les champs ψ̃51 et ψ̃52 se transforment de manière

non linéaire sous les transformations de supersymétrie : ces champs correspondent

aux Goldstinos associés à la brisure de supersymétrie dans le volume à cinq dimen-

sions.

Les transformations de supersymétrie et conditions aux bords dans cette nouvelle

base peuvent être obtenues facilement, il suffit de noter que les redéfinitions (4.54)
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

et (4.60) impliquent sur la brane à y = πR les relations suivantes :

ψµ+(πR) = ψ̃µ1(πR) , ξ+(πR) = ξ̃1(πR)

ψµ−(πR) = ψ̃µ2(πR) , ξ−(πR) = ξ̃2(πR). (4.62)

Une question d’un grand intérêt dans notre étude du mécanisme de Scherk-

Schwarz généralisé concerne les relations entre les termes de masse des gravitinos

dans le volume à cinq dimensions et localisés sur les branes, de façon à maintenir

ou briser la supersymétrie. Comme toutes les transformations de supersymétrie ont

été calculées, on peut directement répondre à cette question par la recherche des

spineurs de Killing. Plus précisément, on considère les transformations de super-

symétrie (4.61) calculées avec les valeur du vide des différents champs et on cherche

les spineurs ξ̃I qui satisfont δϕ̃ = 0, pour tout champ ϕ̃, une fois les valeurs du vide

des différents champs prises en compte. Les équations les plus intéressantes sont

obtenues à partir des transformations δψ̃51 et δψ̃52 :

∂5ξ̃1 +
dfreg
dy

ξ̃2 = 0

∂5ξ̃2 −
dfreg
dy

ξ̃1 = 2
〈

eG0/2
〉

ξ̃1δ(y) + 2
〈

eGπ/2
〉

ξ̃1δ(y − πR). (4.63)

Les parités des différents champs (tableaux 4.1 et4.2) et l’équation (4.60) impliquent :

ξ̃1(−y) = +ξ̃1(y) , ξ̃1(πR− y) = +ξ̃1(πR + y)

ξ̃2(−y) = −ξ̃2(y) , ξ̃2(πR− y) = −ξ̃2(πR + y). (4.64)

On note que l’intégration des équations (4.63) autour des point y = 0 et y = πR et

les parités (4.64) impliquent que ξ̃1 est un champ continu près des points y = 0 et

y = πR et que ξ̃2 est discontinu sur ces points :

ξ̃2(0
+) =

〈

eG0/2
〉

ξ̃1(0)

ξ̃2(πR
−) = −

〈

eGπ/2
〉

ξ̃1(πR) (4.65)

Les solutions des équations de Killing (4.63) sur l’intervalle 0 < y < πR, en

prenant en compte la première condition aux bords en (4.65), sont donnés par :

ξ̃1(y) = ξ̃1(0)
{

cos[freg(y)]−
〈

eG0/2
〉

sin[freg(y)]
}

ξ̃2(y) = ξ̃1(0)
{

sin[freg(y)] +
〈

eG0/2
〉

cos[freg(y)]
}

. (4.66)
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4.1 La théorie dans l’intervalle, sur les branes et leurs couplages

La deuxième condition aux bords en (4.65) conduit à la relation suivante :

〈

eG0/2
〉

+
〈

eGπ/2
〉

〈eG0/2〉 〈eGπ/2〉 − 1
= tan[freg(πR)], (4.67)

qui équivaux à

Ω0 + Ωπ + πωV ol + arctan
(〈

eG0/2
〉)

+ arctan
(〈

eGπ/2
〉)

= nπ, (n ∈ Z) . (4.68)

Il est aussi utile d’introduire les angles Θb ( b = 0, π) définis par
〈

eGb/2
〉

= tanΘb.

Avec ces définitions l’équation (4.68) prend la forme simple suivante :

tan(ωπ +Θ0 +Θπ) = 0. (4.69)

L’équation (4.68) est une des conditions qui indiquent si la supersymétrie n’est

pas brisée. D’autres conditions sont obtenues par l’étude des transformations de

supersymétrie des champs χ0 et χπ sur les branes. Ces transformations impliquent

N0 +Nπ nouvelles conditions pour l’existence des spineurs de Killing :

〈

eG0/2G0j
〉

= 0,
〈

eGπ/2Gπj
〉

= 0. (4.70)

4.1.6 L’équivalence entre les mécanismes de Scherk-Schwarz

et Hosotani

Dans cette section on montrera explicitement comment le mécanisme de Scherk-

Schwarz pour la brisure de supersymétrie peut être compris sous la forme d’un

mécanisme de Hosotani. On ne considère pas le cas d’un mécanisme de Scherk-

Schwarz généralisé, on admet donc Ω0 = Ωπ = 0. La discussion de cette section suit

les lignes générales du chapitre 1.

Dans un premier temps on considère les transformations de supersymétrie (4.61).

Le cas considéré ici : Ω0 = Ωπ = 0, implique freg(y) =
ω
R
y. Dans la formulation hors

couche de masse de la supergravité à cinq dimensions [17], les transformations de

supersymétrie des gravitinos sont données par

δΨMI = 2DMΞI − i
−→
V M

−→σ J
I ΞJ + · · · (4.71)

où −→σ J
I sont les matrices de Pauli définies en (A.1),

−→
V M est un triplet de champs

vectoriels auxiliaires à cinq dimensions et · · · fait référence aux termes qui ne jouent

pas un rôle dans notre analyse. Supposons maintenant que seul le champ V 2
5 a une
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

valeur non nulle dans le vide. Alors les transformations de supersymétrie (4.71)

prennent la forme suivante :

δψµ1 = 2Dµξ1 + · · ·
δψµ2 = 2Dµξ2 + · · ·

δψ51 = 2D5ξ1 +
〈

V 25
〉

ξ2 + · · ·

δψ52 = 2D5ξ2 −
〈

V 25
〉

ξ1 + · · · (4.72)

De la comparaison des transformations (4.61) et (4.72) on déduit que la brisure de

supersymétrie par les mécanismes de Scherk-Schwarz et Hosotani sont reliés par la

relation suivante :
〈

V 25
〉

= 2
ω

R
, (4.73)

bien en accord avec le résultat 1.14. Aussi, dans la formulation hors couche de masse

de la supergravité à cinq dimensions de [17], la dérivée covariante des gravitinos est

donnée par :

DMΨNI = DMΨNI − i
1

2

−→
V M

−→σ J
I ΨMJ . (4.74)

Donc, l’effet d’une valeur du vide non nulle pour le champ V 2
5 sur les termes

cinétiques est obtenu par les substitutions suivantes dans le lagrangien (4.7) :

D5ψM1 = D5ψM1 +
1

2

〈

V 25
〉

ψM2

D5ψM2 = D5ψM2 −
1

2

〈

V 25
〉

ψM1. (4.75)

Ces substitutions conduisent aux termes bilinéaires suivants,

LKinetic = e5

{

1

2
εµνρλ

(

ψµ1σνDρψλ1 + ψµ2σνDρψλ2
)

+e5
5̂
(ψµ1σ

µνD5ψν2 − ψµ2σ
µνD5ψν1)

−2e5
5̂
(ψ51σ

µνDµψν2 − ψ52σ
µνDµψν1)

−1

2

〈

V 25
〉

e5
5̂
(ψµ1σ

µνψν1 + ψµ2σ
µνψν2) + h.c.

}

. (4.76)

Finalement, si on prend en compte la valeur du vide (4.73), on trouve que les

équations (4.76) et (4.58) sont bien en accord l’une avec l’autre, ce que montre

une autre manifestation de l’équivalence entre les mécanismes de Scherk-Schwarz et

de Hosotani.
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4.1 La théorie dans l’intervalle, sur les branes et leurs couplages

4.1.7 Branes supplémentaires

L’objectif de cette section est de généraliser les résultats obtenus précédemment

pour le scénario dans lequel plusieurs branes sont présentes. Plus précisément, on

considère N + 1 branes placés aux points y = yn, n = 0 · · ·N avec y0 = 0, yN = πR

et yn < yn+1. L’action dans ce cas général est donné par :

S =

∫ 2πR

0

dy

∫

d4x

[

1

2
LBULK +

N
∑

n=0

Lnδ(y − yn)

]

. (4.77)

Chaque “brane n” est caractérisée par le choix des champs du multiplet de su-

pergravité, en particulier du gravitino, qui couplent à cette brane. Ces champs sont

déterminées comme étant les champs pairs sous l’action de la symétrie Z2 au point

y = yn :

ϕpair(yn + y) = Pnϕpair(yn − y) = ϕpair(yn − y). (4.78)

Notre choix de parité pour les différents champs est montré dans le tableau 4.3, dans

lequel les définitions suivantes ont été employées :

ψ n
µ+ = cos(θn)ψµ1 − sin(θn)ψµ2

ψ n
µ− = sin(θn)ψµ1 + cos(θn)ψµ2

ψ n
5+ = sin(θn)ψ51 + cos(θn)ψ52

ψ n
5− = cos(θn)ψ51 − sin(θn)ψ52

ξ n
+ = cos(θn)ξ1 − sin(θn)ξ2

ξ n
− = sin(θn)ξ1 + cos(θn)ξ2 (4.79)

Pn = +1 eaµ e5̂5 B5 ψ n
µ+ ψ n

5+ ξ n
+ vµ u

Pn = −1 ea5 e5̂µ Bµ ψ n
µ− ψ n

5− ξ n
− v5

Tab. 4.3 – Parités des différents champs du multiplet de supergravité au point
y = yn.

Le cas des branes aux bords étudiés dans les sections précédentes correspond à

θ0 = 0 et θN = ωπ.

Le lagrangien et les transformations de supersymétrie des champs qui se trouvent

sur la brane n sont données par les équations (4.20) et (4.26) une fois que les sub-
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

stitutions suivantes sont prises en compte :

brane 0→ brane n :

{

L0 → Ln, φi0 → φin, χi0 → χin, G0 → Gn,
ψµ1 → ψ n

µ+, ξ1 → ξ n
+ , K0 → Kn, W0 → Wn.

(4.80)

Le lagrangien dans le volume à cinq dimensions est donné comme avant par

l’équation (4.28) et les transformations de supersymétrie des différents champs du

multiplet de supergravité s’écrivent :

δeAM = δ′e
A
M

δBM = δ′BM

δψµ1 = δ′ψµ1 + ivµξ1 + iuσµξ1

δψµ2 = δ′ψµ2 + ivµξ2 + iuσµξ2

δψ51 = δ′ψ51 − 4
N
∑

n=0

eGn/2 sin(θn)ξ
n
+ δ(y − yn)

δψ52 = δ′ψ52 − 4
N
∑

n=0

eGn/2 cos(θn)ξ
n
+ δ(y − yn)

δu = δ′u

δvµ = δ′v
µ − 2i

N
∑

n=0

(

e5
5̂
εµνρλξ

n

+ σνDρψ
n
λ+ + h.c.

)

δ(y − yn)

δv5 = δ′v5 (4.81)

où les transformations δ′ sont explicitement données dans les équations (4.9) et

(4.36).

Il faut aussi imposer certaines conditions supplémentaires aux points y = yn, ces

conditions sont données par la généralisation directe de (4.32) et (4.33). Avec ces

conditions aux points y = yn et les parités montrées au tableau 4.3, l’action (4.77)

est invariante sous les transformations (4.81).

On considère maintenant le cas des masses localisées pour le gravitino Mn. Ces

masses peuvent inclure des contributions provenant des valeurs du vide des F -termes

sur les branes et aussi des contributions provenant d’un mécanisme de Scherk-

Schwarz généralisé décrit en (4.59). Si on reprend l’analyse de la section 4.1.4, alors

les équations de mouvement des gravitinos montrent que le champ ψ n
µ+ est continu

au point y = yn tandis que le champ ψ n
µ− présente la discontinuité suivante sur ce
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4.1 La théorie dans l’intervalle, sur les branes et leurs couplages

point :

lim
y→yn, y>yn

ψ n
µ− = ψ n

µ−(y
+
n ) =Mnψ

n
µ+(yn). = −ψ n

µ−(y
−
n ). (4.82)

Ces équations impliquent les relations suivantes pour les paramètres de super-

symétrie au point y = yn :

ξ n
− (y+n ) =Mnξ

n
+ (yn) = −ξ n

− (y−n ). (4.83)

Le dernier résultat de cette section est le suivant : pour des configurations parti-

culières des masses des gravitinos localisées sur les branes et présentes dans le volume

à cinq dimensions la supersymétrie peut ne pas être brisée même en présence de ces

masses pour les gravitinos. Pour montrer ce résultat on suit le raisonnement de la

section 4.1.5. Dans cette optique on cherche les spineurs de Killing ξI qui satisfont

δϕ̃ = 0, pour tout champ ϕ̃, une fois les valeurs du vide des différents champs prises

en compte. Comme dans la section précédente, les équations le plus intéressantes

sont obtenues à partir de δψ51 = 0 et δψ52 = 0 :

∂5ξ1 − 2
N
∑

n=0

Mn sin(θn)ξ
n
+ δ(y − yn) = 0

∂5ξ2 − 2
N
∑

n=0

Mn cos(θn)ξ
n
+ δ(y − yn) = 0 (4.84)

Si on intègre les équations (4.84) autour du point y = yn et que l’on prend en

compte les parités montrées dans le tableau 4.3, on déduit que le spineur ξ n
+ est

un champ continu au point y = yn et que le spineur ξ n
− présente sur ce point des

discontinuités décrites par (4.83).

Les solutions aux équations de Killing (4.84) dans l’intervalle yn < y < yn+1 avec

les conditions (4.83) peuvent s’écrire de la manière suivante :

ξ1(y) = ξ1|y=y+n

ξ2(y) =
Mn cos(θn)− sin(θn)

cos(θn) +Mn sin(θn)
ξ1|y=y+n = tan [arctan (Mn)− θn] ξ1|y=y+n . (4.85)

et les conditions (4.83) appliquées au point yn+1 donnent origine aux relations sui-

vantes :

θn+1 − θn + arctan (Mn) + arctan (Mn+1) = kπ, (k ∈ Z) . (4.86)
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

Les relations (4.86) décrivent N conditions qui généralisent l’équation (4.68) pour

le cas où plusieurs branes sont présentes. Si une des relations (4.86) n’est pas sa-

tisfaite, alors les équations de Killing n’ont pas de solution non nulle et la super-

symétrie est brisée spontanément dans le volume à cinq dimensions par le mécanisme

de Scherk-Schwarz. Les autres conditions nécessaires pour que la supersymétrie ne

soit pas spontanément brisée sont des généralisations directes de (4.70).

4.2 Le mécanisme de super-Higgs

Dans la section 4.1.5, nous avons étudié la brisure de supersymétrie due aux

conditions aux bords non périodiques des gravitinos. Désormais nous concentrerons

notre attention sur les F -termes des multiplets chiraux qui se trouvent sur les branes.

Plus précisément nous déterminerons les conditions nécessaires pour la brisure de

supersymétrie et nous étudierons l’effet de super-Higgs associé à cette brisure.

Notre étude se déroulera dans le cas où les uniques branes présentes se trouvent

aux bords de la cinquième dimension, à y = 0 et y = πR, car ce cas contient déjà tous

les aspects qualitatifs d’intérêt. Les équations (4.26) et (4.61) montrent que les quatre

champs ψ51, ψ52, χ0 et χπ transforment de façon non linéaire sous la supersymétrie.

Ces champs sont ce que l’on appelle des “Goldstinos locaux” liés respectivement

à la brisure de supersymétrie dans le volume à cinq dimensions et aux branes.

Comme deux gravitinos sont présents, deux Goldstinos locaux seront absorbés par le

mécanisme de super-Higgs de façon à donner des masses aux champs des gravitinos

ψµ1 et ψµ2. Par contre, deux combinaisons linéaires des champs ψ51, ψ52, χ0 et χπ

doivent rester présentes, ce sont ceux que l’on appelle pseudo-Goldstinos.

Avant de continuer, on énonce les hypothèses suivantes :

– On impose que la constante cosmologique soit nulle (à l’ordre des arbres) sur

chaque brane. Cette hypothèse implique les valeurs dans le vide suivantes pour

les champs bosoniques :

〈

gij
∗G0iG0j∗

〉

= 3,
〈

gij
∗G0j∗

(

G0ki − ΓlkiG0l
)

+ G0k
〉

= 0,
〈

gij
∗GπiGπj∗

〉

= 3,
〈

gij
∗Gπj∗

(

Gπki − ΓlkiGπl
)

+ Gπk
〉

= 0, (4.87)

la deuxième et quatrième égalités dans les équations (4.87) ont comme origine

le fait que le vide est un extremum du potentiel scalaire sur les branes 0 et π.

Dans la section 4.3 on présentera un exemple explicite de fonction de Kähler

qui satisfait les hypothèses (4.87).
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4.2 Le mécanisme de super-Higgs

– On considère que les masses localisées sur les branes pour les gravitinos sont

générées par des valeurs du vide non nulles des F -termes des supermultiplets

localisés sur les branes, et donc obéissent :

Mb =
〈

eGb/2
〉

avec b ∈ {0, π}. (4.88)

Par contre les termes le masse proportionnels à tan(Ωb) qui ont par origine

un mécanisme de Scherk-Schwarz généralisé sont absorbés par la redéfinition

suivante de l’angle de Scherk-Schwarz : ωV ol initial −→ ωV ol = ωV ol initial +
Ω0+Ωπ

π
= ω.

– On utilise les notations suivantes :

χ0 =
1√
3
〈G0i〉χi0

χπ =
1√
3
〈Gπi〉χiπ (4.89)

et on admet que les termes cinétiques sont normalisés de façon canonique :

gij∗ = δij∗ + · · · .
– Dans la suite on utilisera les champs périodiques définis par (4.54), mais on

n’écrira plus le symbole˜sur eux.

Pour l’étude du mécanisme de super-Higgs on concentre notre attention sur les

termes bilinéaires des champs fermioniques : ψµ1, ψµ2, ψ51, ψ52, χ0 et χπ. Ces termes

sont présents dans les lagrangiens (4.20) et (4.58). Ils ont la forme suivante :

L =
1

2

{

1

2
εµνρλ

(

ψµ1σν∂ρψλ1 + ψµ2σν∂ρψλ2
)

+ ψµ1σ
µν∂5ψν2 − ψµ2σ

µν∂5ψν1

+2 (ψ52σ
µν∂µψν1 − ψ51σ

µν∂µψν2)−
ω

R
(ψµ1σ

µνψν1 + ψµ2σ
µνψν2)

}

+δ(y)

{

− i
2
χ0σ

µ∂µχ0 −M0

[

ψµ1σ
µνψν1 + i

√
6

2
χ0σ

µψµ1 + χ0χ0

]}

+δ(y − πR)

{

− i
2
χπσ

µ∂µχπ −Mπ

[

ψµ1σ
µνψν1 + i

√
6

2
χπσ

µψµ1 + χπχπ

]}

+h.c. (4.90)
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

4.2.1 Les jauges Rξ

On emploie dans la suite l’analogue des jauges Rξ utilisées pour les théories non

abéliennes. L’utilisation de cette procédure de fixation de jauge dans les théories de

supergravité a été étudié pour la première fois dans la référence [49]. Notre discussion

suit les lignes et généralise le cas le plus simple étudié dans la référence [26], où seul

le mécanisme de Scherk-Schwarz est responsable pour la brisure de supersymétrie.

Pour retrouver des termes cinétiques canoniques pour les champs ψ5I , quelques

redéfinitions doivent être effectuées :

ψµ1 → ψµ1 +
i√
6
σµψ52

ψµ2 → ψµ2 −
i√
6
σµψ51

ψ51 → 2√
6
ψ51

ψ52 → 2√
6
ψ52. (4.91)

ce qui conduit au lagrangien suivant :

L =
1

2

{

1

2
εµνρλ

(

ψµ1σν∂ρψλ1 + ψµ2σν∂ρψλ2
)

+ ψµ1σ
µν∂5ψν2 − ψµ2σ

µν∂5ψν1

− i
2

(

ψ51σ
µ∂µψ51 + ψ52σ

µ∂µψ52
)

+ ψ51∂5ψ52 − ψ52∂5ψ51

−ω
R

(ψµ1σ
µνψν1 + ψµ2σ

µνψν2 + ψ51ψ51 + ψ52ψ52)

−i
√
6

2

[

∂5ψ51σ
µψµ1 + ∂5ψ52σ

µψµ2 +
ω

R

(

ψ52σ
µψµ1 − ψ51σ

µψµ2
)

]

}

+δ(y)

{

− i

2
χ0σ

µ∂µχ0 −M0

[

ψµ1σ
µνψν1 + i

√
6

2

(

χ0 + ψ52
)

σµψµ1

+(χ0 + ψ52) (χ0 + ψ52)

]}

+ δ(y − πR)

{

− i

2
χπσ

µ∂µχπ −Mπ

[

ψµ1σ
µνψν1

+i

√
6

2

(

χπ + ψ52
)

σµψµ1 + (χπ + ψ52) (χπ + ψ52)

]}

+ h.c. (4.92)

à la place de (4.90).

76

te
l-0

04
03

26
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Ju

l 2
00

9



4.2 Le mécanisme de super-Higgs

Le choix de jauge est fait par l’addition du terme de fixation de jauge suivant :

LGF = − i

2ξ

(

h1σ
µ∂µh1 + h2σ

µ∂µh2
)

(4.93)

où les fonctions de fixation de jauge sont

h1 = σµψµ1 −
√
6

2
ξ
σµ∂µ
∂2

g1,

h2 = σµψµ2 −
√
6

2
ξ
σµ∂µ
∂2

g2 (4.94)

et les fonctions gI sont données par

g1 = ∂5ψ51 +
ω

R
ψ52 + 2δ(y)M0 (χ0 + ψ52) + 2δ(y − πR)Mπ (χπ + ψ52) ,

g2 = ∂5ψ52 −
ω

R
ψ51 (4.95)

et ξ est une constante libre qui sert comme paramètre pour la jauge.

On peut vérifier directement que ce terme de fixation de jauge annule les termes

bilinéaires mixtes entre gravitinos et Goldstinos, ceci est une des propriétés clefs de

ce choix de jauge :

L+ LGF =
1

2

{

(

1− ξ−1
) 1

2
εµνρλ

(

ψµ1σν∂ρψλ1 + ψµ2σν∂ρψλ2
)

+ ψµ1σ
µν∂5ψν2

−ψµ2σµν∂5ψν1 −
i

2

(

ψ51σ
µ∂µψ51 + ψ52σ

µ∂µψ52
)

+ ψ51∂5ψ52

−ψ52∂5ψ51 −
ω

R
(ψµ1σ

µνψν1 + ψµ2σ
µνψν2 + ψ51ψ51 + ψ52ψ52)

}

+δ(y)

{

− i
2
χ0σ

µ∂µχ0 −M0 [ψµ1σ
µνψν1 + (χ0 + ψ52) (χ0 + ψ52)]

}

+δ(y − πR)

{

− i

2
χπσ

µ∂µχπ −Mπ[ψµ1σ
µνψν1

+(χπ + ψ52) (χπ + ψ52)]

}

− i
3

8
ξ

(

g1
σµ∂µ
∂2

g1 + g2
σµ∂µ
∂2

g2

)

+h.c. (4.96)

Les positions des pôles dans les propagateurs des champs ψMI , χ0 et χπ dépendront

du choix du paramètre de la jauge ξ, par contre les opérateur invariants de jauge et

les éléments de la matrice S ne doivent pas dépendre du paramètre ξ.
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

4.2.2 Jauge unitaire

La jauge unitaire peut être obtenue à partir des jauges Rξ dans la limite ξ →∞.

Dans cette jauge les pôles dans les propagateurs des gravitinos se trouvent dans leurs

masses physiques et les degrés de liberté non physiques (les Goldstinos absorbés) sont

éliminés, ils sont absorbés pour générer les composantes longitudinales des gravitinos

à travers du mécanisme de super-Higgs.

Dans cette section on commence par l’étude des équations de mouvement des gra-

vitinos dans le scénario où les branes sont aux bords de la cinquième dimension. Les

équations de mouvement des gravitinos ψµI(y) dans la jauge unitaire s’obtiennent

du lagrangien (4.96) dans la limite ξ →∞ :

−1

2
εµνρλσν∂ρψλ1 + σµν∂5ψν2 −

ω

R
σµνψν1 = 2 [M0δ(y) +Mπδ(y − πR)]σµνψν1

−1

2
εµνρλσν∂ρψλ2 − σµν∂5ψν1 −

ω

R
σµνψν2 = 0. (4.97)

On note la masse à quatre dimensions des gravitinos par m3/2 :

εµνρλσν∂ρψλI = −2m3/2σ
µνψνI . (4.98)

Alors les équations de mouvement des gravitinos peuvent s’écrire de la manière

suivante :

∂5ψµ2 +
(

m3/2 −
ω

R

)

ψµ1 = 2M0ψµ1δ(y) + 2Mπψµ1δ(y − πR)

∂5ψµ1 −
(

m3/2 −
ω

R

)

ψµ2 = 0. (4.99)

L’intégration des équations (4.99) autour des points y = 0 et y = πR, en prenant

en compte les parités des différents champs, conduit aux expressions suivantes des

discontinuités pour les fonctions d’onde des gravitinos :

ψµ2(0
+) = M0 ψµ1(0) = −ψµ2(0−)

ψµ2(πR
−) = −Mπ ψµ1(πR) = −ψµ2(πR+). (4.100)

La solution des équations (4.99) dans l’intervalle 0 < y < πR qui satisfait la

première condition en (4.100) a la forme :

ψµ1(y) =
{

cos
[(

m3/2 −
ω

R

)

y
]

+M0 sin
[(

m3/2 −
ω

R

)

y
]}

ψµ1(0)

ψµ2(y) =
{

M0 cos
[(

m3/2 −
ω

R

)

y
]

− sin
[(

m3/2 −
ω

R

)

y
]}

ψµ1(0). (4.101)
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4.2 Le mécanisme de super-Higgs

La deuxième condition en (4.100) peut alors être utilisée pour déterminer la masse

du gravitino :

m3/2 =
ω

R
+

1

πR
[arctan (M0) + arctan (Mπ)] +

n

R
, n ∈ Z. (4.102)

Dans la suite de cette section nous concentrerons notre étude sur les champs qui

correspondent aux Goldstinos locaux ψ51(y), ψ52(y), χ0 et χπ. On remarque que le

lagrangien (4.96) montre que, dans la jauge unitaire ξ → ∞, le fait de demander

une action stationnaire lorsque les équations de mouvement sont prises en compte

conduit à g1 = g2 = 0, ou de manière équivalente :

∂5ψ51 +
ω

R
ψ52 = −2δ(y)M0 (χ0 + ψ52)− 2δ(y − πR)Mπ (χπ + ψ52)

∂5ψ52 −
ω

R
ψ51 = 0. (4.103)

Alors les champs ψ5I(y) peuvent être exprimés de la façon suivante sur l’intervalle

0 < y < πR :

ψ51(y) =
1√
πR

[

cos
(ω

R
y + θ

)

χ1 + sin
(ω

R
y + θ

)

χ2

]

ψ52(y) =
1√
πR

[

sin
(ω

R
y + θ

)

χ1 − cos
(ω

R
y + θ

)

χ2

]

. (4.104)

Ici, χ1 et χ2 sont deux spineurs en quatre dimensions, indépendants de y. L’angle θ

correspond au choix d’une base particulière pour χ1 et χ2.

L’intégration des équations (4.103) autour des points y = 0 et y = π permet de

déduire les relations suivantes :

ψ51(0
+) +M0 [χ0 + ψ52(0)] = 0

ψ51(πR
−)−Mπ [χπ + ψ52(πR)] = 0. (4.105)

Ce qui implique (si Mπ 6= 0 et M0 6= 0) :

χ0 = − 1√
πR

[

sin(θ) +
1

M0

cos(θ)

]

χ1 +
1√
πR

[

cos(θ)− 1

M0

sin(θ)

]

χ2

χπ =
1√
πR

[

− sin(ωπ + θ) +
1

Mπ

cos(ωπ + θ)

]

χ1

+
1√
πR

[

cos(ωπ + θ) +
1

Mπ

sin(ωπ + θ)

]

χ2. (4.106)
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

Les résultats précédents nous permettent de comprendre comment le mécanisme

de super-Higgs se met en place. À partir des deux degrés de liberté à cinq dimensions

et des deux degrés de liberté à quatre dimensions originels (ψ51(y), ψ52(y), χ0 et χπ),

une infinité de modes de Kaluza-Klein est absorbée pour devenir les composantes

longitudinales des champs de Kaluza-Klein de ψµ1(y) et ψµ2(y), qui sont tous massifs.

Des degrés de liberté originels (ψ51(y), ψ52(y), χ0 et χπ), seulement deux degrés de

liberté persistent dans la jauge unitaire : les pseudo-Goldstinos χ1 et χ2.

Commentaires sur le mécanisme de Scherk-Schwarz généralisé versus F -

termes

L’expression (4.102) pour la masse des gravitinos induit à la question sur la

possibilité d’exprimer la brisure spontanée de supersymétrie par des F -termes (et

les masses des gravitinos et pseudo-Goldstinos générées dans ce processus) comme

un mécanisme de Scherk-Schwarz généralisé, dans la même ligne de raisonnement du

cas lié à Ωb dans (4.68). Néanmoins ceci n’est pas possible, comme il sera démontré

par les arguments suivants.

L’hypothèse d’équivalence entre termes de masse localisés et un mécanisme de

Scherk-Schwarz généralisé implique la possibilité d’exprimer les discontinuités des

champs ψ5I à y = 0 et y = πR comme une rotation associée à la symétrie SU(2)R

comme dans (4.54). Ceci implique que si les effets des termes de masse localisés

sur les branes sont associés à un mécanisme de Scherk-Schwarz généralisé, alors la

rotation suivante doit exister :

(

ψ51(0
+)

ψ52(0
+)

)

=

(

cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)(

ψ51(0
−)

ψ52(0
−)

)

. (4.107)

Mais les équations (4.104) impliquent :

ψ51(0
+) = 1√

πR
[cos (θ)χ1 + sin (θ)χ2] = −ψ51(0−)

ψ52(0
+) = 1√

πR
[sin (θ)χ1 − cos (θ)χ2] = ψ52(0

−). (4.108)

Ici on doit remarquer que l’accord entre les équations (4.107) et (4.108) pour les

coefficients de χ1 implique α = 2θ+π, par contre l’accord pour les coefficients de χ2

entre les équations (4.107) et (4.108) implique α = 2θ. Cette incompatibilité montre

que les termes de masse Mb issus de F -termes ne peuvent pas être exprimés comme

les termes tan(Ωb) associés à un mécanisme de Scherk-Schwarz généralisé, comme

en (4.59).
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4.2 Le mécanisme de super-Higgs

4.2.3 Le spectre des pseudo-Goldstinos

Dans la section précédente il a été montré comment les Goldstinos sont absorbés

dans le processus de super-Higgs de façon à fournir les degrés de liberté longitudi-

naux des gravitinos massifs. Dans cette section on discutera le spectre des champs

qui ne sont pas absorbés dans le processus de super-Higgs, les pseudo-Goldstinos.

On commencera par le cas général, pour lequel les expressions obtenues pour les

masses et vecteurs propres sont très longues, ce qui rend difficile la compréhension

intuitive des résultats. Pour surmonter cette difficulté, nous analyserons ensuite

quelques cas limites et quelques approximations seront supposés, ce qui permettra

une présentation compacte et une compréhension intuitive des résultats.

Dans la suite de ce chapitre on écrira explicitement dans nos expressions la masse

de Planck (réduite) à cinq dimensions M5 = κ−1. Elle est lié à la masse de Planck à

quatre dimensions M4 par

πRM3
5 =M2

4 . (4.109)

Dans nos conventions la masse de Planck à quatre dimensionsM4 s’écrit en fonction

de la constante de Newton G comme
√
8πG =M−1

4 .

Le gravitino à quatre dimensions le plus léger possède une masse donnée par

(4.102) :

m3/2 =
ω

R
+

1

πR
[arctan (κM0) + arctan (κMπ)] , (4.110)

avec Mb =
〈

eκ
2Gb/2

〉

κ−1, (b ∈ {0, π}) étant les terme de masse des gravitinos prove-

nant des F -termes localisés aux bords. Dans la limite à quatre dimensions κMb << 1

la masse des gravitinos est approximativement donnée par :

m3/2 ' ω

R
+

κ

πR
(M0 +Mπ)

' ω

R
+

1

M2
4

(〈W0〉+ 〈Wπ〉) , (4.111)

où 〈W0〉 et 〈Wπ〉 sont les superpotentiels localisées sur les branes. Ce résultat est

celui auquel on pouvait intuitivement s’attendre pour une théorie qui contient deux

secteurs séparés, chacun décrit par un superpotentiel 〈Wb〉.
Dans la suite de nos développements nous concentrons notre attention sur l’iden-

tification des vecteurs propre de masse des pseudo-Goldstinos. Pour obtenir ces

vecteurs propre de masse on doit insérer les définitions (4.104) et (4.106) dans le
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

lagrangien (4.96), faire l’intégration sur la dimension supplémentaire y, diagonaliser

les termes cinétiques des champs χ1 et χ2 par un changement de base de façon à

ce que ces termes cinétiques soient canoniquement normalisés. Enfin, on doit diago-

naliser la matrice des masses correspondante aux champs χ1 et χ2. Il s’agit d’une

tâche longue et fastidieuse, dont les résultats seront donnés dans la section suivante.

Nous discuterons alors quelques cas particuliers qui illustrent de manière intuitive

le problème.

Cas général

Nous présentons ici les vecteurs propres de masse dans le secteur des pseudo-

Goldstinos pour des valeurs quelconques des paramètres M0, Mπ et ω. Comme il a

été écrit précédemment, la procédure pour identifier les vecteurs propres de masse

dans le secteur des pseudo-Goldstinos est très longue mais directe : on doit insérer

les définitions (4.104) et (4.106) dans le lagrangien (4.96), intégrer sur la dimension

supplémentaire y, diagonaliser les termes cinétiques des champs χ1 et χ2 par un

changement de base qui assure que ces termes cinétiques seront canoniquement nor-

malisés et finalement diagonaliser la matrice de masse des pseudo-Goldstinos. Pour

réaliser ce programme nos posons θ = −ωπ/2 dans l’équation (4.104) et mettons en

oeuvre la procédure décrite précédemment. Les résultats finaux s’expriment comme

suit.

On nomme les états propres de masse par ψ1 et ψ2, les masses associées à ces

états sont respectivement :

m1 =
m11a22 +m22a11 − 2a12m12 + d

√
∆

2(a11a22 − a212)

m2 =
m11a22 +m22a11 − 2a12m12 − d

√
∆

2(a11a22 − a212)
(4.112)

où l’on a utilisé la notation suivante,

m11 =
1

πR

[

2

(

1

κM0

+
1

κMπ

)

cos
(ωπ

2

)2

− 2 sin(ωπ)

]

m22 =
1

πR

[

2

(

1

κM0

+
1

κMπ

)

sin
(ωπ

2

)2

+ 2 sin(ωπ)

]

m12 =
1

πR

(

1

κMπ

− 1

κM0

)

sin(ωπ)
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4.2 Le mécanisme de super-Higgs

a12 =
κ

πR

[

1

2

(

1

κ2M2
π

− 1

κ2M2
0

)

sin(ωπ) +

(

1

κMπ

− 1

κM0

)

cos(ωπ)

]

a11 = 1 +
κ

πR

[

2 sin
(ωπ

2

)2

−
(

1

κM0

+
1

κMπ

)

sin(ωπ)

+

(

1

κ2M2
0

+
1

κ2M2
π

)

cos
(ωπ

2

)2
]

a22 = 1 +
κ

πR

[

2 cos
(ωπ

2

)2

+

(

1

κM0

+
1

κMπ

)

sin(ωπ)

+

(

1

κ2M2
0

+
1

κ2M2
π

)

sin
(ωπ

2

)2
]

(4.113)

et

d =
a11a22 − a212
|a11a22 − a212|

∆ = 2a11a22
(

2m2
12 −m11m22

)

+ a211m
2
22 + a222m

2
11 + 4m11m22a

2
12

−4a12m12 (a11m22 +m11a22) . (4.114)

Les états propres de masse canoniquement normalisés s’écrivent :

ψ1 =
1

√

(a2 + b2)r2
{[a√r3(a11 − a22 +

√
r1)− 2ba12

√
r4]χ1

+ [b
√
r4(a11 − a22 +

√
r1) + 2aa12

√
r3]χ2}

ψ2 =
1

√

(a2 + b2)r2
{− [b

√
r3(a11 − a22 +

√
r1) + 2aa12

√
r4]χ1

+ [a
√
r4(a11 − a22 +

√
r1)− 2ba12

√
r3]χ2} (4.115)

où la notation suivante a été utilisée,

a = (m11 +m22)
(

a11a22 − 2a212
)

−m11a
2
22 −m22a

2
11

+2 (a11 + a22) a12m12 + d
√

r1∆

b = 2d [a12 (m11 −m22)−m12 (a11 − a12)] t
√

a11a22 − a212

t =
a11 − a22 −

√
r1

∣

∣a11 − a22 −
√
r1
∣

∣
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

r1 = (a11 − a22)
2 + 4a212

r2 = (a11 − a22 +
√
r1)

2
+ 4a212

r3 = (a11 + a22 +
√
r1)/2

r4 = (a11 + a22 −
√
r1)/2. (4.116)

Les champs ψ51(y), ψ52(y), χ0 et χπ peuvent être exprimés en fonction des

états propres de masse ψ1 et ψ2. Pour obtenir ces expressions il suffit d’utiliser

les équations (4.104), (4.106) et

χ1 =
1

√

(a2 + b2)r2r3r4
{[a√r4(a11 − a22 +

√
r1)− 2ba12

√
r3]ψ1

− [b
√
r4(a11 − a22 +

√
r1) + 2aa12

√
r3]ψ2}

χ2 =
1

√

(a2 + b2)r2r3r4
{[b√r3(a11 − a22 +

√
r1) + 2aa12

√
r4]ψ1

+ [a
√
r3(a11 − a22 +

√
r1)− 2ba12

√
r4]ψ2} (4.117)

Nous procéderons dans la suite de nos développements à l’analyse de quelques

cas particuliers qui permettront une présentation compacte et une compréhension

plus intuitive des ces résultats.

Brisure de supersymétrie dans une seule brane

L’on considère ici le cas où la brisure de supersymétrie est réalisée par une

combinaison du mécanisme de Scherk-Schwarz, paramétré par l’angle ω, et un seul

F -terme localisé sur la brane placée à y = 0. Ceci correspond au cas où Mπ = 0

et χπ = 0. Si l’on fait le choix de base pour χ1 et χ2 correspondant à θ = −ωπ
dans l’équation (4.104), alors (4.105) implique χ1 = 0. Donc, comme attendu, dans

le secteur des pseudo-Goldstinos seul un degré de liberté (χ2) survit dans la jauge

unitaire.

L’état propre de masse, ici appelé ψ1, possède une masse donnée par l’équation

suivante :

m1 =
2M0 sin(ωπ) [κM0 cos(ωπ) + sin(ωπ)]

κπRM 2
0 + [κM0 cos(ωπ) + sin(ωπ)]2

. (4.118)

Dans la jauge unitaire, les Goldstinos locaux originels s’écrivent en fonction du

pseudo-Goldstino comme décrit par les équations (4.104) et (4.105). Dans notre cas
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4.2 Le mécanisme de super-Higgs

ces expressions deviennent

ψ51(y) =
κM0

√

κπRM 2
0 + [κM0 cos(ωπ) + sin(ωπ)]2

sin
[

ω
( y

R
− π

)]

ψ1

ψ52(y) = − κM0
√

κπRM 2
0 + [κM0 cos(ωπ) + sin(ωπ)]2

cos
[

ω
( y

R
− π

)]

ψ1

χ0 =
κM0 cos(ωπ) + sin(ωπ)

√

κπRM 2
0 + [κM0 cos(ωπ) + sin(ωπ)]2

ψ1. (4.119)

On discutera dans le restant de cette section quelques cas particuliers qui peuvent

aider à comprendre de façon plus intuitive les résultats précédents.

– La limite ω → 0 :

Dans la limite où l’angle de Scherk-Schwarz tend à zéro les équations (4.119)

sont approximées par :

m1 ' 2ωπ

πR + κ
−→ 0

ψ51(y) ' 0

ψ52(y) ' − 1√
κ−1πR + 1

ψ1

χ0 ' 1√
κ−1πR + 1

ψ1. (4.120)

Il y a deux façons de comprendre ces résultats. Tout d’abord, d’une manière

globale, si ω = 0 la symétrie Z2 interdit les modes zéro impairs de ψ51, comme

ψ51 est continue, ceci implique ψ51 = 0. La deuxième manière de comprendre

ces résultats est par la prise en compte d’une description locale à cinq di-

mensions où le gravitino ψµ2 absorbe le fermion qui a la même parité sous

la symétrie Z2, ceci correspond au champ ψ51. L’autre gravitino ψµ1 absorbe

la combinaison linéaire ψ52(0) + χ0 et ce qui reste dans la jauge unitaire est

la combinaison orthogonale ψ52(0) − χ0 ∼ ψ1 qui est le pseudo-Goldstino.

L’unique source de masse pour ce champ est le terme de masse dans le volume

à cinq dimensions, qui est nul dans la limite ω → 0.

– La limite Rκ−1 →∞ :
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

Dans cette limite les résultats précédents s’écrivent :

m1 ' 2 sin(ωπ) [κM0 cos(ωπ) + sin(ωπ)]

κπRM0

ψ51(y) ' 1√
κ−1πR

sin
[

ω
( y

R
− π

)]

ψ1

ψ52(y) ' − 1√
κ−1πR

cos
[

ω
( y

R
− π

)]

ψ1

χ0 ' κM0 cos(ωπ) + sin(ωπ)√
κπRM0

ψ1, (4.121)

ce qui est bien en accord avec le fait que le Goldstino absorbé dans la brane

y = 0 est donné par ( ψ51

κM0
+ψ52+χ0)(0

+) et le Goldstino absorbé dans la brane

y = π correspond à ψ51(πR
−).

– Cas ω = 1
2
:

Dans ce cas particulier les masses et états propres sont décrits par

m1 ' 2M0

κπRM 2
0 + 1

ψ51(y) ' − κM0
√

κπRM 2
0 + 1

cos
( y

2R

)

ψ1

ψ52(y) ' − κM0
√

κπRM 2
0 + 1

sin
( y

2R

)

ψ1

χ0 ' 1
√

κπRM 2
0 + 1

ψ1 (4.122)

et on note que le champ ψ52 découple de la brane à y = 0 et le degré de liberté

absorbé correspond à ψ51(0
+) + κM0χ0.

Hiérarchie entre F -termes

Dans cette section on considère un F -terme très important sur une des branes,

par exemple celle à y = πR. Dans ce cas Mπ >> M0. Nos approximations assument

que ω 6= 0, ainsi les résultats présentés ici ne sont pas valables si ω = 0, ce cas

particulier sera présenté dans la section 4.2.3. Nous présentons nos résultats sous

la forme d’une expansion en κM0 pour laquelle on a gardé seulement les termes

dominants. A l’ordre dominant en κM0, la matrice des masses des pseudo-Goldstinos
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4.2 Le mécanisme de super-Higgs

est diagonale dans la base qui correspond à θ = 0 dans (4.104). Les états propres de

masse (ψ1 et ψ2), possèdent les masses respectivement données par :

m1 =
2 sin(ωπ) [κMπ cos(ωπ) + sin(ωπ)]

sin(ωπ) [κMπ cos(ωπ) + sin(ωπ)] + [πR + 2κ− 3κ sin(ωπ)2]κM0Mπ

M0

+O
(

κ2M2
0

)

m2 =
2Mπ sin(ωπ) [κMπ cos(ωπ) + sin(ωπ)]

κπRM 2
π + [κMπ cos(ωπ) + sin(ωπ)]2

+O (κM0) . (4.123)

Comme précédemment, dans la jauge unitaire les champs ψ51(y), ψ52(y),χ0 et χπ

s’écrivent en fonctions des pseudo-Goldstinos de la manière suivante :

ψ51(y) =
κMπ

√

κπRM 2
π + [κMπ cos(ωπ) + sin(ωπ)]2

sin
(ω

R
y
)

ψ2 +O (κM0)

ψ52(y) = − κMπ
√

κπRM 2
π + [κMπ cos(ωπ) + sin(ωπ)]2

cos
(ω

R
y
)

ψ2 +O (κM0)

χ0 = ψ1 +O (κM0)

χπ =
κMπ cos(ωπ) + sin(ωπ)

√

κπRM 2
π + [κMπ cos(ωπ) + sin(ωπ)]2

ψ2 +O (κM0) . (4.124)

On remarque que les résultats obtenus dans la section précédente peuvent être

obtenus à partir des expressions ci-dessus si on considère simplement M0 = 0 et si

on échange les rôles joués par les branes 0 et π.

La limite à cinq dimensions ou la limite de grand rayon

Ici nous prenons la limite où le rayon de la dimension supplémentaire est très

grand, R >> κ, RM0 >> 1 et RMπ >> 1, de manière à ce que le scénario soit en

réalité complètement pentadimensionnel. Les masses des pseudo-Goldstinos et les

états propres de masse sont présentés comme une série de perturbation en κ/R pour

laquelle nous ne gardons que les termes dominants.

A l’ordre dominant en κ/R, la matrice des masses est diagonale dans la base qui

correspond à l’angle θ dans (4.104) donné par :

tan(2θ) =
κM0Mπ[1− cos(2ωπ)]−M0 sin(2ωπ)

Mπ +M0 cos(2ωπ)− κM0Mπ sin(2ωπ)
. (4.125)
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

Si on fait le choix −π/4 < θ < π/4 les masses des états propres ψ1 et ψ2 s’écrivent :

m1 =
1

κπR

[

1

M0

+
1

Mπ

+
√
∆

]

+O

(

κ3/2

R3/2

)

m2 =
1

κπR

[

1

M0

+
1

Mπ

−
√
∆

]

+O

(

κ3/2

R3/2

)

(4.126)

où

√
∆ = cos(2θ)

{

1

M0

+
cos(2ωπ)

Mπ

− κ sin(2ωπ)

}

+sin(2θ)

{[

κ− κ cos(2ωπ)− sin(2ωπ)

Mπ

]}

. (4.127)

Les Goldstinos locaux originels ψ51(y), ψ52(y), χ0 et χπ, dans la jauge unitaire,

s’expriment en fonction des pseudo-Goldstinos ψ1 et ψ2 comme dans les équations

(4.104) et (4.106), ce qui dans notre cas s’écrit :

ψ51(y) =

√

κ

πR

[

cos
(ω

R
y + θ

)

ψ1 + sin
(ω

R
y + θ

)

ψ2

]

+O
( κ

R

)

ψ52(y) =

√

κ

πR

[

sin
(ω

R
y + θ

)

ψ1 − cos
(ω

R
y + θ

)

ψ2

]

+O
( κ

R

)

χ0 = −
√

κ

πR

[

sin(θ) +
1

κM0

cos(θ)

]

ψ1

+

√

κ

πR

[

cos(θ)− 1

κM0

sin(θ)

]

ψ2 +O
( κ

R

)

χπ =

√

κ

πR

[

− sin(ωπ + θ) +
1

κMπ

cos(ωπ + θ)

]

ψ1

+

√

κ

πR

[

cos(ωπ + θ) +
1

κMπ

sin(ωπ + θ)

]

ψ2 +O
( κ

R

)

. (4.128)

La limite de rayon petit ou la limite à quatre dimensions

Dans cette section nous présentons la limite quadridimensionnelle, ce qui corres-

pond au cas limite d’un très petit rayon de la dimension supplémentaire, RM0 << 1

et RMπ << 1. Dans cette limite les états propres ψ1 et ψ2 ont leurs masses données
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4.2 Le mécanisme de super-Higgs

par :

m1 =
(M0 +Mπ) sin(ωπ) + 2κM0Mπ cos(ωπ) +

√
∆

κ (M0 +Mπ) cos(ωπ)− (κ2M0Mπ − 1) sin(ωπ)

m2 =
(M0 +Mπ) sin(ωπ) + 2κM0Mπ cos(ωπ)−

√
∆

κ (M0 +Mπ) cos(ωπ)− (κ2M0Mπ − 1) sin(ωπ)
(4.129)

respectivement. Ici ∆ est défini comme

∆ = (M0 −Mπ)
2 sin(ωπ)2 + 4 (κM0Mπ)

2 . (4.130)

À nouveau, dans la jauge unitaire les quatre Goldstinos locaux s’expriment en fonc-

tion des pseudo-Goldstinos ψ1 et ψ2 de la manière suivante :

ψ51(y) =
M0

[

sin
(

ω
R
y − ωπ

)

− κMπ cos
(

ω
R
y − ωπ

)]

χ0

(M0 +Mπ) cos(ωπ)− (κM0Mπ − κ−1) sin(ωπ)

+
Mπ

[

sin
(

ω
R
y
)

+ κM0 cos
(

ω
R
y
)]

χπ

(M0 +Mπ) cos(ωπ)− (κM0Mπ − κ−1) sin(ωπ)

ψ52(y) =
−M0

[

cos
(

ω
R
y − ωπ

)

+ κMπ sin
(

ω
R
y − ωπ

)]

χ0

(M0 +Mπ) cos(ωπ)− (κM0Mπ − κ−1) sin(ωπ)

− Mπ

[

cos
(

ω
R
y
)

− κM0 sin
(

ω
R
y
)]

χπ

(M0 +Mπ) cos(ωπ)− (κM0Mπ − κ−1) sin(ωπ)

χ0 =

[

(M0 −Mπ) sin(ωπ) +
√
∆
]

ψ1 + 2κM0Mπψ2
√

2
[

∆+ (M0 −Mπ) sin(ωπ)
√
∆
]

χπ =
−2κM0Mπψ1 +

[

(M0 −Mπ) sin(ωπ) +
√
∆
]

ψ2
√

2
[

∆+ (M0 −Mπ) sin(ωπ)
√
∆
]

. (4.131)

Absence du mécanisme de Scherk-Schwarz

Un autre cas simple à étudier correspond au scénario dans lequel seuls les F -

termes localisés sur les branes sont source de brisure de supersymétrie. Ceci corres-

pond au cas où l’angle de Scherk-Schwarz est nul, ω = 0.

Les états propres de masse ψ1 et ψ2 dans ce cas particulier possèdent des masses

données par :

m1 = 0
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

m2 =
2M0Mπ (M0 +Mπ) (πR + 2κ)

κ (πRM0Mπ)
2 + πR (2κ2M2

0M
2
π +M2

0 +M2
π) + κ (M0 +Mπ)

2 . (4.132)

Dans la jauge unitaire les Goldstinos locaux ψ51(y), ψ52(y),χ0 et χπ s’expriment

en fonction des pseudo-Goldstinos ψ1 et ψ2 à travers les expressions suivantes :

ψ51(y) = −κ
√
2κ+ πRM0Mπ√

λ
ψ2

ψ52(y) =
1√

2 + κ−1πR

[

−ψ1 +
√
κ (Mπ −M0)√

λ
ψ2

]

χ0 =
1√

2 + κ−1πR

[

ψ1 +

√
κ (M0 +Mπ + κ−1πRMπ)√

λ
ψ2

]

χπ =
1√

2 + κ−1πR

[

ψ1 −
√
κ (M0 +Mπ + κ−1πRM0)√

λ
ψ2

]

(4.133)

où l’on a utilisé la notation

λ = κ (πRM0Mπ)
2 + πR

(

2κ2M2
0M

2
π +M2

0 +M2
π

)

+ κ (M0 +Mπ)
2 . (4.134)

On remarque que ψ51(y) est proportionnel à M0Mπ. Ce résultat est attendu

car dans le cas ω = 0 le champ ψ51(y) est impair aux deux bords et serait nul

pour tout y si les discontinuités sur les deux bords à y = 0 et y = πR (qui sont

proportionnelles à M0 et Mπ respectivement) n’étaient pas présentes. On note aussi

qu’un des pseudo-Goldstinos est de masse nulle. Ce résultat peut être compris par

l’argument suivant. Généralement les pseudo-Goldstinos acquièrent leurs masses à

partir des branes et du volume à cinq dimensions. Les branes fournissent des termes

de masse pour les combinaisons χ0 + ψ52(0) à y = 0 et χπ + ψ52(πR) à y = πR,

comme on voit dans l’équation (4.96). Dans le cas où ω = 0, ces deux combinaisons

linéaires sont proportionnelles à ψ51(0
+) = ψ51(πR

−) ∼ ψ2, comme on voit dans

la condition de jauge unitaire (4.105). La combinaison orthogonale, ψ1, pourrait

recevoir une contribution pour sa masse à partir des termes dans le volume à cinq

dimensions, mais cette contribution est nulle dans notre cas car ω = 0.

Nous discuterons maintenant de quelques limites pour montrer la connexion entre

le cas étudié dans cette section et les différents cas étudiés précédemment.

– Limite Mπ >> M0 :

Dans la sous-section 4.2.3 les masses et états propres de masse sont donnés pour

le cas limite Mπ >> M0 si on assume ω 6= 0 et nous avons attiré l’attention

sur le fait que les expressions trouvées dans cette section ne sont pas toujours
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4.2 Le mécanisme de super-Higgs

valables si ω = 0. En effet, si ω = 0, Mπ >> M0 et RM0 << 1 les masses et

respectives états propres sont données par :

m1 = 0

m2 ' 2(πR + 2κ)

πR + κ
M0

ψ51(y) ' −M0κ
√
κ−1πR + 2√

κ−1πR + 1
ψ2

ψ52(y) ' 1√
2 + κ−1πR

[

−ψ1 +
1√

1 + κ−1πR
ψ2

]

χ0 ' 1√
2 + κ−1πR

[

ψ1 +
√
1 + κ−1πRψ2

]

χπ ' 1√
2 + κ−1πR

[

ψ1 −
1√

1 + κ−1πR
ψ2

]

. (4.135)

On remarque que si dans les expressions précédentes on prend la limite d’un

rayon très grand, ce qui équivaut à ω = 0, Mπ >> M0 et Rκ
−1 >> 1, alors les

résultats (4.135) prennent la forme suivante

m1 = 0

m2 ' 2 M0

ψ51(y) ' −M0 κ ψ2

ψ52(y) ' 1√
κ−1πR

[

−ψ1 +
1√

κ−1πR
ψ2

]

∼ − 1√
κ−1πR

ψ1

χ0 ' 1√
κ−1πR

[

ψ1 +
√
κ−1πRψ2

]

∼ ψ2

χπ ' 1√
κ−1πR

[

ψ1 −
1√

κ−1πR
ψ2

]

∼ 1√
κ−1πR

ψ1. (4.136)

– Limite Rκ−1 → 0 :

Une limite intéressante est la combinaison du cas étudié dans cette section

ω = 0 et de la limite Rκ−1 → 0. Dans ce cas particulier les équations (4.132)
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

et (4.133) impliquent les expressions suivantes pour les masses et états propres,

m1 = 0

m2 ' 4M0Mπ

M0 +Mπ

ψ51(y) ' −
√
2κM0Mπ

M0 +Mπ

ψ2

ψ52(y) ' − 1√
2
ψ1 +

Mπ −M0√
2 (M0 +Mπ)

ψ2

χ0 ' 1√
2
ψ1 +

1√
2
ψ2

χπ ' 1√
2
ψ1 −

1√
2
ψ2. (4.137)

On peut vérifier facilement que les équations (4.137) sont bien en accord avec

les résultats obtenus dans la section précédente dans la limite ω = 0. Si en

plus nous considérons la limite Mπ >> M0 dans le cas précédent, alors les

expressions des masses et états propres en (4.137) s’expriment de la façon

suivante,

m1 = 0

m2 ' 4M0

ψ51(y) ' −
√
2κM0ψ2

ψ52(y) ' 1√
2
(−ψ1 + ψ2)

χ0 ' 1√
2
(ψ1 + ψ2)

χπ ' 1√
2
(ψ1 − ψ2) . (4.138)

4.3 Un exemple simple

Dans cette section nous décrirons un exemple simple où la supersymétrie est

brisée dans deux secteurs de la théorie considérée dans ce chapitre. Plus précisément,

la supersymétrie est brisée par des F -termes localisés sur les branes et aussi par un
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4.3 Un exemple simple

mécanisme de Scherk-Schwarz dans le volume à cinq dimensions. Dans ce but, on

considère un seul multiplet chiral localisé sur la brane qui se trouve à y = 0. Dans le

volume pentadimensionnel la supersymétrie est brisée par le mécanisme de Scherk-

Schwarz paramétré par l’angle ω 6= 0.

Dans le but d’obtenir un exemple simple, on suppose que le potentiel de Kähler

sur la brane est canonique : K = φφ∗ et le superpotentiel que nous examinons est

le suivant, W = e−φ
2/2+

√
3φ. Ces fonctions impliquent la fonction de Kähler suivante

sur la brane :

G = φφ∗ − φ2

2
+
√
3φ− φ∗2

2
+
√
3φ∗. (4.139)

Dans la suite de nos développements nous montrerons que ce choix de fonction

de Kähler donne origine à la brisure de supersymétrie avec constante cosmologique

nulle sur la brane. Le lagrangien (4.20) implique que le potentiel scalaire sur la brane

s’écrit

V = eG
(

∂G
∂φ

∂G
∂φ∗

− 3

)

. (4.140)

La fonction de Kähler (4.139) implique le potentiel suivant : V = eG |φ− φ∗|2. La
minimisation de ce potentiel conduit aux valeurs dans le vide suivantes : 〈Im(φ)〉 = 0

et 〈 V 〉 = 0, et donc une constante cosmologique nulle sur la brane, comme annoncé

au début de cette section.

Il est utile de paramétrer le champ scalaire complexe φ par deux champs scalaires

réels ϕ et σ :

φ =
1√
2
[ϕ+ iσ ] . (4.141)

Le potentiel (4.140) implique clairement que le champ scalaire ϕ est de masse nulle

et que le champ scalaire σ est massive, avec masse donnée par m2
σ = 4

〈

e
√
6ϕ
〉

.

Le spectre des fermions dans cet exemple simple peut être calculé directement

à partir des formules (4.102), (4.118) et les valeurs suivantes des F -termes : M0 =
〈

eG/2
〉

=
〈

e
√
6ϕ/2
〉

etMπ = 0. Si on note la valeur du vide du champ ϕ par 〈ϕ〉 = A,

alors les masses des modes de Kaluza-Klein des gravitinos sont :

m3/2 =
ω

R
+

1

πR
arctan

(

e
√
6A/2

)

+
n

R
, n ∈ Z (4.142)
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Chapitre 4. Univers branaires dans un espace temps à cinq dimensions

et la masse du pseudo-Goldstino est :

mPG =
2e
√
6A/2 sin(ωπ)

[

e
√
6A/2 cos(ωπ) + sin(ωπ)

]

πRe
√
6A +

[

e
√
6A/2 cos(ωπ) + sin(ωπ)

]2 . (4.143)
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Chapitre 5

Pseudo-Goldstinos comme

neutrinos droits

Dans le chapitre 4 nous avons montré comment les pseudo-Goldsinos apparaissent

dans une théorie où la supersymétrie est spontanément brisée dans plusieurs secteurs.

Nous explorons dans ce chapitre la possibilité selon laquelle les pseudo-Goldstinos

s’interprètent comme des neutrinos stériles. Dans cette hypothèse, ces derniers en-

gendrent alors les masses légères des neutrinos actifs par un mécanisme de “see-saw”.

Dans les prochaines sections la discussion sera fondée sur un modèle contenant

les caractéristiques principales qui interviennent dans la détermination des valeurs

des masses et couplages de Yukawa des pseudo-Goldstinos en tant que neutrinos

stériles. L’analyse sera présentée en trois étapes. Tout d’abord on décrit la théorie

de jauge sur une brane dans le cadre de la supersymétrie globale. Ensuite les effets

dûs à la supergravité sont inclus en deux temps. On passe de la supersymétrie glo-

bale à la supersymétrie locale en prenant en compte les corrections de supergravité

induites sur la brane. Finalement on considère les effets dûs au couplage gravita-

tionnel entre les autres secteurs, dans notre cas le volume pentadimensionnel, et la

brane. En particulier le volume à cinq dimensions peut induire des effets de brisure

de supersymétrie qui sont pris en compte dans cette étape finale.

5.1 Supersymétrie globale sur la brane

Les champs présents sur la brane se rassemblent en deux ensembles. Dans le

premier sont présents, par exemple, les états d’une extension supersymétrique du

modèle standard. Les intéractions entre ces champs sont décrites par le potentiel de

Kähler KSM , le superpotentielWSM et aussi par les fonctions cinétiques de jauge. Le

second ensemble contient trois multiplets N ′
i qui jouent le rôle des neutrinos droits

et deux champs supplémentaires Φ et Φ′, tous ces champs ont charge une nulle en
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Chapitre 5. Pseudo-Goldstinos comme neutrinos droits

ce qui concerne les symétries de jauge du modèle standard. Les interactions de ces

derniers champs entre eux et avec les trois familles de leptons Li et le doublet de

Higgs Hu sont décrites par le potentiel de Kähler K0 et le superpotentiel W0.

Le potentiel de Kähler et superpotentiel sont donnés par

K = KSM +K0(Φ,Φ
′, N ′

i , Li, Hu), W =WSM +W0(Φ,Φ
′, N ′

i , Li, Hu) (5.1)

où

K0 = ΦΦ + Φ′Φ
′
+N ′

iN
′
i + LiLi +HuHu,

W0 = λi
Φ

Λ
N ′
iLiHu + cN ′

1

[

(Φ−M)2 +M2
]

+ bΦ′ (Φ−M) . (5.2)

Dans ces expressions λi sont des constantes sans dimension et Λ est une échelle de

coupure qui gouverne les intéractions non renormalisables et peut être identifiée à

la masse de Planck : Λ =MPl.

Le potentiel scalaire est minimisé dans le vide suivant : 〈ñ′2〉 = 0, 〈ñ′3〉 = 0,
〈

l̃i

〉

= 0,
〈

h̃u

〉

= 0,
〈

φ̃′
〉

= 0 et
〈

φ̃
〉

= M . On remarque que ñ′1 est une direction

plate qui est levée par les corrections quantiques à une boucle, ce qui implique

〈ñ′1〉 = 0. Dans ce vide tous les F -termes sont nuls à l’exception du F -terme du

multiplet N ′
1, qui vaut

〈

FN ′

1

〉

≡
〈

∂W

∂N ′
1

〉

= cM 2. (5.3)

On note que si cM 6= 0 la supersymétrie est brisée spontanément et la composante

fermionique du multiplet N ′
1 joue le rôle d’un Goldstino local que nous appelons

χ0 ≡ N ′
1.

5.2 Passage à la supersymétrie locale

Comme annoncé antérieurement, le passage à la supersymétrie locale se fera en

deux temps. D’abord nous présentons les effets induits par la supergravité sur la

brane sans prendre en compte les effets provenant de la brisure de supersymétrie

dans d’autres secteurs.

Le potentiel scalaire s’écrit maintenant :

V = eκ
2K

(

∑

i

|DiW |2 − 3κ2|W |2
)

(5.4)
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5.3 Brane dans le volume à cinq dimensions

où la somme porte sur tous les supermultiplets, appelés ici Φi, et DiW = ∂W
∂Φi

+

κ2ΦiW . Le superpotentiel W est modifié de manière à ce que le vide obtenu dans le

cas global survive comme un minimum local avec énergie du vide nulle : 〈V 〉 = 0.

Cette modification est la suivante :

W0 → W1 = λi
Φ

Λ
N ′
iLiHu + e−κ

2MΦ

{

cN ′
1

[

(Φ−M)2 +M2
]

+bΦ′ (Φ−M) +
κ√
3
cM2N ′

1
2
+
cM2

κ
√
3

}

(5.5)

Le potentiel scalaire possède le minimum métastable suivant : 〈ñ′i〉 = 0,
〈

l̃i

〉

= 0,

〈

h̃u

〉

= 0,
〈

φ̃′
〉

= 0 et
〈

φ̃
〉

= M . Dans ce vide tous les F -termes sont nuls à

l’exception du F -terme du multiplet N ′
1, qui vaut

〈

FN ′

1

〉

=
〈

e−κ
2K/2DN ′

1
W
〉

= cM 2e−κ
2M2/2. (5.6)

Lorsque cM 6= 0 la supersymétrie est brisée spontanément et le gravitino est massif,

sa masse est donnée par

M0 =
〈

e−κ
2K/2|κ2W |

〉

= e−κ
2M2/2 cκM

2

√
3
. (5.7)

On remarque qu’il existe aussi un vide global qui est anti-de Sitter et super-

symétrique à 〈ñ′2〉 = 0, 〈ñ′3〉 = 0,
〈

l̃i

〉

= 0,
〈

h̃u

〉

= 0,
〈

φ̃′
〉

= 0,
〈

φ̃
〉

= M et

〈ñ′1〉 = −(1− 21/3 + 22/3)/(
√
3κ).

5.3 Brane dans le volume à cinq dimensions

Ici nous décrivons les effets dûs au couplage gravitationnel du volume pentadi-

mensionnel à la brane. En particulier les effets de brisure de supersymétrie induits

par le volume à cinq dimensions sont pris en compte. Nous considérons l’espace-

temps à cinq dimensions étudié dans le chapitre 4 où la dimension supplémentaire y

est associée au orbifold S1/Z2 et l’action dans le volume à cinq dimensions décrit la

supergravité. Le modèle quadridimensionnel présenté dans la section 5.2 décrit les

états localisés sur une brane à y = 0.

D’après les résultats du chapitre 4, grâce à la brisure de supersymétrie sur la

brane et dans le volume pentadimensionnel il existe trois Goldstinos “locaux” :
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Chapitre 5. Pseudo-Goldstinos comme neutrinos droits

ψ51(y), ψ52(y),N
′
1. Pour nous approcher des notations du chapitre 4 on écritN ′

1 ≡ χ0.

Le mécanisme de super-Higgs dans cette configuration a été étudié dans la section

4.2, où il a été montré que des deux degrés de liberté à cinq dimensions et un

degré de liberté à quatre dimensions originels (ψ51(y), ψ52(y) et χ0), une infinité de

modes de Kaluza-Klein est absorbée pour devenir les composantes longitudinales des

gravitinos ψµ1(y) et ψµ2(y), qui sont tous massifs. Des degrés de liberté originels,

seul un degré de liberté persiste dans la jauge unitaire : le pseudo-Goldstino ψ1.

Au cours de la section 4.2.3 nous avons calculé, dans la jauge unitaire, la masse du

pseudo-Goldstino et les expressions explicites des champs ψ51(y), ψ52(y) et χ0 en

fonction de ψ1, ce qui est présenté dans les équations (4.118) et (4.119).

Aussi la masse du gravitino a été calculé dans ce scénario, son expression est

donnée par l’équation (4.110) que nous réécrivons dans la forme suivante :

m3/2 =
ω

R
+

1

πR
arctan [κM0] =

ω

R
+

1

πR
arctan

[

(

πR

M2
Pl

) 2

3 F0√
3

]

(5.8)

où la relation πRM 3
5 =M2

4 entre les masses de Planck à quatre et cinq dimensions1

a été utilisée. Dans l’expression de la masse du gravitino ci-dessus nous avons défini

〈FN1
〉 = F0 et nous avons utilisé la relation M0 = κF0/

√
3 qui a pour origine la

constante cosmologique nulle sur la brane. Dans ces notations la masse du pseudo-

Goldstino donnée dans l’équation (4.118) s’écrit

M1 =

(

πR

M2
Pl

) 1

3 2F0 sin(ωπ)

d
√
3

[

(

πR

M2
Pl

) 2

3 F0√
3
cos(ωπ) + sin(ωπ)

]

(5.9)

où

d =

(

πRF0√
3MPl

)2

+

[

(

πR

M2
Pl

) 2

3 F0√
3
cos(ωπ) + sin(ωπ)

]2

. (5.10)

L’expression du champ χ0 en fonction de ψ1 (équation (4.119)) s’écrit

χ0 =
1√
d

[

(

πR

M2
Pl

) 2

3 F0√
3
cos(ωπ) + sin(ωπ)

]

ψ1 = a01ψ1. (5.11)

Nous appelons Ni les champs fermioniques physiques qui correspondent aux neu-

trinos droits. Ils sont obtenus par les redéfinitions : N ′
1 → N1 ≡ ψ1 = N ′

1/a01,

1On rappelle que dans nos notations κ = M−1

5
et M4 = MPl
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5.4 Masses des Neutrinos

N ′
2 → N2 = N ′

2 et N
′
3 → N3 = N ′

3. Ces champs sont présents dans les couplages de

Yukawa entre le boson hu appartenant au secteur de Higgs, les doublets de leptons

li et les neutrinos droits Ni :

L ⊃ fiNilihu. (5.12)

D’après l’expression du superpotentiel (5.5) les contantes dans les couplages de Yu-

kawa prennent les valeurs f1 = a01λ1
M
Λ
, f2 = λ2

M
Λ

et f3 = λ3
M
Λ
. La valeur dans le

vide de FN1
conduit aux termes de brisure douce suivants entre les sleptons l̃1 et hu :

L ⊃ λ1F0
M

Λ
l̃1hu = ∆m2l̃1hu. (5.13)

La constante de couplage de Yukawa f1 peut donc s’écrire :

f1 =

[

(

πR

M2
Pl

) 2

3 F0√
3
cos(ωπ) + sin(ωπ)

]

∆m2

F0
√
d
. (5.14)

5.4 Masses des Neutrinos

Dans cette section nous restreignons notre analyse aux masses des neutrinos. Les

résultats obtenus dans les sections précédentes montrent que les termes de masse

suivants sont présents :

fiNilihu −
1

2
MININI . (5.15)

LorsqueM1 est très grand par rapport à f1 〈hu〉 le mécanisme de “see-saw” implique

la valeur suivante pour la masse du neutrino actif ν1 :

mν1 u −(f1 vu)
2

M1

, (5.16)

où vu est la valeur dans le vide du boson hu : vu = 〈hu〉. La masse du neutrino stérile

correspondant vaut approximativement M1 (équation (5.9)).

Dans le cas où la masse du pseudo Goldstino (5.9) est l’unique masse de Majorana

présente pour les neutrinos droits, les seuls termes de masse des deux autres familles

sont les masses de Dirac

mD
ν2

= f2 vu et mD
ν3

= f3 vu. (5.17)

Un exemple numérique qui fournit des masses pour les neutrinos en accord avec

les bornes expérimentales est obtenu lorsque R−1 ≈ 109 TeV, ce qui conduit à
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Chapitre 5. Pseudo-Goldstinos comme neutrinos droits

M5 ≈ 1016 GeV. Si en plus F0 ≈ 100 TeV, ∆m ≈ 100 MeV et ω = 0, 5 les équations

(5.8), (5.9), (5.14), (5.16) et (5.17) impliquentmν1 ≈ 10−7 eV,mD
ν2
≈ mD

ν3
≈ 0, 01 eV,

M1 ≈ 10 KeV etm3/2 ≈ 1011 GeV. Dans cet exemple on note la structure des masses

suivante : le neutrino actif de la première famille a une masse très petite par rapport

aux neutrinos actifs des deux autres familles, qui ont des masses du même ordre de

grandeur. Le gravitino dans cet exemple est beaucoup plus lourd que le neutrino

stérile N1.
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Chapitre 6

Résultats spécifiques aux univers à

six dimensions

Dans ce chapitre nous allons aborder des questions relatives aux théories de

supergravité bâtie dans les univers branaires en espace temps à six dimensions. Plu-

sieurs caractéristiques des théories construites en six dimensions sont des extensions

directes de résultats que nous avons obtenus dans les chapitres précédents pour les

théories en cinq dimensions.

Dans la section 6.1 on définit le modèle étudié ici, il est construit sur un espace-

temps avec deux dimensions supplémentaires qui sont compactifiées sur l’orbifold

T 2/Z2. La gravité sera présente à l’intérieur du volume à six dimensions, on considère

donc la supergravité à six dimensions dans ce volume. On considère aussi des branes

localisées aux points fixes de l’orbifold. Dans ces branes quadridimensionnelles se

trouvent des multiplets chiraux et vectoriels. Nous décrirons comment ces multiplets

sont couplés à la supergravité du volume à six dimensions et comment des termes

de masse localisés pour le gravitino peuvent être présents sur la brane. Dans la

section 6.2 les propriétés du gravitino seront étudiées dans la présence des termes

de masse localisés sur les branes de co-dimension deux. Dans ce but une réduction

à quatre dimensions sera effectuée par expansion en modes de Kaluza-Klein et les

états propres de masse des gravitinos avec leurs respectives masses seront déterminés.

Lorsque des termes de masse localisés pour les gravitinos sont présents sur les branes

de co-dimension deux, le calcul de la masse du gravitino nécessite l’introduction

d’une coupure ultraviolette déjà à l’ordre des arbres.

6.1 Univers branaires de co-dimension deux

Les modèles considérés dans ce chapitre sont bâtis sur un espace temps à six

dimensions, qui est paramétré par (xµ, x5, x6). Comme dans les chapitres précédents
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Chapitre 6. Résultats spécifiques aux univers à six dimensions

xµ correspond aux coordonnées à quatre dimensions de l’espace temps de Minkowski

et (x5, x6) sont les deux coordonnées de l’orbifold T 2/Z2. Cet orbifold est construit

à partir du tore T 2 qui a une périodicité donnée par (x5, x6) ≡ (x5 + 2πmR5, x
6 +

2πnR6), m,n ∈ N. L’orbifold T 2/Z2 est obtenu à travers l’identification suivante

(x5, x6) ≡ (−x5,−x6) et contient quatre points fixes : (0, 0), (πR5, 0), (0, πR6),

(πR5, πR6). Le domaine fondamental du tore est montré sur la figure 6.1, sur cette

figure le domaine fondamental de l’orbifold correspond à la surface remplie par les

lignes verticales et le domaine fondamental du tore correspond à la surface remplie

par les lignes verticales et les lignes inclinées.

π R 5

π R 6

π R 6

π R 5

X

X 6

5
−

−

0

Fig. 6.1 – Domaines fondamentaux du tore et de l’orbifold. Le domaine fondamental
de l’orbifold correspond à la surface remplie par lignes verticales et le domaine
fondamental du tore correspond à la surface remplie par les lignes verticales et les
lignes inclinées.

Dans cet espace se trouvent aussi des branes dans lesquelles les champs de matière

sont localisés. Ces branes ont quatre dimensions d’espace-temps. Nous considérons

le cas le plus simple où une seule brane se trouve à l’origine (x5, x6) = (0, 0) car

cette construction reproduit déjà les aspects qualitatives les plus importantes des

champs qui se trouvent sur les branes de co-dimension deux.

6.1.1 La théorie à l’intérieur du tore

On suppose que la gravité est partout, également à l’intérieur du volume à six

dimensions. Notre objet d’étude étant les théories supersymétriques, le lagrangien
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6.1 Univers branaires de co-dimension deux

du volume doit décrire la supergravité à six dimensions. Le supermultiplet de su-

pergravité à six dimensions dans sa version minimale est formé par le sechsbein eAM ,

le gravitino ΨM , un champ scalaire réel Φ appelé le dilaton, un fermion X appelé

le dilatino et la deux-forme de Kalb-Ramond notée ici BMN qui donne origine à

la trois-forme H = 3∂[MBNP ]. L’action de supergravité dans le volume est N = 2

supersymétrique car elle conserve huit supercharges, tous les champs cités ci-dessus

contribuent pour cette action, son expression explicite et les transformations de

supersymétrie correspondantes sont données dans les références [50].

Dans notre étude nous nous concentrerons sur le gravitino. L’action de super-

gravité décrite dans le paragraphe précédent contient le terme cinétique standard

du gravitino [50] :

Lkin = −iM 2
6 e6ΨMΓMNPDNΨP (6.1)

où M6 = κ−1 est la masse de Planck à six dimensions (il conviendra de noter que la

constante κ a ici une signification différente de celle des chapitres précédents). Aussi

on note e6 le déterminant du sechsbein. Il n’y a pas d’autre terme bilinéaire pour

le gravitino dans l’action de supergravité à six dimensions de [50], ce qui implique

l’absence de termes de masse volumique pour le gravitino ΨM , ceci est attendu car

pour l’instant nous n’avons aucune source de brisure de supersymétrie.

Le terme cinétique du gravitino peut être exprimé en notation de spineur à deux

composantes comme décrit dans l’appendice A.3. Le résultat s’écrit de la manière

suivante :

Lkin = κ−2e6

[

1

2
εµνρλ

(

ψµ1σνDρψλ1 + ψµ2σνDρψλ2
)

+ψµ1σ
µν (D5̂ + iD6̂)ψν2 − ψµ2σ

µν (D5̂ + iD6̂)ψν1

− (ψ5̂1 + iψ6̂1)σ
µνDµψν2 + (ψ5̂2 + iψ6̂2) σ

µνDµψν1

−ψµ1σµνDν (ψ5̂2 + iψ6̂2) + ψµ2σ
µνDν (ψ5̂1 + iψ6̂1)

]

+ h.c. (6.2)

Pour bien définir cette théorie dans l’orbifold T 2/Z2 on doit imposer des parités

aux divers champs sous l’action de la symétrie Z2. Ces parités doivent être consis-

tantes avec l’action de supergravité et les transformations de supersymétrie. Si les

fermions ΨM et X sont exprimés en notation de spineur à deux composantes comme

décrit dans l’appendice A.3, alors les champs eaµ, e
i
j, Bµν , Bij, Φ, ψµ1, ψi2 et χ1 sont

pairs sous la symétrie Z2, et les champs eiµ, e
a
i , Bµi, ψµ2, ψi1 et χ2 sont impairs sur

cette symétrie Z2. Ici les indices i, j font référence aux coordonnées des dimensions
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Chapitre 6. Résultats spécifiques aux univers à six dimensions

supplémentaires : i, j ∈ (5, 6). Comme dans les chapitres précédents, seulement les

champs pairs sous l’action de la symétrie Z2 couplent à la brane placée au point fixe

de l’orbifold.

Dans la suite de nos développements nous expliquerons comment des champs

de matière localisés sur la brane peuvent être couplés à la supergravité de manière

consistante.

6.1.2 Branes et leur couplage à la supergravité

Nous décrirons maintenant les champs physiques qui sont localisés sur la brane.

Rappelons tout d’abord que la brane se trouve sur un des points fixe de l’orbi-

fold (x5, x6) = (0, 0) et donc seuls les champs pairs sous la symétrie Z2 qui définit

l’orbifold couplent aux champs localisés sur la brane.

La brane peut contenir un multiplets chiral (champ scalaire φ et spineur χb) et un

multiplet vectoriel (champ vectoriel Aµ, et spineur λ) sous lequel le multiplet chiral

peut être chargé. L’action sur la brane et sont couplage au multiplet de gravité du

volume à six dimensions peuvent être obtenus par la procédure de Noether, ce qui a

été réalisé par les auteurs de la référence [51]. Nous décrirons ici le fonctionnement

de cette procédure et nous montrerons les résultats qui seront importants pour notre

étude.

La procédure de Noether appliquée par les auteurs de [51] peut être décrite de la

façon suivante, on commence par l’action sur la brane invariante par supersymétrie

globale qui contient juste le multiplet chiral et vectoriel. Ces champs sont couplés

à la métrique à quatre dimension induite sur la brane (e4) comme demandé par la

relativité générale. Le paramètre de transformation de supersymétrie est mainte-

nant considéré comme local dans les coordonnées xµ et donc l’action sur la brane

n’est plus invariante sous la supersymétrie, une partie de la variation de l’action

sur la brane est proportionnelle au supercourant sur la brane. Pour annuler cette

variation, le supercourant est couplé au gravitino de parité pair. L’autre partie de

la variation de l’action sur la brane est due au champ métrique induit sur la brane,

les modifications nécessaires pour éliminer cette variation peuvent être exprimées

comme une redéfinition de la trois-forme H → Ĥ, ce qui change les identités de

Bianchi (dĤ 6= 0). Finalement la partie de la variation de l’action qui est bilinéaire

dans les fermions et qui contient eij ainsi que des dérivés du dilaton permettent de

déterminer comme ces champs doivent coupler à la brane.

L’action et les transformations de supersymétrie ainsi obtenues sont données

explicitement dans la référence [51]. Ici notre intérêt porte sur la présence d’un
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6.2 Réduction à quatre dimensions

superpotentiel constant W0 différent de zéro sur la brane. Si ce superpotentiel est

présent alors le lagrangien localisé sur la brane contient un terme de masse à quatre

dimensions pour le gravitino :

Lmass = −e4δ(x5)δ(x6) (M0ψµ1σ
µνψν1 + h.c.) (6.3)

et aussi des termes bilinéaires qui mélangent le gravitino à quatre dimensions ψµ1 aux

composantes du gravitino ψ52 et ψ62 correspondant aux dimensions supplémentaires.

La constanteM0 est proportionelle à la valeur du superpotentielW0 :M0 =
√
g5̂5̂W0.

La prochaine étape dans l’étude de cette théorie de supergravité est le fixation

de jauge. Un choix de jauge possible est la jauge unitaire. Comme remarqué dans la

section 4.2 la jauge unitaire peut être obtenue à partir des jauges Rξ dans la limite

ξ → ∞. La procédure de fixation de jauge est analogue à celle développée dans les

sections 4.2.1 et 4.2.2, on remarque que dans la jauge unitaire les termes bilinéaires

de mélange entre le gravitino à quatre dimensions ψµ et les champs ψ5 et ψ6 sont

absents. Si on se place dans la jauge unitaire, la partie du lagrangien qui décrit les

termes bilinéaires (termes de masse et termes cinétiques) du gravitino est donnée

par

Lk+m = κ−2
[

1

2
εµνρλ

(

ψµ1σν∂ρψλ1 + ψµ2σν∂ρψλ2
)

+ 2ψµ1σ
µν (∂5 + i∂6)ψν2

]

−δ(x5)δ(x6)M0ψµ1σ
µνψν1 + h.c. (6.4)

Dans les prochaines sections nous étudierons les conséquences intéressantes de ce

résultat pour la physique des gravitinos dans les univers branaires à six dimensions.

6.2 Réduction à quatre dimensions

Pour étudier les propriétés du gravitino il y a deux approches, on peut étudier

ses équations de mouvement et conditions aux bords (c’est l’approche que nous

avons suivie dans le chapitre 4) ou nous pouvons étudier la théorie effective à quatre

dimensions. Dans cette section nous suivrons la deuxième méthode.

Tout d’abord il faut décomposer le gravitino en modes de Kaluza-Klein, ainsi on

considère l’expansion des gravitinos ψµ1(x
µ, x5, x6) et ψµ2(x

µ, x5, x6) dans une base

de Fourier complète. Dans cette expansion on doit prendre en compte les parités

des gravitinos sous la symétries Z2. Avec cette précaution l’expansion en modes de
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Chapitre 6. Résultats spécifiques aux univers à six dimensions

Fourier des gravitinos prend la forme suivante

ψµ1(x
µ, x5, x6) =

κ√
π2R5R6

[

1√
2
ψ0µ1(x

µ) +
∑

p,q∈Y
ψp,qµ1 (x

µ) cos

(

px5

R5
+
qx6

R6

)

]

ψµ2(x
µ, x5, x6) =

κ√
π2R5R6

∑

p,q∈Y
ψp,qµ2 (x

µ) sin

(

px5

R5
+
qx6

R6

)

(6.5)

où la somme sur Y est définie comme :
∑

p,q∈Y =
∑p=+∞

p=1

∑q=+∞
q=−∞+

[

∑q=+∞
q=1

]

(p=0)
.

Pour trouver la réduction à quatre dimensions de la théorie décrite dans la section

précédente il faut utiliser les expansions en modes de Fourier dans le lagrangien

total et intégrer sur les dimensions supplémentaires x5 et x6. Les termes importants

pour notre étude du gravitino sont obtenus par l’expansion (6.5) appliquée aux

termes (6.4). Une fois l’intégration sur les dimensions supplémentaires effectuée, le

lagrangien suivant à quatre dimensions est obtenu

Lk+m =
1

2
εµνρλ

[

ψ
0

µ1σν∂ρψ
0
λ1 +

∑

p,q∈Y
ψ
p,q

µ1σν∂ρψ
p,q
λ1 +

∑

p,q∈Y
ψ
p,q

µ2σν∂ρψ
p,q
λ2

]

− M0κ
2

π2R5R6

[

1√
2
ψ0µ1 +

∑

k,l∈Y

ψk,lµ1

]

σµν

[

1√
2
ψ0ν1 +

∑

p,q∈Y
ψp,qν1

]

+2
∑

p,q∈Y
ψp,qµ1 σ

µν

(

p

R5
+ i

q

R6

)

ψp,qν2 + h.c. (6.6)

Ici on remarque que les phases dans les masses qui apparaissent dans le lagrangien

(6.6) n’ont pas de conséquences physiques car les phases des masses de Kaluza-Klein
p
R5

+ i q
R6

peuvent être éliminées par redéfinition des champs ψp,qν2 . Une phase dans la

masse localisée M0 peut être aussi éliminée par redéfinition des champs ψ0µ1 et ψ
p,q
ν1 .

Grâce à cette remarque l’on fera donc les substitutions suivantes :

p

R5
+ i

q

R6
→
√

p2

R25
+
q2

R26
= mp,q. (6.7)

On considère le changement de base suivant : ψp,qµ+ = 1√
2

[

ψp,qµ1 + ψp,qµ2
]

et ψp,qµ− =

1√
2

[

ψp,qµ1 − ψp,qµ2
]

.
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6.2 Réduction à quatre dimensions

Dans la nouvelle base ψλµ = (ψ0µ1, ψ
p,q
µ+, ψ

p,q
µ−) les termes de masse et termes

cinétiques (6.6) s’expriment de la manière suivante :

Lk+m =
1

2

∑

i

εµνρλψ
i

µσν∂ρψ
i
λ −

∑

i,j

ψiµM3/2 ijσ
µνψjν + h.c. (6.8)

Et la matrice des masses des gravitinos prend la forme

M3/2 =





m0 m0 m0

m0 m0 − δkpδlqmp,q m0

m0 m0 m0 + δkpδlqmp,q



 (6.9)

dans la base (ψ0µ1, ψ
p,q
µ+, ψ

p,q
µ−). Dans cette matrice m0 est la masse localisée sur la

brane, elle est supprimée par le volume du tore T 2 : m0 =
M0κ2

2π2R5R6
.

La prochaine étape est la diagonalisation de cette matrice des masses. Nous allons

obtenir les valeurs propres et les vecteurs propres de cette matrice par l’étude de

l’équation caractéristique. Appelons ψm le vecteur propre associé à la valeur propre

m. Dans la base considérée précédemment (celle de l’équation (6.8)) on note les

composantes de ce vecteur propre de la façon suivante ψm = (ψ0m, ψ
p,q
m+, ψ

p,q
m−). Avec

ces notations, l’équation qui définit les vecteurs et valeurs propres de la matrice

de masse est Mψm = mψm et prend la forme suivante en composantes du vecteur

propre

m0

[

ψ0m +
∑

p,q∈Y
ψp,qm+ +

∑

p,q∈Y
ψp,qm−

]

= mψ0m

m0

[

ψ0m +
∑

p,q∈Y
ψp,qm+ +

∑

p,q∈Y
ψp,qm−

]

−mp,qψ
k,l
m+ = mψk,lm+

m0

[

ψ0m +
∑

p,q∈Y
ψp,qm+ +

∑

p,q∈Y
ψp,qm−

]

+mp,qψ
k,l
m− = mψk,lm−. (6.10)

Un peu d’algèbre montre que les deux dernières des équations ci-dessus sont

équivalentes à

ψp,qm+ =
m

m+
√

p2

R2
5

+ q2

R2
6

ψ0m

ψp,qm− =
m

m−
√

p2

R2
5

+ q2

R2
6

ψ0m. (6.11)
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Chapitre 6. Résultats spécifiques aux univers à six dimensions

On peut utiliser ces deux relations dans la première équation en (6.10) pour trouver

l’équation des valeurs propres. Le résultat est le suivant

1

m2
+ 2

∑

p,q∈Y

1

m2 − p2

R2
5

− q2

R2
6

=
1

mm0

. (6.12)

Faisons une remarque qui permettra de simplifier l’équation précédente aux va-

leurs propres. Considérons une fonction g(p, q) qui est paire en (p, q) → (−p,−q),
alors il est vrai que g(0, 0) + 2

∑

p,q∈Y g(p, q) =
∑+∞

p,q=−∞ g(p, q). En utilisant cette

remarque on peut exprimer l’équation aux valeurs propres (6.12) dans sa forme

finale :
+∞
∑

p,q=−∞

m0

m2 − p2

R2
5

− q2

R2
6

=
1

m
. (6.13)

On note que la double somme infinie dans cette équation aux valeurs propres

possède une divergence logarithmique. Dans la prochaine section on utilisera une

procédure de régularisation pour évaluer cette somme et obtenir des expressions

pour les masses qui sont dépendantes de la coupure ultraviolette utilisée dans la

régularisation.

Décrivons maintenant les fonctions d’onde des états propres de masse des gra-

vitinos. D’après les équations (6.11) et (6.5) les vecteurs propres de la matrice de

masse M3/2 (ce sont les vecteurs que nous avons appelé ψmµ) s’écrivent :

ψmµ1(x
µ, x5, x6) =

κNeiβ√
π2R5R6





1√
2
+
∑

p,q∈Y

√
2m2 cos

(

px5

R5
+ qx6

R6

)

m2 − p2

R2
5

− q2

R2
6



χmµ(x
µ) (6.14)

ψmµ2(x
µ, x5, x6) = − κNm

√
2√

π2R5R6

∑

p,q∈Y

√

p2

R2
5

+ q2

R2
6

m2 − p2

R2
5

− q2

R2
6

eiαp,q sin

(

px5

R5
+
qx6

R6

)

χmµ(x
µ).

(6.15)

Dans ces expressions le champ χmµ est un spineur qui ne dépend pas des dimensions

supplémentaires (x5, x6), il est un état massif de spin 3/2 avec masse de valeur m

donnée par l’équation (6.13). N est une constante de normalisation indépendante de

p et q. Les phases eiβ et eiαp,q sont les phases présentes au départ dans les termes de

masse, ce sont les phases auxquelles nous avons déjà fait référence dans le paragraphe

qui suit l’équation (6.6). Leurs expressions en fonction des paramètres du lagrangien
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6.2 Réduction à quatre dimensions

sont :

eiβ =

√

|M0|
M0

, eiαp,q =

√

p2

R2
5

+ q2

R2
6

p
R5

+ i q
R6

e−iβ. (6.16)

La constante de normalisation N peut être déterminée par le fait d’imposer une

norme unitaire au vecteur propre ψm = (ψ0m, ψ
p,q
m1, ψ

p,q
m2). À partir des équations (6.11)

et de l’équation aux valeurs propres 6.13 on obtient la valeur suivante pour cette

constante de normalisation

N =







+∞
∑

p,q=−∞

2m2

(

m2 − p2

R2
5

− q2

R2
6

)2 −
m

m0







−1

. (6.17)

On remarque que la double somme dans cette expression est convergente et donc

une procédure de régularisation supplémentaire n’est pas nécessaire pour évaluer la

constante de normalisation N .

Comme test de consistance nous avons vérifié que les fonctions d’onde (6.14) et

(6.15) sont des solutions des équations de mouvement à six dimensions des gravitinos.

Ces équations de mouvement sont obtenues à partir du lagrangien (6.4), la procédure

est analogue à celle employée dans la section 4.2.2.

Dans le modèle étudié ici une procédure de régularisation est nécessaire déjà à

l’ordre des arbres. En effet, il s’agit d’un phénomène déjà connu que les modèles à

six dimensions où la compactification se fait sur on orbifold conduisent à la renor-

malisation à l’ordre des arbres des constantes de couplage localisées sur les branes.

Pour obtenir les masses des gravitinos il est nécessaire d’adopter une procédure

de régularisation pour évaluer la double somme dans l’équation (6.13). Comme dans

l’équation (12) de la référence [2] nous trouvons le résultat suivant pour l’équation

du valeur propre de masse associé au gravitino le plus léger :

1

m0m
' −πR5R6. ln

(

Λ2R2
)

+
1

m2
. (6.18)

où nous avons supposé R ≈ R5 ≈ R6.

Cette équation possède la solution suivante, dans laquelle on a retenu seulement

les termes dominants en M 2
0κ

4 ln (ΛR) /(R5R6),

1

m
' 1

m0

+
M0κ

2

π
ln (ΛR) . (6.19)
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Chapitre 6. Résultats spécifiques aux univers à six dimensions
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Conclusions

Dans cette thèse nous avons analysé, dans le cadre des théories supersymétriques,

les phénomènes liés à la présence des dimensions supplémentaires. Notamment nous

nous sommes intéressés à la brisure de supersymétrie par des mécanismes associés

aux dimensions supplémentaires. Nous avons étudié des nouveaux phénomènes en-

gendrés par les interactions entre les champs localisés sur les branes et les champs

du volume aux dimensions supplémentaires.

Nous avons introduit une nouvelle extension hors couche de masse de la super-

gravité à cinq dimensions. Cette extension est bien adaptée au couplage des champs

chiraux localisés sur des branes au multiplet de supergravité pentadimensionnelle

dans le cas d’un superpotentiel quelconque et dans la présence de F -termes différents

de zéro. Le mécanisme de super-Higgs a été étudié en détail et nous avons montré

que dans le cas où la supersymétrie est brisée par des F -termes sur les branes et dans

le volume pentadimensionnel (en particulier par le mécanisme de Scherk-Schwarz),

des fermions appelés pseudo-Goldstinos sont présents dans la théorie. Nous avons

étudié plusieurs propriétés des pseudo-Goldstinos, notamment nous avons montré

que ces particules sont massives et leurs masses et couplages ont été calculés. Nous

avons aussi étudié des possibilités d’identification des pseudo-Goldstinos aux neu-

trinos stériles.

Les propriétés des gravitinos dans les théories à six dimensions ont été explorées.

Nous avons montré que si des termes de masse des gravitinos sont localisés sur des

branes de co-dimension deux alors la masse des gravitinos subit des effets du groupe

de renormalisation déjà à l’ordre des arbres. Nous avons étudié le flux du groupe de

renormalisation pour la masse du gravitino dans ces conditions et des expressions

explicites pour les vecteurs propres et valeurs propres de la matrice des masses des

gravitinos ont été déduites.

Nous avons présenté une extension du modèle standard supersymétrique minimal

motivée par les théories aux dimensions supplémentaires. Dans cette extension du

MSSM le secteur de jauge se trouve dans une représentation N = 2 de l’algèbre de

supersymétrie. Nous avons étudié les conséquences phénoménologiques de ce modèle,
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Conclusions

notamment nous avons calculé les matrices de masse des charginos et neutralinos

dans lesquelles des termes de masse de Dirac et de Majorana sont présents pour les

jauginos. Aussi les interactions des nouveaux champs scalaires, charginos et neutra-

linos présents dans ce modèle ont été calculées.

La brisure de supersymétrie dans les univers branaires présente de nouveaux

mécanismes et phénomènes qui offrent des nouvelles possibilités pour la solution

de certains problèmes en physique. Cependant il reste plusieurs questions encore

ouvertes dans la construction d’un modèle supersymétrique qui puisse décrire notre

monde. Nous espérons que les questions étudiées et méthodes développées dans cette

thèse contribueront à l’élucidation de ces questions.
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Annexe A

Conventions

A.1 Quatre dimensions

Nos différentes conventions pour les indices sont les suivantes. Les lettres minus-

cules du milieu de l’alphabet grec (µ, ν, ρ, λ) correspondent aux indices d’Einstein à

quatre dimensions (µ = 0, · · · , 3), les lettres minuscules du début de l’alphabet latin

correspondent aux indices de Lorentz à quatre dimensions (a = 0̂, · · · , 3̂). Les chiffres
(0̂, 1̂, 2̂, 3̂) correspondent à des indices de Lorentz. Les lettres i, j, k, l, i∗, j∗, k∗, l∗ sont

réservées aux indices de la variété de Kähler (i = 1, · · · , N pour N multiplets chi-

raux).

Les matrices de Pauli s’écrivent

σ0̂ =

(

−1 0
0 −1

)

, σ1̂ =

(

0 1
1 0

)

, σ2̂ =

(

0 −i
i 0

)

, σ3̂ =

(

1 0
0 −1

)

σ0̂ = σ0̂, σ1̂ = −σ1̂, σ2̂ = −σ2̂, σ3̂ = −σ3̂. (A.1)

La représentation suivante est choisie pour les matrices de Dirac :

γµ =

(

0 σµ

σµ 0

)

. (A.2)

Un spineur de Dirac ΨD a quatre composantes et peut être décomposé en deux

spineurs de Weyl à deux composantes chacun :

ΨD =

(

χα

ψ
α̇

)

. (A.3)

Les spineurs à deux composantes avec indices en haut et en bas sont reliés par le

tenseur complètement antisymétrique εαβ (ε12 = ε21 = 1) de la manière suivante :

113

te
l-0

04
03

26
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Ju

l 2
00

9



Annexe A. Conventions

χα = εαβχβ, χα = εαβχ
β, ψ

α̇
= εα̇β̇ψβ̇ et ψα̇ = εα̇β̇ψ

β̇
. Aussi les spineurs avec

indices pointés sont les complexes conjugués des spineurs avec indices non pointés :

ψα̇ = (ψα)
∗. Le produit de deux spineurs, χψ et χψ, est défini par χψ = χαψα et

χψ = χα̇ψ
α̇
.

Dans cette notation un spineur de Majorana contient un seul spineur à deux

composantes et s’écrit de la manière suivante :

ΨM =

(

χα
χα̇

)

. (A.4)

Le vierbein eaµ et son déterminant sont définis par :

gµν = eaµe
b
νηab, e4 = det

(

eaµ
)

. (A.5)

Le vierbein permet le passage des indices des Minkowski aux indices de Lorentz.

Les tenseurs de courbure et connexion à quatre dimensions sont nommés :

ω̂µab =
1

2
eρae

ν
b

(

eµc∂[ρe
c
ν] − eρc∂[νe

c
µ] − eνc∂[µe

c
ρ]

)

R̂µνab = ∂µω̂νab − ∂νω̂µab + ω̂µa
cω̂νbc − ω̂νa

cω̂µbc

R̂µa = R̂µνabe
νb, R̂(ω̂) = eµaR̂µa (A.6)

et la dérivée covariante en quatre dimensions d’un spineur de Weyl s’écrit de la façon

suivante,

D̂µψ = ∂µψ +
1

2
ω̂µabσ

abψ. (A.7)

A.2 Cinq dimensions

Dans les équations qui font intervenir des quantités à cinq dimensions, les lettres

majuscules correspondent aux indices de l’espace à cinq dimensions : M,N,P,Q,R

sont les indices pour les coordonnées espace-temps de la variété à cinq dimensions

(M = 0, · · · , 3, 5) et A,B,C,D,E sont les indices pour l’espace tangent à cinq

dimensions (A = 0̂, · · · , 3̂, 5̂). Les chiffres (0̂, 1̂, 2̂, 3̂, 5̂) correspondent à des indices

de l’espace tangent. Les lettres I, J sont réservées aux indices de la représentation

2 du groupe SU(2) (I = 1, 2).
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A.2 Cinq dimensions

Le fünfbein eAM permet le passage des indices des coordonnées de la variété aux

indices de l’espace tangent :

gMN = eAMe
B
NηAB, ΓM = eAMΓA (A.8)

et le déterminant fünfbein est nommé :

e5 = det
(

eAM
)

. (A.9)

Les matrices de Dirac à cinq dimensions obéissent aux relations suivantes :

{ΓA,ΓB} = −2ηAB, ηAB = diag(−1, 1, 1, 1, 1). (A.10)

Nos conventions en cinq dimensions sont très proches des conventions utilisées

en [52] (voir aussi [36]). On choisit la représentation suivante pour les matrices de

Dirac :

Γa =

(

0 σa

σa 0

)

, Γ5̂ =

(

−i 0
0 i

)

(A.11)

où σa sont les matrices de Pauli, équation (A.1).

Les propriétés suivantes des matrices de Dirac sont souvent utiles,

ΓABCD = εABCDEΓE, ΓABC = εABCDEΣDE, ΓABCDE = −εABCDE (A.12)

où εABCDE est le tenseur complètement antisymétrique normalisé de la manière

suivante :

ε0̂1̂2̂3̂5̂ = +1, εMNPQR = eMA e
N
B e

P
Ce

Q
De

R
Eε

ABCDE (A.13)

et

ΣAB =
1

2
ΓAB =

1

4

[

ΓA,ΓB
]

. (A.14)

En partant de la représentation (A.11) il peut être montré que

Σab =

(

σab 0
0 σab

)

, Σa5̂ =
i

2

(

0 σa

−σa 0

)

. (A.15)

La matrice de conjugaison de charge adoptée s’écrit :

C =

(

iσ2̂ 0

0 iσ2̂

)

(A.16)

et possède les propriétés suivantes :

CT = −C, (Γa)T = CΓaC−1. (A.17)
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Annexe A. Conventions

Dans les lagrangiens à cinq dimensions les spineurs de Majorana symplectiques

ΨI sont utilisés avec les définitions :

ΨI = εIJΨJ , ΨI = εIJΨ
J (A.18)

où εIJ est le tenseur complètement antisymétrique (ε12 = ε21 = 1). Les spineurs de

Majorana symplectiques suivent les relations suivantes [53] :

ΨJ = Ψ̌J (A.19)

où

ΨJ = Ψ†JΓ0̂, Ψ̌J = ΨT
JC. (A.20)

Les spineurs de Majorana symplectiques peuvent être exprimés en notation de

spineur à deux composantes de la façon suivante,

Ψ1 =

(

ψ1
ψ2

)

(A.21)

où ψ1 et ψ2 sont des spineurs de Weyl à deux composantes. Les relations (A.20)

impliquent :

Ψ1 =
(

ψ2, ψ1
)

, Ψ̌1 =
(

−ψ1, ψ2
)

(A.22)

et la relation (A.19) implique les équations suivantes :

Ψ1 = −Ψ2 =

(

ψ1
ψ2

)

, Ψ2 = Ψ1 =

(

−ψ2
ψ1

)

Ψ1 = −Ψ
2
=
(

ψ2, ψ1
)

, Ψ2 = Ψ
1
=
(

ψ1, −ψ2
)

Ψ̌1 = −Ψ̌2 =
(

−ψ1, ψ2
)

, Ψ̌2 = Ψ̌1 =
(

ψ2, ψ1
)

. (A.23)

La dérivée covariante en cinq dimensions d’un spineur est donnée par :

DMΨJ = ∂MΨJ +
1

2
ωMABΣ

ABΨJ (A.24)

et les tenseurs de courbure et connexion à cinq dimensions sont donnés par :

ωMAB =
1

2
ePAe

N
B

(

eMC∂[P e
C
N ] − ePC∂[Ne

C
M ] − eNC∂[Me

C
P ]

)

RMNAB = ∂MωNAB − ∂NωMAB + ωMA
CωNBC − ωNA

CωMBC

RMA = RMNABe
NB, R(ω) = eMARMA. (A.25)
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A.3 Six dimensions

Les dérivées covariantes à cinq dimensions (équation A.24) peuvent être ex-

primées en notation de spineur à deux composantes de la façon suivante,

DMψ1 = ∂Mψ1 +
1

2
ωMabσ

abψ1 + i
1

2
ωMa5̂σ

aψ2

DMψ2 = ∂Mψ2 +
1

2
ωMabσ

abψ2 − i
1

2
ωMa5̂σ

aψ1. (A.26)

A.3 Six dimensions

Dans les équations qui font intervenir des quantités à six dimensions, les lettres

majuscules correspondent aux indices de l’espace à six dimensions : M,N,P,Q,R

sont les indices pour les coordonnées d’espace-temps de la variété à six dimensions

(M = 0, · · · , 3, 5, 6) et A,B,C,D,E sont des indices pour l’espace tangent à six

dimensions (A = 0̂, · · · , 3̂, 6̂). Les chiffres (0̂, 1̂, 2̂, 3̂, 5̂), 6̂) correspondent aux indices

de l’espace tangent.

On adopte la représentation suivante pour les matrices de Dirac à six dimensions :

Γa =









0 σa 0 0
σa 0 0 0
0 0 0 σa

0 0 σa 0









, Γ5̂ =









0 0 −i 0
0 0 0 i
−i 0 0 0
0 i 0 0









, Γ6̂ =









0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0









(A.27)

où σa sont les matrices de Pauli, voir équation (A.1). Les matrices de Dirac sont des

matrices 8 × 8 qui obéissent {ΓA,ΓB} = −2ηAB. On utilise la convention suivante

pour la métrique de Minkowski : ηAB = diag(−1, 1, 1, 1, 1, 1).
Les fermions à six dimensions employés dans chapitre 6 sont chiraux. Le gravitino

ΨM obéit à Γ7Ψ = Ψ où Γ7 = diag(1, 1,−1,−1,−1,−1, 1, 1), et peut être exprimé

en notation de spineur à deux composantes [36] de la façon suivante,

ΨM =









ψM2
0
0

ψM1









, (A.28)

où ψ1 et ψ2 sont des spineurs de Weyl à deux composantes.
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