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Alexandre Sedoglavic

Septembre 2001

Version complétée – 26 avril 2006

te
l-0

04
01

88
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
00

9

http://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00401888/fr/
http://hal.archives-ouvertes.fr


THÈSE
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The algorithms discussed in this book deal
directly with numbers ; yet I believe they
are properly called seminumerical, because
they lie on the borderline between numeric
and symbolic calculation.

Donald E. Knuth.
The Art of Computer Programming,

Vol. 2 : Seminumerical Algorithms.
Addison-Wesley, 1998.
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se reconnâıtront en ces quelques lignes.

Je voudrais tout d’abord remercier mes directeurs de thèse. En premiers lieu, Marc Giusti qui m’a
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drer, guider et supporter mon enthousiasme bruyant. Mon travail doit beaucoup à nos conversations
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et je les remercie pour leurs nombreuses remarques, questions et corrections qui ont indéniablement
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minaires de ce document. Enfin, puisque les dernières retouches ont été apportées à cette thèse lors
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1.2.1 Fonction et polynôme de transcendance différentiel . . . . . . . . . . . . . . . 7
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Index des notations 108

Index 110

Table des figures 110

Bibliographie 112

Abstract – Résumé 1
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Présentation

Les travaux présentés dans ce mémoire se basent sur les apports de l’algèbre différentielle et les
méthodes du calcul symbolique pour résoudre des problèmes d’automatique non linéaire qui ne se
prêtent pas à une résolution numérique directe.

L’algèbre différentielle, issue des travaux de J.F. Ritt [118] et de E.R. Kolchin [75], peut être
considérée comme une généralisation aux équations différentielles des concepts et outils de l’algèbre
commutative et de la géométrie algébrique. Nous consacrerons le premier chapitre de ce mémoire
à présenter les notions d’algèbre différentielle qui nous seront nécessaires par la suite. Puis dans le
second chapitre, en suivant la démarche initiée par M. Fliess dans [41], nous présenterons à l’aide
de ce cadre théorique les définitions de deux propriétés issues de l’automatique : l’observabilité
algébrique et la platitude différentielle.

Le troisième chapitre de ce mémoire aborde les méthodes algorithmiques utilisées en algèbre dif-
férentielle effective. Ces méthodes construisent une représentation finie des systèmes algébriques
d’équations différentielles intervenant dans les problèmes d’automatique. Cette représentation per-
met en théorie de décider effectivement de l’existence de solutions, d’obtenir des approximations à
précision arbitraire et de déterminer des propriétés de l’objet qui sont souvent impossibles à obtenir
avec des méthodes purement numériques.

Les bornes supérieures de complexité pour ce type de calcul sont exponentielles en le nombre
de variables et les implantations disponibles ne permettent pas en pratique de conclure pour les
problèmes considérés dans ce mémoire. Pour remédier à cet état de fait, nous proposons de combiner
des méthodes purement formelles et des méthodes numériques afin d’obtenir des algorithmes moins
généraux mais de meilleure complexité théorique et pratique.

Les chapitres suivants sont consacrés aux principales contributions de ce mémoire :
– un algorithme permettant le calcul rapide de la fonction de Hilbert différentielle associée à un

système algébrique d’équations différentielles ordinaires avec seconds membres génériques ;
– un algorithme probabiliste de complexité polynomiale en la taille de l’entrée permettant de

tester l’observabilité algébrique locale ;
– une implantation de cet algorithme à l’aide du logiciel de calcul symbolique maple. Cette

implantation permet d’étudier l’observabilité de systèmes ne pouvant être autrement traités
en pratique ;

– une méthode seminumérique permettant la planification de trajectoire approchée de certains
systèmes gouvernés par des équations non linéaires aux dérivées partielles. Cette méthode
est basée sur la notion de système différentiellement plat introduite en automatique par
M. Fliess, J. Lévine, Ph. Martin et P. Rouchon dans [44].

Ces contributions reposent en partie sur la représentation d’un système différentiel par un calcul
d’évaluation sans division nécessitant L opérations arithmétiques. En termes informatiques, l’ex-
pression e := x5 est représentée par la suite d’instructions : t1 := x, t2 := t1

2, t3 := t2
2, e := t3t1

iii
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iv

et L vaut ici 3. La taille d’un système correspond à sa complexité d’évaluation et aux mesures ha-
bituelles comme le nombre de variables, le degré des expressions algébriques et la taille des scalaires
intervenant dans ces expressions.

Calcul rapide des invariants d’un système algébrique d’équations différentielles ordi-
naires avec seconds membres génériques [93, 130]

Considérons le système suivant emprunté à P. Rouchon :{
ẋ2/ẍ1 = y1,

(ẋ2/ẍ1)
′x1 − ẋ1ẋ2/ẍ1 + x2 = y2.

Nous cherchons à déterminer le nombre de fonctions et de constantes arbitraires dont dépendent
les solutions x1 et x2 de ce système différentiel. En dérivant la seconde expression et en manipulant
quelque peu les équations, on constate que :

x1 =
ẏ2

ÿ1
et x2 =

(
ẏ2

ÿ1

)′
y1 − ẏ1

ẏ2

ÿ1
+ y2.

Dans un ouvert où ÿ1 6= 0, les xi sont déterminées par la donnée des yi sans qu’il soit nécessaire
de spécifier des conditions initiales. Nous montrons que ce type de propriétés peut être déterminé
par un algorithme de complexité polynomiale en la taille de l’entrée comme l’indique le résultat
suivant :

Théorème 4.5(page 46) Considérons un système différentiel ordinaire Σ de la forme :

Σ


f1

(
x1

(e), . . . , xn
(e), . . . , x1, . . . , xn

)
= y1,
...

fn

(
x1

(e), . . . , xn
(e), . . . , x1, . . . , xn

)
= yn.

avec e et n des entiers, fi des fractions rationnelles réduites et yi des seconds membres génériques.
Supposons que les numérateurs et les dénominateurs des fi sont représentés par un calcul d’évalua-
tion de complexité L.

Si on suppose que les seconds membres génériques (y1, . . . , yn) sont connus, la fonction de Hil-
bert différentielle H associée à Σ permet de déterminer le nombre de fonctions et de constantes
arbitraires dont dépendent les solutions (x1, . . . , xn) de Σ.

Il existe un algorithme probabiliste qui calcule H et dont la complexité est bornée par

O
(
n
(
(L+ n3e2)M(ne) + eN (n2e)

))
avec M(ν) (resp. N(ν)), le coût de la multiplication de deux séries à l’ordre ν + 1 (resp. de deux
matrices de taille ν × ν).
L’aspect probabiliste de l’algorithme est lié aux choix arbitraires de valeurs de spécialisation dans
un ouvert de Zariski.

Les techniques utilisées pour démontrer ce résultat nous ont permis de proposer un algorithme
permettant de répondre à un problème pratique d’automatique décrit dans la section suivante.
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Un algorithme probabiliste de complexité polynomiale en la taille de l’entrée permet-
tant de tester l’observabilité algébrique locale [131]

En automatique et en modélisation, le problème de l’observabilité algébrique locale consiste à
décider si les variables d’état intervenant dans un modèle peuvent être déterminées en fonction des
entrées et des sorties supposées parfaitement connues. L’identifiabilité structurelle est une variante
où l’on cherche à savoir si les paramètres d’un modèle sont observables. L’étude de l’observabilité
est une étape importante dans la compréhension et l’exploitation d’un modèle. Par exemple, si on
considère le système suivant tiré de [144] :

ẋ1 = θ1x1
2 + θ2x1x2 + u,

ẋ2 = θ3x1
2 + θ4x1x2,

y = x1.

Le groupe de transformation paramétré par λ {x2, θ2, θ3} → {λx2, θ2/λ, λθ3} laisse invariant le
champ de vecteurs, la sortie y et la commande u définies ci-dessus. Ainsi, à un comportement
entrée-sortie correspond une infinité de valeurs possibles de la variable x2 et des paramètres θ2
et θ3.

Nous proposons un algorithme qui permet d’étudier l’observabilité et l’identifiabilité de systèmes ne
pouvant actuellement être autrement traités en pratique (cf. les exemples de l’Annexe B page 101).

Théorème 5.2 (page 62) Considérons un système différentiel ordinaire de la forme :

Σ


Θ̇ = 0,
Ẋ = F (X, Θ, U),
Y = H(X, Θ, U).

Supposons que ce modèle dépende de n variables de configuration X, de ` paramètres Θ, de m
sorties Y et de r commandes U . De plus, supposons que les degrés des numérateurs et des dénomi-
nateurs de F et H soient bornés par d et la taille de leurs coefficients par h. Enfin, supposons que
ce modèle soit représenté par un calcul d’évaluation de complexité L.

Il existe un algorithme probabiliste qui distingue l’ensemble des variables observables du modèle Σ.
De plus, il indique le nombre de variables non observables devant être supposées connues pour
obtenir un modèle observable. La complexité arithmétique de cet algorithme est bornée par

O
(
M(ν)

(
N (n+ `) + (n+m)L

)
+mνN (n+ `)

)
avec M(ν) (resp. N(ν)), le coût de la multiplication de deux séries à l’ordre ν + 1 (resp. de deux
matrices de taille ν × ν) et ν inférieur ou égal à n+ ` (génériquement ν est égal à (n+ `)/m).
Soient µ un entier positif arbitraire, D := 4(n+ `)2(n+m)d et

D′ :=
(
2 ln(n+ `+ r + 1) + lnµD

)
D + 4(n+ `)2

(
(n+m)h+ ln 2nD

)
.

Si les calculs sont effectués modulo un nombre premier p supérieur à 2D′µ alors la probabilité
d’obtenir une réponse correcte est minorée par (1− 1/µ)2.

L’aspect probabiliste correspond au choix aléatoire d’un point dans un ouvert de Zariski et à des
calculs modulaires destinés à contrôler la taille des rationnels manipulés. Cet algorithme a été
implanté à l’aide du logiciel de calcul formel maple. Cette implantation est disponible à l’url [129].
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vi

Planification de trajectoire approchée de certains systèmes gouvernés par des équa-
tions non linéaires aux dérivées partielles [106]

Considérons une tige flexible de masse m et de longueur L à l’extrémité de laquelle est fixée une
masse M (cf. figure 1). On suppose que la position et l’orientation de l’autre extrémité de cette tige
sont commandées dans le plan. Nous dénotons par ω(t, s) la flexion de la tige au point d’abscisse s

(0,0)

M

(U1,U2)

U3

Fig. 1 – Une tige flexible non linéaire.

et au temps t. De plus, nous notons par
(
x(t, s), y(t, s)

)
la position d’un point d’abscisse s sur la

tige au temps t. Le comportement de notre tige sur un intervalle de temps [0, T ] peut être décrit
par l’équation non linéaire suivante :

C

ρ

∂2ω

∂s2
− sin(ω)

∫ s

0

∂2x

∂t2
+ cos(ω)

∫ s

0

∂2y

∂t2
= 0 avec

x(t, s) = x(t, 0) +
∫ s
0 cos

(
ω(t, σ)

)
dσ,

y(t, s) = y(t, 0) +
∫ s
0 sin

(
ω(t, σ)

)
dσ,

où C représente un coefficient de flexibilité et ρ la masse linéique m/L. Ainsi, nous nous plaçons
en dehors du domaine de l’approximation linéaire d’Euler–Bernoulli.
Pour un jeu de paramètres adéquats, nous cherchons à approximer des commandes permettant de
remplir un objectif fixé. Par exemple, on cherche à faire parcourir à la masse M un demi-cercle en
un temps donné T . De plus, nous souhaitons garantir l’absence de vibration en début et en fin de
mouvement en imposant que la tige parte et arrive à vitesse nulle. Enfin, pour t = 0 et t = T , la
tige est sans flexion et son extrémité s = L est positionnée en (0, 0).
Nous proposons une méthode permettant la planification approchée de trajectoire pour ce type de
problème. Pour ce faire, nous utiliserons la méthode classique des différences finies pour remplacer
le modèle de dimension infinie considéré par un modèle de dimension finie qui lui est proche dans
un sens que nous préciserons grâce à la méthode des approximations successives de Picard. Si le
système de départ est sous la forme de Cauchy –Kowalewska, nous verrons que ses approximations
de dimension finie sont différentiellement plates. Par une manipulation formelle introduite dans
le cas linéaire par B. Laroche, Ph. Martin et P. Rouchon dans [78], on utilise cette dernière
propriété pour résoudre un problème de planification de trajectoire. Ainsi, on approxime la com-
mande à appliquer à l’extrémité libre de la tige pour obtenir le comportement souhaité (représenté
ci-dessous) :
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vii

Cette méthode s’applique notamment à des systèmes commandés de type parabolique décrits par
des équations aux dérivées partielles à une dimension d’espace. Ainsi, en suivant la stratégie adoptée
dans l’ensemble de ce mémoire, nous tirons profit de l’utilisation conjointe de calculs symboliques
et de méthodes numériques pour résoudre un problème de planification de trajectoire.

Publications et prépublications. Les contributions présentées ci-dessus se retrouvent dans les
références suivantes qui ont largement inspiré la rédaction des parties deux et trois de ce mémoire :

[130] Sedoglavic, A. A Seminumerical Method to Study Prime Ordinary Differential Ideals.
Notes informelles de calcul formel (prépublications du laboratoire GAGE), n◦ 2000-04, jan-
vier 2000.

[93] Matera, G., and Sedoglavic, A. The differential Hilbert function of a differential ra-
tional mapping can be computed in polynomial time. Proceedings of the 2002 International
Symposium on Symbolic and Algebraic Computation (Lille, France, 7–10 july 2002), T. Mora,
Ed., ACM, ACM press, pp. 184–191.

[131] Sedoglavic, A. A probabilistic algorithm to test local algebraic observability in poly-
nomial time. Proceedings of the 2001 International Symposium on Symbolic and Algebraic
Computation (London, Canada, July 22–25 2001), B. Mourrain, Ed., ACM press, pp. 309–316.

[107] Ollivier, F. et Sedoglavic, A. Algorithmes efficaces pour tester l’identifiabilité locale.
Actes de la Conférence Internationale Francophone d’Automatique (Nantes, France, 8–10
juillet 2002), pp. 811–816.

[106] Ollivier, F. et Sedoglavic, A. A generalization of flatness to nonlinear systems of
partial differential equations. Application to the command of a flexible rod. Proceedings of
the 5th IFAC Symposium “Nonlinear Control Systems” (Saint Petersburg, Russia, July 4–6
2001), vol. 1, Elsevier, pp. 196–200.

Afin de compléter les résultats présentés ci-dessus, nous avons regroupé en annexe des exemples
d’applications du test d’observabilité. De plus, nous indiquons brièvement une méthode, à notre
connaissance nouvelle, qui permet de déterminer un groupe continu de transformations qui agissent
sur les variables et les paramètres non observables d’un système et laissent ses trajectoires et ses
sorties invariantes.

Alexandre Sedoglavic
Laboratoire GAGE
École polytechnique

F-91128 Palaiseau, France.
Alexandre.Sedoglavic@polytechnique.fr

http ://www.medicis.polytechnique.fr/˜sedoglav
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Première partie

Fondements géométriques et
algorithmiques

1
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Chapitre 1

Introduction à l’algèbre différentielle

La présentation de l’algèbre différentielle faite dans ce chapitre ne se veut pas exhaustive ; nous
privilégions l’exposé des notions utilisées dans la suite de ce mémoire. Pour un exposé complet,
nous invitons à la lecture du livre fondateur de J.F. Ritt [118] et du livre de référence [75] dû à
E.R. Kolchin.

1.1 Définitions et propriétés

1.1.1 Anneaux, modules et corps différentiels ordinaires

Cette section est consacrée à définir les notions de base de l’algèbre différentielle. Il s’agit d’une
transcription des constructions et propriétés élémentaires de l’algèbre commutative non différen-
tielle.

Définitions 1.1 Un anneau (A,+, ·, δ) (resp. un corps (A,+, ·, /, δ)) différentiel est un anneau
(resp. un corps) muni d’au moins une dérivation i.e. d’un endomorphisme additif vérifiant la règle
de Leibniz : ∀ (a, b) ∈ A2, δ(ab) = δ(a) b+ a δ(b).

Un anneau (resp. un corps) différentiel est un anneau (resp. un corps) de Ritt si, et seulement
si, il contient un sous-corps isomorphe au corps des rationnels.

Un anneau (resp. un corps) muni d’une seule dérivation est un anneau (resp. un corps) diffé-
rentiel ordinaire ; dans le cas contraire, c’est un anneau (resp. un corps) différentiel partiel.

Dans ce mémoire, nous n’utiliserons que des anneaux et des corps de Ritt. Remarquons que, contrai-
rement aux équations aux différences, on ne connâıt pas de phénomènes concrets régis par des
équations différentielles à coefficients dans un corps de caractéristique non nulle. De plus, pour
simplifier la présentation, nous ne nous intéressons dans ce chapitre qu’aux anneaux et corps ordi-
naires. La dernière partie de cette thèse est consacrée à des problèmes aux dérivées partielles mais
leurs résolutions ne nécessitent pas le formalisme de l’algèbre différentielle partielle.

Notations. Si A est une algèbre différentielle sur un anneau R et Σ est un sous-ensemble de A, la
sous-algèbre différentielle de A engendrée par Σ est notéeR{Σ}. Soient G un corps différentiel, F un
sous-corps différentiel de G et une partie Σ de G. Le sur-corps de F engendré par Σ est noté F〈Σ〉.

Nous adoptons la notation des fluxions pour désigner les dérivations successives. Ainsi, si η est
un élément d’un corps différentiel A, η̇ désigne δ(η) et η(i) désigne δi(η), etc.

3
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4

Proposition 1.1 (§ II.17 dans [153]) Soit un anneau différentiel intègre A et son corps des
fractions F , alors il existe une unique dérivation sur F qui prolonge la dérivation de A. Elle vérifie

∀ (a, b) ∈ A×A?, δ
(a
b

)
=
b δ(a)− a δ(b)

b2
.

Soit F un corps de Ritt, alors pour toute extension algébrique G de F , il existe une unique dérivation
sur G qui prolonge la dérivation sur F .

Le corps des constantes d’un corps différentiel F est le corps constitué des éléments c de F tel
que δ(c) = 0 ; dans la suite k désigne un corps de constantes supposé algébriquement clos. Comme
dans le cas des corps non différentiels, on définit les propriétés suivantes dans le cadre différentiel :

Définitions 1.2 Soient F et G deux corps différentiels.

Une extension de corps différentiels G/F est constituée de deux corps différentiels F et G tels
que F ⊂ G et que la dérivation de F soit la restriction à ce corps de la dérivation de G.
Un élément η de G est différentiellement algébrique sur F si, et seulement si, la famille de ses
dérivées

{
η(i), i ∈ N

}
est algébriquement dépendante sur F . Ainsi, η satisfait une équation

différentielle algébrique p
(
η, . . . , η(i)

)
= 0 avec p un polynôme à coefficients dans F .

Si un élément η de G n’est pas différentiellement algébrique sur F alors il est dit différentiel-
lement transcendant sur F .

L’extension de corps différentiels G/F est différentiellement algébrique si, et seulement si, tout
élément de G est différentiellement algébrique sur F . Dans le cas contraire, cette extension
est différentiellement transcendante.

Un ensemble {η, η ∈ Σ} d’éléments de G est différentiellement algébriquement indépendant
sur F si, et seulement si, l’ensemble

{
η(i), η ∈ Σ, i ∈ N

}
est algébriquement indépendant

sur F .

Un tel ensemble est appelé base de transcendance différentielle de G/F si, et seulement si, il
est maximal par rapport à l’inclusion.

Le théorème suivant permet de s’assurer de la cohérence de ces définitions.

Théorème 1.1 (§ II.9 dans [75], Th. 4 page 105 et Prop. 13 page 111)
Considérons une extension de corps différentiels G/F . Deux bases de transcendance différentielles
de G/F ont même cardinal ; il s’agit du degré de transcendance différentiel de l’extension G/F .

L’extension G/F est différentiellement algébrique si, et seulement si, le degré de transcendance
non différentiel de G/F est fini.

L’algèbre différentielle initiée par J.F. Ritt ne repose pas sur la théorie des anneaux d’opérateurs
différentiels non commutatifs (cf. [30] pour plus de références sur ces questions). Nous introduisons
maintenant une notion de module (distincte de celle de D-module).

Définition 1.3 Soit un anneau différentiel ordinaire A de dérivation δ ; un module différentiel
ordinaire sur A est un A-module Ω muni d’une application additive ∂ interne telle que :

∀ (a, ω) ∈ A× Ω, ∂(aω) = δ(a)ω + a ∂(ω).

On peut ainsi définir toutes les notions dérivées comme celles d’espace vectoriel différentiel et d’idéal
différentiel en adaptant les définitions usuelles d’algèbre non différentielle.
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5

Définitions 1.4 Soit A un anneau différentiel. Un idéal différentiel de A est un idéal de A stable
par le morphisme de dérivation. On a les définitions classiques :

Soit Σ un sous-ensemble de A, l’idéal différentiel engendré par Σ est le plus petit idéal diffé-
rentiel contenant Σ. On le note [Σ].

Un idéal différentiel I est premier si, et seulement si, pq ∈ I implique que p ∈ I ou q ∈ I.
L’idéal différentiel radiciel associé à un idéal différentiel I est l’idéal différentiel

√
I =

{
p ∈ A

∣∣ ∃ i ∈ N tel que pi ∈ I
}
.

Cette définition n’est valable que sur un anneau de Ritt. Nous dirons que
√
I est le radical

de I. Un idéal différentiel I est radiciel si, et seulement si, I est son propre radical
(√
I = I

)
.

Soient I et S deux idéaux différentiels de A, le saturé de I par S est l’idéal différentiel :

I : S∞ =
{
p ∈ A

∣∣ ∃ (i, q) ∈ N× S tels que qip ∈ I
}
.

Comme dans le cas non différentiel, on associe naturellement à un idéal différentiel premier I
de k{X} son corps de fractions noté Fr

(
k{X}/I

)
. Cette propriété nous permet d’adopter un point

de vue géométrique en introduisant la notion de solution générique.

1.1.2 Géométrie algébrique différentielle

Comme dans le cadre algébrique non différentiel, si F est un corps différentiel ordinaire, on peut
construire l’anneau des polynômes différentiels F{x1, . . . , xn} en les indéterminées x1, . . . , xn. Pour
cela, on définit l’ensemble infini Γ =

{
δi(xj), i ∈ N, 1 ≤ j ≤ n

}
, et on considère l’anneau commu-

tatif de polynômes F [Γ] noté F{x1, . . . , xn}. Précisons pour mémoire les définitions usuelles :

Définition 1.5 L’ordre d’un élément δi(xj) de Γ est i.
Un monôme est un produit fini d’éléments de Γ. L’ordre d’un monôme est le maximum des
ordres des éléments dans le produit.
L’ordre d’un polynôme dans F{x1, . . . , xn} est le maximum des ordres de ses monômes.
L’ordre d’une fraction rationnelle est le maximum de l’ordre de son dénominateur et de son
numérateur.
L’ordre d’une classe dans une algèbre quotient est le minimum des ordres des représentants
de cette classe.

L’anneau différentiel F{x1, . . . , xn} peut être considéré comme un anneau non différentiel en une
infinité d’indéterminés algébriques. Dans le cadre algébrique non différentiel, il découle du théorème
de la base finie de Hilbert que tout idéal admet une base finie. Cette propriété n’est plus valide
dans un anneau de polynômes différentiels. Par exemple, l’idéal différentiel

[
x2, ẋ2, ẍ2, . . .

]
de Q{x}

n’est pas finiment engendré (voir [52] pour un autre exemple).

Cependant, on dispose tout de même d’une propriété de « noethérianité » pour l’ensemble des
idéaux différentiels radiciels (cf. § III.4 dans [75]). Nous dirons qu’un anneau est radiciellement
noethérien si toute châıne strictement croissante d’idéaux différentiels radiciels embôıtés est finie.

Théorème 1.2 (Ritt–Raudenbush, §I.12 dans [118]) Soit A un anneau de Ritt. Si A est ra-
diciellement noethérien, alors A{x} est radiciellement noethérien.

Les résultats effectifs présentés dans la Section 3.1 page 22 reposent en grande partie sur cette
propriété. La preuve de théorème présentée par J.F. Ritt évite de recourir à l’axiome du choix et on
peut trouver une version constructive dans la thèse d’A. Péladan (§ I.4 dans [112], pages 55–59).
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6

Solutions génériques, extension universelle. La notion de solution générique est fondamen-
tale dans les contributions présentées dans ce mémoire. Cette notion est à la base de la définition
des variétés algébriques différentielles.

Définitions 1.6 Soient F un corps différentiel, I un idéal différentiel de F{x1, . . . , xn} et G une
extension différentielle de corps de F . Un élément η = (η1, . . . , ηn) dans Gn est une solution géné-
rique de I si, et seulement si, on a :{

p ∈ F{x1, . . . , xn} tel que p(η) = 0
}

= I.

Une extension différentielle U de F est universelle si, et seulement si, pour toute extension
finie F ⊂ G ⊂ U , tout entier non nul n et tout idéal I non trivial de G{x1, . . . , xn}, il existe une
solution générique de I dans U .

Exemples. Considérons l’idéal différentiel
[
ẋ+ x2

]
, les solutions du type x = 1/(t− cste) sont

génériques alors que la solution x = 0 ne l’est pas.
Si on suppose que l’idéal différentiel I est premier, alors l’anneau quotient F{x1, . . . , xn}/I

est intègre de corps de fractions G. Le morphisme canonique de F{x1, . . . , xn} dans G associe un
élément ηi à xi ; (η1, . . . , ηn) est une solution générique. Ainsi, on a :

Lemme 1.1 Tout idéal premier admet une solution générique.

Notons que cette solution n’est pas nécessairement analytique sur C. On remarque que tout idéal
différentiel qui admet une solution générique est premier. Plus généralement, on a le résultat sui-
vant :

Théorème 1.3 (§ III.7 dans [75]) Une extension universelle est algébriquement close et tout
corps différentiel admet une extension universelle.

Bien que la démonstration de E.R. Kolchin construit pour tout corps différentiel une extension
universelle définie de manière unique, un corps différentiel peut avoir plusieurs extensions univer-
selles. Ce point n’est pas gênant si on suppose qu’une extension étant choisie, on n’en change pas.

Remarque 1. Nous utiliserons dans ce mémoire la notion de solution générique pour améliorer
la complexité arithmétique de nos algorithmes. Ainsi, le corps Fr

(
k{ex}/[ ẋ+x2 ]

)
est isomorphe au

corps k〈η〉 avec η une série formelle solution de ẋ+ x2 à coefficients rationnels. Dans le premier
corps, les opérations usuelles — comme la multiplication, la dérivation etc. — nécessitent l’utilisa-
tion des techniques de réécritures alors que dans le second, il suffit de disposer de l’arithmétique
classique des séries.

Variétés algébriques différentielles. La notion d’extension universelle est un analogue de la
notion de clôture algébrique, elle nous permet de définir des variétés algébriques différentielles.

Définitions 1.7 Soit Σ un sous-ensemble de F{x1, . . . , xn}, la variété algébrique différentielle
associée à Σ est l’ensemble V(Σ) des solutions des polynômes de Σ dans une extension universelle
de F . Ces solutions sont appelées les points de la variété ou les zéros de Σ.

Le résultat suivant établit une correspondance biunivoque entre les variétés définies dans Un et les
idéaux radiciels d’un anneau convenable (cf. § IV.2 dans [75]).
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7

Théorème 1.4 (Nullstellensatz différentiel) Soit V(Σ) une variété algébrique différentielle dé-
finie par un sous-ensemble Σ de F{x1, . . . , xn}, alors l’ensemble{

p ∈ F{x1, . . . , xn} tel que ∀η ∈ V(Σ), p(η) = 0
}

est un idéal radiciel de F{x1, . . . , xn} égal à
√

[ Σ ]. En particulier, si le système Σ n’a pas de
solution alors 1 appartient à l’idéal différentiel [ Σ ].

Comme dans le cadre non différentiel, tout idéal radiciel admet une représentation comme inter-
section d’un nombre fini d’idéaux différentiels premiers. On peut ainsi définir une décomposition
des variétés différentielles en composantes irréductibles. De plus, on définit une topologie de Zariski
différentielle sur Un en considérant comme fermées les variétés algébriques différentielles de Un

définies par des sous-ensembles de F{x1, . . . , xn} (cf. § IV.4 dans [75]).

La « différence » ensembliste de deux variétés algébriques différentielles n’est généralement pas
une variété algébrique. Or, nous serons amenés à « éviter » certaines solutions qui, typiquement, an-
nulent des dénominateurs (dans ce cas considérés comme des inéquations). Définissons la saturation
d’un idéal I par une partie Σ :

Définition 1.8 Si I est un idéal différentiel d’un anneau de polynômes A et si Σ est un sous-
ensemble fini de A, on définit l’idéal I : (Σ)∞ comme étant l’idéal des polynômes p de A tels qu’il
existe un produit h d’éléments de Σ vérifiant hp ∈ I.
Pour représenter algébriquement une différence ensembliste, on utilise la généralisation d’un résultat
bien connu d’algèbre commutative non différentielle (voir par exemple le § IV.4 dans [31] ou la
proposition 4 page 45 dans [112])

Proposition 1.2 Soient deux ensembles de relations Σ et Σ′ dans F{x1, . . . , xn} et les varié-
tés algébriques différentielles correspondantes V(Σ) et V(Σ′). La clôture de Zariski différentielle
de V(Σ) \ V(Σ′) est définie par l’idéal différentiel [ Σ ] : (Σ′)∞.

Dans la suite, nous privilégierons l’étude des propriétés de variétés irréductibles qui sont associées à
des modèles physiques. Ainsi, nous considérons systématiquement des idéaux différentiels premiers.

1.2 Autour de la notion de dimension

1.2.1 Fonction et polynôme de transcendance différentiel

Dans le cadre algébrique non différentiel, un idéal premier dispose de deux invariants numériques :
la dimension et le degré. Dans le cadre différentiel ordinaire, nous allons présenter les notions de
dimension différentielle et d’ordre d’un idéal différentiel premier. L’exposé que nous en donnons
est fortement influencé par l’usage qui sera fait de ces notions dans les chapitres suivants ; nous
renvoyons à § II.12 dans [75] pour une définition générale notamment dans le cadre des algèbres
différentielles partielles.

Définition 1.9 Soit G/F une extension de corps différentiels de type fini. Considérons la famille
de corps non différentiels (Ki)i∈N définie par :

∀i ∈ N, Ki =
{
f ∈ G tels que l’ordre de f ≤ i

}
.

On appelle fonction de transcendance différentielle de G sur F , la fonction HG/F (·) telle que pour
tout entier i, HG/F (i) est égal au degré de transcendance algébrique du corps non différentiel Ki

sur le corps F .
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En algèbre différentielle, l’ordre de dérivation permet donc de définir une filtration dont l’analogue
non différentielle repose sur la notion de degré et la graduation induite. Ainsi, l’ordre tiendra dans
la suite un rôle similaire à celui du degré.

Si on considère un idéal différentiel premier I, le corps G est le corps des fractions associé à I
et F est un sous-corps de G que l’on fixe suivant les besoins (cf. Chapitre 2 page 11). La fonction
de transcendance différentielle est aussi appelée fonction de Hilbert différentielle. Dans le cadre
différentiel ordinaire, on dispose du théorème suivant :

Théorème 1.5 (§ II.12 dans [75]) Pour un ordre de dérivation r assez grand, la fonction de
transcendance HG/F (·) est égale à un polynôme PG/F (·) tel que

∀i ∈ N, i > r, PG/F (i) = d(i+ 1) + h.

On appelle ce polynôme, le polynôme de transcendance différentiel. L’entier d est la dimension
de G sur F i.e. le degré de transcendance différentiel de G sur F et l’entier h est l’ordre de cette
extension pour la famille η. Si d est nul, h ne dépend pas de η.

Exemple. Considérons l’idéal différentiel premier [ ẋ− y ] dans k{x, y} et notons F son corps des
fractions. On a : PF/k(i) = (i+ 1) + 1, PF/k〈y〉(i) = 1 et PF/k〈x〉(i) = 0.

Lorsque l’on évoque la fonction de transcendance différentielle associée à un idéal différentiel premier
sans plus de précision, il s’agit de la fonction de Hilbert différentielle de l’extension formée par
son corps de fractions rationnelles et du corps des constantes. De plus, la dimension d’un idéal
différentiel premier est le degré de transcendance différentiel de son corps de fractions sur le corps
des constantes. C’est un invariant d’un l’idéal différentiel premier et s’il est nul alors l’ordre en est
un autre invariant.

Plus intuitivement, la dimension d’un idéal différentiel premier est le nombre de fonctions arbitraires
intervenant dans l’expression des solutions génériques de cet idéal. Une fois ces fonctions choisies,
l’ordre d’un idéal différentiel premier est le nombre de « conditions initiales » intervenant dans
l’expression des solutions génériques. La fonction de transcendance différentielle est un indicateur
plus fin car elle permet de déterminer le nombre de conditions initiales d’ordre zéro, un, etc.

Dans ce qui précède, nous avons constaté qu’en algèbre différentielle l’ordre d’un idéal différentiel
premier est en quelque sorte l’analogue de la notion de degré algébrique. Dans le cas différentiel
ordinaire, on dispose d’un analogue différentiel du théorème de Bézout, dû à J.F. Ritt.

Théorème 1.6 Soit un idéal différentiel ordinaire I engendré par un ensemble fini (p1, . . . , pm)
de polynômes différentiels. Supposons qu’on se soit fixé un sous-corps G du corps des fractions de I,
que I soit un idéal premier de G{x1, . . . , xn} et que ei désigne, pour tout i compris entre 1 et m,
l’ordre de dérivation maximal de pi en les xj (sans tenir compte des dérivées dans G). Alors l’ordre
de l’extension F/G est majoré par

∑m
i=1 ei.

1.2.2 Module des différentielles de Kähler

La notion de différentielle de Kähler permet la linéarisation en géométrie algébrique ; il s’agit d’un
analogue de la notion de fibré cotangent en géométrie différentielle et nous renvoyons à [38] pour
un exposé complet de cette théorie dans un cadre classique. Précisons tout de même les points
suivants :
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Définition 1.10 Soient un anneau A et une algèbre S sur A. Le module des différentielles de
Kähler de S sur A est le S-module noté ΩS/A qui est engendré par les éléments

{
dS/A(f) | f ∈ S

}
vérifiant les relations :

∀ (f, g) ∈ S2, ∀ (a, b) ∈ A2,
dS/A(af + bg) = adS/A(f) + b dS/A(g),

dS/A(fg) = dS/A(f) g + f dS/A(g).

L’application dS/A est donc une dérivation de S dans ΩS/A ; l’anneau A est un anneau de constantes
pour cette dérivation.

Exemples. Le module des différentielles de Kähler d’un anneau de polynômesA[x1, . . . , xn] noté S
est le S-module libre engendré par les éléments dS/A(xi) ; on a ΩS/A = ⊕n

i=1SdS/A(xi).
Soient I un idéal engendré par (f1, . . . , fm) et la A-algèbre A[x1, . . . , xn]/I désignée par S. Le

module ΩS/A est défini par les générateurs du S-module libre ⊕n
i=1SdS/A(xi) et par les relations

∂f1

∂x1
. . . ∂f1

∂xn
...

...
∂fm

∂x1
. . . ∂fm

∂xn


 dS/A(x1)

...
dS/A(xn)

 = 0.

Schématiquement, les différentielles de Kähler permettent de formaliser les relations intuitives entre
la dimension d’une variété et celle de son espace linéarisé tangent. Nous allons principalement
considérer la notion de dimension sous cet angle et nous allons utiliser les différentielles de Kähler
pour profiter d’une généralisation de l’analogue suivant du critère jacobien :

Théorème 1.7 Soient un corps de caractéristique nulle G et une extension F de G. Les élé-
ments {η1, . . . , ηm} de F sont algébriquement indépendants sur G si, et seulement si, les éléments
associés

{
dF/G(η1), . . . , dF/G(ηm)

}
dans ΩF/G sont linéairement indépendants sur F .

Définitions et propriétés dans le cadre différentiel. La notion de module des différentielles
de Kähler associé à une extension de corps différentiels a été généralisée au cadre différentiel notam-
ment dans les travaux de J. Johnson (cf. [69, 70]). La définition classique se transpose directement
dans le cadre différentiel et cöıncide bien avec la Définition 1.3 page 4 d’un module différentiel,
comme le montre le résultat suivant tiré de [69] :

Proposition 1.3 Si A est un corps différentiel et si S est une algèbre différentielle sur A, alors le
module des différentielles de Kähler ΩS/A dispose d’une structure canonique de S-module différentiel
i.e. toute dérivation δ sur S est définie sur ΩS/A et on a :

∀f ∈ S, δ
(
dS/A(f)

)
= dS/A

(
δ(f)

)
.

Le Théorème 1.7 permet d’établir la propriété suivante tirée de [69] :

Théorème 1.8 Soient une extension de corps différentiels F/G de type fini et le module des diffé-
rentielles de Kähler ΩF/G qui lui est associé. Quelle que soit la base de transcendance {η1, . . . , ηm}
de F sur G, l’ensemble

{
dF/G(η1), . . . , dF/G(ηm)

}
est une base du F-espace vectoriel différen-

tiel ΩF/G.

Ainsi, le degré de transcendance différentiel d’une extension de corps différentiels est égal au rang
du module des différentielles de Kähler qui lui est associé.

Les deux prochains chapitres se proposent d’illustrer l’intérêt de ces notions et de montrer qu’elles
se prêtent à des calculs effectifs.
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Chapitre 2

Automatique et corps différentiels

Les mécanismes de régulation sont quasi-incontournables que ce soit dans les phénomènes biolo-
giques ou dans les réalisations d’ingénierie. L’étude et la conception de tels mécanismes nécessitent
généralement une mise en équation mathématique conduisant à un modèle possible du phénomène
en question. Schématiquement, la théorie du contrôle a pour principal objet d’étude les propriétés
des ensembles sous-déterminés de relations différentielles représentant des modèles.

Nous aborderons dans ce chapitre deux notions de base de l’automatique : l’observabilité et la
contrôlabilité. Ces notions, issues des besoins des sciences de l’ingénieur, présentent de très nom-
breuses « traductions » dans différents formalismes mathématiques. Dans ce mémoire, nous utilisons
une définition de l’observabilité et de la contrôlabilité dans le cadre des corps différentiels présen-
tés dans le chapitre précédent. Nous adoptons ainsi un point de vue qui ne nécessite pas de faire
une distinction entre les quantités décrivant l’état, les paramètres et les commandes d’un système
comme c’est le cas par exemple dans l’approche « comportementale » de J.C. Willems [150]. Le
cadre théorique que nous utilisons a été développé dans les années quatre-vingts, notamment à l’ini-
tiative de M. Fliess (cf. [41]). Précisons que la présentation faite dans ce mémoire de ce très riche
sujet n’est en rien exhaustive et que le lecteur intéressé peut consulter avec bénéfices les références
suivantes [37, 44, 43, 47, 91, 92].

2.1 Quelques rappels de théorie du contrôle

La contrôlabilité et l’observabilité sont des notions centrales en automatique. Pour les modèles
linéaires, elles ont été mathématiquement formalisées dans les années soixante par R.E. Kalman
dans le cadre de la théorie algébrique des modules [71]. Cette approche permet de rendre compte et
de définir les propriétés des modèles linéaires explicites du type Ẋ = AX +BU, Y = CX avec A, B
et C des matrices et X, U des vecteurs.

Exemple 1. Considérons deux masses m1 et m2 reliées par un ressort de raideur c. On suppose
que ces masses évoluent sur une ligne, que leurs positions sont x1 et x2 et que l’abscisse x2 est
observée alors que x1 est contrôlée par une commande u. Cet objet physique est modélisé par la
représentation d’état :(

ẍ1

ẍ2

)
= c

(
−1/m1 1/m1

1/m2 −1/m2

)(
x1

x2

)
+
(

1/m1

0

)
u,

y = x2.

(2.1)

Cet exemple est emprunté à P. Rouchon. En fin de chapitre, nous présenterons une solution au

11
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problème de contrôle suivant : trouver une commande u sur [0, 1] telle que notre objet parte au repos
de la position (x1(0) = 0, x2(0) = 1) et arrive à vitesse nulle à la position (x1(1) = 1, x2(1) = 2).

Depuis les travaux de R.E. Kalman, une grande partie des travaux en automatique portent sur
des généralisations directes de ce type de systèmes, notamment dans le cadre de la géométrie
différentielle. Nous précisons dans la section suivante quelques points de terminologie.

2.1.1 Représentation d’état

Définition 2.1 On appelle représentation d’état la donnée d’un modèle de la forme suivante :

Σ


Θ̇ = 0,
Ẋ = F (X, Θ, U),
Y = H(X, Θ, U).

(2.2)

Les lettres majuscules ci-dessus désignent les ensembles d’éléments suivants :
– les commandes U = (u1, . . . , ur) sont des quantités dont l’évolution est supposée être mâıtri-

sable. Il s’agit généralement de l’action exercée par l’utilisateur sur le modèle ;
– le modèle contient des quantités constantes Θ = (θ1, . . . , θ`). Ces paramètres sont ici considérés

comme des variables d’état par l’ajout des équations Θ̇ = 0 au modèle ;
– les variables d’état X = (x1, . . . , xn) sont des grandeurs intervenant dans le système mais

qui ne sont pas mesurées directement. Leur évolution est déterminée par un champ de vec-
teurs F = (f1, . . . , fn) que nous supposerons être défini par des fractions rationnelles des va-
riables d’état, des paramètres et des commandes ;

– les sorties Y = (y1, . . . , ym) sont des grandeurs qui sont supposées être mesurées, donc connues.
Elles s’expriment comme des fractions rationnelles H = (h1, . . . , hm) des variables d’état, des
paramètres et des commandes.

Cette définition ne recouvre pas les problèmes les plus généraux possibles. Par exemple, les dy-
namiques ne sont ni implicitement définies ni soumises à des retards ou modélisées par des auto-
mates. De plus, nous nous limitons dans ce mémoire à étudier des propriétés structurelles comme
l’observabilité et la contrôlabilité tout en se restreignant au cadre suivant :

– nous supposons que les fonctions utilisées (commandes, sorties) sont des fonctions régulières
du temps. Cette hypothèse n’est pas restrictive puisque les commandes de type impulsion
peuvent être approximées par des fonctions régulières ;

– les entrées sont supposées pouvoir être arbitrairement choisies. De plus, nous ne prenons pas
en compte l’existence de « bruits » i.e. d’incertitudes sur les commandes et les sorties.

Bien que la représentation d’état soit la plus répandue, elle n’est pas unique ; nous allons décrire
dans les chapitres suivants des représentations par ensembles caractéristiques. Quoi qu’il en soit,
toutes les représentations que nous considérons dans ce mémoire ont ceci en commun qu’elles sont
associées à un idéal différentiel premier.

Hypothèse de primalité. Remarquons qu’un modélisateur intéressé par des solutions annulant
les dénominateurs des fractions rationnelles F et H, n’aurait probablement pas retenu le système
d’équations (2.2) comme modèle. Ainsi, on peut adjoindre au système (2.2) une inéquation HΣ 6= 0
avec HΣ le produit des dénominateurs des fractions rationnelles F et H. D’après la Proposition 1.2
page 7, l’adhérence de Zariski des solutions de ce système d’équations et d’inéquations peut être
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représentée par l’idéal différentiel [Σ] : HΣ
∞. Le lemme suivant motive le parti pris de nous intéresser

aux idéaux différentiels premiers :

Lemme 2.1 L’idéal différentiel [Σ] : HΣ
∞ de k{X, Θ, Y, U} est premier.

Preuve. Par commodité, on considère les paramètres Θ comme des variables d’état en rajoutant
des équations du type θ̇ = 0 et les commandes U dans le corps k qui est étendu à k〈U〉. On considère
le morphisme additif et multiplicatif défini par :

φ : k{x1, . . . , xn, y1, . . . , ym} → k{x1, . . . , xn}
xi → xi,

∀j ≥ 1, xi
(j) → fi

(j−1),

∀j ≥ 0, yi
(j) → hi

(j).

Le noyau de ce morphisme est l’idéal différentiel [ Σ ] : HΣ
∞. Son image étant un sous-anneau

de k{x1, . . . , xn}, elle est intègre et donc son noyau est un idéal premier. �

2.1.2 Contrôlabilité – Observabilité

Nous présentons brièvement des définitions simples de la contrôlabilité et de l’observabilité dans le
cadre théorique de la géométrie différentielle tout en invitant le lecteur intéressé à consulter [68]
pour un exposé approfondi.

Définitions 2.2 Une trajectoire du modèle (2.2) est une fonction t→
(
X(t), U(t)

)
qui vérifie le

système d’équations différentielles de ce modèle.
Le modèle (2.2) est observable pour toute commande, si deux trajectoires partageant la même

commande définissent des sorties différentes. Pour être plus précis, une entrée U(t) définie et ré-
gulière sur [0, η] étant fixée, le modèle (2.2) est localement observable si pour tout ε > 0 et pour
tout voisinage V de X(t) dans C∞([0, η], Rn), il existe 0 < η < ε et un voisinage W ⊂ V de X(t)
dans C∞([0, η], Rn), tels que pour tout X̃(t) dans W on a : Y

(
X(η), U(η)

)
6= Y

(
X̃(η), U(η)

)
.

Le modèle (2.2) est contrôlable en boucle ouverte si, et seulement si, pour tout (X0, XT ) ∈ R2n

il existe une fonction t→ U(t) telle que le problème de Cauchy{
Ẋ(t) = F

(
X(t), U(t)

)
,

X(0) = X0,

a une solution sur [0, T ] vérifiant X(T ) = XT . Le temps T est fixé ou arbitraire suivant les cas
considérés mais il est fini.

En pratique, il est fréquent que seule une partie de l’état d’un phénomène soit accessible à la mesure
et que l’on doive se contenter des sorties Y pour déterminer les quantités non mesurées. Ce n’est
possible que si le modèle représentant le phénomène est, au moins, localement observable.

Exemple 2. Considérons les deux systèmes suivants :

(A)


ẋ1 = θ1x1

2 + θ2x1x2 + u,
ẋ2 = θ3x1

2 + θ4x1x2,
y = x1.

(B)


ẋ1 = f(x1, x2, x3, u),
ẋ2 = −x3,
ẋ3 = x2,

Le système (A) est tiré de [144]. Le groupe de transformation {x2, θ2, θ3} → {λx2, θ2/λ, λθ3} (à
un paramètre λ) laisse invariant le champ de vecteurs, la sortie y et la commande u définies dans le
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modèle de gauche. Ainsi, à une entrée et une sortie fixées correspond une infinité de valeurs possibles
de la variable x2 et des paramètres θ2 et θ3. La connaissance seule de l’entrée et de la sortie ne suffit
donc pas pour déterminer ces quantités ; elles ne sont donc pas observables en fonction de l’entrée
et de la sortie.

La non contrôlabilité locale d’un modèle est liée à l’existence d’intégrales premières non triviales
i.e. à l’existence de quantités qui restent constantes le long de toute trajectoire. Par exemple, le
système (B) n’est pas contrôlable : les trajectoires sont astreintes à vérifier g(x2

2 + x3
2) = cste et

ne peuvent « sortir » des feuilletages ainsi définis.

En toute généralité, les questions relatives à la contrôlabilité et à l’observabilité des systèmes non
linéaires ne sont pas résolues et nous renvoyons le lecteur intéressé à [68, 125] pour un exposé plus
complet et plus de références sur ce très vaste sujet.

Remarque 2. L’utilisation d’une représentation d’état pour décrire un phénomène est une pra-
tique courante en automatique. Toutefois, l’obtention d’une telle représentation peut ne pas être
aisée. Afin de préciser notre propos considérons le comportement du circuit d’alimentation et de re-
foulement d’une pompe dans un moteur. Ce phénomène est régi par les relations physiques suivantes
(cf. page 28 de [108]) :

ṁ+ Lu(p2 − pR) + Cu
ρ m|m| = 0, ligne amont,

K1ṁ− am2 − b ω
ω0
m− c

(
ω
ω0

)2 − ρK2ω̇ + p3 − p2 = 0, pompe,

ṁ+ Ld(p4 − p3) + Cd
ρ m|m| = 0, ligne aval,

p5 − p4 + Kav
ρ m|m| = 0, perte de charge,

p5 + θṗ5 − C?

Ac
m = 0, combustion.

(2.3)

Les symboles pR, p2, p3, p4, p5 et m, ω représentent des quantités variables en fonction du temps
(des pressions, un débit et une vitesse de rotation) et on suppose que les autres symboles représentent
des constantes. Ces relations ne constituent pas une représentation d’état. Une élimination, simple
dans ce cas, est nécessaire pour se ramener à une représentation d’état du type (2.2) page 12 (voir
la Section 3.1.2 page 27 et la figure 3.1 incluse). Cette opération n’est pas canonique ; le choix
des variables d’état, des commandes et des sorties relève ainsi du savoir faire et des besoins du
modélisateur. Dans le même ordre d’idées, indiquons la définition suivante :

Définition 2.3 Considérons un système différentiel

Ψ


f1(ẋ1, . . . , ẋn, x1, . . . , xn) = 0,

...
fm(ẋ1, . . . , ẋn, x1, . . . , xn) = 0,

et la matrice
∂F

∂Ẋ
=


∂f1

∂ẋ1
. . . ∂f1

∂ẋn
...

...
∂fm

∂ẋ1
. . . ∂f

∂ẋm

.
Le système Ψ est dit implicite si la matrice ∂F/∂Ẋ est de rang inférieur au nombre de variables n.
Cette matrice est appelée le symbole du système.

Ainsi, un système est considéré comme implicite lorsque le théorème des fonctions implicites ne
peut être utilisé pour définir localement un champ de vecteurs. Pour mémoire, rappelons qu’une
simple dérivation permet d’associer à un système non linéaire du type f(ẋ, x) = 0, le système
quasilinéaire (∂f/∂ẋ) ẍ+ (∂f/∂x) ẋ = 0. De plus, tout système peut s’exprimer comme un système
du premier ordre. Nous renvoyons le lecteur intéressé par les systèmes implicites à [23, 22, 140] et
aux références incluses.

Dans la section suivante, nous présenterons une définition algébrique de l’observabilité et un
analogue de la contrôlabilité dans le cadre de l’algèbre différentielle.
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2.2 Une théorie algébrique des systèmes en automatique

La modélisation d’un phénomène consiste principalement à établir des relations différentielles de
nature algébrique. En effet, les modèles faisant intervenir des fonctions liouvilliennes (fonctions tri-
gonométriques, exponentielle) peuvent être réécrits sous une forme différentielle algébrique. Plus
précisément, un modèle est représenté par les générateurs d’un idéal différentiel qui est le plus
souvent premier (cf. Section 2.1.1 page 12). Dans ce cas, le modèle peut être associé à un corps
différentiel. Plus généralement, il est intéressant d’utiliser une définition indépendante de toute
représentation particulière qui permet en outre de considérer indistinctement des équations diffé-
rentielles et des équations algébriques. Nous utilisons dans la suite la terminologie introduite par
M. Fliess dans [41].

Définition 2.4 Un système est une extension de corps différentiels F/k de type fini. Ainsi, il
existe une base de transcendance différentielle U = (u1, . . . , um) de F sur k.

L’entrée ou la commande d’un système est un ensemble d’éléments de F qui forment une base
de transcendance différentielle de F sur k.

Une sortie d’un système est un ensemble arbitraire d’éléments du corps différentiel F . Par
définition, ces sorties sont différentiellement algébriques sur k〈U〉.

Une réalisation du système F/k consiste en la donnée de variables d’état X = (x1, . . . , xm) et
d’entrées U telles que le corps F soit algébrique (au sens non différentiel) sur k〈U〉(X). Ainsi, pour
tout élément de F , disons ẋ1, il existe un entier i et une relation algébrique p

(
ẋ1, X, U, . . . , U

(i)
)
= 0.

Ces définitions précisent des propriétés intuitives. Par exemple, le nombre de commande d’un phé-
nomène (i.e. la notion de degré de liberté) est un invariant numérique correspondant au degré de
transcendance différentiel d’un corps par rapport à un corps de constantes. Il ne dépend pas de la
réalisation considérée (voir [126] et les références incluses pour plus de précisions sur le problème
de la réalisation en automatique). Le Théorème 1.1 page 4 montre qu’un système peut toujours
être « réalisé » localement par une représentation d’état. Ce formalisme permet ainsi de présenter
l’espace d’état comme indépendant d’un choix arbitraire d’une réalisation (cf. Remarque 2 page 14).

Intuitivement, deux systèmes sont équivalents s’il existe une transformation inversible qui met en
relation leurs trajectoires respectives. La définition suivante est l’analogue de cette idée dans le
cadre algébrique que nous adoptons.

Définition 2.5 Deux systèmes F1/k et F2/k dans une même extension universelle sont algébri-
quement équivalents si, et seulement si, chaque élément du corps F1 est algébrique sur F2 et réci-
proquement.

Nous considérerons cette notion d’un point de vue plus applicatif dans le chapitre suivant. Pour
l’instant, nous présentons les définitions algébriques de l’observabilité et de la platitude différentielle.

2.2.1 Observabilité algébrique – Systèmes différentiellement plats

Dans le cadre théorique présenté dans la section précédente, la notion d’observabilité algébrique
locale peut être définie intrinsèquement de la manière suivante :

Définition 2.6 ([84, 37]) Soient un système F/k, une sortie Y et une commande U de ce sys-
tème. Un élément η du système F/k est localement observable en fonction de Y et U si, et seulement
si, cet élément est algébrique sur k〈U, Y 〉. Le système F/k est observable si, et seulement si, le corps
différentiel F est algébrique sur k〈U, Y 〉.
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Exemple 3. Illustrons cette définition par le système (sans signification physique) suivant :
ẋ3 = θx1,
ẋ2 = x3/x2,
ẋ1 = x2/x1,

y = x1.

En dérivant suffisamment la sortie, on obtient les relations différentielles suivantes :

x1 = y, x2 = yẏ, x3 = yẏ(ẏ2 + yÿ), θy = (ẏ2 + yÿ)2 + yẏ
(
3ẏÿ + yy(3)

)
.

Ainsi, ce modèle est observable d’après la Définition 2.6 ; si la sortie y est connue, il est théo-
riquement possible de déterminer les variables d’état et le paramètre. De plus, comme les re-
lations ci-dessus définissent une solution unique sur k〈y〉, ce modèle est globalement observable
(voir [84, 101] et le Chapitre 5 page 49 de ce mémoire).

En utilisant le Lemme 2.1 page 13, on peut associer à la représentation d’état ci-dessus un idéal
différentiel premier I de k{θ, x1, x2, x3, y}. Les relations obtenues par dérivations et éliminations
montrent que l’extension de corps Fr

(
k{θ, x1, x2, x3, y}/I

)
/k〈y〉 est algébrique et que son poly-

nôme de Hilbert différentiel est nul.
Cette définition algébrique de l’observabilité ne permet pas en l’état de différentier des quantités

observables complexes et réelles. Par exemple, le paramètre θ du système (θ − y)(θ2 + y2) = 0 avec y
dans R \ {0} n’est pas globalement observable sur C alors qu’il l’est sur R. Nous renvoyons à [124]
pour plus de référence sur les méthodes algébriques permettant cette distinction.

Dans le Chapitre 5 page 49, nous reviendrons en détails sur la propriété d’observabilité et les
calculs nécessaires pour l’établir.

Système différentiellement plat et contrôlabilité. Considérons de nouveau l’Exemple 1
page 11 mais cette fois dans le cadre théorique développé ci-dessus. Les relations suivantes sont
des éléments de l’idéal différentiel engendré par les équations (2.1) :

x1 = (m2/c)ÿ + y, x2 = y, u = (m1m2/c)y(4) + (m1 +m2)ÿ. (2.4)

Ainsi, on constate intuitivement que la fonction y et un nombre fini de ses dérivées permettent
de paramétriser explicitement l’ensemble des trajectoires du système (2.1). Remarquons que cette
paramétrisation ne nécessite pas l’intégration d’un système différentiel.

On ne sait pas caractériser les systèmes sous-déterminés résolubles sans intégration comme ci-
dessus. La première référence à ce type de problèmes se trouve au début du XXème siècle dans un
article de D. Hilbert [64] relativement isolé dans son œuvre. Cet article traite de l’équation de
Monge du second ordre ẍ = u̇2 et l’auteur montre qu’il n’est pas possible d’exprimer les solutions de
cette équation sans avoir recours à l’intégration. Dans le cadre théorique des systèmes différentiels
extérieurs, É. Cartan prolonge dans [26] les travaux de D. Hilbert en caractérisant les équations
de Monge du second ordre qui admettent une solution générale sans terme intégral.

La notion de platitude des systèmes dynamiques non linéaires de dimension finie a été introduite en
automatique dans le début des années quatre-vingt dix par M. Fliess, J. Lévine, Ph. Martin et
P. Rouchon dans [44]. Dans le cadre des systèmes algébriques d’équations différentielles ordinaires,
on a la définition suivante :
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Définition 2.7 ([44]) Un système F/k est différentiellement plat si, et seulement si, il est équi-
valent (au sens de la définition 2.5 page 15) à un système purement différentiellement transcen-
dant k〈Y 〉/k. Une base de transcendance différentielle Y qui engendre l’extension F/k est appelée
sortie plate du système F/k.

Les systèmes différentiellement plats, bien que cette propriété ne soit pas générique, s’avèrent être
très courants en pratique dans les modèles relatifs à la mécanique, au génie chimique, au génie
électrique, etc. Nous renvoyons à [44, 48] pour un large catalogue d’applications.

Exemple 4. Illustrons la Définition 2.7 par un système emprunté à Ph. Martin et N. Petit :
ẋ1 = x3 − x2u,
ẋ2 = u− x2,
ẋ3 = x2 − x1 + 2x2(u− x2),
y = x1 + x2

2/2.

(2.5)

Quelques manipulations algébriques permettent de montrer que les relations suivantes :

u =
y3 + x3 + x2

x2 + 1
, x3 = x2

2 + ẏ, x2 = x1 + ÿ, x1
2 + 2x1(1 + ÿ) + ÿ2 − 2y = 0, (2.6)

sont dans l’idéal différentiel premier I de k{x1, x2, x3, u, y} engendré par le système (2.5). Le
chapitre suivant présentera rigoureusement les méthodes algorithmiques employées. En considérant
les coordonnées :

y1 = y, y2 = ẏ, y3 = ÿ, v = y(3),

et d’après la Définition 2.5, le système (2.5) est équivalent à la forme (dite de Brunovský) suivante : ẏ1

ẏ2

ẏ3

 =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 y1

y2

y3

+

 0
0
1

 v. (2.7)

Cette représentation d’état est une réalisation simple du système k〈Y 〉/k. Ainsi, d’après la Défi-
nition 2.7, le système (2.5) est plat et y est une sortie plate. Les relations (2.6) établissent une
correspondance locale entre les trajectoires du système (2.5) et les trajectoires du système plus
simple à étudier ci-dessus. Nous renvoyons le lecteur intéressé à [18, 125] pour plus de détail sur les
formes de Brunovský.

Pour montrer que le système (2.5) est plat de sortie plate y, on aurait pu se contenter du calcul du
polynôme de transcendance différentiel Fr

(
k{x1, x2, x3, u, y}/I

)
/k〈y〉 défini dans la Section 1.2.1

page 7. Comme ce polynôme est nul, il n’y a pas de commandes supplémentaires nécessaires pour
paramétriser ce système. De plus, l’absence de conditions initiales (i.e. la nullité de l’ordre de
l’extension de corps associée au système) indique qu’il n’y a pas non plus d’intégration à effectuer
pour paramétriser le système.

Remarque 3. Par définition, il n’y a pas unicité de la sortie plate et donc pas de paramétrage
privilégié. C’est la physique qui « tranche » sachant que le nombre minimum de sorties plates est
égal au nombre de commandes. Enfin, précisons que décider de la platitude d’un système reste un
problème ouvert et que la principale difficulté pratique est de trouver des sorties plates adéquates.
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2.2.2 Résultats connus – Planification de trajectoire

On dispose d’une condition nécessaire simple de nature géométrique de la platitude. Considérons un
système Ẋ = f(X, U) ; il est possible formellement de lui associer une variété définie dans un espace
de coordonnées (P, X, U) par l’expression P = f(X, U) et de considérer la projection de cette variété
sur le sous-espace de coordonnées (P, X). Dans [120], P. Rouchon établit la condition nécessaire
de platitude suivante :

Théorème 2.1 (Critère de la variété réglée) Si le système ẋ = f(x, u) est plat, alors la pro-
jection sur le (p, x)-espace de la sous-variété d’équation p = f(x, u) définie dans le (p, x, u)-espace
est une sous-variété réglée pour tout x.

Exemple. Illustrons ce théorème par le système suivant emprunté à P. Rouchon.

ẋ1 = u1, ẋ2 = u2, ẋ3 = u1
2 + u2

2.

Pour appliquer le théorème précédent, il nous faut étudier la variété définie par p3 = p1
2 + p2

2. Or,
il n’existe pas de vecteur (a1, a2, a3) dans R3 non nul, tel que p3 + λa3 = (p1 + λa1)2 + (p2 + λa2)2

pour tout réels λ. Cette variété n’est pas réglée sur R et donc si le système associé à un sous corps
de R comme corps des constantes, il n’est pas différentiellement plat. En revanche, ce système est
plat s’il est défini sur C. En effet, considérons z1 = x1 + x2

√
−1 et z2 = x1 − x2

√
−1 ; on a ẋ3 = ż1ż2

par hypothèse. Posons y1 = z1 et et y2 = x3 − ż1z2. On a : z2 = −ẏ2/ÿ1 et z1 = y1. Il est ensuite
aisé de déduire que les variables x1, x2 et x3 ainsi que les commandes u1 et u2 s’expriment comme
des fractions rationnelles sur C de y1, y2 et de leurs dérivées jusqu’à l’ordre trois.

Le critère de la variété réglée est pour l’instant le seul moyen systématique de montrer que certains
systèmes avec plusieurs commandes ne sont pas plats. Nous renvoyons à [91] pour un ensemble de
critères de platitude obtenus en imposant des formes bien précises aux modèles considérés.

Planification de trajectoire. Rappelons le théorème suivant tiré de [44] qui constitue un des
principaux intérêts de la notion de platitude différentielle :

Théorème 2.2 Un système non linéaire est différentiellement plat si, et seulement si, il est équi-
valent par bouclage endogène à un système linéaire contrôlable.

En général, il est difficile de déterminer une trajectoire résolvant un problème de contrôlabilité
général du type de ceux présentés dans la Définition 2.2 page 13. Lorsqu’un modèle contrôlable
est linéaire, cette tâche est plus aisée. La paramétrisation des trajectoires permet de ramener le
problème de planification de trajectoire à la résolution d’un système algébrique non différentiel dans
le cas ordinaire et d’un système différentiel ordinaire dans le cadre des dérivées partielles (cf. la
troisième partie de ce mémoire).

Exemple 1 (suite). Considérons le problème de planification de trajectoire exposé page 11.
Les relations (2.4) permettent de se ramener au problème suivant. Il nous faut déterminer une
spécialisation de la sortie plate vérifiant les douze conditions suivantes :

x1(τ) = (m2/c)ÿ(τ) + y(τ),
x2(τ) = y(τ),

x1(0) = 0, x2(0) = 1,
x1(1) = 1, x2(1) = 2,

ẋ1(τ) = 0 = (m2/c)y(τ)(3) + ẏ(τ),
ẋ2(τ) = 0 = ẏ(τ), pour τ = 0 et τ = 1.

Toute fonction y qui satisfait ces contraintes fournit une trajectoire du système. En effet, la com-
mande u du modèle (2.1) est explicitement donnée comme polynôme différentiel dépendant de la
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sortie plate. Si on cherche une fonction polynomiale du temps vérifiant ces conditions, on est ramené
à résoudre un système en général algébrique et dans notre cas linéaire. Voici une solution possible :

y(t) = 1− (c/2m2)t2 + 5(14m2 + c/2m2)t4 − 3(28m2 + c/m2)t5 + (70m2 + c/m2)t6 − 20t7.

Notons que ce choix n’assure pas la nullité des dérivées d’ordre supérieur. Pour ce faire, il faut utiliser
des fonctions plateaux (cf. la troisième partie de ce mémoire). De plus, si on voulait résoudre un
problème de trajectoire pour le modèle (2.5) page 17, la sortie plate devrait vérifier la condition
supplémentaire 1 + 2 (y + ÿ) > 0 (il s’agit du discriminant de la dernière des relations (2.6)). Nous
verrons dans la dernière partie de ce mémoire d’autres exemples de dimension infinie.

En utilisant des techniques standard de bouclage, il est possible de s’astreindre à respecter
une trajectoire définie à l’avance (voir [44] pour plus de détails). Cette approche est qualifiée de
boucle fermée et, contrairement à la planification de trajectoire présentée dans ce mémoire, elle tient
compte de perturbations agissant sur les modèles. D’autre part, il est possible d’imposer d’autres
contraintes au problème de planification ; les seules limitations sont la possibilité de résoudre le
problème équivalent pour la forme de Brunovský et la complexité des calculs nécessaires.

Formalisme et platitude différentielle. Schématiquement, la platitude différentielle repose
sur une idée géométrique consistant à utiliser l’équivalence des trajectoires des systèmes plats avec
celle de systèmes simples à contrôler comme par exemple les formes de Brunovský. Notons que ce
point de vue présente des analogies avec la notion de linéarisation exacte par bouclage statique
présentée dans [68] et qui est valide dans un cadre restreint à une seule commande.

Il est possible de développer l’étude de la platitude différentielle dans d’autres formalismes
comme le cadre de l’algèbre différentielle extérieure [99, 111] ou celui des diffiétés de Vinogradov [46].
Par ailleurs, cette notion a été étendue aux systèmes linéaires décrits par des équations aux dérivées
partielles dans [49, 47, 78, 77] par M. Fliess, J. Lévine, Ph. Martin, H. Mounier, P. Rouchon.
Nous donnons un aperçu de ces travaux dans la Section 6.1.2 page 67. Dans la dernière partie de ce
mémoire, nous montrerons comment le point de vue de la platitude différentielle peut être appliqué
à certains systèmes non linéaires gouvernés par des équations aux dérivées partielles.

Le formalisme de l’algèbre différentielle est un cadre théorique commode qui a permis d’étendre
la notion de platitude différentielle aux modèles linéaires de phénomènes dynamiques avec retards
(voir la thèse d’H. Mounier [98]). De plus, les méthodes effectives d’algèbre différentielle per-
mettent de mener à bien des calculs difficiles à mettre en œuvre autrement.
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Chapitre 3

Méthodes effectives

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit la représentation d’un modèle par un système i.e.
une extension de corps différentiels. En l’état, cette représentation n’est pas algorithmique. Par
ailleurs, pour simplifier l’exposé des chapitres précédents, nous avons présenté des calculs utilisant
des différentiations et des éliminations successives sans présenter de justifications. Pour se convaincre
qu’il est nécessaire d’utiliser des techniques d’algèbre différentielle effective, considérons la situation
suivante :

Exemple 5. Soit I l’idéal différentiel de k{x, y} engendré par le modèle emprunté à [35, 51] :{
ẋ = x,
y = x2 + x.

(3.1)

Considérons le processus de complétion (fautif mais pédagogique) suivant. Par différentiation, on
montre que le polynôme1 ẏ = 2xẋ+ ẋ est dans I. Par élimination, on montre que ẏ = 2x2 + x
et x = 2y − ẏ sont dans I. Ainsi, les relations y = (2y − ẏ)(2y − ẏ + 1) et x = 2y − ẏ sont des
éléments de I. On pourrait donc penser que le modèle{

(2y − ẏ)(2y − ẏ + 1)− y = 0,
x = 2y − ẏ, (3.2)

est équivalent au modèle (3.1). Or, (y = −1/4, x = −1/2) est une solution de l’idéal différentiel
engendré par ces équations et il n’y a pas de trajectoire du modèle (3.1) qui corresponde à cette
solution. Ainsi, pour avoir une représentation équivalente au sens de la Définition 2.5 page 15,
il nous faut ne pas prendre en compte la solution singulière, et ajouter l’inégalité x 6= −1/2 au
modèle (3.2).

Le premier objectif du présent chapitre est d’introduire les notions nécessaires pour représenter et
manipuler effectivement un système. Nous présenterons notamment l’algorithme Rosenfeld-Gröbner
initié par F. Boulier et quelques unes des utilisations possibles en automatique. On trouvera des
exposés plus détaillés ainsi que d’autres références dans [10, 123, 67] pour l’aspect algorithmique et
dans [35, 85, 100] pour l’aspect automatique.

Comme dans le cadre non différentiel, la complexité en moyenne des méthodes de réécriture
employées en algèbre différentielle effective est très mal connue et les bornes théoriques disponibles
sont exponentielles en le nombre de variables. Nous présenterons quelques résultats de complexité

1En fait, (2x + 1)ẋ− ẏ = 0 et il faut considérer un scindage suivant que l’initial 2x + 1 est nul ou pas.
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relatifs aux problèmes d’élimination différentielle. Par ailleurs, notons que les algorithmes actuel-
lement implantés d’élimination différentielle n’ont pas, en pratique, des performances analogues à
ceux de leurs homologues non différentiels de type calculs de base de Gröbner.

Les contributions présentées dans les chapitres suivants reposent sur la représentation des objets
algébriques par des calculs d’évaluation i.e. par un programme qui les évalue en un point du corps de
base effectif. Dans la Section 3.2 page 30, nous introduisons les définitions, les propriétés nécessaires
et notamment les résultats concernant la complexité de la différentiation.

3.1 Représentation du radical d’un idéal différentiel finiment en-
gendré

Un théorème de A. Tresse montre que chaque système infini d’équations linéaires aux dérivées
partielles, peut être engendré à partir d’un système fini de telles équations en utilisant la différen-
tiation et l’élimination (cf. [142]). Depuis ce résultat datant de 1894, un grand nombre de travaux
visent à construire par un algorithme une représentation effective des variétés différentielles intro-
duites dans le Chapitre 1 page 3. Cette représentation doit permettre, par exemple, de décider du
vide ou de calculer effectivement des invariants numériques comme le polynôme de transcendance
différentiel. Schématiquement, les algorithmes proposés sont basés sur un processus de complétion
mêlant différentiations et éliminations successives.

Pour ce faire, ces algorithmes profitent des résultats obtenus sur le problème de l’élimination
effective dans le cadre non différentiel tout en se heurtant à la complexité intrinsèque du problème.
En effet, dans [94], E.W. Mayr et A.R. Meyer ont exhibé un système algébrique défini par des
relations de bas degrés entre des générateurs libres et qui présente des syzygies de degré élevé.

Théorème 3.1 ([32]) Soient un corps k et deux entiers n et d tels que n soit strictement positif
et d soit supérieur à 3. Soit A l’anneau de polynômes k[xi, S, F, B] à r = 8m+2d(n−1)/(d−2)e+8
variables. Il existe un idéal J engendré par r polynômes de degrés plus petits que d tel que :

i. S −BNF ∈ J avec N = d 2n
;

ii. soit φ : A→ k[B] l’homomorphisme obtenu en spécialisant à zéro toutes les variables diffé-
rentes de B. Si a ∈ A vérifie aF ∈ J alors φ(a) = 0.

On obtient ainsi une minoration pour les bornes supérieures des degrés des syzygies entre polynômes
de degrés et de nombre de variables donnés. Ceci montre que les phénomènes de croissance hyper-
exponentielle rencontrés dans les algorithmes utilisés en algèbre effective ne sont pas entièrement
dus à l’imperfection des algorithmes connus mais peuvent être quelquefois imputés à la complexité
intrinsèque des problèmes considérés. Nous verrons dans la Section 3.1.3 page 29 un analogue de ce
résultat dans le cadre différentiel.

Une généralisation directe des méthodes effectives non différentielles ? La construction
algorithmique d’une représentation d’un idéal différentiel rencontre des difficultés qui n’existent
pas dans le cadre non différentiel. En effet, nous avons indiqué dans la Section 1.1.2 page 5 que
certaines propriétés d’algèbre non différentielle comme le théorème de la base finie de Hilbert ne se
transposent pas directement dans le cadre différentiel. Citons comme exemple le résultat suivant
de G. Gallo, B. Mishra et F. Ollivier tiré de [54] :

Théorème 3.2 Il existe des idéaux différentiels définis par des ensembles non récursifs de géné-
rateurs. Il n’y a pas d’algorithme permettant de décider si un polynôme différentiel donné est un
élément d’un tel idéal.
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De plus, la possibilité de décider de l’appartenance d’un polynôme différentiel à un idéal différentiel
non radiciel de type fini est un problème encore ouvert à ce jour.

Cet état de fait a des conséquences algorithmiques importantes, notamment l’impossibilité de trans-
poser directement les méthodes effectives développées dans un cadre algébrique non différentiel.

Au milieu des années soixante, H. Hironaka a introduit la notion de base standard d’un idéal
dans un anneau de polynômes. À la suite des travaux fondateurs de B. Buchberger et des amé-
liorations algorithmiques apportées durant ces trente dernières années, le calcul effectif des bases
standard est devenu une fonctionnalité importante et courante de la majorité des logiciels de calcul
symbolique (cf. [55, 31]).

S’inspirant du cadre algébrique classique, différents auteurs ont proposé des méthodes d’éli-
minations dans le cadre différentiel et notamment des généralisations de la notion de base stan-
dard aux idéaux différentiels (cf. les travaux de G. Carrà-Ferro [24, 25], E.L. Mansfield [87],
F. Ollivier [101] et les références incluses). Le théorème de la base finie de Hilbert n’étant pas ap-
plicable en l’état, ces travaux présentent deux types d’inconvénients. D’une part, les bases standard
différentielles ainsi calculées sont en général de cardinal infini et, dans le cas contraire, on ne peut
pas garantir qu’il s’agisse bien d’une base standard (voir [102] pour un état des lieux plus précis).
Notons que d’autres approches effectives ne reposant pas sur l’algèbre différentielle ont également
été proposées (voir [117] et les références incluses). Ces approches ne sont pas aussi générales que
la méthode que nous présentons maintenant.

Face aux difficultés que nous venons juste d’évoquer, une stratégie possible consiste à renforcer les
propriétés de l’idéal différentiel que l’on cherche à représenter en imposant qu’il soit premier ou
régulier. De plus, plutôt que d’utiliser une représentation de type « base standard », il est possible
d’utiliser la notion d’ensemble caractéristique.

3.1.1 Ensemble caractéristique – Algorithme Rosenfeld-Gröbner

Rappelons qu’une solution d’un système différentiel d’équations Σ = 0 et d’inéquations S 6= 0 dans
un anneau de polynômes différentiels k{x1, . . . , xn} est la donnée d’une extension de corps F/k et
d’un n-uplets d’éléments de ce corps qui annule tous les éléments de Σ et aucun des éléments de S
(voir la Section 1.1.2 page 6 pour la notion de solution et le modèle (3.2 page 21) pour un exemple).

D’après cette définition, pour représenter les solutions d’un système différentiel, il faut repré-
senter l’idéal différentiel [ Σ ] : S∞ qui est associé à la variété algébrique différentielle V(Σ) \ V(S)
(cf. Proposition 1.2 page 7). Il nous reste donc à donner maintenant un sens au terme représenter.

En toute généralité, une représentation doit pouvoir décider de l’existence d’une solution. Ainsi,
d’après le Nullstellensatz différentiel (cf. Théorème 1.4 page 7), la représentation de l’idéal diffé-
rentiel [ Σ ] : S∞ doit permettre de décider si 1 est un élément de l’idéal ou pas. Plus généralement,
cette représentation doit permettre de tester l’appartenance d’un polynôme différentiel à un idéal
différentiel. De plus, si on cherche une représentation effective, ce test ne doit nécessiter que les
opérations de base d’un corps effectif. Très schématiquement, pour obtenir une telle représentation,
on se fixe un ordre total sur les indéterminées de notre algèbre de polynômes différentiels et un
ensemble de règles de réécritures. Nous décrivons cette construction dans la suite de cette section.

Point de vue combinatoire. Historiquement, c’est avec les travaux de A. Tresse, C. Riquier
et M. Janet au début du XXème siècle que sont introduits en algèbre différentielle les premiers
résultats algorithmiques reposant sur la notion de graduation différentielle. Dans la suite, nous
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réservons le mot ordre pour désigner l’ordre de dérivation et, en suivant l’usage récemment introduit
par F. Boulier, nous utilisons le mot arrangement dans le sens suivant :

Définitions 3.1 Un arrangement est un ordre total ≺ sur l’ensemble Γ des indéterminées différen-
tielles qui est compatible avec l’action de la dérivation. Ainsi, pour tout couple (u, v) dans Γ2, la rela-
tion u � v implique que δ(u) � δ(v) et on a δ(v) � v. Un arrangement respecte l’ordre de dérivation
si, et seulement si, pour tout couple (u, v) ∈ Γ2 et deux entiers i et j, on a : i > j ⇒ δi(u) � δj(v).
Un arrangement est dit d’élimination si, et seulement si, pour tout couple (u, v) dans Γ2 et deux
entiers i et j, on a : u � v ⇒ δi(u) � δj(v).

Soit p un polynôme différentiel non constant. La dérivée dominante de p notée Ld(p) est le
plus grand élément δj(u) de Γ intervenant dans p. La variable principale Lv(p) est dans ce cas la
variable u. Un arrangement peut être étendu en un préordre sur les polynômes différentiels. Un poly-
nôme p est plus grand qu’un polynôme q si, et seulement si, Ld(p) � Ld(q) ou si Ld(p) = Ld(q) = v
et deg(p, v) > deg(q, v). Par abus de notation, on désigne ce préordre par ≺. Deux polynômes p
et q peuvent ne pas être plus grand l’un que l’autre ; dans ce cas, on note p ∼ q.

Soient p un polynôme dans F{X} \ F , son indéterminée principale u et d le degré de p en u.
L’ initial Ip de p est le coefficient de ud dans p. Le séparant Sp de p est le polynôme ∂p/∂u. Si Σ est
un ensemble fini de polynômes différentiels alors HΣ désigne le produit des initiaux et des séparants
des polynômes de cet ensemble.

Les notions ci-dessus dépendent d’un choix arbitraire et ne sont en rien intrinsèques. Un arrangement
est un bon ordre i.e. il n’existe pas de suite décroissante infinie d’éléments de Γ (cf. page 49 de [75]).

À partir de ces définitions, J.F. Ritt a introduit la notion d’ensemble autoréduit dans le cadre
différentiel.

Définitions 3.2 Un polynôme différentiel p est réduit par rapport à un polynôme différentiel q si p
ne possède aucune dérivée de Ld(q) et si deg

(
p, Ld(q)

)
< deg

(
q, Ld(q)

)
. Soit Σ un ensemble de

relations d’un anneau F{X} de polynômes différentiels, un polynôme p est réduit par rapport à Σ
s’il est réduit par rapport à chaque élément de Σ. L’ensemble Σ est autoréduit si chaque élément p
de Σ est réduit par rapport à Σ \ {p} et si l’intersection de Σ et F est nulle.

À partir d’un préordre compatible défini sur un anneau de polynômes différentiels, on définit
un préordre C sur les ensembles autoréduits. Soient Σ1 = {p1, . . . , pa} et Σ2 = {q1, . . . , qb} deux
ensembles autoréduits, Σ1 C Σ2 si, et seulement si, une des deux conditions suivantes est satisfaite :

i. il existe un entier j < inf(a, b) tel que pi ∼ qi pour i < j et pj ≺ qj
ii. a > b et pj ∼ qj pour j < b.

Un ensemble autoréduit est nécessairement fini et tous les éléments d’un tel ensemble ont des
dérivées dominantes distinctes : on parle d’ensemble triangulaire. Par ailleurs, deux ensembles
autoréduits Σ1 et Σ2 peuvent être équivalent mais le préordre C est artinien (cf. § I.10 dans [75]).
Cette propriété permet de définir la notion d’ensemble caractéristique.

Définition 3.3 Soit Σ un ensemble de relations d’un anneau de polynômes différentiels. Un en-
semble caractéristique de Σ est un élément minimal pour l’ordre C de l’ensemble de tous les en-
sembles autoréduits formés par les éléments de Σ. Cet élément existe car l’ordre C est artinien.

Dans [118], J.F. Ritt a utilisé la notion de réduction d’un polynôme différentiel par un autre.
Comme dans le cadre non différentiel, il s’agit d’une opération de type division euclidienne ; si ce
n’est que dans le cadre différentiel, il faut parfois différentier les polynômes par lesquels on divise.
Nous n’utilisons pas ce type de réécriture dans ce mémoire et nous renvoyons donc à § I.9 dans [75]
pour un exposé complet et les démonstrations des assertions suivantes :
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Théorème 3.3 Soient une algèbre de polynômes différentiels R = F{X} et Θ le monöıde com-
mutatif libre engendré par les dérivations. Considérons un ensemble autoréduit A = {A1, . . . , Ar}
et P un polynôme de F{X}. Il existe un polynôme Q de R réduit par rapport à A, des poly-
nômes M1, . . . , Ms de R et des entiers i1, . . . , ir, j1, . . . , jr tels que(

r∏
l=1

IAl

ilSAl

jl

)
P −Q =

s∑
h=1

MhθhAkh
, où θ1Ak1 ≤ P et θhAkh

≤ θh̄Akh̄
si h̄ ≤ h.

Dans ce cas, on dira que P se réduit à Q modulo A. Si A est un ensemble caractéristique d’un
idéal I, alors tout polynôme P dans I se réduit à zéro modulo A.

Si A est un ensemble caractéristique d’un idéal différentiel premier I alors tout polynôme P
de R se réduit à zéro modulo A si, et seulement si, P est dans I.

Cette dernière propriété montre que pour un idéal différentiel premier, un ensemble caractéristique
est une représentation adéquate. J.F. Ritt a proposé un algorithme permettant de calculer un
ensemble caractéristique mais il nécessite la factorisation sur des extensions du corps de base. Cet
algorithme partiellement effectif permet la décomposition d’un idéal différentiel ordinaire de type
fini en composantes irréductibles associées à des idéaux différentiels premiers.

Remarquons que la notion d’ensemble caractéristique est somme toute naturelle en pratique
comme le montre le lemme et l’exemple suivant :

Lemme 3.1 Une représentation d’état est un ensemble caractéristique pour un arrangement qui
respecte l’ordre de dérivation et tel que les variables d’état soient plus grandes que les sorties et les
entrées.

Exemple. La notion d’ensemble caractéristique est aussi définie pour les algèbres différentielles
partielles. L’équation aux dérivées partielles dite de Burger (ωxx − ωt − ωωx = 0) est un ensemble
caractéristique pour un arrangement qui respecte l’ordre de dérivation. Cette propriété permet
de calculer une solution de cette équation par un développement en séries (voir Proposition 6.1
page 68).

En s’inspirant d’un algorithme d’élimination de A. Seidenberg [132], F. Boulier a obtenu dans [8]
un algorithme n’utilisant que les opérations usuelles sur un corps de base effectif.

Idéaux différentiels réguliers et algorithme Rosenfeld–Gröbner. Pour circonvenir le pro-
blème de factorisation, F. Boulier a proposé de considérer une décomposition en idéaux diffé-
rentiels réguliers. Ce résultat repose sur un lemme dû à D. Lazard, la notion de cohérence des
ensembles autoréduits et des calculs de base standard. La notion de cohérence d’un ensemble est
une notion d’algèbre différentielle partielle liée à la notion de paire critique. Dans le cadre différen-
tiel ordinaire que nous utilisons, tout ensemble autoréduit est cohérent ; nous ne donnons pas plus
de précisions sur ce point et nous renvoyons à [10] pour un exposé complet.

Un polynôme différentiel peut être considéré comme un polynôme non différentiel. Un ensemble de
telles relations peut admettre des solutions algébriques mais pas de solution différentielle. Dans [119],
A. Rosenfeld établit un lemme qui relie l’existence de solutions d’un ensemble différentiel algé-
brique (autoréduit et cohérent) à l’existence de solutions d’un système algébrique non différentiel.

Théorème 3.4 Soient R un anneau de polynômes différentiels, A un sous-ensemble autoréduit et
cohérent et p un polynôme de R réduit par rapport à A. Le polynôme p est un élément de l’idéal
différentiel [A ] : HA

∞ si, et seulement si, c’est un élément de l’idéal non différentiel (A) : HA
∞.
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Rappelons que l’on sait tester effectivement l’appartenance à un idéal non différentiel par l’algo-
rithme de B. Burchberger par exemple. Dans la terminologie de J.F. Ritt, une solution d’un
ensemble autoréduit A est régulière si elle n’annule pas le produit HA des initiaux et des séparants
de A. Ce point de vue induit les définitions suivantes :

Définitions 3.4 Considérons un ensemble d’équations Σ et d’inéquations S dans une algèbre de
polynômes. Une solution d’un ensemble autoréduit Σ qui n’annule pas HΣ est dite régulière.

Un ensemble (Σ = 0, S 6= 0) est dit régulier si, et seulement si, Σ est un ensemble autoréduit
cohérent, les relations S sont réduites par rapport à Σ et S contient le produit des initiaux et des
séparants de Σ.

Un idéal différentiel I est régulier si, et seulement si, il existe un ensemble régulier d’équations Σ
et d’inéquations S tel que I = [Σ ] : HΣ

∞.

Pour illustrer cette définition, remarquons que dans l’Exemple 5 page 21, la solution donnée par les
relations (y = −1/4, x = −1/2) n’est pas régulière pour l’arrangement d’élimination x � y qui est
utilisé. En effet, elle annule le séparant 2x+ 1 et il faut donc ajouter une inéquation pour rejeter
cette solution. Les propriétés suivantes sont tirées de [10] et permettent de préciser algébriquement
la notion d’idéaux différentiels réguliers.

Proposition 3.1 Tout idéal différentiel premier est régulier. Tout idéal régulier est radiciel.

Les idéaux différentiels réguliers peuvent être représentés par un ensemble caractéristique ; nous
renvoyons à [11] pour un exposé complet de l’algorithme Rosenfeld-Gröbner et plus de références.

Théorème 3.5 Soient Σ un ensemble de relations et S un ensemble d’inéquations définies dans
un anneau de polynôme A. Il existe un algorithme qui calcule un nombre fini d’idéaux différentiels
réguliers représentés par des ensembles caractéristiques Ci avec i compris entre 1 et m et tels que :

P =
√

[ Σ ] : S∞ =
m⋂

i=1

[Ci ] : HCi
∞.

Seuls les opérations usuelles dans le corps de base sont utilisées. Cette décomposition peut être
redondante ; elle permet de décider de l’appartenance à P.

Cet algorithme a été implanté et constitue la base du « paquetage » diffalg [34] dans la bibliothèque
standard du logiciel maple [96]. Signalons les améliorations théoriques et pratiques suivantes :

Remarque 4. Dans [67], É. Hubert a montré qu’il est possible de découpler les calculs différen-
tiels et algébriques. Une fois calculé un ensemble autoréduit cohérent, on peut décomposer la variété
algébrique correspondante sans devoir à nouveau tester la cohérence. Par ailleurs, nous renvoyons
au travail d’É. Hubert [65, 66] pour l’étude des solutions singulières en algèbre différentielle.

En s’inspirant d’un algorithme de changement de base dans le cadre non différentiel (FGLM [40]),
F. Boulier a présenté dans [9] un algorithme permettant, connaissant un ensemble caractéristique,
de calculer un autre ensemble caractéristique pour un arrangement différent. Dans [13], les auteurs
proposent un autre algorithme pour ce type de calcul en considérant des idéaux différentiels pre-
miers. Nous présentons dans le Théorème 3.9 page 30 un résultat de complexité dû à B. Sadik. Par
ailleurs, dans [12], les auteurs clarifient une notion de représentation canonique introduite dans [11].

Malgré de remarquables progrès, certaines questions d’algèbre différentielle ne sont en aucun cas
résolues. Ainsi, à ce jour et à une exception près [105], les problèmes ouverts que J.F. Ritt a
rassemblé à la fin de son ouvrage [118] en 1950 restent tous d’actualité.
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Calcul de séries formelles solutions et du polynôme de Hilbert différentiel. Le forma-
lisme que nous venons d’introduire suffit à décider effectivement de l’existence de solutions d’un
système algébrique différentiel. De plus, il fournit comme sous-produit une représentation permet-
tant de calculer le développement en séries formelles des éventuelles solutions (cf. § I.2 dans [112]).

Théorème 3.6 Soit A un ensemble autoréduit cohérent dans un anneau de polynômes différen-
tiels k{x1, . . . , xm} et un ensemble de conditions initiales n’annulant pas les séparants de A. Il
existe un unique m-uplet de séries formelles f vérifiant des conditions initiales données et tel
que A(f) = 0. De plus, il existe un algorithme permettant de calculer les coefficients de f .

De même, après le calcul d’un ensemble caractéristique il est possible de déterminer la fonction de
transcendance différentielle associée à un idéal différentiel premier (cf. Section 1.2.1 page 7, pour
sa définition). Si on considère une algèbre différentielle à n indéterminées et m dérivations, on a :

Théorème 3.7 (cf. § II.2 dans [75]) Soient [ I ] un idéal différentiel premier non trivial de fonc-
tion de transcendance H(·) et A un ensemble caractéristique de [ I ] pour un arrangement qui res-
pecte l’ordre de dérivation. On identifie l’ensemble des indéterminées dérivées avec [1, . . . , n]× Nm

et on note I le complémentaire de l’ensemble des dérivées dominantes des polynômes de A.
Pour tout entier r, le nombre de points de I ∩ [1, . . . , n]× [0, . . . , r]m est égal à H(r).

Comme autre exemple d’utilisation des techniques d’élimination signalons que dans [151], Wu Wen-
Tsün présente un calcul d’élimination différentielle permettant d’obtenir les lois de Newton à partir
des trois lois de Kepler. Dans la section suivante, nous présentons quelques applications possibles
de l’algorithme Rosenfeld–Gröbner à la résolution de problèmes d’automatique.

3.1.2 Utilisation en automatique

Les méthodes d’algèbre différentielle ont été introduites en automatique au milieu des années quatre-
vingt notamment avec les travaux de M. Fliess [41], T. Glad et L. Ljung [84] ; cette approche a
été poursuivie sous le point de vue algorithmique notamment par S. Diop [36], F. Ollivier [101]
et K. Forsman [50]. C’est l’une des motivations du regain d’intérêt pour les méthodes effectives en
algèbre différentielle ces dix dernières (voir les travaux [114, 8, 122, 65, 112, 140, 117, 88, 100] et les
références incluses) ; nous avons exposé une partie des résultats obtenus dans la section précédente.
Nous montrons maintenant quelques applications en automatique. Pour illustrer notre propos, nous
considérons le modèle (2.3) page 14 que nous avons modifié à dessein pour le rendre algébrique.

ṁ+ Lu(p2 − pR) + Cu
Kav

(p5 − p4) = 0, ligne amont,

K1ṁ− am2 − b ω
ω0
m− c

(
ω
ω0

)2 − ρK2ω̇ + p3 − p2 = 0, pompe,

ṁ+ Ld(p4 − p3) + Cd
Kav

(p5 − p4) = 0, ligne aval,

p5 + θṗ5 − C?

Ac
m = 0, combustion.

(3.3)

Les indéterminées pR, p2, p3, p4, p5 et m, ω représentent des quantités variables en fonction du
temps (des pressions, un débit et une vitesse de rotation) et on suppose que les autres symboles
représentent des constantes. Ce modèle est simple et en grande partie linéaire mais le lecteur peut
se convaincre en consultant les exemples de l’Annexe B page 101 que très vite les calculs deviennent
infaisables à la main. Le schéma 3.1 permet d’illustrer le phénomène modélisé par les équations (3.3).
Nous allons montrer que le choix d’un arrangement dépend du problème de contrôle à résoudre et
de la nature physique du phénomène en jeu.
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réservoir

pR p2 ����
0,0)ω, m

pompe

p3

p4
��p5

foyer

Fig. 3.1 – Schéma simplifié d’une pompe dans un moteur propulsif.

Réalisation d’un système. Si on cherche à exprimer une représentation d’état de ce système,
considérer pR (pression du réservoir), p2 (pression amont) et ω (vitesse de rotation de la pompe)
comme des commandes est un choix raisonnable. Le calcul d’un ensemble caractéristique du mo-
dèle (3.3) pour l’arrangement p3 � p4 � p5 � m � {ω, p2, pR} permet d’obtenir une représentation
d’état en considérant p5 (la pression du foyer), m (le débit), p3 (la pression d’aval) et p4 (la pression
d’injection) comme des variables d’état. Elle est composée de deux équations différentielles et de
deux paramétrisations non différentielles.

G = w0
2(Ld Kav+Ld Cu K1−Cd+Cu),

G p3 = −w0
2K1 Kav Lu pRLd+w0

2K1 Kav Lu p2Ld+w0 bmCu+w0 Kav bmLd+w0
2Kav am2Ld+Kav cw2Ld

+w0
2Kav p2Ld+w0

2Kav ρ K2 ẇLd−w0
2am2Cd+w0

2K1 Ld Cu p5−w0
2K1 Cd Lu p2+w0

2K1 Cd Lu pR

+w0
2ρ K2 ẇCu+w0

2p2Cu−w0
2ρ K2 ẇCd−w0

2p2Cd+cw2Cu−cw2Cd+w0
2am2Cu−w0 bmCd,

G p4 = Kav w0
2Lu p2+w0

2K1 Kav Lu p2Ld−w0
2K1 Kav Lu pRLd−Kav w0

2Lu pR+w0
2Kav ρ K2 ẇLd

+w0
2Kav am2Ld+w0 Kav bmLd+Kav cw2Ld+w0

2Kav p2Ld+w0
2K1 Ld Cu p5−w0

2Cd p5+w0
2Cu p5,

θAc ṗ5 = −p5Ac−C? m,

G ṁ = w0
2CdLu p2−w0

2LdCu p5+cLdCu w2+LdρK2w0
2Cu ẇ+aLdw0

2Cu m2+Ldw0
2Cu p2+bLdw0Cu m

−w0
2CdLu pR−w0

2KavLuLd p2+w0
2KavLdLu PR.

Comportement entrée-sortie d’un système. En gardant le choix ci-dessus des entrées, on
peut considérer la pression p5 du foyer comme une sortie. Il est intéressant de trouver une rela-
tion différentielle entre cette sortie et les commandes en excluant de l’expression le débit m et
les pressions d’aval p3 et d’injection p4. C’est ce que l’on appelle une représentation entrée-sortie
du modèle. Le calcul d’un ensemble caractéristique du modèle (3.3) pour l’arrangement d’élimina-
tion {p3, p4, m} � p5 � {ω, p2, pR} permet d’obtenir la représentation suivante.

C? w0
2θ Ac (Ld Kav − Cd+Cu+Cu Ld K1)p̈5 − C?2Cu Ld p2w0

2 − Cu p5
2Ac

2Ld aw0
2 − Cu θ2ṗ2

5Ac
2Ld aw0

2

− 2 Cu p5Ac
2Ld aw0

2θ ṗ5 − C?2Cu Ld ρ K2 ẇw0
2 − C?2Cu Ld cw2 − C? Cu θ ṗ5Ac Ld bw0 − C? Cu p5Ac Ld bw0

+C?2w0
2Ld Cu p5 − C?2w0

2Cd Lu p2 + C?2w0
2Cd Lu pR − C?2w0

2Ld Kav Lu pR + C?2w0
2Ld Kav Lu p2

+C? Cu w0
2ṗ5Ac + C? w0

2Ld Kav ṗ5Ac + C? Cu Ld K1 w0
2ṗ5Ac − C? w0

2Cd ṗ5Ac = 0.

Cette relation est l’occasion de souligner que les méthodes de réécritures ne respectent pas les struc-
tures du modèle. Ainsi, à partir du modèle (3.3) dont la forme est relativement simple, l’algorithme
produit des expressions complexes (le Théorème 3.9 ci-dessous fournit une borne supérieure sur les
degrés de ces expressions). Même si les équations de départ s’évaluent bien, cette propriété ne se
retrouve pas sur le résultat renvoyé par le programme utilisé (dans notre cas diffalg [34]).

Observabilité algébrique d’un système. Décider de l’observabilité d’un modèle consiste à
décider si un modèle est observable vis-à-vis de ses paramètres au sens de la Définition 2.6 page 15.
Il est impossible de mesurer la pression p5. Choisir comme sortie la pression aval p3 de la pompe est
plus judicieux. Donc, supposons que l’on puisse la mesurer et que l’on connaisse les commandes. En
prenant un arrangement d’élimination γ � {p3, ω, p2, pR}, le calcul d’un ensemble caractéristique
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du modèle (3.3) permet de déterminer si un paramètre ou une variable γ est observable (voir le
Chapitre 5 page 49 pour un exposé plus complet). Les expressions n’étant guère engageantes, nous
ne les explicitons pas. Pour des systèmes plus compliqués, elles ne sont plus calculables en pratique.

Calcul de la fonction de Hilbert différentielle d’un système. Le nombre de commande est
invariant par rapport à la représentation qu’on donne du système. Une question naturelle est de
savoir combien de commandes sont nécessaires à l’évolution de ce phénomène. Dans cet exemple
simple à quatre équations pour sept variables, on s’attend à obtenir trois commandes. Le calcul d’un
ensemble caractéristique pour l’arrangement pR � p2 � p3 � p4 � p5 � m � ω confirme ce fait. En
plus de ces commandes, seulement deux conditions initiales doivent être connues pour simuler le
modèle. Nous verrons dans le Chapitre 5 qu’un calcul similaire pour un autre ordre permet de
répondre à la question d’observabilité algébrique.

Remarque 5. Les techniques de réécritures existantes ne permettent pas de répondre en l’état
pour la majorité des exemples d’observabilité traités dans ce mémoire. Ce fait est relatif à la
complexité des calculs à effectuer. Nous consacrons la section suivante à présenter les résultats
disponibles.

3.1.3 Résultats de complexité

En utilisant un analogue différentiel de la construction présenté dans le Théorème 3.1 page 22,
B. Sadik a montré dans [122] le résultat suivant dans le cadre algébrique aux dérivées partielles.

Théorème 3.8 Soient deux entiers m et d. Supposons que m est strictement positif et que d
est supérieur ou égal à 3. De plus, posons r = 8m+ 2

⌈
(m− 1)/(d− 2)

⌉
+ 8. Il existe un système

linéaire d’équations en r dérivées partielles tel que :

i. ce système est de la forme Pif = ui avec i compris entre 1 et r et des opérateurs Pi d’ordre
plus petit que d ;

ii. il existe des polynômes différentiels (Ci)1≤i≤r tels que
∑r

i=1Ci(Pif − ui) = 1 (ce système n’a
pas de solution) ;

iii. un des Ci est d’ordre au moins égal à d 2m
.

De plus, tout ensemble caractéristique de [Pif − ui ] associé à un arrangement qui élimine f contient
un polynôme différentiel dont l’ordre est plus grand ou égal à d2m

.

En renforçant les hypothèses sur le modèle à représenter, la borne de complexité du calcul d’un
ensemble caractéristique n’est plus doublement exponentielle mais simplement exponentielle.

Les problèmes que nous considérons sont dans le cadre ordinaire. De plus, le Lemme 3.1 page 25
montre que le type de modèle le plus répandu en automatique, i.e. la représentation d’état, est
un ensemble caractéristique pour un arrangement adéquat. Ainsi, puisque le calcul d’ensemble
caractéristique pour différents arrangements peut être utile en automatique (cf. section précédente),
on peut se poser la question de la complexité du calcul d’un ensemble caractéristique à partir
d’un autre. Par ailleurs, une représentation d’état est associée à un idéal différentiel premier (cf.
Lemme 2.1 page 13) ; il n’est donc pas trop restrictif de supposer que l’idéal différentiel considéré est
premier. Dans [123], B. Sadik a étudié cette situation et a démontré le résultat suivant en utilisant
un résultat de complexité de G. Gallo et B. Mishra [53].
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Théorème 3.9 Soient I un idéal différentiel premier de k{x1, . . . , xn} et A = {A1, . . . , Ar} un
ensemble caractéristique de I pour un arrangement donné. On note HA le produit des initiaux
et des séparants de l’ensemble A et h la somme des ordres des polynômes Ai. Supposons que
le degré des polynôme Ai soit borné par un entier d et posons par commodité N = n(h+ 1) + 1
et S = (r − 1)(h+ 1). Il est possible de calculer un ensemble caractéristique de I pour tout arran-
gement. De plus,

i. la complexité de ce calcul est dans O
(
SO(N)(d+ 1)O(N3)

)
;

ii. les polynômes de l’ensemble caractéristique sont de degrés dans O
(
S(d+ 1)O(N2)

)
.

Cette borne supérieure sur les degrés des éléments d’un ensemble caractéristique est exponentielle ;
elle se retrouve dans les expressions calculées et constitue un des points de blocage de l’utilisation
de ces techniques pour, par exemple, décider en pratique de l’observabilité d’un modèle.

Remarque 6. En théorie, la représentation d’un modèle par un ensemble caractéristique permet de
déterminer un grand nombre de propriétés de ce modèle. C’est donc une représentation « complète »
et la complexité des calculs nécessaires s’en ressent.

Une alternative possible est de ne pas tenter de recourir à une représentation complète du
système étudié. En effet, nous n’allons pas représenter toutes les solutions génériques d’un modèle
par un ensemble caractéristique mais se servir d’une de ces solutions représentée par des séries
formelles pour calculer le polynôme de transcendance différentiel d’un système. Ce point de vue nous
permettra de présenter dans la suite un algorithme probabiliste de complexité polynomiale en la
taille de l’entrée pour tester l’observabilité algébrique locale de modèle sous forme de représentation
d’état.

Par ailleurs, les calculs ne nécessitent plus l’utilisation des méthodes de réécriture et font appels
à des méthodes seminumériques. Nous présentons dans la section suivante les outils nécessaires.

3.2 Représentation des données par calculs d’évaluation

Dans la section précédente, nous avons donné un aperçu des techniques permettant de représenter
un système. Ces techniques reposent en grande partie sur des algorithmes de réécritures inspirés par
la division euclidienne. Puisque la complexité de ces algorithmes pose de réels problèmes d’efficacité
en pratique, nous sommes amenés à concevoir des algorithmes moins généraux mais de meilleure
complexité. Pour ce faire, nous allons utiliser des algorithmes basés sur l’opérateur de Newton.

Pour la commodité du lecteur, nous rassemblons dans cette section des définitions et des résultats
de complexité relatifs à la différentiation et aux opérations arithmétiques usuelles des expressions
codées par des calculs d’évaluation. Ces résultats sont utilisés dans l’élaboration des algorithmes et
les estimations de complexité présentées dans la suite de ce mémoire.

Définition 3.5 Soient k un corps de base effectif et A un ensemble fini d’arguments. Un calcul
d’évaluation est une suite finie d’instructions de la forme bi ← b′ ◦i b′′ avec ◦i une opération du corps
de base {+,−,×, ÷} et {b′, b′′} ⊂

⋃i−1
j=1{bj} ∪A ∪ k. La complexité d’évaluation de ce programme

est le nombre d’instructions ; elle est généralement notée L.

Loin d’être un objet théorique, la notion de calcul d’évaluation est la règle en analyse numérique,
on peut penser par exemple à la représentation d’un système dans un programme fortran sans
conditionnelle.

Version complétée – 26 avril 2006

te
l-0

04
01

88
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
00

9



31

Exemple 6. Le polynôme p = (x+ 1)32 peut être représenté par le calcul d’évaluation de gauche
qui prend comme argument x et évalue p ou en écriture sur la base monomiale (à droite) :

b0 ← x+ 1,
b1 ← b0 · b0,
b2 ← b1 · b1,
b3 ← b2 · b2,
b4 ← b3 · b3,
p ← b4 · b4.

p = 1+32 x+496 x2+4960 x3+35960 x4+201376 x5+906192 x6+3365856 x7

+10518300 x8+28048800 x9+64512240 x10+129024480 x11+225792840 x12

+347373600 x13+471435600 x14+565722720 x15+601080390 x16+565722720 x17

+471435600 x18+347373600 x19+225792840 x20+129024480 x21+64512240 x22

+28048800 x23+10518300 x24+3365856 x25+906192 x26+201376 x27+35960 x28

+4960 x29+496 x30+32 x31+x32.

Nous renvoyons à [73, 72, 19, 55] pour de plus amples références sur la représentation par calcul
d’évaluation et ses conséquences. Notons qu’au cours des dix dernières années, les travaux du groupe
TERA [139, 59, 58, 127, 79] ont porté sur des algorithmes d’élimination basés sur la représenta-
tion des entrées par des calculs d’évaluation. Cette approche permet d’éviter la représentation
des polynômes sur la base monomiale et prend en compte le caractère éventuellement creux des
équations de départs ; schématiquement, ceci permet de remplacer un terme de l’ordre de dO(n2)

par dO(n) dans les estimations de complexité. Nous renvoyons à l’article [27] pour une comparaison
entre cette approche et des méthodes utilisées en analyse numérique pour la résolution de systèmes
polynomiaux.

3.2.1 Aspects probabilistes

Le principal problème de la représentation des données par calcul d’évaluation est le test à zéro
ou en d’autres termes, la possibilité de décider si deux calculs d’évaluation représentent le même
objet algébrique. R. Zippel et J. Schwartz ont présenté une méthode probabiliste pour tester si
un polynôme représenté par un calcul d’évaluation est nul.

Proposition 3.2 ([154]) Soient p un polynôme non trivial en n indéterminées de degré total d
et Ω un ensemble fini de scalaire. La probabilité qu’un point de Ωn soit un zéro du polynôme p est
bornée par d/card (Ω).

Ce résultat est à la base de l’étude probabiliste des algorithmes présentés dans le chapitre suivant.

Remarque 7. Lorsque l’on considère un calcul d’évaluation utilisant la division, rien n’assure que
les calculs intermédiaires ne conduisent à une division par zéro même lorsque l’expression algébrique
codée est bien définie pour les arguments d’entrée. Remarquons que, de tout calcul d’évaluation
de complexité L représentant une fraction rationnelle on peut déduire un calcul d’évaluation de
complexité au plus 4L représentant un numérateur et un dénominateur de cette fraction (voir [138]).
Nous n’aurons pas recours à ce résultat dans la suite et nous verrons que la division ne pose pas de
réel problème dans nos applications (cf. Section 5.2.2 page 59).

3.2.2 Résultats de complexité

Dans cette section, nous abordons principalement la notion de dérivation dans le contexte de la
représentation d’expressions algébriques par calcul d’évaluation amplement utilisée par la suite.

Exemple 7. Considérons une matrice Z, son déterminant et son permanent :

Z =

 z1,1 . . . z1,n
...

...
zn,1 . . . zn,n

, Det (Z) =
∑
σ∈Sn

(−1)sgn(σ)
n∏

i=1

zi,σ(i), Per (Z) =
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

zi,σ(i).
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Le déterminant est un polynôme qui nécessite un nombre factoriel de monômes pour être écrit
mais qui peut être calculé par un circuit arithmétique de taille polynomiale. On trouve dans [7], le
premier résultat en ce sens qui ne dépende pas de l’anneau où sont pris les coefficients de la matrice.

Proposition 3.3 Soit A un anneau. Il existe un calcul d’évaluation de taille dans O(n5) qui prend
en argument les coefficients d’une matrice n× n et représente les coefficients de son polynôme
caractéristique.

Dans [145], L.G. Valiant montre que le calcul du permanent d’une matrice n× n est un polynôme
difficile à évaluer. À ma connaissance, le meilleur résultat de complexité connu correspond à un
calcul d’évaluation de taille O(n2n) (voir [121]). Remarquons que les modèles associés à des phé-
nomènes physiques présentent généralement une complexité d’évaluation petite (voir les exemples
de l’Annexe B page 101 et le tableau B.1).

Calcul d’évaluation et différentiation. La différentiation est une opération essentielle dans les
problèmes abordés dans ce mémoire. En utilisant la notion de calcul d’évaluation, nous bénéficions
d’un résultat issu de la notion de dérivation automatique en analyse numérique. Dans [2], W. Baur
et V. Strassen ont borné la complexité d’évaluation du calcul du gradient d’une expression ra-
tionnelle codée par un calcul d’évaluation. Cette démarche a été motivée par la résolution parallèle
de systèmes linéaires en utilisant un nombre optimal de processeurs. Le lecteur intéressé trouvera
une preuve simple et constructive dans [97].

Théorème 3.10 De tout calcul d’évaluation codant une expression rationnelle f dépendant de n
variables (x1, . . . , xn) et de complexité d’évaluation L, on peut construire un calcul d’évaluation
représentant f et le gradient (∂f/∂x1, . . . , ∂f/∂xn) de complexité d’évaluation inférieure à 5L.
Cette inégalité est indépendante du nombre d’arguments n du calcul d’évaluation.

Remarque 8. Ce théorème ne se généralise probablement pas à des ordres de dérivations supé-
rieurs. Considérons le polynôme suivant qui a été introduit par L.G. Valiant dans [145] :

p(x1, . . . , xn, z1,1, . . . , zn,n) =
n∏

i=1

n∑
j=1

xjzi,j .

Ce polynôme peut être représenté par un calcul d’évaluation de complexité 2n2 − 1. De plus, on a
la propriété suivante :

∂np

∂x1 · · · ∂xn
= Per (Z).

Ainsi, tout algorithme permettant de calculer les dérivées partielles d’ordre supérieur d’un polynôme
fournit un algorithme de calcul du permanent. Donc la complexité du calcul des dérivées partielles
d’ordre supérieur est probablement exponentielle.
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Deuxième partie

Étude seminumérique de certains
idéaux différentiels ordinaires

premiers
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Chapitre 4

Calcul rapide des invariants d’un
système algébrique d’équations
différentielles ordinaires avec seconds
membres génériques

Les algorithmes élaborés jusqu’à présent en algèbre différentielle sont essentiellement basés sur des
méthodes de réécriture. La représentation des idéaux différentiels réguliers ainsi obtenue est une
« description complète » qui permet de tester l’appartenance, de calculer des invariants, des séries
formelles solutions, etc.

Puisque cette représentation est complète, il n’est pas surprenant que la complexité théorique
de ces algorithmes soit, dans le pire des cas, exponentielle en le nombre de variables et qu’il soit
difficile en pratique de les appliquer sur des exemples concrets.

Dans ce chapitre, nous nous proposons donc d’étudier une méthode seminumérique qui, loin
de fournir une représentation complète d’un idéal différentiel, permet de déterminer la fonction de
Hilbert différentielle définie dans la Section 1.2.1 page 7. De plus, nous nous fixons des hypothèses
fortes de généricité et de primalité qui se retrouvent dans les applications que nous envisageons dans
le chapitre suivant. Ainsi, nous montrons qu’il existe un algorithme de complexité polynomiale en
la taille de l’entrée qui calcule la fonction de Hilbert différentielle associée à un système algébrique
d’équations différentielles avec seconds membres génériques.

C’est l’occasion pour nous de présenter une stratégie générale qui nous sera utile par la suite. Il
s’agit tout d’abord de placer le problème envisagé dans le cadre théorique de l’algèbre différentielle
mis en place dans le Chapitre 1 page 3. En particulier, on démontre que les idéaux différentiels
considérés sont premiers i.e. qu’il n’y a pas de décomposition en composantes irréductibles à faire.
Nous montrons ensuite comment utiliser la notion de module des différentielles de Kähler pour
linéariser le problème et se ramener à des calculs de rang. Le dernier point consiste à spécialiser
les calculs en utilisant une solution générique du système de manière à ce que les calculs de rang
ne nécessitent que des opérations sur un corps de base effectif. C’est ainsi qu’intervient l’hypothèse
de généricité des seconds membres : nous verrons qu’elle permet de se ramener à une situation où
on dispose de solutions génériques triviales.

Cette stratégie et les résultats obtenus seront utilisés dans le chapitre suivant pour obtenir un
test pratique d’observabilité algébrique locale de complexité polynomiale en la taille de l’entrée.

35
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4.1 Systèmes algébriques d’équations différentielles ordinaires avec
seconds membres génériques

Dans ce chapitre, à l’instar de [123, 45] nous considérons des systèmes différentiels ordinaires de la
forme : 

f1

(
x1

(e), . . . , xn
(e), . . . , x1, . . . , xn

)
= y1,
...

fn

(
x1

(e), . . . , xn
(e), . . . , x1, . . . , xn

)
= yn.

(4.1)

avec e et n des entiers, fi des fractions rationnelles réduites et yi des seconds membres génériques
i.e. supposés différentiellement algébriquement indépendants. Les seconds membres peuvent être,
par exemple, les perturbations ou les commandes d’un système physique. Plus généralement, ces
systèmes représentent des graphes d’applications rationnelles.

Exemple 8. Le système académique suivant fournit l’expression (des carrés) de la vitesse y1,
de la courbure y2 et de la torsion y3 d’une courbe (suffisamment régulière) dans un espace à trois
dimensions de coordonnées cartésiennes x1, x2 et x3.

ẋ 2
1 + ẋ 2

2 + ẋ 2
3 = y1,˛̨̨̨

˛̨ ẋ1 ẋ2

ẍ1 ẍ2

˛̨̨̨
˛̨
2

+

˛̨̨̨
˛̨ ẋ2 ẋ3

ẍ2 ẍ3

˛̨̨̨
˛̨
2

+

˛̨̨̨
˛̨ ẋ3 ẋ1

ẍ3 ẍ1

˛̨̨̨
˛̨
2

(ẋ 2
1 +ẋ 2

2 +ẋ 2
3 )3 = y2,

˛̨̨̨
˛̨̨̨ ẋ1 ẋ2 ẋ3

ẍ1 ẍ2 ẍ3

x1
(3) x2

(3) x3
(3)

˛̨̨̨
˛̨̨̨

˛̨̨̨
˛̨ ẋ1 ẋ2

ẍ1 ẍ2

˛̨̨̨
˛̨
2

+

˛̨̨̨
˛̨ ẋ2 ẋ3

ẍ2 ẍ3

˛̨̨̨
˛̨
2

+

˛̨̨̨
˛̨ ẋ3 ẋ1

ẍ3 ẍ1

˛̨̨̨
˛̨
2 = y3.

(4.2)

Puisque cet exemple est purement illustratif, nous n’utiliserons par la suite ni le trièdre de Frénet ni
les résultats de géométrie différentielle relatifs à ce point de vue (voir [6] pour un exposé complet).
Notons tout de même que la donnée des seconds membres génériques permet de définir une courbe
unique par un système différentiel (en supposant que la vitesse et la courbure ne s’annulent pas).
Cette idée se généralise en augmentant la dimension de l’espace ambiant et on peut ainsi définir
une famille de systèmes indexée par cette dimension.

Si on associe un idéal différentiel premier Γ au système (4.1) alors le calcul de la fonction de Hilbert
différentielle de l’extension de corps Fr

(
k{X, Y }/Γ

)
/k〈Y 〉 permet de décrire cette extension dans

le sens suivant : le calcul de la dimension permet de savoir si la donnée des seconds membres est
suffisante pour déterminer les xi. Dans ce cas, le calcul de l’ordre indique le nombre de conditions
initiales nécessaires.

Exemple 9. Illustrons ce point avec un exemple pour lequel les calculs sont faisables à la main.
Le système suivant a été utilisé dans [103, 104] pour donner une réponse négative à une question
posée par J.F. Ritt dans [118].{

ẋ2/ẍ1 = y1,

(ẋ2/ẍ1)
′x1 − ẋ1ẋ2/ẍ1 + x2 = y2.

(4.3)
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Il s’agit d’une transformation involutive dû à P. Rouchon que nous exprimons sous une forme
« compacte » pour simplifier la présentation ; il suffit de dériver la seconde expression et de manipuler
quelque peu les équations pour montrer qu’on a :

x1 =
ẏ2

ÿ1
et x2 =

(
ẏ2

ÿ1

)′
y1 − ẏ1

ẏ2

ÿ1
+ y2.

On constate que dans l’ouvert ÿ1 6= 0, les xi sont déterminées par la donnée des yi mais cette fois il
n’est pas nécessaire de spécifier des conditions initiales. Dans l’exemple précédent, il fallait indiquer
six conditions initiales.

L’algorithme présenté dans ce chapitre prend en entrée un système algébrique d’équations différen-
tielles avec seconds membres génériques et calcule la fonction de Hilbert différentielle associée à ce
système lorsque l’on considère les seconds membres dans le corps de base.

4.1.1 Idéaux associés à une application rationnelle

Le formalisme utilisé dans la suite est issu de travaux sur le problème de l’inversibilité d’une applica-
tion rationnelle ; nous renvoyons à la thèse [101] de F. Ollivier pour ces questions. Contrairement
à ces travaux, nous n’utilisons pas de méthodes de réécriture et notre objectif premier est de cal-
culer les fonctions de Hilbert différentielles associées à certaines applications rationnelles décrites
ci-dessus. Introduisons à présent le formalisme nécessaire à la mise en œuvre de nos calculs.

Clôture de Zariski d’un graphe. Les solutions du système (4.1) page 36 peuvent être associées
à un graphe ensembliste qui n’est pas un ensemble algébrique. Pour simplifier la présentation, nous
supposons que tous les dénominateurs des fractions rationnelles fi ne sont pas des scalaires et nous
posons fi = pi/qi pour tout entier i compris entre 1 et n. Le système (4.1) peut être défini de
manière équivalente par les équations et inéquations polynomiales suivantes :

p1

(
x1

(e), . . . , xn
(e), . . . , x1, . . . , xn

)
− q1

(
x1

(e), . . . , xn
(e), . . . , x1, . . . , xn

)
y1 = 0,

...
pn

(
x1

(e), . . . , xn
(e), . . . , x1, . . . , xn

)
− qn

(
x1

(e), . . . , xn
(e), . . . , x1, . . . , xn

)
yn = 0,

q1
(
x1

(e), . . . , xn
(e), . . . , x1, . . . , xn

)
6= 0,
...

qn
(
x1

(e), . . . , xn
(e), . . . , x1, . . . , xn

)
6= 0.

Pour nous ramener au cadre algébrique mis en place dans le Chapitre 1, nous utilisons la Propo-
sition 1.2 page 7 et nous considérons l’adhérence de Zariski du graphe. La clôture de Zariski de ce
graphe de fonction est représentée par l’idéal différentiel :

Γ =
[
pi

(
X

(e), . . . , X
)
− qi

(
X

(e), . . . , X
)
yi, 1 ≤ i ≤ n

]
:

 n∏
j=1

qj
(
X

(e), . . . , X
)∞

,

en adoptant les notations X = (x1, . . . , xn) et Y = (y1, . . . , yn). Rappelons que nous avons supposé
que les fractions rationnelles pi/qi sont irréductibles et différentiellement algébriquement indépen-
dantes. Comme lorsque nous avons défini la représentation d’état dans la Section 2.1 page 13, nous
vérifions maintenant que notre parti pris de privilégier les composantes irréductibles est cohérent
avec la représentation que nous donnons du système (4.1).
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Lemme 4.1 L’idéal différentiel Γ de k{X, Y } est premier.

Preuve. Un graphe est une variété irréductible ; l’argument de la démonstration est le même que
celui de la preuve du Lemme 2.1 page 13. �

Section générique d’un graphe. Dans la fin de cette section, nous cherchons à associer au
système (4.1) page 36 une solution générique qui nous permettra de calculer la fonction de trans-
cendance différentielle de l’idéal Γ. Schématiquement, il nous suffit dans notre situation de spé-
cialiser les X pour calculer les Y ; nous allons suivre ce principe en nous passant de ce calcul.
Soient X̃ = (x̃1, . . . , x̃n) de nouvelles indéterminées et le corps différentiel défini par

k〈F ( eX)〉 = k
〈
pi

( eX(e), . . . , eX)/qi( eX(e), . . . , eX), 1 ≤ i ≤ n
〉
.

Ce corps est isomorphe à l’image du morphisme de k〈Y 〉 dans k〈 eX〉 engendré par yi → fi( eX(e), . . . , eX).
Définissons dans l’anneau différentiel k〈F ( eX)〉 {X} l’idéal différentiel

∆ =

[
pi

(
X

(e), . . . , X
)
− qi

(
X

(e), . . . , X
) pi

( eX(e), . . . , eX)
qi
( eX(e), . . . , eX) , 1 ≤ i ≤ n

]
:

 n∏
j=1

qj
(
X

(e), . . . , X
)∞

.

Proposition 4.1 L’idéal différentiel ∆ de k 〈F ( eX)〉 {X} est premier.

La fonction de Hilbert différentielle de l’extension de corps Fr
(
k{X, Y }/Γ

)
/k〈Y 〉 est égale à la

fonction de Hilbert différentielle de l’extension de corps Fr
(
k〈F ( eX)〉{X}/∆

)
/k〈F ( eX)〉.

L’élément eX de k〈 eX〉 est une solution générique de l’idéal différentiel ∆.

Preuve. Dans un premier temps, on considère une situation où on s’autorise à « inverser » les
éléments Y . Techniquement, on considère le produit tensoriel k〈Y 〉 ⊗k{Y } k{X, Y } qui correspond
simplement à l’algèbre k〈Y 〉{X}. Dans cette situation l’ensemble k〈Y 〉 ⊗k{Y } Γ noté Γ̄ est un idéal
premier bien défini. D’une part, on a k{Y } ∩ Γ = {0}. D’autre part, pour tout produit (a⊗ b)(c⊗ d)
dans Γ̄, l’élément ac⊗ bd est dans Γ̄ et comme Γ est un idéal premier, ac⊗b ou ac⊗d est dans Γ̄. C’est
suffisant pour conclure. Considérons maintenant le morphisme différentiel, additif et multiplicatif
suivant :

ψ : k{X, Y } → k〈F ( eX)〉{X}
xi → xi

yi → pi( eX)/qi( eX)

Par construction, l’application ψ est l’identité sur l’ensemble
(∏n

j=1 qj(X)
)∞

qui permet de satu-
rer ∆ et Γ. De plus, les générateurs de ∆ sont dans l’image par ψ des générateurs de Γ. Donc,
l’image de Γ par ce morphisme est l’idéal ∆. De plus, elle est isomorphe, par construction, à Γ̄.
Donc, l’idéal ∆ est premier.

Ceci nous permet de considérer le corps des fractions de k〈F ( eX)〉{X}/∆ comme bien défini et
isomorphe au corps des fractions de k〈Y 〉{X}/Γ. Ainsi, d’après ce qui précède, le morphisme ψ induit
un isomorphisme entre les corps des fractions de k{X, Y }/Γ et de k〈F ( eX)〉{X}/∆ ; ceci prouve la
seconde assertion.

En considérant le morphisme de k〈F ( eX)〉{X} dans k〈 eX〉 qui associe xi à x̃i, on constate que le
quotient k〈F ( eX)〉{X}/∆ est isomorphe à k〈 eX〉 ; ceci prouve la dernière assertion. �
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Cette proposition fournit une solution générique de l’idéal ∆ et montre qu’en calculant la fonction
de Hilbert différentielle associée à l’idéal ∆, on obtient la fonction de Hilbert associée à l’idéal Γ.

Le Théorème 3.7 page 27 montre que le calcul d’un ensemble caractéristique permet, entre autre,
de déterminer la fonction de Hilbert différentielle associée à l’idéal ∆. Ce calcul est, dans le pire des
cas, de complexité exponentielle en le nombre de variables (cf. Section 3.1.3 page 29). Notre objectif
est de calculer le polynôme de transcendance différentielle associé à l’idéal différentiel premier ∆
sans recourir au calcul d’un ensemble caractéristique.

Pour ce faire, nous allons utiliser la notion de module des différentielles de Kähler introduite dans
la Section 1.2.2 page 8. En effet, le Théorème 1.8 page 9 établit un lien entre le degré de trans-
cendance différentielle de l’extension Fr

(
k〈F ( eX)〉{X}/∆

)
/k
〈
F ( eX)

〉
et la dimension de l’espace vecto-

riel Ω
Fr(k〈F( eX)〉{X}/∆)/k

. Plutôt que de décrire l’extension de corps, nous nous proposons d’étudier
l’espace vectoriel. Ce point de vue nous permettra de présenter dans la section suivante un algo-
rithme probabiliste de complexité polynomiale en la taille de l’entrée qui calcule la fonction de
Hilbert différentielle associée à l’idéal ∆.

4.2 Linéarisation d’un processus de complétion dans le cas géné-
rique

Les propriétés liées aux différentielles de Kähler ont déjà été abordées dans le formalisme de l’algèbre
différentielle notamment dans [37, 133] mais elles n’ont pas été utilisées de manière à obtenir des
algorithmes de complexité polynomiale.

Nous envisageons ce type de module sous un point de vue effectif. F. Boulier a utilisé une
construction similaire dans les sections 3 et 4 de [9] ; l’auteur remarque qu’il est difficile en utilisant
des méthodes de réécriture de faire des calculs de complétion différentielle sur ce module. Comme
son étude est motivée par le calcul d’ensemble caractéristique, il la poursuit en introduisant une
notion nouvelle de forme normale sans utiliser plus avant les différentielles de Kähler.

Une construction effective du linéarisé tangent. Considérons k{X} une algèbre différen-
tielle de polynômes munie d’une dérivations δ. Formellement, nous pouvons munir cette algèbre de
polynômes d’une autre dérivation d telle que :

i. le corps k est dans le corps des constantes de d ;

ii. les dérivations d et δ commutent i.e. pour tout x dans k{X}, on a δ
(
d(x)

)
= d

(
δ(x)

)
.

Par ailleurs, il nous faut ajouter à cette algèbre un jeu de nouvelles indéterminées dX, d2X, etc.
Cette algèbre contient ainsi toutes les dérivées de ces indéterminées dẊ, dẌ, etc. On obtient ainsi
une algèbre k{X, dX} munie de deux dérivations δ et d. Cette construction présente la propriété
suivante :

Lemme 4.2 Dans l’algèbre que nous venons de construire, les polynômes linéaires homogènes en
les indéterminées dX et leurs dérivées forment un k{X}-module différentiel isomorphe à Ωk{X}/k.

Ce n’est pas ce module qui nous intéresse dans la suite mais le module des différentielles de Käh-
ler ΩFr

(
k{X}/I

)
/k

associé au corps des fractions d’un idéal différentiel premier I. Pour étudier cet

espace vectoriel, nous allons tout d’abord donner une représentation de l’ensemble dI définis dans
la suite.
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Supposons que l’idéal différentiel I est premier. Nous désignons par dI, l’image par la dérivation d
de I dans le module Ωk{X}/k que l’on vient de construire. L’ensemble dI a une structure naturelle
de k{X}-module. Et plus précisément, on a le lemme suivant :

Lemme 4.3 Soient I un idéal différentiel régulier de k{X} et A un ensemble caractéristique de I
pour un arrangement ≺. Considérons un arrangement induit par ≺ sur les variables dX, dẊ, etc.
Supposons que c’est un arrangement d’élimination tel que tout élément de {dX} est plus grand que
tout élément de {X} et que la restriction de cet arrangement à k{X} est l’arrangement ≺. Si le corps
de base k est le corps des fractions de l’anneau quotient associé à l’idéal I alors l’ensemble A ∪ dA
est un ensemble caractéristique de dI pour l’arrangement ainsi défini.

Cette assertion découle immédiatement des définitions de la Section 3.1.1 page 23 et pour fixer les
idées, on peut comparer ce lemme aux exemples présentés page 9. Si k est le corps des fractions
associé à l’idéal I, le quotient de Ωk{X}/k et du k{X}-module dI définis ci-dessus est isomorphe
au module des différentielles de Kähler que nous considérons (cf. chapitre 16 dans [38]). Dans la
Section 4.2.1 page 42, nous allons voir qu’un ensemble caractéristique n’est pas nécessaire pour nos
calculs, mais que nous devons considérer un ensemble de générateurs de I qui contient un ensemble
caractéristique. Pour ce faire, nous considérons un processus de complétion.

Processus de complétion linéarisé. Les générateurs d’un idéal différentiel premier peuvent ne
pas former ou contenir un ensemble caractéristique permettant le calcul de la fonction de Hilbert
différentielle qui nous intéresse. Pour simplifier les notations, nous supposons que les générateurs
de l’idéal différentiel I sont au plus d’ordre un. On peut toujours se ramener à ce cas par l’ajout de
variables et d’équations linéaires. Nous présentons un processus de complétion à l’aide de l’exemple
suivant :

Exemple 10. Le système suivant est tiré de [45] où les auteurs l’utilisent dans le cadre de la
théorie des diffiétés. 

x1 = y1,
ẋ1 + x2 = y2,

...
ẋn−2 + xn−1 = yn−1,
ẋn + ẋn−1 = yn.

(4.4)

Ces relations ne constituent pas un ensemble caractéristique de l’idéal différentiel qu’elles en-
gendrent. On ne peut donc pas utiliser le Théorème 3.7 page 27 pour déterminer une fonction de Hil-
bert différentielle. Si on dérive la première équation du système (4.4), une élimination permet d’ex-
primer une relation d’ordre zéro sur la variable x2. Ainsi, une complétion différentielle simple permet
de montrer que ce modèle est décrit par un champ de vecteurs ẋn = yn− ẏn−1 + . . .+(−1)ny1

(n−1),
sur la variété des contraintes définie par les relations suivantes :

x1 = y1,
x2 = y2 − ẏ1,

...
xn−1 = yn−1 − ẏn−2 + . . .+ (−1)n−2y1

(n−2).

Après cette complétion, il est facile de déterminer la fonction de Hilbert différentielle associée à ce
modèle. Cet exemple montre qu’il peut être nécessaire de considérer des différentiations successives
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des équations de départ de manière à obtenir une description explicite. Le nombre de différentiations
nécessaires est borné par l’analogue de Ritt du théorème de Bézout (cf. Théorème 1.6 page 8).

De manière similaire, on peut appliquer ce processus de complétion au modèle (4.2) page 36 mais
les calculs ne sont en rien aisés. Pour se ramener à un problème d’algèbre linéaire plus simple,
on peut suivre la trace de ce processus de complétion sur le module des différentielles de Kähler
considéré comme un espace vectoriel différentiel (sans se préoccuper pour l’instant de l’effectivité
du corps de base). C’est la raison pour laquelle nous avons présenté une construction effective de
ce module au début de cette section. Intéressons-nous maintenant à un critère d’arrêt du processus
de complétion qui ne nécessite pas le calcul d’un ensemble caractéristique.

Une condition d’arrêt de la complétion. Soit P = (p1, . . . , pm) un ensemble de polynômes
différentiels dans k{x1, . . . , xn}. Supposons que l’idéal différentiel I = [P ] est premier et que P
n’est pas un ensemble caractéristique de I (c’est le cas pour les modèles présentés dans les exemples 8
et 9 page 36). Nous utilisons les constructions et les notations introduites au début de cette sec-
tion et, par commodité, nous ne considérons pas Ωk{X}/k comme un k{X}-module différentiel
mais comme un k〈X〉-espace vectoriel différentiel (en tensorisant par exemple). Dans cette si-
tuation, outre le sous-espace vectoriel dI, nous pouvons considérer dans cet espace l’ensemble
fini dP = (dp1, . . . , dpm) qui est l’image de P par la dérivation d.

La notation Vect(f) représente le k〈X〉 sous-espace vectoriel (non différentiel) engendré par f
dans l’espace vectoriel différentiel Ωk〈X〉/k. Considérons le sous-espace vectoriel (non différentiel)
suivant :

Ei,j = Vect
(
dP (i), . . . , dP

) ⋂
Vect

(
dX(j), . . . , dX

)
⊂ dI ⊂ Ωk〈X〉/k.

Par construction, ce sous-espace vectoriel non différentiel est plongé dans un espace de dimension
finie (Vect (dX(j),...,dX)).

Proposition 4.2 (Prop. 2 dans [93]) Notons par ϕ(i) la dimension de Ei,0. Il existe un entier ν
tel que la suite ϕ(i) est strictement croissante pour tout entier i inférieur à ν. Pour tout i supérieur
à ν, la suite est stationnaire : ϕ(i) = ϕ(ν) et on a Eν, 1 = Eν+i, 1.

Preuve. Dans cette preuve, l’image de l’espace V par la dérivation du corps différentiel est no-
tée V ′. Pour être parfaitement rigoureux, il nous faudrait expliciter la définition de V ′ à partir de
générateurs de V i.e. travailler sur des générateurs des espaces vectoriels que nous utilisons. Nous
nous contentons par soucis de brièveté de ne donner ici que le principe de la démonstration.

Considérons les familles (Fi)i∈N et (Li)i∈N d’espaces vectoriels non différentiels définis par les
conditions initiales et la récurrence suivantes :

i. L0 = E0, 0 et F0 ⊕ L0 = E0, 1 ;

ii. pour tout entier positif i, Fi+1 = Fi + Li
′ et Li+1 = Fi+1 ∩ Vect (dX).

Remarquons que la suite d’espace vectoriel (Li)i∈N est une suite croissante dans l’espace vectoriel
de dimension finie Vect (dX), elle est donc stationnaire. De plus, il est aisé de constater que dès que
pour un entier ν on Lν = Lν+1 alors pour tout entier i, on a par hypothèse de récurrence Lν = Lν+i

et Fν = Fν+i. De plus, on peut constater que pour tout entier i, on a Li = Ei, 0 et Fi = Ei, 1. �

L’intérêt principal de cette proposition est de montrer que la suite
(
ϕ(i)

)
i∈N ne peut pas être

stationnaire puis de nouveau croissante. Ce résultat ne se déduit pas immédiatement des théorèmes
présentés dans la Section 3.1.1 page 23. Par ailleurs, ceci montre que le calcul de la suite

(
ϕ(i)

)
i∈N

fournit un critère d’arrêt du processus de complétion. Après ν dérivations, l’ensemble constitué des
générateurs de I et de leurs dérivées contient un ensemble caractéristique.
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L’entier ν est appelé indice de différentiation du modèle P (voir [23, 113] pour une étude
complète sous différents points de vue théoriques). C’est une notion issue de l’analyse numérique
qui correspond au nombre de différentiations nécessaires pour pouvoir exprimer une dynamique
explicite à partir d’un modèle implicite (cf. Définition 2.3 page 14). Cette notion n’est en rien
intrinsèque i.e. elle n’est pas liée à l’idéal différentiel qu’engendre le modèle mais aux générateurs.

Nous venons de voir qu’en considérant le module des différentielles de Kähler d’un idéal dif-
férentiel premier I, on peut étudier le processus de complétion différentiel en faisant de l’al-
gèbre linéaire sur un k〈X〉-espace vectoriel différentiel. Plus précisément, si on désire calculer
dans Vect

(
dX(j), . . . , dX

)
pour un ordre j, il nous suffit de considérer comme corps des coeffi-

cients le corps formé des éléments de k〈X〉 d’ordre inférieur ou égal à j. Ainsi, à chaque étape
de complétion on est amené à travailler dans un cadre algébrique classique sans se préoccuper des
dérivations d’ordre supérieur.

Malheureusement, le corps de base que nous considérons est Fr(k{X}/I), il n’est pas aisé de cal-
culer dans ce cas. De plus, nous n’avons toujours pas fourni une représentation de l’espace vecto-
riel ΩFr

(
k〈F( eX)〉{X}/∆

)
/k

qui nous intéresse. La section suivante se propose de donner cette repré-

sentation. De plus, nous montrons que, pour mener à bien nos calcul, nous pouvons nous contenter
de calculs de rang spécialisés dans un corps différentiel engendré par une solution générique.

4.2.1 Calcul probabiliste du polynôme de Hilbert différentiel

Le Théorème 1.8 page 9 montre que le calcul du polynôme de Hilbert différentiel consiste à dé-
terminer des dimensions d’espaces vectoriels. La proposition suivante montre que des calculs de
rang sont suffisants (nous utilisons les notations de la section précédente et notamment celles de
la Proposition 4.2 page 41 ; ainsi les polynômes différentiels P = (p1, . . . , pn) sont des générateurs
de l’idéal différentiel étudié). Si on s’autorise à donner une réponse probabiliste, ce problème ne
nécessite pas de calculer un ensemble caractéristique.

Proposition 4.3 Pour tout entier h, i et j inférieur à i, on désigne par J(h, i, j) la matrice
jacobienne suivante

J(h, i, j) =


∂P (h)

∂X(i)
∂P (h)

∂X(i−1) · · · ∂P (h)

∂X(j)

...
...

...
∂P
∂X(i)

∂P
∂X(i−1) · · · ∂P

∂X(j)

 avec
∂P (h)

∂X(i)
=


∂p1

(h)

∂x1
(i) . . . ∂p1

(h)

∂xn
(i)

...
...

∂pn
(h)

∂x1
(i) . . . ∂pn

(h)

∂xn
(i)

.
La dimension ϕ(h) de Eh, 0 est égale à Rang J(h, h+ 1, 0)− Rang J(h, h+ 1, 1). Ces rangs sont
calculés sur le corps Fr

(
k{X}/I

)
. De plus, rappelons que cette fonction ϕ permet de déterminer

l’entier ν défini dans la Proposition 4.2 page 41.
Pour tout ordre de dérivation s inférieur à ν, la fonction de Hilbert différentielle HFr

(
k{X}/I

)
/k

(s)

est égale à
n(s+ 1)− Rang J(ν, ν + 1, 0) + Rang J(ν, ν + 1, s).

Cette fonction permet de calculer le polynôme de Hilbert différentiel qui est valable pour des ordres
de dérivation plus grands que ν.

Preuve. Notons R l’anneau quotient k{X}/I et K le corps des fractions de cet anneau. De plus,
on note par (A)j l’ensemble des éléments de A d’ordre inférieur ou égal à j. Si A est un corps (resp.
anneau, idéal, espace vectoriel), (A)j est un corps (resp. anneau, idéal, espace vectoriel).
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Pour tout entier j, considérons la suite conormale
(
I/I2

)
j
→
(
Ωk{X}/k

)
j
→
(
ΩR/k

)
j
→ 0, associée

à l’idéal Ij (cf. proposition 16.3 dans [38]). Puisque nous considérons une situation avec seconds
membres génériques, les générateurs de l’idéal forment une suite régulière. Ainsi, le complexe ci-
dessus est exact. De plus, K est un R-module plat (cf. proposition 2.5 dans [38]) ; dans cette
situation, il nous est possible d’« étendre » le corps des coefficients par tensorisation (à gauche) et
obtenir la suite exacte :

0→
(
K ⊗k{X} I/I2

)
j
→
(
K ⊗k{X} Ωk{X}/k

)
j
→
(
K ⊗k{X} ΩR/k

)
j
→ 0.

Il nous faut maintenant constater que le K-espace vectoriel K ⊗k{X} ΩR/k est bien isomorphe à
l’espace vectoriel ΩK/k que l’on veut représenter. Pour ce faire, il nous suffit de constater que
l’image par d de tout élément 1/q de K peut être mis en relation biunivoque avec (−1/q2)⊗ dq
dans K ⊗k{X} ΩR/k. Ainsi, pour tout ordre j, on dispose de la suite exacte :

0→
(
K ⊗k{X} I/I2

)
j
→
(
K ⊗k{X} Ωk{X}/k

)
j
→
(
ΩK/k

)
j
→ 0.

La dimension du K-espace vectoriel (ΩK/k)j que nous cherchons est égale à la différence des di-
mensions des K-espaces vectoriels

(
K ⊗k{X} I/I2

)
j

et
(
K ⊗k{X} Ωk{X}/k

)
j
. La dimension de ce der-

nier K-espace vectoriel est n(j + 1). Il nous reste donc à montrer comment calculer la dimension
de
(
K ⊗k{X} I/I2

)
j
.

Pour ce faire, nous allons exprimer la dimension de K ⊗k{X} dI en terme de calculs de rang. Pour
toute expression f dans k{x1, . . . , xn}, on a la relation classique df =

∑n
i=1 ∂f/∂xi dxi. Ainsi, les

lignes de la matrice J(j, j + 1, 0) que nous considérons correspondent aux coefficients des générateurs
de dI sur la base {dX, dẊ, . . .} de Ωk〈X〉/k. Plus précisément, cette matrice est une représentation
des générateurs de l’espace vectoriel Ej, j+1 et le calcul d’une base revient donc à triangulariser
cette matrice sur le corps de base Fr(k{X}/I).

Pour tout entier j, il existe un sous-espace vectoriel de Ej, j+1 noté F tel que Ej, j+1 = Ej, 0 ⊕ F .
La dimension de F est égale à Rang J(j, j + 1, 1). On en déduit que la dimension ϕ(j) est égale
à RangJ(j, j + 1, 0)− Rang J(j, j + 1, 1). Comme l’indique la Proposition 4.2 page 41, le calcul
de la suite des dimensions ϕ(j) indique l’entier ν qui permet de décider de l’arrêt du processus de
complétion. Cet entier est le nombre de différentiations des expressions P nécessaires pour calculer
la fonction de Hilbert différentielle.

De plus, nous avons montré Eν, s que est égal à dI ∩ Vect
(
dX, . . . , dX(s)

)
. Ce résultat, le Théo-

rème 1.7 page 9 et la Définition 1.9 page 7 impliquent que la fonction de Hilbert différentielle pour
tout ordre s inférieur à ν est égale à n(s+ 1)− dimEν, s. Le raisonnenemt précédent permet de
conclure. �

Remarque 9. Dans cette proposition, si les calculs de rang se font sur le corps Fr(k{X}/I) alors le
résultat est déterministe mais difficile à mettre en œuvre. Schématiquement, nous sommes amené à
calculer des rangs de matrices à coefficients dans une algèbre quotient de polynômes. Pour réduire
la complexité du calcul, on peut spécialiser les variables sur des valeurs génériques et ainsi calculer
des rangs sur un corps effectif. Ces rangs ne seront égaux aux rangs génériques que si les valeurs
de spécialisations sont choisies dans un ouvert de Zariski i.e. ces valeurs n’annulent pas certains
déterminants. Dans ce cadre, le résultat est probabiliste.

À partir de cette idée directrice, nous présentons dans le paragraphe suivant une approche dans
notre cadre différentiel pour pouvoir mener à bien les calculs de rang en pratique sans « subir » la
complexité des calculs liée aux ensembles caractéristiques.
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Spécialisation en une solution générique. Rappelons que d’après la Définition 3.4 page 26,
une solution régulière d’un système d’équations Σ autoréduit est une solution qui n’annule pas le
produit des initiaux et des séparants de Σ.

Lemme 4.4 Soient un idéal différentiel premier I de k{X} et un ensemble caractéristique A de I.
Considérons η = (η1, . . . , ηn) une solution régulière de I dans un corps différentiel G et le mor-
phisme de spécialisation ψ qui à toutes indéterminées xi de k{X} associe ηi dans G.

L’image par ce morphisme du k{X}-module différentiel dI est un k〈η〉-espace vectoriel diffé-
rentiel. De plus, l’image ψ(dA) d’un ensemble caractéristique A ∪ dA de dI est une base de ce
k〈η〉-espace vectoriel différentiel.

Preuve. Ce résultat serait faux si les initiaux de l’ensemble caractéristique étaient dans le noyau
du morphisme de spécialisation ψ. Ainsi, pour s’assurer de ce résultat, il faut constater que les
initiaux de l’ensemble dA sont les séparants de A. La solution η étant supposée régulière, elle
n’annule pas ces initiaux. L’image dA est bien formée par un ensemble autoréduit qui engendre
bien le k〈η〉-espace vectoriel différentiel dI. �

Ainsi, il suffit de connâıtre une solution régulière η pour se ramener à faire nos calculs de complétion
dans un k〈η〉-espace vectoriel différentiel.

Exemple 11. Considérons l’idéal différentiel I =
[
ẋ+ x2

]
et le morphisme canonique φ de k{x}

dans une clôture universelle de Fr(k{ex}/I) qui associe x à x̃. Un calcul simple montre qu’on a la
relation φ

(
x(h)

)
= (−1)hh! x̃h+1 et que la série formelle η telle que : η =

∑
i∈N(−1)i x0

i+1(t− c)i

est une solution de l’idéal différentiel premier I (nous renvoyons à [33, 112] pour plus de détails sur
les séries solutions de systèmes différentiels algébriques). Ainsi, le corps Fr(k{ex}/I) est isomorphe au
corps k〈η〉 ; dans le premier corps, les opérations usuelles — comme la multiplication, la dérivation
etc. — nécessitent l’utilisation des techniques de réécritures alors que dans le second, il suffit de
disposer de l’arithmétique classique des séries.

En général, il n’est pas évident de connâıtre une série formelle solution sans le calcul d’un ensemble
caractéristique (voir les exemples 8 et 9 page 36). Dans ce chapitre, nous considérons des modèles
avec seconds membres génériques (cf. expressions 4.1 page 36) et la Proposition 4.1 page 38 nous
fournit les informations suivantes (les notations sont celles de la Section 4.1.1 page 37) :

– l’idéal Γ qui représente le modèle avec seconds membres génériques et l’idéal différentiel ∆
ont la même fonction de Hilbert différentielle ;

– les éléments X̃ et leurs dérivées dans l’extension différentielle transcendante pure k〈 eX〉 forment
une solution générique de l’idéal ∆.

À l’aide de la Proposition 4.5 page 46, nous allons profiter de la représentation des éléments X̃ et
de leurs dérivées dans k〈 eX〉 par des séries formelles arbitraires pour faire des calculs de rang sur un
corps de base effectif.
En utilisant des techniques de réécriture, il est possible de déterminer à partir des générateurs de
l’idéal différentiel ∆ l’expression formelle de la matrice J(ν, ν + 1, 0). Les calculs de rang que nous
voulons entreprendre peuvent être réalisés efficacement avec une grande probabilité de succès après
avoir spécialisé les variables.

Nous allons dans la section suivante montrer qu’une spécialisation de la matrice J(ν, ν + 1, 0)
peut être directement calculée sans avoir à calculer les expressions formelles qui la composent.

4.2.2 Résultats de complexité

Pour établir nos estimations de complexité, nous allons utiliser les résultats que nous venons d’éta-
blir et la représentation des objets par des calculs d’évaluation que nous avons présentée dans la
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∆ -
calcul symbolique

J(ν, ν + 1, 0)

?
spécialisation

J(ν, ν + 1, 0) spécialisée
calcul seminumérique

-

Fig. 4.1 – Une stratégie de calcul de la fonction de Hilbert différentielle associée à une application
rationnelle différentielle.

Section 3.2 page 30.

Proposition 4.4 Soit une algèbre de polynômes différentiels k{x1, . . . , xn}. Comme nous venons
de l’indiquer, un élément η = (η1, . . . , ηn) et ses dérivées dans k〈x1, . . . , xn〉 peuvent être repré-
sentée par un n-uplet de séries formelles. Considérons un système P = (p1, . . . , pn) de polynômes
différentiels dans k{x1, . . . , xn} représenté par un calcul d’évaluation de complexité L.
Il existe un programme d’évaluation qui prend en entrée des séries η tronquées à l’ordre h+2 et qui
renvoie les coefficients de la matrice J(h, i, j) évalués en η. La complexité de ce calcul d’évaluation
est bornée par

O
(
n(L+ nh2)M(h)

)
avec M(τ), la complexité arithmétique de la multiplication de deux séries à l’ordre τ .

Preuve. Le théorème de Baur & Strassen (Théorème 3.10 page 32) montre que le calcul des
coefficients de l’expression

dp(ẋ1, . . . , ẋn, x1, . . . , xn) =
∂p

∂ẋ1
dẋ1 + · · ·+ ∂p

∂ẋn
dẋn +

∂p

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂p

∂xn
dxn

nécessite au plus 3L opérations. De plus, comme d(f ′) = (df)′, remarquons que :

d
(
p(Ẋ,X)′

)
= ∂p

∂ẋ1
dẍ1 + · · · + ∂p

∂ẋn
dẍn +((

∂p
∂ẋ1

)′
+ ∂p

∂x1

)
dẋ1 + · · · +

((
∂p
∂ẋn

)′
+ ∂p

∂xn

)
dẋn +(

∂p
∂x1

)′
dx1 + · · · +

(
∂p
∂xn

)′
dxn.

En supposant que le nombre d’opérations nécessaires pour évaluer en η les expressions (∂p/∂xi)
(j)

et (∂p/∂ẋi)
(j) est nul, on peut borner la complexité d’évaluation de dp(h) comme suit. Pour cal-

culer dṗ, n nouvelles additions sont nécessaires ; plus généralement pour calculer dp(h) à partir
de dp(h−1), la règle de Leibniz impose hn additions supplémentaires. Au total, la complexité d’éva-
luation de dp(h) en η est bornée par O(L+ nh2).

Pour établir le résultat final, il nous reste à justifier que les dérivations (∂p/∂xi)
(j) et (∂p/∂ẋi)

(j)

n’induisent pas d’opérations supplémentaires. Le calcul d’évaluation qui code dp prend en argu-
ment n séries formelles (η1, . . . , ηn) tronquées à l’ordre h+ 1 et à chaque étape, il calcule le produit
ou la somme de séries formelles. Comme le résultat de chaque étape est une série formelle représen-
tée dans sa base monomiale, la dérivation de cette série consiste simplement à prendre le coefficient
adéquat et ne nécessite pas d’opérations élémentaires. Le résultat final s’obtient en constatant qu’il
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y a n polynômes p à considérer et qu’à une opération élémentaire sur les séries correspond au
plusM(h+ 1) opérations sur le corps de base. �

Nous sommes à présent en mesure d’énoncer le résultat principal de ce chapitre que nous annoncions
dans la présentation de notre mémoire.

Proposition 4.5 Considérons un système différentiel ordinaire Σ de la forme :

Σ


f1

(
x1

(e), . . . , xn
(e), . . . , x1, . . . , xn

)
= y1,
...

fn

(
x1

(e), . . . , xn
(e), . . . , x1, . . . , xn

)
= yn.

avec e et n des entiers, fi des fractions rationnelles réduites et yi des seconds membres génériques.
Les numérateurs et les dénominateurs des fi sont représentés par un calcul d’évaluation de com-
plexité L.

Si on suppose que les seconds membres génériques (y1, . . . , yn) sont spécialisés, la fonction de
Hilbert différentielle H associée à Σ permet de déterminer le nombre de fonctions et de constantes
arbitraires dont dépendent les solutions (x1, . . . , xn) de Σ.

Il existe un algorithme probabiliste qui calcule H et dont la complexité est bornée par

O
(
n
(
(L+ n3e2)M(ne) + eN (n2e)

))
avec M(ν) (resp. N(ν)), le coût de la multiplication de deux séries à l’ordre ν + 1 (resp. de deux
matrices de taille ν × ν).

L’aspect probabiliste de l’algorithme est lié aux choix arbitraires de valeurs de spécialisation
dans un ouvert de Zariski.

Preuve. Dans les sections précédentes, nous avons considéré des relations d’ordre un pour simpli-
fier la présentation ; les résultats obtenus sont transposables pour des relations d’ordre plus grand.
Nous ne reprenons pas en détails tout les énoncés précédents.

La Proposition 4.1 page 38 montre que la fonction de Hilbert différentielle associée à Σ est égale
à la fonction de Hilbert associée à l’idéal différentiel ∆. De plus, ∆ admet comme solution générique
tout n-uplet η de séries formelles arbitraires.

Nous avons montré comment déterminer en pratique l’entier ν qui est un critère d’arrêt du
processus de complétion et l’ordre de dérivation maximal à considérer. Donc, les séries formelles η
peuvent être tronquées à l’ordre ν + 1. Dans le présent résultat de complexité, nous utilisons
l’analogue différentiel du théorème de Bézout (Théorème 1.6 page 8) pour borner l’entier ν par ne.

La Proposition 4.3 page 42 permet de ramener le calcul de la fonction de Hilbert à des calculs de rang
sur la matrice J(ne, ne+ 1, 0) obtenue à partir de l’idéal ∆ et plus précisément des relations du
type qi(X̃)dpi(X)− pi(X̃)dqi(X). Cette matrice est de taille n2e× (n2e+ n) et le nombre de calculs
de rang nécessaires est borné par e+ 1. Ainsi, si les coefficients de la matrice J(ne, ne+ 1, 0) sont
des scalaires, on peut largement borner la complexité des calculs de rang par (e+ 1)N (n2e+ n)
avec N (τ) la complexité du produit de deux matrices τ × τ utilisé.

La Proposition 4.4 page 45 montre que la complexité d’évaluation de la matrice J(ne, ne+ 1, 0)
est dans O

(
n(L+ n3e2)M(ne+ 2)

)
. Il s’agit de la complexité nécessaire pour calculer la ma-

trice J(ne, ne+ 1, 0) évaluée sur les séries formelles η à coefficients dans un corps de scalaires
effectif.
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Génériquement, les rangs calculés sur cette spécialisation de la matrice J(ne, ne+ 1, 0) sont corrects
mais le résultat peut être incorrect si ces séries annulent les dénominateurs des fractions rationnelles
ou certains déterminants. Ainsi, notre résultat est probabiliste car les séries formelles arbitraires η
sont choisies au hasard. La probabilité de succès est élevée car les mauvais choix sont inclus dans
un fermé de Zariski défini par les zéros des déterminants et des dénominateurs. �

Il est possible de raffiner ce résultat en donnant une estimation de probabilité d’erreur en utilisant
le résultat de Zippel & Schwartz (cf. Proposition 3.2 page 31). De plus, on peut borner la complexité
binaire de l’algorithme. Ce travail sera fait pour l’algorithme présenté dans le chapitre suivant qui
s’inspire de la stratégie utilisée dans cette section.
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Chapitre 5

Algorithme probabiliste de complexité
polynomiale en la taille de l’entrée
pour tester l’observabilité algébrique
locale

Dans ce chapitre, nous considérons des modèles algébriques sous la forme largement répandue d’une
représentation d’état : {

ẋ = f(x, u),
y = h(x, u).

Rappelons qu’une trajectoire de ce modèle est une fonction t→
(
x(t), u(t)

)
qui vérifie le système

d’équations différentielles de ce modèle. Schématiquement, un modèle algébrique est localement
observable par rapport à des commandes ū et des sorties ȳ s’il n’existe qu’un nombre fini de
trajectoires

(
x̃(t), ū(t)

)
vérifiant ȳ = h(x̃, ū). Le problème de l’identifiabilité structurelle consiste

à décider de l’observabilité de paramètres θ d’un modèle qui peuvent être considérés comme des
variables d’état vérifiant θ̇ = 0. Le test effectif de l’observabilité et de l’identifiabilité structurelle
d’un modèle est une étape importante dans sa validation théorique et son utilisation pratique.

Dans la première section de ce chapitre, nous présentons les notions d’observabilité et d’identi-
fiabilité dans le cadre de l’algèbre différentielle en nous basant sur une définition de S. Diop et
de M. Fliess. Puis, en nous inspirant des méthodes introduites dans le chapitre précédent, nous
présentons un algorithme probabiliste de complexité polynomiale en la taille de l’entrée qui permet
de tester l’observabilité algébrique locale. Cette approche améliore significativement une méthode
de H. Pohjanpalo présentée dans [110].

5.1 Observabilité et identifiabilité algébrique locale

Nous renvoyons à [63, 68, 125] pour un exposé détaillé de la notion d’observabilité dans le cadre de
la géométrie différentielle et plus de références. La première définition algébrique de l’observabilité a
été présentée par R.E. Kalman [71] dans le cadre linéaire de la théorie des modules. Notre approche
se base sur la définition introduite pour le cadre non linéaire dans [37] par S. Diop et M. Fliess.

49
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Nous supposons que les modèles que nous considérons sont sous la forme d’une représentation
d’état.

Σ


Θ̇ = 0,
Ẋ = F (X, Θ, U),
Y = H(X, Θ, U).

(5.1)

Notations. Les lettres majuscules représentent des vecteurs et nous supposons qu’il y a :

` paramètres Θ = (θ1, . . . , θ`), n variables d’état X = (x1, . . . , xn),
r commandes U = (u1, . . . , ur), et m sorties Y = (y1, . . . , ym).

De plus, nous utilisons la représentation des expressions algébriques par calcul d’évaluation présen-
tée dans la Section 3.2 page 30. Ainsi, les fractions rationnelles F = (f1, . . . , fn) et G = (g1, . . . , gm)
dans Q(X, Θ, U) sont représentées par un calcul d’évaluation qui est de complexité L.

Par ailleurs, le produit des dénominateurs des fractions rationnelles F et H est noté HΣ. D’après
le Lemme 2.1 page 13, l’idéal différentiel [Σ] : HΣ

∞ est premier. Nous pouvons nous placer dans
le cadre théorique développé dans le Section 2.2 page 15 et donner une définition algébrique de
l’observabilité.

Définitions 5.1 Soient un système F/k, une sortie Y et une commande U de ce système. Un
élément η du système F/k est localement observable en fonction de Y et U si, et seulement si,
cet élément est algébrique sur k〈U, Y 〉. Le système F/k est observable si, et seulement si, le corps
différentiel F est algébrique sur k〈U, Y 〉.

Un système est localement identifiable par rapport aux commandes U et aux sorties Y si, et
seulement si, tous ses paramètres sont algébriques sur le corps k〈U, Y 〉.

Remarque 10. Cette définition de l’observabilité est valide si les données sont non bruitées et si les
temps de mesures ne sont pas imposés. De plus, nous supposons que les entrées et les sorties sont des
fonctions régulières du temps et qu’elles sont génériques pour le modèle considéré. Pour illustrer ce
dernier point, considérons le modèle ÿ + 2θẏ + θ2y = 0 tiré de [85]. Le choix de la sortie y = 0 n’est
pas générique et le modèle n’est pas identifiable dans ce cas alors que pour toutes sorties y 6= 0, le
paramètre θ est identifiable. Pour finir, nous supposons que les commandes U sont différentiellement
algébriquement indépendantes.

Pour simplifier la présentation, nous prenons le parti de considérer un paramètre θ comme une
variable d’état vérifiant l’équation différentielle θ̇ = 0. En ce sens, le problème de l’identifiabilité
algébrique est une reformulation du problème de l’observabilité algébrique dans le cadre théorique
que nous utilisons. Nous renvoyons à [4, 147] pour un exposé des définitions de l’identifiabilité dans
d’autres formalismes que celui de l’algèbre différentielle.

Une des motivations de l’étude des notions d’observabilité et d’identifiabilité réside dans l’utilisation
de simulations numériques dans la modélisation d’un processus physique.

Identification paramétrique. Pour illustrer ce point, remarquons que les conditions initiales et
les constantes de réaction d’un processus physique peuvent parfois être très imprécisément connues,
voire totalement inconnues.

Dans ce cas de figure, il est possible de chercher à valider un modèle mathématique du processus
à partir de la connaissance des commandes U(t) et des sorties Y (t) que l’on suppose mesurées.
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U(t) - Processus physique Y (t)

?

- Modèle mathématique
Y (t,Θ)

6

Critère

?

Algorithme d’optimisation

6Θ

Fig. 5.1 – Description schématique de l’identification paramétrique

Le modèle mathématique décrit l’évolution temporelle (Ẋ = F (X, Θ, U)) de variables d’état X en
fonction des commandes utilisées U et de paramètres Θ qui peuvent être des conditions initiales et
des constantes à déterminer. De plus, un modèle doit permettre de calculer l’évolution de certaines
sorties Y (t,Θ) judicieusement choisies pour correspondre aux mesures.

Pour valider le modèle, des méthodes numériques d’optimisation sont utilisées. Elles permettent
d’« ajuster » les paramètres Θ du modèle mathématique de manière à ce que les sorties simu-
lées Y (t,Θ) correspondent aux mesures réelles Y (t) avec une précision suffisante (voir [83, 136, 149]
pour un exposé complet). Si c’est le ce cas, on dit que les paramètres ont été identifiés.

Si le modèle n’est pas observable par rapport aux commandes U et aux sorties Y considérées, il
peut y avoir une infinité de paramètres Θ qui correspondent aux commandes et aux sorties utilisées.
En l’état, l’identification paramétrique ne peut être réalisée.

Test numérique d’observabilité. R. Hermann et A.J. Krener ont proposé dans [63] un test
reposant sur des calculs de rang de matrice. Parallèlement, H. Pohjanpalo a proposé dans [110]
un analogue de ce test à partir de développement en séries pour l’identifiabilité. Dans ces deux
cas, l’utilisation du calcul numérique seul pour tester la propriété d’observabilité d’un modèle
est difficilement envisageable du fait des incertitudes numériques liées à l’utilisation de nombres
flottants. Les déterminants calculés numériquement ne sont pas significativement supérieurs aux
incertitudes de calculs et on ne peut pas décider s’ils sont nuls ou pas. De plus, pour les méthodes
basées sur les développements en séries, l’ordre nécessaire du développement n’est pas clairement
défini. Enfin, la complexité de ces calculs n’est pas précisée dans ces travaux.

À partir des techniques présentées dans les chapitres précédents, nous allons remédier à ces
difficultés dans la suite. Donc, bien que l’utilisation de la notion d’observabilité est du ressort du
calcul numérique, les techniques nécessaires au test de cette propriété relèvent du calcul symbolique.

5.1.1 Tests basés sur des méthodes de réécriture

Nous ne présentons pas dans ce mémoire les méthodes basées sur le calcul du comportement
entrée-sortie d’un modèle et les résumés exhaustifs qui en découlent ; nous renvoyons aux tra-
vaux [148, 115, 80] de Y. Lecourtier, A. Raksanyi et É. Walter pour une analyse de cette
approche. La complexité de ces méthodes est sensiblement équivalente à celle des méthodes ba-
sées sur les techniques de réécriture en algèbre différentielle. Dans [84, 36], S. Diop, M. Fliess,
T. Glad et L. Ljung ont proposé une caractérisation effective de l’observabilité basée sur le calcul
d’un ensemble caractéristique (cf. Section 3.1 page 22) :
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Proposition 5.1 Considérons l’idéal différentiel premier [ Σ ] : HΣ
∞ dans k{X, Θ, U, Y } associé

à la représentation d’état (5.1) page 50. Désignons par A un ensemble caractéristique pour un
arrangement d’élimination {X, Θ} � {Y, U}. L’élément v de {X, Θ} est observable sur {Y, U} si,
et seulement si, il existe un polynôme p dans l’ensemble caractéristique tel que v soit sa variable
principale et que p soit d’ordre zéro en v.

Exemple. Nous pouvons appliquer cette proposition à l’exemple 3 page 16 légèrement modifié :
ẋ3 − θx1 − u = 0,
x2ẋ2 − x3 = 0,
x1ẋ1 − x2 = 0,
x1 − y = 0.

(5.2)

Pour un arrangement {x1, x2, x3} � {y, θ} qui respecte l’ordre de dérivation, ces expressions consti-
tuent l’ensemble caractéristique d’un idéal régulier (les initiaux vérifiant x1 6= 0 et x2 6= 0). En fait,
il faudrait substituer y à x1 dans les équations pour que l’assertion soit parfaitement correcte.

Pour un arrangement d’élimination {θ, x3, x2, x1} � y, les expressions

x1 = y, x2 = yẏ, x3 = yẏ(ẏ2 + yÿ), θy = (ẏ2 + yÿ)2 + yẏ
(
3ẏÿ + yy(3)

)
− u, (5.3)

constituent un ensemble caractéristique du même idéal. La proposition 5.1 permet de conclure à
l’observabilité du modèle. Il est possible d’utiliser d’autres arrangements pour faire ce test ; nous
renvoyons à [100] pour un exposé détaillé de ces approches.

Remarque 11. En théorie, il est possible de calculer des ensembles caractéristiques qui expriment
les variables d’état et les paramètres en fonction des entrées et des sorties. Ces calculs pourraient
permettre de tester la propriété d’observabilité ; mais en pratique les calculs sont difficiles voire
impraticables. Les bornes supérieures de complexité pour ce type de calcul sont exponentielles (cf.
Théorème 3.9 page 30) et, à ma connaissance, les implantations disponibles ne permettent pas
de conclure pour la grande majorité des modèles rencontrés en pratique (comme par exemple le
modèle (5.4) ci-dessous).

Une question naturelle est de savoir si un ensemble caractéristique calculé pour établir l’ob-
servabilité d’un modèle peut être utilisé pour l’estimation paramétrique. Les donnés disponibles
étant bruitées, les relations ainsi obtenues ne sont généralement pas utilisables pour l’estimation de
paramètres. En effet, elles font intervenir des dérivées temporelles des sorties d’ordre élevé qui sont
difficilement mesurables par un processus expérimental (voir l’étude [100] de C. Noiret).

Ainsi, Il semble malaisé d’« importer » directement des résultats de calcul symbolique dans les
méthodes d’estimations numériques. Nous nous proposons de suivre la démarche inverse et d’utiliser
des méthodes seminumériques pour obtenir un algorithme probabiliste de complexité polynomiale
en la taille de l’entrée. Cette approche est essentiellement de caractère local et contrairement à la
méthode suggérée par le Lemme 5.1 page 51, elle ne permet pas en l’état de tester l’observabilité
globale. Illustrons par un exemple le type de résultat obtenus.

Exemple 12. Le système d’équations suivant est présenté dans [60] par A. Goldbeter comme
un modèle du rythme circardien de production d’une protéine chez la drosophile. Il comporte 17
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paramètres, 5 variables d’état et une sortie.

Ṁ = vsKI
4

KI
4+PN

4 − vmM
Km+M ,

Ṗ0 = ksM − V1P0
K1+P0

+ V2P1
K2+P1

,

Ṗ1 = V1P0
K1+P0

+ V4P2
K4+P2

− P1

(
V2

K2+P1
+ V3

K3+P1

)
,

Ṗ2 = V3P1
K3+P1

− P2

(
V4

K4+P2
+ k1 + vd

Kd+P2

)
+ k2PN ,

ṖN = k1P2 − k2PN ,

y = PN .

(5.4)

Le calcul d’un ensemble caractéristique pour un arrangement judicieux permettrait, s’il pouvait
être mené à bien, de déterminer les informations suivantes :

– la variable M et les paramètres {vs, vm, Km, ks} ne sont pas observables. Les autres para-
mètres et variables sont observables ;

– si M ou un seul des paramètres non observables est connu, alors le modèle serait observable
(la quantité connue doit tout de même être différente de 0).

De plus, il existe un groupe de transformation qui agit sur {M, vs, vm, Km, ks} et laisse la sortie
et les trajectoires du système invariants. Dans notre exemple, on a :

σλ {M, vs, vm, Km, ks} → {λM, λvs, λvm, λKm, ks/λ}.

Le calcul du groupe de transformation σλ a été grandement facilité par la connaissance préalable
des variables non observables et du nombre de paramètres du groupe que permet notre algorithme
(cf. Annexe A page 95 pour la description d’une méthode permettant le calcul de ce groupe). Le
résultat de notre algorithme et l’existence de ce groupe certifient que la connaissance des différentes
protéines P0, P1, P2, Pn (ou d’une somme quelconque de ces protéines) ne permet pas de déterminer
les variables et paramètres non observables.

Les résultats d’observabilités présentés et utilisés ci-dessus ont été obtenus en quelques secondes à
partir de la méthode que nous présentons dans la section suivante.

5.1.2 Utilisation du linéarisé tangent

Nous reprenons la stratégie développée dans le Chapitre 4 page 35 consistant à utiliser le module
des différentielles de Kähler et à spécialiser les calculs sur une solution générique. La linéarisation du
problème a déjà été envisagée par de nombreux auteurs mais les calculs ont toujours été basés sur
des méthodes de réécriture qui ne permettent pas un gain de complexité théorique (voir [114, 37]).
Nous utilisons les notations définies au début de la Section 5.1 page 49.

Formulation algébrique du problème – Borne sur l’ordre de dérivation. Comme nous
l’avons systématiquement fait jusqu’à présent, nous associons au modèle Σ page 50 un corps dif-
férentiel. Pour ce faire, considérons le corps k〈U〉(X,Θ) noté K et muni de la dérivation de Lie
associée au modèle Σ :

L :=
∂

∂t
+

n∑
i=1

fi
∂

∂xi
+
∑
j∈N

∑
u∈U

u(j+1)∂

∂u(j)
, on note Lj = L ◦ . . . ◦ L︸ ︷︷ ︸

j fois

.

Remarquons que le corps k〈U, Y 〉 (où Y représente les sorties du modèle Σ) est un sous-corps
différentiel de K. Les dérivées d’ordre j des sorties sont donc données par les relations LjH. Notons
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que cette présentation ne nécessite pas d’utiliser des idéaux différentiels. Nous allons tout d’abord
nous attacher à montrer que :

– le calcul du polynôme de Hilbert différentiel permet de décider de l’observabilité algébrique
locale du modèle Σ ;

– l’ordre de dérivation nécessaire pour conclure est inférieur ou égal à n+ `.
La Définition 5.1 page 50 de l’observabilité algébrique locale est liée au degré de transcendance
algébrique de l’extension K/k〈U, Y 〉. Si ce degré est nul, le modèle Σ est localement observable par
rapports à U et à Y . Dans le cas contraire, il existe dans K des quantités transcendantes sur k〈U, Y 〉 ;
ces quantités étant des expressions rationnelles des variables d’état X et des paramètres Θ, ces
variables et ces paramètres ne peuvent être tous observables (nous verrons que notre algorithme
permet de préciser quels sont les variables d’état et les paramètres non observables).
Le Théorème 1.5 page 8 montre que le calcul du polynôme de Hilbert de l’extension K/k〈U, Y 〉
permet de déterminer le degré de transcendance algébrique et donc de décider de l’observabilité. La
proposition suivante permet de montrer que l’ordre de dérivation nécessaire pour mener nos calculs
à bien est inférieur ou égal à n+ `.

Proposition 5.2 Le corps différentiel k〈U, Y 〉 est algébrique sur le corps k〈U〉
(
Y, . . . , Y (n+`)

)
.

Preuve. Le corps K est associé à la représentation d’état (5.1) page 50. Comme les commandes U
sont supposées différentiellement indépendantes, le polynôme de Hilbert différentiel de l’extension de
corps K/k〈U〉 est égal à n+ `. Comme k〈U, Y 〉 est un sous-corps de K et un sur-corps de k〈U〉, le de-
gré de transcendance de l’extension k〈U, Y 〉/k〈U〉 est borné par n+ `. Ainsi, pour tout i = 1 . . .m,
il existe une relation algébrique qi

(
yi, . . . , yi

(n+`)
)

= 0 à coefficients dans k〈U〉. La dérivée de cette
relation est quasilinéaire en y(n+`+1), de sorte que cet élément est dans k〈U〉

(
y, . . . , yi

(n+`)
)
. �

Cette proposition est une conséquence de l’analogue de Ritt du théorème de Bézout (cf. Théo-
rème 1.6 page 8). Remarquons que la borne n+ ` est atteinte par exemple pour des modèles
observables à une sortie ; s’il y a plusieurs sorties, la borne ν est génériquement égale à (n+ `)/m,
mais elle peut néanmoins atteindre n+ `−m dans le pire des cas.

Linéarisation du problème – calculs de rang. Nous considérons maintenant l’analogue al-
gébrique de la linéarisation en géométrie différentielle. Pour ce faire, notons qu’on peut associer à
une extension de corps T/S les T -espaces vectoriels suivants :

– l’espace des dérivations DerS(T, T ), composé des dérivations de T dans T dont le corps de
constantes est S (∂ : T → T , tel que ∀c ∈ S, ∂c = 0) ;

– l’espace des différentielles de Kähler ΩT/S qui peut être défini par la propriété suivante : il
existe une dérivation surjective d de T dans ΩT/S telle que pour toute dérivation ∂ dans le T -
espace vectoriel DerS(T, T ), il existe un unique homomorphisme linéaire δ de ΩT/S dans T
tel que δ(dz) = ∂z. En abrégé, on note DerS(T, T ) = HomT (ΩT/S , T ).

Nous renvoyons le lecteur intéressé à la lecture du chapitre 16 de [38] pour un exposé complet.
Ces notions se généralisent dans le cadre différentiel et nous renvoyons à [75, 69, 70] pour plus de
détails. Dans notre cas, puisque nous avons borné l’ordre de dérivation nécessaire à nos calculs,
nous pouvons représenter le module des différentielles de Kähler ΩK/k〈U, Y 〉 associé à l’extension de
corps K/k〈U, Y 〉. Nous utiliserons principalement la propriété suivante des différentielles de Kähler :

Théorème 5.1 (§ 16 dans [38]) Soient S un corps de caractéristique zéro, T une extension de S
finiment engendrée et {xλ} un ensemble d’éléments dans T . L’ensemble {dxλ} est une base du T -
espace vectoriel ΩT/S si, et seulement si, l’ensemble {xλ} est une base de transcendance de T sur S.
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Comme dans le chapitre précédent, nous pouvons représenter effectivement ce module. Dans le cas
présent, il s’agit du conoyau de la matrice jacobienne :

M =
∂
(
Y (i)

)
0≤i≤ν

∂(X,Θ)
=



∂y1

∂x1
. . . ∂y1

∂xn

∂y1

∂θ1
. . . ∂y1

∂θ`
...

...
...

...
∂ym

∂x1
. . . ∂ym

∂xn

∂ym

∂θ1
. . . ∂ym

∂θ`
...

...
...

...
∂y1

(ν)

∂x1
. . . ∂y1

(ν)

∂xn

∂y1
(ν)

∂θ1
. . . ∂y1

(ν)

∂θ`
...

...
...

...
∂ym

(ν)

∂x1
. . . ∂ym

(ν)

∂xn

∂ym
(ν)

∂θ1
. . . ∂ym

(ν)

∂θ`


.

De même, le K-espace vectoriel Derk〈U, Y 〉(K, K) est représenté par le noyau de cette matrice. Plus
précisément, cet espace est engendr par les solutions du système MD = 0 avec D le vecteur de
dérivations canoniques (∂/∂x1 , . . . , ∂/∂xn , ∂/∂θ1 , . . . , ∂/∂θ`). Pour fixer les idées, nous donnons
ci-dessous la matrice M associée au système (5.2) page 52.

1 0 0 0

−x2/x1
2 1/x1 0 0

x3 x1
2−3 x2

3

2 x2 x1
4 − 2 x2

3+x3 x1
2

2 x1
3x2

2
1

2 x1 x2
0

x1
4(u x2

2+x3
2)+9 x2

3x3 x1
2−15 x2

6

6 x1
6x2

3

x2
2
(

(x1θ−u)x1
4−9 x2

4
)
−3 x1

4x3
2

6 x1
5x2

4
2 x3 x1

2+3 x2
3

6 x1
3x2

3
1

6 x2

. (5.5)

Une conséquence directe de ces constructions permet d’établir une version de la Proposition 4.3
page 42 adaptée à notre cadre. Nous considérons donc M la matrice dont les lignes sont constituées
des coefficients des expressions

dhj =
∑n

i=1
∂hj

∂xi
dxi +

∑`
i=1

∂hj

∂θi
dθi et

dhj
(v) = dLvhj

pour 1 ≤ j ≤ m, et 1 ≤ v ≤ n+ `.

On a M =

 dH
...

dLn+`H

.

Corollaire 5.1 Le degré de transcendance algébrique de l’extension de corps K/k〈U, Y 〉 est égal
à (n+ `)− RangM . De plus, le degré de transcendance de cette extension de corps est égal à la
dimension du K-espace vectoriel Derk〈U, Y 〉(K, K).

Remarque 12. Le corollaire précédent montre que des calculs de rang sont suffisants pour décider
de l’observabilité d’un modèle. Nous pouvons statuer sur l’observabilité d’une variable d’état x̄ (ou
d’un paramètre) seul par la même méthode. En effet, en utilisant des modules de Kähler, nous
pouvons calculer le degré de transcendance des extensions K/k〈U, Y 〉 et K/k〈U, Y, x̄〉. Le degré de
transcendance de k〈U, Y, x̄〉/k〈U, Y 〉 s’en déduit immédiatement par soustraction ; la variable x̄ est
observable si, et seulement si, ce degré est nul. Cette constatation permet d’ailleurs de regrouper
les variables non observables qui sont algébriques entre elles.

Remarque 13. Précisons que la matrice ∂(Y (j), 0≤j≤ν)/∂(X, Θ) — désignée ici par M — est uti-
lisée dans les algorithmes d’identification paramétrique basés sur des méthodes d’optimisation par
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descente de gradient. Ainsi, si le modèle n’est pas identifiable, cette matrice est singulière et l’identi-
fication des paramètres ne peut être mené à bien. Notons qu’il s’agit d’une condition nécessaire mais
non suffisante puisque la matrice M peut être de rang plein mais numériquement mal conditionnée.

Les calculs de rang que nous venons de présenter concernent des matrices à coefficients dans un corps
de fractions rationnelles. Si nous spécialisons les variables, nous pouvons nous ramener à des calculs
de rang dans un corps de scalaires ; les rang calculés seront génériques si les spécialisations sont
choisies dans un ouvert de Zariski i.e. si ces spécialisations n’annulent pas certains déterminants. La
section suivante présente un algorithme de complexité polynomiale en la taille de l’entrée permettant
le calcul de ces rangs.

5.2 Calcul rapide du polynôme de Hilbert différentiel

Les spécialisations en question correspondent aux solutions génériques du modèle considéré. Contrai-
rement à la situation de la Section 4.1 page 36, nous ne pouvons plus choisir une solution générique
du modèle sous la forme d’un (n+ `+ r)-uplet de séries formelles arbitraires pour mener à bien
nos calculs. Cette fois, il nous faut calculer une solution générique du modèle permettant le calcul
du rang de la matrice M . La principale difficulté est d’effectuer ces tâches avec un algorithme de
complexité polynomiale en la taille de l’entrée ; c’est le sujet de la section suivante.

5.2.1 Calcul d’une solution générique par un opérateur de Newton

Le modèle Σ est explicite. En effet, si les commandes U et suffisamment de conditions initiales
sont fournies, ce modèle permet de calculer des solutions sous la forme de séries formelles par
un processus incrémental. Généralement, l’opérateur de Picard est utilisé à cette fin ; nous ne
considérerons cet opérateur que dans le dernier chapitre de ce mémoire et nous présenterons dans
cette section un opérateur de type Newton. Pour l’heure, nous allons montrer que le calcul de
certaines séries formelles permet les calculs de rang présentés dans la section précédente.

Utilisation de séries formelles. À partir du modèle Σ sous forme de représentation d’état décrit
page 50, on peut construire l’ensemble de relations P (Ẋ, X, Θ, U) constitué de numérateurs des ex-
pressions Ẋ − F (X, Θ, U) (cf. Section 3.2 page 30). Ainsi, l’entrée de notre algorithme est constituée
d’un programme d’évaluation sans division représentant P et dont la complexité d’évaluation est
au plus cinq fois supérieure au modèle de départ. Notons que la sortie reste sous forme rationnelle
et qu’il nous faut vérifier que les solutions génériques utilisées n’annulent pas les dénominateurs.
Pour une commande générique U(t) de la forme

∑
i∈N Ui t

i/i! et des conditions initiales X et Θ,
il est possible de déterminer des séries formelles X(t) qui constituent avec Θ et U(t) une solution
générique du modèle Σ et donc vérifient P (Ẋ, X, Θ, U) = 0. Dans la suite du texte, les variables qui
représentent une série formelle seront systématiquement surlignée (par exemple U(t)).

Illustrons ce point par l’exemple 3 page 16. Pour un jeu de conditions initiales x1, x2, x3, θ et une
commande générique u(t) de la forme u0 + u1 t+ u2 t

2/2 + u3 t
3/3! +O

(
t4
)
, les expressions suivantes

constituent des solutions génériques tronquées à l’ordre 4 pour x1 et x2 différents de zéro.

x3(t) = x3+(θ x1−u0)t−−θ x2+u1 x1
2 x1

t2+
θ x3 x1

2−θ x2
3−u2 x2 x1

3

6 x2 x1
3 t3+O(t4),

x2(t) = x2+
x3
x2

t+
θ x1 x2

2−u0 x2
2−x3

2

2 x2
3 t2−−x2

5θ+x2
4u1 x1+3 x3 x1

2θ x2
2−3 x3 x1 u0 x2

2−3 x3
3x1

6 x2
5x1

t3+O(t4),

x1(t) = x1+
x2
x1

t+
x3 x1

2−x2
3

2 x2 x1
3 t2+

x1
5θ x2

2−x1
4u0 x2

2−x1
4x3

2−3 x2
3x3 x1

2+3 x2
6

6 x1
5x2

3 t3+O(t4).
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Dans la section précédente, nous avons remarqué que le test d’observabilité dépendait des dérivées
successives de la sortie y = x1(t). Par exemple, on retrouve les éléments de l’ensemble caractéris-
tique (5.3) page 52 à partir des premiers coefficients de la série x1(t). Ces relations permettent de
tester l’observabilité mais leur calcul nécessite la résolution d’un système algébrique.

Pour circonvenir cette difficulté, et puisque nous utilisons le formalisme des extensions de corps,
il nous suffit de calculer la matrice M et donc les expressions dH, . . . , dH(n+`) ou du moins la
spécialisation de ces expressions sur une solution générique du système Σ. Le lemme suivant montre
comment calculer la matrice M spécialisée à partir de séries formelles solutions du modèle Σ.

Lemme 5.1 Nous précisons ci-dessous quelques notations et nous présentons les matrices Λ et Γ.

∂H

∂X
=


∂h1
∂x1

. . . ∂h1
∂xn

...
...

∂hm
∂x1

. . . ∂hm
∂xn

, ∂H

∂Θ
=


∂h1
∂θ1

. . . ∂h1
∂θ`

...
...

∂hm
∂θ1

. . . ∂hm
∂θ`

,

Λ :=
∂X(t)
∂Θ

=


∂x1(t)
∂θ1

. . . ∂x1(t)
∂θ`

...
...

∂xn(t)
∂θ1

. . . ∂xn(t)
∂θ`

 et Γ :=
∂X(t)
∂X

=


∂x1(t)
∂x1

. . . ∂x1(t)
∂xn

...
...

∂xn(t)
∂x1

. . . ∂xn(t)
∂xn

.
Considérons la matrice M(t) de taille m× (n+ `) dont les coefficients sont des séries et qui est
définie par

M(t) =
∂H(X,Θ, U)
∂(X,Θ)

=
(
∂H

∂X
(X,Θ, U)

∂X(t)
∂X

,
∂H

∂X
(X,Θ, U)

∂X(t)
∂Θ

+
∂H

∂Θ
(X,Θ, U)

)
.

Définissons la suite de matrice (Mi)i∈N telle que M(t) =
∑

i∈N Mi t
i/i!. Pour tester l’observabilité du

modèle Σ, nous devons déterminer une spécialisation de la matrice M définie dans le Corollaire 5.1
page 55. On a M = (M0, . . . ,Mn+`).

Ainsi, il nous reste à montrer qu’une spécialisation des expressions X, Λ et Γ peut être calculées par
un algorithme de complexité polynomiale en la taille de l’entrée. Comme dans le chapitre précédent,
il est possible de construire formellement la matrice M dont on cherche à calculer le rang. Puis, une
stratégie efficace consiste à spécialiser les indéterminées de manière à calculer des rang génériques
sur des matrices à coefficients dans un corps effectif comme le montre le schéma suivant.

Σ -
calcul symbolique (

∂(H(i))
0≤i≤ν

∂(X,Θ)

)

?

X → X0 ∈ Zn,

Θ → eΘ ∈ Z`,

U → eU ∈ (Z[t])r.(
∂(H(i))

0≤i≤ν

∂(X,Θ)

)`
X0, eΘ, eU´calcul seminumérique

-∇P

?

Fig. 5.2 – Une stratégie de calcul de la fonction de Hilbert différentielle d’une représentation d’état.

Dans le paragraphe suivant, nous montrons comment calculer directement la spécialisation de la
matrice M sans la construire formellement. Pour ce faire, il nous faut calculer des séries η solutions
génériques de Σ puis d’effectuer nos calculs dans k〈η〉 comme indiquer dans l’Exemple 4.2.1 page 44.

Version complétée – 26 avril 2006

te
l-0

04
01

88
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
00

9



58

Un système variationnel linéaire. En supposant que le modèle Σ soit représenté par un cal-
cul d’évaluation de complexité L et en utilisant la méthode de dérivation « rapide » de Baur &
Strassen (Théorème 3.10 page 32), on peut construire le système ∇P constitué de 2n+ ` équations
différentielles

∇P


P (Ẋ, X, Θ, U) = 0,

∂P
∂Ẋ

(X, Θ, U)Γ̇ + ∂P
∂X (Ẋ, X, Θ, U)Γ = 0,

∂P
∂Ẋ

(X, Θ, U)Λ̇ + ∂P
∂X (Ẋ, X, Θ, U)Λ + ∂P

∂Θ(Ẋ, X, Θ, U) = 0.

En prenant en compte la complexité d’évaluation du gradient des m sorties Y , ce système est
représenté par un calcul d’évaluation de complexité O

(
N (n+ `) + (n+m)L

)
.

Les 2n+ ` inconnues de ce système sont X, Γ et Λ et les conditions initiales sont X0, Θ0, U0, Γ0

et Λ0 avec Γ0 la matrice identité Idn×n et Λ0 et la matrice nulle 0n×n. De plus, on suppose que le
séparant (∂P/∂Ẋ)(X0,Θ0, U0) ne s’annule pas. Nous allons utiliser une méthode de Newton pour
déterminer des séries formelles solutions du système ∇P . Ces solutions permettent de calculer une
spécialisation de la matrice M définie page 55 sans avoir à la construire formellement.

Un opérateur de Newton. En utilisant une méthode d’approximation de type Newton, on peut
calculer des séries formelles solutions d’un système différentiel ordinaire. Ce faisant, on ramène la
résolution d’un système différentiel non linéaire à la résolution d’un système linéaire. Nous présen-
tons cette méthode dans la preuve de la proposition suivante et nous renvoyons à [16, 56, 74] pour
plus de détails et de références.

Proposition 5.3 Il existe un calcul d’évaluation qui prend en arguments les conditions initiales
que nous décrivons ci-dessus et qui calcule une spécialisation de la matrice M décrite page 55. La
complexité arithmétique de ce calcul est bornée par

O
(
M(n+ `)

(
N (n+ `) + (n+m)L

))
.

Preuve. Nous dénotons par X (resp. Λ, Γ) les solutions du système ∇P et par Xi (resp. Λi, Γi)
les approximations de ces séries à l’ordre 2i. L’opérateur de Newton que nous considérons est tiré
du développement de Taylor de la fonction associée à ∇P . En effet, si on dénote par Ei+1 le terme
« correctif »

(
X −Xi, Γ− Γi, Λ− Λi

)
mod t2i+1, on a la relation

∇P
(
X, Λ, Γ

)
= ∇P

(
Xi, Λi, Γi

)
+
∂∇P
∂(Ẋ, Γ̇, Λ̇)

Ėi+1 +
∂∇P
∂(X, Γ, Λ)

Ei+1 +O
(
t2

i+1
)

= 0.

Dans le système ∇P , nous considérons les variables X comme des inconnues dans les n premières
équations P (Ẋ, X, Θ, U) = 0 et comme des constantes dans le reste des équations. Ainsi, il y a
un décalage entre l’ordre des approximations Λi, Γi et Xi. De plus, si on considère les expressions
composant ∇P comme des relations matricielles, elles ont toutes le même séparant ∂P/∂Ẋ. À chaque
étape, on peut calculer le terme correctif Ej+1 en résolvant le système linéaire différentiel suivant :

∂P

∂Ẋ
Ėj+1 +

∂P

∂X
Ej+1 +∇P = 0 mod t2

j+1
(5.6)

et l’utiliser pour raffiner le résultat
(
Xj+1, Γj+1, Λj+1

)
=
(
Xj , Γj , Λj

)
+ Ej+1 (voir [56] pour une

preuve du caractère quadratique de cet opérateur). Ainsi, le calcul des solutions nécessite une
résolution itérative du système linéaire différentiel (5.6).

Version complétée – 26 avril 2006

te
l-0

04
01

88
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
00

9



59

Cette résolution se fait par la méthode de variation de la constante dans un cadre matriciel à partir
du système homogène suivant :

∂P

∂Ẋ
Ẇj+1 +

∂P

∂X
Wj+1 = 0 mod t2

j+1
, (5.7)

où Wj+1 représente une matrice de taille n × n avec des séries tronquées à l’ordre 2j+1 comme
coefficients. Pour résoudre effectivement cette équation, on considère la matrice W comme une
série tronquée à l’ordre 2j+1 et dont les coefficients sont des matrices à coefficients rationnels.
Ainsi, W mod t2

j+1 est égal à W0 +W1t+ . . .+W2j t2
j . Il est alors possible d’utiliser l’opérateur de

Newton classique sur les séries pour calculer le produit, l’exponentielle et, en supposant que la
matrice W0 soit inversible, l’inverse d’une série. Par exemple, si V j représente l’inverse de la série W
à l’ordre 2j , le terme V j+1 est égal à 2V j − V jW V j. La solution du système (5.7) est fournie par
les formules classiques

W = exp

(∫ (
∂P

∂Ẋ

)−1 ∂P

∂X

)
et E = W−1

∫ (
W

(
∂P

∂Ẋ

)−1

∇P

)
,

où, pour alléger la présentation, nous avons omis d’indiquer l’ordre des expressions manipulées.
Nous pouvons prouver notre résultat de complexité. L’évaluation des expressions∇P utilisées sur des
séries tronquées à l’ordre j nécessite au plus O

(
M(j)(N (n+ `) + (n+m)L)

)
opération arithmétiques

à chaque étape. La résolution des systèmes différentielles à l’ordre j requière O
(
M(j)N (n+ `)

)
opérations arithmétiques (voir [16, 74] pour un exposé approfondi). Par ailleurs, l’opérateur que
nous venons d’esquisser est quadratique (voir [56]) et on a M(j) +M(bj/2c) + . . . = O

(
M(j)

)
; ceci

nous permet de conclure. �

Remarque 14. La preuve de cette proposition fournit un algorithme permettant de construire
une spécialisation générique de la matrice M et de tester l’observabilité. Nous avons résumé cet
algorithme dans la figure 5.3 et nous l’avons implanté dans le système de calcul formel maple [96] ;
nous présentons dans l’Annexe B page 101 des exemples d’utilisation de cet algorithme.

Nous venons de présenter la complexité arithmétique du calcul de la matrice M . Il s’agit du nombre
d’opérations arithmétiques nécessaires sur le corps de base ; de telles opérations nécessitent un
temps « d’exécution » proportionnel à la taille de ces opérandes. Dans la section suivante, nous
présentons un borne sur le degré des expressions manipulées qui nous permet, lorsque les calculs
sont fait dans un corps fini, d’estimer la probabilité de succès de notre algorithme.

5.2.2 Complexité binaire – Aspect probabiliste

Les estimations suivantes reposent sur la définition formelle de la matrice M et ne sont pas dépen-
dantes des calculs d’évaluations utilisées. Nous utiliserons dans la suite les notions de degré et de
hauteur d’un polynôme (voir [27] pour plus de détails et de références).

Définition 5.2 Soit A un sous-ensemble fini de Z. La hauteur ~(A) (logarithmique) de A est définie
par ~(A) := log | A | avec | A | := max{| α |+1, α ∈ A}. La hauteur d’un polynôme à coefficients
entiers est définie comme la hauteur de l’ensemble formé par les coefficients du polynôme.

Pour un entier, cette notion de hauteur correspond schématiquement au nombre de décimales
nécessaires à sa représentation. Le lemme suivant résume quelques propriétés de la hauteur utilisées
par la suite.
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Entrée : Ẋ − F (X, Θ, U), Y −G(X, Θ, U)
Sortie : EstObservable ?, un booléen

Précalcul Construction du calcul d’évaluation représentant ∂P
∂Ẋ

, ∂P
∂X ,

∂P
∂Θ .

Initialisation Choix d’un nombre premier ;

Θ ← Entiers arbitraires ; X ← Entiers arbitraires ;
EstObservable ? ← vrai ; ν ← 1 ; Λ ← 0n×` ; Γ ← Idn×n ;

tant que ν ≤ n+ `+ 1 faire

W ← RésolutionHomogène
(

∂P
∂Ẋ

Ẇ + ∂P
∂X W = 0

)
mod tν ;

(Φ, Λ, Γ) ← (Φ, Λ, Γ) + VariationDeLaConstante
(
W,∇P

)
mod tν ;

ν ← 2 ν ; # Doubler l’ordre
fin de tant que

MatriceJacobienne ← Coeffs
(
∇Y (Φ, Γ, Λ) , tj , j = 0, . . . , n+ `

)
;

Test si n+ ` > Rang(MatriceJacobienne)
alors EstObservable ? ← faux

fin de si

Fig. 5.3 – Test d’observabilité algébrique locale

Lemme 5.2 Soient p1, . . . , ps des polynômes à coefficients entiers dépendant de n+ `+ r indé-
terminées, z̃ une valeur de spécialisation dans Zn+`+r et ∂ une dérivation. On a les inégalités
suivantes :

~(∂p) ≤ ~(p) + ln deg p,

~(p(z̃)) ≤ ~(z̃) deg p+ ~(p),

~ (
∑s

i=1 pi) ≤ maxi=1..s ~(pi) + ln s,

~(p1p2) ≤ min{deg p1,deg p2} ln(n+ `+ r + 1) + ~(p1) + ~(p2).

En considérant cette notion de hauteur, nous estimons dans la proposition suivante la taille des
rationnels nécessaires pour constituer la matrice M . Cette proposition est technique et nous ne
donnons que le principe de la démonstration.

Proposition 5.4 Soient ~Σ (resp. d) le maximum des hauteurs (resp. des degrés) des numéra-
teurs et des dénominateurs formant le système Σ et ~0 le maximum des hauteurs des conditions
initales X0, Θ et des coefficients des séries représentant les commandes U . On a les bornes supé-
rieures sur les hauteurs des numérateurs et des dénominateurs des dérivées des sorties :

~(dénominateur de H(j) (X0)) ≤ (2j + 1)(n+m)
((

2 ln(n+ `+ r + 1) + ~0

)
d+ ~Σ

)
,

~(numérateur de H(j)(X0)) ≤ (2j + 1)(n+m)
(
(2 ln(n+ `+ r + 1) + ~0)d+ ~Σ

)
+(j + 1) ln 2n(n+m)d+ (2j + 1) ln(2j + 1).
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Preuve. Puisque nous cherchons à établir des bornes supérieures, nous supposons que toutes
les fonctions rationnelles fi et gi partagent le même dénominateur q. Ainsi, les hauteurs (resp.
degrés) des numérateurs et des dénominateurs sont bornés par (n+m)

(
~Σ + d+ ln(n+ `+ r+ 1)

)
(resp. (n+m)d). Remarquons que les dénominateurs de H(j) sont tous égaux à q2j+1 par hypothèse.
Cette remarque et les inégalités du Lemme 5.2 permettent d’établir la première inégalité.

Nous prouvons la seconde inégalité par récurrence. Soit (Vj)j∈N la suite définie par les numérateurs
de H comme conditions initiales V0 et par la relation vj+1 =

∑
fi

(
q∂ivj − (2j + 1)vj∂iq

)
. Cette

relation est choisie de manière à ce que Vj corresponde aux numérateurs de H(j). Les degrés des
éléments Vj sont bornés par (2j + 1)(n+m)d− j et, à partir des inégalités du Lemme 5.2, on
établit la relation de récurrence bornant les hauteurs des éléments Vj :

~(vj+1) ≤ 2(n+m)
(
2d ln(n+ `+ r + 1) + ~Σ

)
+ ~(vj) + ln 2n(2j + 1)(n+m)d.

Cette relation permet de conclure en utilisant les inégalités du Lemme 5.2. �

Cette proposition montre que la taille des coefficients de la spécialisation de la matrice M dépend
linéairement de l’ordre de dérivation à un facteur logarithmique près (voir [134] pour de plus amples
développements). Malgré tout, des calculs intermédiaires peuvent nécessiter des entiers dont la
hauteur « dépasse » cette borne. Pour circonvenir cette difficulté, nous allons effectuer les calculs
dans un corps fini.

Calcul modulaire – Aspect probabiliste. Remarquons tout d’abord que la matrice des sépa-
rants ∂P/∂Ẋ doit être inversible au premier ordre dans le corps fini choisi et que les mineurs non
nuls de la matrice M doivent rester non nuls dans ce corps pour que les résultats de notre algorithme
soient justes. Le premier point peut être testé au début de notre algorithme et donc, l’estimation
de la probabilité de réussite de notre algorithme dépend principalement de la probabilité qu’une
spécialisation choisie soit non générique i.e. qu’elle annule le déterminant d’un mineur non nul de
la matrice M .

Proposition 5.5 Soit µ un entier positif arbitraire. Considérons les constantes

D := (n+ `)(2ν + 1)(n+m)d,
~c :=

(
2 ln(n+ `+ r + 1) + lnD

)
D + (n+ `)(2ν + 1)

(
(n+m)h+ ln 2nD

)
.

Supposons que la matrice M soit de rang générique plein et que les coefficients des spécialisa-
tions X0, Θ0 et U soient des entiers choisis dans l’ensemble {0, . . . , µD}. Le déterminant de cette
matrice spécialisée n’est pas divisible par un nombre premier p supérieur à ~c avec une probabilité
supérieure à (1− 1/µ)2.

Preuve. Le déterminant Q de la matrice M est un polynôme multivarié de degré D dépendant
des variables X, Θ et des coefficients des dérivées des commandes U . Le test à zéro probabiliste de
Zippel & Schwartz (Proposition 3.2 page 31) indique que, pour tout entier µ1, une spécialisation
des variables de Q en des entiers arbitrairement choisis dans {0, . . . , µ1D}(n+l)(r+1) n’est pas un
zéro de Q avec une probabilité supérieure à 1− 1/µ1.

Nous allons utiliser le résultat suivant qui est un analogue dans un corps fini du test à zéro que
nous venons d’utiliser (voir le § 18 dans [55]). Pour tout entier a, b et c tels que b < a < c, la
probabilité qu’un nombre premier p compris entre b+1 et 2b divise l’entier a est borné par 2 ln c/b.
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La Proposition 5.4, le Lemme 5.2 et l’inégalité d’Hadamard permettent de borner la hauteur de la
spécialisation de Q par

~c :=
(
2 ln(n+ `+ r + 1) + h0

)
D + (n+ `)(2ν + 1)

(
(n+m)h+ ln 2nD

)
.

Ainsi, si les calculs sont effectués modulo un nombre premier plus grand que 2~cµ2, la probabilité
que la spécialisation de Q ne soit pas divisible par p est plus grande que 1− 1/µ2. La combinaison
de ces deux estimations permet de conclure. �

Nous résumons dans le théorème suivant l’ensemble des résultats présentés dans ce chapitre.

Théorème 5.2 Considérons un modèle dépendant de n variables de configuration, de ` paramètres,
de m sorties et de r commandes. Supposons que ce modèle soit représenté par un calcul d’évaluation
de complexité L.

Il existe un algorithme probabiliste qui distingue l’ensemble des variables observables d’un mo-
dèle. De plus, il indique le nombre de variables non observables devant être supposées connues pour
obtenir un modèle observable. La complexité arithmétique de cet algorithme est bornée par

O
(
M(ν)

(
N (n+ `) + (n+m)L

)
+mνN (n+ `)

)
avec M(ν) (resp. N(ν)), le coût de la multiplication de deux séries à l’ordre ν + 1 (resp. de deux
matrices de taille ν × ν) et ν inférieur ou égal à n+ ` (génériquement ν est égal à (n+ `)/m).

Soient µ un entier positif arbitraire, D := 4(n+ `)2(n+m)d et

D′ :=
(
2 ln(n+ `+ r + 1) + lnµD

)
D + 4(n+ `)2

(
(n+m)h+ ln 2nD

)
.

Si les calculs sont effectués modulo un nombre premier p supérieur à 2D′µ alors la probabilité
d’obtenir une réponse correcte est minorée par (1− 1/µ)2.

L’aspect probabiliste correspond au choix aléatoire d’un point dans un ouvert de Zariski et à des
calculs modulaires destinés à contrôler la taille des rationnels manipulés. Cet algorithme a été
implanté à l’aide du logiciel de calcul formel maple. Ce code est disponible à l’url [129].

Remarquons pour finir que le test d’observabilité locale que nous présentons est basée sur le calcul
générique de rangs de matrices. Si le rang générique de la matrice M est maximal, le modèle est
observable et le résultat fournit par notre algorithme est certifié.
Afin de compléter les résultats présentés ci-dessus, nous avons regroupé en annexe des exemples
d’applications du test d’observabilité. De plus, nous indiquons brièvement une méthode, à notre
connaissance nouvelle, qui permet de déterminer un groupe continu de transformations qui agissent
sur les variables et les paramètres non observables d’un système et laissent ses trajectoires et ses
sorties invariantes.
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Troisième partie

Approximation par des systèmes
différentiels ordinaires plats de

certains systèmes commandés décrits
par des équations aux dérivées
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Chapitre 6

Présentation et illustration dans le cas
linéaire

L’étude des équations aux dérivées partielles intervenant dans les problèmes d’automatique a connu
un essor théorique remarquable ces dernières années. Notre intention étant de considérer un type
bien particulier de problèmes, nous suggérons la lecture de [82, 20, 5, 29] pour l’exposé de méthodes
plus générales et pour plus de références.

La définition des problèmes étudiés dans la dernière partie de cette thèse sera précisée au cours
de ce chapitre. Indiquons tout de même que nous considérons des systèmes de type parabolique à
une commande décrits par une équation d’évolution aux dérivées partielles à une variable d’espace.
Ainsi, l’ordre de dérivation en espace de cette équation est strictement supérieur à son ordre de
dérivation en temps. Enfin, ces systèmes peuvent être non linéaires et nous considérons un problème
de Cauchy tel que la commande ne s’exerce que sur un bord et la contrainte sur l’autre (voir la Sec-
tion 6.1.1 page 66). Par exemple, le modèle considéré peut être de la forme ωxx = f(t, x, ωx, ωt, ω)
avec ωx(t, 0) identiquement nulle et ω(t, 1) égale à une commande u(t).

Pour résoudre le problème de planification de trajectoire approchée dans ce cadre, nous proposons
une méthode basée sur la notion de platitude différentielle introduite par M. Fliess, J. Lévine,
Ph. Martin et P. Rouchon dans [44]. Cette notion, issue du cadre différentiel ordinaire, a déjà
été utilisée dans [77, 78, 98, 48] pour l’étude de certains systèmes linéaires de dimension infinie et
mise en œuvre dans [86] sur un exemple non linéaire de dimension infinie.

La généralisation directe de cette approche dans le cadre non linéaire se heurte à la difficulté de
construire une solution exacte même lorsque des résultats théoriques d’existence sont obtenus. En
revanche, il est généralement possible de construire une solution approchée (dans un sens à préciser)
du problème d’origine et de ses solutions.

Après avoir brièvement exposé deux extensions de la notion de platitude différentielle aux équations
linéaires aux dérivées partielles, nous utiliserons la méthode classique des différences finies pour
remplacer le modèle de dimension infinie Σ considéré par des modèles de dimension finie Σi qui lui
sont proches dans un sens que nous préciserons grâce à la méthode des approximations successives
de Picard. Cette méthode doit être complétée par l’analyse de la convergence des trajectoires des Σi

vers une trajectoire exacte de Σ dont on se sera assuré de l’existence.
Comme dans la partie précédente, nous utilisons une méthode à base de point fixe pour construire

ces solutions approchées. Si le système de départ Σ est sous la forme de Cauchy –Kowalewska, nous
verrons que ses approximations de dimension finie Σi sont différentiellement plates. On peut profiter

65
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de cette dernière propriété pour résoudre un problème de planification de trajectoire. Nous illus-
trerons cette approche par un système linéaire basé sur l’équation de la chaleur. Dans le chapitre
suivant, nous appliquerons notre point de vue à l’étude de problèmes non linéaires.

6.1 Platitude différentielle – Paramétrisation des trajectoires

Bien que nous ayons consacré la Section 2.2.1 page 16 à présenter la notion de platitude différen-
tielle, rappelons tout de même quelques points. La notion de commandabilité à été formalisée par
R.E. Kalman dans le cadre linéaire de dimension finie et fait l’objet de nombreuses généralisations
au cadre non linéaire et à la dimension infinie.

La notion de platitude des systèmes dynamiques non linéaire de dimension finie a été introduite
en automatique par M. Fliess, J. Lévine, Ph. Martin et P. Rouchon dans [44]. Un système est
différentiellement plat si ses solutions peuvent être localement paramétrées bijectivement par des
fonctions arbitraires et leurs dérivées (voir la Section 2.2.1 page 16 et la Section 6.1.2 page 67).
Dans le cas algébrique, un tel système correspond à une extension de corps différentiels dont la
clôture algébrique est isomorphe à celle d’une extension différentiellement transcendante pure.

Pour cette classe de systèmes, la planification et le suivi de trajectoires, deux questions de
base de l’automatique, admettent une réponse simple et explicite. Nous rappelons dans la section
suivante que la notion de platitude différentielle a été étendue aux systèmes linéaires de dimension
infinie.

6.1.1 Énoncé du problème et exemple

Dans ce chapitre, nous utiliserons systématiquement l’équation de la chaleur pour illustrer notre
propos. Cet exemple type déjà utilisé dans [48, 78, 77] est l’occasion de présenter succinctement
dans la Section 6.1.2 page 67 deux méthodes reposant sur la platitude différentielle qui permettent
l’étude de certains systèmes linéaires de dimension infinie. Précisons que ce qui suit ne se veut pas
une étude exhaustive des propriétés de cette équation.

Ainsi, l’utilisation de cet exemple se justifie par la volonté d’introduire clairement notre ap-
proche, et les relations qu’elle entretient avec les travaux antérieurs avant de pouvoir l’appliquer
directement à des modèles non linéaires dans le Chapitre 7 page 81.

Un exemple de tige chauffée. Considérons une tige de longueur 1 dont la température ω(t, x)
est commandée en x = 1 et dont l’autre l’extrémité en x = 0 est supposée parfaitement isolée.

x = 1 x = 0

Fig. 6.1 – Tige chauffée à une extrémité et isolée à l’autre.

Ce système physique est modélisé par les équations :(
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)
ω(t, x) = 0, (6.1)

∂ω

∂x
(t, 0) = 0, (6.2)

ω(t, 1) = u(t). (6.3)
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où x appartient à l’intervalle [0, 1] et u(t) représente la commande de la température en x = 1.

Cet exemple est le prototype des systèmes que nous considérons ; ceux-ci peuvent être non linéaires
d’ordre plus élevé mais ils doivent être sous la forme de Cauchy –Kowalewska définie ci-dessous.

Définition 6.1 Un système est sous forme de Cauchy –Kowalewska si :
– l’équation de contrainte (du type (6.2)) ne fait intervenir qu’un bord ;
– l’équation de commande (du type (6.3)) ne fait intervenir que l’autre bord ;
– l’ordre de dérivation en espace de l’équation d’évolution (du type (6.1)) est strictement supé-

rieur à son ordre de dérivation en temps ;
– cette équation ne fait pas intervenir la commande.

Dans le chapitre suivant, nous étudierons des systèmes sous forme de Cauchy –Kowalewska où nous
prendrons pour équation d’évolution (6.1), des équations non linéaires de type parabolique (comme
par exemple ωt + ω3 − ωxx = 0 et ωt + ωωx − ωxx = 0) et une équation d’Euler – Lagrange qui décrit
le comportement d’une tige flexible.

Nous précisons dans la définition suivante ce que l’on entend dans ce mémoire par planification de
trajectoire approchée. Obtenir ce type de paramétrisation est le problème auquel nous proposons
une solution dans ce chapitre.

Définition 6.2 Comme dans le cadre ordinaire (cf. Définition 2.2 page 13), on peut définir une
trajectoire d’un système sous forme de Cauchy –Kowalewska comme étant une fonction ω(t, x) du
temps et de l’espace qui vérifie les équations d’évolution et de contrainte de ce système.
Considérons, pour x dans [0, 1] deux fonctions de l’espace x→ f(x) et x→ g(x). Résoudre le
problème de planification de trajectoire approchée défini par un système sous forme de Cauchy –
Kowaleswka et par les conditions initiales ω(0, ·) = f(·) et finale ω(1, ·) = g(·) consiste, pour tout
réel positif ε fixé, à déterminer une solution ω(t, x) du système et donc une commande ω(t, 1) = u(t)
dépendante du temps telle que supx |ω(0, x)− f(x) | ≤ ε et supx |ω(1, x)− g(x) | ≤ ε.

Par exemple, pour le système (6.1) – (6.3), nous supposons que le profil de température initial
est ω(0, ·) = 0 ; on cherche à déterminer une loi de commande ω(t, 1) = u(t) en boucle ouverte telle
qu’à l’instant t = 1, le profil de température final soit arbitrairement proche de ω(1, ·) = 1 (voir
figure 6.4 page 74).

Remarque 15. Dans ce mémoire, nous utilisons le terme de planification de trajectoire dans une
acceptation relativement large. En effet, en toute rigueur il faudrait être capable de caractériser
tous les états accessibles possibles. Comme nous considérons des équations non linéaires, cela peut
s’avérer être une tâche redoutable.

Pour les équations de diffusion, les seuls états atteignables sont deux fois continûment dérivables
et on ne peut pas atteindre un état arbitraire qui ne vérifie pas cette condition (cf. [81] pour un
système linéaire aux dérivées partielles sans solutions et [62] pour une série d’exemples). De plus,
des singularités à distance finie peuvent intervenir dans ces modèles.

Ainsi, nous ne prétendons pas faire une étude exhaustive de la contrôlabilité des modèles envi-
sagés mais nous proposons une méthode pratique de résolution.

6.1.2 Paramétrisation et convergence des trajectoires

L’étude du problème de planification de trajectoire du système (6.1) – (6.3) page 66 peut se faire en
deux étapes : l’obtention de paramétrisations formelles des trajectoires et l’étude de leurs conver-
gences.
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Paramétrisation formelle des trajectoires

Depuis E. Holmgren, on sait que les solutions du système (6.1) – (6.3) page 66 sont caractérisées
par la proposition suivante (voir [146], page 587) :

Proposition 6.1 En désignant par y(t) la fonction w(t, 0), les relations

ω(t, x) =
∑
j∈N

y(j)(t)
x2j

(2j)!
, (6.4)

u(t) =
∑
j∈N

y(j)(t)
(2j)!

, (6.5)

constituent une correspondance entre des fonctions indéfiniment dérivables et arbitrairement choi-
sies y(t) et les solutions formelles de (6.1) – (6.3) page 66.

Ainsi, le choix d’une fonction y(t) convenable permet de paramétriser exactement les trajectoires
du système (6.1) – (6.3) puisque l’on obtient l’expression exacte des séries solutions. Cette fonction
est appelée sortie plate du modèle.

Ce résultat peut être formulé algébriquement en remarquant que l’équation d’évolution des
systèmes considérés est par hypothèse un ensemble caractéristique qui permet de calculer une
série formelle solution. Mais cette propriété doit être complétée par l’étude de la convergence des
expressions ci-dessus en fonction de la régularité de y (voir la Proposition 6.2 page 69).

Pour l’instant notre objectif est d’expliciter deux méthodes permettant d’obtenir ces paramé-
trisations. Schématiquement, ces méthodes consistent à se ramener d’un problème de dimension
infinie à un problème de dimension finie. Parmi les autres approches possibles, on peut citer la
généralisation de la forme de Brunovský à ce cadre linéaire de dimension infinie, introduite dans la
thèse [77] de B. Laroche.

Calcul opérationnel et théorie des modules. La première approche que nous allons briève-
ment évoquer est une généralisation de la contrôlabilité linéaire de Kalman aux systèmes linéaires
de dimension infinie, que ce soit des systèmes à retard ou des systèmes gouvernés par des équations
aux dérivées partielles comme l’équation des ondes [98] ou celle de la chaleur [48].

Le calcul opérationnel usuel permet d’associer aux équations (6.1) – (6.3) le système ordinaire en la
variable d’espace :

ω̂xx = sω̂,
ω̂(0) = ŷ,

ω̂x(0) = 0,
ω̂(1) = û,

où s représente la dérivation par rapport au temps et le symboleˆdésigne la transformée de Laplace.
Pour éviter les difficultés analytiques, on peut suivre l’approche de Mikusiński [95]. Ainsi, dans ce
formalisme, la solution du système ci-dessus peut être mise sous la forme Pω̂ = Qû avec la fonction
opérationnelle Q = cosh(z

√
s) et l’opérateur P = cosh(

√
s).

Notons que P et Q sont C-algébriquement indépendants. Considérons un module de généra-
teurs ω̂ et û avec la relation Qω̂ = Pû. Ce module est défini sur l’anneau C[P, Q], il est sans torsion
mais il n’est pas libre (voir [47]). Par contre, le module localisé sur C

[
P, Q, (PQ)−1

]
est libre de

base ŷ(t) = ω̂(0) et on a : ω̂ = P ŷ et û = Qŷ. Si on explicite l’action de P et Q sur la fonction
arbitraire y(t), on retrouve les paramétrisations de la proposition 6.1. Ce type de calcul se généralise
directement à l’équation des ondes et à l’équation d’Euler –Bernoulli (cf. [49]).
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Intégration à la Cauchy –Kowalewska. Une autre méthode consiste à profiter du fait que
le système (6.1) – (6.3) page 66 est sous forme de Cauchy – Kowalewska. Ce point de vue adopté
est exposé dans [146] et appliqué à un problème d’automatique par B. Laroche, Ph. Martin
et P. Rouchon dans [78]. Notons y(t) la fonction w(t, 0) ; en suivant la démarche de résolution
classique de ce type de problème, on cherche une solution des équations (6.1) – (6.3) sous la forme
d’une série formelle

ω(t, x) =
∑
j∈N

aj(t)xj ,

où les aj sont des fonctions du temps supposées C∞ sur [0, 1]. Une récurrence sur les aj obtenue à
partir de l’équation de la chaleur (6.1) permet de montrer la Proposition 6.1 page 68.

Remarque 16. Dans [78, 77], les auteurs remarquent que cette dernière méthode peut se générali-
ser à des systèmes dont l’équation d’évolution est non linéaire. Cette approche a été utilisée dans [86]
par J. Rudolph et A. Lynch pour une équation d’évolution du type ωt + ωx + ω2 − ωxx = 0. Pour
ce faire, il faut déterminer dans chaque cas les paramétrisations exactes des trajectoires comme dans
la Proposition 6.1 page 68 : il s’agit là de la principale difficulté de cette approche car l’expression
de paramétrisations exactes devient rapidement très complexe à déterminer et à manipuler.

Nous proposons dans la Section 6.2 page 71 de combiner l’utilisation de la forme de Cauchy –
Kowalewska d’un système non linéaire et l’idée de se ramener au cadre ordinaire. En effet, le fait que
le système soit sous forme de Cauchy – Kowalewska permet d’avoir, en un certain sens, un système
châıné ; ces systèmes sont différentiellement plats (en un sens que nous allons préciser) même
lorsqu’ils ne sont pas linéaires. De plus, nous montrons qu’il est possible de se passer de l’expression
des paramétrisations exactes des trajectoires. Pour se faire, nous ne pouvons pas uniquement utiliser
des méthodes algébriques : il nous faut nous préoccuper de la convergence des objets manipulés.

Convergence des trajectoires formelles

Le développement de Taylor d’une fonction régulière est convergent si cette fonction est analytique.
Ces fonctions ne pouvant être constantes sur un ouvert sans l’être sur leur ensembles de définition,
elles peuvent ne pas être adaptées à certains problèmes de planification de trajectoire. Ainsi, on est
amené à considérer une classe plus large de fonctions définies comme suit.

Définition 6.3 ([57]) Une fonction y(t) définie sur [0, 1] est de classe Gevrey γ si elle est C∞ et
si il existe M et R, deux réels positifs tels que

∀j ∈ N, sup
t∈[0, 1]

∣∣∣ y(j)(t)
∣∣∣ ≤M (j!)γ

Rj
.

Ce type de fonction a été introduit par M. Gevrey pour l’étude de certaines équations aux dérivées
partielles ; c’est une notion maintenant classique qui est notamment utilisée pour l’étude des séries
divergentes (voir [116] pour plus de références). En astreignant la sortie y(t) a être de classe Gevrey
convenable, on assure la convergence des paramétrisations obtenues dans la proposition 6.1 comme
l’indique la proposition suivante.

Proposition 6.2 ([146, 78]) Si y(t) est une fonction de classe Gevrey γ strictement inférieure
à 2 et telle que R soit strictement supérieur à 4, les solutions formelles (6.4) et (6.5) page 68 sont
convergentes, analytique en la variable x et de classe Gevrey γ en la variable t sur [0, 1]× [0, 1].
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La démonstration de cette proposition est similaire à celle du théorème de Cauchy –Kowalewska.
On montre que la série formelle (6.4) solution du problème (6.1) – (6.3) page 66 est bien convergente
par la méthode des séries majorantes en prenant en compte les propriétés de y(t). Nous expliciterons
ce point dans les Propositions 7.1 et 7.3 page 82 et 87.

Exemples de fonctions de classe Gevrey. L’ensemble des fonctions de classe Gevrey fixée est
stable pour l’addition, le produit usuel, la composition, la dérivation et l’intégration (voir [57, 116]
pour un exposé détaillé et plus de références). En suivant [116], on définit la famille suivante de
fonctions indexées par γ :

φγ(t) =


0 pour t < 0,R t

0 exp(−1/(τ(1−τ))γ)dτR 1
0 exp(−1/(τ(1−τ))γ)dτ

pour t ∈ [0, 1],

1 pour t > 1.

(6.6)

La fonction φ1 et ses deux premières dérivées sont représentées dans la figure 6.2. Ces fonctions

Fig. 6.2 – Les fonctions φγ , φ̇γ et φ̈γ , pour γ = 1.

sont des fonctions Gevrey ; plus précisément, on a les propriétés suivantes :

Lemme 6.1 Pour tout γ strictement positif, la fonction φγ vérifie les propriétés suivantes :
– φγ est C∞ et ses dérivées sont à support dans [0, 1] ;
– φγ

(i)(0) et φγ
(i)(1) sont nuls pour tout entier i positif ;

– φγ est de classe Gevrey 1 + 1/γ.

D’un point de vue calculatoire, il est intéressant de remarquer que les fonctions φγ vérifient l’équa-
tion différentielle :

(t(1− t))1+γφ̈γ = γ(1− 2t)φ̇γ .

Nous verrons dans la suite de ce mémoire que, les fonctions φγ sont utilisées dans ce mémoire
pour résoudre des problèmes de planification de trajectoire car elles permettent notamment de
passer d’un état stationnaire à un autre.

Planification de trajectoire. Reprenons maintenant le raisonnement suivit par B. Laroche,
Ph. Martin et P. Rouchon dans [78]. Nous considérons le système (6.1) – (6.3) page 66 et nous
supposons que le profil de température initial est ω(0, ·) = 0 ; on cherche à déterminer une loi de
commande ω(t, 1) = u(t) en boucle ouverte telle qu’à l’instant t = 1 le profil de température final
soit proche de ω(1, ·) = 1. Le résultat suivant est une conséquence directe de la Proposition 6.2
page 69 et du Lemme 6.1 page 70.
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Lemme 6.2 En désignant par y(t) la fonction φγ(t) avec γ inférieur à 2, la fonction ω(t, x) et la
commande u(t) définies par

ω(t, x) =
∑
j∈N

y(j)(t)
x2j

(2j)!
et u(t) =

∑
j∈N

y(j)(t)
(2j)!

forment une solution du système de dimension infinie (6.1) – (6.3) telle que ω(0, ·) = 0 et ω(1, ·) = 1.

Ainsi, ce lemme donne une solution exacte à notre problème de planification de trajectoire. En
pratique, on obtient une solution approchée en ne prenant en compte que les premiers termes des
paramétrisations des trajectoires. La figure 6.3 présente l’approximation du profil de température
correspondant à 15 termes et à la sortie plate φ10/9(t)

.

Fig. 6.3 – Profil de température de la tige obtenu par la méthode des séries

Dans la section suivante, nous montrons qu’il n’est pas nécessaire de déterminer les paramétrisations
exactes des trajectoire sous forme de séries formelles et nous proposons un schéma numérique
différent pour résoudre le problème de planification approchée de trajectoire.

6.2 Approximation par des systèmes plats

Le point de vue que nous allons présenter correspond souvent à une approximation de la physique du
problème. En ce sens, il se trouve dans les travaux fondateurs de J.B.J. Fourier concernant l’étude
de la conduction de la chaleur dans une tige modélisée par une succession de masses ponctuelles
indexés par l’entier i. Cette démarche consiste à considérer les relations :

∂wi

∂t
= (wi+1 − 2wi + wi−1)cste2,

où wi représente la température de la masse i. En passant à la limite, on retrouve l’équation de la
chaleur classique qui régit le modèle étudié (voir [61] pour plus de détails et d’autres exemples).

6.2.1 Méthode des différences finies – Méthode des lignes

Cette méthode se base sur le développement de Taylor d’une fonction f(t, x) que l’on suppose
suffisamment régulière et définie sur [0, 1]× [0, 1] (voir [152] pour un exposé complet). En se fixant x
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dans ]0, 1[ et un rationnel h suffisamment petit, on a clairement :
f(t, x− 2h)
f(t, x− h)
f(t, x)

f(t, x+ h)
f(t, x+ 2h)

=


1 −2h 2h2 −4h3/3
1 −h h2/2! −h3/3!
1 0 0 0
1 h h2/2! h3/3!
1 2h 2h2 4h3/3




f(t, x)
fx(t, x)
fx2(t, x)
fx3(t, x)

+O(h4).

Représentons par δh l’opérateur tel que δhjf(t, x) = f(t, x+ jh). Ainsi à partir des relations ci-
dessus, on obtient les approximations suivantes :

∂xf(t, x) =
(
δh − δ−h

2h

)
f(t, x) + O(h), (6.7)

∂x2f(t, x) =
(
δh − 2 + δ−h

h2

)
f(t, x) + O(h), (6.8)

∂x3f(t, x) =
(
δh − 3 + 3δ−h − δ−h

2

h3

)
f(t, x) + O(h), etc.

Dans la suite nous utiliserons le terme de semidiscrétisation pour désigner ce type d’approximation.

Désignons par wi(t) une approximation de la fonction ω(t, i/n) avec l’entier i compris entre 0 et n.
Ainsi pour tout entier positif n, en approximant le terme ωx2 dans l’équation de la chaleur (6.1)
page 66 par la différence finie symétrique d’ordre 2 (6.8) page 72 et le terme ωx dans la condition
initiale (6.2) par la différence finie progressive d’ordre 1 (6.7), nous pouvons associer à notre modèle
la famille de systèmes différentiels ordinaires suivante :

Σn


ẇi = n2(wi+1 − 2wi + wi−1), avec 1 ≤ i ≤ n,
w1 = w0,
wn = u.

Remarque 17. Ces approximations ne sont pas canoniques. En effet, on peut approximer le
terme ωx2 dans l’équation de la chaleur (6.1) par la différence finie wi − 2wi−1 + wi−2. A priori, de
nombreux choix sont possibles mais nous verrons dans la Section 6.2.3 page 76 quelle semidiscréti-
sation doit être utilisée dans notre approche.

Les systèmes Σn s’écrivent sous la forme matricielle d’une représentation d’état linéaire :

1
n2



ẇ1

ẇ2

ẇ3
...

ẇn−3

ẇn−2

ẇn−1


=



−1 1 0 . . . 0
1 −2 1 0 . . . 0
0 1 −2 1 0 . . . 0

0 . . . 0 1 −2 1 0
0 . . . 0 1 −2 1
0 . . . 0 1 −2





w1

w2

w3
...

wn−3

wn−2

wn−1


+



0
0
0
...
0
0
1


u(t). (6.9)

Remarque 18. Notons qu’une approche possible consisterait à imposer une loi d’évolution w1 au
bout de la tige et à intégrer directement le système implicite ainsi obtenu en utilisant, par exemple,
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une méthode numérique à différentiation rétrograde (voir [15, 21] pour un exposé détaillé et plus
de références).

Ce point de vue nécessite l’intégration numérique d’un système implicite d’indice de différentia-
tion élevé ce qui est difficilement réalisable en général avec les outils numériques existants (dans le
cas présent, l’indice est égal au nombre de points de discrétisation n). L’approche présentée dans
la section précédente consiste à remplacer l’étape d’intégration numérique par des manipulations
formelles qui permettent d’expliciter la paramétrisation des trajectoires du système.

6.2.2 Paramétrisation des semidiscrétisations

Puisque nous nous sommes ramenés par semidiscrétisation à une famille de systèmes linéaires de
dimension finie, nous utilisons la théorie des modules pour poursuivre notre étude. Nous renvoyons
aux travaux [42, 47] de M. Fliess pour quelques exemples élégants d’utilisation de la théorie des
modules en automatique.

Il est possible d’associer au système (6.9) un R[d/dt]-module D en considérant que les fonc-
tions wi et u sont des générateurs de ce module qui vérifient les relations données sous la forme de
la matrice de présentation :



1 + 1
n2

d
dt −1 0 . . . 0

−1 2 + 1
n2

d
dt −1 0 . . . 0

0 −1 2 + 1
n2

d
dt −1 0 . . . 0

0 . . . 0 −1 2 + 1
n2

d
dt −1 0

0 . . . 0 −1 2 + 1
n2

d
dt −1





w1

w2

w3
...

wn−2

wn−1

u


= 0.

Pour simplifier les notations, désignons par s la dérivation (1/n2)d/dt. Le module D est libre de
base w1. En effet, la matrice de présentation ci-dessus étant triangulaire, les fonctions wi vérifient la
relation de récurrence linéaire wi = (2 + s)wi−1 − wi−2 pour tout entier i compris entre 3 et n− 1.
Cette situation est châınée ; plus précisément, on a :

Lemme 6.3 ([128]) Considérons la récurrence linéaire vi = (2 + s)vi−1 − vi−2.
– En supposant que v1 est égal à v0, on a :

vi =
i−1∑
j=0

(
i+ j − 1

2j

)
sjv0.

– En supposant que v0 est nul, on a :

vi =
i−1∑
j=0

(
i+ j + 1
i− j

)
sjv1.

En désignant par y(t) la fonction w1(t) et en utilisant les relations du lemme 6.3 nous pouvons,
pour tout entier i compris entre 2 et n, paramétrer les trajectoires du système (6.9) en fonction
de y :

wi =
i−1∑
j=0

(
i+ j − 1

2j

)
y(j)

n2j
.
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Planification de trajectoire. Le résultat suivant est une conséquence directe de la Proposi-
tion 6.3 page 73 et du Lemme 6.1 page 70.

Lemme 6.4 En notant y(t) la fonction φγ(t) avec γ inférieur à 2, la fonction w(t, x) et la com-
mande u(t) définies par

wi(t) =
i−1∑
j=0

(
i+ j − 1

2j

)
y(j)(t)
n2j

et u(t) =
n−1∑
j=0

(
n+ j − 1

2j

)
y(j)(t)
n2j

forment une solution du système de dimension finie (6.9) telle que, pour tout entier i compris
entre 1 et n, les quantités wi(0) sont nuls et les quantités wi(1) égalent à 1.

Les semidiscrétisations de dimension finie (6.9) sont différentiellement plates puisque nous pouvons
les paramétrer par une fonction arbitraire y. Nous avons vu dans la Section 2.2.2 page 18 comment
résoudre un problème de planification de trajectoire plus général pour un système différentiellement
plat de dimension finie.

Le Lemme 6.2 page 71 présente une solution du système de dimension infinie (6.1) – (6.3) page 66
qui résout le problème de planification approchée de trajectoire consistant à amener la température
de la tige d’un état stationnaire (ω(0, ·) = 0) à un autre (ω(1, ·) = 1). Nous venons de présenter
dans le Lemme 6.4 une solution approchée au même problème de planification de trajectoire. La
figure 6.4 présente l’approximation du profil de température ainsi obtenue à partir de 15 points de
discrétisations et en prenant φ10/9(t) comme sortie plate. La figure 6.5 représente la loi de commande
obtenue.

Fig. 6.4 – Profil de température de la tige chauffée obtenu par semidiscrétisations.

Remarque 19. Pour que le Lemme 6.4 fournisse une approximation des trajectoires exactes (6.4),
il nous faut démontrer une propriété de convergence supplémentaire. En effet, une erreur est com-
mise lorsque l’on approxime les trajectoires du système de dimension infinie (6.1) – (6.3) par les
trajectoires du système semidiscrétisé (6.9) et nous devons montrer que cette erreur tend vers zéro
lorsque le nombre de semidiscrétisations tend vers l’infini. Ce résultat est présenté dans la section
suivante (Section 6.2.3 page 76). Dans le paragraphe suivant, nous donnons un exemple pour le-
quel on peut résoudre un problème de planification de trajectoire pour les systèmes semidiscrétisés
sans pour autant que ces approximations convergent vers une trajectoire du système de dimension
infinie.
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Fig. 6.5 – Commande en boucle ouverte correspondant au problème de la chaleur.

Limitations de notre approche – équation des ondes. Nous considérons une corde de lon-
gueur 1 contrôlée au bord et modélisée par le système :(

ν2∂
2

∂x2 −
∂2

∂t2

)
ω(t, x) = 0,

ω(t, 0) = 0,

ω(t, 1) = u(t),

où les deux dernières relations représentent des conditions aux bords et ν une constante posi-
tive correspondant à une vitesse de propagation. Nous invitons le lecteur intéressé par le contrôle
de ce système et plus généralement par le contrôle de système à retard à consulter la thèse
d’H. Mounier [98].

En procédant comme précédemment et avec les mêmes notations, pour tout entiers positifs n, nous
pouvons associer à notre modèle de dimension infinie la famille de systèmes de dimension finie
indexés par n :

1
(nν)2



ẅ1

ẅ2

ẅ3
...

ẅn−3

ẅn−2

ẅn−1


=



−2 1 0 . . . 0
1 −2 1 0 . . . 0
0 1 −2 1 0 . . . 0

0 . . . 0 1 −2 1 0
0 . . . 0 1 −2 1
0 . . . 0 1 −2





w1

w2

w3
...

wn−3

wn−2

wn−1


+



0
0
0
...
0
0
1


u(t).

Seule la première ligne du second membre de ce système diffère du système (6.9) page 72 qui est
une approximation du problème de la tige chauffé (6.1) – (6.3) page 66 ; on peut considérer sur ce
système l’approche développée dans la Section 6.2.2. Ainsi, en choisissant comme sortie plate y(t)
la fonction ωx(t, 0) et en utilisant le Lemme 6.3 page 73, il est possible d’obtenir la paramétrisation
suivante :

wi =
i−1∑
j=0

(
i+ j − 1
i− j

)
y(2j)

(nν)2j
.

Ce résultat n’est pas cohérent avec la physique du problème. En effet, la vitesse de propagation des
ondes étant finie, il n’est pas en général possible de commander le système en un temps inférieur
à 2/ν. Or la paramétrisation ci-dessus laisse à penser le contraire. Ce point a déjà été remarqué
dans [20, 98] et une simple simulation montre que les paramétrisations sont divergentes i.e. pour
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toutes fonctions y de classe Gevrey γ strictement supérieur à 1, les wi tendent en général vers l’infini
avec n le nombre de points de discrétisation.

Notons que le théorème de Cauchy – Kowalewska dont nous nous inspirons ne s’applique pas
à cette équation hyperbolique. Cet exemple n’invalide pas notre approche ; il montre qu’établir
des paramétrisations formelles ne suffit pas. Cette étape doit être complétée par l’étude de la
convergence des approximations.

6.2.3 Convergence des semidiscrétisations — Opérateur de Picard

La Proposition 6.2 page 69 nous assure l’existence d’une fonction ω solution du problème (6.1) – (6.3)
page 66. Pour montrer la convergence des semidiscrétisations que nous considérons, nous allons
nous inspirer de l’opérateur intégral de Picard généralement utilisé pour montrer l’existence par
approximations successives de solutions des systèmes de dimension finie. Cet opérateur est basé sur
la constatation suivante :

Lemme 6.5 La fonction (t, x)→ ω(t, x) est une solution du système d’équations aux dérivées
partielles (6.1) – (6.3) page 66 si, et seulement si, elle vérifie la relation intégrale

ω(t, x) = ω(t, 0) +
∫ x

0

∫ s

0

∂ω

∂t
(t, σ) dσds.

Preuve. Considérons l’équation de la chaleur ωx2 = ωt . Après deux intégrations, on a :

ω(t, x) = ω(t, 0) + xωx(t, 0) +
∫ x

0

∫ s

0

∂ω

∂t
(t, σ) dσds.

La condition initiale ωx(t, 0) = 0 et le choix de la sortie plate ω(t, 0) = y(t) montrent qu’une solu-
tion des équations (6.1) – (6.3) vérifient la relation :

ω(t, x) = y(t) +
∫ x

0

∫ s

0

∂ω

∂t
(t, σ) dσds.

La réciproque est immédiate par dérivation. �

Remarque 20. Cette relation nous permet de définir l’opérateur de Picard dont le point fixe est
solution de notre problème. Posons

Pv(t, x) = y(t) +
∫ x

0

∫ s

0

∂v

∂t
(t, σ) dσds.

Considérons la suite de fonctions (Pjy)j∈N telles que P0y est égal à y et P2y à P(Py). Cette suite
est constituée des approximations de la solution recherchée (cf. Proposition 6.1 page 68). Un simple
calcul montre d’ailleurs que pour tout entier i, on a :

(
P iy

)
(t, x) =

i∑
j=0

y(j)(t)
x2j

(2j)!
.

Dans le paragraphe suivant, nous remarquons qu’il est possible de montrer l’existence de la solution
et déterminer certaines de ses propriétés sans calculer l’expression exacte de la solution.
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Convergence de l’opérateur de Picard dans le cas de l’équation linéaire de la chaleur.
Par la suite, nous utilisons l’intégrale de Riemann dans notre approche car nous considérons un
intervalle d’intégration compact et des fonctions bornées. De plus, la notion de convergence utilisée
dans la suite est celle de la convergence uniforme.

Pour simplifier les notations, posons ψi := P iy pour tout entier i. Nous allons étudier la conver-
gence uniforme de la suite de fonction (ψi)i∈N. Pour commencer, sachant que (ψ1 − ψ0)(t, x) est
égal à ẏ(t)x2/2 et utilisant les propriétés d’une fonction Gevrey y explicitées dans la définition 6.3
page 69, on remarque qu’il existe M , R et γ tels que :

∀j ∈ N, Supt

∣∣∣ψ1
(j)(t, x)− ψ0

(j)(t, x)
∣∣∣ ≤ Mj!γ

Rj

x2

2
.

La linéarité de l’opérateur de Picard considéré dans notre cas, implique directement l’inégalité :

∀j ∈ N, Supt

∣∣∣ψ2
(j)(t, x)− ψ1

(j)(t, x)
∣∣∣ ≤ ∫ x

0

∫ s

0
Supt

∣∣∣ψ1
(j+1)(t, χ)− ψ0

(j+1)(t, χ)
∣∣∣ dχds.

En utilisant les inégalités précédentes, on trouve que :

∀j ∈ N, Supt

∣∣∣ψ2
(j)(t, x)− ψ1

(j)(t, x)
∣∣∣ ≤ M(j + 1)!γ

Rj

x4

4!
.

Par récurrence, on obtient aisément les inégalités :

∀i ∈ N, ∀j ∈ N, Supt

∣∣∣ψi+1
(j)(t, x)− ψi

(j)(t, x)
∣∣∣ ≤ M(j + i)!γ

Rj

x2i

(2i)!
.

Enfin, classiquement, on considère un élément de la suite (ψi)i∈N comme une somme des différences
de ses prédécesseurs pour obtenir l’inégalité :

∀n ∈ N, ∀j ∈ N, Supt

∣∣∣ψn
(j)(t, x)

∣∣∣ = Supt

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

ψi+1
(j)(t, x)− ψi

(j)(t, x)

∣∣∣∣∣ ≤ M

Rj

n−1∑
i=0

(j + i)!γ

(2i)!
x2i.

En utilisant l’inégalité classique (`+ k)! ≤ 2`+k`!k!, on peut majorer les termes de droite ci-dessus :

M(j + i)!γ

Rj

x2i

(2i)!
≤ Mj!γ

(R/2γ)j

i!γ

(2i)!
(
2γx2

)i et
M

Rj

n−1∑
i=0

(j + i)!γ

(2i)!
x2i ≤ Mj!γ

(R/2γ)j

∑
i∈N

i!γ

(2i)!
(
2γx2

)i
.

Pour tout γ est strictement inférieur à 2 et tout x strictement inférieur à 2γ/2, les suites de fonctions
indéfiniment dérivables

(
ψi

(j)
)
i∈N vérifie le critère de Cauchy ; elles convergent donc simplement.

De plus, elles convergent uniformément vers une fonction ψ∞ et ses dérivées. Cette fonction est
donc bien définie et indéfiniment dérivable vis-à-vis de x et de t. Enfin, cette fonction est de classe
Gevrey γ vis-à-vis du temps et analytique vis-à-vis de l’espace.

Schéma numérique dérivé de la méthode de Picard. Notre intention est d’utiliser la mé-
thode de Picard pour approximer des solutions dans des situations où l’obtention de formules
explicites est difficiles. Nous venons de voir que la solution recherchée w est point fixe de l’opéra-
teur P :

Pω(t, x) = y(t) +
∫ x

0

∫ s

0

∂ω

∂t
(t, σ) dσds. (6.10)
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Cette intégrale peut être approximée par la méthode classique des sommes de Riemann. Ainsi,
avec n points de discrétisations, pour tout x dans [i/n, (i+ 1)/n] et tout entier positif i strictement
inférieur à n, on approche l’expression (6.10) par la somme :

Pnω (t, x) = y(t) +
1
n2

i−1∑
j=0

j∑
k=0

∂ω

∂t

(
t,
k

n

)
. (6.11)

Pour un entier n fixé, considérons les fonctions (Pn
jy)j∈N telles que Pn

0y est égal à y et Pn
2y

à Pn(Pny). Pour tout entier i strictement inférieur à n et pour tout x compris entre i/n et (i+ 1)/n,
on a :

(Pn y) (t, x) = y(t) +
i(i− 1)

2n2
ẏ(t),

(
Pn

2y
)
(t, x) = y(t) +

i(i− 1)
2n2

ẏ(t) +
(i+ 1)i(i− 1)(i− 2)

12n4
ÿ(t).

Comme l’opérateur P, cet opérateur est contractant (il est même stationnaire après i itérations)
mais nous n’avons pas besoin de l’expliciter. En effet, remarquons que les rapports entre l’intégration
et la dérivation trouvent un analogue dans le cadre des différences finies. Ainsi, on a :

∂2

∂x2 Pω(t, x) =
∂ω

∂t
(t, x) et

(
1− 2δ− 1

n
+ δ− 1

n

2
)
Pnω

(
t,
i

n

)
=

1
n2

∂ω

∂t

(
t,
i− 1
n

)
,

où le terme de gauche correspond à une différence finie d’ordre 2 utilisée dans la méthode des
lignes. Le symbole ω représente la solution exacte et le symbole w désigne le point fixe (w = Pnw)
de l’opérateur de Picard approximé. De plus, pour tout entier i compris entre 0 et n, les symboles wi

représentent les fonctions w(t, i/n)(t). La fonction w vérifie la relation :

w

(
t,
i

n

)
= 2w

(
t,
i− 1
n

)
+

1
n2

∂w

∂t

(
t,
i− 1
n

)
− w

(
t,
i− 2
n

)
.

Pour tout entier n, la fonction en escalier w(t, x) est définie par la relation w(t, x) = wi(t) avec x
dans [i/n, (i+ 1)/n] et l’entier i compris entre 0 et n ; les fonctions wi(t) vérifient la récurrence
linéaire suivante :

wi = 2wi−1 +
1
n2

∂wi−1

∂t
− wi−2, w1 = w0 = y(t).

Cette récurrence linéaire est à la base du Lemme 6.3 page 73 et donc elle permet de calculer
les paramétrisations des trajectoires du système de dimension finie (6.9) page 72 qui approxime
le système de dimension infinie (6.1) – (6.3) page 66. Nous pouvons maintenant montrer que les
solutions approchées que nous calculons par la méthode des semidiscrétisations convergent bien
vers la solution du problème de planification de trajectoire considéré.

Proposition 6.3 Soient ω(t, x) un point fixe de l’opérateur P et, pour tout entier n, la fonc-
tion w(t, x) définie par w(t, x) = wi(t) pour tout x dans

[
i/n, (i+ 1)/n

]
. En notant y la fonc-

tion φγ(t) avec γ inférieur ou égal 2, on a les propriétés suivantes :

i. ω(t, x) est une trajectoire du système de dimension infinie (6.1) – (6.3) qui résout le problème
de planification de trajectoire ω(0, ·) = 0 et ω(1, ·) = 1 ;

ii. sup(t, x)

∣∣ω(t, x)− w(t, x)
∣∣ = O(1/n) ;

iii. w(t, x) est une trajectoire du système de dimension finie (6.9) qui résout le problème de
planification de trajectoire w(0, ·) = 0 et w(1, ·) = 1 ;
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Preuve. L’assertion i est une conséquence du Lemme 6.2 page 71 et du Lemme 6.5 page 76.
L’assertion iii est une conséquence du Lemme 6.4 et du Lemme 6.3 page 73. Il nous reste donc à
montrer l’assertion ii. Nous ne ferons que donner les grandes lignes de cette démonstration simple
mais technique qui repose principalement sur les propriétés du développement de Taylor. Remar-
quons que la méthode des sommes de Riemann permet l’approximation par une somme finie de
l’intégrale d’une fonction v suffisamment régulière. Pour tout x dans [i/n, (i+ 1)/n], on a :

sup(t, x)

∣∣∣∣Pv(t, x)− Pnv(t, x)
∣∣∣∣ = sup(t, x)

∣∣∣∣∣∣
∫ x

0

∫ s

0

∂v

∂t
(t, σ) dσds−

i−1∑
j=0

j∑
k=0

∂v

∂t

(
t,
k

n

)∣∣∣∣∣∣ = o(1/n)

et sup(t, x) |Pvt − Pnvt| = o(1/n). Par ailleurs, les opérateurs P et Pn sont des opérateurs contrac-
tants (il s’agit d’opérateurs de Picard). Pour une condition initiale y(t) suffisamment régulière, on
a :

sup(t, x)

∣∣∣∣ω(t, x)− Pjy(t)
∣∣∣∣ = o(1/j) et sup(t, x)

∣∣∣∣w(t, x)− Pn
jy(t)

∣∣∣∣ = o(1/j).

Nous renvoyons à un traité d’analyse (par exemple [61]) pour les résultat classiques mais techniques
concernant les sommes de Riemann. Remarquons que pour toutes fonctions f et g suffisamment
régulières telles que sup(t, x) | f − g | = o(1/n) et sup(t, x) | ft − gt | = o(1/n) ; on a :

sup(t, x)

∣∣Pf − Png
∣∣ = sup(t, x)

∣∣∣∣∣∣
∫ x

0

∫ s

0

∂f − g
∂t

+
∫ x

0

∫ s

0

∂g

∂t
−

i−1∑
j=0

j∑
k=0

∂g

∂t

(
t,
k

n

)∣∣∣∣∣∣ = o(1/n).

L’inégalité triangulaire permet donc de conclure que l’on a sup(t, x) |ω(t, x)− w(t, x) | = o(1/n). �

Remarque 21. Les remarques ci-dessus montrent que le choix de la semidiscrétisation utilisée dans
la méthode des lignes n’est pas arbitraire et ne dépend que du choix de la méthode d’approximation
de l’opérateur intégral de Picard.

L’approximation d’une intégrale par la méthode des sommes de Riemann est générale et ne
dépend pas de la nature du second membre. Ainsi, cette approche peut être utilisée (sous les
réserves d’usages d’existence et de convergence) pour des systèmes plus généraux décrits par une
équation d’évolution du type ωxx = f(t, x, ωx, ωt, ω). Le chapitre suivant est consacré à expliciter
trois exemples.

Version complétée – 26 avril 2006

te
l-0

04
01

88
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
00

9



80

Version complétée – 26 avril 2006

te
l-0

04
01

88
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
00

9



Chapitre 7

Illustrations dans le cas non linéaire

Nous regroupons dans ce chapitre une série de résultats théoriques et expérimentaux relatifs à
l’usage de la méthode seminumérique présentée dans le chapitre précédent. C’est l’occasion de
montrer sur des exemples concrets comment choisir une sortie plate et un schéma numérique per-
mettant de donner une solution à un problème de planification approchée de trajectoire.

Dans la dernière section, nous présentons un modèle de tige flexible et nous résolvons un problème
de planification approchée que nous ne savons pas aborder autrement que par notre méthode.
Nous présentons une simulation numérique et nous estimons numériquement la convergence des
commandes approchées obtenues lorsque le pas de discrétisation tend vers zéro.

7.1 Illustration par deux exemples académiques de type diffusion

Dans cette section, on se propose d’illustrer l’approche développée dans le chapitre précédent sur des
problèmes non linéaires de planification approchée de trajectoire. Nous considérons deux problèmes
de Cauchy du type suivant 

ωxx − f(ω, ωt, ωx) = 0,
ωx(t, 0) = 0,
ω(t, 1) = u(t),

où x est dans [0, 1] et u(t) représente une commande agissant en x = 1. Loin de traiter le cas
général, nous étudions ce problème pour f(ω, ωt, ωx) = ωt + ω3 et f(ω, ωt, ωx) = ωt + ωωx sans
faire une étude complète de la contrôlabilité de ces systèmes.

Nous considérons le problème de planification approchée de trajectoire suivant : le profil de tem-
pérature initial est ω(0, ·) = 0 et on cherche à déterminer une loi de commande ω(t, 1) = u(t) en
boucle ouverte telle qu’à l’instant t = 1 le profil de température final soit arbitrairement proche
de ω(1, ·) = 1.

Un résultat combinatoire. Dans le chapitre précédent, nous avons utilisé sans démonstration
un résultat d’existence et de régularité d’une solution de l’équation de la chaleur (Proposition 6.2
page 69). Ce résultat se distingue du résultat classique de Cauchy & Kowalewska par l’hypothèse
de régularité de type Gevrey faite sur la condition initiale.

Nous utiliserons deux résultats similaires dans ce chapitre mais cette fois nous ne ferons pas l’éco-
nomie des démonstrations pour lesquelles nous n’avons pas trouvé de références adéquates. Ainsi,
nous prouvons que les problèmes de Cauchy que nous considérons ont une unique solution régulière

81
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si la condition initiale est une fonction de classe Gevrey convenable. Ces démonstrations reposent
sur la méthode des séries majorantes et s’inspirent de la stratégie de démonstration introduite par
M. Gevrey dans [57] (voir l’article [86] pour un autre exemple du même type). Cette approche
utilise deux inégalités combinatoires que nous regroupons dans le lemme suivant (nous renvoyons
à [57] pour leur démonstration).

Lemme 7.1 Soient trois entiers positif i, j et l ainsi qu’un nombre réel γ supérieur ou égal à 1
et un ensemble de réels (ck)0≤k≤l. On a l’égalité et l’inégalité suivantes.

i! (i+ j + l + 1)!
(i+ j + 1)!

=
l∑

r=0

(
l

r

)
(j + r)! (i+ l − r)!,

l∑
r=0

ck
γ ≤

(
l∑

r=0

ck

)γ

.

7.1.1 Équation semilinéaire de la chaleur

Le problème de la commandabilité approchée de l’équation de la chaleur semilinéaire a été étudié
dans [39] à l’aide d’un cadre d’analyse fonctionnelle inspiré de la méthode HUM de J.-L. Lions.
Notre étude se propose d’envisager le problème sous un angle plus restreint et calculatoire. Pour ce
faire, nous considérons le problème de Cauchy suivant :

ωt + ω3 − ωxx = 0,
ωx(t, 0) = 0,
ω(0, x) = 0,
ω(1, x) = 1,
ω(t, 1) = u(t).

(7.1)

Remarquons que le système ne peut être stabilisé en pratique autour de l’état final ω(1, x) = 1 ; le
choix de cet état dans notre étude est purement illustratif.

Existence et régularité d’une solution. La proposition suivante établit un résultat d’existence
et de régularité d’une solution du système (7.1) avec pour condition initiale y une fonction du temps
de classe Gevrey. Remarquons que cette proposition n’assure pas l’existence d’une sortie plate y
permettant d’obtenir ω(0, x) = 0 et ω(1, x) = 1 ; ce point sera considéré dans la suite.

Proposition 7.1 Soit y(t) une fonction régulière du temps telle que supt

∣∣ y(h)(t)
∣∣ ≤ mh!γ/rh avec γ

inférieur à 2 et strictement supérieur à 1. Considérons le problème de Cauchy suivant
ωt + ω3 − ωxx = 0,

ωx(t, 0) = 0,
ω(t, 0) = y(t).

Il existe une unique solution ω(t, x) de ce système qui soit analytique en x et Gevrey de classe γ
en t. De plus, le rayon de convergence en x de cette série est supérieur ou égal à 1/

√
1/r +m2/2 .

Preuve. Considérons une solution formelle ω(t, a) =
∑

i∈N ai(t)xi/i! du problème ci-dessus, nous
allons montrer que, moyennant une condition sur le rayon de convergence en x, la solution ω a les
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propriétés de régularité annoncées. Remarquons tout d’abord que si ω est une solution, alors ses
coefficients vérifient la relation de récurrence :

ai = ai−2
′ +

∑
j+k+l = i−2

aj ak al. (7.2)

Nous cherchons à démontrer la propriété de régularité suivante :

sup
t∈[0, 1]

∣∣∣ ai
(h)
∣∣∣ ≤ mRi

rh

(h+ i)!γ

(i!)γ−1
.

Par hypothèse, cette propriété est vraie pour a0 = y et pour a1 = 0 ; nous allons la démontrer par
récurrence. Nous supposons donc que cette propriété est vraie jusqu’à l’ordre h− 1. La relation de
récurrence (7.2) montre que pour tout t on a :

∣∣∣ ai
(h)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ai−2

(h+1)
∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

∑
j+k+l = i−2

(aj ak al)(h)

∣∣∣∣∣∣. (7.3)

Pour établir notre résultat, il nous faut majorer convenablement le dernier terme de cette inégalité,
et pour ce faire, nous allons l’expliciter. Tout d’abord remarquons que

∑
j+k+l = i−2

aj ak al =
i−2∑
j=0

aj

∑
k+l = i−2−j

ak al =
i−2∑
j=0

aj

i−2−j∑
k=0

(
i− 2− j

k

)
ak ai−2−j−k.

Nous nous intéressons à la dérivée d’ordre h de cette expression et aux relations :

∑
j+k+l = i−2

(aj ak al)(h) =
i−2∑
j=0

h∑
m=0

(
h

m

)
aj

(h−m)
i−2−j∑
k=0

(
i− 2− j

k

)
(ak ai−2−j−k)(m),

=
i−2∑
j=0

i−2−j∑
k=0

h∑
m=0

m∑
n=0

(
i− 2− j

k

)(
h

m

)(
m

n

)
aj

(h−m) ak
(m−n) ai−2−j−k

(n).

Grâce à l’hypothèse de récurrence, nous savons majorer les termes du type ap
(q) qui interviennent

dans cette somme ; ainsi, l’expression ci-dessus est majorée par :

m3Ri−2

rh
(h+i)!γ

i!γ−1

∑i−2
j=0

∑i−2−j
k=0

∑h
m=0

∑m
n=0

(
i−2−j

k

)(
h
m

)(
m
n

) i!γ−1 (h−m+j)!γ (m−n+k)!γ (n+i−2−j−k)!γ

(h+i)!γ j!γ−1 k!γ−1 (i−2−j−k)!γ−1 .

Nous allons à présent utiliser les résultats du Lemme 7.1 page 82 pour majorer les sommes inter-
venant dans l’expression ci-dessus. En combinant ces majorations, on constate que :

m∑
n=0

(
m

n

)
(m− n+ k)!γ (n+ i− 2− j − k)!γ ≤ (i− j − k − 2)!γ k!γ (m+ i− j − 1)!γ

(i− j − 1)!γ
.

Cette relation induit la simplification suivante dans l’expression que nous cherchons à majorer.

m3Ri−2

rh
(h+i)!γ

i!γ−1

∑i−2
j=0

∑i−2−j
k=0

∑h
m=0

(
i−2−j

k

)(
h
m

) i!γ−1 (i−j−k−2)! k! (h−m+j)!γ (m+i−j−1)!γ

(h+i)!γ j!γ−1 (i−j−1)!γ
.

Le Lemme 7.1 permet de montrer la majoration suivante :

h∑
m=0

(
h

m

)
(h−m+ j)!γ (m+ i− j − 1)!γ ≤ (i− j − 1)!γ j!γ (h+ i)!γ

i!γ
.
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Une fois encore, cette relation induit la simplification suivante dans l’expression que nous cherchons
à majorer.

m3Ri−2

rh

(h+ i)!γ

i!γ−1

i−2∑
j=0

i−2−j∑
k=0

(
i− 2− j

k

)
j! k! (i− j − k − 2)!

i!
=

m3Ri−2

rh

(h+ i)!γ

i!γ−1

i−2∑
j=0

j! (i− j − 2)!
i!

.

La relation (7.3) montre que l’on a

∣∣∣ ai
(h)
∣∣∣ ≤ mRi

rh

(h+ i)!γ

(i!)γ−1

(i− 1)γ−1

r iR2
+
(m
R

)2
i−2∑
j=0

j! (i− j − 2)!
i!

. (7.4)

Rappelons que le terme (i− 1)γ−1/i est inférieur à 1 par hypothèse ; de plus la somme ci-dessus
est inférieure ou égale à 1/2. Ainsi, la série ω est de classe Gevrey γ en t et analytique en x
pour R ≥

√
1/r +m2/2 . C’est une conséquence de la formule de Cauchy –Hadamard donnant le

rayon de convergence à partir des inégalités (7.4). �

Remarquons que ce résultat donne une borne inférieure sur le rayon de convergence des solutions
et non pas une borne supérieure qui permettrait d’éviter les singularités. Nous allons considérer
maintenant l’opérateur de Picard introduit dans la section 6.2.3 page 76 et étudier sa convergence
dans le cas présent. Pour commencer, il est commode de prouver la proposition suivante :

Proposition 7.2 Soient f une fonction analytique et g est une fonction de classe Gevrey γ avec
des ensembles de définition adéquates ; la fonction f ◦ g est une fonction de classe Gevrey γ.

Preuve. Ce résultat se base sur la formule classique de Faá di Bruno univariée :

(f ◦ g)(n)(t) = n!
∑ f (k) ◦ g(t)

k1! · · · kn!

(
g(1)(t)

1!

)k1
(
g(2)(t)

2!

)k2

· · ·

(
g(n)(t)
n!

)kn

où k := k1 + · · ·+ kn et pour laquelle la sommation s’effectue sur l’ensemble des valeurs entières
positives des k1, . . . , kn tels que n = k1 + 2k2 + · · ·+ nkn. De plus,

– la fonction f étant supposée analytique, il existe deux rééls Mf et Rf tels que, pour tout
entier j, on ait supt

∣∣ f (j)(t)
∣∣ ≤Mf j!/R

j
f .

– la fonction g étant supposée de classe Gevrey γ, il existe deux rééls Mg et Rg tels que pour
tout entier j, on ait supt

∣∣ g(j)(t)
∣∣ ≤Mgj!γ/R

j
g.

En utilisant l’inégalité classique (`+ k)! ≤ 2`+k`!k!, on peut tenir compte du caractère analytique
de la fonction f pour obtenir à partir de l’inégalité :

sup
t

∣∣∣(f ◦ g)(n)(t)
∣∣∣ ≤ n!

∑
2k sup

t

∣∣∣∣∣f (k) ◦ g(t)
k!

∣∣∣∣∣ sup
t

∣∣∣∣∣g(1)(t)
1!

∣∣∣∣∣
k1

sup
t

∣∣∣∣∣g(2)(t)
2!

∣∣∣∣∣
k2

· · · sup
t

∣∣∣∣∣g(n)(t)
n!

∣∣∣∣∣
kn

la majoration suivante :

sup
t

∣∣∣(f ◦ g)(n)(t)
∣∣∣ ≤ n!Mf

∑ 2k

Rf
k

n∏
i=1

sup
t

∣∣∣∣∣g(i)(t)
i!

∣∣∣∣∣
ki

.

De même, la fonction g étant de classe Gevrey, on obtient la majoration :

sup
t

∣∣∣(f ◦ g)(n)(t)
∣∣∣ ≤ n!Mf

∑ 2k

Rf
k

n∏
i=1

i!ki(γ−1)Mg
ki

Rg
iki

≤Mf
n!
Rg

n

∑(
2Mg

Rf

)k n∏
i=1

i!ki(γ−1).
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Puisque chaque instance de l’entier k est inférieur ou égal à n, on obtient l’inégalité :

sup
t

∣∣∣(f ◦ g)(n)(t)
∣∣∣ ≤Mf

n!(
RgRf

2Mg

)n ∑ n∏
i=1

i!ki(γ−1).

Pour finir, constatons que le produit
∏n

i=1 i!
ki(γ−1)/n!γ−1 est inférieur à 1. En effet, chaque ki est

strictement inférieur à n/i et la fonction Γ(x)n/x étant strictement croissante sur [1, n], chaque terme
de ce produit est inférieur à 1. Ce fait justifie cette constatation et le fait que

∏n
i=1 i!

ki(γ−1) ≤ n!γ−1.
Pour finir, il nous reste à constater l’existence d’une constante C telle que le cardinal de l’ensemble
des valeurs entières positives des k1, . . . , kn soit inférieur à Cn (pour s’en convaincre, remarquons
de nouveau que chaque ki est strictement inférieur à n/i ; ceci nous permet de majorer le cardinal
de l’ensemble des ki par le produit

∏n
i=1 n/i = nn/n!, il ne reste qu’à utiliser la formule de Stirling

pour conclure). Ainsi, pour tout entier n, il existe des constantes telles que :

sup
t

∣∣∣(f ◦ g)(n)(t)
∣∣∣ ≤Mf

n!γ(
RgRf

2CMg

)n .
Cette dernière majoration permet de conclure la preuve. �

En utilisant les notations présentées page 77, posons ψi := P iy pour tout entier i. Nous allons étudier
la convergence uniforme de la suite de fonction (ψi)i∈N. Pour commencer, sachant que (ψ1 − ψ0)(t, x)
est égal à (ẏ(t) + y3(t))x2/2 et utilisant les propriétés d’une fonction Gevrey y explicitées dans la
définition 6.3 page 69 et la proposition ci-dessus, on remarque qu’il existe M , R et γ tels que :

∀j ∈ N, Supt

∣∣∣ψ1
(j)(t, x)− ψ0

(j)(t, x)
∣∣∣ ≤ Mj!γ

Rj

x2

2
.

À partir de cette proposition et de la relation (7.2), il est possible d’établir un schéma numérique
qui approxime une solution du problème. Mais ce schéma est complexe à déterminer et surtout à
mettre en œuvre, nous proposons donc d’utiliser la méthode exposée dans le chapitre précédent.

Semidiscrétisation et schéma numérique. Comme nous l’avons fait dans la Section 6.2.3
page 76, nous allons approximer la trajectoire ω(t, x) solution du problème de Cauchy de dimension
infinie (7.1) page 82 par une fonction w(t, x) telle que

i. pour tout entier n et pour tout entier i compris entre 0 et n, on pose w(t, x) = wi(t) pour
tout x dans

[
i/n, (i+ 1)/n

]
avec les fonctions wi(t) définies par un schéma numérique précisé

dans la suite ;
ii. sup(t, x)

∣∣ω(t, x)− w(t, x)
∣∣ = o(1/n) ;

iii. on a les contraintes w(0, ·) = 0 et w(1, ·) = 1.
Il nous reste à exhiber le schéma numérique qui va nous permettre de faire notre approximation en
calculant les wi(t). Le problème de Cauchy (7.1) est équivalent à trouver le point fixe de l’applica-
tion :

Pω(t, x) = ω(t, 0) +
∫ x

0

∫ s

0
ω3(t, σ) +

∂ω

∂t
(t, σ) dσds.

En utilisant la méthode d’intégration numérique des sommes de Riemann, cette expression peut
être approximée par la discrétisation suivante :

Pnw

(
t,
i

n

)
= y(t) +

1
n2

i−1∑
j=0

j∑
k=0

w3

(
t,
k

n

)
+
∂w

∂t

(
t,
k

n

)
.
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Cette discrétisation vérifie la relation(
1− 2δ− 1

n
+ δ− 1

n

2
)
Pnw

(
t,
i

n

)
=
w3

n2

(
t,
i− 1
n

)
+

1
n2

∂w

∂t

(
t,
i− 1
n

)
,

qui induit le schéma numérique suivant ;

wi = 2wi−1 +
wi−1

3

n2
+

1
n2

∂wi−1

∂t
− wi−2, avec w1 = w0 = y(t). (7.5)

Ce schéma permet de calculer les fonctions wi(t). Il nous faut à présent déterminer une sortie plate
permettant d’assurer la condition iii.

Choix de la sortie plate – Planification de trajectoire. Nous avons établit dans la Propo-
sition 7.1 page 82 une borne inférieure sur le rayon de convergence des solutions du problème (7.1)
page 82 en fonction des propriétés de la fonction y utilisée comme condition initiale. Remarquons
que le choix d’une fonction φγ ne convient pas à la résolution de ce problème du fait du terme de
« rayonnement » ω3 présent dans l’équation d’évolution.

Nous ne disposons pas de paramétrisation exacte des solutions du problème (7.1) mais nous avons
des conditions sur la sortie plate y imposée par le schéma numérique (7.5) et les conditions w(0, ·)
et w(1, ·). Dans notre cadre, une stratégie générale pour déterminer une approximation de la sortie
plate y consiste à trouver deux polynômes p =

∑n
i=0 pi t

i/i! et q =
∑n

i=0 qi t
i/i! tels que

p0 = w(0, 0),
q0 = w(1, 0),

et
pj+1 = ∂2w(0, x)

∂x2 (0)− pj
3,

qj+1 = ∂2w(1, x)
∂x2 (0)− qj3,

pour 1 ≤ i ≤ n.

Lemme 7.2 Avec les notations de la Proposition 6.1 page 70, la sortie plate y = qφγ + (1− φγ)p
permet de construire une solution approchée du problème de planification de trajectoire (7.1).

Nous présentons dans la figure 7.1 le profil de la fonction w(t, x) obtenue en utilisant la sortie y
que nous venons de calculer.

Fig. 7.1 – Profil de température de la tige chauffée semilinéaire au cours du temps.

Dans la section suivante, nous présentons un autre exemple d’application de notre méthode. Cet
exemple permet d’illustrer le choix de l’approximation numérique utilisée pour remplacer le pro-
blème initial de dimension infinie par un problème de dimension finie.
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

w(t,0)

    1t

Fig. 7.2 – La sortie plate utilisée et la commande en boucle ouverte obtenue.

7.1.2 Équation de Burger non linéaire avec diffusion

L’équation introduite par J.M. Burger dans les années cinquante est un modèle simple des interac-
tions entre les phénomènes de convection et de diffusion. Bien que la transformation de Cole –Hopf
permette de linéariser exactement cette équation, nous allons tout de même lui appliquer la méthode
présentée dans ce chapitre à titre d’illustration. En effet, cette transformation utilise un logarithme
qui ne nous permet pas de déduire directement la planification de trajectoire pour l’équation de
Burger à partir de celle faite pour l’équation de la chaleur. Nous considérons le problème de Cauchy
suivant : 

ωt + ωωx − ωxx = 0,
ωx(t, 0) = 0,
ω(0, x) = 0,
ω(1, x) = 1,
ω(t, 1) = u(t).

(7.6)

La valeur du coefficient de viscosité qui intervient généralement dans le terme de diffusion ne modifie
en rien l’étude qui suit ; nous spécialisons donc arbitrairement ce coefficient à un. Par ailleurs, nous
renvoyons à [109] pour l’étude de l’équation de Burger sans terme de diffusion dans le cadre de la
platitude différentielle.

Existence et régularité d’une solution. La proposition suivante établit un résultat d’exis-
tence et de régularité d’une solution du système (7.6). Remarquons que cette proposition n’assure
pas l’existence d’une sortie plate y permettant d’obtenir ω(0, x) = 0 et ω(1, x) = 1 ; ce point sera
considéré dans la suite.

Proposition 7.3 Soit y(t) une fonction régulière du temps telle que supt

∣∣ y(h)(t)
∣∣ ≤ mh!γ/rh avec γ

inférieur à 2 et strictement supérieur à 1. Considérons le problème de Cauchy suivant
ωt + ωωx − ωxx = 0,

ωx(t, 0) = 0,
ω(t, 0) = y(t).

Il existe une unique solution ω de ce système qui soit analytique en x et Gevrey de classe γ en t.
De plus, le rayon de convergence en x de cette série est supérieur à 2/(m+

√
m2 + 4/r).

Preuve. Considérons une solution formelle ω =
∑

i∈N ai(t)xi/i! du problème ci-dessus, nous allons
montrer que, moyennant une condition sur le rayon de convergence en x, la solution ω a les propriétés
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de régularités annoncés. Remarquons tout d’abord que si ω est une solution, alors ses coefficients
vérifient la relation de récurrence :

ai = ai−2
′ +

i−2∑
j=0

(
i− 2
j

)
aj ai−j−1. (7.7)

Nous cherchons à démontrer la propriété de régularité suivante :

sup
t∈[0, T ]

∣∣∣ ai
(h)
∣∣∣ ≤ mRi

rh

(h+ i)!γ

(i!)γ−1
.

Par hypothèse, cette propriété est vraie pour a0 = y et pour a1 = 0 ; nous allons la démontrer par
récurrence. Nous supposons donc que cette propriété est vraie jusqu’à l’ordre h− 1. La relation de
récurrence (7.7) montre que

∣∣∣ ai
(h)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ai−2

(h+1)
∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

i−2∑
j=0

h∑
l=0

(
i− 2
j

)(
h

l

)
aj

(h−l) ai−j−1
(l)

∣∣∣∣∣∣. (7.8)

Pour établir notre résultat, il nous faut majorer convenablement le dernier terme de cette inégalité,
et pour ce faire, nous allons utiliser l’hypothèse de récurrence et les résultats du Lemme 7.1 page 82.
En combinant ces majorations, on constate que :

h∑
l=0

(
h

l

)
aj

(h−l)ai−j−1
(l) ≤ m2Ri−1

rh

h∑
l=0

(
h

l

)
(h+ j − l)!γ

j!γ−1

(i+ l − j − 1)!γ

(i− j − 1)!γ−1
,

≤ m2Ri−1 j! (i− j − 1)! (h+ i)!γ

rh i!γ
.

Ainsi, cette inégalité et la relation (7.8) montrent que l’on a

∣∣∣ ai
(h)
∣∣∣ ≤ mRi

rh

(h+ i)!γ

(i!)γ−1

(i− 1)γ−1

r iR2
+
m

R

i−2∑
j=0

(
i− 2
j

)
j! (i− j − 1)!

i!

. (7.9)

Rappelons que le terme (i− 1)γ−1/i est inférieur à 1 par hypothèse ; de plus la somme ci-dessus
est égale à 1/2. Ainsi, la série ω est de classe Gevrey γ en t et analytique en x pour R positif
tel que R2 −mR− 1/r ≥ 0. Encore une fois, ce résultat est une conséquence de la formule de
Cauchy –Hadamard et des inégalités (7.9). �

Semidiscrétisation. Comme nous l’avons fait dans la Section 6.2.3 page 76, nous allons ap-
proximer la trajectoire ω(t, x) solution du problème de Cauchy de dimension infinie (7.6) par une
fonction w(t, x) telle que

i. pour tout entier n et pour tout entier i compris entre 0 et n, on pose w(t, x) = wi(t) pour
tout x dans

[
i/n, (i+ 1)/n

]
avec les fonctions wi(t) définies par un schéma numérique à

préciser ;

ii. sup(t, x)

∣∣ω(t, x)− w(t, x)
∣∣ = o(1/n) ;

iii. on a les contraintes w(0, ·) = 0 et w(1, ·) = 1.
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Il nous reste à exhiber le schéma numérique qui va nous permettre de faire notre approximation.
Le problème de Cauchy (7.6) est équivalent à trouver le point fixe de l’application :

Pω(t, x) = ω(t, 0) +
∫ x

0

∫ s

0
ω(t, σ)ωx(t, σ) +

∂ω

∂t
(t, σ) dσds.

Après une intégration par partie, on obtient :

ω(t, x) = ω(t, 0) + x
ω2(t, 0)

2
+
∫ x

0

ω2(t, s)
2

ds+
∫ x

0

∫ s

0

∂ω

∂t
(t, σ) dσds.

En utilisant la méthode des sommes de Riemann, cette expression peut être approximée par la
discrétisation suivante :

Pnw

(
t,
i

n

)
= y(t) +

i

2n
y2(t) +

1
2n

i−1∑
j=0

w2

(
t,
j

n

)
+

1
n2

i−1∑
j=0

j∑
k=0

∂w

∂t

(
t,
k

n

)
.

Cette discrétisation vérifie la relation(
1− 2δ− 1

n
+ δ− 1

n

2
)
Pnw

(
t,
i

n

)
=
w2

2n

(
t,
i− 1
n

)
− w2

2n

(
t,
i− 2
n

)
+

1
n2

∂w

∂t

(
t,
i− 1
n

)
,

qui induit le schéma numérique suivant permettant de définir les fonctions wi(t) :

wi = 2wi−1 +
wi−1

2

2n
+
ẇi−1

n2
− wi−2 −

wi−2
2

2n
, avec w1 = w0 = y(t). (7.10)

Il nous reste à présent à déterminer une sortie plate convenable.

Choix de la sortie plate – Planification de trajectoire. La méthode utilisée dans la sec-

    1

x

    0
    1 t

0

1

1.77

w(t,x)

Fig. 7.3 – Profil de vitesse d’un gaz de particule obéissant à l’équation de Burger.

tion précédente s’applique pour déterminer la sortie plate y. Dans ce cas, il nous suffit de prendre
une fonction φγ présentée page 70. Ainsi, on obtient le profil présenté dans la figure (7.3) avec la
commande présentée dans la figure 7.4. Cette similitude n’est en rien surprenante puisque la trans-
formation de Cole – Hopf permet de réinterpréter l’équation de Burger sous la forme de l’équation
de la chaleur.
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Fig. 7.4 – Comparaison de la commande du problème de la chaleur et de celle de Burger obtenues
avec la même sortie plate.

7.2 Illustration par un modèle non linéaire de tige flexible

Nous considérons dans ce chapitre le problème de la commande en boucle ouverte d’un modèle non
linéaire de tige flexible plane. Par cet exemple académique, nous cherchons à montrer que l’approche
développée dans les chapitres précédents permet d’étudier le comportement d’un modèle que nous
ne savons pas traiter autrement.

Après avoir présenté l’équation d’Euler – Lagrange qui décrit notre exemple, nous en donnons une
semidiscrétisation qui permet de résoudre, de manière approchée, un problème de planification de
trajectoire. Pour finir, nous présentons une simulation numérique et nous étudions la convergence
des commandes approchées obtenues lorsque le pas de discrétisation tend vers zéro.

7.2.1 Une modélisation de tige flexible non linéaire

L’étude du contrôle des modèles linéaires de tiges flexibles repose principalement sur les propriétés
de l’équation d’Euler –Bernoulli. Pour ce type de problèmes, nous renvoyons le lecteur intéressé à
l’article [49] pour plus de références sur ce sujet et pour une solution élégante utilisant la platitude.

Remarque 22. Dans la suite, nous ne supposons pas que la flexion de la tige soit faible et nous
n’utilisons donc pas une modélisation de type Euler –Bernoulli.

Nous considérons une tige flexible de masse m et de longueur L. Nous supposons que la posi-
tion

(
u1(t), u2(t)

)
d’une de ces extrémités s = L est contrôlée dans le plan et que la fonction ω(t, s)

représente la tangente à la tige à l’abscisse s et au temps t.
Pour finir, nous supposons que l’orientation ω(t, L) (noté u3(t)) de l’extrémité de la tige s = L

est elle aussi contrôlée et que l’autre extrémité s = 0 est solidaire d’une masse M . Ces hypothèses
sont schématisées dans la figure 7.5.

Équations d’Euler – Lagrange du modèle. Fixons nous un référentiel dans le plan. La posi-
tion

(
x(t, s), y(t, s)

)
d’un point d’abscisse s sur la tige s’obtient par les relations :

x(t, s) = x(t, L) +
∫ s
0 cos

(
ω(t, σ)

)
dσ,

y(t, s) = y(t, L) +
∫ s
0 sin

(
ω(t, σ)

)
dσ.

(7.11)

Le comportement de notre tige sur un intervalle de temps [0, T ] peut être décrit à partir du
Lagrangien classique suivant : ∫ L

0
C(∂sω)2 − ρ

(
(∂tx)2 + (∂ty)2

)
,
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(0,0)

M

(U1,U2)

U3

Fig. 7.5 – Description de la tige flexible non linéaire considérée.

où C représente un coefficient de flexibilité et ρ la masse linéique m/L. Après quelques intégrations
par partie, on obtient l’équation aux dérivées partielles suivante :

C

ρ
∂s2ω − sin(ω)

∫ s

0
∂t2x+ cos(ω)

∫ s

0
∂t2y = 0, (7.12)

ainsi que les conditions aux limites :

ω(t, L) = u3(t), ∂sω (t, L) = 0 et C ∂sω (t, 0) = ∂s2ω (t, 0) + J ∂t2ω (t, 0),

où J représente le moment d’inertie de la masse M . Nous renvoyons à [14] pour plus de précisions
sur la modélisation de structures flexibles.

Comportement souhaité de la tige. Nous cherchons à faire parcourir à la masse M un demi-
cercle en un temps donné T . De plus, nous souhaitons garantir l’absence de vibrations en fin de
mouvement en imposant que la tige parte et arrive avec une vitesse nulle. Enfin, pour t = 0 et t = T ,
la tige est sans flexion et son extrémité s = L est positionnée en (0, 0). Ce mouvement de la masseM
correspond à la trajectoire de l’extrémité s = 0 obtenue en imposant les relations :

ω(t, 0) = π · φγ(t), x(t, 0) = L cos
(
ω(t, 0)

)
, y(t, 0) = L sin

(
ω(t, 0)

)
, (7.13)

où φγ représente la fonction plateau (6.6) introduite page 70. Ce comportement est illustré par la
figure 7.6 page 93.

7.2.2 Calcul d’une loi de commande en boucle ouverte – Simulation numérique

Pour approximer l’équation aux dérivées partielles (7.12) en suivant la méthode des lignes exposée
dans la section 6.2.1 page 71, posons pour tout entier i compris entre 0 et n :

wi(t) = w
(
t, (n− i)L/n

)
, xi(t) = x

(
t, (n− i)L/n

)
et yi(t) = y

(
t, (n− i)L/n

)
.

Remarque 23. Cette semidiscrétisation revient à considérer la tige comme une succession de
segments de longueur L/n. Ainsi, cette approximation physique nous amène à étudier un système
différentiel ordinaire châıné.
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Une semidiscrétisation du modèle. Dans ce cadre, on a les relations suivantes qui corres-
pondent à l’approximation des équations (7.11) et à la différence finie symétrique d’ordre 2 (6.7)
décrites page 72 :

xi = xn + L
n

∑n−1
j=i cos(ωj), yi = yn + L

n

∑n−1
j=i sin(ωj),

∆i = (ωi − 2ωi−1 + ωi−2) (n/L)2 +O(n−3).
(7.14)

De plus, l’équation (7.12) et les relations ci dessus, permettent de montrer que le comportement de
notre système châıné est décrit par la relation :

C

ρ
∆i = cos(ωi)

Mÿn +
m

n

n∑
j=i

ÿj

− sin(ωi)

Mẍn +
m

n

n∑
j=i

ẍj

. (7.15)

À partir des équations (7.14) et (7.15), on montre aisément la propriété suivante :

Lemme 7.3 Un entier n étant fixé, pour tout entier i positif inférieur à n− 2, les fonctions du
temps xi(t), yi(t) et wi(t) sont données par les relations :

xi = xn +
L

n

n−1∑
j=i

cos(ωj), (7.16)

yi = yn +
L

n

n−1∑
j=i

sin(ωj), (7.17)

ωi−2 = 2ωi−1 − ωi −
(
L

n

)2C

ρ
∆i. (7.18)

Remarque 24. La planification de la trajectoire de notre tige repose sur les relations ci-dessus. En
effet, les équations (7.13) qui décrivent le comportement souhaité de la masseM , correspondent dans
notre approximation a : ω0(t) = π · φγ(t), x0(t) = L cos

(
ω0(t)

)
et y0(t) = L sin

(
ω0(t)

)
. Les rela-

tions (7.16)–(7.18) permettent de définir les commandes
(
u1(t), u2(t), u3(t)

)
=
(
xL(t), yL(t), wL(t)

)
doivent être appliquées à l’extrémité de la tige pour obtenir le comportement souhaité.

Simulation numérique. La simulation que nous présentons correspond aux valeurs suivantes des
paramètres de la tige : M = 2kg, J = .009375 kg m2, L = 1m, m = 0.5 kg, C = 20N m2, T = 1 s.
La figure 7.6 correspond à la trajectoire de la tige au cours du temps calculée à partir d’une
semidiscrétisation de 15 points avec 10 décimales de précisions.
Nous présentons quelques résultats de simulations relatifs à la convergence des approximations.
Notons Un(t) la commande (u1, u2, u3) obtenue en utilisant n points de discrétisation. La figure 7.7
représente les variations ‖U10 − U5‖, ‖U15 − U10‖ et ‖U20 − U15‖ en fonction du temps.

Remarque 25. Le modèle considéré dans cette section n’est plus une équation d’évolution (ordre
de dérivation en temps égal à 1) mais contrairement à l’équation des ondes notre méthode est utili-
sable car l’ordre d’intégration en espace est strictement supérieur à l’ordre de dérivation temporel.

Version complétée – 26 avril 2006

te
l-0

04
01

88
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
00

9



93

Fig. 7.6 – Position de la tige flexible au cours du temps.

Fig. 7.7 – Convergence expérimentale de la commande.
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Annexe A

Groupes continus d’automorphismes
associés à un système non observable

Lorsqu’un modèle n’est pas observable, il existe un groupe continu d’automorphismes agissant sur
les variables et les paramètres non observables et qui laisse invariant les trajectoires, les entrées
et les sorties du modèle. Nous allons utiliser le système suivant tiré de [144] pour illustrer notre
propos. 

ẋ1 = θ1x1
2 + θ2x1x2 + u,

ẋ2 = θ3x1
2 + θ4x1x2,

y = x1.
(A.1)

A.1 Définition et propriétés

On associe à un système Σ sous forme de représentation d’état, l’extension de corps K/k〈U, Y 〉
décrite dans la Section 5.1.2 page 53. Pour être plus précis, considérons la définition suivante :

Définition A.1 Un groupe σλ de K-automorphismes indexés par λ qui laissent le corps k〈U, Y 〉
ponctuellement invariant est tel que :

– le paramètre λ du groupe est dans le corps des constantes
(
λ̇ = 0

)
;

– σ1 est l’identité et on a la loi de groupe σλµ(·) = σλ

(
σµ(·)

)
;

– σλ est un automorphisme différentiel (σλ ◦ L = L ◦ σλ) et pour tout (a, b) dans K2, pour tout c
dans k〈U, Y 〉 on a :

σλ(c) = c, (A.2)

σλ(ca) = cσλ(a), (A.3)

σλ(a+ b) = σλ(a) + σλ(b), (A.4)

σλ(ab) = σλ(a)σλ(b). (A.5)

Le groupe σλ définit par {x1, x2, θ1, θ2, θ3, θ4, u} → {x1, λx2, θ1, θ2/λ, λθ3, θ4, u} est un groupe
d’automorphismes de l’extension K/k〈U, Y 〉 associée au modèle (A.1) comme le montre les calculs
suivants :

σλ(ẋ1) = σλ(θ1x1
2 + θ2x1x2 + u) = θ1x1

2 + θ2
λ x1λx2 + u = ẋ1,

σλ(ẋ2) = σλ(θ3x1
2 + θ4x1x2) = λθ3x1

2 + θ4x1λx2 = λẋ2,

⇒ ∀i ∈ N, σλ

(
y(i)
)

= σλ

(
x1

(i)
)

= y(i) et σλ

(
u(i)
)

= u(i).

95
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À ce point de vue algébrique, on peut associer l’interprétation géométrique suivante. Considérons
l’espace E de coordonnées (x1, x2, θ1, θ2, θ3, θ4, u, τ) muni d’une dérivation telle que τ̇ = 1. Nous
avons vu dans la Définition 2.2 page 13 qu’une trajectoire du modèle (A.1) correspond à une solution
du système (A.1) paramétrisé par u et τ . Le groupe d’automorphismes σλ définit un groupe continu
de transformations de E tel que les trajectoires, les entrées et les sorties du système sont invariantes
par ces transformations (voir [144] pour plus de détails).

Remarque. Si un élément a de K est algébrique sur k〈U, Y 〉 alors σλ(a) est aussi algébrique
sur k〈U, Y 〉 et possède le même polynôme minimal. Ainsi, il n’y a qu’un nombre fini d’action possible
de σλ sur a correspondant aux racines du polynôme minimal de cet élément. Donc, si l’extension
de corps K/k〈U, Y 〉 est purement algébrique, il n’y a pas de groupe infini de K-automorphismes
agissant sur K et laissant k〈U, Y 〉 ponctuellement invariant. Cette remarque montre que s’il est
possible d’exhiber un tel groupe alors on prouve que le modèle est non observable. De plus, ce groupe
fournit des informations supplémentaires sur les relations entre les quantités non observables.

Observabilité et conditions initiales. Dans la plupart des modèles étudiés, des informations
supplémentaires peuvent être disponibles. Ainsi, il n’est pas rare de connâıtre les conditions initiales
portant sur les variables d’état. Ces informations peuvent compléter les résultats d’observabilités.
Ainsi, si on dispose de conditions initiales non nulles associées au modèle (A.1), on peut affirmer que
ce modèle est observable. En effet, ces conditions initiales permettent de déterminer la trajectoire
solution de (A.1) que l’on considère et ainsi de déterminer les paramètres associés. Remarquons
que si ces conditions initiales sont nulles, le modèle n’est pas observable. En effet, le groupe de
transformation σλ laisse l’origine invariante tout en transformant une trajectoire en une autre et
en laissant l’entrée et la sortie invariante.

Dérivation associée à un groupe d’automorphisme. L’expression σλ peut être considérée
comme une application d’un corps des constantes dans un ensemble d’automorphismes. Ainsi, il est
possible de considérer l’application suivante :

∂ =
∂σ1+λ

∂λ

∣∣∣∣∣
λ=0

: k〈U, Y 〉(X,Θ)→ k〈U, Y 〉(X,Θ).

Par construction de σλ, on a :
– la propriété (A.2) implique que pour tout c dans k̄, ∂(c) est égal à zéro ;
– les propriétés (A.3) et (A.4) implique que ∂ est k〈U, Y 〉-linéaire ;
– la propriété (A.5) implique que ∂ satisfait aux règles de Leibniz.

Ainsi, l’application ∂ est une dérivation dans Derk〈U, Y 〉(K, K) associée au groupe continu d’auto-
morphismes σλ. Pour le modèle (A.1), on a :

∂ = x2
∂

∂x2
− θ2

∂

∂θ2
+ θ3

∂

∂θ3
,

lorsque Derk〈U, Y 〉(K, K) est considéré comme un sous-espace du K-espace vectoriel engendré par
les dérivations canoniques ∂/∂x1 , . . . , ∂/∂xn , ∂/∂θ1 , . . . , ∂/∂θ` .

Remarque. La dérivation ∂ commute par construction avec la dérivation de Cartan L ([∂,L] = 0)
définie par le système considéré. C’est donc un générateur infinétésimal d’un groupe de symétries
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de ce système qui laisse le temps invariant contrairement à des groupes de symétries plus généraux
du type [∂,L] = λL.

Nous allons maintenant considérer la situation inverse sur un exemple. Après avoir utilisé sur un
modèle non observable l’algorithme décrit dans le Chapitre 5 page 49, on détermine un ensemble
de variables et de paramètres non observables. Plus précisément, on détermine un mineur singulier
maximal de la matrice jacobienne ∂(Y (j), 0≤j≤ν)/∂(X, Θ). Nous avons vu dans la Section 5.1.2 page 53
que le noyau de cette matrice est constitué de générateurs du K-espace vectoriel Derk〈U, Y 〉(K, K).
Nous allons voir dans le paragraphe suivant qu’il est possible d’associer un groupe continu d’auto-
morphismes à chaque générateur.

A.2 Méthode de calcul

Pour le modèle (A.1) page 95, le test d’observabilité montre que la variable x1 et les paramètres θ1
et θ4 sont observables. Ainsi, Ils n’influencent pas la suite de notre étude et nous les spécialisons
sur des valeurs génériques. Dans notre exemple, nous prenons θ1 = 16, θ4 = 7 et la condition ini-
tiale x1(0) = 3. La variable x2 et les paramètres θ2 et θ3 ne sont pas spécialisés et les calculs à venir
sont fait dans le corps Q(x2, θ2, θ3). En fait, si on considère la tour d’extensions de corps suivante :

k〈u, y〉 ↪→ k〈u〉(x1, θ1, θ4) ↪→ K, (A.6)

le test d’observabilité évoqué ci-dessus montre que la première extension de corps est algébrique et
nous allons nous intéresser à la seconde.

La proposition 5.2 page 54 montre que l’ordre de dérivation nécessaire à nos calculs est 6. Ainsi,
nous spécialisons la commande u sur la série générique suivante

1 + 37 t+ 45 t2 + 13 t3 + 34 t4 + 12 t5 + 67 t6.

De plus, les calculs faits dans la suite n’impliquerons que des séries d’ordre au plus 6.

Système variationnel linéaire. Ainsi, nous utiliserons le système différentiel ordinaire suivant :{
ẋ1 = 16x1

2 + θ2x1x2 + 1 + 37 t+ 45 t2 + 13 t3 + 34 t4 + 12 t5 + 67 t6,
ẋ2 = θ3x1

2 + 7x1x2.
(A.7)

Avec les notations utilisées dans la Section 5.1.2 page 53, nous associons les systèmes différentiels
ordinaires suivants au système (A.7) pour former le système linéaire variationnel.(

γ̇11 γ̇12

γ̇21 γ̇22

)
=
(

31x1 + θ2x2 θ2x1

2 θ3x1 + 7x2 7x1x

)(
γ11 γ12

γ21 γ22

)
, (A.8)

(
λ̇11 λ̇12 λ̇13 λ̇14

λ̇21 λ̇22 λ̇23 λ̇24

)
=
(

31x1 + θ2x2 θ2x1

2 θ3x1 + 7x2 7x1x

)(
λ11 λ12 λ13 λ14

λ21 λ22 λ23 λ24

)
+
(
x1

2 x1x2 0 0
0 0 x1

2 x1x2

)
.

(A.9)

Les séries solutions de ce système peuvent être calculées jusqu’à l’ordre 6 à l’aide de la mé-
thode décrite dans la Section 5.2.1 page 56. Cette fois, les calculs sont effectués dans le corps
de base Q(x2, θ2, θ3).
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Représentation de Derk〈U, Y 〉(K, K). Comme il est indiqué dans le Lemme 5.1 page 57, en
intégrant le système d’équations différentielles ordinaires défini par (A.7), (A.8) et (A.9) avec les
conditions initiales associées, on retrouve une spécialisation de la matrice ∂(Y (j), 0≤j≤ν)/∂(X, Θ).
Dans notre exemple, le mineur singulier maximal de cette matrice est :

∂ẏ
∂x2

∂ẏ
∂θ2

∂ẏ
∂θ3

∂ÿ
∂x2

∂ÿ
∂θ2

∂ÿ
∂θ3

∂y(3)

∂x2

∂y(3)

∂θ2

∂y(3)

∂θ3

 = coeffs

(
∂y

∂x2
(t),

∂y

∂θ2
(t),

∂y

∂θ3
(t)
)

= coeffs

(
γ12, λ12, λ13

)
.

Plus précisément, le mineur transposé est :
3 θ2 θ2(248+3 θ2 x2) θ2(99871+(x2(2522+9 θ2x2)+135 θ3)θ2)/6

3 x2
27
2

θ3+248 x2+3 θ2 x2
2 ( 99871

6
+(x2( 1261

3
+ 3

2
θ2x2)+45 θ3)θ2)x2+ 2793

2
θ3

0 27 θ2/2 3 θ2(15 θ2 x2+931)/2

.
Le noyau de ce mineur est (x2, −θ2, θ3). Ainsi, le K-espace vectoriel Derk〈U, Y 〉(K, K) est engendré
par la dérivation ∂ = x2∂/∂x2 − θ2∂/∂θ2 + θ3∂/∂θ3 .

Calcul du groupe continu d’automorphismes. Comme indiqué dans la Section 5.1.2 page 53,
on peut associer à la dérivation ∂ un champ de vecteurs défini dans l’espace E . En effet, ∂ est
la dérivation de Lie du champ de vecteurs défini par ∂x2(τ)/∂τ = x2(τ), ∂θ2(τ)/∂τ = −θ2(τ)
et ∂θ3(τ)/∂τ = θ3(τ). Pour les conditions initiales x2(0) = x2, θ2(0) = θ2, θ3(0) = θ3, ce système
a une solution sous forme close x2(τ) = x2 exp(τ), θ2(τ) = θ2 exp(−τ) et θ3(τ) = θ3 exp(τ) (cf. [17]
pour la résolution sous forme close d’équations différentielles). Cette solution définit un groupe
continu à un paramètre de difféomorphismes sur l’espace E qui est associé au groupe d’automor-
phismes que nous cherchons.
Dans le cadre algébrique qui est le notre, nous considérons l’application suivante :

σ : K → K[[τ ]]
e → e+

∑
i∈N? ∂i(e) τ i/i!.

Par construction, l’application σ est un morphisme du corps K dans le corps des séries en τ inver-
sibles et à coefficients dans K.

Si la dérivation ∂ est localement nilpotente, alors la somme ci-dessus est finie et l’application σ
est un automorphisme du corps K. Cette situation n’est pas générique et est relativement excep-
tionnelle en pratique. Nous ne considérerons donc pas plus avant ce cas.

Si la dérivation ∂ est telle que ∂(xi) = xi pour les variables xi non observables et ∂(θi) = θi

pour les paramètres θi non identifiables, alors on a σ(xi) = xi exp(τ) où l’exponentielle représente
la série dans K[[τ ]]. Ainsi, en posant λ = exp(τ), l’application σ est un morphisme de K dans K(λ)
et définit un groupe continu à un paramètre d’automorphismes. C’est le cas pour le modèle (A.1)
page 95 et cette situation est la plus courante en pratique.
Nous allons maintenant présenter à travers un exemple le dernier cas de figure que l’on rencontre
couramment en pratique. La dérivation suivante :

∂ = c1c2

(
∂
∂c1
− ∂

∂c2

)
− c3(c1 + c2)

(
∂
∂c3
− ∂

∂c7

)
+ c1c8

∂
∂c8
− c9c2 ∂

∂c9
+ x2c2

∂
∂x2
− x3c1

∂
∂x3

+ x4c2
∂
∂x4

correspond à un générateur du K-espace vectoriel Derk〈U, Y 〉(K, K) associé au modèle (B.1) page 102.
Nous allons voir comment associer un groupe d’automorphismes à cette dérivation. Pour ce faire,
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nous allons considérer la dérivation ∂̄ égale à ∂/c2. Cette dernière dérivation est aussi un générateur
de Derk〈U, Y 〉(K, K) et, en utilisant les notations précédentes, on a ∂̄c1 = c1λ.

Supposons que les variables non observables et les paramètres non identifiables sont algébriques
sur le corps k〈u, y1, y2〉(c1). Ainsi, puisque σ n’agit pas sur k〈u, y1, y2〉, il existe pour c2, par
exemple, un polynôme P tel que P

(
σ(c2), σ(c1)

)
= 0. Ceci ne montre pas que σ(c2) est dans K(λ)

mais c’est le cas pour tous les systèmes que nous avons rencontré en pratique. Il nous reste à présent
à montrer comment calculer le groupe continu d’automorphismes σ.

Pour ce faire, nous allons utiliser le champ de vecteurs associé à la dérivation ∂̄ définie par les
équations suivantes : 

ċ1(τ) = c1(τ),
ċ2(τ) = −c1(τ),
ċ3(τ) = −c3(τ)

(
c1(τ) + c2(τ)

)
/c2(τ),

ċ7(τ) = c3(τ)
(
c1(τ) + c2(τ)

)
/c2(τ),

ċ8(τ) = c1(τ)c8(τ)/c2(τ),
ċ9(τ) = −c9(τ),
ẋ2(τ) = x2(τ),
ẋ3(τ) = x3(τ)c1(τ)/c2(τ),
ẋ4(τ) = x4(τ)

(A.10)

et les approximants de Hermite –Padé définis dans le théorème suivant :

Théorème A.1 ([3]) Considérons des séries s1, . . . , si dans K[[τ ]]. Les polynômes p1, . . . , pi de
degrés d1, . . . , di en τ sont des approximants de Hermite –Padé de s1, . . . , si du type d1, . . . , di si,
et seulement si, on a

p1s1 + · · ·+ pisi = O
(
τd1+···+di+i−1

)
.

La complexité arithmétique du calcul de ces approximants est dans O
(
i(d1 + · · ·+ di)2

)
.

En utilisant l’algorithme de Newton avec les conditions initiales ci(0) = ci et xi(0) = xi, nous
pouvons calculer jusqu’à l’ordre n+ `+ 5 des séries dans Q(c1, c2, c3, c7, c8, c9, x2, x3, x4)[[τ ]] qui
sont solutions du système (A.10). Puis en utilisant l’algorithme associé au théorème A.1, nous
pouvons déterminer des constantes p1, . . . , p4 qui sont des approximants de Hermite – Padé des
séries 1, ci(τ), λ(τ), λ(τ)ci(τ) avec λ(τ) = exp(τ). Puisque les séries ci(τ) sont les images de σ(ci),
on calcul ainsi les fractions rationnelles (B.2) page 102.

Encore une fois, cette méthode n’est valable que si les numérateurs et les dénominateurs de
ces fractions rationnelles sont de degré 1 en λ. Dans le cas contraire, il nous faut chercher les
approximants de Hermite – Padé des séries 1, ci(τ), λ(τ), . . . , λ(τ)j , λ(τ)ci(τ), . . . , λ(τ)jci(τ) pour
un entier j suffisant. Notons que le degré j le plus élevé que nous avons rencontré jusqu’à présent
est 2. De plus, signalons que la complexité de la méthode présentée dans cette annexe n’est pas
polynomiale en la taille de l’entrée.

Nous avons rassemblé dans l’annexe suivante des exemples d’applications de notre méthode.
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Annexe B

Quelques exemples d’utilisation du
test d’observabilité

Nous explicitons les exemples présentés dans le tableau B.1, la sortie de notre algorithme et quelques
calculs supplémentaires. Dans les résultats, lorsque les variables et paramètres non observables sont
indiqués alors les autres sont observables (et réciproquement).

Système m ` n r L temps en s.

V1987 2 5 4 17 0.8
R1986 2 9 4 1 19 1.5

MV1991 2 8 5 2 59 2.4
AW2003 2 17 3 21 5
MW2000 3 14 4 67 5.7
KD1999 2 14 5 2 34 6.
G1995 1 17 5 46 10.
T2002 2 12 6 1 55 10.

SHH1997 1 13 9 38 13.5

Fig. B.1 – Récapitulatif des exemples d’utilisation du test d’observabilité.

Dans ce tableau, la lettre n représente le nombre de variables d’état, m le nombre de sorties, ` le
nombre de paramètres, r le nombre de commandes et L la complexité d’évaluation du système.
Les calculs ont été réalisés sur un ordinateur personnel équipé de 128Mb de mémoire vive et d’un
pentium III cadencé à 650Mh. Nous n’indiquons que les temps de calculs de l’algorithme présenté
dans le Chapitre 5 page 49. La méthode présentée dans la section précédente n’est pas de complexité
polynomiale et les temps de calculs sont fortement liés à l’architecture logiciel et matériel ainsi qu’à
l’habileté du programmeur. Nous n’indiquons donc pas de temps tout en précisant que les exemples
présentés ont nécessité moins d’une demi-heure de calculs.

101
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V1987 Modèle d’un réacteur pour la pyrolyse du méthane

Cet exemple est tiré de [143].



ẋ1 = −x1(k1 + k2x4) + k5x3x4,
ẋ2 = k2x1x4 − (k3 + k4)x2,
ẋ3 = k4x2 − k5x3x4,
ẋ4 = x1(k1 + k2x4) + 2k3x2 − k5x3x4,

y1 = x1,
y2 = x2.

Notre implantation en maple certifie que toutes les variables et tous les paramètres sont observables.

R1986 Un modèle de pharmacocinétique

Cet exemple est tiré de [114]. La lettre u représente une commande.



ẋ1 = u− (c1 + c2)x1,
ẋ2 = c1x1 − (c3 + c6 + c7)x2 + c5x4,
ẋ3 = c2x1 + c3x2 − c4x3,
ẋ4 = c6x2 − c5x4,

y1 = c8x3,
y2 = c9x2.

(B.1)

Notre implantation en maple fournit les résultats suivants :

– les variables {x2, x3, x4} et les paramètres {c1, c2, c3, c7, c8, c9} ne sont pas observables ;
– le degré de transcendance de l’extension de corps k〈U, Y 〉 ↪→ K est 1.

On peut montrer que le groupe à un paramètre suivant :

x2 → λx2,

x3 →
(
(1− λ)c1 + c2

)
x3/c2,

x4 → λx4,

c1 → λc1,

c2 → (1− λ)c1 + c2,

c3 →
(
(1− λ)c1 + c2

)
c3/λc2,

c7 → c7 − c3(c1 + c2)(1− λ)/λc2,

c8 → c8c2/
(
(1− λ)c1 + c2

)
,

c9 → c9/λ,

(B.2)

est composé de symétries qui laissent les sorties et le champ de vecteurs invariant.
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MV1991 Modèle d’un moteur à induction

Cet exemple est tiré de [90]. Les lettres ux et uy représentent des commandes.

σ = Ls − M2

Lr
, γN = M2Rr+Lr

2Rs

σLr
2 ,

ω̇ = npM
JLr

(ΨxIy −ΨyIx)− TL
J ,

Ψ̇x = −Rr
Lr

Ψx − npωΨy + Rr
Lr
MIx,

Ψ̇y = npωΨx − Rr
Lr

Ψy + Rr
Lr
MIy,

İx = MRr

σLr
2 Ψx + npM

σLr
ωΨy − γNIx + ux

σ ,

İy = −npM
σLr

ωΨx + MRr

σLr
2 Ψy − γNIy + uy

σ ,

y1 = ω,
y2 = Ψx

2 + Ψy
2.

Notre implantation en maple fournit les résultats suivants :
– les variables {Ix, Iy} et les paramètres {M, Ls, Rs, Lr, Rr, J, Tl} ne sont pas observables ;
– le degré de transcendance de l’extension de corps k〈U, Y 〉 ↪→ K est 1.

On peut montrer que le groupe à un paramètre suivant :

{Ix, Iy, M, Ls, Rs, Lr, Rr, J, Tl} → {λIx, λIy, M/λ, Ls/λ, Rs/λ, Lr/λ, Rr/λ, λJ, λTl}

est composé de symétries qui laissent les sorties et le champ de vecteurs invariant.

MW2000 Modèle multiespèces de la transmission d’un pathogène

Cet exemple est tiré de [89].

b = µ+ c1(y1 + y12),
λ1 = β1(y1 + y12),
λ2 = β2(y2 + y12) + I2,

ẋ12 = (1− θ1 − θ2)b− (m1λ1 +m2λ2 + µ)x12

+ (ν1 + τ)y1 + (ν2 + τ)y2 + τy12,
ẏ1 = θ1b+m1λ1x12 + ν2y12 −

(
(1− π2)m2λ2 + ν1 + µ+ c1 + τ

)
y1,

ẏ2 = θ2b+m2λ2x12 + ν1y12 −
(
(1− π1)m1λ1 + ν2 + µ+ τ

)
y2,

ẏ12 = (1− π1)m1λ1y2 + (1− π2)m2λ2y1 − (ν1 + ν2 + µ+ c1 + τ)y12,

o1 = x12 + y1 + y2 + y12,
o2 = y1 + y12,
o3 = y2 + y12.

Notre implantation en maple fournit les résultats suivants :
– à l’exception de {β1, β2, I2, m1, m2}, tous les paramètres sont observables ;
– le degré de transcendance de l’extension de corps k〈U, Y 〉 ↪→ K est 2.

On peut montrer que le groupe à deux paramètres suivant :

{β1, β2, I2, m1, m2} → {β1/l1, β2/l2, I2/l2, l1m1, l2m2}
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est composé de symétries qui laissent les sorties et le champ de vecteurs invariant.

Remarque 26. La sortie o1 est en fait une contrainte algébrique égale à un 1. Ainsi, les modèles
étudiés peuvent être composés de relations d’ordre zéro qui sont considérées comme des sorties
supplémentaires (o1 ≡ 0).

KD1999 Modèle d’un réacteur chimique

Cet exemple est tiré de [76].



ĊA = FA
V (CA0 − CA)− k0CA e

−E/RT ,

ĊB = −FA
V CB + k0CA e

−E/RT ,

Ṫ = FA
V (TA − T )− k0CA e

−E/RT ∆Hr
ρcp

+ U
ρcp

Tj−T
V ,

Ṫj = Fh
Vh

(Th − Tj)− U
ρhcph

Tj−T
Vh

,

y1 = CB,
y2 = T.

La lettre A représente la loi d’Arrhenius exp(−E/RT ). Pour exprimer le système ci-dessus sous
une forme algébrique, nous ajoutons l’équation différentielle Ȧ = EAṪ/(RT 2) au modèle. Notre
implantation en maple fournit les résultats suivants :

– la variable A et les paramètres {E, R, ∆Hr, U, ρ, cp, ρh, cph, k0} ne sont pas observables ;
– le degré de transcendance de l’extension de corps k〈U, Y 〉 ↪→ K est 5.

On peut montrer que le groupe à cinq paramètres suivant :

A → λ1A,
k0 → k0/λ1,
E → λ2E,
R → λ2R,

ρ → λ3ρ,
cp → λ4cp,

∆Hr → λ3λ4∆Hr,

U → λ3λ4U,
cph → λ5cph,
ρh → λ3λ4ρh/λ5,

est composé de symétries qui laissent les sorties et le champ de vecteurs invariant.

G1995 Modèle d’oscillations circadienne d’une protéine chez la Drosophile

Cet exemple est décrit page 53 dans le Chapitre 5.

SHH1997 Modèle d’une partie du mécanisme de coagulation sanguine

Cet exemple est tiré de [137].

r1 = kcXX·RV V
kmX+X , r2 = kiXaXa, r3 = kcV V ·IIa

kmV +V ,

r4 = kPTV a ·Xa · PL, r5 = kPLPT, r6 = kcII ·II·PT
kmII+II ,

r7 = kc2II·Xa
km2+II , r8 = kiIIaα2M · IIa, r9 = kiIIaATIII · IIa.
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

Ẋ = −r1,
Ẋa = r1 − r2 − r4 + r5,

V̇ = −r3,
˙V a = r3 − r4 + r5,
˙PL = −r4 + r5,
˙PT = r4 − r5,
˙II = −r6 − r7,
˙IIa = r6 + r7 − r8 − r9,
˙IIaα2M = r9,

y = IIa+ 556
1000IIaα2M.

Notre implantation en maple fournit les résultats suivants :
– les paramètres {kcX , kmX , kcV , kmV , kPT , kcII , kc2} et

les variables {X, Xa, V, V a, PL, PT} ne sont pas observables ;
– le degré de transcendance de l’extension de corps k〈U, Y 〉 ↪→ K est 1.

On peut montrer que le groupe à un paramètre suivant :

X → λX,
Xa → λXa,
V → λV,
V a → λV a,

PL → λPL,
PT → λPT,
kcX → λkcX ,
kmX → λkmX ,

kcV → λkcV ,
kmV → λkmV ,
kPT → kPT /λ

2,
kcII → kcII/λ,
kc2 → kc2/λ,

est composé de symétries qui laissent la sortie et le champ de vecteurs invariant.

CC1993 Modèle d’une partie du mécanisme de régulation hépatique

Cet exemple est tiré de [28]. Les lettres u et g représentent des entrées.
ẋ1 = −

(
kp + F01/V1g + k21

)
x1 + k12x2,

ẋ2 = k21x1 − (k02 + x3 + k12)x2,
ẋ3 = −kbx3 + kau,

y = x1/V1.

Notre implantation en maple fournit les résultats suivants :
– les paramètres {kp, F01, V1, k21, k12, k02} et les variables {x1, x2} ne sont pas observables ;
– le degré de transcendance de l’extension de corps k〈U, Y 〉 ↪→ K est 2.

On peut montrer que le groupe à deux paramètres engendré par les groupes :

x1 → λ1x1,
kp → kp + k21(1− 1/λ1),
k21 → k21/λ1,
V1 → λ1V1,
F01 → λ1F01,
k12 → λ1k12,
k02 → (1− λ1)k12 + k02,

x2 → λ2x2,
kp → kp + k21(1− λ2),
k21 → λ2k21,
k12 → k12/λ2,
k02 → k02 + (1− 1/λ2)k12

est composé de symétries qui laissent la sortie et le champ de vecteurs invariant.
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T2002

Un exemple dont je ne connais pas l’interprétation physique [141]. La lettre u représente une
commande et les constantes ci sont connues.

ẋ1 = c2
θ1(x6−x1)+u

θ2 θ3
,

ẋ2 = (θ1−θ6 θ7)(x1−x2)+θ5(x3−x2)
c3 θ3(1−θ2)−θ8 θ7

− θ4 x2,

ẋ3 = θ5(x2−x3)
c4 θ9

,

ẋ4 = θ6(x1−x4)+θ10(x5−x4)
θ8

,

ẋ5 = θ10(x4−x5)
θ11(1−θ8) ,

ẋ6 = c1θ6 θ7(x4−x2)+θ1(x2−x6)
θ2θ3

,

y1 = 55
100θ12 x1,

y2 = θ12
(

55
100θ8 x4 + θ11(1− θ8)x5

)
.

Notre implantation en maple fournit les résultats suivants :
– les paramètres {θ1, θ3, θ5, θ7, θ9, θ12} et les variables {x1, x2, x3, x4, x5, x6} ne sont pas

observables ;
– le degré de transcendance de l’extension de corps k〈U, Y 〉 ↪→ K est 1.

On peut montrer que le groupe à un paramètre suivant :

x1 → λx1,
x2 → λx2,
x3 → λx3,

x4 → λx4,
x5 → λx5,
x6 → λx6,

θ1 → θ1/λ,
θ3 → θ3/λ,
θ5 → θ5/λ,

θ7 → θ7/λ,
θ9 → θ9/λ,
θ12 → θ12/λ,

est composé de symétries qui laissent la sortie et le champ de vecteurs invariant.

AW2003

Un exemple dont je ne connais pas l’interprétation physique [1].

r1 := p11
x1 − p12 x2 x3

p13 + x1 + p14 p15 x3 + p16 p15 x2 + p17 x1 x3 + x2 x3 p15
,

r2 := p21
x2 − p22 x3

p23(1 + p24 x3) + x2
, r3 :=

p31x2
5

p33 + x2
5
, r4 :=

p41x3
2

p43 + x3
2
,



ẋ1 = p0 − r1 − p x1,
ẋ2 = r1 − r2 − r3 − p x2,
ẋ3 = r1 + r2 − r4 − p x3,

y1 = x1,
y2 = x2.

Notre implantation en maple assure que ce système est observable. Par contre, si on prend comme
sortie y1 = x1/p0 et y2 = x2/p11, le modèle n’est plus identifiable et on a les résultats suivants :

– seul les paramètres p et p22 sont observables ;
– le degré de transcendance de l’extension de corps k〈U, Y 〉 ↪→ K est 1.
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On peut montrer que le groupe à un paramètre suivant :

x1 → λx1

x2 → λx2

x3 → λx3

p0 → λp0

p11 → λp11

p13 → λp13

p31 → λp31

p33 → λ5p33

p23 → λp23

p21 → λp21

p14 → λp14

p16 → λp16

p17 → p17/λ
p15 → p15/λ

p12 → p12/λ
p24 → p24/λ
p41 → λp41

p43 → λ2p43

est composé de symétries qui laissent la sortie et le champ de vecteurs invariant.

SRIS1989 Modèle d’un convertiseur de tension

Dans la Section 2.2.1 page 2.2.1, nous avons présenté la notion de système différentiellement plat
en remarquant que la sortie plate peut être une quantité physique connue a priori.
Prenons comme exemple le système suivant qui représente un convertisseur de tension continu en
tension continu par modulation de largeur d’impulsion :

ẋ1 = (u− 1)x2
L + E

L ,

ẋ2 = (1− u) x1
LC −

x2
RC ,

y = x 2
1

2C + x 2
2

2L .

(B.3)

La lettre u représente la commande et la sortie y est donnée par l’expression de l’énergie électro-
magnétique. Dans [135], les auteurs montrent que ce système est exactement linéarisable.
Le test présenté dans le Chapitre 5 page 49 permet de confirmer ou d’infirmer cette intuition
physique à moindre coût puisqu’il permet de décider si le modèle est observable par rapport à la
sortie y en considérant la commande comme une series dont les coefficients sont des paramètres.
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Index des notations

k : sauf mention du contraire, un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.
k{x} : l’algèbre différentielle en la variable x.
[Σ] : l’idéal différentiel engendré par un système d’équation Σ.
k〈x〉 : le corps différentiel des fractions rationnelles en la variable x.
Fr
(
k{X}/I

)
: si I est un idéal différentiel premier de k{X}, il s’agit du corps des fractions de

l’anneau quotient k{X}/I.
F/k : une extension du corps k dans le corps F .
PF/k : le polynôme de transcendance différentielle de l’extension de corps F/k.
HF/k : la fonction de transcendance différentielle de l’extension de corps F/k.
ΩF/k : module des différentielles de Kähler associé à l’extension de corps F/k.
DerK(F , F) : module des dérivations de F dans F ayant K comme corps des constantes.
dF/G : une dérivation de F dans ΩF/G telle que ∀g ∈ G on a dF/G(g) = 0.
σλ : un groupe à un paramètre λ d’automorphismes.

� : un arrangement sur un ensemble d’indéterminées différentielles (cf. Définition 3.1 page 24).
Ip : l’initial d’un polynôme différentiel p (cf. Définition 3.1 page 24).
Sp : le séparant d’un polynôme différentiel p (cf. Définition 3.1 page 24).
HΣ : produit des initiaux et des séparants des polynômes différentiels d’un ensemble de relations Σ.

~(p) : la hauteur de p (cf. Définition 5.2 page 59).
N (n) : complexité arithmétique de la multiplication de deux matrices de taille n× n.
M(n) : complexité arithmétique de la multiplication de deux séries à l’ordre n.

∂nw/∂sn, ∂snw, wsn : dérivée partielle d’ordre n de la fonction w par rapport à la variable s.
δh : opérateur tel que δhf(x) = f(x+ h)
φγ : une fonction « plateau » de classe Gevrey 1 + 1/γ (cf. Section 6.1.2 page 69).
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5.1 Description schématique de l’identification paramétrique . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.2 Une stratégie de calcul de la fonction de Hilbert différentielle d’une représentation
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111

Version complétée – 26 avril 2006

te
l-0

04
01

88
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
00

9



112

Version complétée – 26 avril 2006

te
l-0

04
01

88
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
00

9



Bibliographie

[1] Anguelova, M., and Wennberg, B. Communication privée. (cité p. 106)
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[22] Campbell, S. L. Higher index differential algebraic equations. Journal of Mechanics of Structures
and Machines 23, 2 (1995), 199–222. (cité p. 14)
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p. 65)

[30] Chyzak, F. Fonctions holonomes en calcul formel. Thèse de doctorat, École polytechnique, May
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[60] Goldbeter, A. A model for circadian oscillations in the Drosophila period protein. Proceedings of
the Royal Society London B, 261 (1995), 319–324. (cité p. 52)
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Version complétée – 26 avril 2006

te
l-0

04
01

88
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
00

9



117

[73] Kaltofen, E., and Singer, M. F. Size efficient parallel algebraic circuits for partial derivatives. In
IV International conference on computer algebra in physical research (Singapore, 1991), D. V. Shirkov,
V. A. Rostovtsev, and V. P. Gerdt, Eds., World Scientific, pp. 133–145. (cité p. 31)
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p. 19, 65, 66, 68, 69)

[78] Laroche, B., Martin, P., and Rouchon, P. Motion planning for the heat equation. International
journal of robust and nonlinear control 10, 8 (2000), 629–643. (cité p. vi, 19, 65, 66, 69, 69, 70)
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[139] TERA, Site internet du projet TERA (Turbo Evaluation and Rapid Algorithm). Adresse URL :
http ://tera.medicis.polytechnique.fr/. (Page consultée en septembre 2001). (cité p. 31)
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Abstract

The work presented here is based on differential algebra and on the methods of symbolic com-
putation to solve problems of nonlinear control theory which do not lend themselves to a direct
numerical resolution.
The problem of local algebraic observability consists in deciding if the model state variables can be
deduced from perfectly known inputs and outputs.

We present a probabilistic algorithm of arithmetic complexity polynomial in the size of the in-
put which allows to test local algebraic observability by determining the non observable variables.
The use of modular arithmetic enables to obtain a polynomial bit complexity for this test. This
complexity depends linearly on the probability of success which can be arbitrarily fixed. An imple-
mentation of this algorithm is available and makes it possible to deal with problems unreachable
until now.
Taking as a starting point these methods mixing symbolic computation and numerical computation,
we propose a generalization of the concept of differential flatness to certain models described by
nonlinear partial differential equations. An ordinary differential system is differentialy flat if its
solutions can locally be parameterized by arbitrary functions.

To study certain nonlinear systems of partial differential equations, one brings back to a system
of ordinary differential equations by discretization ; our approach consists in seeking flat discreti-
zations such that the associated parametrization converge when the step of discretization tends
towards zero. This method is illustrated by the study of the motion planning problem for three
nonlinear models : the semilinear heat equation, the Burger equation with diffusion and a nonlinear
model of flexible rod.

Key words (MSC 2000) : differential algebra (12H05), finite difference methods (65M06), sym-
bolic computation and algebraic computation (68W30), observability (93B07), nonlinear systems
(93C10), systems governed by partial differential equations (93C20), motion planning, seminume-
rical algorithms.
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Résumé

Les travaux présentés dans ce mémoire se basent sur les apports de l’algèbre différentielle et les
méthodes du calcul symbolique pour résoudre des problèmes d’automatique non linéaire qui ne se
prêtent pas à une résolution numérique directe.
Le problème de l’observabilité algébrique locale consiste à décider si les variables d’état interve-
nant dans un modèle peuvent être déterminées en fonction des entrées et des sorties supposées
parfaitement connues.

Nous présentons un algorithme probabiliste de complexité arithmétique polynomiale en la taille
de l’entrée permettant de tester l’observabilité algébrique locale en déterminant les variables non
observables. L’utilisation du calcul modulaire permet d’obtenir pour ce test une complexité binaire
elle aussi polynomiale. Cette complexité dépend linéairement de la probabilité de succès qui peut
être arbitrairement fixée. Une implantation de cet algorithme permet de traiter des problèmes
inaccessibles jusqu’à présent.
À partir de ces méthodes mêlant calcul symbolique et calcul numérique, nous proposons une
généralisation de la notion de platitude différentielle à certains modèles non linéaires décrits par
des équations aux dérivées partielles. Un système différentiel ordinaire est différentiellement plat si
ses solutions peuvent être localement paramétrées bijectivement par des fonctions arbitraires.

Pour étudier certains systèmes d’équations aux dérivées partielles non linéaires, on se ramène
à un système d’équations différentielles ordinaires par discrétisation ; notre approche consiste à
chercher des discrétisations plates telles que les paramétrages associés convergent lorsque le pas de
discrétisation tend vers zéro. Cette méthode est illustrée par l’étude du problème de planification
de trajectoire réalisée pour trois modèles non linéaires de dimension infinie : l’équation de la chaleur
semilinéaire, l’équation de Burger avec diffusion et un modèle non linéaire de tige flexible.

Mots clés (MSC 2000) : algèbre différentielle (12H05), méthode des différences finies (65M06),
calcul symbolique (68W30), observabilité (93B07), systèmes non linéaires (93C10), systèmes gou-
vernés par des équations aux dérivées partielles (93C20), planification de trajectoire, algorithmes
seminumériques.
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