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Résumé

Une fonction d’effectivité n’est pas équilibrée s’il existe une partition
généralisée de coalitions qui pourraient faire opposition contre toutes les
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1 Introduction

Une famille d’ensembles est une partition généralisée si la répartition
des éléments dans cette famille est équilibrée. En fait partie, les partitions
ou chaque joueur appartient a un seul ensemble. Pour les jeux a utilités
transférables ou les coalitions agissent selon leurs valeurs, la connaissance
des interventions des familles de coalitions formant une partition généralisée
est nécessaire et suffisante pour caractériser la stabilité du jeu : existence
d’une solution non opposable (Bondareva, (1963)(2) ; Shapley, (1967)(? )).
Cette propriété a été généralisée pour les jeux a utilités non transférables
mais elle a perdu la nécessité tout en gardant la suffisance pour la stabilité.
Comme les fonctions d’effectivité généralisent, en un certain sens les jeux a
utilités transférables et non transférables, il semble naturel qu’il y ait une
structure de pouvoir formant une partition généralisée.

Kolpin (1991)(5) a défini 'équilibre de pouvoir d’une fonction d’effecti-
vité tel que si 'on considére une partition généralisée de coalitions, il existe
toujours une alternative non opposable par au moins un joueur, quoique
ce joueur fasse en faisant partie d’une coalition de la partition généralisée.
Si les ensembles de blocage utilisés par les coalitions dans une partition
généralisée de coalitions sont connus, cette définition offre une procédure
presque algorithmique permettant d’identifier des alternatives non oppo-
sables, si celles-ci existent. Toutefois, les propriétés de cette procédure ne
permettent pas de déduire si la fonction d’effectivité est stable ou non. Nous
avons deux interprétations possibles & cette négativité, lesquelles renvoient
aux anomalies suivantes :

Premiérement, en tant que condition suffisante de stabilité, I'interpré-
tation de la distribution équilibrée du pouvoir a tendance a donner moins
de pouvoir aux coalitions, et ce, afin d’éviter I'instabilité.

Deuxiémement, en tant que mode de sélection des alternatives stables,
la définition considére trop de coalitions ou impose trop de conditions pour
que la non vacuité de ’ensemble des alternatives non opposables devienne
difficile & atteindre, avec pour effet qu’elle perde sa nécessité pour la sta-
bilité.

Selon nous, ce défaut viendrait du choix de la famille de coalitions car la
question d’opposabilité ou non d’une alternative dépend notamment de la
possibilité ou non de I’élaboration d’un profil de préférences, et pas seule-
ment de la répartition des joueurs au travers des coalitions. Nous proposons
donc dans ce travail de réécrire la définition de Kolpin (5) en remplacant la
partition généralisée par une structure plus adaptée aux fonctions d’effec-
tivité. De ce fait, nous faisons référence a la définition de cycle, introduit
par Hans Keiding (4), dont I'absence est la seule condition nécessaire et
suffisante pour la stabilité. Ce travail a pour objectif de trouver des classes
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de fonctions d’effectivité ou la partition généralisée comme le cycle est une
condition nécessaire et suffisante pour la stabilité.

2 Préliminaires

Apreés avoir précisé les notations et définitions de base, nous présentons
ici des exemples qui introduisent progressivement la définition d’équilibre
de pouvoir en fonction d’effectivité et mettent en évidence les propriétés
et les intéréts de la notion d’équilibre de pouvoir en matiére d’analyse du
pouvoir dans une organisation.

L’ensemble des joueurs est représenté par un ensemble fini N = {1,... n}
et ’ensemble des alternatives par un ensemble fini A = {xy,...,x,,}. Une
coalition est un sous-ensemble S de N.SiY C X, alors Y = X \Y. Notons
P(X), 'ensemble des parties d’un ensemble X et Py(X) = P(A) \ {0}.
Une fonction d’effectivité est une fonction E : P(N) — P(P(A)) telle
que E(0) = 0, B € E(N), VB € Py(A) et A € E(S), VS € Py(N); E
est dite monotone si VB,C € Py(A),VS,T € Py(N) tels que B € E(S5),
alors C' O B et T D S entraine C' € E(T). La fonction E est maximale si
VB € Py(A), VS € Po(N), B ¢ E(S) entraine B¢ € E(S). La fonction E
est anonyme si VS, T € Py(N) tel que |S| = |T|, alors E(S) = E(T). La
fonction F est neutre si VS € Py(N), VB, C € Py(A) tel que |B| = |C],
alors B € E(S) si et seulement si C' € E(S). La fonction E est simple
si VS € Py(N), E(S) = Po(A) ou E(S) = {A}. Dans ce cas, on note
W(E) = {S € Po(N) | E(S) = Po(A)}.

Une E—configuration d’ordre r d’une fonction d’effectivité E est un
2r—uplet (Si,...,S,,B1,...,B;) tel que B, € E(Sk), Yk = 1...7r. On
note L£(A) Pensemble des relations d’ordre linéaire sur A. Un R € L(A) est
appelé préférence et un S—profil est un élément de £(A)°. Une fonction
deffectivité E est stable si et seulement si, pour tout RN € L(A)Y, il
existe x € A tel que pour tout S C N, pour tout B € E(S) on ne peut pas
avoir y R® x,Vy € B.

Exemple 2.1. Soit E un jeu a deux joueurs {1,2} et a deux alternatives

{1, 22} tel que E({1}) = {{z:}, {z1, 22} }.

Si 'on connait la distribution du pouvoir, on peut prévoir 'ensemble des
alternatives éliminées, soit par la connaissance des préférences des joueurs,
soit par la connaissance des intentions de blocage via la formation des coa-
litions. Dans le second cas, on peut savoir partiellement les préférences, en
sachant que vouloir bloquer une alternative via un ensemble d’alternatives
signifie que ces alternatives sont préférées a 'alternative rejetée. Cela nous
permet d’avancer les analyses suivantes :
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Le joueur ¢ a le pouvoir de bloquer I'issue sociale z;, j # 4. Si ¢ préfére z;
a x;, alors il n’exerce pas ce pouvoir.

Si, par exemple, 2 est le seul qui manifeste ses propositions en proposant
x9, alors I'issue sociale sera {x,}. C’est-a-dire que la seule F— configuration
active (possible de faire opposition contre un état social) est ({2}, {z2}).
Le silence de 1 peut se traduire par une préférence de x5 a x; ou tout sim-
plement par une non-action de sa part. Par contre, si 1 propose x;, donc I’
E—configuration active, qui est d’ordre 2, est ({1},{2},{z1},{z2}), alors
I'intersection des propositions d’issue sociale ou solution du jeu de ces deux
joueurs est vide. Aucune alternative n’est donc sélectionnée.

Exemple 2.2. Soit E un jeu a deux joueurs {1,2} et a trois alternatives
{1, 22, 23} tel que E({i}) = {{zi, zia}, {21, 22, 23} }

Ici, 1 n’a le pouvoir de bloquer que x3 et 2 a seulement le pouvoir de bloquer
x1. Donc, x9 est non opposable et fera toujours partie des propositions de
1 et de 2, quelles que soient leurs préférences. Dans ce cas, la réunion des
alternatives rejetées par ces deux joueurs est un sous-ensemble strict de

{xla X, .1'3}.

Si nous augmentons le nombre de joueurs, alors chacun d’entre eux a la
possibilité de choisir la coalition avec qui il veut agir contre telle ou telle
alternative.

Exemple 2.3. Soit E un jeu a trois joueurs N = {1,2,3} et a trois al-
ternatives {1, xa, x5} tel que E({i,7}) = {{x}, {op, i}, {zp, 2}, A} et

E{i}) ={A} (i,5,k € {1,2,3})

Aucun joueur n’a le pouvoir de s’opposer contre une alternative. Donc,
pour faire une objection, chaque joueur doit choisir un partenaire en fonc-
tion de ses objectifs. Par exemple, si 1 veut proposer xs, il a intérét a
choisir 2 comme partenaire. Si 2 veut éviter xy, il doit agir avec 3. Suppo-
sons que 3 veut aussi éviter x1, et propose a 1 d’agir avec lui. Dans ce cas,
les coalitions qui ont manifesté leurs intentions sur les issues sociales sont
S1 = {1,2}, Sy ={2,3} et S3 = {1,3}. Ainsi, les propositions de 1 sont
{2, x3} ol xy est une action avec 3 et x3 une action avec 2. Les proposi-
tions de 2 sont {x, z3} et celles de 3 sont {x1,x2}. A l'issue du jeu, aucune
alternative n’obtient 'intention de proposition d’issue sociale de tous les
joueurs. C’est-a-dire que si By = {zr12}, k£ =1,2,3 mod 3 nous avons :

N U m=0
i€EN K|St

Ces trois exemples ont montré comment les joueurs choisissent leurs
partenaires et comment on obtient I'issue sociale du jeu en fonction de la la
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structure de la F—configuration. La question qui nous occupe maintenant
est celle des relations qu’il y a entre les propriétés de ces coopérations et
I'instabilité. Par exemple, si les joueurs se partagent en famille de coalitions
deux a deux disjoints, seront-ils en mesure de déstabiliser I'organisation ?
Inversement, peut on décrire les propriétés des familles de coalitions qui
peuvent agir en faveur de 'instabilité 7 A cet effet, prenons ’exemple sui-
vant :

Exemple 2.4. Soient n,m,a € IN tels que a > 2 et n = am, et E; la
fonction d’effectivité définie sur N = {1,...,n} et A = {xy,...,2n} par
E,(S) ="Py(A) si et seulement si |S| > q=n—a.

Notons que la fonction E est une représentation d’un vote a quota. Comme
une fonction d’effectivité associé 4 un vote a quota est stable si et seulement

si [ni_qw < m (B. Peleg (7)), alors E est stable.

Supposons que le profil des joueurs est connu et représenté par RV tel que

Vie N, RR=R"™ etpourtout i=1...m; z;1 R ...x R'z...R x;

Considérons deux familles de coalitions ayant manifesté leurs intentions sur
les issues sociales. Dans le premier cas, la famille satisfait la propriété de
circularité, qui est en relation avec la stabilité comme nous ’avons démontré
(9), alors que dans le second cas, la famille a une structure qui ne fait pas
partie des catégories en relation avec la stabilité.

Premiére famille - Soit S; = a {j, N L%J } ,7 = 1...m. Le nombre
de joueurs de S; est supérieur & ¢, alors S; € W(E,). Supposons que S;
suggére 1'état social z;_; on aX = {j| I € X, R* = R’}. Alors H' =

{j|S;2i}=a{i—[%],...,i}. Par consequent :
AUB = U =z
i€EN jeH? i=1 jeaH’

—Qa{xi_uJ,...,xi} ;
= {l’j—l |7 € ﬁSj}

Puisque 'intersection des coalitions d’une famille de coalitions gagnantes
d’une fonction d’effectivité simple et stable est non vide, alors N7, S; # (.

D’ou
N UB#0

€N jeH?
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Ce qui montre 'existence d'une alternative non opposée dans 1’ E—configuration
(S1,...,S,, By,...,B,).

Deuzxieme famille : Supposons que les seules coalitions qui ont manifesté
leurs intentions sont S; = a{1l,...,q}, So = a{2,...,q+ 1} et S3 = N\
S; U S5, Si H! = {] | Sj Bi}, alors H' = HY™ = {1},H2 = H*m =
R S R {LQ},HL%JH — pglilsm {2} et pour tout j ¢
S1 U Sy, H = {3}. Les membres de S5 n’ont aucun pouvoir, donc la seule
proposition crédible de la coalition S3 vaut A. Si par exemple S; propose
T alors que S, propose z1, nous avons :

M U Be = {zm} N {zmea} N {z}n A =10

1€EN ke H?

Cette vacuité ne s’interpréte pas ici que I’ E—configuration (Si, S, Ss, B, Bs, B3)
est une menace contre la stabilité. En effet, si ’on oblige les coalitions de
manifester leurs préférences sur les alternatives, il doit exister des joueurs

qui n’arrivent pas a trouver une préférence rationnelle. L’hypothése sur la
rationalité des joueurs entraine que I’ ¥ —configuration (S, So, S5, B1, Bo, B3)
n’est pas un danger pour la stabilité.

Ainsi, certaines F'—configuration ne nuisent pas a la stabilité malgré les
pouvoirs et les intentions des coalitions membres.

Pour identifier la structure des familles de coalition nécessaire et suf-
fisante compatible & un profil, nous allons commencer par attribuer a
I’ E—configuration (S4,...,S,, Bi,..., B,) la structure suivante :

(PG) La famille {Sy, ..., S, } est une partition généralisée. C’est-a-dire qu’il
existe A, > 0 (k=1...r) tels que

Vie N : ZAk:1

k|Sk>i

(NV) La non vacuité des alternatives non-opposées :

(U Bi#0

1EN k|Sk9i

Rappelons que pour les jeux a utilités transférables (TU) : un couple (N, v)
ou N lensemble des joueurs et v : Py(N) — RT = {z € R |z >0}, la
stabilité est caractérisée par l'existence d’une alternative non-opposée si
une famille de coalitions en partition généralisée se forme pour faire les ob-
jections. Une paire (S, y) est une objection contre z € R" si v(S) > >, o x;
et y; < x;,Vi € S. Donce, (N, v) est stable si et seulement si pour toute par-
tition généralisée (S1,...,.5,) de N, il existe = tel qu'aucune coalition Sy
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de la partition généralisée n’a le moyen de faire objection contre x. On re-
marque que (NV) est une version ensembliste de (PG), mais cela ne prouve
aucune évidence de relation entre I'équilibre d’un jeu TU et I’équilibre d’une
fonction d’effectivité.

Ainsi, si nous prenons l'intersection de toutes les intentions d’issues
finales du jeu ou les joueurs sont répartis dans une partition généralisée,
nous obtenons la définition suivante :

DEFINITION. Une fonction d’effectivité E : P(N) — P(A) est dite équi-
librée si pour toute partition généralisée de coalitions {Si,...,S,} et pour
tout By € E(Sk), k=1...7, nous avons :

M U Bi#0

1EN k|Sk9’L

Cette définition a été introduite pour la premiére fois par Kolpin(5) alors
qu’il étudiait 1’essence de la stabilité. Dans la suite, nous réécrivons cette
définition afin qu’elle soit cohérente avec les notations du présent travail.

3 Equilibre et acyclicité

Pour une E—configuration (Si,...,S,, Bi,..., B,), nous associons les en-
sembles

D;:=Dy(S1,...,8,B1,....B.) = | J B
Cj = Cj<Sla'~->Sr>Bla'-->Br):ﬂDi

Etant donné une E—configuration (Si,...,S,, Bi,...,B,), I’ ensemble D;
représente l'intention de ¢ € Sy U ---U .S, sur ce que doit étre le statu quo.
Pour simplification, nous disons qu’une famille d’ensembles (B, ..., B,)
satisfait NV (non-vacuité) si

Din---ND, #0

C’est-a-dire que si la famille de coalitions S, ..., S, se forme pour obtenir
une F—configuration, alors il existe x € D;N---N D, qui ne soit pas oppo-
sable. De la méme maniére, nous pouvons attribuer a la famille (Si, ..., S;)

les propriétés (P) et (P’) suivantes :

Proposition 3.1. Soit S1,...,5, € P(N). Alors, les assertions suivantes
sont équivalentes :

(P) Il existe k tel que Sy # 0 etVi,j€e N: H C H = H'= H’;

(P) S;U---US, =N etVi,je N: H'\ H #0 = H\ H # 0.
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PREUVE.

(P)= (P’). Premiérement, si S; U---US, # N, alors il existe ig € N tel
que H = (). Donc, H® C H',Vi € N. De (P), H' = --- = H" = ) et
Sy =+ =38, = (. Deuxiémement, si H*\ H’ # () alors que H’ \ H' = (),

alors HY C H' et H? # H'. Donc, de (P), nous avons a la fois H/ = H' et
Hi + HI.
(P’)= (P). Evident.

g

Proposition 3.2. Si la famille {Sy,...,S,} est une partition généralisée
de N, alors elle satisfait (P)

PREUVE. Si {51,...,5,} ne satisfait pas (P), alors il existe ¢ # j tels que
H'\ HI # () alors que H’ \ H' = (). Comme {S},...,S,} est une partition
généralisée, alors il existe A\, € (0,1) tel que

Vi, jEN:Y M=) M=1
keH? keHI
C’est-a-dire que

do=1— > N

ke H\HI ke HiNHJ

:Z)\k

ke HI\ H'
Ce qui est contraire a A\, > 0, H*\ H? # () et H? \ H' = ().
U

Proposition 3.3. Si la famille {S1,...,S,} avec r < 3 satisfait (P), alors
elle est une partition généralisée de N.

PREUVE :
Soient r < 3 et {S1,...,5,} une famille de coalitions satisfaisant (P).

Cas r = 2. Alors, S1, Sy est une partition de N ou S; = S, = N. Dans les
deux cas, Sy, .5 est une partition généralisée.

Cas r = 3. Nous distinguons trois cas.

Sous cas 1 : H' = H? = H*. Alors, Sy = N. En choisissant Ay = 3, on
conclut que {57, S2, 53} est une partition généralisée.

Sous cas 2 : i # j : H = HJ. Alors, on distingue deux cas. Premier
cas, H* = {k} est un singleton. Comme H* C {1,2,3},Vi’ # 4, alors la
propriété (P) entraine H C {1,2,3} \ H', Vi’ # i,j. Dans ce cas, il suffit
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de choisir A, = 1 et A, = 5 pour | # k. Deuxiéme cas, H* = H’ = {k,l}. La
propriété (P) entraine que pour tout ¢ # i, 5, H' € {{k'},{k k},{k 1}}
avec k' # k1. Si pour tout ¢ # 4,7, H' = {k’}, on choisit \y = 1 et
Ae = N = L. Sipour tout i # i,j, H = {k',k} (resp H' = {K,1}),
on choisit \, = % et \ = \py = % (resp. A, = % et \p = A\ = %)
Dans les autres cas, H' € {{k,(},{K k},{K,1}},Vi € N, donc on choisit

M=o = A= 1L
Sous cas 8 : 3i,j,i' : H' # HJ # H". Dans ce cas, la propriété (P) im-

plique que H" sont tous égaux a un singleton ou sont dans {{1,2},{2,3},{3,1}}.

Dans les deux cas, {51, 52, S5} est une partition généralisée.

O

Définition 3.4. Une fonction d’effectivité E : P(N) — P(P(A)) est
équilibrée si pour toute E—configuration (S1,...,S,, Bi,...,B,) telle que
{S1,...,S.} soit une partition généralisée, alors (By, ..., B,) satisfait NV.

Si E n’est pas équilibrée, alors il existe r > 1 et une E—configuration
(S1,..., Sy, By,...,B,) telle que {S,...,S,} soit une partition généralisée
alors que Dy N---N D, = (. Dans ce cas, nous disons que E posséde une
structure de déséquilibre d’ordre r.

Définition 3.5. Une fonction d’effectivité E : P(N) — P(P(A)) est
fortement équilibrée si pour toute E— configuration (Si,...,S,, By,...,B;)
telle que {Sy,...,S,} satisfait (P), alors (By,...,B,) satisfait NV.

Si E n’est pas fortement équilibrée, alors il existe » > 1 et EF—configuration
(S1,..., S By,y...,B,) telle que {Sy,...,S,} satisfait (P)alors que Dy N
---N D, = (. Dans ce cas, nous disons que E posséde une structure de
déséquilibre faible d’ordre r.

De la proposition 3.2, il est évident que si une fonction d’effectivité E
est fortement équilibrée alors elle est équilibrée. D’une autre maniére, si
elle admet une structure de déséquilibre alors elle admet une structure de
déséquilibre faible ; mais la réciproque est fausse. Cependant, dans les pro-
positions suivantes, pour certains cas, ces deux structures sont équivalentes
et ont la méme propriété que le cycle 77

Proposition 3.6. Soit £ : P(N) — P(P(A)) une fonction d’effectivité
monotone. Les assertions suitvantes sont équivalentes :

(i) E admet une structure de déséquilibre faible d’ordre T < 3;

(ii) E admet une structure de déséquilibre d’ordre p < 3;

(iii) E admet un cycle d’ordre r < 3.
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PREUVE :
(i)=(ii). De la proposition 3.3.
(ii)=-(i). De la proposition 3.2.

(ii)=(iii). Soit (S4,..., Sy, Bi,..., B,) une E—configuration telle que {5,
..., S,} soit une partition généralisée et D; N---N D, = 0.

Cas ot v = 2. Alors, la famille {57, Sa} est une partition de N et BN By =
(). Ce qui donne un cycle d’ordre 2 de base (C1, Cs) ou C; C B et Cy C BS.

Cas ot v = 3. Il y a deux cas, {51, 52,53} est une partition de N ou
{51 N Sy, SN S3,53N S} est une partition de N. Comme (Bj, By, B3) ne
satisfait pas NV, alors dans le premier cas nous avons B; N By N By = (), ce
qui donne un cycle inférieur ; et dans le deuxiéme cas, nous avons C7, Cy, C3
sont deux & deux disjoints, avec Cy, = (By—1UBy) N (BrUBjy1) (k=1...3
mod 3). En outre, Cy N (Bx_1 U Byy1) = 0, alors si on remplace C; par
C1U[A\ (B1U By U Bs)], ce qui est faisable car E est monotone, alors nous
obtenons un cycle d’ordre 3.

(iii)=-(ii). Soit (S1,...,S,, Bi, ..., B,) un cycle d’ordre p de base (C1, ..., C,).

Cas ou r = 2. De la définition d’un cycle, S; NSy = 0 et B; N By = (.
Dong, la famille {S;, 55,53 = N\ (51U Ss)} est une partition de N ; en
particulier elle est une partition généraliste. Comme Bs = A € F(Ss),
alors

U ﬂBk = B, NByNB;s ;

i€N \ k|Sp2i

Ce qui montre que (S, S, S3, By, By, A) est une structure de déséquilibre
d’ordre 3 (Si S;USy = N, (S1, Sa, B1, Bs) est une structure de déséquilibre
d’ordre 2).

Cas ot p = 3. De la monotonie de E, nous pouvons supposer que S1 U Sy U
S3 = N. Du corollaire ??, I’ E—configuration (Si, Se, S3, B1, B2, B3) est un
cycle supérieur ou un un cycle inférieur. Si elle est un cycle supérieur,
alors Sy, Sy, S3 forment une partition de N, donc une partition généralisée.
Dans ce cas, pour tout i € N, H' est un singleton. Ce qui implique que
D1 N---N Dn = Bl N BQ N Bg = @ ]:)OIlC7 {Bl,BQ,Bg} satisfait (NV)
Par contre, si (51, Sa, S3, B1, Ba, B3) est un cycle inférieur, nous distinguons
deux cas. Premier cas, il existe k # [ tels que SyNS;, = (). Comme B,NB; =
(), alors nous revenons au cas ol p = 2. Deuxiéme cas, S, N S; # 0, Vk # 1.
Comme S7; U Sy;US3 = N, alors S1 NSy, SoNSs, S;NS; est une partition
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de N. Cest a dire que {S;, 55,53} est une partition généralisée de N.
En outre pour tout ¢ € N, H' = {k,k+ 1} ((k = 1...3 mod 3)), alors
D1 N---N Dn = (Bl U BQ) N (BQ U Bg) N (Bg U Bl) = @, le {Bl,BQ,Bg}
satisfait (NV).

En conclusion, (57, S, S3, By, By, Bs) est une structure de déséquilibre d’ordre
3.

U

Proposition 3.7. Soient E : P(N) — P(P(A)) une fonction d’ef-
fectivité et (Sy,...,S., B,...,B,) une E—configuration telle qu’il existe
(Cy,...,C}) une partition de A, (T,...,T,) une partition de N et ¢ < r
tels que Vk=1...r mod r :

By =CpU---UClyer et Sy =TiycU---UTy

Alors
1. (S1,...,Sy, By, ..., B,) est une structure de déséquilibre d’ordre r ;
2. (S1,...,58,B1,...,B,) est un cycle d’ordre r ;

PREUVE : Soient (Sy,...,S,, B, ..., B,) une E—configuration, (T3, ...,T,)
une partition de N, (C,...,C,) une partition de A et ¢ < r tels que

Vl{izl...T; OkU"'UCk_:,_C_lEE(T;H_CU"'UTk_l) (1)

(i) De l'équation 1, |{k|Sk 2 i}| = c alors (Si,...,S,) est une partition
généralisée avec \, = %,Vk’ = 1...r. En outre, pour tout [ = 1...r et pour
tout i € T, {k|Sk 2} ={k|{k+c,....k=1}31} ={l—c,...,l +1} .
Alors,

NUs=NNUs

1€EN k|Sk i I=1...ri€Ty k|J >l
ro1+1

-NN=

I=1k=l—c
r 14+l k+4c—1

-NN U«

l=1k=l—c p=k

cNU =0

I ke{l}c

(ii) La proposition 7?7
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Le théoréme 3.8 suivant montre que le cycle peut avoir une formulation
assez proche d’une structure de déséquilibre.

RAPPEL. Une sélection sur un ensemble {1,...,r} est une application 6 :
Po({1,...,7r}) = {1,...,r} telle que pour tout K C {1,...,r}, (K) € K.

Notons ¥, 'ensemble de toutes les sélections sur {1,...,r}. Pour une
famille de coalitions {S,...,S,.} et une sélection § € ., nous associons
les ensembles

K =Ki(Sy,...,S8) = {K C{1,....r} | NrexSi # 0, K 31} ;
jk; = jk(Sl>---aSr79) :{KC {L"WT} | mkEKSk#(Z)?e(K):k}

Jk:UK

K|0(K)=k

Posons

Théoréme 3.8. Soit £ : P(N) — P(A) une fonction d’effectivité. Alors,
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe une partition de A, (Cy, ..., C,) telle que (Sy,...,S., B1,...,B;)
soit un cycle d’ordre r de base (Cy,...,C,);

(ii) il existe 6 € X, tel que la famille By, ..., B, satisfasse :

T

) U Bo =10 (2)

=1 KeK;

(i) 4l existe 0 € X, tel que la famille By, ..., B, satisfasse :

r

AU B:=0 (3)

I=1keJ;

PREUVE :

(i)=(ii) Soit (S1,...,S,, B1,...,B;) un cycle d’ordre r et (Cy,...,C,) sa
base, et soit 6 € X, tel que : Si Myex Sk # 0, alors #(K) = k € K avec
B,NC, =0Vl € K. Si NSy, = 0, 6(K) € K est arbitraire. Alors,
Byry C UgrCy, ce qui donne :

T

AU BwecN U Uc

I=1 Kek, I=1 Kek; t¢ K

c()Cr=0
=1



halshs-00357492, version 2 - 29 Jun 2009

3 EQUILIBRE ET ACYCLICITE 13

ii)=-(i) Soit une E— configuration (Si,...,S,, By, ..., B,) telle qu’il existe
0 € ¥, tel que (B, ..., B,) satisfasse 2. Posons

C = ﬂ Bk,

Kek;

et soit K C {1,...,7} tel que Nycg Sk # 0. Comme pour tout [ € K nous
avons K € Ky, alors C; C By g, (I € K). Ce qui donne :

Vie K : ClﬂBQ([():Q

()= (iii) Soit (S1,...,Sy, By,...,B,) un cycle de base Cy,...,C,. De la
définition du cycle 7?7 (C2b) nous avons : pour tout K C {1,...,r}, il existe
0(K) € K tel CyxyN B, =0,Vk € K. Ce qui donne :

VK tel que O(K) =1:Cin | ) By =10
kedJ;

Par conséquent :
.

=1

I=1keJ;

(iii)= (i)Soit (Si,...,S,, B1,...,B,) une E— configuration telle que la

famille (B, ..., B,) satisfasse ’équation 3. Posons
C) = Niey, By,
alors pour tout K tel que Npex Sk # 0, nous avons Cyxy N By = 0,Vk € K.
Donc, (S1,...,S5,, B1,...,B,) est un cycle de base (Cy,...,C,).
O

Notons que la version (i) permet d’analyser I'instabilité alors que (ii) et
(iii) sont dans l'esprit de localiser les issues sociales stables. Ici, la formula-
tion (iii) qui met en évidence la similarité d’un cycle avec une structure de
déséquilibre ne permet pas de conclure qu’il y ait une équivalence entre les
deux. Plus précisément, ces deux structures ne sont pas équivalentes. L’ob-
jet du paragraphe suivant est de répondre a cette question dans 1'optique
de trouver des classes de fonctions d’effectivité ou la stabilité, I'acyclicité,
I’équilibre et I’équilibre fort sont équivalents.
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4 Les théorémes d’équivalences

Le résultat de Kolpin (5) affirme qu'une fonction d’effectivité équilibrée
est stable. Donc, une fonction d’effectivité fortement équilibrée est stable;
mais |’existence de structure de déséquilibre n’assure pas 'instabilité de la
fonction d’effectivité. Cependant, il existe une classe de fonctions d’effec-
tivité ot la réciproque est vraie. Par exemple, Mizutani (6) a montré que
pour les fonctions d’effectivité monotones, anonymes et neutres I’existence
d’une structure de déséquilibre conduit a I'instabilité. Dans ce paragraphe,
nous montrons que l'existence de structure de déséquilibre faible est suffi-
sante pour l'instabilité d’une fonction d’effectivité monotone, anonyme et
neutre et proposons d’autres classes de fonctions d’effectivité pour lesquelles
I’équilibre fort, I’équilibre et la stabilité sont équivalents.

A cet effet, rappelons les résultats suivants :

Théoréme 4.1 (Keiding,1985(4)). Soit E : P(N) — P(P(A)) une fonc-
tion d’effectivité. Alors, la fonction E est acyclique si et seulement si elle
est stable.

Théoréme 4.2 (Kolpin, 1991 (5)). Soit E : P(N) — P(P(A)) une fonc-
tion d’effectivité. St la fonction E est équilibrée alors elle est stable.

De la proposition 3.2, nous avons également :

Théoréme 4.3. Soit £ : P(N) — P(P(A)) une fonction d’effectivité. Si
la fonction E est fortement équilibrée alors elle est stable.

Les réciproques de ces deux derniers théorémes sont fausses. On peut faire
référence aux travaux de Mizutani, 1994 (6) ou a I'exemple ci-aprés. Cette
fonction est stable sans étre équilibrée.

Exemple 4.4. Soient N ={1,...,5} et E: P(N) — P(P(N)) la fonc-

tion d’effectivité définie comme suit :

ES) ={T|T>N\S}siS e {S|SDSk=1...r} et E(5)
{N} sinon; avec S; = {1,2,3,5}, So = {2,4}, S; = {1,3,4}, Sy =
{1,2,5}, S5 = {3,4,5).

E admet une structure de déséquilibre d’ordre 5. Nous avons :

Vk=1...5:|{klJy 2 k}| =3 (4)

alors la famille de coalitions {51, ..., S5} est une partition généralisée. Soit
By, = S§ et posons H = {k | S, 2 i} et Dy = Upepi By, alors
H'={1,3,4} H?=1{1,2,4} H*=1{1,3,5}
H*=1{2,3,5} H®={1,4,5}
Dy,=N\{k} k=1...5
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Par conséquent :

N U B=YW\{i})=0

1€EN k| Sk €N

E ne posséde aucun cycle d’ordre 5 : Nous vérifions seulement que F ne
posséde pas une configuration équilibrée d’ordre 5. Nous avons :

Ky = {{1},{1,2} ,{1,3},{1,4} ,{1,5} ,H', H* H"}

Ko ={{2},{1,2},{2,3}.{2,4},{2,5} ,H* H'}
Ks={{3},{3.1},{3,2},{3,4} ,{3,5} . H', H®> H"}
Ki={{4},{4,1} ,{4,2} ,{4,3} ,{4,5} . H' H* H"}
Ks={{5},{5,1},{5,2},{5,3},{5,4} ,H' ,H*,H* H"}

On peut vérifier que pour toute sélection 6 € X2,.,

ﬂ U Boey # 0

iEN KEK;

Théoréme 4.5. Soit E : P(N) — P(P(A)) une fonction d’effectivité
monotone, anonyme et neutre. Alors, E est stable si et seulement si E est
fortement équilibrée.

PREUVE : Si E est fortement équilibrée, alors elle est stable (Théoréme 4.3).
Réciproque. Nous savons qu’une fonction d’effectivité monotone, anonyme
et neutre est stable si et seulement elle admet un cycle circulaire 77, c¢’est-
a~dire qu’il existe (C, ..., C,) une partition de A, T},...,T, une partition
de Net 1 <c<r—1tels que

Ve=1...r modr:CrU---UCkie1 € E(ThyeU---UCk_q)

De la proposition 3.7, I’ E—configuration (Si,...,S,, By,..., B,) avec Sy, =
TircU---UCk_1 et By = CrpU---UCky.1 est une structure de déséquilibre
faible.

U

Ce théoreéme a pour corollaire le résultat de Mizutani suivant :

Corollaire 4.6. [Mizutani, 1994] Soit E : P(N) — P(P(A)) une fonc-
tion d’effectivité monotone, anonyme et neutre. Alors, E est stable si et
seulement si E est équilibrée.

Nous avons également le résultat suivant :

Théoréme 4.7. Soit E : P(N) — P(P(A)) une fonction d’effectivité
monotone et simple. Alors, la fonction E est stable si et seulement si elle
est fortement équilibrée.
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PREUVE : = Si E est fortement équilibrée, alors E est stable (théoréme
4.3).

< Soit (S1,...,5, B1,...,B,) une structure de déséquilibre faible sur E.
Alors, la famille {Sy,...,95,} satisfait (P) et la famille {B;,..., B,} est
telle que Dy N ---N D, = (). Puisque By # A entraine S, € W(E), alors
si pour tout k = 1...r, B, # A nous obtenons Si,...,S, € W(E). Or,
'intersection des ensembles d’une famille satisfaisant (P) est vide, alors
d’aprés le théoréeme de Nakamura (7), E est instable. Admettons alors
quil existe p < r tel que By,...,B, # Aet Byyy = -+ = B, = A
Si SiN---NS, =0, alors d’aprés le théoréme de Nakamura (7), E est
instable. Si Sy N---N S, # 0, alors il existe iy tel que

H* > {1,...,p}

Posons Z = {i | H'N{p+1,...,r} = 0}. Alors, pour tout i ¢ Z, il existe
k € H' tel que B, = A. Dans ce cas,

AUs={NUs|n(NU5s

iEN k‘SkBZ‘ i€z k‘SkBZ‘ iéZ k|Sk>i

=1V U B:|n4

1€Z k|Sk >t

:ﬂ U By, (5)

i€Z K|Sk i

Donc

N U Bi=Din---nD, =0 (6)

€2 k’|Sk3’i

Comme By, # (0 (k = 1...r), alors équation 6 entraine qu’il existe au
moins i € Z tel que H* G {1,...,p}. Cest-a-dire que

H' ¢ H™

Ce qui est contraire a (P).

Ainsi, nous avons :

Corollaire 4.8. Soit £ : P(N) — P(P(A)) une fonction d’effectivité
monotone et simple. Alors, la fonction E est stable si et seulement si elle
est équilibreée.
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Les fonctions d’effectivité simples, ou anonymes et neutres sont des cas
particuliers des fonctions d’effectivité décomposable : il existe deux jeux a
utilités transférables normés (IV,v) et (A,w) tels que

Be B(S) s wB) <1—u(S) (7)

Donc la proposition 4.7 et le théoréme 4.6 peuvent étre considérés comme le
prolongement de la caractérisation de la stabilité des jeux a utilités trans-
férables. Le style de démonstration de Mizutani & al. prouve bien ce réfé-
rencement. Pourtant, il n’est pas évident que 1’équilibre du pouvoir puisse
caractériser la stabilité d’une fonction d’effectivité décomposable ®.

Dans la suite, nous nous intéressons a une classe de fonctions d’effecti-
vité qui n’est pas une sous-classe de fonctions d’effectivité décomposables.
(C’est-a-dire que la notion d’équilibre de pouvoir ne se limite pas aux jeux
TU et ses dérives. Rappelons qu’une fonction d’effectivité maximale satis-
fait B ¢ E(S) = A\ B € E(N\S) : si une coalition S n’est pas effective
pour B, alors son complémentaire aura le pouvoir de le bloquer. D’une autre
maniére, si une coalition est faible, pour éviter la perte inutile des actions
possibles, on donne & son complémentaire le droit d’agir. Donc, en cas d’in-
stabilité, la maximalisation qui consiste a remplacer la fonction d’effectivité
par la plus petite fonction d’effectivité maximale qui la contient, intensifie
I’exposition de 'organisation aux conflits. La maximalité aide également
a la mise en évidence des conflits d’origine structurelle d’'une organisation
représentée par la fonction d’effectivité (cf (9)).

Les fonctions d’effectivité maximales ne sont pas alors une sous-classe
de fonctions d’effectivité décomposables alors que le théoréme 77 montre
qu’il y a une équivalence entre ’équilibre fort et la stabilité pour cette classe
de jeu. Tout d’abord, nous avons le lemme suivant :

Lemme 4.9. Soit £ : P(N) — P(P(A)) une fonction d’effectivité mo-
notone et maximale qui admet une structure de déséquilibre faible telle que
C; #0,Vj € N. Alors, E est instable.

PREUVE :

Montrons qu’il existe une partition Ci, ... Ct de A telle que pour tout
k=1...7:UqsC} € E(S).

Par hypothése, Dy N---ND,, =0 et C; # 0, alors C4,...,C, sont deux a
deux disjoints. Posons

AN[CLU- UG = {a1, ..., 2}

1. Dans (8), si les deux jeux a utilités transférables associés a la fonction d’effectivité
sont équilibrés, alors cette derniére est stable. La question & savoir si ’équilibre des jeux
A utilités transférables entraine 1’équilibre de la fonction d’effectivité associée, et que
cela caractérise la stabilité est une question encore ouverte.
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De la définition de C}, il existe ¢y € N tel que
11 & Dy (8)
et remplagons {By, ..., B,} par {Bj},..., B!} telle que
Vk e H" : B} = By, ;
Vk ¢ H" : B} = B, U {x}.
Comme pour tout j € N, C; # () alors
Vit H 4, )
Dong, de la condition (P), nous avons :
Vij:H\H #Qet H\ H #0 (10)

Ce qui entraine que pour tout i # iy, il existe k € H* tel que z; € B;.
Alors :
D} =D, et z € D} Vi#1i (11)

Des equations 8 et 11, nous avons :

Cf =Cyy U{ai} et C} =Cy, Vi # 4y (12)
Par conséquent, DI N---N DL =0, Ct ... C! sont deux a deux disjoints
et A\[C]U---UC] ={xg,..., 2}

Soit alors (Bj)1<s<: la suite définie par :

Vke H* B =B
Vk ¢ H* : Bf = By U {z,}.

Avec i tel que x4 ¢ Dfs_l.

Par un méme raisonnement, nous pouvons conclure que pour tout s =
l...t:Din---NDs =0, C;,...,C¢ sont deux a deux disjoints et A\
(C5U---UCE] = {xs11, ... 2} En particulier, au rang ¢, C}, ..., CL est une
partition de A. Par conséquent, au rang ¢, nous avons :

Vje S, B.NC; C (U B,@) Nne; =10,
keHI
Clest-a-dire que By C B}, C Ujgg,C}. De la monotonie de E, By, € E(Sy)
entraine
VE=1...r: | Cle E(S) (13)
JESk
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Montrons qu’il existe RN € L(A)N tel que C(E, RN) =10
De la maximalité de E nous avons :
VjeN, A\Cle B({j}) ouCle E(N\{j})
Sans nuire a la généralité, supposons que pour un p, 0 < p < n nous avons :
Vi=1...p; A\Cje E{j})etVj=p+1...n; Cje E(N\{j}) (14)
Si p = n, i.e. pour tout j € N, A\ Cj € E({j}), alors ({1},...,{n}, A\
Ct,..., A\ C%) est un cycle supérieur d’ordre n. Donc, E est instable (1).

Si p =0, i.e. pour tout j € N, C; € E(N \ {j}), alors E posséde un
cycle inférieur d’ordre n. Pour les définitions des cycles inférieurs et cycles
supérieurs, voir par exemple (1) ou (9). Donc, E est instable (1).

Supposons que 0 < p < n. Comme S;U---US, = N, alors on peut choisir
Se{S1,...,S}tel quen € S. Soit R = (R',..., R") un profil satisfaisant

VieN: Ci R ... RCi | R C}

Donc la structure de RY est définie comme suit

oty ...oCt
Lo Cl, o
¢t ...c ..
R ... RP ... R"

Alors,
(o) Pour ¢ = 1...p, nous avons :
Vj#i: CI R C;ie [A\C]] R'C;
De I'équation 14, ({i}, A\ C!) est une objection contre tout x € C!.
(B) Pour i = p+ 1...n, nous avons :
Vj#i: C! RO,
De I'équation 14, ({1}, C?) est une objection contre tout x € C!_.

Pour tout i € S, et pour tout j ¢ S nous avons C! R* C!. Comme
(7) , et p j ! ;
n € S, alors nous avons en particulier

VieS, Vj¢S: C;RiC;;
De I'équation 13 (S, U;¢sC5) est une objection contre tout z € Cf.

Etant donné que C?,...,C% et une partition de A, alors pour tout z €
A, il existe j € N tel que z € Cj et une paire (S(j), B(j)) telle que
B(j) R' x,Vi € S(j). D’ou 'instabilité de E.
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i

Théoréme 4.10. Soit E : P(N) — P(P(A)) une fonction d’effectivité
monotone et maximale. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) E est fortement équilibrée ;
(i) E est équilibrée;
(iii) E est stable.

PREUVE : (i)=-(ii) découle de la proposition 3.2 et (ii)=-(iii) découle du
théoréme 4.3. Donc, il nous reste a démontrer que (iii)=-(i).

En effet, soit (Si,...,S,, B1,..., B,) une structure de déséquilibre faible
sur E. Alors, {S1,...,S,} satisfait (P) et la famille (By,..., B,) satisfait
DiN---ND,, = . Sipour tout j € N, C; # 0, alors E est instable (Lemme
4.9). Admettons alors que E est stable et qu'il existe j € N tel que C; = 0.

C’est-a-dire que :
MU Bi=0 (15)

i#] k| Sy i
Définissons la fonction d’effectivité E; : P(N \ {j}) — P(P(A)) telle que

Ej(0) =0 et VS € Po(N\{j}): E;(S)=E(SU{j})

Montrons que st E est stable, alors E; est maximale et convexe

Premiérement, £; est maximale. Soient S € Po(N \ {j}) et B € Py(A)
tels que B ¢ E;(S). Donc, B ¢ E(S U {j}). De la maximalité de E,
A\ B e E((N\{j})\S). Comme E est monotone, alors A\ B € E([(N\
{7H \ S]U{s}). Ce qui montre que A\ B € E;((N\{j})\S). Donc, E;

est maximale.

Deuxiémement, E; est convexe. Soient S, T € Po(N \{j}) et B,C € Py(A)
tels que B € E;(S) et C € E;(T). Donc, B € E(SU{j}) et C € E(TU
{j}). Comme la fonction E est maximale et stable, donc convexe, alors
BUCe E((SUT)u{j})ouBNC e E(SNT)U{j}). Ce qui entraine,
BNCeEj(SUT)ouBUC € E(SNT). D'ou la convexité de Ej.

Montrons que E; admet une structure de déséquilibre (Sy, , ..., S}, Br, .-, B,).

Posons

A={k|Se=1{j}t} et {ki,.... Kk} ={k| S #{j}}
Pour s =1...p, posons
Sk, = Sk, \ {7}

Alors
Vs=1...p: 8, #0et S, U---US, =N\{j}
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Ainsi, pour i # is € N\ {j} tels que

{ko | Sp. 201} C {ks| Sy, 2ia}
Alors, {ks | Sy, 211} UA C {ks | S;, 242} UA. Done, H* C H®. Comme
(S1,...,S,) satisfait (P), alors H* = H. Donc, H*\ A = H2\ A. Ce qui
entraine

{ks ‘ Sllcs > 21} = {ks ’ Sllﬁs > 22}

Ce qui montre que (S, ..., Sy,) satisfait (P).

En outre,
A Uscn Us-o
i€N\{j} ks| S}, i 1€EN\{j} ks|Sk, 21
Donc, pour que (S}, ..., Sk, Bk, - - -, By,) soit une structure de déséqui-

libre sur Ej, il nous reste a montrer que By, € E(S; ) (s = 1...p). En
effet, si j € Si,, alors By, € E(S;, U{j}), donc By, € E(S},). Sij & Sk,
ie. S, = Sk, alors de la monotonie de E, By, € E(S;, U {j}). Donc,
By, € E;(S;,,). En tout

Vs=1...p: By, € E(S},)

En conclusion : E convexe, maximale et admet une structure de déséquilibre
entraine F; convexe, maximale et admet une structure de déséquilibre.
Cette implication montre que I'on peut avoir une suite ji, ..., j, telle que
les fonctions d’effectivité

E.

J1r

E;,
soient convexes, maximales et admet une structure de déséquilibre et £,
soit a trois joueurs. Des propositions 3.2 et 3.6, la fonction d’effectivité £,

admet un cycle d’ordre p < 3, donc instable. D’ol une contradiction.

g

5 Conclusion

La connaissance des intentions des joueurs via leurs intégrations dans
plusieurs coalitions permet de maitriser les éventuels conflits dans une or-
ganisation. Les théorémes d’équivalence de ce travail suggéerent par exemple
que s’il y a une coalition a laquelle tous les joueurs font référence a toute in-
tention de blocage d’alternatives, I’organisation est stable. La non-équivalence
de P’équilibre a la stabilité nous a incité a proposer une nouvelle forme
de répartition des pouvoirs au travers des coalitions. Les questions sont
dés lors les suivantes : la structure de balancement peut-elle avoir un sens
pour les jeux & utilités transférables et les jeux a utilités non-transférables ?

ra-t- né ir ur jeux a utilités non transfér u r

Sera-t-elle nécessaire pour les jeux a utilités non transférables ou le Scarf
ncement n né ire 7
balancement n’est pas nécessaire ?



halshs-00357492, version 2 - 29 Jun 2009

REFERENCES 22

Références

[1] Abdou, J. et H. Keiding (1991), "Effectivity Functions in Social
Choice", Dordrecht : Kluwer Academic press. 19

[2] Bondareva, Olga N (1963), "Some appliations of linear programming
methods". Problemy Kybernetiki 10, p 119 - 139. 2

[3] Danilov V. and Alexander I. S. (2002), "Social Choice Mechanism",
Springer.

[4] Hans Keiding (1985), "Necessary and sufficient conditions for stability
of effectivity functions", International Journal of Game Theory, 14 N°2.
9, 14

[5] Kolpin V. (1991), "Mixed effectivity and the essence of stability", Social
Choice and Welfare, vol 8, p 51 - 63. 2,7, 14

[6] Mizutani M., Nae Chan Lee, Nishino H.( 1994), "On the Equivalence of
Balancedness and the Stability in Effectivity Function Games", Journal
of Operation Research, Society of Japan, vol 37, N” 3. 14

[7] Nakamura K. (1979), " The vetoers in a simple game with ordinal pre-
ferences", International Journal of Game Theory, 8 : 55-61. 16

[8] Otten G.-J., Borm P., Storcken T. and Tijs S.(1997), "Decomposable
effectivity functions", Mathematical Social Sciences 33 Number 3, 1, p
277 - 289. 17

[9] Razafimahatolotra D. (2008), "Une contribution a la théorie du pou-
voir : Conflist Négocation et Stabilité", thése de doctorat de trisiéme
cycle, chapitre 2. 5, 17, 19



	Introduction
	PrÃ©liminaires
	Ã�quilibre et acyclicitÃ©
	Les thÃ©orÃ¨mes d'Ã©quivalences
	Conclusion

