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pour obtenir le grade de

DOCTEUR D’UNIVERSITÉ
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M. Philippe Bressolette Examinateur
M. Maurice Lemaire Examinateur, président du jury
M. Yvon Riou Invité
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Avant-propos
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cherche (contrat n◦ 1925-2005 d’allocation de recherche de l’Université Blaise Pascal). Ce travail
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Ces hommes ont été pour moi des modèles de rigueur, de disponibilité et de persévérance.

Maurice Lemaire, professeur au Laboratoire de Mécanique et Ingénieries, a bien voulu présider
le jury. Ce dernier, ainsi que Alain Millard, sont parmi ceux qui m’ont donné l’envie de me lancer
dans cette thèse.

Je remercie enfin Yvon Riou, mâıtre de conférences à l’École Centrale de Nantes, qui a su
répondre à une invitation bien tardive.

Que toutes celles et ceux, plus ou moins proches, qui m’ont accompagné, sachent reconnâıtre ici
une marque sincère de gratitude.

Au terme de mes études universitaires, je me souviens enfin de quelques absents qui ont aussi
contribué à ma formation :

Michel Saint-André, Alain Vergne, Yves Nénot, custards âınés,

Yvonne et André Julien, Albert Baroth, mes grands-parents.

Divers commentaires de mes encadrants semblent faire écho à celui de mon professeur de
mathématiques de classe de terminale2, M. Thierry, qui avec inspiration écrivait sur mon bulletin
trimestriel ces deux seuls mots :

« Comprenez mieux »

1Amphithéâtre de recherche de l’observatoire de physique du globe de Clermont-Ferrand (OPGC).
2Lycée Loritz, Nancy.
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Résumé

Analyse par éléments finis stochastiques de la propagation d’incertitudes

dans un modèle mécanique non linéaire

Alternatives aux méthodes de Monte-Carlo pour le traitement des problèmes de propagation
d’incertitudes dans les modèles mécaniques structuraux, les méthodes d’éléments finis stochas-
tiques (MEFS) connaissent un succès grandissant depuis une dizaine d’années, concrétisé par
de nombreux travaux de recherche internationaux. Le présent travail est une contribution à ces
recherches et son but est double.

D’une part, considérant la MEFS spectrale [Gha91], qui est actuellement très utilisée, nous
en faisons une présentation détaillée afin d’en cerner les limites. Cette méthode, essentiellement
valable pour les problèmes linéaires, présente l’intérêt de permettre l’emploi, non seulement de
variables aléatoires mais également de processus ou champs stochastiques pour la modélisation
probabiliste des paramètres incertains du modèle. Deux applications, l’une sur une barre en
traction, l’autre sur une structure formée de poutres modélisant un assemblage bois, permettent
de juger de ses possibilités.

D’autre part, et c’est le coeur du travail, nous proposons une MEFS originale pour la résolution
de problèmes mécaniquement non linéaires. Cette approche, de type surface de réponse, com-
prend deux étapes clés : une projection de la réponse mécanique non linéaire sur une base de
polynômes d’Hermite et une approximation de cette réponse par B-splines cubiques interpo-
lantes pour le calcul des coefficients de la projection. Sa pertinence vis-à-vis de l’estimation des
moments de la réponse est jugée à travers quatre exemples de complexité variable : un treillis
élastoplastique, une sphère élastoplastique sous pression et un cylindre en contact avec un plan,
étudié en phases élastique puis élastoplastique.

Mots-clés : propagation d’incertitudes, problèmes non linéaires, surface de réponse, B-spline
cubique, variable aléatoire, processus et champs stochastiques, méthode des éléments finis sto-
chastiques
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Abstract

Stochastic finite element analysis of uncertainties propagation in nonlinear

mechanical problems

Stochastic finite element methods (SFEM) have been developed for thirty years to study uncer-
tainty propagation in structural problems. The crucial issue is to replace Monte-Carlo simulation,
too expensive for many problems. This thesis is a contribution to the development of SFEM to
mechanically nonlinear problems.

In the one hand, the widely used spectral SFEM [Gha91] is presented in detail to delimit its
validity domain. This method, practicable for linear problems, has the advantage to allow the
modelization of the uncertain entry parameters as random variables and stochastic process or
fields. Two applications of the approach are proposed to test its possibilities. The first deals
with a truss problem ; the second application presents a beams structure, modelizing a glulam
element connection.

In the other hand, the main contribution of this work is the proposal of a SFEM for nonli-
near mechanical systems whose uncertain parameters can be modelled as random variables.
This method is based on a Gaussian standardization of the problem and on a Hilbertian ap-
proximation of the nonlinear mechanical function using Hermite polynomials.

The coefficients of the approximation are obtained using a cubic B-spline interpolation of the
response function. It provides simple expressions of the response moments. Some of its possibi-
lities are illustrated through four numerical examples concerning one linear problem and three
nonlinear problems (elasto-plastic behaviours and contact problem) in which the random para-
meters are modelled as correlated lognormal random variables. The numerical results obtained
attest the relevance of this approach.

Keywords : uncertainty propagation, nonlinear problems, response surface, cubic B-spline in-
terpolation, random variable, stochastic process or fields, stochastic finite elements method
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Introduction générale

Les moyens de calcul modernes autorisent l’utilisation de modèles numériques, et notam-
ment de modèles éléments finis (EF), de plus en plus sophistiqués pour l’étude des problèmes
mécaniques déterministes. Le recours, en particulier, à des modèles non linéaires, que la non-
linéarité soit matérielle (élasto-plasticité . . . ) ou géométrique (grands déplacements, contact . . . ),
est de plus en plus courant, y compris pour des problèmes industriels. Dans le domaine du calcul
des structures, on rencontre très souvent des lois de comportement intégrant, par exemple, des
phénomènes de fluage, des variations de température, des grandes déformations, etc.
Toutefois, la mise en œuvre de ces modèles EF présente des inconvénients notables. En ef-
fet, la complexification des modèles s’accompagne généralement d’une augmentation du nombre
de paramètres. Par ailleurs, tous ces paramètres sont naturellement entachés d’incertitude qu’il
convient de prendre en compte dans les modèles pour en évaluer l’impact sur les réponses. D’où
la nécessité de formuler le problème en termes probabilistes et d’utiliser des outils d’évaluation
appropriés (Grigoriu, [Gri00]).
Une telle approche a souvent pour objectif de caractériser la sensibilité de la réponse du modèle
à la variabilité aléatoire des paramètres d’entrée. Elle peut aussi être exploitée pour étudier la
fiabilité de la structure (Lemaire, [Lem05]). Dans tous les cas, il est nécessaire d’estimer les
quelques premiers moments statistiques de la réponse mécanique. L’estimation de ces moments
peut exiger un nombre important d’appels au modèle EF. Or, le temps de calcul d’un modèle
EF complexe est parfois très important, de quelques heures à quelques jours. Il est donc cru-
cial de contrôler le nombre d’appels aux calculs EF pour mener à bien l’estimation des moments.

Les méthodes de simulation de type Monte-Carlo (Ditlevsen et Madsen [Dit96], Shreider,
[Shr66]) ont été mises en œuvre de longue date pour estimer des moments. Même si leur robus-
tesse, leur relative simplicité d’utilisation et les perfectionnements dont elles ont fait l’objet (Au
et Beck [Au 99], Bernard et Fogli [Ber87], Bucher [Buc88a]) leur conservent un intérêt certain,
leur handicap réside dans leur coût de calcul qui peut vite devenir prohibitif lorsque la taille
et la complexité des modèles déterministes augmentent. Partant du constat que la méthode des
éléments finis est une des méthodes actuelles les plus performantes pour le calcul des structures
complexes et afin de trouver une alternative aux méthodes de Monte Carlo, un ensemble de
techniques, regroupées sous le nom de Méthodes d’Eléments Finis Stochastiques 3 (MEFS), a été
développé depuis une trentaine d’années. Il existe ainsi une abondante bibliographie sur le sujet
(plusieurs monographies, thèses et quelques centaines d’articles). Si ces MEFS offrent une alter-
native intéressante aux simulations de Monte-Carlo pour des problèmes mécaniquement linéaires,
elles restent néanmoins encore souvent difficilement généralisables à l’étude de problèmes non
linéaires.

3Les premières études dans les années 80 ont employé différents vocables : Probabilistic finite elements [Liu88,
Gua01a] ou Random Finite Element Method [Flo97].
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Introduction générale 9

Une MEFS a sa place parmi d’autres approches dans le cadre général de l’aide à la décision
(Roy [Roy85]), et plus précisément de la sûreté de fonctionnement, comme par exemple les arbres
de défaillances (cf. Villemeur [Vil97], thèse en cours de Hähnel et [Häh04], ou Pendola [Pen00]).
Des travaux basés sur les réseaux de neurones (Hurtado, [Hur02]) sont par exemple utilisés pour
l’aide à la décision, mais sortent du cadre classique des MEFS, dont nous donnons une définition
dans le premier chapitre.

Nous choisissons de centrer la thèse sur les problèmes de mécanique statique, même s’il existe
aussi des MEFS conçues pour les problèmes de dynamique. Concernant ce dernier aspect, les
travaux sont nombreux (cf. par exemple [Bel99a, Bel99b, Ber98, Gru96, Lei00b, Lei00a, Li 97,
Ren98, Soi01]).

Nous nous focalisons de plus sur l’analyse de sensibilité par l’estimation des premiers moments
statistiques de la réponse du modèle mécanique. Nous ne nous attarderons donc pas dans notre
démarche sur toutes les questions touchant de près à l’analyse fiabiliste.

Le premier chapitre pose le problème qui peut être résolu par les MEFS et présente la nature
des difficultés rencontrées dans le développement de ces méthodes. Il s’agit en outre d’intro-
duire un cadre probabiliste adapté. Nous proposons nos choix de modèles probabilistes pour les
paramètres incertains du modèle EF et, dans le cas d’une modélisation par champs aléatoires,
présentons quelques techniques de discrétisation possibles pour ces derniers.

Le deuxième chapitre est consacré tout d’abord à une présentation des premières MEFS, basées
sur le principe de perturbation. Puis il passe en revue les principales autres méthodes, à savoir les
méthodes de quadrature, d’intégrales pondérées, de surfaces de réponse, ainsi que la MEFS Spec-
trale (MEFSS). Il propose également quelques critères de classification pour les MEFS recensées.

Les troisième et quatrième chapitres constituent le coeur du travail.

Le troisième est consacré à la MEFS Spectrale (MEFSS) proposée par Ghanem et Spanos
[Gha91], intéressante par la possibilité qu’elle offre de tenir compte de modèles probabilistes de
type champs aléatoires dans les problèmes mécaniquement linéaires. La propagation d’incerti-
tudes y est analysée à travers l’exemple simple d’une barre en traction. Puis, une version de
cette approche est appliquée à l’assemblage d’une poutre en bois par tiges collées.

La quatrième chapitre concerne la résolution des problèmes mécaniquement non linéaires. Une
approche originale est proposée, qui peut être classée dans la famille des méthodes de sur-
faces de réponse. Cette approche comprend deux étapes clés : une projection de la réponse
mécanique non linéaire sur une base de polynômes d’Hermite et une approximation de cette
réponse par B-splines cubiques interpolantes pour le calcul des coefficients de la projection. Après
une présentation détaillée de la méthode et une discussion sur quelques variantes possibles que
l’on peut en tirer, elle est comparée à la méthode classique de quadrature sur quelques exemples
non linéaires : un treillis élasto-plastique, une sphère élasto-plastique sous pression et un cylindre
en contact avec un plan, d’abord étudié en phase élastique, puis en phase élasto-plastique.

Enfin, une conclusion générale permet de dresser un bilan de ce travail et de tirer quelques
perpectives de poursuites.
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Chapitre 1

Le problème et ses difficultés

Ce premier chapitre pose le problème résolu par les méthodes d’éléments finis stochastiques
(MEFS) et présente la nature des difficultés rencontrées dans le développement de ces méthodes.
Dans un premier paragraphe, nous précisons le contexte et les objectifs de la thèse, puis établissons
la formulation probabiliste du problème. Dans un second paragraphe, nous introduisons nos choix
en matière de modélisation probabiliste pour les paramètres incertains du modèle éléments finis
étudié : des variables aléatoires (v.a.) vectorielles ou des processus ou champs aléatoires scalaires.
La loi de probabilité lognormale est retenue dans tous les cas. Enfin, nous passons en revue les
principales techniques de représentation discrétisée des processus ou champs.

1.1 Position du problème

1.1.1 Contexte et objectif de l’étude

Sauf mention contraire explicite, toutes les grandeurs aléatoires (variables, champs) considé-
rées dans ce document sont supposées définies sur le même espace de probabilité (Θ,F , P ), où
Θ est un ensemble abstrait, F une tribu sur Θ et P une probabilité sur F .
Le contexte de notre travail est le suivant. On considère une structure dont le comportement
mécanique statique est décrit par un modèle éléments finis (EF) à m degrés de liberté (ddl), de
la forme :

G(q) = 0 (1.1)

où q ∈ IRm est le vecteur inconnu des déplacements nodaux et G une fonction de IRm dans IRm

(la fonction mécanique) qui peut être soit non linéaire, soit affine et que l’on écrit en pratique
sous la forme suivante :

G(q) = kq − f (1.2)

avec k ∈ IRm×m la matrice de rigidité globale régularisée (par prise en compte des conditions
aux limites) du modèle et f ∈ IRm le vecteur des efforts nodaux. Dans le premier cas (G non
linéaire), on parle de modèle mécaniquement non linéaire, dans le second cas (G affine) de modèle
mécaniquement linéaire.
Ce modèle comporte M paramètres scalaires incertains y1, . . . , yM regroupés dans un vecteur
y = (y1, . . . , yM ) ∈ IRM et on note g la correspondance entre y et q :

q = g(y) (1.3)

Par exemple, dans le cas d’un modèle mécaniquement linéaire, et en supposant que seuls des
paramètres de k sont affectés d’incertitude, ce que l’on note k = k(y), g(y) s’écrit formellement,
d’après (1.1) et (1.2) :

g(y) = k−1(y)f (1.4)

10
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Chapitre 1 : Le problème et ses difficultés 11

Toujours dans le cas du modèle mécaniquement linéaire, on peut aussi avoir :

g(y) =
(
k−1f

)
(y) (1.5)

notation qui signifie que k et f contiennent tous deux des paramètres incertains (dans cette
situation, on adopte aussi quelquefois la notation abusive : g(y) = k−1(y)f (y).
Soit z = (z1, . . . , zN ) ∈ IRN , telle que :

z = Obs(q) (1.6)

une N -observation vectorielle de q (un déplacement, une contrainte, une déformation,. . . ), où
Obs est une fonction connue, linéaire ou non, de IRm dans IRN . Par exemple, si z est un sous-
vecteur de q (donc un déplacement), alors Obs est un opérateur de projection, donc une fonction
linéaire.
Cette observation est prise pour paramètre de contrôle de la fiabilité du comportement structural.
Le paramètre y étant affecté d’incertitude, il en est de même de z lié à y par, d’après (1.3) et
(1.6) :

z = f(y) (1.7)

avec f la fonction de IRM dans IRN telle que :

f = Obs ◦ g (1.8)

Connaissant f et se donnant une description probabiliste appropriée de l’incertitude sur y, on
cherche alors, via (1.7), à évaluer en termes probabilistes l’incertitude sur z.
Il s’agit typiquement d’un problème de propagation d’incertitude à travers un problème
mécanique. Pour le résoudre, on commence par choisir (généralement sur la base d’une analyse
statistique) un modèle probabiliste convenable pour y. Soit Y un tel modèle, de type variable
ou champ aléatoire. Supposons f mesurable de (IRM ,BM ) dans (IRN ,BN ), avec BM et BN les
tribus de Borel respectives de IRM et IRN . Le modèle probabiliste correspondant Z de z s’en
déduit par :

Z = f(Y) (1.9)

On cherche alors, le couple (f,Y) étant connu, à caractériser le plus complétement possible la
grandeur aléatoire Z, avec pour objectif minimal d’accéder à ses deux premiers moments.

On voit tout de suite que la difficulté du problème est liée à deux causes :

(i) la difficulté plus ou moins grande à calculer f(y) numériquement, pour tout y fixé dans
IRM , où l’on notera que, sauf cas très exceptionnel, f n’est jamais linéaire, même lorsque le
comportement mécanique de la structure l’est ; d’où la nécessité de disposer d’un modèle EF
performant ;

(ii) la nature de la modélisation probabiliste choisie pour décrire la variabilité aléatoire de y,
l’ordre de la difficulté n’étant bien évidemment pas le même selon que y est modélisé par une
v.a. ou un champ aléatoire. À titre d’illustration, prenons pour caractéristiques cibles les deux
premiers moments de Z et considérons les deux cas suivants :

• le modèle Y de y est une v.a. définie sur (Θ,F , P ), à valeurs dans IRM , de loi IPY sur
(IRM ,BM ). Alors Z est une v.a. définie sur (Θ,F , P ), à valeurs dans IRN , de loi IPZ sur (IRN ,BN )
et les deux caractéristiques cherchées sont la moyenne µZ ∈ IRN et la matrice de covariance
CZ ∈ IRN×N de Z, données par :

µZ = IE[Z] (1.10)

CZ = IE[(Z− µZ)(Z − µZ)T ] (1.11)
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Chapitre 1 : Le problème et ses difficultés 12

• y est modélisé par un champ aléatoire Y = (Y(x),x ∈ Ω) défini sur (Θ,F , P ), indexé
sur Ω ⊂ IR3 (i.e. x ∈ Ω), à valeurs dans IRM , de loi IPY sur

(
(IRM )Ω, TM

)
, où TM est la tribu

cylindrique de (IRM )Ω et Ω est la partie compacte (i.e. fermée, bornée) de IR3 occupée par la
structure. Alors, Z = (Z(x),x ∈ Ω) est un champ aléatoire défini sur (Θ,F , P ), indexé sur Ω, à
valeurs dans IRN , de loi IPZ sur

(
(IRN )Ω, TN

)
et les caractéristiques cherchées sont la moyenne

x → µZ(x) : Ω → IRN et la fonction de covariance (x,x′) → CZ(x,x′) : Ω × Ω → IRN×N de Z,
telles que, ∀x ∈ Ω,∀(x,x′) ∈ Ω × Ω :

µZ(x) = IE[Z(x)] (1.12)

CZ(x,x′) = IE[(Z(x) − µZ(x))(Z(x′) − µZ(x′))T ] (1.13)

On voit que dans le premier cas, le calcul de µZ et CZ nécessite la connaissance de la loi IPZ,
donc celle du couple (f, IPY) (cf. § 1.1.2 ci-après), tandis que dans le second cas, le calcul de
µZ(x) et CZ(x,x′) pour tout x dans Ω et tout (x,x′) dans Ω × Ω nécessite la connaissance des
systèmes de lois finidimensionnelles d’ordres un et deux de Z, donc celle de f et des systèmes de
lois finidimensionnelles correspondants de Y. Il est clair, dans ces conditions, que, quelle que soit
la complexité de f, il sera toujours plus facile d’accéder au premier groupe de caractéristiques
qu’au second.

1.1.2 Formulation probabiliste du problème

Commençons par le cas où Y est une v.a. Il s’agit donc de calculer la loi IPZ sur (IRN ,BN ) de
la v.a. Z = f(Y), définie sur (Θ,F , P ), à valeurs dans IRN , connaissant f, mesurable de (IRM ,BM )
dans (IRN ,BN ) et décrite numériquement via un modèle EF, et la loi IPY sur (IRM ,BM ) de la v.a.
Y définie sur (Θ,F , P ), à valeurs dans IRM . Pour obtenir la relation gouvernant IPZ, commençons
par observer que les espaces de probabilité (Θ,F , P ), (IRM ,BM , IPY) et (IRN ,BN , IPZ) sont en
correspondance selon le schéma de la figure 1.1, dans lequel les flèches indiquent des applications
mesurables.
Ce schéma montre que, au sens des mesures images :

IPY = Y(P ) , IPZ = Z(P ) (1.14)

d’où, puisque Z = f(Y) = f ◦ Y :
IPZ = f( IPY) (1.15)

Autrement dit, IPZ est l’image de IPY par f, ce qui s’écrit en explicitant (1.15) :

∀B ∈ BN , IPZ(B) = IPY

(

f−1(B)
)

(1.16)

où f−1(B) est l’élément de BM tel que :

f−1(B) = {y ∈ IRM : f(y) ∈ B} (1.17)

Par conséquent, la loi inconnue IPZ est solution du problème intégral :

∀B ∈ BN ,

∫

B
IPZ(dz) =

∫

f−1(B)
IPY(dy) (1.18)

où dy = dy1 · · ·dyM et dz = dz1 · · ·dzN sont les mesures de Lebesgue sur (IRM ,BM ) et (IRN ,BN )
respectivement.
Notons qu’en utilisant les fonctions caractéristiques, on peut montrer que IPZ est aussi solution
du problème intégral équivalent :

∀v ∈ IRN ,

∫

IRN
ei<v,z> IPZ(dz) =

∫

IRM
ei<v,f(y)> IPY(dy) (1.19)
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Chapitre 1 : Le problème et ses difficultés 13

(Θ,F , P )

Y ↓ ↘ Z

(IRM ,BM , IPY)
f−→ (IRN ,BN , IPZ)

Fig. 1.1 – Lien entre les modèles probabilistes en présence

avec y = (y1, . . . , yM ) et z = (z1, . . . , zN ) les éléments génériques respectifs de IRM et IRN ,
< ·, · > le produit scalaire euclidien canonique de IRN et i l’imaginaire pur (i2 = −1).
Supposons, et nous admettrons cette hypothèse dans tout ce travail, que IPY admet une densité
ϕY par rapport à la mesure de Lebesgue dy et que le couple (f, IPY) possède les propriétés
requises pour que IPZ admette aussi une densité ϕZ par rapport à dz. Les formules (1.18) et
(1.19) deviennent alors :

∀B ∈ BN ,

∫

B
ϕZ(z)(dz) =

∫

f−1(B)
ϕY(y)(dy) (1.20)

∀v ∈ IRN ,

∫

IRN
ei<v,z>ϕZ(z)(dz) =

∫

IRM
ei<v,f(y)>ϕY(y)(dy) (1.21)

Nous obtenons ainsi de nouveaux problèmes intégraux dans lesquels l’inconnue est cette fois
la densité ϕZ. Il est clair que, en dehors de quelques cas très particuliers, la résolution de tels
problèmes ne peut être envisagée que par la voie numérique.
À titre d’exemple, rappelons un cas particulier bien connu : celui où M = N et f est un
difféomorphisme de IRM dans IRM . Alors, z = f(y) définit un changement de variable et en
procédant à ce changement de variable dans l’intégrale du membre de droite de (1.20) ou (1.21),
il est facile de voir que les deux problèmes intégraux ont pour unique solution :

ϕZ(z) = ϕY

(

f−1(z)
)

| detJf−1(z) | (1.22)

où Jf−1 désigne la matrice jacobienne de f−1 et det • le déterminant de la matrice •. La difficulté
réside ici dans l’inversion de la fonction f.
Une fois le problème intégral (1.20) ou (1.21) résolu, on peut calculer les moments cherchés,
donnés, d’après (1.10) et (1.11), par :

µZ =

∫

IRN
z IPZ(dz) =

∫

IRN
z ϕZ(z)dz (1.23)

CZ =

∫

IRN
(z − µZ)(z − µZ)T IPZ(dz) =

∫

IRN
(z − µZ)(z − µZ)TϕZ(z)dz (1.24)

soit encore, en fonction de la loi de Y :

µZ =

∫

IRM
f(y) IPY(dy) =

∫

IRM
f(y)ϕY(y)dy (1.25)

CZ =

∫

IRM
(f(y) − µZ)(f(y) − µZ)T IPY(dy) =

∫

IRM
(f(y) − µZ)(f(y) − µZ)TϕY(y)dy (1.26)

Dans le cas d’une modélisation par champs aléatoires, on obtient des expressions similaires, bien
que plus complexes, pour les caractéristiques cibles. En effet, plaçons-nous dans la situation
décrite au deuxième point de l’item (ii) du paragraphe précédent, donc dans le cas où Y et Z sont
des champs aléatoires, et notons respectivement { IPY(x);x ∈ Ω}, { IPY(x)Y(x′); (x,x

′) ∈ Ω × Ω},
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Chapitre 1 : Le problème et ses difficultés 14

les familles finidimensionnelles d’ordres un et deux de Y et { IPZ(x);x ∈ Ω}, { IPZ(x)Z(x′); (x,x
′) ∈

Ω×Ω} celles correspondantes de Z. Supposons en outre que chaque élément de ces familles admet
une densité par rapport à la mesure de Lebesgue de l’espace sur lequel il est défini, donc que :
∀x ∈ Ω,∀(x,x′) ∈ Ω×Ω, IPY(dy) = ϕY(y)dy, IPY(x)Y(x′)(dydy′) = ϕY(x)Y(x′)(y,y

′)dydy′,
IPZ(x)(dz) = ϕZ(x)(z)dz, IPZ(x)Z(x′)(dzdz′) = ϕZ(x)Z(x′)(z, z

′)dzdz′. Alors, les caractéristiques
cherchées µZ(x) et CZ(x,x′), définies par (1.12) et (1.13), s’écrivent, en fonction de ces densités :

µZ(x) =

∫

IRN
zϕZ(x)(z)dz (1.27)

=

∫

IRM
f(y)ϕY(x)(y)dy (1.28)

CZ(x,x′) =

∫

IRN
×IRN

(
z − µZ(x)

)(
z− µZ(x′)

)T
ϕZ(x)Z(x′)(z, z

′)dzdz′ (1.29)

=

∫

IRM
×IRM

(
f(y) − µZ(x)

)(
f(y) − µZ(x′)

)T
ϕY(x)Y(x′)(y,y

′)dydy′ (1.30)

Pour évaluer ces caractéristiques, tout comme celles (µZ, CZ) données par (1.23)-(1.25) et (1.24)-
(1.26), la stratégie qui vient naturellement à l’esprit, compte tenu de la difficulté de l’entreprise,
est de recourir à l’emploi d’une méthode directe de Monte-Carlo (Ditlevsen et Madsen [Dit96],
Shreider [Shr66]). Mais les méthodes de ce type, qui consistent à simuler des réalisations de Y,
à calculer les réalisations correspondantes de Z par Z = f(Y) et à estimer statistiquement les
caractéristiques cherchées à partir de l’échantillon numérique de Z ainsi obtenu, peuvent être
très onéreuses en temps de calcul du fait du nombre important d’appels à la fonction f qu’elles
nécessitent pour garantir de bonnes approximations. C’est pourquoi on préfère généralement
les réserver à des calculs exceptionnels ou au traitement d’exemples de référence destinés à tes-
ter la validité et les propriétés d’autres méthodes d’approximation. C’est le rôle que nous leur
avons attribué dans ce travail. On notera que les méthodes de Monte-Carlo ont connu un essor
considérable ces vingt dernières années, dû non seulement aux progrès exceptionnels réalisés
dans le domaine de l’informatique mais également à la prise de conscience des chercheurs et
industriels (comme une décennie plus tôt pour la méthode des éléments finis déterministes) des
immenses possibilités de ces méthodes (Bucher [Buc88a], Bernard et Fogli [Ber87], Au et Beck
[Au 99]).

En dehors des méthodes directes de Monte-Carlo, toutes les méthodes existantes dédiées à la
résolution de ce problème sont regroupées sous l’appellation commune de Méthodes d’Eléments
Finis Stochastiques (MEFS), car fondées sur l’emploi d’un modèle EF. Les recherches menées
autour de ces méthodes ont pour beaucoup en perspective l’élaboration de procédures de calcul
capables de traiter des problèmes réels (i.e. industriels), dans des temps raisonnables. La plu-
part des travaux concerne des problèmes mécaniquement linéaires. Ceux relatifs aux problèmes
mécaniquement non linéaires sont plus rares mais font l’objet d’un engouement grandissant. On
peut citer, par exemple, les travaux de Anders et Hori [And99, And01], Mellah [Mel99] et Zhao
et al. [Zha98b] pour les comportements élasto-plastiques, ceux de Zhang et Ellingwood [Zha98a]
pour les comportements élastiques bilinéaires, ceux de Zeldin et Spanos [Zel98] pour les com-
portements avec matériaux endommageables, ou encore ceux de Liu et al. [Liu87] et Baldeweck
[Bal99] pour les non-linéarités géométriques.

Toutes ces recherches montrent qu’une MEFS se construit en deux grandes étapes : une étape
opérant sur les modèles probabilistes des paramètres incertains et concernant notamment la
façon de les prendre en compte (i.e. de les représenter) dans le modèle EF et une étape de choix
et de construction des outils numériques destinés au calcul des grandeurs cibles (moments) liées
au paramètre de contrôle. Plusieurs options existent dans chacune de ces étapes qui, croisées,
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Chapitre 1 : Le problème et ses difficultés 15

conduisent à plusieurs MEFS. Il importe de noter, et c’est un point de distinction très impor-
tant, que certaines MEFS modifient le modèle EF (Kleiber et Hien [Kle92], Deodatis [Deo91a],
Ghanem et Spanos [Gha91]), tandis que d’autres ne le modifient pas (Cornell [Cor71], Der Kiu-
reghian [Der88], Baldeweck [Bal99]).

Notre travail est une contribution à ces recherches. Le chapitre 3 est consacré aux problèmes
mécaniquement linéaires avec paramètres incertains modélisés par des champs ou des v.a. aléatoires,
alors que le chapitre 4 est dédié aux problèmes mécaniquement non linéaires avec modélisation
par variables aléatoires pour les paramètres incertains.

1.2 Modélisation probabiliste des paramètres incertains

Les recherches sur les éléments finis stochastiques utilisent deux grandes classes de modèles
probabilistes pour les paramètres incertains : les variables aléatoires et les processus ou champs
stochastiques. Les champs sont par exemple utilisés pour modéliser le caractère aléatoire de la
variabilité spatio-temporelle du vent, de la houle ou des sé̈ısmes, ou de la variabilité spatiale de
certaines propriétés mécaniques des sols.
Nous aurons recours à ces deux types de modèles dans ce travail. Les modèles du premier type
seront utilisés pour l’étude des problèmes mécaniquement non linéaires et nous nous limiterons
dans ce cas à des v.a. lognormales vectorielles. Les modèles du second type seront quant à eux
reservés à la formulation EFS des problèmes mécaniquement linéaires et nous nous limiterons
à des processus aléatoires (champs à paramètre d’indexation scalaire) lognormaux scalaires sta-
tionnaires. Nous rappelons brièvement ci-dessous comment sont définis ces modèles probabilistes.

Remarque : si la traditionnelle hypothèse gaussienne permet de simplifier l’écriture et la résolution des

problèmes, elle demeure parfois irréaliste, ne serait-ce que parce qu’elle autorise des réalisations négatives

à des paramètres fondamentalement positifs. C’est pour cette raison notamment qu’on lui préfère très

souvent l’hypothèse lognormale (Brenner et Schuëller [Bre98] ou Micaletti [Mic00]).

1.2.1 Variables aléatoires lognormales vectorielles

Soient M un entier positif ≥ 1, µY =
(
(µY)i

)
=

(
µYi

)
un élément de (IR∗

+)M ,

CY =
(
(CY)ij

)
=

(
CYiYj

)
un élément symétrique et défini positif de IRM×M et Y = (Yi)

une v.a. vectorielle M -dimensionnelle. On a alors la définition suivante :
On dit que Y est lognormale non dégénérée de moyenne µY et de matrice de covariance CY, et
on note Y ∼ LN (µY, CY), si la loi IPY de Y sur (IRM ,BM ) admet une densité ϕY par rapport
à la mesure de Lebesgue sur (IRM ,BM ) et si ϕY s’écrit, ∀y ∈ IRM :

ϕY(y) =
1

(2π)
M
2 | Γ | 12

1
∏M

i=1 yi

exp
(

−1

2
< Γ−1(lny − ln η), (ln y − ln η) >M

)

1I(IR∗

+)M (y) (1.31)

avec η = (ηi) l’élément de IRM et Γ = (Γij) l’élément symétrique et défini positif de IRM×M tels
que, ∀(i, j) ∈ {1, . . . ,M}2 :

ηi =
µYi

√

1 + a2
Yi

; Γij = ln
(

1 +
CYiYj

µYi
µYj

)

; aYi
=
C

1/2
YiYi

µYi

(1.32)

et lny, lnη les éléments de IRM tels que, ∀η ∈ (IR∗
+)M ,∀y ∈ (IR∗

+)M :

lny =
(
(lny)i

)
=

(
ln yi

)
; lnη =

(
(lnη)i

)
=

(
ln ηi

)
(1.33)

On a, de plus, le résultat important suivant :
Il existe une v.a. X = (Xi) à valeurs dans IRM , gaussienne, non dégénérée, de moyenne µX = η
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Chapitre 1 : Le problème et ses difficultés 16

et de matrice de covariance CX = Γ, telle que, en loi :

Y = eX ⇐⇒ Yi = eXi ; i = 1, . . . ,M (1.34)

Ce résultat est à la base de la définition des processus et champs aléatoires lognormaux.

1.2.2 Processus aléatoires lognormaux scalaires

Soit G =
(
G(x), x ∈ IR

)
un processus gaussien, stationnaire, à valeurs dans IR (i.e. scalaire),

de moyenne µG ∈ IR et de fonction de covariance CG : IR → IR : u → CG(u) telle que
CG(u) = IE[(G(x + u) − µG)(G(x) − µG)]. Alors le processus stationnaire Y =

(
Y(x), x ∈ IR

)
, à

valeurs dans IR+, tel que :

Y = eG (1.35)

est dit lognormal scalaire. Sa moyenne µY = IE[Y(x)] ∈ IR∗
+ et sa fonction de covariance

CY : IR → IR : u→ CY(u) = IE[(Y(x+ u) − µY)(Y(x) − µY)] sont liées à celles de G par :

µY = exp
(

µG +
CG(0)

2

)

(1.36)

CY(u) = [exp
(
2µG + CG(0)

)
][exp

(
CG(u) − 1

)
] (1.37)

Il en résulte que tout processus lognormal scalaire stationnaire Y =
(
Y(x), x ∈ IR

)
, de moyenne

µY et fonction de covariance u→ CY(u) données peut s’écrire : Y = eG, avec G =
(
G(x), x ∈ IR

)

un processus gaussien stationnaire de moyenne µG et fonction de covariance u → CG(u) telles
que :

µG = ln
( µY

√

1 + a2
Y

)

(1.38)

CG(u) = ln
(

1 +
CY(u)

µ2
Y

)

(1.39)

où :

aY =
C

1/2
Y (0)

µY
(1.40)

est la coefficient de variation de Y.

1.2.3 Représentations possibles des processus ou champs lognormaux

Toutes les MEFS basées sur l’emploi de modélisations par processus ou champs aléatoires
pour les paramètres incertains n’utilisent in fine, dans leur formulation opérationnelle, que des
v.a. vectorielles résultant d’une approximation de ces modèles probabilistes. On distingue deux
grandes classes d’approximations que nous allons succintement évoquer : les approximations
discrètes et les approximations fonctionnelles. Pour ce faire, nous nous limiterons au contexte
gaussien stationnaire, qui est le contexte naturel pour traiter celui lognormal stationnaire qui est
le nôtre (nous venons en effet de voir, dans le paragraphe précédent, que tout processus lognormal
pouvait s’interpréter comme une transformation exponentielle d’un processus gaussien, résultat
qui se généralise bien entendu au cas des champs). Nous nous bornerons en outre, pour simplifier,
à un modèle probabiliste de dimension scalaire. Nous considérerons alors un champ aléatoire
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Chapitre 1 : Le problème et ses difficultés 17

G =
(
G(x),x ∈ IR3

)
défini sur (Θ,F , P ), à valeurs dans IR, indexé sur IR3, du second ordre,

continu en moyenne quadratique, gaussien, stationnaire (on dit encore homogène dans le cas
d’un champ), supposé modéliser la variabilité aléatoire d’un paramètre incertain scalaire du
modèle mécanique. Notons que comme le système mécanique considéré occupe, par hypothèse,
une région compacte Ω de IR3, le modèle probabiliste à considérer est en fait la restriction de G
à Ω, encore notée G =

(
G(x),x ∈ Ω

)
. Ce champ confiné, qui possède les mêmes propriétés que

le champ source non confiné précédent, est entièrement caractérisé par sa moyenne constante
µG = IE[G(x) ] ∈ IR et sa fonction de covariance x,x′ → CG(x,x′) = IE[ (G(x) − µG)(G(x′) −
µG) ] = ΓG(x− x′) : Ω × Ω → IR.

(a) Approximations discrètes

Nous regroupons sous l’appellation approximations discrètes, les approximations du champ
G obtenues, soit à partir de ses observations en des points de Ω, soit à partir de ses moyennes
locales sur les éléments d’une partition de Ω, résultant par exemple d’un maillage EF, si celui-ci
est utilisé. Considérons le premier cas.

Soient Fn = (x1, . . . ,xn), n ∈ IN∗, une famille finie de points de Ω : ∀j ∈ Jn = {1, . . . , n},
xj ∈ Ω. Approcher ponctuellement G sur Fn consiste à remplacer G par la famille finie de

ses observations aux points de Fn, autrement dit par la v.a. n-vectorielle ξ = (ξ1, . . . , ξn)T

telle que ξj = G(xj),∀j ∈ Jn, dont on notera qu’elle est complétement caractérisée : elle est
gaussienne, à valeurs dans IRn, a pour moyenne :

µ ξ = IE[ ξ ] = (µξ1 , . . . , µξn
)T

avec :
µξj

= IE[ ξj ] = IE[G(xj) ] = µG , ∀j ∈ Jn

et pour covariance :

Cξ = IE[( ξ − µ ξ )( ξ − µξ)
T ] =

(
Cij
ξ

)

où, ∀(i, j) ∈ Jn × Jn :

Cij
ξ = Cξiξj

= IE[ (ξi − µξi
)(ξj − µξj

) ] = IE[ (G(xi) − µG)(G(xj) − µG) ] = CG(xi,xj) = ΓG(xi − xj)

On voit ici le défaut de ce type d’approximation : pour qu’il soit fidèlement représentatif du
comportement statistique du champ G et notamment de sa corrélation, il nécessite un nombre de
points conséquent (i.e. n très grand) et engendre de ce fait des temps de calcul très importants,
voire irréalistes. Par ailleurs, il ne tient pas compte, par construction, du maillage EF : les points
de Fn sont choisis a priori, indépendamment de ce dernier. C’est pourquoi d’autres versions de
cette approche ont été développées, qui tiennent compte du maillage et utilisent moins de points
(cf. par exemple Matthies et al. [Mat97a] ou Lemaire [Lem05]). On peut citer :

1. la méthode utilisant les centres de gravité des éléments (Midpoint method, cf. Shinozuka et
Yamazaki [Shi88b], Der Kiureghian et Fe, [Der88], Liu et Der Kiureghian [Liu91] ou Falsone et
Impolonia [Fal02, Imp03b, Fal04a]) ;

2. la méthode utilisant les nœuds des éléments (Nodal point method, Hisada et Nakagari [His83])
et ses versions améliorées : la méthode d’interpolation polynomiale (Interpolation method, Mat-
thies et al. [Mat97a]), la méthode des fonctions de forme (Shape function method, Liu et al.
[Liu86c]), la méthode basée sur l’emploi d’une technique d’estimation linéaire optimale (Opti-
mal Linear Estimation, Li et Der Kiureghian [Li 93]), dite méthode OLE et qui n’est qu’une
application particulière des techniques de krigeage [Mat65] ;

3. la méthode utilisant les points d’intégration (Integration point method, méthode citée par
Matthies et al. [Mat97a] et utilisée, à notre connaissance, par Brenner et Bucher [Bre95]) ;

4. la méthode de la moyenne spatiale par élément (Local averaging method, Cornell [Cor71],
Zhu et al. [Zhu86, Zhu92]), basée sur l’idée de construire la v.a. vectorielle ξ en attribuant à
chacune de ces composantes ξj la moyenne spatiale de G sur un élément. Cette moyenne spatiale
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Chapitre 1 : Le problème et ses difficultés 18

peut a priori être calculée analytiquement ou estimée dans la pratique à partir d’observations
du champ en des points (par exemple des sondages en géotechnique).

On notera que, dans toutes ces méthodes, le champ cible G est approché par un champ G̃ de la
forme :

G̃(x) =

n∑

j=1

Φj(x)ξj , x ∈ Ω (1.41)

ou :

G̃(x) = µG +
n∑

j=1

Φj(x)
o
ξj , x ∈ Ω (1.42)

où les ξj sont des v.a. gaussiennes, les
o
ξj des v.a. gaussiennes centrées et les Φj des applications

de Ω dans IR dont les expressions dépendent de la méthode d’approximation considérée ; ce
sont, par exemple, des fonctions indicatrices (celles des éléments) pour les première et quatrième
méthodes et des fonctions d’interpolation ou de forme pour les deuxième et troisième méthodes.

5. la méthode de discrétisation par intégrales pondérées (Weighted integral method, Deodatis
[Deo91a, Gra01], Shinozuka [Deo91b] et Takada [Tak90b, Tak90a]) propose la discrétisation
d’un champ gaussien, dépendante des fonctions de forme de la discrétisation EF [Mat97a]. Ce-
pendant, contrairement à la méthode des fonctions de forme précitée, il n’est pas nécessaire
d’estimer le champ G en des points, ce qui rend l’approche très intéressante.

De l’expérience des utilisateurs de ces méthodes, on peut avancer qu’aucune d’elles ne s’est
véritablement imposée comme méthode de référence. Chacune a son domaine d’application,
qui est plus au moins bien délimité, et de toute évidence des progrès restent à faire dans ce
domaine. En particulier, toutes ces méthodes restent seulement applicables à des champs gaus-
siens1[Sud00]. De plus, le fait que l’approximation discrète dépende du maillage peut être un
handicap dans certaines situations (cf. par exemple Mahadevan et Haldar [Mah91]). Auvinet
[Auv02] montre en outre, pour la méthode 4, que la variance du champ approché varie avec les
dimensions du maillage EF (phénomène de réduction de variance ou effet d’échelle). On peut
être alors amené à utiliser une autre forme d’approximation, basée sur un développement en
série du champ, que nous allons brièvement évoquer maintenant.

(b) Approximations fonctionnelles

L’idée est de chercher une représentation du champ aléatoire sous la forme d’un développement
en série, c’est-à-dire de l’écrire sous la forme (Lawrence, [Law87]) :

G(x) = µG +

∞∑

j=1

ϕj(x)Xj , x ∈ Ω (1.43)

où les Xj sont des v.a. gaussiennes centrées indépendantes et les ϕj des fonctions orthogonales
(relativement à une certaine métrique) de Ω dans IR, puis d’approcher G par un champ G̃ obtenu
en tronquant à un certain ordre P la série précédente :

G̃(x) = µG +

P∑

j=1

ϕj(x)Xj , x ∈ Ω (1.44)

L’intérêt d’une telle procédure, basée sur l’écriture de G sur une certaine base fonctionnelle, est
qu’elle ne fait pas intervenir la maillage EF. Ajoutons que, dans son application spécifique au

1En effet, la loi du champ approché G̃ est gaussienne si les fonctions
o

ξj sont gaussiennes dans (1.42). Si ces

dernières ne sont pas gaussiennes, la loi de G̃ est a priori inconnue.
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Chapitre 1 : Le problème et ses difficultés 19

contexte EF, elle est souvent couplée à un développement des coefficients aléatoires X j en chaos
de Wiener [Wie38] (cf. chapitre 3 sur la méthode des éléments finis stochastiques spectraux).
Les deux bases fonctionnelles les plus courantes sont celle des polynômes d’Hermite normalisés
(cf. annexe C) et celle des fonctions propres de l’opérateur de covariance du champ G. Par exem-
ple, dans ce dernier cas, que nous verrons en détail plus loin (cf. chapitre 3) et qui correspond
au développement de Karhunen-Loève du champ G, les fonctions ϕj sont solutions du problème
spectral suivant : trouver les couples (λj , ϕj)j=1,2,...,n,... vérifiant, ∀x ∈ Ω :

∫

Ω
CG(x,x′)ϕ(x′)dx′ = λϕ(x) (1.45)

Dans l’équation intégrale (1.45), les valeurs propres solutions, notées
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ · · ·, sont telles que : λj = IE[Xj

2 ], de sorte que (1.43) et (1.44)
peuvent se réécrire :

G(x) = µG +
∞∑

j=1

√

λjϕj(x)
o
Xj , x ∈ Ω (1.46)

G̃(x) = µG +

P∑

j=1

√

λjϕj(x)
o
Xj , x ∈ Ω (1.47)

où les
o
Xj sont des copies indépendantes d’une v.a.

o
X gaussienne standard à valeurs dans IR,

l’égalité dans (1.46) étant une égalité dans L2(Θ,F , P ; IR).
On notera que la faiblesse de cette méthode réside dans la difficulté de résolution du problème
spectral (1.45). En effet, en dehors de quelques classes particulières de fonctions de covariance CG

(Ghanem et Spanos [Gha91]) (et qui ne sont pas toujours très réalistes (Xiu et al. [Xiu02]), cette
résolution n’est pas explicite et doit être effectuée numériquement, avec tous les inconvénients
liés à ce type de procédure pour les équations intégrales de type (1.45).

D’autres développements se substituant à celui de Karhunen-Loève existent. Ce dernier est en
fait un cas particulier d’une famille plus large de développements, nommés OSE (Optimal Serie
Expansions), applicable à un champ aléatoire non nécessairement gaussien. Ce développement,
cité dans [Sud00], semble cependant n’avoir été exploité que par ses auteurs, Zhang et Ellingwood
[Zha94]. Un autre développement, nommé EOLE (Expansion Optimal Linear Estimation, Li et
Der Kiureghian [Li 93]), qui est une extension de la méthode OLE (variante de la méthode 2
pré-citée), est appliqué dans le cadre d’une MEFS (Sudret et Der Kiureghian, [Sud00]). Cette
dernière méthode n’est plus limitée dans la pratique à quelques fonctions de covariance, mais
dépend néanmoins du maillage EF, contrairement au développement de Karhunen-Loève.

1.3 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons posé et formulé le problème que nous nous proposons d’étudier
dans cette thèse, en mettant l’accent sur les spécificités et les difficultés qui lui sont attachées.
Nous avons ensuite rappelé brièvement les modèles probabilistes que nous utiliserons tout au
long de ce travail : des v.a. vectorielles lognormales et des champs aléatoires scalaires gaussiens.
Enfin, pour les champs, nous avons rappelé les deux grands types d’approximations dont on fait
généralement usage, et que nous utiliserons nous-mêmes dans ce travail, en contexte éléments
finis : l’approximation ponctuelle et l’approximation fonctionnelle.

Nous allons maintenant, dans le chapitre qui suit, évoquer brièvement les principales méthodes
d’éléments finis stochastiques disponibles dans la littérature. Cet état des lieux effectué, nous
pourrons alors nous attaquer au problème posé.
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Chapitre 2

Principales méthodes d’éléments

finis stochastiques

Ce chapitre présente succintement les principales méthodes d’éléments finis stochastiques
(MEFS) actuellement disponibles dans la littérature, en nous focalisant sur la plus ancienne,
qualifiée de méthode fondatrice, puis en passant en revue les autres méthodes. Le chapitre se
termine par quelques éléments de comparaison entre ces méthodes.

Alors que le principe de la méthode des éléments finis (MEF déterministe) est clairement formulé
depuis plusieurs décennies, le vocable « MEFS » regroupe un ensemble de techniques faisant
encore l’objet de recherches. Rappelons donc tout d’abord comment nous définissons les MEFS
et le problème à résoudre par ces méthodes.

Soit le modèle EF d’un système mécanique, dont certains paramètres sont représentés par une
v.a. vectorielle. Le chapitre précédent a montré que cette v.a. vectorielle pouvait être obtenue
par discrétisation de champs aléatoires et/ou par modélisation d’une ou plusieurs paramètres
par des v.a. scalaires. Le problème à résoudre consiste à utiliser le modèle EF et cette v.a. vec-
torielle, afin de fournir une caractérisation probabiliste de la réponse mécanique, en termes, au
moins, de moyenne et de variance. Une classe importante de méthodes appropriées à ce type
de problème est celle des techniques numériques directes basées sur l’approche de Monte-Carlo
(Ditlevsen et Madsen [Dit96], Shreider, [Shr66]). Toutes les autres techniques numériques al-
ternatives à ces méthodes sont généralement regroupées sous l’appellation Méthodes d’Éléments
Finis Stochastiques.

Les techniques de Monte-Carlo restent les méthodes de référence dans la grande majorité des
publications concernant les MEFS, lorsque des résultats analytiques ne sont pas disponibles. De
nombreux travaux utilisent de plus ces simulations, en employant des méthodes de discrétisation,
introduites au chapitre précédent. Nous relevons plusieurs applications au génie civil : par
exemple des modélisations de structures de poutres par Padadopoulos et Papadrakakis [Pap96,
Pap97], de barrages par Gaouar [Gao97] ou Mellah [Mel00], de tours de transmission électrique
par Brenner [Bre95], etc.

La bibliographie relative aux MEFS comporte des centaines d’articles et quelques monographies :
Nakagiri et Hisada [Nak85], Shinozuka et Yamasaki [Shi88b], Schuëller et al. [Sch97], Matthies
et al. [Mat97a], Sudret et Der Kiureghian [Sud00], Keese et al. [Kee03a]. Citons aussi le récent
ouvrage de Lemaire [Lem05] comportant un chapitre sur le sujet. Il existe enfin quelques articles
de synthèse (dont Shinozuka et Yamasaki [Shi88b], Matthies et al. [Mat97a], Florès et Lemaire
[Flo97]) ou thèses (dont Baldeweck [Bal99] ou Mellah [Mel99]).

20
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Chapitre 2 : Principales méthodes d’éléments finis stochastiques 21

2.1 Méthodes basées sur le principe de perturbation

Plusieurs alternatives aux méthodes de Monte-Carlo sont apparues dès les années 70. Nous re-
tenons la méthode FOSM (First Order Second Moment Method), développée par
Cornell [Cor71], parmi d’autres méthodes1. Cette méthode est antérieure aux approches ap-
pelées « méthodes de perturbation » , qui sont basées sur la méthode FOSM et sont encore
utilisées aujourd’hui.

2.1.1 La méthode fondatrice

Cette méthode, basée sur la méthode FOSM [Cor71], concerne le problème (1.1), formulé
sous sa forme (1.2), c’est-à-dire :

kq = f (2.1)

et se propose de résoudre ce problème lorsque les incertitudes affectent M paramètres scalaires
y1, . . . , yM du modèle répartis dans les expressions de k et f , ce que l’on note formellement, en
posant y = (y1, . . . , yM )T :

k(y)q = f(y) (2.2)

Elle s’appuie pour cela sur l’hypothèse que y peut être modélisé par une v.a. du second ordre Y
non dégénérée à valeurs dans IRM , que la moyenne µY = IE[Y] ∈ IRM et la matrice de covariance
CY = IE[(Y−µY)(Y−µY)T ] ∈ IRM×M de Y sont connues, que Y est à faible dispersion (i.e. que
le réel strictement positif

√

tr(CY) est petit), que la fonction y → g(y) = k−1(y)f (y) : IRM →
IRm est mesurable, différentiable au point µY et proche de son application affine tangente en
µY dans un voisinage « suffisamment » grand de ce point. On accorde au mot « résoudre » le
sens suivant : y étant modélisé par une v.a. Y M -dimensionnelle et la fonction g : IRM → IRm

étant mesurable, q est une v.a. m-dimensionnelle, notée Q, telle que :

Q = g(Y) = k−1(Y)f(Y) (2.3)

On cherche alors une approximation de la moyenne µQ = IE[Q] ∈ IRm et de la matrice de
covariance CQ = IE[(Q − µQ)(Q − µQ)T ] ∈ IRm×m de cette v.a.

(a) Principe de la méthode

Cette stratégie formelle se décompose en cinq étapes :

1. g étant différentiable au point µY, on peut écrire, ∀y ∈ IRM :

g(y) = g(µY) + Jg(µY)(y − µY) + ◦(y − µY) (2.4)

où Jg(µY) ∈ IRm×M est la matrice jacobienne de g au point µY.

2. Or, par hypothèse, g est proche de son application affine tangente en µY dans un certain
voisinage (supposé « suffisamment » grand) de µY. En tout point y de ce voisinage, on peut
donc raisonnablement adopter l’approximation :

g(y) ' gL,µY
(y) = g(µY) + Jg(µY)(y − µY) (2.5)

où gL,µY
est l’application affine tangente de g en µY.

1Nous nous contentons de citer les méthodes des approximations ponctuelles (Rosenblueth [Ros75]) et des
perturbations indépendantes (Bolle [Bol88]), citées par Mellah [Mel99], appliquées dans le domaine des structures
(Lind [Lin83]) ou des écoulements souterrains (Alonso et al. [Alo87]). À notre connaissance, ces approches n’ont
pas été retenues par Mellah ou d’autres auteurs depuis la fin des années 80.

te
l-0

03
97

66
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 J

un
 2

00
9



Chapitre 2 : Principales méthodes d’éléments finis stochastiques 22

3. On introduit la v.a. QL à valeurs dans IRm telle que :

QL = gL,µY
(Y) = g(µY) + Jg(µY)(Y − µY) (2.6)

4. Compte tenu de cette expression (i.e. de son caractère affine), la moyenne µQL
= IE[QL] ∈ IRm

et la matrice de covariance CQL
= IE[(QL − µQL

)(QL − µQL
)T ] ∈ IRm×m de QL s’écrivent :

µQL
= g(µY) (2.7)

CQL
= Jg(µY)CYJ

T
g (µY) (2.8)

5. Ces deux grandeurs sont prises pour approximations de µQ et CQ. D’où les approximations
cherchées :

µQ ' µQL
(2.9)

CQ ' CQL
(2.10)

Reste maintenant à calculer numériquement µQL
et CQL

.

(b) Stratégie numérique

1. Calcul de µQL

De l’expression de g et de (2.7) on tire :

µQL
= k−1(µY)f(µY) (2.11)

soit :
k(µY)µQL

= f(µY) (2.12)

On est ainsi ramené à la résolution d’un système linéaire standard, pour laquelle existent de
nombreux algorithmes.

2. Calcul de CQL

La jacobienne Jg(µY) est une matrice m×M telle que :

Jg(µY) =









∂g1

∂y1
(µY)

∂g1

∂y2
(µY) . . .

∂g1

∂yM
(µY)

...
...

. . .
...

∂gm

∂y1
(µY)

∂gm

∂y2
(µY) . . .

∂gm

∂yM
(µY)









(2.13)

Considérons-en la décomposition blocs-colonnes suivante :

Jg(µY) =
[
∂1g(µY) ∂2g(µY) . . . ∂Mg(µY)

]
(2.14)

où, ∀j ∈ {1, . . . ,M}, ∂jg(µY) est la j-ième colonne de Jg(µY) :

∂jg(µY) =









∂g1

∂yj
(µY)

...
∂gm

∂yj
(µY)









(2.15)

Considérons ensuite la relation k(y)g(y) = f(y) déduite de la relation formelle g(y) = k−1(y)f (y)
et dérivons-la par rapport à yj . Il vient, ∀j ∈ {1, . . . ,M} :

∂k

∂yj
(y)g(y) + k(y)

∂g

∂yj
(y) =

∂f

∂yj
(y) (2.16)
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Chapitre 2 : Principales méthodes d’éléments finis stochastiques 23

D’où, au point µY :
∂k

∂yj
(µY)g(µY) + k(µY)

∂g

∂yj
(µY) =

∂f

∂yj
(µY) (2.17)

Or, comme d’après (2.7), g(µY) = µQL
, il en résulte que la colonne

∂g

∂yj
(µY) = ∂jg(µY) est

solution du système linéaire :

k(µY)∂jg(µY) =
∂f

∂yj
(µY) − ∂k

∂yj
(µY)µQL

(2.18)

On est ainsi ramené à la résolution de M systèmes linéaires de ce type dans lesquels les termes
∂f

∂yj
(µY) et

∂k

∂yj
(µY) des membres de droite se calculent généralement de façon numérique à

l’aide d’un schéma aux différences finies2. Par exemple, en utilisant un schéma aux différences
finies centrées, il vient, en notant (e1, . . . , eM ) la base canonique de IRM :

∂f

∂yj
(µY) ' f(µY + hej) − f(µY − hej)

2h
(2.19)

∂k

∂yj
(µY) ' k(µY + lej) − k(µY − lej)

2l
(2.20)

où h et l sont des réels strictement positifs petits à choisir.

(c) Domaine de validité

Cette méthode n’a d’intérêt que si Y est à faible dispersion et g est faiblement non linéaire,
ce qu’elle suppose dans ses hypothèses. Concernant l’approximation de la moyenne, on peut ainsi
montrer que l’erreur ‖ µQ − µQL

‖m est telle que :

‖ µQ − µQL
‖m≤ γ(trCY)

1
2 (2.21)

où ‖ · ‖m est la norme euclidienne canonique de IRm et γ une constante réelle strictement positive
dont la valeur augmente avec le degré de non-linéarité de g au voisinage de µY. L’approximation
sera donc d’autant meilleure que g sera faiblement non linéaire (i.e. que γ sera petit) et Y à
faible dispersion (i.e. que trCY sera petite).

La méthode FOSM a pu être utilisée pour la modélisation d’ouvrages du génie civil mécanique-
ment non linéaires. Mellah [Mel99] emploie cette approche pour la modélisation d’un barrage,
en tenant compte d’un comportement élasto-plastique du matériau. Ces travaux sont dans la
continuité des travaux de Auvinet ou Cambou depuis 1975 en géotechnique [Cam75, Auv02].
À la suite de Cambou, Magnan [Mag95] utilise cette MEFS, par exemple pour la consolidation
uni et bidimensionnelle des sols sous une semelle isolée. Bouayed [Bou97] aborde ensuite, parmi
d’autres, l’étude probabiliste des barrages en terre en utilisant FOSM, en élasticité linéaire et
non linéaire. Mellah rapproche enfin ces travaux de ceux de Baecher et al. [Bae81] qui ont étudié
les incertitudes sur les tassements d’une fondation. Baecher et al. sont aussi cités dans l’état de
l’art de Sudret et Der Kiureghian [Sud00] comme des précurseurs de la méthode classique des
perturbations que nous introduisons dans le paragraphe suivant.

2Mellah [Mel99] a aussi utilisé, pour effectuer ce calcul, la méthode d’Evans [Eva67] ou la méthode du rapport

polynomial de Chowdhury [Cho93].
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Chapitre 2 : Principales méthodes d’éléments finis stochastiques 24

2.1.2 La méthode des perturbations

Comme la méthode précédente, cette méthode, qui a fait l’objet de nombreux développements
et applications ces vingt dernières années (par exemple, Hisada et al. [His83], Yamazaki et al.
[Yam88], Kleiber et Hien [Kle92]), concerne le problème (1.1) sous sa forme (1.2). Elle sup-
pose que M paramètres scalaires y1, . . . , yM , regroupés dans un vecteur y et répartis dans les
expressions de k et f , sont affectés d’incertitude, que cette incertitude est correctement prise
en compte par une modélisation de y par une v.a. de second ordre Y à valeurs dans IRM

et que cette v.a. est connue par sa moyenne µY = IE[Y ] ∈ IRM et sa matrice de covariance
CY = IE[(Y − µY)(Y − µY)T ] ∈ IRM×M . Elle cherche alors à fournir une approximation de la
moyenne µQ = IE[Q ] ∈ IRm et de la matrice de covariance CQ = IE[(Q−µQ)(Q−µQ)T ] ∈ IRm×m

de la réponse aléatoire du système, c’est-à-dire de la v.a. m-dimensionnelle Q liée à Y par :

k(Y)Q = f(Y) (2.22)

et telle que, formellement, la v.a. Q à caractériser s’écrive :

Q = g(Y) = k−1(Y)f(Y) (2.23)

Pour cela, elle s’appuie sur la formulation (2.22) dans laquelle Q est remplacé par g(Y), autre-
ment dit :

k(Y)g(Y) = f(Y) (2.24)

Elle suppose en outre que les termes aléatoires k(Y), g(Y) et f(Y) de (2.24) sont peu sensibles à
l’aléa porté par Y. Dans ces conditions, considérant les développements de Taylor au voisinage3

de µY des fonctions k, g et f , on peut tronquer ces développements au premier ou au second
ordre. Dans ce dernier cas, les v.a. k(Y), g(Y) et f(Y) peuvent être approchées par :

k(Y) ' k0 +
M∑

i=1

kI
i

o
Yi +

1

2

M∑

i=1

M∑

j=1

kII
ij

o
Yi

o
Yj (2.25)

g(Y) ' g0 +

M∑

i=1

gI
i

o
Yi +

1

2

M∑

i=1

M∑

j=1

gII
ij

o
Yi

o
Yj (2.26)

f(Y) ' f 0 +
M∑

i=1

fI
i

o
Yi +

1

2

M∑

i=1

M∑

j=1

f II
ij

o
Yi

o
Yj (2.27)

avec :
k0 = k(µY) , g0 = g(µY) = k−1(µY)f(µY) , f0 = f(µY) (2.28)

kI
i =

∂k

∂yi
(µY) , gI

i =
∂g

∂yi
(µY) , fI

i =
∂f

∂yi
(µY) (2.29)

kII
ij =

∂2k

∂yi∂yj
(µY) , gII

ij =
∂2g

∂yi∂yj
(µY) , fII

ij =
∂2f

∂yi∂yj
(µY) (2.30)

o
Yi = Yi − µYi

, ∀i ∈ {1, . . . ,M} (2.31)

où µYi
est la moyenne de la coordonnée Yi du vecteur aléatoire Y. Les coefficients à déterminer

sont g0, g
I
i et gII

ij .
En reportant (2.25), (2.26) et (2.27) dans (2.24) et en identifiant terme à terme, il vient :

3On pourrait éventuellement prendre un autre point de référence.
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Chapitre 2 : Principales méthodes d’éléments finis stochastiques 25

g0 = k−1
0 f0 (2.32)

gI
i = k−1

0

(
f I

i − kI
i g0

)
(2.33)

gII
ij = k−1

0

(
fII

ij − kI
i g

I
j − kI

jg
I
i − kII

ij g0
)

(2.34)

Par suite, la v.a. Q donnée par (2.23) peut être approchée par :

Q̃ = g0 +

M∑

i=1

gI
i (Yi − µYi

) +
1

2

M∑

i=1

M∑

j=1

gII
ij (Yi − µYi

)(Yj − µYj
) (2.35)

avec g0, g
I
i et gII

ij donnés par (2.32)-(2.34). Les approximations cherchées de µQ et CQ sont alors

prises égales aux caractéristiques correspondantes de Q̃, qui se calculent explicitement. Notons
que très souvent, on se limite aux deux premiers termes de l’approximation (2.35), autrement
dit, on la considère sous la forme :

Q̃ = g0 +

M∑

i=1

gI
i (Yi − µYi

) (2.36)

Dans ce cas, on obtient les approximations suivantes pour µQ et CQ :

µQ ' µ
Q̃

= IE[ Q̃ ] = g0 (2.37)

CQ ' C
Q̃

= IE[ (Q̃− µ
Q̃

)(Q̃− µ
Q̃

)T ] =
M∑

i=1

M∑

j=1

gI
i (gI

j )TCYiYj
(2.38)

où CYiYj
est le terme de rang (i, j) de la matrice de covariance CY, c’est-à-dire la covariance

des coordonnées Yi et Yj du vecteur aléatoire Y :

CYiYj
= IE[ (Yi − µYi

)(Yj − µYj
) ] (2.39)

On notera que l’approximation de µQ fournie par (2.37) cöıncide avec celle obtenue en utilisant
la méthode fondatrice (cf. formules (2.11), (2.7) et (2.3)).

La méthode de perturbation est applicable dans un cadre non linéaire mais les conclusions des
travaux sur cette approche (Schuëller G.I. et al. [Sch97], Sudret et Der Kiureghian [Sud00]) sou-
lignent que les coefficients de variations des v.a. d’entrée doivent être faibles et que le nombre
de v.a. nécessaires au développement de la réponse est trop grand pour espérer généraliser la
méthode à des problèmes complexes (plusieurs champs aléatoires, non-linéarité prononcée, . . . ).

Cette méthode a été mise en œuvre à la suite de certaines méthodes de discrétisations présentées
auparavant : la méthode de moyenne locale (étude d’un soutènement, Baecker et Ingra [Bae81] ;
Vammarcke et Grigoriu [Van83b] ; Phoon et al [Pho90]), les méthodes de fonctions de forme (Liu
et al. [Liu86c]). Le couplage de la méthode de perturbation avec la méthode de discrétisation par
intégrales pondérées (MIP), annoncé comme inefficace par Matthies et al. [Mat97a], ne semble
pas poser de difficulté dans [Sud00] et fait même l’objet de différentes applications dans [Cho00]
(plaque dont le module d’élasticité longitudinal et l’épaisseur sont aléatoires), à condition de
pratiquer la perturbation au second ordre, i.e. en prenant en compte des dérivées secondes dans
(2.30) ou (2.34).
Bien qu’il soit délicat d’estimer numériquement des dérivées d’ordre supérieur ou égal à deux,
un développement au second ordre est en fait souvent nécessaire pour une estimation précise des
moments de la réponse mécanique recherchée (par exemple, Liu et al. [Liu87]). Les développe-
ments au second ordre furent aussi appliqués à de nombreux problèmes de transfert de chaleur
(Kaminski [Kam04], Hien et Kleiber [Kam04]) ou d’optimisation de structures (Lee [Lee88]).
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Chapitre 2 : Principales méthodes d’éléments finis stochastiques 26

Kaminski [Kam04] pose les bases d’une approche par perturbations généralisée à un ordre quel-
conque, en s’appuyant sur une formulation variationnelle. L’auteur applique son approche à une
barre élasto-plastique en traction.

Une extension de la méthode classique de perturbations a été développée par Elishakoff et al.
[Eli95a]. Cette démarche a été appliquée sur les exemples simples d’une structure à deux barres
et une barre en traction. Cette méthode de perturbation améliorée (improved FEM for stochastic
problems) a été appliquée ensuite à des problèmes de poutres [Eli96, Eli99].

Une autre extension de la méthode de perturbation (Falsone et Impolonia [Fal02]) utilise une série
de fractions rationnelles pour représenter le vecteur de déplacements nodaux. Cette méthode a
été appliquée en considérant une discrétisation du champ de déplacement par points moyens.
Une densité de probabilité exacte de la réponse analytique est aussi disponible si le nombre de
degrés de liberté (ddl) par nœud est égal à un. Ces résultats sont intéressants sur de premières
applications (problèmes de barres et poutres à 1 ddl (1 v.a.) [Imp03b],[Fal04a],[Fal04b]).

2.2 Autres méthodes

Nous passons en revue d’autres méthodes d’éléments finis stochastiques, sans prétendre à un
relevé exhaustif des méthodes existantes.

2.2.1 La méthode de quadrature

La méthode de quadrature (Baldeweck [Bal99]) permet d’estimer les moments d’ordre i d’une
v.a. Z = g(Y) ; cette méthode est en fait une méthode d’intégration numérique du type schéma
de Gauss.

Dans le cas simplifié où les v.a. Z et Y sont scalaires, i.e. Z = Z1 = Z et Y = Y1 = Y, la
méthode de quadrature consiste alors à approcher le moment d’ordre i de la v.a. Z par une
somme de la forme :

µi
Z '

N∑

k=1

gi(yk)ωk (2.40)

où (yk, ωk)k=1,N sont N couples des points et poids définis en utilisant la relation de récurrence
suivante :

Φ−1(y) = 0 ; Φ0(y) = 1 ; Φj+1(y) = (y − aj)Φj(y) − bjΦj−1(y) (2.41)

Cette relation est valable pour toute famille de polynônes orthogonaux Φj dont le coefficient du
monôme de plus haut degré est égal à 1 (cf. par exemple Guédé, [Gué01]), avec :

aj =
IE[ yΦj | Φj ]

Φj | Φj
; bj =

IE[Φj | Φj ]

Φj−1 | Φj−1
∀j ∈ IN (2.42)

Les poids wk sont déduits de la relation :

wk =
IE[ΦN−1 | ΦN−1 ]

∂ΦN

∂yk
(yk)ΦN−1(yk)

(2.43)

Les points yk sont les racines des polynômes ΦN .

Dans un cadre non linéaire, statique ou dynamique, pour un nombre modéré de v.a., la qua-
drature semble une alternative intéressante aux simulations. Une limite de l’approche est que le
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Chapitre 2 : Principales méthodes d’éléments finis stochastiques 27

nombre d’évaluations de la fonction f s’élève alors à NM , où M est la dimension de Y, ce qui
rend les temps de calcul prohibitifs.

Nous notons enfin quelques applications à des problèmes de géotechnique (Baldeweck [Bal99]),
de poutre (Guédé [Gué01]), d’une sphère sous pression (Sudret et al. [Sud03]), de béton armé
(Baroth [Bar01]). Suite à l’estimation de plusieurs moments statistiques, une densité de proba-
bilité de défaillance, puis une probabilité de défaillance sont éventuellement estimées.
Si la dimension M est trop grande (suite à la discrétisation de champs aléatoires par exemple,
cf. § 1.2.3), les simulations de Monte-Carlo et variantes sont plus intéressantes (cf. Ghanem
[Gha99a]).

2.2.2 Les méthodes des surfaces de réponse

(a) Principe

Soit une expérience (une procédure expérimentale ou par extension un modèle numérique),
caractérisée par M paramètres (yj)1≤j≤M ,M ∈ IN∗, rassemblés dans un vecteur y. On note f la
fonction qui associe à y le résultat de l’expérience. On suppose par commodité que ce résultat
est scalaire, noté z = f(y).
La méthodologie des surfaces de réponses (MSR, Myers [Mye95]) regroupe différentes techniques,

ayant pour but l’approximation de f par une fonction f̃ de forme simple, souvent polynomiale.

Nous notons
(

y(i)
)

1≤i≤n
, n jeux de valeurs des paramètres d’entrée y (aussi appelés les points

d’expérience), permettant d’engendrer n observations
(

z(i) = f
(
y(i)

))

1<i<n
de la réponse. Dans

le cas où l’approximation f̃ s’écrit comme un polynôme de degré deux, le problème de la MSR
consiste à estimer les coefficients (βj)0<j<P ∈ IR définissant f̃ , telle que :

f̃(y) = β0 +β1 y1 + · · ·+βM yM +βM+1 y
2
1 + · · ·+ β2M y2

M +β2M+1 yM y1 + · · ·+ βP yM yM−1 (2.44)

avec P = 1 + 2M +
M(M + 1)

2
.

Le problème d’estimation des coefficients (βj)0<j<P de (2.44) se résout classiquement par la
méthode des moindres carrés, à partir des n points d’expérience, avec n >> P . L’obtention de
ces points pouvant être coûteuse, une difficulté de la MSR est de minimiser le nombre de points
d’expérience à déterminer.
Myers [Mye95] précise quelques moyens d’évaluer et d’affiner la qualité de cette estimation (ana-
lyses de variance ou factorielle4). Ces analyses sont appliquées par exemple par Wong [Won84]
(interaction sol-structure).

(b) Utilisation dans le cadre de la mécanique aléatoire

L’utilisation de la MSR en contexte probabiliste apparâıt clairement dans les travaux de Fa-
ravelli [Far89]5. L’auteur considère tout d’abord que le système mécanique étudié peut être décrit

par un modèle EF du type (1.1) p.10. Soit
o

X une v.a. gaussienne standard M -dimensionnelle et
g la fonction traduisant la composée du modèle EF et de la procédure de normalisation gaus-

sienne des v.a. modélisant les paramètres d’entrée (cf. annexe B). Une approximation g̃(
o

X) de

g(
o

X) est obtenue par moindres carrés, à partir de n points d’expérience, notés
(o
x

(i))

1<i<n
. Ce

type d’approximation, nommée surface de réponse (SR), est largement utilisé en fiabilité, afin

4Les analyses de variance et factorielle donnent respectivement des indicateurs sur les contributions relatives
des différents termes et des différents facteurs (yi)1<i<M de l’approximation (2.44).

5Cette étude visait à estimer la durée de vie d’un élément de réacteur nucléaire.
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Chapitre 2 : Principales méthodes d’éléments finis stochastiques 28

de définir des fonctions de performance6 (cf. approches FORM, SORM (first, second order relia-
bility methods), Der Kiureghian, [Der98]). Le coût de ce type d’approche mécano-fiabiliste (cf.
Mohamed et Lemaire [Moh99, Moh00]) dépend directement du nombre d’appels à la fonction g.

Un problème important concerne alors le choix des n points d’expérience
o
x

(i)
et fait l’objet de

multiples travaux. Guan et Melchers [Gua01b] ou Gayton et al. [Gay03] donnent un aperçu de
l’évolution de ces travaux (cf. entre autres : [Far89, Buc88b, Raj93, Kim97, You04]).

Une méthode de SR stochastique (MSRS) (stochastic surface response method) est introduite
par Isukapalli et al. [Isu98] dans le cadre d’études expérimentales en biologie. Cette méthode

consiste à projeter la réponse g(
o

X) sur une famille de polynômes d’Hermite (cf. annexe C) et

à choisir des points d’expérience
o
x

(i)
comme les racines de ces polynômes. Cette méthode de

détermination des points d’expérience est appelée méthode de collocation (Collocation method).
Le principe de généralisation de cette MSRS aux champs aléatoires a été proposé par Mahadevan
[Mah03]. Sudret et al. [Sud04] puis Berveiller et al. [Ber04] ont appliqué la MSRS pour le calcul
de tassements d’une fondation et d’un tunnel, et des indices de fiabilité associés, en prenant en
compte des v.a.
Cette méthode de SR sera davantage introduite dans le quatrième chapitre de la thèse.

2.2.3 Méthode fondée sur une discrétisation aléatoire par Intégrales Pondérées

La méthode fondée sur une discrétisation aléatoire par Intégrales Pondérées fut surtout
développée par Deodatis [Deo91a, Gra01] et Takada [Tak90b, Tak90a]. Cette technique, appelée
dans la littérature « méthode des intégrales pondérées (MIP) » (weighted integrals method)
est à l’origine une technique de discrétisation de champs aléatoires, citée au chapitre précédent
(§ 1.2.3 (a)). Par extension, les auteurs pré-cités et les états de l’art ont appelé Méthode des
Intégrales Pondérées la MEFS incluant cette technique de discrétisation originale, associée à
une technique d’estimation de moments statistiques.
La MIP applique le principe de la perturbation à la représentation de la matrice de rigidité K,
dépendant d’un champ aléatoire d’entrée G, gaussien, stationnaire ; le vecteur des déplacements
nodaux Q est alors approché par un développement de Taylor au premier ordre.

Dans cette approche, la variance de Q s’écrit en fonction de la densité spectrale de puissance du
champ gaussien G et d’une famille de fonctions appelées fonctions de variabilité de la réponse
(variability response function). Ces fonctions sont calculables analytiquement pour le problème
d’une barre dont le module d’élasticité longitudinal est modélisé par un processus gaussien
(Deodatis, [Deo90a, Deo90b]). Mais le calcul pratique de cette variance reste délicat dans un cas
plus général [Sud00].

Malgré cette limite, la MIP a fait l’objet de diverses applications dans le cadre des techniques
de discrétisation des champs (fondation au module d’élasticité longitudinal variable et soumise
à une sollicitation aléatoire, Deodatis [Deo89a] ; plaque en flexion, Graham et Deodatis [Gra98] ;
coque dont les coefficients de Lamé et éventuellement l’épaisseur sont variables, Stéfanou et
Papadrakakis [Ste04]).

2.2.4 Approches utilisant un développement de Neumann

Le développement de Neumann a été initialement proposé pour ses propriétés de conver-
gence et ses facilités de programmation, par rapport à la méthode de perturbations classique

6Une fonction de performance peut se définir comme une v.a., décrivant respectivement la défaillance ou la
non défaillance d’un système mécanique, si ses réalisations sont négatives ou positives. Par exemple, si R et S

sont les v.a. modélisant la résistance du système et la sollicitation appliquée, G = R − S constitue une fonction
de performance possible.
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Chapitre 2 : Principales méthodes d’éléments finis stochastiques 29

(Yamasaki et al. [Yam88], Shinozuka et Yamasaki [Shi88b]). La v.a. Q modélisant le vecteur des
déplacements nodaux peut être obtenue formellement par inversion du système linéaire :

KQ = F ⇔ Q = K−1F (2.45)

Décomposons la matrice de rigidité comme la somme d’un terme moyen k0 et d’un terme aléatoire
K∗ : K = k0 + K∗. Le développement en série tronquée de Neumann de l’inverse de la matrice
de rigidité K s’écrit :

K−1 = [I − R + R2 − R3 + · · ·] k−1
0 R = k−1

0 K∗ (2.46)

Les applications ont par exemple concerné des structures constituées de barres (Shinozuka et
Deodatis [Shi88a]), une plaque soumise à une traction répartie sur un côté, dont le module
d’élasticité longitudinal est un champ aléatoire bidimensionnel (Yamasaki et al. [Yam88]). Le
développement de Neumann a été envisagé (mais non retenu) par Ghanem et Spanos [Gha91],
dans le cadre de la Méthode des Eléments Finis Stochastiques Spectraux (MEFSS), que nous
introduisons ci-dessous.

2.2.5 La Méthode des Eléments Finis Stochastiques Spectraux

Cette méthode est présentée de manière plus détaillée au chapitre suivant : nous nous limitons
ici à l’énoncé de son principe (Ghanem et Spanos, [Gha91]).
Considérons un problème mécanique décrit par un modèle EF, qui dépend d’un paramètre
aléatoire y. Soit z = f(y) le vecteur des déplacements nodaux, i.e. la réponse de ce modèle.
Le paramètre y est modélisé par un champ aléatoire gaussien stationnaire Y. Ce champ fait
l’objet d’une discrétisation par la méthode de Karhunen-Loève, introduite au § 1.2.3 (b). La v.a.
modélisant la réponse du modèle mécanique, est ensuite projetée sur une famille de polynômes
d’Hermite. Les développements du champ d’entrée et de la v.a. de sortie sont alors tronqués pour
des raisons pratiques. La minimisation de l’erreur de troncature, par une méthode de Galerkin,
conduit à l’écriture d’un système linéaire, dont les coefficients du développement de la v.a. de
sortie sont solution.

Voici quelques améliorations successives de la MEFSS apparues ces dernières années :

• développement pour un champ d’entrée lognormal puis plusieurs champs quelconques : Ghanem
[Gha99c, Gha99a] ;
• calcul systématique des moments de la réponse sans recours au calcul formel : Sudret et Der
Kiureghian [Sud00] puis Baroth et al. [Bar03] ;
• recherche d’estimateurs d’erreurs dues à la discrétisation des champs (Ghanem et Pellisseti
[Gha02], Baroth et al. [Bar03], Field et Grigoriu [Fie03, Fie04]) ;
• propositions d’adaptation au calcul parallèle : Matthies et al. [Mat04].

Une tentative de couplage entre la MEFSS et des simulations de Monte-Carlo a été proposée
par Ghanem [Gha98a]. Cette idée, retenue dans leur état de l’art par Sudret et Der Kiureghian
[Sud00], n’a fait à notre connaissance l’objet d’aucun travail supplémentaire.
Les applications de la MEFSS sont nombreuses, mais restent limitées à des problèmes linéaires.

De premières applications ont considéré des structures simples (poutres et plaques) [Spa89,
Gha91, Gha99d], où le paramètre d’entrée incertain est un module d’élasticité longitudinal ou
une rigidité flexionnelle, modélisés par un processus ou un champ gaussien ; la matrice de rigidité
aléatoire doit être une fonction linéaire de ce paramètre. Les coefficients de variation, ainsi que
les fonctions de densité de probabilité des déplacements sont estimés.

Des massifs de sols ont été étudiés : (i) deux couches de sols, soumises à une pression constante
sur une partie de la surface, et séparées par une interface située à une profondeur variable ; cette
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Chapitre 2 : Principales méthodes d’éléments finis stochastiques 30

profondeur est modélisée par un champ gaussien, [Gha96], (ii) un massif de sol dont le module
d’élasticité longitudinal est modélisé par un champ lognormal, soumis à une charge ponctuelle.
Ce même modèle est exploité par Sudret et Der Kiureghian [Sud00], puis par Sudret et al.
[Sud04].

Le problème de conduction de la chaleur a intéressé différents auteurs. Ghanem [Gha99b] puis
Xiu et al. [Xiu02] modélisent une conductivité et une capacité thermique par des v.a. gaussiennes
ou lognormales. Les seuls résultats disponibles sont les coefficients du développement sur une
base de polynômes d’Hermite, sans calcul de moments. Un problème bidimensionnel est proposé
comme une extension du problème précédent [Xiu03]. Récemment, Matthies [Mat04] décrit des
moyens d’utiliser le calcul parallèle pour mettre en œuvre la MEFSS et l’adapte au problème
précédent où la conductivité est aléatoire.

Un problème d’acoustique (équation de Helmotz) a fait l’objet d’une application de l’approche
spectrale [Elm02]. La MEFSS a aussi été appliquée à plusieurs problèmes de dynamique (calcul de
fonctions de transfert stochastiques, Dessombz et al. [Des01] ; interaction sol-structure, Ghiocel
et Ghanem [Ghi02] ; vibrations aléatoires, Li et Ghanem [Li 97],. . . ).

2.3 Quelques élements de comparaison des méthodes

Il n’existe pas, à notre connaissance, d’étude comparative (benchmark) exhaustive relative
aux MEFS. Certains travaux proposent parfois des comparaisons de quelques méthodes sur des
exemples précis, mais qui restent relativement limitées. Ainsi, l’exemple simple d’une barre en
traction est souvent repris [Eli95b, Cri97, De 99, Brz01, Bar03, Mra03, Kam04] : la simplicité du
calcul mécanique permet une explication d’autant plus claire des notions nouvelles introduites
par les MEFS. Nous utiliserons nous aussi dans cette thèse cet exemple (cf. chapitres 3 et 4).

Nous retenons dans un premier paragraphe les travaux de Baldeweck [Bal99], Brzakala [Brz01],
ainsi que Sudret et Der Kiureghian [Sud00], qui ont comparé plusieurs méthodes. Dans un
deuxième paragraphe, nous évoquons quelques critères de classification des MEFS possibles.

2.3.1 Comparaisons disponibles dans la littérature

• Baldeweck [Bal99] choisit une poutre bi-encastrée, de raideur variable et soumise à une charge
répartie sur sa longueur. La raideur est modélisée par un processus aléatoire de loi uniforme.
La moyenne et la covariance de la flèche à mi-travée de la poutre sont calculées analytiquement
puis par des simulations de Monte-Carlo (20 000 calculs) et trois des MEFS présentées : la
méthode spectrale, celle des perturbations (ordre deux) et celle de quadrature. Les coefficients
de disymétrie et d’aplatissement, liés aux quatre premiers moments de la flèche, sont de plus
estimés.
Sur cet exemple, si la méthode de perturbation est plus précise en limitant la comparaison à
la moyenne, c’est la méthode de quadrature qui est la plus précise dans l’estimation des quatre
grandeurs pré-citées.

• Brzakala et Elishakoff [Brz01] présentent une étude comparative de MEFS sur l’exemple de
la barre en traction. Le module d’élasticité longitudinal de la barre est modélisé par une v.a.
uniforme. La moyenne et la variance du déplacement de l’extrémité libre de la barre sont estimées
par différentes voies : les méthodes de perturbations, une approche spectrale en utilisant une
projection sur une base de polynômes de Legendre7 et une méthode de surface de réponse

7Zhang et Ellingwood [Zha98a] sont à notre connaissance les seuls autres auteurs proposant aussi d’utiliser les
polynômes de Legendre comme base de projection dans le cadre d’une MEFS, basée de plus sur la discrétisation
d’un champ aléatoire bidimensionnel (module d’élasticité longitudinal) par une méthode de point moyen. Les
auteurs étudient ainsi le déplacement d’une poutre, dont le comportement est élastique bilinéaire.
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Chapitre 2 : Principales méthodes d’éléments finis stochastiques 31

utilisant aussi ces polynômes. C’est cette dernière approche qui apparâıt la plus précise.

• Sudret et Der Kiureghian [Sud00, Sud02] présentent l’étude du tassement élastique d’un massif
de fondation, dont le module d’élasticité est un champ aléatoire lognormal. La moyenne et
la variance du tassement sont disponibles analytiquement. La méthode spectrale ainsi que la
méthode de perturbations donnent de bonnes estimations de l’écart type, à condition que les
développements utilisés par ces méthodes comportent suffisamment de termes. Le temps de
calcul requis pour la MEFSS est cependant bien plus élevé.
Après avoir relaté des comparaisons de MEFS menées sur des exemples précis, nous rendons
compte d’éléments d’appréciation générale des principales MEFS présentées.

2.3.2 Quelques critères de classification des méthodes

L’étude des différents domaines d’application des MEFS peut conduire à de premiers critères
de classification. En effet, chaque domaine d’application peut être évalué d’une part, en fonction
d’un degré de non-linéarité du modèle, d’autre part en fonction d’un degré d’analyse probabiliste :

• un degré d’analyse probabiliste peut être évalué en fonction du nombre de v.a. prises en
compte ; ces v.a. peuvent être indépendantes dans leur ensemble ou corrélées. Elles peuvent
également provenir de la discrétisation d’un champ aléatoire ;

• un degré de non-linéarité mécanique peut être évalué en fonction du type de non-linéarité :
la non-linéarité matérielle est généralement plus étudiée que la non-linéarité géométrique, car
vraisemblablement plus simple à mettre en œuvre.

Un autre critère de classification pourrait être un indicateur du rapport (précision / temps de
calcul), qui varie d’une méthode à l’autre. En particulier, le coût de calcul est directement lié au
nombre d’appels au modèle EF. Il semble aussi d’un intérêt pratique de distinguer les méthodes
modifiant ou non le modèle. Les premières méthodes exigent une étude préalable éventuellement
longue de la modélisation EF.
Remarquons enfin que nous avons distingué dans le chapitre précédent les méthodes de discrétisa-
tion du champ d’entrée indépendantes ou non du maillage EF. Cette distinction pourrait être
aussi un critère pratique de classification. En effet, un maillage EF important implique une
discrétisation du champ qui doit aussi être importante et inversement, alors que cela n’est peut-
être pas nécessaire et exige de manière certaine un coût de calcul considérable.
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Chapitre 2 : Principales méthodes d’éléments finis stochastiques 32

2.4 Conclusion du chapitre

Ce chapitre a présenté une étude bibliographique des principales Méthodes d’Eléments Finis
Stochastiques (MEFS). Les MEFS sont une alternative aux simulations de Monte-Carlo, qui
peuvent s’avérer en pratique trop coûteuses. Après avoir présenté les méthodes de perturbation,
nous avons passé en revue les principales MEFS.

Les critères de classification des MEFS sont variables, selon le problème traité. Il peut être utile
de distinguer les MEFS modifiant ou non le modèle EF d’étude : si la modification du modèle
représente un certain coût, un avantage est de pouvoir parfois prendre en compte une v.a.
vectorielle de grande dimension, cette v.a. vectorielle pouvant être le résultat de la discrétisation
d’un champ aléatoire. Un inconvénient est que les MEFS exigeant une modification du modèle
ne résolvent en pratique que des problèmes linéaires (MEFSS, MIP) ou faiblement non linéaires
(perturbation) ; en revanche, les méthodes utilisant le modèle EF de manière externe peuvent a
priori être appliquées plus rapidement à des modèles non linéaires (quadrature, FOSM, surfaces
de réponse). Une limite semble alors être le nombre de v.a. prises en compte.

Revenons enfin sur les méthodes présentées :

(a) Les méthodes de perturbations sont intéressantes pour des problèmes « faiblement
non linéaires », où le coefficient de variation des v.a. ou champs d’entrée n’est pas élevé (15 à
20 % maximum pour certaines applications). Le nombre de v.a. considérées en entrée doit être
raisonnable.
La méthode FOSM (§ 2.1.1) s’applique sans modification du modèle EF, mais ne peut en pra-
tique prendre en compte qu’un nombre restreint de v.a. (difficultés numériques). La méthode de
perturbation classique (§ 2.1.2) s’applique à des champs aléatoires, discrétisés a priori par des
méthodes dépendantes du maillage EF (§ 1.2.3 (a)).

(b) La méthode fondée sur une discrétisation par intégrales pondérées s’applique à
l’étude de structures élastiques. Les paramètres variables peuvent être modélisés par des champs
gaussiens, si la rigidité dépend linéairement de ceux-ci. Cette méthode nécessite la modification
du modèle EF et dépend aussi du maillage EF. Sudret et Der Kiureghian [Sud00] soulignent
d’une part, les difficultés de l’estimation de la variance de la réponse du modèle EF, eu égard
à la complexité de l’expression de sa fonction de variabilité et d’autre part, un temps de calcul
prohibitif pour des structures à grand nombre de ddl.

(c) La méthode des EFS spectraux (MEFS) est appliquée à des problèmes linéaires où
l’aléa peut être modélisé par des v.a. ou par des champs gaussiens ou lognormaux, quelle que
soit la covariance associée. L’approche est intéressante pour l’étude de processus gaussiens ou
lognormaux, caractérisés par certaines covariances, pour lesquelles la décomposition spectrale
des processus est explicite. Un grand nombre de v.a. d’entrée peut être pris en compte. Le
chapitre 3 est consacré à l’étude de cette méthode et de certaines de ses possibilités.

(d) Les méthodes utilisant la méthodologie des surface de réponse sont applicables
de manière externe au modèle EF ; elles sont théoriquement applicables aux champs aléatoires
mais semblent ne l’être, en pratique, qu’à un nombre raisonnable de v.a. Nous étudions dans le
chapitre 4 les possibilités d’une approche par surface de réponse, en contexte non linéaire.

(e) La méthode de quadrature est applicable à toute catégorie de problème mécanique. Elle
s’applique de manière externe au modèle EF ; elle est simplement limitée à un nombre restreint
de v.a. modélisant les paramètres d’entrée du modèle : la méthode n’est donc pas applicable
en pratique à des champs aléatoires. Les coefficients de variation des v.a. d’entrée doivent être
relativement modérés, suivant la non-linéarité du problème traité. Nous confronterons cette
méthode dans le chapitre 4 à l’approche par surface de réponse évoquée ci-dessus.
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Chapitre 3

Étude de la MEFS Spectrale

L’approche bibliographique a montré la place de la Méthode des Eléments Finis Stochastiques
Spectrale (MEFSS) parmi les autres MEFS : bien qu’elle ne semble pas généralisable à l’étude
des problèmes mécaniques non linéaires, cette méthode, due à Ghanem et Spanos [Gha91], reste
intéressante et suscite de nombreuses recherches. Par rapport à d’autres MEFS, cette approche
permet la résolution de problèmes faisant intervenir une variable aléatoire (v.a) vectorielle de
grande dimension, cette v.a. pouvant être le résultat de la discrétisation d’un champ aléatoire.

Nous nous focalisons dans cette partie sur la MEFSS. Nous explicitons sa formulation dans un
premier paragraphe, avant de l’appliquer à l’exemple simple d’une barre en traction, dont le
module d’élasticité est modélisé par un processus puis une v.a. lognormaux. Nous développons
ensuite une formulation applicable à une structure formée de poutres, puis l’appliquons à la
modélisation d’un assemblage de poutres en bois par tiges collées.

3.1 La méthode des éléments finis stochastiques spectrale

La formulation originelle de cette méthode [Gha91] concerne le problème mécaniquement
linéaire, à m degrés de liberté (ddl), défini par (1.1)-(1.2), c’est-à-dire :

kq = f (3.1)

avec k ∈ IRm×m la matrice de rigidité globale régularisée1 du modèle, f ∈ IRm le vecteur des
efforts nodaux et q ∈ IRm celui des déplacements nodaux. Ce dernier est lié au champ de
déplacement u par la relation classique :

u(x) = N(x)q (3.2)

où N est une fonction définie sur Ω ⊂ IRd, à valeurs dans IRd×m, construite à partir des
fonctions de forme des éléments, d désignant la dimension du champ de déplacement
u : ∀x ∈ Ω,u(x) ∈ IRd, N(x) ∈ IRd×m.
Ghanem et Spanos ont tout d’abord proposé de résoudre ce problème lorsque l’incertitude af-
fecte uniquement le module d’élasticité longitudinal, dont k dépend linéairement. Nous nous
limiterons à ce cas ici.
Nous sommes donc dans la situation où la matrice de rigidité k est aléatoire et par conséquent
aussi le vecteur des déplacements nodaux solution q. Nous les noterons désormais K et Q,
respectivement, pour signifier ce fait. L’équation d’équilibre statique (3.1) prend alors la forme :

K Q = f (3.3)

1par prise en compte des conditions aux limites

33
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 34

On notera que Q est une v.a. m-dimensionnelle, quel que soit le modèle probabiliste (variable,
processus ou champ aléatoire) retenu pour le module d’élasticité. Cette v.a. est appelée vecteur
aléatoire des ddl.
De même, en vertu de (3.2), le champ de déplacement u est dans tous les cas un champ aléatoire

d-dimensionnel indexé sur Ω : U =
(

U(x), x ∈ Ω
)

, avec, d’après (3.2), ∀x ∈ Ω :

U(x) = N(x)Q (3.4)

Il s’agit alors d’obtenir des approximations pour la moyenne µU(x) = IE[U(x) ], la variance

matricielle VU(x) = IE[
(
U(x)−µU(x)

)(
U(x)−µU(x)

)T
] et la fonction de covariance matricielle

CU(x, x′) = IE[
(
U(x)−µU(x)

)(
U(x′)−µU(x′)

)T
] de ce champ, qui n’est a priori pas stationnaire

(i.e. homogène).

3.1.1 Choix de modèles probabilistes pour le module d’élasticité

La matrice de rigidité aléatoire K résulte en fait de l’assemblage des matrices de rigidité
élémentaires ke relatives aux éléments du maillage EF de Ω.

K =
Nel

A
e=1

Ke ; Ke =

∫

Ωe

Be
T (x) D(x) Be(x)dx (3.5)

où A est l’opérateur d’assemblage, Ωe le sous-ensemble de Ω occupé par l’élément fini n◦e,
Nel est le nombre total d’éléments du maillage EF, Be(x) la matrice élémentaire reliant les
déformations aux déplacements nodaux et D(x) la matrice de comportement élastique linéaire
du matériau.
Dans tout ce qui suit, on supposera que D est de la forme :

D = ED0 (3.6)

où D0 est une matrice déterministe et E est une grandeur aléatoire scalaire modélisant le module
d’élasticité longitudinal du matériau constitutif, que nous allons successivement supposer être :
(i) un processus gaussien stationnaire ;
(ii) un processus lognormal stationnaire ;
(iii) un v.a. lognormale.
Mais avant cela, complétons la formulation (3.3) en y introduisant l’expression (3.5) de K et en
tenant compte de (3.6). Nous obtenons :

Nel

A
e=1

∫

Ωe

BT
e (x) E(x)D0 Be(x) dxQ = f (3.7)

Par ailleurs, sachant que Q est une v.a.m-dimensionnelle, nous allons commencer par en chercher
une approximation appropriée à la résolution du problème probabiliste. Nous ferons ensuite le
même travail pour E en considérant successivement ses trois modélisations.

3.1.2 Approximation de Q et E

(a) Approximation de Q

Ghanem et Spanos [Gha91] préconisent de construire cette approximation en utilisant un
développement de Q sur les chaos de Wiener. C’est ce que nous allons faire ici. Un tel développe-
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 35

ment s’écrit :

Q = q̂0 Γ0 +
∞∑

i1=1

q̂i1 Γ1(
o
ξi1)

+

∞∑

i1=1

i1∑

i2=1

q̂i1i2 Γ2(
o
ξi1 ,

o
ξi2)

+
∞∑

i1=1

i1∑

i2=1

i2∑

i3=1

q̂i1i2i3 Γ3(
o
ξi1 ,

o
ξi2 ,

o
ξi3)

+ · · · (3.8)

où (
o
ξj)1≤j<∞ est une famille de v.a. gaussiennes standard réelles, indépendantes dans leur

ensemble, q̂i1 , q̂i1i2 , q̂i1i2i3 , . . . sont des vecteurs déterministes m-dimensionnels et les
Γk (1 ≤ k < ∞) sont des polynômes s’identifiant à des polynômes d’Hermite sur IRk. Rap-
pelons qu’un chaos de Wiener d’indice d et d’ordre op est l’espace engendré par les polynômes
d’Hermite sur IRd d’ordre op (i.e. par tous les polynômes d’Hermite sur IRd de degré de monôme
le plus élevé égal à op).

On peut alors obtenir une approximation Q̃ de Q en fixant le nombre de v.a.
o
ξj à une valeur

finie M , en se donnant un ordre op et en limitant le développement de Q sur les chaos aux op+1
premiers chaos. On obtient ainsi, après réarrangement et réindiçage :

Q̃ =

P−1∑

j=0

qjΨj(
o
ξ

j
) ; (3.9)

où les coefficients qj sont à déterminer. P est lié à op et M par la relation :

P = P (op,M) =

op
∑

k=0

Ck
M−1+k (3.10)

(qj)0≤j≤P−1 est une famille de vecteurs déterministes m-dimensionnels et, ∀j ∈ {0, . . . , P − 1},
Ψj est un polynôme d’Hermite sur IRd et

o
ξ

j
une v.a. gaussienne standard d-dimensionnelle,

avec 1 ≤ d ≤M .
Dans toute la suite, nous poserons :

Ψ j = Ψj(
o
ξ

j
) , ∀j ∈ {0, . . . , P − 1} (3.11)

D’où la nouvelle expression de Q̃ :

Q̃ =
P−1∑

j=0

qjΨ j (3.12)

Revenons à présent aux divers choix de modélisation probabiliste retenus pour le module d’élasti-
cité E et, comme pour Q, cherchons pour chacun d’eux une approximation appropriée à la
résolution du problème.

(b) Approximation de E

• Option 1 : E est un processus gaussien stationnaire

On suppose que E =
(

E(x), x ∈ Ω
)

est un processus gaussien stationnaire scalaire de

moyenne µE, d’écart type σE et de fonction de covariance CE. Un tel processus peut alors
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 36

s’écrire, ∀x ∈ Ω :

E(x) = µE + σE

o

G(x) (3.13)

où
o

G =
( o

G(x), x ∈ Ω
)

est un processus gaussien stationnaire à valeurs dans IR, de moyenne

nulle, d’écart type unité et de fonction de covariance C o

G
, telle que, ∀u ∈ Ω :

C o

G
(u) =

CE(u)

σ2
E

(3.14)

Pour obtenir une approximation de E, nous utilisons cette fois, toujours en suivant l’idée de
Ghanem et Spanos [Gha91], un développement de Karhunen-Loève [Loè77] de ce processus.

Commençons par écrire celui du processus
o

G. Il est de la forme :

o

G(x) =

∞∑

i=1

hi(x)
o
Xi ; x ∈ Ω (3.15)

avec (
o
Xi)1≤i<∞ une famille dénombrable de copies indépendantes d’une v.a. gaussienne standard

à valeurs dans IR et (hi)1≤i<∞ une suite de fonctions réelles définies sur Ω, telles que, ∀i ∈ IN,
∀x ∈ Ω :

hi(x) =
√

λifi(x) (3.16)

où les λi et fi, valeurs et fonctions propres de la fonction de covariance C o

G
, sont solutions du

problème spectral relatif à C o

G
:

∫

Ω
C o

G
(x1 − x2)f(x2)dx2 = λf(x1) (3.17)

avec C o

G
donnée par (3.14). De (3.13) et (3.15), on tire :

E(x) = µE +

∞∑

i=1

gi(x)
o
Xi ; x ∈ Ω (3.18)

qui est le développement de Karhunen-Loève de E, avec ∀i ∈ IN, ∀x ∈ Ω :

gi(x) = σE hi(x) = σE

√

λifi(x) (3.19)

Une M -approximation Ẽ de E s’obtient alors en tronquant le développement (3.18) à l’ordre M .
D’où :

Ẽ(x) =

M∑

i=0

gi(x)
o
Xi ; x ∈ Ω (3.20)

où nous avons posé :

g0(x) ≡ µG ;
o
X0 ≡ 1 p.s. (3.21)
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 37

• Option 2 : E est un processus lognormal stationnaire

On suppose maintenant que E =
(

E(x), x ∈ Ω
)

est un processus lognormal stationnaire

de moyenne µE, d’écart type σE et de fonction de covariance CE. Un tel processus peut alors
s’écrire, ∀x ∈ Ω :

E(x) = exp
(

µG + σG
o

G(x)
)

(3.22)

avec :
µG = ln

( µE
√

1 + a2
E

)

; σ2
G = ln(1 + a2

E) ; aE =
σE

µE
(3.23)

et où
o

G =
( o

G(x), x ∈ Ω
)

est un processus gaussien stationnaire, de moyenne nulle, d’écart

type unité et de fonction de covariance C o

G
, telle que, ∀u ∈ Ω :

C o

G
(u) =

ln
(

1 +
CE(u)

µ2
E

)

ln
(
1 + a2

E

) (3.24)

Le développement de Karhunen-Loève de
o

G est de la forme (3.15)-(3.16) avec les λi et fi tou-
jours solutions de (3.17) mais avec C o

G
donnée cette fois par (3.24) et non plus par (3.14).

Une approximation Ẽ de E s’obtient alors en portant ce développement dans (3.22), en le tron-
quant à un ordre M à choisir, et en développant le processus obtenu sur les chaos de Wie-
ner d’indice M , jusqu’à un ordre op, à choisir lui aussi. Il vient, tous calculs faits et après
réarrangement :

Ẽ(x) =

P−1∑

j=0

eMj (x)Ψ j ; x ∈ Ω (3.25)

avec P donné par (3.10), (Ψ j)0≤j≤P−1 la famille de v.a. définie par (3.11) et où les coefficients

eMj (x) sont donnés par :

eMj (x) = µ̃E c
−1
j

M∏

i=1

(
gi(x)

)αi ; (α1, . . . , αM ) ∈ INM (3.26)

où (α1, . . . , αM ) est le multi-indice correspondant, dans le réindiçage utilisé, au polynôme d’Her-
mite Ψj définissant la v.a. Ψ j (cf. (3.11)), cj est donné par :

cj = IE[Ψ 2
j ] =

M∏

i=1

αi! (3.27)

gi(x) par (3.19), avec λi et fi les éléments propres de la fonction de covariance (3.24), et µ̃E par :

µ̃E = exp
(

µG +
1

2

M∑

i=1

(
gi(x)

)2
)

(3.28)

• Option 3 : E est une v.a. lognormale

On suppose ici que E est une v.a. lognormale de moyenne µE et d’écart type σE. On peut
donc l’écrire sous la forme :

E = exp
(

µG + σG

o
X

)

(3.29)
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 38

avec :

µG = ln
( µ2

E
√

1 + a2
E

)

; σ2
G = ln(1 + a2

E) ; aE =
σE

µE
(3.30)

où
o
X est une v.a. gaussienne standard à valeurs dans IR.

Considérant le développement sur les chaos de Wiener de
o
X et introduisant ce développement

dans (3.29) il vient, tous calculs faits :

E =

∞∑

j=0

ejHj(
o
ξ) (3.31)

où
o
ξ est une v.a. gaussienne standard à valeurs dans IR, Hj est le polynôme d’Hermite sur IR

d’ordre j et ej est donné par :

ej =
1

j!
IE[ eµG+σG

o
ξ Hj(

o
ξ) ] (3.32)

soit, après un calcul élémentaire,

ej =
σj

G

j!
exp

(

µG +
1

2
σ2

G

)

(3.33)

Une approximation Ẽ de E s’obtient alors en tronquant le développement (3.31) à un ordre op
fixé :

Ẽ =

P−1∑

j=0

ej Hj(
o
ξ) (3.34)

avec :
P = P (op) = op+ 1 (3.35)

Posant :

Hj = Hj(
o
ξ) (3.36)

cette approximation prend la forme :

Ẽ =

P−1∑

j=0

ejHj (3.37)

On remarquera que c’est un cas particulier de l’approximation (3.25). En effet, pour M = 1 :
Ψ j = Hj et eMj (x) = ej .

À présent que nous avons construit des approximations pour Q et les trois modèles probabilistes
de E, nous sommes en mesure de formuler le problème.

3.1.3 Formulation du problème

Rappelons les approximations obtenues pour Q et E :

Q̃ =

P−1∑

j=0

qjΨ j

Ẽ(x) =







M∑

i=0
gi(x)

o
Xi : option 1 – E processus gaussien stationnaire

P−1∑

j=0
eMj (x)Ψ j : option 2 – E processus lognormal stationnaire

Ẽ =
P−1∑

j=0
ejHj : option 3 – E v.a. lognormale
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 39

Rappelons par ailleurs l’expression (3.7) exprimant l’équilibre statique du modèle :

Nel

A
e=1

∫

Ωe

BT
e (x)E(x)D0Be(x)dx Q = f

Introduisant les approximations de Q et E dans cette équation, il vient :

Nel

A
e=1

∫

Ωe

BT
e (x)Ẽ(x)D0Be(x)dx Q̃ ' f (3.38)

Considérons le résidu :

ε =
Nel

A
e=1

∫

Ωe

BT
e (x)Ẽ(x)D0Be(x)dx Q̃− f (3.39)

qui s’écrit encore, pour chacune des options :

• Option 1 :

ε =
M∑

j=0

P−1∑

k=0

o
XjΨ kKjqk − f (3.40)

Kj =
Nel

A
e=1

Ke
j ; Ke

j =

∫

Ωe

BT
e (x)D0gj(x)Be(x)dx (3.41)

• Option 2 :

ε =

P−1∑

j=0

P−1∑

k=0

Ψ jΨ kKjqk − f (3.42)

Kj =
Nel

A
e=1

Ke
j ; Ke

j =

∫

Ωe

BT
e (x)D0e

M
j (x)Be(x)dx (3.43)

• Option 3 :

ε =
P−1∑

j=0

P−1∑

k=0

HjHkKjqk − f (3.44)

Kj =
Nel

A
e=1

Ke
j ; Ke

j = ej

∫

Ωe

BT
e (x)D0Be(x)dx (3.45)

En écrivant que ce résidu est orthogonal aux v.a. {Ψ n;n = 0, . . . , P −1} (méthode de Galerkin),
c’est-à-dire :

IE[ εΨ n ] = 0 , ∀n ∈ {0, . . . , P − 1} (3.46)

on obtient pour chacune des options, un système de la forme :

P−1∑

k=0

IKn,kqk = IFn ; n = 0, . . . , P − 1 (3.47)

où :

IFn = IE[fΨ n ] = f IE[Ψ n ] =

{
f si n = 0
0 sinon

(3.48)

et :

IKn,k =

J∑

j=0

cnkjKj (3.49)
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 40

avec, ∀(n, k, j) ∈ {0, . . . , P − 1}3

cnkj =







IE[Ψ nΨ k

o
Xj ] : pour l’option 1

IE[Ψ nΨ kΨ j ] : pour l’option 2

IE[HnHkHj ] : pour l’option 3

(3.50)

J =

{
M pour l’option 1

P − 1 pour les options 2 et 3
(3.51)

et Kj donné par :

• (3.41) pour l’option 1
• (3.43) pour l’option 2
• (3.45) pour l’option 3

(3.52)

Notons que nous avons mis au point une procédure permettant un calcul exact et automatique
des espérances figurant dans (3.50) (cf. annexe C), ce qui constitue un progrès par rapport aux
procédures précédentes [Gha99a, Sud00], qui nécessitent des calculs formels lourds et délicats à
intégrer dans un programme de calcul par éléments finis.

Une fois les systèmes (3.47) résolus, les P vecteurs qj sont connus et par suite, l’approximation
Q̃ de Q, donnée par (3.12) est complétement déterminée. On peut alors passer au calcul des
approximations des caractéristiques du second ordre du champ de déplacement aléatoire U,
objectif de l’étude.

3.1.4 Caractéristiques du second ordre du champ de déplacement aléatoire

Une approximation Ũ =
(

Ũ(x), x ∈ Ω
)

du champ de déplacement aléatoire

U =
(

U(x), x ∈ Ω
)

à valeurs dans IRd est obtenue en remplaçant dans (3.4) la v.a. vecto-

rielle Q par son approximation Q̃ donnée par (3.12), qui est maintenant connue. Le champ
approximant Ũ s’écrit donc, ∀x ∈ Ω :

Ũ(x) = N(x)Q̃ (3.53)

avec Q̃ donné par (3.12). Les approximations cherchées de la moyenne µU(x), de la variance
matricielle VU(x) et de la fonction de covariance matricielle CU(x, x′) du champ U sont alors
obtenues en prenant les caractéristiques correspondantes du champ Ũ :

µU(x) ' µ
Ũ

(x) ; VU(x) ' V
Ũ

(x) ; CU(x, x′) ' C
Ũ

(x, x′) (3.54)

Or, d’après (3.53) :
µ

Ũ
(x) = IE[ Ũ(x) ] = N(x)µ

Q̃
(3.55)

V
Ũ

(x) = IE[
(
Ũ(x) − µ

Ũ
(x)

)(
Ũ(x) − µ

Ũ
(x)

)T
] = N(x)C

Q̃
NT (x) (3.56)

C
Ũ

(x, x′) = IE[
(
Ũ(x) − µ

Ũ
(x)

)(
Ũ(x′) − µ

Ũ
(x′)

)T
] = N(x)C

Q̃
NT (x′) (3.57)

où µ
Q̃

et C
Q̃

sont la moyenne et la matrice de covariance de la v.a. vectorielle Q̃, telles que,
d’après (3.12) :

µ
Q̃

= IE[ Q̃ ] =
P−1∑

j=0

qj IE[Ψ j ] = q0 (3.58)
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 41

C
Q̃

= IE[
(
Q̃− µ

Q̃

)(
Q̃− µ

Q̃

)T
] =

P−1∑

j=1

cjqjq
T
j (3.59)

avec :
cj = IE[Ψ 2

j ] (3.60)

Les approximations cherchées sont finalement obtenues en portant (3.58) et (3.59) dans (3.55),
(3.56) et (3.57).
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3.2 Application à une barre en traction

L’objet de ce paragraphe est d’analyser la MEFSS sur l’exemple simple d’une barre en traction.
Nous caractérisons la propagation des incertitudes dans le modèle mécanique par différents
estimateurs d’erreurs de moyenne et variance. Nous menons alors une analyse de convergence
de ces estimateurs d’erreurs en fonction de différents paramètres. Les estimateurs d’erreurs des
paramètres sont calculés par rapport à des moyennes et variances analytiques, pour un module
d’élasticité longitudinal modélisé par un processus, puis par une v.a., tous deux lognormaux.

3.2.1 Position du problème

Nous nous proposons d’étudier le problème suivant :

• une barre rectiligne homogène de section constante est encastrée à son origine, libre à son
extrémité et soumise en cette extrémité à une force de traction axiale d’intensité constante F
(Fig. 3.1) ;

-�
-�

x
L

(S) -F

Fig. 3.1 – Barre en traction

• nous nous intéressons au déplacement longitudinal z d’une section courante de la barre, donné
par :

z = f(x, y) =

∫ x

0

F

Sy(u)
du , x ∈ [0, L] (3.61)

où F est la force axiale de traction, x l’abscisse de la section droite, S l’aire de cette section,
L la longueur de la barre et y le module d’élasticité longitudinal du matériau constitutif ; nous
supposons que cette caractéristique mécanique est le paramètre incertain du modèle ;

• les paramètres déterministes ont pour valeurs : S = 210−4 m2, L = 1 m et F = 106 N ;

• le paramètre incertain y est modélisé par un processus lognormal stationnaire, noté E, indexé
sur [0, L], de moyenne µE = 2, 1 1011 Pa, de fonction d’autocorrélation RE, de fonction de
covariance CE, telle que CE(u) = RE(u) − µ2

E, et d’écart type σE tel que σE = aEµE, où aE est
le coefficient de variation de E ; alors on sait (cf. § 3.1.2 (b)) que E peut s’écrire :

E(x) = exp
(
G(x)

)
(3.62)

avec G un processus gaussien stationnaire de moyenne µG et d’écart type σG, s’écrivant :

G(x) = µG + σG

o

G(x) (3.63)

avec :
µG = ln

( µE
√

1 + a2
E

)

; σ2
G = ln(1 + a2

E) (3.64)

et où
o

G est un processus gaussien stationnaire centré, de variance unité et de fonction de
covariance C o

G
donnée par :

C o

G
(u) =

ln
(

1 +
CE(u)

µ2
E

)

ln
(
1 + a2

E

) (3.65)
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 43

• il en résulte que le déplacement longitudinal z est un processus indexé sur [0, L], noté U, dont
il est facile de montrer à partir de (3.61) qu’il est non stationnaire et que sa moyenne µU(x) et
sa fonction d’autocorrélation RU(x, x′) ont pour expressions :

µU(x) = γx ; γ =
F (1 + a2

E)

SµE
(3.66)

RU(x, x′) = γ2

∫ x

0

∫ x′

0
exp

(

σ2
G C o

G
(u− s)

)

du ds ; (x, x′) ∈ [0, L]2 (3.67)

La discrétisation éléments finis de la poutre conduit à écrire le processus U sous la forme :

U(x) = N(x)Q (3.68)

où Q est le vecteur m-dimensionnel des déplacements nodaux, N une fonction définie sur [0, L],
à valeurs dans IR1×m, construite à partir des fonctions de forme des éléments et m est le nombre
de ddl. Dans toute la suite, le nombre de nœuds est fixé2 à 5. L’estimation des moments de U se
fait en estimant dans un premier temps ceux de Q puis en appliquant (3.68). On obtient ainsi
les expressions (3.55), (3.56) et (3.57).

3.2.2 Choix des modèles d’autocorrélation

Comme indiqué dans le paragraphe précédent, le paramètre aléatoire de l’étude est le mo-
dule d’élasticité longitudinal et celui-ci est modélisé par un processus lognormal stationnaire
E =

(
E(x), x ∈ [0, L]

)
indexé sur [0, L]. Un tel processus est donc complétement caractérisé par

sa moyenne constante µE = IE[E(x) ] et sa fonction d’autocorrélation RE(u) = IE[E(x+ u)E(x) ]
ou, ce qui revient au même, sa fonction de covariance CE(u) = IE[ (E(x+u)−µE)(E(x)−µE) ] =
RE(u) − µ2

E. La valeur de la moyenne µE est fixée une fois pour toutes à 2, 1 1011 Pa. Pour la
fonction d’autocorrélation, trois modèles sont possibles parmi d’autres :

• modèle A :

RA
E(u) = µ2

E exp
(

ln(1 + a2
E) exp

(

−| u |
b

))

, | u |∈ [0, L] (3.69)

• modèle B :

RB
E (u) =







µ2
E(1 + a2

E) exp
(

− ln(1 + a2
E)

| u |
uo

)

si 0 ≤| u |≤ uo ,

µ2
E si | u |≥ uo .

(3.70)

• modèle C :

RC
E (u) = µ2

E exp
(

ln(1 + a2
E) exp

(

−u
2

c

))

, | u |∈ [0, L] (3.71)

où b, c et u0 sont des constantes réelles strictement positives. Nous nous limiterons aux deux
premiers dans ce travail.

Rappelons qu’au processus E sont associés deux processus gaussiens stationnaires : le processus

G de moyenne µG et d’écart type σG donné par (3.62) et le processus
o

G de moyenne nulle et
d’écart type unité, tels que :

E(x) = exp
(
G(x)

)
= exp

(
µG + σG

o

G(x)
)

(3.72)

2Nous rappelons que le développement de Karhunen-Loève est indépendant du maillage EF (cf. § 1.2.3 (b)) ; le
problème du raffinement du maillage est donc indépendant ici ; les déplacements exacts sont de plus obtenus aux
nœuds de cet élément.
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 44

le lien entre les fonctions de covariance CE, CG et C o

G
de ces processus étant le suivant :

C o

G
(u) =

CG(u)

σ2
G

=

ln
(

1 +
CE(u)

µ2
E

)

ln
(
1 + a2

E

) (3.73)

Sachant que les fonctions d’autocorrélation de
o

G, G et E vérifient :

R o

G
(u) = C o

G
(u) ; RG(u) = CG(u) + µ2

G ; RE(u) = CE(u) + µ2
E (3.74)

le lien précédent entre ces caractéristiques devient :

R o

G
(u) =

RG(u)

σ2
G

− a2
G =

ln
(RE(u)

µ2
E

)

ln
(
1 + a2

E

) (3.75)

Par conséquent, aux modèles RA
E , RB

E , RC
E de RE sont associés les modèles suivants de R o

G
:

• modèle A :

RA
o

G
(u) = CA

o

G
(u) = exp

(

−| u |
b

)

, | u |∈ [0, L] (3.76)

• modèle B :

RB
o

G
(u) = CB

o

G
(u) =







1 − | u |
u0

si 0 ≤| u |≤ u0 ,

0 si | u |> u0 .
(3.77)

• modèle C :

RC
o

G
(u) = CC

o

G
(u) = exp

(

−u
2

c

)

, | u |∈ [0, L] (3.78)

L’autocorrélation du modèle A est qualifiée d’exponentielle, celle du modèle B de triangulaire
et celle du modèle C d’exponentielle carré3. À titre d’illustration, les trois fonctions d’auto-
corrélation (3.69),(3.70),(3.71) et leurs homologues (3.76),(3.77),(3.78) sont représentées graphi-
quement sur la figure 3.2.

3.2.3 Résolution du problème spectral

Pour construire le développement de Karhunen-Loève de
o

G, il est nécessaire de résoudre le
problème spectral (3.17) relatif à C o

G
, c’est-à-dire l’équation de Fredholm en (λ, f) :

∫ L

0
C o

G
(x1 − x2)f(x2)dx2 = λf(x1) ; (x1, x2) ∈ [0, L]2 (3.79)

La solution de ce problème, c’est-à-dire la famille dénombrable (λi, fi)i∈IN des valeurs et fonc-
tions propres de C o

G
peut être calculée explicitement pour le modèle A et pour le modèle B

si u0 > L, ce que nous supposons ici. En revanche, pour le modèle C, elle doit être calculée
numériquement. Nous donnons ci-dessous les résultats obtenus pour les modèles A et B (Gha-
nem et Spanos [Gha91]).

3L’autocorrélation exponentielle carré (square exponential correlation function) est utilisée dans plusieurs tra-
vaux, dont ceux de Der Kiureghian [Sud00].
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R o

G
(u) RE(u)

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
Type A
Type B
Type C

u −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6
0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007

0.008

0.009

0.01

Type A
Type B
Type C

u 

(a) processus gaussien standard
o

G (b) processus lognormal E

Fig. 3.2 – Fonctions d’autocorrélation du processus E et du processus gaussien standard associé
u0 = b = c = 0, 5 ; µE = 1 ; aE = 0, 1

• modèle A :

λA
i =

2

b( 1
b2 + ω2

i )
; fA

i (x) =

{
EA

i cos(ωix) pour i est pair ,
OA

i sin(ωix) pour i est impair .
(3.80)

avec :

EA
i =

(

L+
sin(2ωiL)

2ωi

)− 1
2

; OA
i =

(

L− sin(2ωiL)

2ωi

)− 1
2

(3.81)

les ωi étant solutions de :

{
b−1 − ω tan(ωL) = 0 pour i impair,
ω + b−1 tan(ωL) = 0 pour i pair.

• modèle B :

λB
i =

2

ωi
2uo

; fB
i (x) =

{
EB

i cos(ωix) pour i pair ,

OB
i

(

cos(ωix) + tan(ωiL
2 )sin(ωix)

)

pour i impair .
(3.82)

avec :

EB
i =

(L

2
+

sin(2ωiL)

2ωi

)− 1
2

(3.83)

OB
i =

(

L+
(
tan2

(ωiL

2

)
− 1

)(L

2
− sin(2ωiL)

4ωi
+

sin2(ωiL)

ωi
tan(

ωiL

2

)))− 1
2

(3.84)

les ωi étant solutions de :

{
ω − iπ/L = 0 pour i impair,

tan(
ωL

2
) − 2(ω(2u0 − L))−1 = 0 pour i est pair non nul.
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 46

3.2.4 Construction des approximations

• La famille des paramètres spectraux (λi, fi) de C o

G
étant construite, le développement de

Karhunen-Loève du processus
o

G est complétement déterminé. Il s’écrit :

o

G(x) =

∞∑

i=1

√

λifi(x)
o
Xi ; x ∈ [0, L] (3.85)

où (
o
Xi)1≤i<∞ est une famille dénombrable de copies indépendantes d’une v.a. gaussienne scalaire

standard.

• On en déduit le développement de Karhunen-Loève du processus gaussien stationnaire

G = µG + σG

o

G :

G(x) = µG + σG

∞∑

i=1

√

λifi(x)
o
Xi ; x ∈ [0, L] (3.86)

et par suite le processus lognormal stationnaire E = exp(G) peut s’écrire :

E(x) = exp
(

µG + σG

∞∑

i=1

√

λifi(x)
o
Xi

)

; x ∈ [0, L] (3.87)

Une M -approximation G̃ de G est obtenue en tronquant le développement de Karhunen-Loève
(3.86) à l’ordre M :

G̃(x) = µG + σG

M∑

i=1

√

λifi(x)
o
Xi ; x ∈ [0, L] (3.88)

• L’approximation correspondante Ẽ de E s’en déduit :

Ẽ(x) = exp
(

µG + σG

M∑

i=1

√

λifi(x)
o
Xi

)

; x ∈ [0, L] (3.89)

expression qui s’écrit, projetée sur les chaos jusqu’à l’ordre op :

Ẽ(x) =
P−1∑

j=0

eMj (x)Ψ j ; x ∈ [0, L] (3.90)

où les Ψ j sont des v.a. orthogonales définies en (3.11), telles que IE[Ψ 0 ] = 1 et IE[Ψ j ] = 0 pour

j > 1 ; les fonctions eM
j sont données en (3.26) et l’ordre P de l’approximation est lié à M et à

l’ordre op du chaos polynomial retenu à travers la relation (3.10).

Observons que l’on pourrait obtenir une autre approximation ˜̃E de E en construisant directement le
développement de Karhunen-Loève de ce processus et en le tronquant à un ordreM choisi. On obtiendrait
ainsi :

˜̃E(x) = µE + σE

M∑

j=1

√

βjFj(x)
o

Yj (3.91)

avec (βj , Fj)1≤j≤M la famille des M premières valeurs et fonctions propres de la fonction de covariance

CE de E et (
o

Yj)1≤j≤M une M -famille de v.a. centrées et orthogonales. Mais l’inconvénient ici est que

l’on ne connâıt pas la loi de M -uple (
o

Yj)1≤j≤M . C’est pourquoi cette solution n’a pas été exploitée.
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 47

3.2.5 Formulation et résolution du problème

• L’approximation visée du vecteur aléatoire inconnu Q des déplacements nodaux est cherchée
sous la forme :

Q̃(x) =
P−1∑

j=0

qjΨ j (3.92)

où le paramètre P et les v.a. Ψ j sont identiques à ceux figurant dans l’approximation Ẽ de E,
et les qj sont des vecteurs déterministes à calculer : ce sont les inconnues du problème.

• Pour calculer les qj , on utilise la démarche exposée dans le paragraphe 3.1.3, qui conduit à
la résolution du système linéaire (3.47). Une fois ce système résolu, les qj sont connus et donc
aussi l’approximation Q̃ de Q.

• En utilisant la relation (3.68), on en déduit l’approximation correspondante Ũ du champ de
déplacement aléatoire U, telle que :

Ũ(x) = N(x)Q̃ (3.93)

• Cette relation permet de calculer explicitement la moyenne µŨ et la fonction de covariance CŨ

de Ũ. On obtient :

µŨ(x) = N(x)µ
Q̃

(3.94)

CŨ(x, x′) = N(x)C
Q̃
NT (x′) (3.95)

où µ
Q̃

et C
Q̃

, moyenne et matrice de covariance de Q̃, sont calculées à partir de (3.92) en
utilisant les propriétés des Ψ j :

µ
Q̃

= q0 (3.96)

C
Q̃

=
P−1∑

j=1

cjqjq
T
j (3.97)

avec cj donné par (3.60).

3.2.6 Expérimentation numérique

(a) Longueur de corrélation

Pour un processus stationnaire X de moyenne µX, d’écart type σX et de fonction d’auto-
corrélation RX, on définit la longueur de corrélation4 lc comme la longueur à partir de laquelle
la corrélation entre les observations X(x) et X(x+ lc) devient négligeable pour tout x. En pra-
tique, on la calcule comme la solution du problème d’optimisation suivant : trouver la plus petite
valeur de u qui réalise l’inégalité RX(u) − µ2

X ≤ εσ2
X où, ε est un réel strictement positif petit

fixé.
Cette caractéristique dépend bien entendu des paramètres de la fonction d’autocorrélation du
processus. Ainsi, pour le processus E nous concernant, et pour chacun des modèles d’auto-
corrélation considérés, son expression est la suivante :

lAc = −b ln(α) ; lBc = u0(1 − α) ; lCc =
√

−c ln(α) (3.98)

4L’échelle de fluctuation θ, due à Vanmarcke [Van83a], est mal adaptée dans le cas d’un processus lognormal.
En effet, les relations entre θ et b (resp. c) ne sont pas analytiques.
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 48

avec :

α =
ln(1 + εa2

E)

ln(1 + a2
E)

(3.99)

Un intérêt notable de ce paramètre est qu’il permet de rationaliser les comparaisons. Ainsi, si
l’on veut comparer les performances ou les propriétés de plusieurs processus aléatoires dans une
procédure d’approximation, il sera judicieux de régler préalablement leurs paramètres de telle
sorte qu’ils aient tous la même longueur de corrélation. Le fait de rendre commune à tous ces
processus la valeur d’une de leurs caractéristiques importantes est une façon de rationaliser la
comparaison.
Par exemple, pour obtenir une longueur de corrélation lc de 0, 5 m avec chacun des trois modèles
d’autocorrélation considérés pour le processus E, et en prenant pour ε et aE les valeurs ε = 10−2,
aE = 0, 1, il faut donner aux paramètres b, u0 et c les valeurs suivantes : b = 0, 1 m, u0 = 0, 5 m,
c ' 0, 05 m.

(b) Erreurs d’expérimentations

En examinant la structuration de la méthode, on peut s’apercevoir qu’elle utilise des ap-
proximations à chaque étape clé de sa démarche. Rappelons-les :

1. Approximation de G (ou
o

G, ce qui revient au même car G = µG + σG

o

G) par le processus G̃
obtenu par troncature à l’ordre M du développement de Karhunen-Loève de G.

2. Approximation de E = exp(G) par le processus Ẽ, résultant de l’introduction de l’approxima-
tion G̃ de G dans l’exponentielle précédente et du développement du processus obtenu sur les
chaos de Wiener jusqu’à un ordre à choisir.

3. Approximation due au calcul numérique : intégration pour la construction des matrices de
rigidité élémentaires, résolution d’un système linéaire pour le calcul des coefficients vectoriels
inconus du développement de Q sur les chaos de Wiener.

4. Approximation de U (tel que U = N(x)Q) par le champ aléatoire Ũ (tel que Ũ = N(x)Q̃)
résultant de l’approximation de Q par son développement en chaos tronqué Q̃.

Rappelons les expressions de ces différentes approximations :

õ

G(x) =

M∑

i=1

√

λifi(x)
o
Xi ; x ∈ [0, L] (3.100)

G̃(x) = µG + σG

M∑

i=1

√

λifi(x)
o
Xi ; x ∈ [0, L] (3.101)

Ẽ(x) =

P−1∑

j=0

eMj (x)Ψ j ; x ∈ [0, L] (3.102)

Ũ(x) = N(x)Q̃ = N(x)
P−1∑

j=0

qjΨ j ; x ∈ [0, L] (3.103)
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 49

Leurs moyennes et variances respectives s’écrivent :

Moy
( õ

G(x)
)

= IE[
õ

G(x) ] = 0

Var
( õ

G(x)
)

= IE[
( õ

G(x)
)2

] =

M∑

i=1

√

λif
2
i (x)

Moy
(
G̃(x)

)
= IE[ G̃(x) ] = µG

Var
(
G̃(x)

)
= IE[

(
G̃(x) − µG

)2
] = σ2

G

M∑

i=1

√

λif
2
i (x) = σ2

GVar
( õ

G(x)
)

Moy
(
Ẽ(x)

)
= IE[ Ẽ(x) ] = eM

0 (x)

Var
(
Ẽ(x)

)
= IE[

(
Ẽ(x) − eM

0 (x)
)2

] =

P−1∑

j=1

(
eMj (x)

)2
IE[Ψ 2

j ]

Moy
(
Ũ(x)

)
= IE[ Ũ(x) ] = N(x)q0

Var
(
Ũ(x)

)
= IE[

(
Ũ(x) −N(x)q0

)2
] = N(x)

(
P−1∑

j=1

qjq
T
j IE[Ψ 2

j ]
)
NT (x)

Si X désigne l’un des processus
o

G, G, E, U et X̃ son approximation, c’est-à-dire
õ

G, G̃, Ẽ, Ũ,
on définit l’erreur de moyenne εMX et l’erreur de variance εV X relatives à X̃ par les expressions
suivantes :

εMX = | 1 − Moy
(
X̃

)

Moy
(
X

) | (3.104)

εV X = | 1 − Var
(
X̃

)

Var
(
X

) | (3.105)

On a alors :

ε
M

o

G
= 0 (3.106)

ε
V

o

G
= | 1 −

M∑

i=1

√

λif
2
i (x) | (3.107)

εMG = 0 (3.108)

εV G = | 1 −
M∑

i=1

√

λif
2
i (x) |= ε

V
o

G
(3.109)

εME = | 1 − µ−1
E eM0 (x) | (3.110)

εV E = | 1 − σ−2
E

P−1∑

j=1

(
eMj (x)

)2
IE[Ψ 2

j ] | (3.111)

εMU = | 1 − µ−1
U N(x)q0 | (3.112)

εV U = | 1 − σ−2
U N(x)

(
P−1∑

j=1

qjq
T
j IE[Ψ 2

j ]
)
NT (x) | (3.113)

où µU est donné par (3.66) et σU se déduit de (3.67).

L’objet de cette application est de tester numériquement la qualité des approximations (3.100)-
(3.103) en utilisant les indicateurs ci-dessus.
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Mais avant cela, observons que chacun de ces indicateurs dépend d’un certain nombre de pa-
ramètres variables (rappelons que µE est un paramètre fixe ayant pour valeur 2, 1 1011 Pa).
Ainsi :

• ε
V

o

G
et εV G dépendent de aE, lc (longueur de corrélation du processus E) et M (nombre de

termes du développement tronqué de Karhunen-Loève) ;

• εME et εV E dépendent de aE, lc et des paramètres op (ordre du chaos polynomial de tronca-
ture) et M (nombre de v.a. gaussiennes standards considérées dans le développement en chaos
tronqué), que nous notons désormais opE et ME pour spécifier qu’ils sont relatifs à E ;

• εMU et εV U dépendent de aE, lc, opE, ME et des paramètres relatifs au développement en chaos
tronqué de U (ordre de troncature du chaos et nombre de v.a. gaussiennes standards considérées
dans le développement), notés opU et MU.

Tous ces indicateurs dépendent en outre de x, abscisse du point générique du segment [0, 1], et
du modèle d’autocorrélation retenu pour E. Les résultats qui suivent montrent comment ils se
comportent et évoluent en fonction des paramètres dont ils dépendent. Ils sont synthétisés sur
les figures 3.3 à 3.10.

La figure 3.3 illustre le comportement en fonction de M et pour deux valeurs de lc, de la fonction

d’autocorrélation du processus germe approximant
õ

G et compare cette dernière à celle du pro-

cessus germe cible
o

G. Cette comparaison est effectuée par les deux modèles d’autocorrélation
retenus : le modèle exponentiel et le modèle B triangulaire.

La figure 3.4 montre l’évolution de εV G en fonction de x pour plusieurs valeurs de M et pour le
modèle exponentiel, avec lc = 0, 1 m et aE = 0, 1.

La figure 3.5 présente le même type de résultat mais en y ajoutant ceux relatifs au modèle
triangulaire et en considérant d’autres valeurs de M et lc.

La figure 3.6 illustre à nouveau le comportement de εV G, en fonction cette fois de lc et au point
x = L, et ce pour les modèles A (exponentiel) et B (triangulaire) d’autocorrélation, ainsi que
pour plusieurs de aE.

La figure 3.7 montre l’évolution de εV E en fonction de x dans le cas du modèle A (exponentiel)
et pour plusieurs de ME et opE (i.e. choisis égaux), avec lc = 1 m et aE = 0, 1.

La figure 3.8 présente l’évolution, au point x = L, du même indicateur en fonction de opE, pour
le modèle B (triangulaire) et pour plusieurs valeurs de lc et aE, ME = 5.

La figure 3.9 illustre l’évolution, en fonction de x, pour le modèle d’autocorrélation exponentiel,
et pour plusieurs valeurs de MU = opU, de l’erreur d’écart type εσU relative à U,avec lc = 0, 1 m
et opE = 2, aE = 0, 1.

Enfin, la figure 3.10 montre l’évolution de l’écart type σŨ de l’approximation Ũ de U, en fonction
de x, pour le modèle A et pour plusieurs valeurs de MU = ME = opU, avec lc = 0, 1 et opE = 2.
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 51

Fig. 3.3 – Comportement en fonction de M de la fonction d’autocorrélation du processus

approximant
õ

G et comparaison avec celle du processus cible
o

G, pour les modèles A et B ; aE = 0, 1
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 52

Fig. 3.4 – Évolution en fonction de x, pour plusieurs valeurs de M et pour le modèle A (exponentiel),
de l’erreur de variance relative à l’approximation G̃ de G ; lc = 0, 1 m, aE = 0, 1

Fig. 3.5 – Évolution en fonction de x, pour plusieurs valeurs de M et pour les modèles A (exponentiel)
et B (triangulaire), de l’erreur de variance relative à l’approximation G̃ de G ; lc = 1 m, aE = 0, 1

Fig. 3.6 – Évolution en fonction de lc, pour les modèles A (exponentiel) et B (triangulaire) et pour
plusieurs valeurs de aE, de l’erreur de variance relative à l’approximation G̃ de G, au point x = L
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Fig. 3.7 – Évolution en fonction de x, pour le modèle A (exponentiel) et pour plusieurs valeurs de
ME = opE = α, de l’erreur de variance relative à l’approximation Ẽ de E ; lc = 1 m, aE = 0, 1

Fig. 3.8 – Évolution en fonction de opE, pour le modèle B (triangulaire) et pour plusieurs valeurs de aE

et lc, de l’erreur de variance relative à l’approximation Ẽ de E, au point x = L ; ME = 5
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 54

Fig. 3.9 – Évolution en fonction de x, pour le modèle A (exponentiel) et pour plusieurs valeurs de
MU = opU = α, de l’erreur de moyenne relative à l’approximation Ũ de U ; lc = 0, 1 m, opE = 2, aE = 0, 1

Fig. 3.10 – Évolution en fonction de x, pour le modèle A (exponentiel) et pour plusieurs valeurs de
MU = opU = α, de l”écart type de l’approximation Ũ de U ; lc = 0, 1 m, opE = 2, ME = 2
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 55

Nous nous sommes aussi intéressés au cas où E est une variable aléatoire lognormale de
moyenne µE = 2, 1 1011 Pa et de coefficient de variation aE = σE/µE variable (cf. § 3.1.2 (b)).
Les erreurs de moyenne sur E et U engendrées par ce choix sont notées respectivement εva

ME et
εva
MU. Les erreurs correspondantes de variance (sur E) et d’écart type (sur U) sont alors notées
εva
V E et εva

σU. Ces erreurs dépendent elles aussi de tous les paramètres précédents (avec ME et MU

valant 1 cette fois). Comme dans le cas de la modélisation de E par un processus, nous nous
sommes intéressés à l’évolution et au comportement des indicateurs εva

ME, εva
MU, εva

V E et εva
σU en

fonction de ces paramètres. Les résultats obtenus sont résumés sur les figures 3.11 et 3.16.

La figure 3.11 montre l’évolution de εva
V E en fonction de opE pour le modèle A (exponentiel) et

pour plusieurs de aE.

La figure 3.12 donne l’évolution de εME et εva
ME en fonction de opE, au point x = L, pour le

modèle exponentiel avec aE = 0, 5. Pour εME, plusieurs valeurs de lc sont considérées et ME est
pris égal à 5.

Les figures 3.13 et 3.14 illustrent l’évolution de εva
MU et εva

σU en fonction de opU, pour le modèle
exponentiel, x = L et pour plusieurs valeurs de aE avec opE = 5.

La figure 3.15 montre l’évolution de εME et εva
ME en fonction de opE, au point x = L, pour le

modèle exponentiel avec aE = 0, 5. Pour εME, plusieurs valeurs de lc sont considérées et ME est
pris égal à 5.

Enfin, la figure 3.16 illustre l’évolution en fonction de x, pour le modèle exponentiel et aE = 0, 1,
de l’écart type de l’approximation Ũ de U lorsque E est successivement une v.a. (ME = MU = 1)
puis un processus (ME = MU = 5), avec prise en compte dans ce cas de plusieurs de lc.

Fig. 3.11 – Évolution en fonction de opE, pour le modèle A et pour plusieurs valeurs de aE, de l’erreur
de variance relative à l’approximation Ẽ de la v.a. E ; ME = 1
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 56

Fig. 3.12 – Évolution en fonction de opE, pour le modèle A (exponentiel) de l’erreur de moyenne relative
à l’approximation Ẽ de E lorsque E est successivement une v.a. (ME = 1) puis un processus (ME = 5,
x=L), avec prise en compte dans ce cas de plusieurs valeurs de lc ; aE = 0, 1

Fig. 3.13 – Évolution en fonction de opU, pour le modèle A (exponentiel, pour x = L), et pour plusieurs
valeurs de aE, de l’erreur de moyenne relative à l’approximation Ũ de U lorsque E est une v.a. ; MU =
ME = 1, opE = 2

Fig. 3.14 – Évolution en fonction de opU, pour le modèle A (exponentiel), pour x = L et pour plusieurs
valeurs de aE, de l’erreur d’écart type relative à l’approximation Ũ de U lorsque E est une v.a. ; ME =
MU = 1, opE = 2
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Fig. 3.15 – Évolution en fonction de x, pour le modèle A (exponentiel), de l’erreur de moyenne relative
à l’approximation Ũ de U lorsque E est successivement une v.a. (MU = ME = 1 ) puis un processus
(MU = ME = 5), avec prise en compte dans ce cas de plusieurs valeurs de lc ; aE = 0, 1, opE = opU = 2

Fig. 3.16 – Évolution en fonction de x, pour le modèle A (exponentiel), de l’écart type de l’approximation
Ũ de U lorsque E est successivement une v.a. (ME = MU = 1) puis un processus (ME = MU = 5), avec
prise en compte dans ce cas de plusieurs valeurs de lc ; aE = 0, 1, opE = opU = 2
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 58

(c) Commentaire des résultats

Les résultats obtenus appellent quelques remarques :

1. La fonction d’autocorrélation R õ

G
du processus approximant

õ

G converge numériquement vers

la cible R o

G
, en fonction du nombre M de termes du développement de Karhunen-Loève, pour

les modèles A et B (cf. Fig. 3.3).
Le nombre de termes nécessaire à une bonne approximation R õ

G
de R o

G
augmente si la longueur

de corrélation lc diminue. Nous constatons par ailleurs figures 3.6 et 3.8 que les erreurs de
variance εV G et εV E augmentent si lc diminue, pour M fixé.
Représenter un processus est donc d’autant plus coûteux qu’il est décorrélé.

2. Les figures 3.4, 3.5 et 3.7 montrent que les erreurs de variance εV G et εV E tendent vers zéro et
varient moins en fonction du paramètre d’indexation x des processus G et E. Ceci est logique,
car ces processus sont stationnaires et leurs variances sont donc indépendantes de x.

3. Pour une même valeur de l’erreur de variance εV G = 0, 02, un nombre M cinq fois plus élevé
de termes est nécessaire pour le modèle A (exponentiel, M = 50) plutôt que pour le modèle B
(triangulaire, M = 10).

4. À la lueur de la figure 3.6, nous constatons que l’erreur εV G est plus sensible à la variation
du coefficient de variation aE du processus E qu’au modèle d’autocorrélation. L’augmentation
de aE entrâıne une augmentation significative de εV G, ainsi que εV E (Fig. 3.8).

5. L’ordre opE = 2 est suffisant pour décrire le processus un nombre E (Fig. 3.8). Des ordres opE

et opU plus élevés seront a priori nécessaires afin d’atteindre des moments d’ordres supérieurs
à 2.

6. Nous observons figure 3.9 qu’en fixant ME = 5, une réduction du système (3.48) à résoudre
est possible en choisissant MU < ME, sans augmenter de manière significative l’erreur εMU. Ce
découplage de ME et MU permet donc une diminution du coût de calcul de la méthode, pour
l’approximation de la moyenne µU.

7. L’écart type σŨ converge numériquement vers la cible σU en fonction de α = ME = MU = opU,
pour une longueur de corrélation lc fixée.

8. Nous observons que le comportement du processus U est sensiblement le même si le module
d’élasticité est successivement modélisé par une v.a. et un processus très corrélé. En effet, lorsque
lc augmente, les erreurs εV E, εMU et l’écart type σŨ tendent respectivement sur les figures 3.12,
3.15 et 3.16 vers εva

V E, εva
MU et l’écart type calculé si le module d’élasticité est modélisé par une

v.a.

9. Dans le cas où le module d’élasticité est modélisé par une v.a., les figures 3.12, 3.13 et 3.14
montrent respectivement les convergences numériques des erreurs εva

V E, εva
MU et εva

σU vers zéro.
Ces convergences sont plus lentes si le coefficient de variation augmente.

10. Une analyse paramétrique fine de la méthode n’est pas l’objectif de ce travail ; ces dernières
remarques permettent cependant déjà de mieux comprendre la méthode et de contrôler en partie
le coût de sa mise en œuvre.
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3.3 Application à une structure formée de poutres

Nous traitons le problème d’une structure formée de poutres et détaillons une formulation
adaptée par éléments finis spectraux, dans laquelle les paramètres aléatoires sont les modules
d’élasticité longitudinaux des poutres, modélisés par des v.a. Cette formulation de la MEFSS
est ensuite appliquée à l’étude d’une structure réelle : l’assemblage de poutres en bois par tiges
collées.

3.3.1 Position du problème

Nous nous proposons d’étudier le problème suivant :

• la structure est constituée de M poutres droites à plan moyen chargées dans leur plan ; le cas
de structures constituées de poutres et de barres pourra être traité en bloquant les ddl adéquats ;

• les M poutres peuvent avoir une orientation quelconque dans le plan (cf. Fig. 3.17) ; nous
notons (O, ~X, ~Y ) le repère global et (Ai, ~xi, ~yi) le repère local de la poutre i ;

• le chargement appliqué et la géométrie (longueurs Li, sections Si et moments d’inertie Ii des
poutres) sont déterministes ;

• le module d’élasticité longitudinal Ei de chaque poutre i est modélisé par une v.a. lognormale
d’espérance µEi

et de variance σ2
Ei

: Ei ∼ LN (µEi
, σ2

Ei
) ;

• nous supposons que les M v.a. Ei sont indépendantes dans leur ensemble.

6
-

0 X

Y

��:C
CCO

xi

yiAi

Bi

Li

α

Fig. 3.17 – Poutre i : repère local et repère global

3.3.2 Formulation de la MEFSS pour un vecteur de v.a. lognormales

Ai Bi

xi = 0 xi = Li,1 xi = Li

6
-� � � �

xi

yi

Fig. 3.18 – Discrétisation par EF de la poutre i

Chaque poutre i est discrétisée en ni éléments finis de poutre de Bernoulli à 2 nœuds et 6 ddl et de
longueur Li,j (cf. figure 3.18). La longueur Li de la poutre i est donc égale à : Li = Li,1+···+Li,ni

.
Pour chaque élément de la poutre, la matrice de rigidité élémentaire dans le repère local est de
la forme suivante :
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ki,j = Ei k̃i,j = Ei





































Si

Li,j

0 0 − Si

Li,j

0 0

0
12Ii
L3

i,j

6Ii
L2

i,j

0 −12Ii
L3

i,j

6Ii
L2

i,j

0
6Ii
L2

i,j

4Ii
Li,j

0 − 6Ii
L2

i,j

2Ii
Li,j

− Si

Li,j

0 0
Si

Li,j

0 0

0 −12Ii
L3

i,j

− 6Ii
L2

i,j

0
12Ii
L3

i,j

− 6Ii
L2

i,j

0
6Ii
L2

i,j

2Ii
Li,j

0 − 6Ii
L2

i,j

4Ii
Li,j





































(3.114)

k̃i,j une matrice 6 × 6 déterministe. La matrice de rigidité Ki,l de la poutre i dans son repère
local est obtenue par assemblage des matrices de rigidité élémentaires des ni EF de poutre à
2 nœuds qui la composent :

Ki,l = Ei

ni

A
j=1

k̃i,j = EiKi,l (3.115)

où A est l’opérateur d’assemblage et Ki,l étant une matrice (3ni +1)× (3ni +1) déterministe.

La v.a. lognormale Ei est approchée par un développement sur une base de polynômes d’Hermite
définis de IR dans IR, tronqué à Ni termes (cf. § 3.1.2.) :

Ei ' Ẽi =

Ni−1∑

j=0

ei,jHj(
o
Xi) (3.116)

avec :

ei,j = exp
(

µGi
+
σ2

Gi

2

)σj
Gi

j!
= µEi

σj
Gi

j!
(3.117)

La matrice de rigidité Ki,l de la poutre i dans son repère local, définie par (3.115), est alors

approchée par :

Ki,l ' K̃i,l = Ẽi

ni

A
j=1

k̃i,j = ẼiKi,l (3.118)

Nous en déduisons l’expression de la matrice de rigidité (approchée) k̄i de la poutre i dans le
repère global :

K̄i = ẼiK̄i = T T
i k̃i,lTi (3.119)

où Ti est la matrice de passage
(
3(ni+1)

)
×

(
3(ni+1)

)
du vecteur aléatoire des ddl de la poutre i

du repère local au repère global.
La matrice de rigidité globale de la structure K, exprimée dans le repère global, est ensuite
obtenue par assemblage des M matrices k̄i :

K =
M

A
i=1

K̄i =

M∑

i=1

¯̄Ki =

M∑

i=1

Ẽi
¯̄Ki (3.120)
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 61

où ¯̄Ki (resp. ¯̄Ki) est la matrice obtenue par localisation de la matrice K̄i (resp. K̄i) :

¯̄Ki = LT
i K̄iLi ; ¯̄Ki = LT

i K̄iLi

avec Li la matrice de localisation des ddl de la poutre i.

Exprimons maintenant toutes les v.a. Ei à l’aide d’un développement tronqué sur une même
base de polynômes d’Hermite définis de IRM dans IR. Pour cela, nous supposons par simplicité
que Ni = N ∀i = 1, . . . ,M (i.e. choix du même ordre de développement pour les M v.a. Ei).
Pour chacune des M v.a. Ei, l’équation (3.116) devient donc :

Ei ' Ẽi =

N−1∑

j=0

ei,jHj(
o
Xi) (3.121)

où Hj est le polynôme d’Hermite sur IR d’ordre j. Notons α = (α1, . . . , αM ) le multi-indice

de INM et
o

X = (
o
X1, . . . ,

o
XM ) le vecteur aléatoire formé des M v.a.

o
Xi gaussiennes standards,

indépendantes dans leur ensemble. Notons également Ψα(
o

X) le polynôme d’Hermite sur IRM

d’ordre α, tel que :

Ψα(
o

X) = Ψ(α1,...,αM )(
o
X1, . . . ,

o
XM ) =

M∏

i=1

Hαi
(

o
Xi) (3.122)

Observons qu’en adoptant la règle suivante :

∀k, i, j ∈ {1,M} ;

{
αk = 0 si k 6= i
αk = j si k = i

(3.123)

on a l’égalité :

Hj(
o
Xi) = Ψα(

o

X) (3.124)

Ainsi, nous pouvons associer aux N polynômes d’Hermite sur IR utilisés pour discrétiser la
v.a. Ei, N polynômes d’Hermite sur IRM . En remarquant que les polynômes de degré 0 sont

les mêmes pour les M v.a. Ei

(
H0(

o
Xi) ≡ 1, ∀i ∈ {1,M}

)
, on est donc conduit à considérer

P =
(
(N − 1) ×M

)
+ 1 polynômes d’Hermite sur IRM . Nous rappelons que, par commodité,

nous choisissons d’indicer ces P polynômes par un entier plutôt que par un multi-indice de INM .
Nous notons donc Ψk les polynômes considérés avec k = 0, . . . , P−1. La règle de correspondance
choisie ici entre l’indice entier k et le multi-indice α qui définit le polynôme, est illustrée par le
tableau 3.1. Nous avons donc la règle suivante :

Pour j = 0 H0(
o
Xi) = Ψ0(

o

X)

Pour j = 1, . . . , N − 1 Hj(
o
Xi) = Ψk(

o

X) avec k = (j − 1) ×M + i






, ∀i ∈ {1,M}

(3.125)

Il est donc possible d’approcher les M v.a. Ei par des développements effectués avec la même
famille (Ψk)1≤k≤P−1 de polynômes d’Hermite sur IRM :

Ei ' Ẽi =
N−1∑

j=0

ei,jHj(
o
Xi) =

P−1∑

k=0

yi,kΨk(
o
X1,

o
X2, . . . ,

o
XM ) (3.126)

où les coefficients yi,k du nouveau développement sont définis, pour i fixé, par :
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HHHHHi
j

0 1 2 . . . N − 1

1
H0(

o

X1) = 1 =

Ψ0(
o

X)

H1(
o

X1) =

Ψ1(
o

X)

H2(
o

X1) =

ΨM+1(
o

X)
. . .

HN−1(
o

X1) =

Ψ(N−2)M+1(
o

X)

2
H0(

o

X2) = 1 =

Ψ0(
o

X)

H1(
o

X2) =

Ψ2(
o

X)

H2(
o

X2) =

ΨM+2(
o

X)
. . .

HN−1(
o

X2) =

Ψ(N−2)M+2(
o

X)

...
...

...
... . . .

...

m
H0(

o

XM ) =

1 = Ψ0(
o

X)

H1(
o

XM ) =

ΨM (
o

X)

H2(
o

XM ) =

Ψ2m(
o

X)
. . .

HN−1(
o

XM ) =

Ψ(N−1)M (
o

X)

Tab. 3.1 – Règle d’indiçage par un entier des P polynômes d’Hermite définis de IRM dans IR
(i = numéro de la poutre, j = degré du polynôme)

yi,0 = ei,0 si k = 0
yi,k = ei,j si k = (j − 1) ×M + i et ∀ 1 ≤ j ≤ N − 1
yi,k = 0 sinon

(3.127)

D’après (3.120) et (3.126), la matrice de rigidité s’écrit alors :

K =

M∑

i=1

P−1∑

k=0

yi,kΨk(
o
X1, . . . ,

o
XM ) ¯̄Ki =

P−1∑

k=0

( M∑

i=1

yi,k
¯̄Ki

︸ ︷︷ ︸

=Kk

)

Ψk(
o
X1, . . . ,

o
XM ) (3.128)

d’où :

K =
P−1∑

k=0

Kk Ψk(
o
X1, . . . ,

o
XM ) (3.129)

En développant le vecteur aléatoire des ddl Q sur la même base polynomiale :

Q '
P−1∑

l=0

ql Ψl(
o
X1, . . . ,

o
XM ) (3.130)

L’équation d’équilibre discrétisée par EF s’écrit :

KQ = F ⇔
P−1∑

k=0

Hk Ψk(
o
X1, . . . ,

o
XM )

P−1∑

l=0

ql Ψl(
o
X1, . . . ,

o
XM ) = F

⇔
P−1∑

k=0

P−1∑

l=0

Hkql Ψk(
o

X)Ψl(
o

X) = F

(3.131)

En écrivant que le résidu du système (3.131) doit être orthogonal à toutes les fonctions
(Ψk)0<k<P−1 de la base de l’espace vectoriel de dimension P à l’intérieur duquel la solution q
est recherchée (méthode de Galerkin), nous obtenons les P relations suivantes :

P−1∑

k=0

P−1∑

l=0

dklrHkql = Fr pour r = 0, . . . , P − 1 (3.132)
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où les espérances dklr = IE[Ψk(
o

X)Ψl(
o

X)Ψr(
o

X)] sont définies en (3.51) p. 40 et :

Fr = IE[FΨr] = F IE[Ψr] =

{
0 si r > 0
F si r = 0

(3.133)

où Ψk, Ψl et Ψr sont des polynômes d’Hermite définis de IRM dans IR particuliers car il existe

des couples (jk, ik), (jl, il), (jr, ir) ∈ IN2, avec 0 ≤ jk, jl, jr ≤ N − 1 et 1 ≤ ik, il, ir ≤ M
(cf. (3.125) p. 61), tels que :

Ψk(
o

X) = Hjk
(

o
Xik) ; Ψl(

o

X) = Hjl
(

o
Xil) ; Ψr(

o

X) = Hjr(
o
Xir)

Plusieurs expressions simplifiées de ces espérances sont disponibles, cf. (3.125) p. 61.

3.3.3 Calcul des moyennes et variances des ddl aléatoires

Les ddl du calcul par EF de la structure constituée de M poutres sont représentées par
des v.a., formant le vecteur Q ; plus exactement, puisque nous considérons que les conditions
aux limites cinématiques sont toutes des conditions de type « blocage », le vecteur aléatoire Q
contient les v.a. des ddl inconnus du problème (i.e. non bloqués). En un nœud ne subissant
aucun blocage, nous avons 3 ddl qui sont les déplacements selon les directions O ~X et O~Y du
repère global du plan et la rotation autour de la direction O ~Z 5. Le nombre de composantes
du vecteur aléatoire des ddl Q que nous notons m est donc égal à 3 fois le nombre total de
nœuds du maillage diminué du nombre de ddl bloqués. Le vecteur Q a été discrétisé sur la base
des P polynômes d’Hermite (Ψl)0≤l≤P−1 (cf. (3.130)). Les P coefficients (ql)0≤l≤P−1 ont été
déterminés en résolvant (3.132). Ces P coefficients ql sont des vecteurs à ndll composantes ql,j.
Ces composantes sont aussi les coefficients des développements de chaque v.a. nodale. Soit Qj

le j-ième ddl (non bloqué) du maillage par EF. D’après (3.130), nous avons :

Qj '
P−1∑

l=0

ql,j Ψl(
o
X1, . . . ,

o
XM ) j = 1, . . . ,m (3.134)

Nous calculons successivement les moments de la je v.a. nodale Qj (espérance, variance et

covariance) puis les moments des efforts internes.

(a) Moments de la je v.a. nodale Qj

• La moyenne de la je v.a. nodale Qj, notée IE[Qj] est donnée par :

IE[Qj] = q0,j j = 1, . . . ,m (3.135)

• La variance de la je v.a. nodale Qj est définie par :

Var(Qj) = IE[QjQj] − ( IE[Qj])
2

D’après (3.135), il vient donc que :

Var(Qj) = IE[QjQj] − (q0,j)
2 (3.136)

De plus :

IE[QjQj] =
P−1∑

l=0

(ql,j)
2 IE[Ψ2

l (
o

X)] = (q0,j)
2 +

P−1∑

l=1

(ql,j)
2 IE[Ψ2

l (
o

X)] (3.137)

5La direction O~Z est choisie telle que (O, ~X, ~Y , ~Z) soit une repère Orthogonal, Normé, Direct (ond).
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 64

En injectant (3.137) dans (3.136), nous avons :

Var(Qj) =

P−1∑

l=1

(ql,j)
2 IE[Ψ2

l (
o

X)] ∀ j = 1, . . . ,m (3.138)

Ici, nous avons d’après (3.125)

Ψl(
o

X) = Hk(
o
Xi) avec

{
k = (l DIVM) + 1
i = l MODM

(3.139)

où DIV est l’opérateur de division entière et MOD est le reste de la division entière. Par ailleurs,
nous avons IE[Ψ2

l ] = IE[H2
k] = k!. Finalement :

Var(Qj) =
P−1∑

l=1

(ql,j)
2k!

{
∀ j = 1, . . . ,m
avec k = (l DIVM) + 1

(3.140)

• La covariance des v.a. des ddl Qj et Qi est définie par :

Cov(Qj ,Qi) = IE[QjQi] − ( IE[Qj] IE[Qi])

D’après (3.135), il vient donc que :

Cov(Qj ,Qi) = IE[QjQi] − (q0,j × q0,i) (3.141)

De plus, nous avons :

IE[QjQi] =

P−1∑

l=0

ql,jql,i IE[Ψ2
l (

o

X)] = q0,jq0,i +

P−1∑

l=1

(ql,j)
2 IE[Ψ2

l (
o

X)] (3.142)

En injectant (3.142) dans (3.141), nous avons :

Cov(Qj ,Qi) =

P−1∑

l=1

ql,jql,i IE[Ψ2
l (

o

X)] ∀ j = 1, . . . ,m (3.143)

Il vient finalement :

Cov(Qj ,Qi) =
P−1∑

l=1

ql,jql,ik!

{
∀ j = 1, . . . ,m
avec k = (l DIVM) + 1

(3.144)

(b) Calcul des moments d’ordre 1 et 2 des efforts de la RdM des poutres

Considérons l’EF n◦e de la poutre k, de longueur Le, de nœuds i et j (numérotation globale),
de module d’élasticité longitudinal Ek, de section Sk et de moment d’inertie Ik.

• Calcul des espérances IE[Ek Qj]

D’après (3.126) et (3.134), nous avons respectivement :

Ek '
P−1∑

l=0

yk,lΨl(
o

X) ; Qj '
P−1∑

r=0

qr,j Ψr(
o

X)

Il vient donc que :

IE[Ek Qj] = IE[

P−1∑

l=0

P−1∑

r=0

yk,lqr,jΨlΨr] =

P−1∑

l=0

P−1∑

r=0

yk,lqr,j IE[ΨlΨr]
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 65

Or, nous savons que :

IE[Ψl(
o

X)Ψr(
o

X)] =

{

IE[Ψ2
l (

o

X)] si l = r
0 sinon

nous obtenons finalement que :

IE[Ek Qj] =
P−1∑

l=0

yk,lql,j IE[Ψ2
l (

o

X)] (3.145)

• Calcul de l’espérance de l’effort normal dans un EF de poutre

Rappelons que Qj désigne la j-ième v.a. du vecteur aléatoire des ddl de la discrétisation EF
de la structure. Qj peut donc être la v.a. modélisant un déplacement (transversal ou horizontal)
ou une rotation. Soit Ne l’effort normal de l’EF n◦e. Nous avons :

Ne = σe
x Sk = EkSk ε

e
x = EkSk

d

dx
[N1 N2]

{
Ui

Uj

}

avec N1(x) = 1 − x/Le et N2(x) = x/Le et Ui,Uj les v.a. des déplacements axiaux des nœuds
de l’EF dans le repère local de l’EF. Nous obtenons finalement :

Ne =
EkSk

Le
(Uj − Ui) (3.146)

d’où :

IE[Ne] =
Sk

Le

[

IE[Ek Uj] − IE[Ek Ui]
]

(3.147)

où les espérances IE[Ek Uj] et IE[Ek Uj ] sont calculées en utilisant (3.145).

• Calcul de l’espérance du moment fléchissant dans un EF de poutre

Soit Me
z le moment fléchissant de l’EF n◦e. Nous avons :

Me
z = −EkIk

d2V(x)

dx2

∣
∣
∣
e

avec :

V(x) |e= N3 N4 N5 N6







Vi

θi

Vj

θj







où V(x) |e désigne le processus de déplacements nodaux de l’EF n◦e, Vi,Vj sont les déplacements
transversaux (flèches) et θi, θj les rotations des nœuds de l’EF dans le repère local de l’EF et :

N3(x) = 1 − 3x2

L2
e

+
2x3

L3
e

N4(x) = x− 2x2

Le
+
x3

L2
e

N5(x) =
3x2

L2
e

− 2x3

L3
e

N6(x) = −x2

Le
+
x3

L2
e

Posant :

α3 =
d2N3

dx2
; α4 =

d2N4

dx2
; α5 =

d2N5

dx2
; α6 =

d2N6

dx2
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 66

nous avons :

α3(x) = − 6

L2
e

+
12x

L3
e

α4(x) = − 4

Le
+

6x

L2
e

α5(x) =
6

L2
e

− 12x

L3
e

α6(x) = − 2

Le
+

6x

L2
e

Par suite :

IE[Me
z](x) = −Ik

[

α3(x) IE[Ek Vi] + α4(x) IE[Ek θi] + α5(x) IE[Ek Vj ] + α6(x) IE[Ek θj ]
]

(3.148)

où les espérances IE[Ek Vi], IE[Ek θi], IE[Ek Vj] et IE[Ek θj] sont calculées en utilisant (3.145).

• Calcul des variances de l’effort normal ou du moment fléchissant

Ces calculs demandent d’exprimer les quantités du type IE[Ek
2Q2

j ] où IE[Ek
2QjQi], ce qui

nécessite de savoir calculer numériquement les espérances eijkl = IE[Ψi(
o

X)Ψj(
o

X)Ψk(
o

X)Ψl(
o

X)]
(annexe C).
La forme générale des espérances cherchées s’écrit :

IE[Ek
2 Q2

j ] =

P−1∑

i=0

P−1∑

J=0

P−1∑

k=0

P−1∑

l=0

y2
k,l q

2
l,j eijkl (3.149)

IE[Ek
2 Qj Qi] =

P−1∑

i=0

P−1∑

j=0

P−1∑

k=0

P−1∑

l=0

y2
k,l q

2
l,j eiikl (3.150)

La variance de l’effort normal Ne s’écrit : σ2
Ne = IE[(Ne)2] − IE

(
[Ne]

)2
, avec :

IE[Ne]2 =
S2

k

L2
e

(

IE[EkUj]
2 + IE[EkUi]

2 − 2 IE[EkUj ] IE[EkUi]
)

IE[(Ne)2] =
S2

k

L2
e

(

IE[E2
kU2

j ] + IE[E2
kU2

i ] − 2 IE[E2
kUjUi]

)

En utilisant les équations (3.149)-(3.150) et le résultat (d) de l’annexe C.2, une expression
explicite de la variance est possible.

La variance du moment fléchissant Me
Z s’écrit de la même manière : σ2

Me
Z

=
(
IE[Me

Z]
)2− IE[(Me

Z)2],

en développant ces deux termes à partir des équations (3.148), (3.149)-(3.150).
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 67

3.3.4 Application à l’assemblage d’une poutre en bois par tiges collées

(a) Position du problème

Dans le domaine de la construction bois, les tiges collées offrent une nouvelle solution d’as-
semblage intéressante sur des plans autant esthétique qu’économique. Récemment, un projet
européen, GIROD (Glued-In RODs for timber structures) a été mené afin d’estimer la résistance
des tiges collées en traction ou en cisaillement. Parmi les conclusions du projet, nous retenons
que l’efficacité des assemblages dépend des propriétés d’interaction associées à l’essence du bois,
à la couche de colle et à la tige d’acier. Afin de préciser des règles conduisant à des assem-
blages ductiles et fiables, des approches expérimentales et numériques sont développées. Nous
rappelons quelques résultats issus d’essais sur des assemblages de poutres et en présentons une
analyse préliminaire par éléments finis stochastiques. Cette analyse veut montrer la faisabilité
de l’utilisation de la MEFSS par une telle application pratique.

Les essais expérimentaux (Battello, [Bat02]), mettent en valeur l’effet du type des tiges sur :
• la résistance de la poutre assemblée (échelle globale) ;
• la distribution de la rigidité le long de la section de la poutre étudiée (échelle locale) ;
• le mode du type de ruine (échelle locale).
Des essais ont été menés afin de définir la capacité des assemblages par tiges collées pour conser-
ver les caractéristiques d’une poutre continue. Considérant des sections de 136 × 600 mm2 et
une classe de bois GL28h, les valeurs moyennes de la rigidité flexionnelle et du moment ultime
sont respectivement : EI = 28, 4 MN.m2 et MU = 250 MN.m.
Trois configurations (fig. 3.19(a)) ont été testées. Les tiges d’acier sont indentées, de diamètres
12 et 25 mm et d’une résistance S500 (fy = 500 MPa). Une colle époxy a été utilisée. Pour
atteindre la ruine de l’acier, la longueur de la couche de colle sur les tiges est environ 40 fois le
diamètre près des fibres externes de la poutre. Cette longueur de colle diminue linéairement de
la fibre externe jusqu’à la fibre moyenne. De plus, les perçages ont un diamètre de 16 et 30 mm.
La figure 3.19(b) définit le dispositif expérimental mis en œuvre pour ces essais.
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(a) Sections des poutres assemblées (b) Dispositif expérimental

Fig. 3.19 – Étude d’un assemblage de poutres en bois par tiges collées

Les résultats des essais de flexion quatre points pour les trois configurations montrent que la
perte de rigidité globale de la poutre, due à la couche de colle, est limitée à 15% sans effet
significatif sur la résistance de l’assemblage. À une échelle locale, la variation de profondeur des
indentations des tiges induit des types de ruine par perte d’adhérence de l’acier pour les tiges
de 12 mm et rupture en cisaillement du bois pour les tiges de 25 mm. À l’échelle de l’assem-

te
l-0

03
97

66
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 J

un
 2

00
9



Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 68

blage, les ruptures sont tout d’abord causées par l’éclatement du bois dû à la combinaison de
la traction et du cisaillement. Les résultats montrent clairement qu’utiliser davantage de petites
tiges (configuration T3) réduit la concentration de contrainte dans le bois [Geh01a]. En effet, la
capacité de flexion de l’assemblage T3, proche de celle de la poutre en bois, est augmentée de
20% par rapport aux autres. Les contraintes transversales réduites, la capacité de déformation
s’est aussi améliorée de 40% en comparaison aux assemblages comportant des tiges de 25 mm.
Afin de confirmer puis compléter ces résultats, nous souhaitons construire un modèle numérique
des assemblages et effectuer une étude de sensibilité par la MEFSS des efforts résistants des
poutres à différents paramètres (rigidité des éléments de l’assemblage, nombre et diamètre des
tiges, etc.). Dans cette optique, nous nous focalisons tout d’abord sur la configuration T1, plus
simple à modéliser que la configuration T3.

(b) Le modèle EF de l’assemblage

Par simplicité autant que par réalisme, nous proposons un modèle bidimensionnel constitué
d’éléments finis de poutres de Navier-Bernoulli. La définition de ces éléments permet de représen-
ter les poutres par leur seule fibre moyenne. Trois familles d’éléments de poutre sont utilisés pour
modéliser les éléments structuraux ainsi que la zone d’assemblage (fig. 3.20) :

• les éléments (1) représentent les deux parties de la poutre en lamellés collés, tenant compte
de la section et de l’inertie réelles ; le module d’élasticité parallèle au fil du bois est égal à
E1 = E0 = 11600 MPa ;

• le second groupe d’éléments (2) représente les tiges d’acier, de caractéristiques réelles (section,
inertie et module d’élasticité longitudinal E2 = 2, 1 105 MPa) ;

• les derniers éléments (3) relient le bois et les tiges d’acier ; le module d’élasticité longitudinal
de ces éléments verticaux est pris égal à E3 = E0/20. Cette valeur correspond à un module
d’élasticité transversale de la poutre en bois tenant compte de la rigidité de la couche de colle.
Nous imposons une valeur relativement grande à l’inertie afin de tenir compte de l’hypothèse de
Navier (même inertie que les éléments (1)).
Le maillage global (90 nœuds, 148 éléments) correspond à une poutre de type T1-25 (quatre

(2) (3)

(1) gap�����������

(a) configurations initiale et déformée (b) agrandissement de la zone d’assemblage

Fig. 3.20 – Modélisation EF de l’assemblage

tiges modélisées par les EF de poutre (2), fig. 3.20(b)), dans sa position déformée. Les calculs
numériques effectués conduisent à des résultats du même ordre de grandeur que les résultats
expérimentaux. En particulier, une bonne concordance est observée entre les déflexions expérimentale
et numérique à mi-travée [Bar04]. L’évolution des efforts dans les éléments verticaux (3) sont
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 69

reliés à la traction transversale causée par les tiges. Nous vérifions alors qu’un jeu de tiges de
faible diamètre réduit de manière significative la traction transversale, conformément aux essais.
Le modèle numérique et les essais conduisent donc à un même bilan :
• la rigidité flexionnelle des tiges de 25 mm induit une traction transversale responsable d’un
éclatement du bois prématuré par rapport aux tiges de 12 mm ;
• la profondeur des indentations des tiges de 25 mm conduit à une meilleure adhérence et donc
à une meilleure résistance en traction parallèle au fil du bois, par rapport aux tiges de 12 mm ;
• les tiges utilisées en groupe offrent une rigidité mieux répartie dans la poutre et plus impor-
tante dans l’ensemble.

L’analyse par EFS va désormais préciser la sensibilité de la réponse structurale de la poutre
par rapport aux rigidités de ses différents composants. Nous renvoyons au paragraphe précédent
pour la formulation de la méthode.

(c) Résultats de l’analyse par EFSS

Les v.a. des ddl Qj, modélisant chaque ddl du maillage EF (déplacements et rotations
aux nœuds) sont des v.a. de lois de probabilité inconnues. Ces v.a. sont approchées par des
développements de polynômes d’Hermite. Les moyennes et matrice de covariance de ces v.a.
peuvent être facilement approchées. Nous rappelons les expressions de la moyenne et la cova-
riance de la v.a. du j-ième ddl (cf. (3.135) et (3.143)) :

IE[Qj] = q0,j et Cov(Qj,Qi) =

P−1∑

l=1

ql,jql,i IE[Ψ2
l ]

Nous présentons des résultats uniquement pour la configuration T1-25 à un niveau de chargement
maximal : nous comptons 6 v.a. (m = 6), modélisant le module d’élasticité longitudinal dans
les poutres en bois et dans chacune des tiges. Pour ces calculs, la moyenne des valeurs est celle
donnée dans la présentation des essais.
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Fig. 3.21 – Convergence numérique des premiers moments en fonction de l’ordre du nombre de termes
du développement d’un ddl (cible issue de nsim simulations en trait continu)

La figure 3.21 (a) montre l’évolution de la moyenne du déplacement vertical au point d’appli-
cation de la charge de gauche (cf. figure 3.19) pour différents ordres de troncature (nombre de
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 70

termes N = 1, . . . , 5) du développement d’un ddl. Le coefficient de variation est fixé à 10%. Les
valeurs correspondantes (triangles sur les figures 3.21) sont comparées à la moyenne issue des
simulations de Monte-Carlo, en ligne noire continue. Les résultats de la MEFSS concordent donc
bien avec ceux de la simulation, l’ordre 1 mis à part (car il conduit à un calcul déterministe),
mais pour un coût de calcul bien inférieur ; en utilisant la même machine, 50000 résolutions de
systèmes de taille6 m sont nécessaires, soit environ 240 h, dans le cas des simulations, tandis
que la MEFSS met en jeu une seule résolution d’un système de taille P × n, P étant défini par
P = ((N − 1) ×m) + 1, en 8 mn 30 si P=7 et en 10 h 15 mn si P = 25. Les mêmes conclusions
sont valables concernant l’évolution de la variance (fig. 3.21).
La figure 3.22 décrit les évolutions de la moyenne de l’effort normal f e

x dans un élément vertical

1  2  3  4  5  
4182

4184
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E
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a
E
 = 20 %

a
E
 = 30 %

a
E
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<f
x
e> 

N 

(KN) 

Fig. 3.22 – Influence du coefficient de variation sur la moyenne de l’effort normal

au centre de la structure, pour différentes valeurs à l’ordre N et du coefficient de variation. Cette
moyenne s’exprime par la relation 3.147 que nous rappelons :

IE[f e
x] =

Sk

Le

(

IE[EkUj ] − IE[EkUi]
)

où Ui et Uj sont les v.a. modélisant les déplacements axiaux des nœuds i et j de l’EF où la force
est calculée. Ek est le module d’élasticité longitudinal et Sk la section de la poutre qui contient
l’EF e et Le la longueur de cet élément. Comme nous l’avons déjà constaté pour l’exemple de
la barre en traction, nous observons que plus petit est le coefficient de variation, plus rapide
est la convergence numérique. Cependant, même pour un coefficient de variation de 40%, lequel
correspond à une importante dispersion, nous pouvons considérer que la convergence numérique
est atteinte pour N = 4.

Conclusions de l’application

L’approche spectrale est mise en œuvre dans ce chapitre pour un vecteur aléatoire de v.a.
lognormales indépendantes. La MEFSS est exploitée dans le cadre de l’étude de l’assemblage
de poutres en bois par tiges collées. Le modèle EF de base est simple mais représente a priori
de manière réaliste les éléments structuraux de l’assemblage, les résultats numériques (évolution
moment résistant - déplacement) concordant aux essais expérimentaux [Bar04]. La MEFSS a

6m est approximativement le nombre de ddl du maillage.
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Chapitre 3 : Étude de la MEFS Spectrale 71

ensuite permis d’atteindre les moments statistiques du second ordre et fournit des résultats en
accord avec les simulations de Monte-Carlo. La MEFSS présente des propriétés de convergence
numérique satisfaisantes et l’avantage d’être bien moins coûteuse en temps de calcul. La sen-
sibilité d’un type d’assemblage particulier aux variations mêmes larges du module d’élasticité
longitudinal s’est révélée limitée, ce qui est encourageant dans ces premières recherches sur la
pertinence des tiges collées. Seuls des résultats concernant un type de poutre sont présentés.
Mais cette approche peut désormais être développée (cf. travaux récents de Taleb [Tal05]) et
exploitée pour étudier la sensibilité de ce type de structure à des imperfections ou aux variations
de caractéristiques de ses composants. Cette étude pourrait conduire à une meilleure estimation
de la fiabilité des structures bois comportant des tiges collées.

3.4 Conclusion du chapitre

Nous avons détaillé la formulation de la méthode des élements finis stochastiques spectrale
(MEFSS) proposée par Ghanem et Spanos [Gha91]. La méthode est présentée puis mise en
œuvre sur deux applications.

Tout d’abord, nous présentons le problème d’une barre en traction, rencontré très souvent dans
la bibliographie [Eli95b, De 99, Brz01, Bar03, Mra03, Kam04]. Nous avons ainsi été capables
de décrire la propagation d’incertitudes à chaque étape de la méthode, grâce à des indicateurs
d’erreur successifs. Grâce à une procédure de génération automatique des espérances de produits
de polynômes d’Hermite (cf. annexe C), nous avons facilement mené des études paramétriques,
qui permettent de mieux comprendre la méthode et de réduire son coût de calcul.

Nous avons ensuite étendu une version de la MEFSS adaptée aux structures formées de poutres.
Cette formulation a été mise en œuvre sur un assemblage de poutres en bois, dans le cadre d’un
projet de recherche impliquant des essais expérimentaux.

Nous retenons que la MEFSS est applicable à une structure réelle du génie civil, modélisable
par un modèle mécanique élastique linéaire ; son coût est minime par rapport aux simulations de
Monte-Carlo et elle permet une étude de sensibilité utile dans le cadre d’un projet de recherche.
Un point fort de cette méthode est son aptitude à représenter un champ aléatoire par plusieurs
dizaines de v.a. corrélées, indépendamment de la discrétisation EF du modèle.

Cependant, la MEFSS nécessite la reformulation du modèle EF d’étude et ne reste a priori
applicable que dans un cadre mécanique linéaire restrictif : la relation entre le vecteur des
paramètres incertains du modèle et la réponse de ce dernier doit en effet être linéaire. Enfin, dans
le cadre de la résolution itérative et incrémentale d’un problème mécaniquement non linéaire, il
nous semble impraticable à chaque itération de reformuler le problème EF. C’est pourquoi nous
nous sommes intéressés dans le dernier chapitre à l’élaboration d’une MEFS capable de traiter
le problème de propagation d’incertitudes lorsque cette relation est non linéaire.
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Chapitre 4

Développement d’une MEFS pour

des problèmes non linéaires

L’objet de ce chapitre est de développer une MEFS, qui puisse permettre de résoudre une
large classe de problèmes mécaniquement non linéaires.
Dans un premier paragraphe, nous posons les principales hypothèses puis décrivons les différentes
approximations apparaissant dans la méthode. Dans un deuxième paragraphe, nous présentons
et discutons différentes alternatives – déjà connues ou originales – à l’approche proposée. Enfin,
le dernier paragraphe confronte plusieurs de ces méthodes sur les exemples de la barre en traction
puis des problèmes mécaniquement non linéaires d’un treillis élasto-plastique, d’une sphère sous
pression interne, puis d’un cylindre en contact sur un plan.

4.1 Formulation d’une MEFS pour des problèmes non linéaires

L’approche proposée utilise deux techniques connues, mais qui n’ont pas été combinées à
notre connaissance dans ce contexte :
• la projection de la réponse sur une base de polynômes d’Hermite

(
cf. § 4.1.2

)
; nous obte-

nons alors un développement en série exact de la réponse du problème mécanique étudié. Le
développement de la réponse subit alors deux approximations : il s’agit de tronquer la série d’une
part, puis d’approcher les coefficients du développement d’autre part ; l’approche proposée s’ap-
parente dès lors à une surface de réponse ;
• l’interpolation par B-splines cubiques de la réponse

(
cf. § 4.1.3

)
, afin d’approcher les coeffi-

cients du développement par un nombre raisonnable d’appels au modèle mécanique.
Enfin, nous obtenons des estimations des moments statistiques de la réponse mécanique étudiée
(
cf. § 4.1.4

)
.

4.1.1 Contexte de l’étude et principe de la méthode

(a) Position du problème

Nous considérons un système, mécaniquement non linéaire, décrit par un modèle EF, dont
certains paramètres scalaires du modèle y1, . . . , yM , regroupés dans un vecteur y ∈ IRM ,
M ∈ IN∗, sont entachés d’incertitudes ; nous nous intéressons à une observation scalaire z
(déplacement, déformation, contrainte, effort de liaison, . . . ) de la réponse du système, liée
à y par une relation de la forme :

z = f(y) (4.1)

où f est une fonction mesurable donnée définie sur IRM , à valeurs dans IR, entièrement déterminée
par le modèle éléments finis considéré ; on veut alors quantifier l’effet sur z de l’incertitude af-
fectant y.

72
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 73

Pour ce faire, nous supposons que y peut être convenablement modélisée par une variable
aléatoire Y = (Y1, . . . ,YM ) à valeurs dans IRM , de loi absolument continue IPY connue et telle
que Supp(IPY) ⊆ def(f), où Supp(IPY) est le support de IPY et def(f) le domaine de définition
de f.
Dans ces conditions, f étant mesurable et à valeurs dans IR, Z est une v.a. scalaire, telle que :

Z = f(Y) (4.2)

Il s’agit alors de caractériser la v.a. Z connaissant le couple (f,Y), avec Y définie par sa loi IPY

et f par le modèle éléments finis considéré.
La caractérisation maximale de Z est sa loi. Or, il est clair, compte tenu de la spécificité
du problème (f non linéaire et non définie par une expression analytique explicite, M non
nécessairement petit et Y de loi quelconque a priori), que cette grandeur ne peut être atteinte.
L’approche proposée ici consiste à construire une approximation par projection sur une base de
polynômes d’Hermite de f qui permette, à moindre coût (i.e. pour un nombre limité d’appels à
f), d’obtenir des approximations convenables des premiers moments de z, afin de quantifier la
dispersion de z induite par la variabilité de Y.
L’emploi de polynômes d’Hermite présente plusieurs avantages. L’orthogonalité de la base évite
la résolution d’un système linéaire mal conditionné (cf. compléments au § 4.2.1) ; la base des
polynômes Hermite est ensuite préférée à une autre base orthogonale, grâce aux formules combi-
natoires explicites disponibles pour le calcul d’espérances de produits de ces polynômes, fonction
de v.a. gaussiennes (cf. annexe C).

Une étape préliminaire à la MEFS exposée – largement pratiquée en fiabilité (Lemaire [Lem97])
– consiste à réécrire le problème en termes de v.a. gaussiennes standards.

(b) Normalisation gaussienne

Rappelons que Y est la v.a. de loi connue, introduite ci-dessus.
Nous résumons les relations introduisant la procédure de normalisation gaussienne. Rosenblatt
[Ros52] montre qu’il existe une transformation mesurable T de IRM dans IRM telle que l’on
puisse écrire en loi :

Y = T (
o

X) (4.3)

où
o

X est une v.a. gaussienne standard à valeurs dans IRM , c’est-à-dire une v.a. gaussienne
M -dimensionnelle de moyenne nulle et de matrice de covariance unité. Dans le cadre du problème
qui nous intéresse ici, en portant (4.3) dans (4.2), nous obtenons alors :

Z = g(
o

X) avec g = f ◦ T (4.4)

où g est une fonction mesurable dans IRM .
On obtient ainsi une nouvelle formulation de la réponse Z en termes de v.a. gaussiennes norma-
lisées. La procédure de normalisation gaussienne d’une v.a. lognormale vectorielle est rappelée
en annexe B. L’expression générale de T est donnée dans la référence [Ros52].

(c) Hypothèse sur g

Nous notons νM la loi gaussienne standard sur IRM et ϕM sa densité par rapport à la mesure
de Lebesgue dx = dx1 · · · dxM sur IRM , telles que, ∀ x = (x1, . . . , xM ) ∈ IRM :

νM (dx) = ϕM (x)dx ; ϕM (x) = (2π)−
M
2 exp(−‖ x ‖2

2
) (4.5)
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 74

où ‖ · ‖ désigne la norme euclidienne canonique de IRM . Nous supposons désormais que g est de
carré intégrable par rapport à νM , autrement dit, nous supposons que l’hypothèse :

∫

IRM
g2(x)νM (dx) =

∫

IRM
g2(x)ϕM (x)dx < +∞ (4.6)

est satisfaite. Cette hypothèse semble rarement effectuée et donc implicitement admise dans les
études de problèmes physiques.

4.1.2 Développement hilbertien de la fonction étudiée

Soit L2(IRM , νM ) l’espace de Hilbert des classes de fonctions de IRM dans IR, presque partout
égales, de carré intégrable par rapport à la mesure gaussienne canonique νM , muni du produit
scalaire < ·, · > et de la norme associée ‖| · |‖, tels que, ∀f1, f2 ∈ L2(IRM , νM ) :

< f1, f2 >=

∫

IRM
f1(x)f2(x)νM (dx) (4.7)

D’après (4.5), il vient :

< f1, f2 >=

∫

IRM
f1(x)f2(x)ϕM (x)dx (4.8)

‖| f1 |‖=< f1, f1 >
1
2 (4.9)

Soient (Ψα, α ∈ INM) la famille des polynômes d’Hermite sur IRM et (ψα, α ∈ INM ) la famille

normalisée associée (cf. annexe C), telle que, ∀x ∈ IRM et ∀α ∈ INM , Ψα(x) = (α!)
1
2ψα(x), où

α = (α1, . . . , αM ) ∈ INM , (M ∈ IN∗) est un multi-indice d’ordre M de longueur
| α |= α1 + · · · + αM . op = max(| α |) est le plus haut degré des monômes de la base po-
lynomiale, aussi nommé ordre des polynômes.
La famille des polynômes d’Hermite normalisée (ψα, α ∈ INM ) formant une base orthonormale
de L2(IRM , νM ) et en considérant que, d’après (4.6), la fonction g appartient à cet espace, nous
pouvons écrire explicitement :

g(
o

X) =

+∞∑

|α|=0

Gαψα(
o

X) (4.10)

où :

Gα =< g, ψα >=

∫

IRM
g(x)ψα(x)ϕM (x)dx (4.11)

En tenant compte du lien entre Ψα et ψα, l’équation (4.10) peut être réécrite :

g(
o

X) =

+∞∑

|α|=0

gαΨα(
o

X) (4.12)

avec :

gα =
< g,Ψα >

IE[
(
Ψα(

o

X)
)2

]
=

1

α!

∫

IRM
g(x)Ψα(x)ϕM (x)dx (4.13)

où IE[
(
Ψα(

o

X)
)2

] = α! = α1 · · ·αM est l’espérance mathématique du produit de deux polynômes
(cf. annexe C).
Une P -approximation gP de g est alors obtenue en tronquant le développement (4.12), qui peut
être réindicé, par commodité algorithmique, par un entier j tel que :

g(
o

X) '
op

∑

|α|=0

gαΨα(
o

X) =

P−1∑

j=0

gjΨj(
o

X) = gP (
o

X) ; P =

op
∑

q=0

Cq
M−1+q (4.14)
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 75

On a donc (Ψα)0≤|α|≤op ≡ (Ψj)0≤j≤P−1, où le polynôme d’Hermite, sur IRM , s’écrit :

Ψα(
o

X) =
M∏

l=1

Hαl
(

o
Xl) = Ψj(

o

X) (4.15)

avec x = (x1, . . . , xM ) ∈ IRM et, ∀i ∈ {1, . . . ,M}, Hαi
le polynôme d’Hermite d’ordre αi sur IR

(cf. annexe C). Pour M fixé, la recherche d’une P -approximation de g se ramène donc au calcul
des P coefficients (gj)0≤j≤P−1 donnés par (4.13), que nous pouvons encore écrire :

gj = c−1
j IE[g(

o

X) Ψj(
o

X)] (4.16)

où nous préférons désormais noter l’espérance du produit de deux polynômes d’Hermite

cj = IE[
(
Ψj(

o

X)
)2

] (cf. annexe C).

4.1.3 Interpolation par B-splines cubiques pour l’approximation des coeffi-

cients du développement

(a) Stratégies d’approximation des coefficients

Afin de calculer les coefficients du développement polynomial (cf. équation (4.16)), diverses
techniques peuvent être employées : les méthodes numériques d’intégration sont nombreuses et
permettent des approximations précises. Citons la méthode élémentaire des trapèzes composés
ou les méthodes de Monte-Carlo (Au et Beck [Au 99], Bernard et Fogli [Ber87], Shreider [Shr66]).
Ces stratégies conduisent cependant à un grand nombre d’appels à la fonction g. Quelques ou-
vrages présentent le cadre plus général de l’approximation d’intégrales (Breitung [Bre84], Wong
[Won01], Kordiouk [Kor83]). Cette approximation suppose le développement en série de la fonc-
tion à intégrer. Toutes ces démarches semblent cependant très coûteuses.

Citons aussi les approches exploitant la quadrature de Gauss, déjà exploitée pour le calcul de
moments statistiques (Liu et al. [Liu86c], Baldeweck [Bal99]) ou en particulier pour le calcul
des coefficients d’un développement sur une base de polynômes d’Hermite (cadre de la MEFSS,
Ghanem, [Gha99a]). Un inconvénient majeur de cette méthode est un accroissement exponentiel
du coût de calcul en fonction du nombre de paramètres dont dépend g.

L’idée retenue ici, non encore exploitée à notre connaissance dans la cadre des MEFS, consiste à
remplacer dans les coefficients gj la fonction g par une approximation polynomiale de « bonne
qualité » construite à partir d’une interpolation par fonctions B-splines cubiques.

(b) Interpolation par fonctions B-splines cubiques

Les fonctions B-splines forment une famille particulière de fonctions polynomiales par mor-
ceaux. Soit une fonction à interpoler, notée g, définie de [a, b] ⊂ IR dans IR. Nous considérons
une partition de [a, b], où x0 = a et xn+1 = b. Nous supposons que les valeurs de g aux (n+ 2)
abscisses (xi)0≤i≤n+1 de cette partition sont connues (résultats de calculs EF). La fonction g est
interpolée par la fonction S vérifiant (n+ 2) conditions d’interpolation :

S(xi) = g(xi) i ∈ {0, . . . , n+ 1} (4.17)

D’après la technique d’interpolation par B-splines cubiques, l’approximation S s’écrit (Demengel
[Dem98]) :

S(x) =

n+3∑

l=0

Pl N
l
3(x) x ∈ [a, b] (4.18)
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 76

où les (n + 4) fonctions réelles N l
3 sont des fonctions B-splines cubiques de base associées au

vecteur nodal (t0, t1, . . . , tn+7), avec t0 = t1 = t2 = t3 = x0, t4 = x1, . . . , tn+3 = xn, et
tn+4 = tn+5 = tn+6 = tn+7 = xn+1. Pour ce vecteur nodal, les n+7 fonctions B-splines cubiques
de base de degré 0 s’écrivent :







N0
0 (x) = N1

0 (x) = N2
0 (x) ≡ 0

N l
0(x) = 1I[tl,tl+1[(x) = 1I[xl−3,xl−2[(x) , pour l = 3 . . . , n+ 3

Nn+4
0 (x) = Nn+5

0 (x) = Nn+6
0 (x) ≡ 0

(4.19)

et, pour 0 ≤ l ≤ n+ 6 −M , les fonctions de base N l
M de degré M sont obtenues en utilisant la

formule de récurrence :

N l
M (x) =

x− tl
tl+M − tl

N l
M−1(x) +

tl+M+1 − x

tl+M+1 − tl+1
N l+1

M−1(x) (4.20)

Les nœuds extrêmes étant de multiplicité 4, les conditions suivantes doivent être satisfaites :

P0 = g(x0) ; Pn+3 = g(xn+1) ; 3 × P1 − P0

x1 − x0
=

dg

dx
(x0) ; 3 × Pn+3 − Pn+2

xn+1 − xn
=

dg

dx
(xn+1)

(4.21)

En pratique, les dérivées
dg

dx
(x0) et

dg

dx
(xn) sont en général inconnues mais peuvent être ap-

prochées par des schémas numériques de différence finie. Finalement, les n coefficients inconnus

P2, P3, . . . , Pn+1 sont obtenus après résolution d’un système linéaire tridiagonal (annexe D).
Dans le cas d’une fonction réelle définie sur un compact de IRM (M > 1), le problème d’in-
terpolation multidimensionnelle peut se ramener à plusieurs problèmes unidimensionnels. Des
conditions aux limites supplémentaires, qui font intervenir des dérivées d’ordres supérieurs sont
alors nécessaires (annexe D). Nous montrerons cependant plus loin que ces conditions aux limites
peuvent être éventuellement simplifiées.
Le graphe d’une spline interpolante, définie de IRM dans IR, est formé de nM

« hyperarcs »,
c’est-à-dire de nM hypersurfaces cubiques restreintes à des pavés de IRM , où n est le nombre
d’arcs d’interpolation dans chaque direction d’espace. La détermination de S nécessite donc de
définir NI = (n+ 1)M points d’interpolation et donc de faire NI appels à la fonction g.

(c) Intérêt de l’interpolation pour l’approximation des coefficients du développement

On propose ici de calculer les P coefficients gj du développement (4.14) en effectuant l’ap-
proximation suivante :

gj =
IE[g(

o

X)Ψj(
o

X)]

IE[Ψ2
j ]

' g̃j = c−1
j IE[S(

o

X)Ψj(
o

X)] = c−1
j

∫

IRM
S(x)Ψj(x)ϕM (x)dx (4.22)

et par suite la P -approximation (4.14) est approchée par :

gP (
o

X) ' g̃P (
o

X) =

P−1∑

j=0

g̃jΨj(
o

X) (4.23)

Un premier intérêt évident de cette approche est qu’une fois l’approximation S construite, il
n’est plus besoin de faire appel à la fonction g pour calculer les coefficients du développement.
Par conséquent, n’importe quelle méthode numérique (Monte-Carlo, quadrature, . . . ) peut être
utilisée. En petite dimension, nous pouvons, par exemple, avoir recours à un schéma numérique
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 77

d’intégration de Gauss dont nous aurons prédéterminé l’ordre pour que l’intégrale soit de bonne
qualité. Le coût de cette stratégie réside essentiellement dans la détermination de la B-spline
interpolante S.
Ainsi, cette même B-spline est utilisée, sans surcoût significatif, pour le calcul des P coefficients,
quels que soient les ordres des polynômes d’Hermite Ψj dans (4.23).

L’usage de l’interpolation par spline présente d’autres avantages, du fait qu’une spline est par
définition une fonction interpolante polynomiale par morceaux :

• son intégration numérique peut être exacte : la fonction SΨjϕM étant le produit d’une hy-
persurface polynomiale et d’une DP gaussienne standard, on peut alors utiliser un schéma de
Gauss-Hermite, où en chaque point d’intégration xi, le produit S(xi)Ψj(xi) est pondéré par la
valeur de la DP gaussienne standard en ce point ;

• la technique d’interpolation par B-splines est réputée de bien meilleure qualité que l’interpo-
lation polynomiale.

4.1.4 Approximation des moments de la réponse

Notons Z̃P la v.a. définie en (4.23), approchant la v.a. Z définie en (4.14). Pour tout λ dans
IN∗, le moment non centré d’ordre λ de la v.a. Z définie par (4.4), noté µλ

Z, peut être approché

par µ̃λ,P
Z , défini par :

µ̃λ
Z = IE[

(

Z̃P

)λ
] = IE[

(P−1∑

j=0

g̃jΨj(
o

X)
)λ

] (4.24)

Afin d’éviter le calcul formel de ces espérances, nous souhaitons exploiter les propriétés com-
binatoires des polynômes d’Hermite (annexe C). Le moment d’ordre λ, pour tout λ dans IN∗,
s’écrit alors :

µ̃λ
Z =

λ∑

α1=0

α1∑

α2=0

···
αP−2∑

αP−1=0

Aα1α2···αP−1,λ IE
[ (

Ψα1(
o

X)
)λ−α1×

(
ΨP−1(

o

X)
)αP−1

P−2∏

j=1

(
Ψαj

(
o

X)
)αj−αj+1

]

(4.25)
avec :

Aα1α2···αP−1,λ = Cα1
λ Cα2

α1
· · ·CαP−1

αP−2 × g̃
(λ−α1)
0 g̃

(α1−α2)
1 · · · g̃(αP−2−αP−1)

P−2 g̃
(αP −1)
P−1 (4.26)

L’espérance apparaissant dans (4.25) est calculée analytiquement (cf. annexe C). Par exemple,
dans le cas simple où λ = 1, nous avons :

µ1
Z = IE[Z] ' µ̃1

Z =
P−1∑

j=0

g̃jδj,0 = g̃0 (4.27)

Nous obtenons ainsi des approximations numériques des moments statistiques de la réponse et
notamment des deux premiers, qui sont d’un intérêt pratique certain.
Pour terminer, considérons la v.a. :

ZP = gP (
o

X) =
P−1∑

j=0

gjΨj(
o

X) (4.28)

qui se distingue de la v.a. Z̃P définie en (4.23) par les coefficients de son développement
(
ceux de

(4.23) sont des approximations de ceux de (4.28) au sens de l’approximation (4.22)
)
. On montre

que, pour P fixé, la v.a. ZP , avec gj donné par les équations (4.13)-(4.16), pour tout j tel que
0 ≤ j ≤ P − 1, est la meilleure approximation en moyenne quadratique de la v.a. Z définie par
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 78

(4.4). Par conséquent, si les coefficients g̃j sont de bonnes approximations des coefficients gj,
nous sommes assurés que les approximations des moments µλ

Z de Z par les moments µ̃λ
Z de Z̃M

seront correctes au moins jusqu’à l’ordre deux (i.e. pour N = 1 et N = 2).
Il importe enfin de noter que le nombre effectif P de termes figurant dans (4.23), appelé ordre
de troncature et qui est toujours plus grand que l’ordre op, crôıt très rapidement avec le nombre
M des paramètres aléatoires de base. Par exemple, pour M = 1, P = op + 1 et pour M = 2,

P =
(op+ 1)(op+ 2)

2
. Cette dernière relation est illustrée numériquement dans le tableau 4.1.

op 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66

Tab. 4.1 – Évolution de l’ordre de troncature P en fonction de l’ordre d’approximation op, pour M = 2.

4.1.5 Conclusion

Ce paragraphe introduit une Méthode d’Eléments Finis Stochastique (MEFS), basée sur
l’utilisation de deux techniques : une projection de la réponse mécanique non linéaire sur une
base de polynômes d’Hermite, ainsi que l’interpolation par B-splines cubiques.
L’approche proposée consiste, à partir d’un nombre limité de calculs éléments finis non linéaires
– donc coûteux –, à obtenir une approximation de la réponse mécanique, sous la forme d’un
développement hilbertien. Les coefficients du développement sont alors calculés à faible coût à
partir de cette représentation et permettent d’estimer les moments statistiques de la réponse.
Ainsi, la sensibilité du modèle à des variations des paramètres d’entrée peut être évaluée. Remar-
quons qu’une estimation de la DP de la réponse semble possible à moindre coût, en effectuant
une simulation de Monte-Carlo du développement hilbertien.
Si le nombre de variables aléatoires modélisant des paramètres incertains augmente, le nombre,
et donc le coût, des calculs éléments finis crôıt de manière importante. Par conséquent, l’ap-
proche n’est pas adaptée aux problèmes faisant intervenir une descrition de l’aléa à l’aide de
champs dont la discrétisation engendre des v.a. de grande dimension. Ce type de méthode n’en
reste pas moins intéressant pour une grande classe de problèmes. Nous confrontons alors dans
les prochains paragraphes l’approche que nous avons retenue à d’autres alternatives.
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 79

4.2 Approches alternatives et discussions

L’objet de ce paragraphe est d’exposer quelques approches alternatives à la méthode pro-
posée dans le paragraphe précédent.

Nous soulignons tout d’abord que l’approche proposée peut être considérée comme une méthode
de surface de réponse (cf. § 2.2.2, [Mye95]), qui est ici en effet définie par le développement
hilbertien tronqué (4.23). Nous discutons alors dans un premier paragraphe cette approche par
rapport à d’autres surfaces de réponse.

Les B-splines cubiques sont utilisées, dans l’approche proposée, afin d’approcher les coefficients
du développement définis en (4.13). Nous pourrions toutefois envisager d’autres usages de l’in-
terpolation par B-splines. Nous discutons dans un deuxième paragraphe quelques stratégies
possibles : on pourrait en effet penser à utiliser une fonction interpolante par B-splines cubiques
comme surface de réponse, ou comme un moyen d’approcher directement un moment statistique
de la fonction interpolée.

4.2.1 Justification d’une surface de réponse stochastique

Considérons un problème mécanique non linéaire, fonction de M paramètres incertains. Ces
paramètres sont modélisés par une v.a. vectorielle Y = (Y1, . . . ,YM) et la réponse mécanique
par une v.a. Z, supposée scalaire.
Grâce à une procédure de normalisation gaussienne (cf. équations (4.3)-(4.4), page 73), nous
exprimons cette réponse Z en termes de v.a. gaussiennes standards, regroupées dans un vecteur
o

X, ce que nous avons noté Z = g(
o

X), où g est une fonction de IRM dans IR.
Afin de caractériser la v.a. Z, on cherche à approcher g par une fonction approximante gP , qui
permette d’estimer les moments de Z à l’aide de calculs simples. On peut alors définir une surface

de réponse Z̃ = gP (
o

X), telle que :

gP (x) =

P−1∑

j=0

gjΦj(x) ; gj ∈ IR ; x ∈ IRM (4.29)

où la base fonctionnelle (Φj)0≤j≤P−1 est souvent la base canonique des polynômes mais peut
aussi être une base différente.
Les coefficients (gj)0≤j≤P−1 peuvent être déterminés par une méthode de moindres carrés. Cette
approximation s’appuie sur un plan d’expérience. Ce plan est composé de n observations (aussi

appelées points d’expérience). Il s’agit ici d’observations d’une v.a. gaussienne standard
o

X,

notées
(

o
x

(i))

1≤i≤n
. On note ainsi respectivement

(
z(i)

)

1≤i≤n
et

(
z̃(i)

)

1≤i≤n
les observations de

la réponse Z et de la surface de réponse approximante Z̃, auxquelles l’on associe l’erreur ε(i), liée
à l’approximation Z̃, s’écrit :

ε(i) = z(i) − z̃(i) , ε = (ε(1), . . . , ε(n)) ∈ IRn i = 1, . . . , n (4.30)

La méthode des moindres carrés (cf. § 2.2.2, [Mye95]) consiste à minimiser une norme qua-
dratique ∆ de l’erreur d’approximation ε, définie en (4.30). La norme ∆ peut être définie de
différentes façons et conduire à des approximations Z̃ différentes. Quelle que soit la définition de
la norme ∆, sa minimisation se traduit par l’écriture de conditions normales (i.e. des conditions
de nullité des dérivées partielles ∂∆/∂gj).

Une difficulté de l’approximation par moindres carrés sur une base non orthogonale, comme la
base canonique des polynômes, est qu’elle conduit à la résolution d’un système linéaire souvent
mal conditionné. Les méthodes de résolution de système linéaire peuvent alors être mises en
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 80

défaut.

Il semble alors plus intéressant de définir une approximation sur une base orthogonale. La
base des polynômes d’Hermite a retenu l’attention de Isukappali [Isu98], qui introduit une
« Méthode de Surface de Réponse Stochastique (MSRS) » (stochastic surface response me-
thod). Cette méthode est reprise par différents auteurs [Mah03, Ber04, Sud04].
Cette méthode consiste à définir les coefficients gj par une méthode de moindres carrés, où la

norme à minimiser se déduit de la connaissance de n points d’expérience (
o
x

(i)
)1≤i≤n, sous la

forme :

∆ =
n∑

i=1

(

g(
o
x

(i)
) −

P−1∑

j=0

gjΨj(
o
x

(i)
)
)2

(4.31)

où n est donc le nombre d’appels à la fonction g, approchée par gP et
o
x

(i)
est le i-ème point

d’expérience, observation de la v.a. gaussienne standard
o

X.

La minimisation de cette norme se traduit par les conditions normales, qui conduisent après
quelques calculs au système suivant, dont les coefficients gj sont solution (Berveiller et al.
[Ber04]) :










n∑

i=1
Ψ0(

o
x

(i)
)Ψ0(

o
x

(i)
) . . .

n∑

i=1
ΨP−1(

o
x

(i)
)Ψ0(

o
x

(i)
)

...
. . .

...
n∑

i=1
ΨP−1(

o
x

(i)
)Ψ0(

o
x

(i)
) . . .

n∑

i=1
ΨP−1(

o
x

(i)
)ΨP−1(

o
x

(i)
)















g0
...

gP−1




 =










n∑

i=1
Ψ0(

o
x

(i)
)g(

o
x

(i)
)

...
n∑

i=1
ΨP−1(

o
x

(i)
)g(

o
x

(i)
)










(4.32)
Les n points d’expérience requis pour cette approche sont choisis comme étant des racines de
certains polynômes d’Hermite. Le nombre n est égal à (2P + 3)M dans [Isu98, Ber04].
Cette détermination des points d’expérience est nommée collocation method par Isukappali
[Isu98], traduit par méthode de collocation (Sudret et al. [Sud04]).

Nous ne nous sommes pas intéressés à cette méthode dans la mesure où l’on est contraint d’écrire
un système d’équations de la forme (4.32), qui risque a priori d’être mal conditionné et ren-
voyons à la thèse en cours de Berveiller pour tout complément.

Une autre approximation par moindres carrés envisageable est basée sur l’utilisation d’une norme
continue, définie telle que :

∆ =

∫

IRM

(

g(x) − gP (x)
)2
ϕM (x)dx (4.33)

où x ∈ IRM et ϕM est ici la densité de probabilité de la v.a. gaussienne standard
o

X.

L’approximation gP de la fonction g est de plus obtenue par projection sur une base de po-
lynômes d’Hermite (Ψj)0≤j≤P−1. Le problème des moindres carrés revient à minimiser la norme
∆ par l’écriture des conditions normales :

∂∆

∂gj
= 0 ⇔ 2

∫

IRM

(

g(x) − gP (x)
)

Ψj(x)ϕM (x)dx = 0 j = 0, . . . , P − 1 (4.34)

où ϕM est la Densité de Probabilité (DP) gaussienne standard. En tenant compte de la forme
générale (4.29) de la fonction approximante gP , (4.34) peut se réécrire :
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 81

P−1∑

k=0

gk

∫

IRM
Ψk(x)Ψj(x)ϕM (x)dx =

∫

IRM
g(x)Ψj(x)ϕM (x)dx j = 0, . . . , P − 1 (4.35)

ou encore :

P−1∑

k=0

gk IE[Ψk(
o

X)Ψj(
o

X)] = IE[g(
o

X)Ψj(
o

X)] j = 0, . . . , P − 1 (4.36)

Une base de polynômes orthogonaux, telle qu’une base de polynômes d’Hermite, simplifie les
calculs des espérances dans le système (4.36). En effet, la propriété d’orthogonalité des polynômes
d’Hermite se traduit par :

IE[Ψj(
o

X)Ψk(
o

X)] =

∫

IRM
Ψj(x)Ψk(x)ϕM (x)dx =

{

0 si j 6= k

IE[
(
Ψj(

o

X)
)2

]; si j = k
(4.37)

Le système (4.36) se réduit alors à un système diagonal. Ainsi, nous avons :

gj IE[Ψ2
j (

o

X)] = IE[g(
o

X)Ψj(
o

X)] j = 0, . . . , P − 1 (4.38)

Nous retrouvons finalement la définition du développement hilbertien introduit au § 4.1. :

gP (
o

X) =
P−1∑

j=0

gjΨj(
o

X) ; gj =
IE[g(

o

X)Ψj(
o

X)]

IE[Ψ2
j (

o

X) ]
(4.39)

L’approche retenue peut donc être classée parmi les méthodes de surface de réponse, ob-
tenues par approximations par moindres carrés. Afin de ne pas être confrontés à un système
d’équations risquant a priori d’être mal conditionné, nous préférons les surfaces de réponse
définies par projection sur une base de fonctions orthogonales, après une approximation par
moindres carrés basée sur une norme continue. L’emploi de la base des polynômes d’Hermite
permet de surcrôıt de profiter de leurs propriétés combinatoires, pour le calcul des moments de
la réponse approchée Z̃ (cf. (4.25) p. 77 et annexe C).

Le problème du calcul des coeffcients gj subsiste cependant. Nous justifions dans le prochain pa-
ragraphe notre choix d’utiliser l’interpolation par spline dans l’approche proposée au paragraphe
précédent.

4.2.2 Usage de splines interpolantes pour l’approximation des coefficients gj

Dans l’approche proposée, la technique de l’interpolation par fonctions B-splines a été utilisée
pour effectuer le calcul approché des coefficients de la SR sur la base des polynômes d’Hermite.
Nous rappelons la forme générale d’un tel coefficient gj, défini en (4.14) :

gj = c−1
j

∫

IRM
g(x)Ψj(x)ϕM (x)dx

où Ψj est un polynôme d’Hermite sur IRM , d’ordre ≤ op, ϕM la densité de probabilité gaussienne

standard et cj l’espérance du carré de Ψj(
o

X), avec cj =
M∏

i=1
αi! (cf. annexe C), où (α1, . . . , αM ) ∈

INM est un multi-indice tel que
M∑

i=1
αi ≤ op.

Nous faisons donc le choix arbitraire de l’interpolation pas spline, en vue d’approcher l’intégrale
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 82

gj ; nous ne reviendrons pas sur ce choix dans ce chapitre. Néanmoins, nous souhaitons discuter
celui de la fonction à interpoler. Plusieurs cas de fonctions à interpoler sont envisageables :

• premier cas (retenu dans l’approche proposée) : la fonction interpolée est g ; notons S0, la
spline définie sur un domaine d’interpolation Ω ⊂ IRM , interpolante, telle que, aux NI points
d’interpolation :

S0(xi) = g(xi), xi ∈ Ω, i = 1, . . . , NI (4.40)

Le coefficient gj est alors approché par :

gj ' g̃0
j = c−1

j

∫

Ω
S0(x)Ψj(x)ϕM (x)dx = c−1

j IE[S0(
o

X)Ψj(
o

X)ϕM (
o

X) ] (4.41)

• deuxième cas : la fonction interpolée est gϕM ; notons S1, la spline interpolante, telle que, aux
NI points d’interpolation :

S1(xi) = g(xi)ϕM (xi) xi ∈ Ω, i = 1, . . . , NI (4.42)

Le coefficient approché g̃1
j s’écrit :

g̃1
j = c−1

j

∫

Ω
S1(x)Ψj(x)dx = c−1

j IE[S1(
o

X)Ψj(
o

X) ] (4.43)

• troisième cas : la fonction interpolée est gΨjϕM ; notons Sj
2 la spline interpolante, telle que,

aux NI points d’interpolation,

Sj
2(xi) = g(xi)Ψj(xi)ϕM (xi), xi ∈ Ω, i = 1, . . . , NI (4.44)

Le coefficient approché g̃2
j s’écrit :

g̃2
j = c−1

j

∫

Ω
Sj

2(x)dx = c−1
j IE[Sj

2(
o

X) ] (4.45)

Les splines S1 et Sj
2 semblent de prime abord présenter un avantage intéressant : les éventuelles

approximations dues à l’interpolation aux frontières du domaine Ω sont fortement atténuées,
voire négligeables grâce au facteur ϕM : en effet, aux points d’expérience xi, proches des frontières
du domaine Ω de définition de g, la DP gaussienne standard ϕM , prend des valeurs très faibles.
L’écriture des conditions aux limites (cf. annexe D) peut alors être simplifiée et n’exige plus
nécessairement le calcul numérique de dérivées : dans le cas d’une spline S1, une condition de
dérivées nulles semble même envisageable.

Dans le cas d’une spline interpolante S1, nous montrons cependant dans l’exemple suivant que
les erreurs d’interpolation aux frontières du domaine Ω peuvent être amplifiées par les valeurs
élevées qui y sont prises par les polynômes d’Hermite.

Pour illustration, considérons ici l’exemple des fonctions suivantes :

• g1 : (x1, x2) −→ g1(x1, x2) = (x3
2 − x2 + 5) × g∗(x1)

où : g∗(x1) =

{
x3

1 − 5x1 si x1 < 0 ;
7x2

1 sinon.
(4.46)

• g2 : (x1, x2) −→ g2(x1, x2) = g1(x1, x2) ×
e−

1
2
(x2

1+x2
2)

2π

Nous choisissons d’interpoler la fonction g2 = g1ϕM , où ϕM est la densité de probabilité gaus-
sienne standard et de représenter la fonction g2 sur [−4, 4]× [−4, 4], car les valeurs de la fonction
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g2(x1, x2) = (2π)−1g1(x1, x2) e
− 1

2
(x2

1+x2
2) S1(x1, x2)
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S
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)

(a) fonction exacte g2(x1, x2) (b) spline interpolante (NI = 10× 10)

Fig. 4.1 – Interpolation de la fonction g2

interpolée pour (x1, x2) ∈ IR2 \ [−4, 4] × [−4, 4] apparaissent négligeables.
La figure 4.1 (a) montre la fonction à interpoler, qui est ici non linéaire et non différentiable

en x1 = 0. La figure 4.1 (b) montre l’exemple d’une spline interpolante, pour une qualité d’in-
terpolation fixée (NI = 10 × 10), relativement fidèle à la fonction exacte (Fig. 4.1 (a)). Cette
figure illustre un avantage de la stratégie d’une spline S1, présentée en (4.42) : les éventuelles
approximations aux frontières de Ω, dues à une interpolation insuffisante, sont atténuées par le
facteur ϕM .

On considère maintenant un calcul d’intégrale du type
∫
g1ΨjϕM (cf. (4.14)), en choisissant1

ici :
∫
g1Ψ61ϕM . Nous avons par ailleurs : Ψ61 = H4 × H6.

Les figures 4.2 (a,b) présentent respectivement les évolutions de la fonction à intégrer exacte
g1Ψ61ϕM et de la fonction H4 en fonction des abscisses x1 et x2, telles que (x1, x2) ∈ Ω = [−5, 5]2.
La fonction H6 a une courbe représentative similaire à celle de H4 ; les valeurs prises aux
frontières de Ω sont de l’ordre de 102 (pour H4, cf. Fig. 4.2 (b)), voire 103 (pour H6). Le produit
H4 × H6 prend alors des valeurs de l’ordre 105. Une erreur d’interpolation de g2 de quelques
% aux frontières de Ω, qui paraissait négligeable grâce au facteur ϕM , sera donc amplifiée en
conséquence (cf. Fig. 4.2 (c)). Il en résulte sur cette figure un graphe du produit S1 ×Ψ61 tout à
fait distinct du graphe de la fonction exacte g1 ×Ψ61, figure 4.2 (a), pour une qualité d’interpo-
lation insuffisante (NI = 5×5). On réussit néanmoins, en choisissant une qualité d’interpolation
suffisante, à obtenir un graphe représentant le produit S1 ×Ψ61, figure 4.2 (d), pour NI = 9× 9,
fidèle au graphe de g2 × Ψ61, figure 4.2 (a).

La spline notée Sj
2, introduite en 4.44 p. 82 résout le dernier problème cité : en interpolant le

produit gΨjϕM , le phénomène d’amplification d’erreur d’interpolation disparâıt. En revanche,
deux autres difficultés surviennent.
D’une part, l’ordre des polynômes Ψj pouvant être relativement élevé, l’interpolation S j

2 devra
être d’une qualité conséquente, i.e. exiger sans aucun doute davantage de points d’interpolations
et donc d’appels à la fonction g.
D’autre part, il est nécessaire de recourir à autant d’interpolations que de polynômes d’Her-
mite à estimer. Ce dernier inconvénient devient cependant mineur, si toutes ces interpolations
peuvent être effectuées avec le même plan d’expérience, i.e. sans avoir à recalculer de nouveaux

1Cette quantité correspond en fait au développement de la fonction g1 sur une base de polynômes d’Hermite,
de plus haut degré op = 10 et de dimension M = 2.
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(2π)−1g1(x1, x2) e
− 1
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Fig. 4.2 – Mise en valeur de l’amplification de défauts d’interpolation par des polynômes d’Hermite.

Stratégie d’interpolation par des B-splines S1, avec Ψ61(x1, x2) = H6(x1) H4(x2)
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 85

points g(xi) de la fonction mécanique.

Suite à ces constats, la spline S0 semble retenir notre attention.

Remarquons que les intégrales (4.41), (4.43) et (4.45) peuvent être calculées de manière exacte
en utilisant un schéma de Gauss adapté. Dans (4.41) et (4.43), les fonction à intégrer (gϕM ou
gΨjϕM ) sont des hypersurfaces polynomiales. Celles-ci peuvent donc être intégrées exactement
par un schéma de Gauss-Legendre. Dans (4.45), la fonction à intégrer S0ΨjϕM est le produit
d’une hypersurface polynomiale et d’une FDP gaussienne standard qui peut être intégré exac-
tement par un schéma de Gauss-Hermite.

Il parâıt alors utile de vérifier qu’une intégration de Gauss-Hermite de la fonction gΨjϕM ne
requière pas un nombre de points g(xi) inférieur à celui demandé pour le calcul de la spline in-
terpolante S0. Il ne semble cependant pas possible a priori de le démontrer dans le cas général.
Nous testerons alors cette alternative dans le cadre d’applications au § 4.3.

4.2.3 Bilan, discussion

Ce paragraphe a présenté quelques variantes à l’approche proposée dans le paragraphe

précédent, qui repose sur deux approximations : la réponse mécanique Z = g(
o

X), où
o

X est
une v.a. gaussienne standard, est approchée par un développement tronqué sur une base de
polynômes d’Hermite aléatoires. Le calcul approché des coefficients de ce développement fait
appel à une interpolation par B-splines cubiques de g.
Ces coefficients s’écrivent sous la forme gj = β

∫

IRM g(x)Ψj(x)ϕM (x)dx, où β ∈ IR et ϕM est la
FDP gaussienne standard.
Nous avons souligné que cette approche utilise une surface de réponse, résultant d’une approxi-
mation par moindres carrés, définie sur une base de polynômes d’Hermite, par rapport à une
norme continue. Deux approches alternatives sont alors envisageables :

1. une base non orthogonale (par exemple la base canonique des polynômes) est clairement moins
intéressante ; en effet l’usage d’une base non orthogonale conduit à la résolution d’un système
mal conditionné, alors qu’une base orthogonale comme celle des polynômes d’Hermite permet
de s’en passer ;

2. une approximation par moindres carrés par rapport à une norme discrète est aussi possible
(Isukappali [Isu98]), mais conduit aussi à la résolution d’un système a priori mal conditionné.
L’alternative 2 n’a pas été développée ; sur ce point la thèse en cours de Berveiller sera éclairante.

L’interpolation par B-splines cubiques offre aussi le choix entre différentes alternatives, en vue
d’approcher l’intégrale gj . Nous avons envisagé plusieurs fonctions à interpoler : la fonction g
(par la spline notée S0), la fonction gϕM (par la spline notée S1) et la fonction gΨjϕM (par la

spline notée Sj
2). Après discussion, nous avons retenu la spline S0, pour laquelle nous n’avons pas

constaté a priori de problème numérique. De surcrôıt, une seule interpolation permet ensuite
d’engendrer tous les coefficients de la surface de réponse, puis tous les moments statistiques de
celle-ci.
Nous allons désormais tester cette approche sur des exemples d’application dans le paragraphe
suivant.
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 86

4.3 Applications et comparaisons

Afin d’illustrer les possibilités de l’approche proposée, nous présentons quatre applications
pour lesquelles les premiers moments de la réponse du système sont estimés. Nous voulons quan-
tifier l’influence de la variabilité des paramètres aléatoires du modèle sur la réponse du système.
Nous nous sommes placés en contexte lognormal et nous avons caractérisé les variabilités des
paramètres par leurs coefficients de variation et de corrélation. Nous choisissons les deux pre-
miers moments de la réponse (moyenne et écart type) comme indicateurs de cette influence. Les
moments d’ordre trois et quatre puis une densité de probabilité approchée sont aussi présentés,
mais aucune étude fiabiliste n’est cependant réalisée dans le cadre de cette thèse.
Les moments dépendent bien sûr des paramètres pilotant la méthode, à savoir l’ordre op de
la base polynomiale sur laquelle est projetée la réponse mécanique et le nombre NI de points
d’interpolation par B-splines. Nous illustrons donc aussi, dans ces applications, l’influence de ces
paramètres sur la qualité des résultats.
Les quatre exemples tests considérés sont des « cas d’école », un premier mécaniquement linéaire,
les autres non linéaires. Le calcul des moments de référence, estimés analytiquement ou par si-
mulations de Monte-Carlo, permet d’évaluer la qualité et la précision de notre méthode, en
la confrontant à plusieurs des alternatives présentées dans le paragraphe précédent, que nous
rappelons ci-dessous.

4.3.1 Mise en œuvre de l’approche proposée et alternatives testées

(a) Mise en œuvre de l’approche proposée

L’approche proposée consiste à écrire une réponse mécanique, modélisée par une v.a. Z, en

fonction d’une v.a. gaussienne standard vectorielle
o

X, ensuite à approcher Z = g(
o

X) par sa
projection sur une base de polynômes d’Hermite, puis à tronquer celle-ci. Nous notons respec-
tivement µZ, σZ, (β1)Z et (β2)Z la moyenne, l’écart type, les coefficients d’asymétrie (skewness)
et d’aplatissement (kurtosis) de Z, tels que :

µZ = µ1
Z ; σ2

Z = µ2
Z − (µZ)2 ; (β1)Z =

| µ3
Z |

(
σZ

)3 ; (β2)Z =
µ4

Z
(
σZ

)4 (4.47)

où µi
Z est le moment d’ordre i, tel que µi

Z = IE[ Zi ].
Nous rappelons enfin la définition du coefficient de variation : aZ = σZ/µZ.

Considérons la fonction gP , approximation de g, avec P ∈ IN fixé :

Z = g(
o

X) ' Z̃ = gP (
o

X) =

P−1∑

j=0

gj Ψj(
o

X) ; x ∈ IR (4.48)

Cette approximation, caractérisée par l’ordre P et l’ordre op de la base polynomiale (Ψ)0≤j≤P−1,
peut alors être utilisée pour calculer les moments d’ordre λ de la v.a. Z :

µλ
Z = IE[

(
g(

o

X)
)λ

] ' IE[
(
gP (

o

X)
)λ

] = µ̃λ
Z (4.49)

Grâce aux propriétés combinatoires des polynômes d’Hermite (cf. annexe C), la somme (4.48)
élevée à une puissance λ ∈ IN peut être développée explicitement (cf. (4.25) p. 77 et annexe C).
La difficulté de cette approche réside alors essentiellement dans le calcul des coefficients gj du
développement tronqué (4.48), qui sont alors approchés par les coefficients g̃j donnés par :

g̃j = c−1
j

∫

IRM
S(x)Ψj(x)ϕM (x)dx (4.50)
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 87

où ϕM est la densité de probabilité gaussienne standard et cj défini dans l’annexe C. Nous
choisissons d’évaluer les intégrales (4.50) en utilisant un schéma d’intégration de Gauss-Hermite.
Rappelons que le coût des calculs, pour l’approche proposée, provient essentiellement du calcul
des points d’interpolation2 de la B-spline S, la détermination de chaque point demandant en effet
un calcul EF déterministe. En revanche, le recours à des schémas d’intégration, même d’ordre
élevé pour des degrés élevés des polynômes Ψj, n’engendre pas un coût très important puisque
les valeurs aux points d’intégration sont fournis par la spline S, déterminée une fois pour toutes.

(b) Première illustration : la barre en traction

Nous considérons une barre rectiligne homogène de section constante, encastrée à son extrémi-
té libre et soumise à son autre extrémité à une force de traction F . Nous nous intéressons au
déplacement longitudinal z de la section finale, donné par :

z =
FL

ES
(4.51)

où F est la force axiale de traction, S l’aire de la section droite, L la longueur de la barre et
E le module d’élasticité longitudinal du matériau constitutif. On suppose que les paramètres
incertains du modèle sont L et S, notés respectivement y1 et y2. D’où, d’après (4.51) :

z = γ y1 y
−1
2 ; γ = E−1F (4.52)

Les paramètres déterministes E et F ont pour valeurs E = 2, 1 1011 MPa et F = 106 N.
Le paramètre incertain bidimensionnel y = (y1, y2) est modélisé par une v.a. lognormale bidi-
mensionnelle Y = (Y1,Y2) de caractéristiques suivantes :

Moyenne de Y1 : µY1 = IE[Y1 ] = 1 m ; Variance de Y1 : σ2
Y1

= IE[ (Y1−µY1)
2 ] = µ2

Y1
a2

Y1

Moyenne de Y2 : µY2 = IE[Y2 ] = 2 10−4 m2 ; Variance de Y2 : σ2
Y2

= IE[ (Y2 − µY2)
2 ] = µ2

Y2
a2

Y2

Covariance de Y1 et Y2 : CY1Y2 = IE[ (Y1 − µY1)(Y2 − µY2) ] = µY1µY2aY1aY2ρY1Y2 ,

avec aY1 (resp. aY2) le coefficient de variation de Y1 (resp. Y2) et ρY1Y2 le coefficient de
corrélation du couple (Y1, Y2). Dans ces conditions, z est une v.a. scalaire Z telle que :

Z = γY1Y2
−1 (4.53)

dont on montre aisément qu’elle est lognormale, de moyenne µZ et de coefficient de variation aZ

donnés par :
µZ = γ µY1µ

−1
Y2

(1 + a2
Y2

)(1 + aY1aY2ρY1Y2)
−1 (4.54)

a2
Z = (1 + a2

Y1
)(1 + a2

Y2
)(1 + aY1aY2ρY1Y2)

−2 − 1 (4.55)

La dispersion de la réponse (déplacement axial de la barre) due à la variabilité des paramètres
aléatoires Y1 (la longueur) et Y2 (l’aire de la section droite) est caractérisée par le coefficient
de variation aZ dont on peut voir avec (4.55) qu’il est indépendant de γ, (i.e. des paramètres
déterministes E et F ), mais dépend des grandeurs aY1 , aY2 et ρY1Y2 , (i.e. des caractéristiques
de dispersion et de corrélation de Y1 et Y2).
Les approximations des deux premiers moments de Z fournies par la méthode proposée dépendent
bien évidemment des deux paramètres pilotant cette dernière, à savoir l’ordre op de la base po-
lynomiale et le nombre NI de points d’interpolation par B-splines. Pour M fixé à 2, on note
respectivement µ̃Z(op,NI) et σ̃Z(op,NI) les approximations obtenues pour la moyenne et l’écart
type. Nous définissons ainsi les erreurs relatives d’approximation sur la moyenne et l’écart type.

εµ(op,NI) =
100 [µZ − µ̃Z(op,NI)]

µZ
; εσ(op,NI) =

100 [σZ − σ̃Z(op,NI)]

σZ
(4.56)

2Nous choisissons une répartition homogène des points d’interpolation ([µ o

X
±5σ o

X
] = [−5, 5]), une étude précise

reste cependant à être conduite, afin de définir une répartition optimale.
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(a) Évolution de l’erreur sur la moyenne εµ(NI )
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(b) Évolution de l’erreur sur l’écart type de Z en fonction de l’ordre op de la base polynomiale,
pour différentes valeurs de NI

Fig. 4.3 – Évolution des erreurs sur la moyenne et l’écart type (aY1
= aY2

= 0, 1, ρY1Y2
= 0, 8)

où µZ et σZ sont les valeurs exactes de ces grandeurs, données par les relations (4.54)-(4.55),
avec σZ = µZaZ.
Remarquons ici que µ̃Z(op,NI) ne dépend pas de op (cf. (4.27)), donc l’erreur εµ(op,NI) n’en
dépendra pas. L’évolution de εµ(NI) en fonction de NI est représentée sur la figure 4.3 (a), pour
aY1 = aY2 = 0, 1 et ρY1Y2 = 0, 8.
Le figure 4.3 (b) illustre, quant à elle, et pour les mêmes valeurs de aY1 , aY2 et ρY1Y2 , l’évolution
de εσ(op,NI) en fonction de M , pour plusieurs valeurs de NI .
Nous pouvons constater que l’approximation de la moyenne est de bonne qualité même pour de
faibles valeurs de NI . De plus, nous constatons bien la convergence numérique attendue vers la
valeur exacte. En revanche, on observe que l’écart type approché ne converge vers l’écart type
exact que si NI est suffisant pour fournir une qualité d’interpolation satisfaisante. Néanmoins,
cette condition est vite vérifiée (NI = 4 × 4). Pour de telles valeurs de NI , la convergence
numérique est ensuite rapide.
Pour M et NI fixés, on note ãZ(op,NI) l’approximation, fournie par la méthode proposée, du
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Fig. 4.4 – Évolution du coefficient de variation de Z

coefficient de variation aZ de Z. Les figures 4.4 (a) et 4.4 (b) représentent l’évolution de ãZ(op,NI)
en fonction de, respectivement :
(a) aY1 , pour aY2 = 0, 1 et ρY1Y2 = 0, 8 (figure 4.4 (a)),
(b) ρY1Y2 pour aY1 = aY2 = 0, 1 (figure 4.4 (b)),
et ce pour op = 2 et pour deux valeurs de NI : 25 et 36, correspondant respectivement à 4 et
5 arcs d’interpolation dans chaque direction d’espace. Sur ces figures sont également tracées les
évolutions correspondantes du coefficient de variation exact aZ, donné par (4.55). La comparaison
de ces divers graphes montre une bonne adéquation entre les résultats exacts et ceux fournis par
notre approche, qui crôıt logiquement avec NI .

(c) Alternatives testées

• Surface de réponse par interpolation B-splines : il s’agit dans ce cas de remplacer
directement la fonction g par son interpolée B-spline S. L’interpolation est faite aussi ici une
seule fois et les moments statistiques non centrés de la v.a. Z, à l’ordre λ sont alors approchés
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 90

comme suit :

IE[
(
g(

o

X)
)λ

] ' IE[
(
S(

o

X)
)λ

] (4.57)

Nous n’effectuons donc plus de développement hilbertien. La fonction B-spline S peut être vue
comme une surface de réponse, au sens de surface approximante, de la cible Z, obtenue non par
approximation au sens des moindres carrés, comme c’est couramment le cas pour les surfaces de
réponse, mais par interpolation.

• Calcul des coefficients gj sans interpolation B-spline : dans cette variante, les points
d’intégration pour le calcul des intégrales dans (4.14) sont fournis par la fonction mécanique g
et non par une interpolation S de cette fonction. Le coût de cette variante augmentera donc
avec le degré des schémas d’intégration. Le méthode d’intégration numérique utilisée est ici la
méthode de Gauss-Hermite.

• Méthode de quadrature : partant du constat que le calcul des moments statistiques d’une

v.a. Z, fonction d’une v.a. gaussienne G (i.e. IE[
(
g(

o

X)
)λ

]) se traduit par des calculs d’intégrales
pondérées par la densité de probabilité gaussienne standard, Baldeweck dans [Bal99] utilise
les schémas de Gauss-Hermite pour le calcul de moments statistiques. L’appel à des schémas
d’intégration d’ordres différents lorsque l’ordre des moments augmentera, peut nécessiter des
calculs de points différents et donc un nombre d’appels plus élevé de la réponse Z. Nous avons
ici arbitrairement choisi de prendre le même nombre de points d’intégration, quel que soit l’ordre
du moment estimé.

Nous comparons les performances des quatre méthodes ou variantes présentées ci-dessus sur
deux problèmes mécaniques présentant des non-linéarités matérielles. Pour chacun d’eux, les
évolutions des moments d’un degré de liberté de la structure sont tracées en fonction du nombre
d’appels N = nM au modèle EF (avec M le nombre de paramètres incertains et n le nombre de
points d’intégration) et sont comparées à une solution de référence obtenue par simulations de
Monte-Carlo.

Nous notons respectivement µ̃Z, σ̃Z, ãZ, (β̃1)Z et (β̃2)Z les estimations par les approches ci-
dessus de la moyenne, de l’écart type, du coefficient de variation, des coefficients d’asymétrie
et d’aplatissement de Z. Les estimations de ces caractéristiques par simulations de Monte-Carlo
(105 tirages) sont notées distinctement : µ̂Z, σ̂Z, âZ, (β̂1)Z et (β̂2)Z. Les simulations constituent
alors les résultats de référence ; nous définissons enfin quelques erreurs relatives, exprimées en
%, en complément des erreurs (4.56) :

εaZ
=

100× | ãZ − âZ |
âZ

; ε(β1)Z =
100× | ˜(β1)Z − ˆ(β1)Z |

ˆ(β1)Z
; ε(β2)Z =

100× | ˜(β2)Z − ˆ(β2)Z |
ˆ(β2)Z

(4.58)
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 91

4.3.2 Treillis élasto-plastique

(a) Position du problème

Nous considérons un treillis formé de trois barres (figure 4.5) soumis sur son articulation
inférieure à une force de traction F , monotone croissante. Les deux barres latérales ont la même
longueur L/cosα et le même module d’élasticité longitudinal E1. La barre centrale a une lon-
gueur L et un module d’élasticité longitudinal E2. Les trois barres ont la même section droite,
d’aire S. Nous nous intéressons au déplacement vertical z du nœud inférieur, calculé sous l’hy-
pothèse d’un comportement élasto-plastique écrouissable des matériaux constitutifs des barres.
Les paramètres aléatoires du problème sont les modules d’élasticité longitudinal E1 et E2, notés
y1 et y2.
Le couple y = (y1, y2) est modélisé par une v.a. lognormale bidimensionnelle Y = (Y1,Y2) de

E1 E1

E2

L

F

α α

Fig. 4.5 – Treillis élémentaire

caractéristiques suivantes :

Moyenne de Y1 : µY1 = 21010 Pa ; écart type de Y1 : σY1 = µY1aY1

Moyenne de Y2 : µY2 = 21010 Pa ; écart type de Y2 : σY2 = µY2aY2

Covariance de Y1 et Y2 : CY1Y2 = µY1µY2aY1aY2ρY1Y2

avec aY1 (resp. aY2) le coefficient de variation de Y1 (resp. Y2) et ρY1Y2 le coefficient de
corrélation du couple (Y1,Y2).
Les autres paramètres du modèle : L, S, α, F , fy (seuil de plasticité), et Ep (module d’écrouissage),
sont supposés déterministes et ont pour valeurs :

L = 1 m ; S = 20 10−4 m2 ; α = π/4
F = 25 104 N ; fy = 6107 Pa ; EP = 0.7 µY1

Dans ces conditions, le déplacement z est une v.a. scalaire, notée Z, telle que Z = f(Y), où
f est une application non linéaire de (IR∗

+)2 dans IR qui peut être explicitée pour cet exemple
simple. En revanche, les moments statistiques, ne pouvant être estimés analytiquement, sont
tout d’abord estimés par simulatons de Monte-Carlo.

Afin d’évaluer la sensibilité du déplacement z aux modules d’élasticité, nous présentons sur les
figures 4.6 l’évolution des premiers moments simulés de la réponse Z, en fonction du coefficient
de variation aE = aY1 = aY2 , variant de 0, 05 à 0, 5.
Les figures 4.6 (a) et (b) montrent des évolutions quasi-linéaires du coefficient de variation âZ et
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 92

du coefficient d’asymétrie (β̂1)Z en fonction de aE. Bien que la figure 4.6 (c) décrive une relation
non linéaire (β̂2)Z(aE), l’influence de ces modules sur le déplacement z semble quasi-linéaire ; il
apparâıt que z est plutôt sensible aux modules d’élasticité : nous avons âZ(aE = 0, 5) ' 0, 3 et
(β̂1)Z(aE = 0, 5) ' 1.

âZ
ˆ(β1)Z

ˆ(β2)Z

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0
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(a) coefficient de variation (b) coefficient d’asymétrie (c) coefficient d’aplatissement

Fig. 4.6 – Évolution des premiers moments de Z obtenus par simulation en fonction du coefficient de
variation de E (aY1

= aY2
= aE ; op = 5 ; ρY1Y2

= 1)

Les estimateurs simulés par la méthode de Monte-Carlo sont obtenus à partir de 105 calculs.

(b) Analyse de l’approche proposée

Analyse de convergence numérique

Le tableau 4.2 montre l’évolution de l’erreur sur la moyenne εµZ
(NI), définie en (4.56), en

fonction du nombre NI de points d’interpolation, pour des coefficients de variation de valeurs
aE = 0, 3 et un coefficient de corrélation ρY1Y2 = 0. Nous observons la convergence numérique de
εµZ

(NI) vers zéro ; l’erreur est déjà faible pour un nombre réduit d’appels (0, 47% pourNI = 3×3
appels) ; elle devient négligeable pour NI = 9 × 9 appels (0, 06%).

NI 3 × 3 4 × 4 5 × 5 7 × 7 9 × 9

Valeur « cible » (simulation de Monte-Carlo) : µ̂Z (×10−3 m) 4,09

Approche proposée (erreur εµZ
(NI) en %) : 0,47 0,98 0,38 0,37 0,06

Tab. 4.2 – Évolution de l’erreur sur la moyenne de Z en fonction du nombre NI de points d’interpolation
B-spline (aE = 0, 3, ρY1Y2

= 0)

L’évolution de l’écart type de Z en fonction de l’ordre op (ordre de la base polynomiale) est
représentée sur la figure 4.7 (a).
La figure 4.7 (b) illustre quant à elle, et pour les valeurs aY1 = aY2 = 0, 3 et ρY1Y2 = 0, l’évolution
du coefficient de variation de Z en fonction des coefficients de variation des modules d’élasticité
longitudinaux des barres, pour des valeurs de aE, allant de aE = 0, 05 à aE = 0, 5.

Dans chaque cas, σ̃Z(op,NI) et ãZ(NI) sont comparés avec leurs cibles respectives µ̂Z et σ̂Z obte-
nues par simulation de Monte-Carlo. Nous pouvons constater que l’approximation de l’écart type
peut ne pas converger vers la valeur de référence si NI est trop faible (NI = 3 × 3). Mais pour
les valeurs du nombre de points d’interpolation NI rendant possible la convergence numérique

te
l-0

03
97

66
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 J

un
 2

00
9
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(b) Évolution de ãZ(NI) en fonction du coefficient de variation aY1
(op = 3, aY2

)

Fig. 4.7 – Évolution de l’écart type et d’un coefficient de variation de Z estimés par l’approche proposée
(aY1

= aY2
= 0, 3 ; ρY1Y2

= 0)

(NI ≥ 4 × 4), celle-ci est rapide et conduit à de bonnes approximations.
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 94

Influence du mode d’estimation des dérivées numériques

Les figures 4.8 décrivent l’évolution de la moyenne (Fig. 4.8 (a)) et de l’écart type (Fig.4.8(b)),
estimés par l’approche proposée, en considérant successivement des conditions de dérivées nulles,
calculées par différences centrées, puis décentrées, sur les contours du domaine définition de la
spline interpolante (cf. annexe D). L’utilisation d’un schéma de différences décentrées présente
l’avantage de ne pas avoir à calculer de nouveaux points de la fonction g, ce schéma de dérivation
numérique n’utilisant ici que des points issus de la grille d’interpolation. En revanche, les
différences centrées exigent le calcul d’autres points de la réponse mécanique, en dehors de
la grille d’interpolation.

Nous notons successivement (µ̂Z, σ̂Z) et (µ̃Z, σ̃Z) les moyennes et écart types obtenus respective-
ment par simulation et par l’approche proposée.
En considérant des dérivées nulles – ce qui est une approximation grossière –, nous observons une
convergence numérique rapide de la moyenne approchée µ̃Z vers la moyenne simulée µ̂Z. À partir
de N = 4× 4 calculs (soit 3 arcs d’interpolation dans chaque direction d’espace), les erreurs par
rapport aux valeurs cibles (simulations de Monte-Carlo) sont inférieures à 1% pour les calculs
de dérivées par différences finies. Nous constatons de plus que considérer des dérivées nulles,
permet aussi des résultats précis (< 1% si N > 5 × 5), bien que l’interpolation de g devienne
grossière aux frontières du domaine de définition de la spline interpolante (cf. annexe D). En
effet, les valeurs du produit de la spline interpolante et de la DP gaussienne standard restent
très proches de zéro aux frontières du domaine d’interpolation.
L’écart type approché σ̃Z converge plus lentement que la moyenne µ̃Z vers la cible σ̂Z, quelle
que soit la stratégie de dérivation. Les différences, centrées ou non, conduisent globalement à
une même précision (< 0, 3% pour N > 5 × 5 calculs), meilleure qu’en considérant des dérivées
nulles (∼ 0, 5% pour N > 5 × 5 calculs).
Nous retenons les différences décentrées, qui coûtent moins chères que les différences centrées,
après vérification sur d’autres tests similaires.

te
l-0

03
97

66
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 J

un
 2

00
9
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(a) évolution de la moyenne
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(b) évolution de l’écart type

Fig. 4.8 – Évolution des premiers moments de Z en fonction du nombre d’appels à la fonction mécanique
(op = 5; aY1

= aY2
= 0, 3 ; ρY1Y2

= 0), pour différentes stratégies de calcul de dérivées

(c) Comparaison avec les alternatives testées

Les figures 4.9 montrent les valeurs de la moyenne µ̂Z et de l’écart type σ̂Z du déplacement Z,
obtenues par simulations de Monte-Carlo. Les valeurs issues de la simulation ont été obtenues à
partir de 100 000 tirages. Nous considérons ici que les v.a. Y1 et Y2 ont un coefficient de variation
aY1 = aY2 = 0, 3 et un coefficient de corrélation ρY1Y2 = 0.

Ces mêmes figures 4.9 décrivent aussi respectivement les évolutions de la moyenne µ̃Z et de l’écart
type σ̃Z du déplacement Z, obtenues par les méthodes présentées au paragraphe précédent, en
fonction du nombre d’appels N à la fonction mécanique.

Ce nombre N d’appels à la fonction mécanique est égal au nombre NI de points d’interpolation
dans le cas d’une approche par spline et au nombre de points d’intégration dans le cas d’une
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Fig. 4.9 – Évolution des moyennes et écarts-types en fonction du nombre d’appels à la fonction mécanique
(op = 5; aY1

= aY2
= 0, 3 ; ρY1Y2

= 0),

approche par quadrature. Dans le premier cas, nous avons arbitrairement choisi un ordre op = 8,
i.e. un ordre pour lequel nous sommes sûrs de la convergence numérique.

Nous observons, quelle que soit l’approche considérée, une convergence numérique des valeurs
approchées des moyennes (cf. figure 4.9 (a)) et des écarts-types (cf. figure 4.9 (b)) de la réponse
mécanique considérée vers les valeurs cibles obtenues par simulations de Monte-Carlo.
À l’exception notable de la variante a (surface de réponse par B-spline (cf. § 4.3.1 (a)), les
convergences numériques sont rapides puisque les trois autres approches conduisent à des er-
reurs inférieures à 1 % à partir de 5×5 appels à la fonction mécanique. La mauvaise performance
de la variante a n’est pas surprenante : il a en effet déjà été observé que la construction d’une
surface de réponse par interpolation et non par approximation, était susceptible de fournir de
mauvais résultats.
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 97

Remarquons que les points de la variante a, pour un nombre de calculs inférieur à 6× 6, ne sont
pas reportés sur les graphes pour des questions d’échelle, les erreurs étant dans ce cas comprises
entre 44 % et 137 %.

Enfin, nous notons une convergence numérique plus rapide pour les approches utilisant unique-
ment la fonction mécanique (variante b (cf. § 4.3.1 (b) et la méthode de quadrature (cf. § 4.3.1 (c))
que lorsque nous utilisons une interpolation de cette fonction (approche proposée (cf. § 4.3.1)).
Toutefois, dès lors qu’une qualité suffisante de l’interpolation B-spline a été obtenue (6 × 6 à
7 × 7 points), les résultats fournis par la méthode proposée sont d’aussi bonne qualité que ceux
des deux autres approches (voire meilleurs que ceux de la variante b).

À l’issue de ces premières comparaisons, la méthode de quadrature semble plus performante que
les autres. Nous poursuivons nos comparaisons en nous focalisant sur les méthodes de quadrature
et l’approche proposée, en retenant un calcul numérique des dérivées par différences décentrées.

(d) Comparaison entre la quadrature et l’approche proposée

Les figures 4.10 présentent l’évolution des erreurs respectives εaZ
, ε(β1)Z , ε(β2)Z (en %), en

fonction du coefficient de variation aY1 = aY2 = aE, pour aE = 0, 3 et pour un coefficient de
corrélation ρY1Y2 = 0.
Les figures 4.10 (a), (c), (e) montrent les évolutions respectives de εaZ

, ε(β1)Z , ε(β2)Z pour l’ap-
proche proposée, pour différents nombres de calculs mécaniques ( 5 × 5 ≤ N ≤ 10 × 10 ; les
figures 4.10 (b), (d), (f) montrent respectivement les mêmes évolutions obtenues par la méthode
de quadrature.

Globalement, l’approche proposée et la quadrature produisent des résultats du même ordre de
grandeur :

• pour un coefficient de variation aE = 0, 3, les erreurs restent inférieures à 1%, voire à 0, 1%
dans le cas de l’erreur εaZ

, à condition que le nombre de calculs mécaniques soit supérieur à
5 × 5 pour l’approche proposée ;

• pour un coefficient de variation aE = 0, 5, les erreurs augmentent, mais restent raisonnables
(0, 25 à 2%).

Par conséquent, bien que la quadrature apparaisse sensiblement plus précise que l’approche
proposée, sur le coefficient de variation (cf. Fig. 4.10 (a)-(b)), sur cet exemple, on ne peut pas
conclure sur les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement, où les deux approches fournissent
des résultats comparables (cf. Fig. 4.10 (c)-(f)).
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(e) erreur sur le coefficient d’aplatissement (f) erreur sur le coefficient d’aplatissement
(approche proposée) (méthode de quadrature)

Fig. 4.10 – Évolution des erreurs respectives εaZ
, ε(β1)Z , ε(β2)Z , en fonction du coefficient de variation

aY1
= aY2

= aE, pour ρY1Y2
= 0)
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 99

4.3.3 Sphère élasto-plastique sous pression

(a) Position du problème

Nous considérons une sphère épaisse de rayon intérieur a et de rayon extérieur b soumis à
une pression interne p (Fig. 4.11). Le matériau constitutif de cette sphère est supposé obéir à un
comportement élasto-plastique parfait et nous notons E son module d’élasticité longitudinal, ν
son coefficient de Poisson et fy sa limite élastique.
Les paramètres aléatoires du problème sont E et ν, notés respectivement y1 et y2. Le couple

6

-� �

�

�

0

0
p

a

b

��������

-

6

�
��

���*
�
��

�

�

Fig. 4.11 – Sphère sous pression interne

y = (y1, y2) est modelisé par une v.a. bidimensionnelle Y = (Y1,Y2) de caractéristiques :
µY1 = 21011 Pa, µY2 = 0, 3 , σY1 = µY1aY1 , σY2 = µY2aY2 et CY1Y2 = µY1µY2aY1aY2ρY1Y2 ,
où le coefficient de corrélation ρY1Y2 est choisi égal à 0, 9.
Les autres paramètres sont déterministes et égaux à : a = 10−3 m , b = 210−3 m , fy = 3108 Pa,
p= 3, 589 108 Pa.
Nous considérons ici par le déplacement radial z de la surface interne (r = a) de la sphère. Le
niveau maximal de charge considéré ici (p= 3, 589 108 Pa) garantit que la surface interne est
plastifiée. La solution déterministe du problème est connue (Mandel [Man66]). On note Z la v.a.
scalaire associée à ce déplacement radial z, i.e. telle que :

Z = f(Y) (4.59)

où f est une application de IR∗
+ × IR+ dans IR, telle que, ∀y = (y1, y2) ∈ IR∗

+ × IR+ :

f(y) =
A1 −A2y2

y1
(4.60)

où A1 = a fy[α
3 − lnα2 − 2

3(1 − β3)] ; A2 = a fy[α
3 − lnα4 − 4

3(1 − β3)]

α =
c

a
; β =

c

b
(4.61)

la constante c étant obtenue par résolution de l’équation :

p = 2 fy [lnα+
1

3
(1 − β3)] (4.62)

Les figures 4.12 présentent l’évolution des premiers moments obtenus par simulations de Monte-
Carlo de la réponse Z, en fonction des coefficients de variation aY1 et aY2 , variant de 0, 05 à 0, 5.
Il apparâıt que l’influence de Y1 (modélisant le module d’élasticité) est plus importante que celle
de Y2, modélisant le coefficient de Poisson, pour les moments étudiés. Nous choisissons alors dans
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 100

les paragraphes suivants d’effectuer des analyses en fonction du facteur le plus influent, i.e. Y1.
La figure 4.12 (a) montre une évolution du coefficient de variation de Z, notés âZ(aYi

)i=1,2, qui
est croissante jusqu’à aYi

= 0, 3, puis décroissante jusqu’à aYi
= 0, 5. Cela signifie que dans une

première phase, l’écart type σ̂Z crôıt plus vite que la moyenne µ̂Z, et inversement ensuite.
De plus, le choix d’une v.a. lognormale (Y2) pour modéliser les variations du coefficient de
Poisson est discutable. Par précaution, nous effectuons plus loin des analyses limitées à aY1 = 0, 3
pour le module d’élasticité longitudinale et aY2 = 0, 1 pour le coefficient de Poisson.
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(a) coefficient de variation (b) coefficient d’asymétrie (c) coefficient d’aplatissement

Fig. 4.12 – Évolution des premiers moments simulés de du nombre d’appels à la fonction mécanique
(op = 5 ; ρY1Y2

= 1)

(b) Analyse de l’approche proposée

La figure 4.13 montre l’évolution des coefficients de variation fournis par l’approche proposée,
en fonction de aY1 pour aY2 = 0, 1, avec ρY1Y2 = 0, 9 ; op = 3. Les graphes correspondants
montrent de plus l’évolution du coefficient de variation cible âZ fourni par simulations de Monte-
Carlo. De même que dans les applications précédentes, nous vérifions la cohérence entre les
résultats approchés et cibles. Nous observons en outre que l’influence du module d’élasticité
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Fig. 4.13 – Évolution du coefficient de variation de Z en fonction de aY1
(aY2

= 0, 1 ; ρY1Y2
= 0, 9 ;

op = 3)
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 101

longitudinal Y1 sur le déplacement radial plastique Z est significatif en terme de dispersion. De
plus, d’autres calculs montrent que l’influence du module d’élasticité longitudinal Y1 semble
plus importante que celle du coefficient de Poisson Y2.

(c) Comparaison avec les alternatives testées

Par analogie à l’exemple précédent, nous observons tout d’abord figures 4.14 les valeurs de
la moyenne µ̂Z et de l’écart type σ̂Z du déplacement Z, obtenues par simulation de Monte-Carlo,
sous la forme de traits continus. Ces valeurs ont été obtenues à partir de 100 000 tirages.
Ces mêmes figures décrivent respectivement les évolutions de la moyenne µ̃Z et de l’écart type σ̃Z

du déplacement Z, obtenues par les méthodes présentées au paragraphe précédent, en fonction
du nombre d’appels N à la fonction mécanique.
Nous observons également pour ce problème une convergence numérique des valeurs approchées
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Fig. 4.14 – Évolution des premiers moments en fonction du nombre d’appels à la fonction mécanique
(aY1

= aY2
= 0, 1 ; ρY1Y2

= 0, 9 ; op = 3)
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 102

des moyennes figure 4.14 (a) et des écarts-types figure 4.14 (b) de la réponse mécanique considérée
vers les valeurs « cibles » obtenues par simulations de Monte-Carlo.
Si l’on constate sur cet exemple encore la mauvaise performance de la variante a (surface
de réponse par B-spline (cf. § 4.3.1 (a)), on vérifie en revanche les convergences numériques
numériques rapides des trois autres approches. On observe en effet des erreurs sur les moments
inférieures à 5% à partir de 6 × 6 = 36 appels.

À l’issue de ces premières comparaisons, la méthode de quadrature semble plus performante que
les autres.
Nous poursuivons nos comparaisons en nous focalisant sur les méthodes de quadrature et l’ap-
proche proposée, en appliquant un calcul numérique des dérivées par différences décentrées.

(d) Comparaison entre la quadrature et l’approche proposée

Les figures 4.15 présentent respectivement l’évolution des erreurs εaZ
, ε(β1)Z , ε(β2)Z (en %)

par rapport aux coefficients simulés de variation âZ, d’asymétrie (β̂1)Z et d’aplatissement (β̂2)Z
de la réponse Z, en fonction du nombre N de calculs mécaniques (de 3 × 3 à 10 × 10), pour les
deux approches testées.
Les figures 4.15 (a), (c), (e) montrent les évolutions respectives de εaZ

, ε(β1)Z , ε(β2)Z pour un co-
efficient de variation aY1 = 0, 1, tandis que les figures 4.10 (b), (d), (f) montrent respectivement
les mêmes évolutions, pour aY1 = 0, 3.
Par souci de clarté, les évolutions sont représentées sur une échelle logarithmique.

• l’erreur εaZ
sur le coefficient de variation (figures 4.15 (a) et (b)) converge rapidement vers

une erreur relative de l’ordre de 0, 3%, pour l’approche proposée ; la quadrature produit une
erreur inférieure à 0, 1% ; les évolutions sont très semblables pour des coefficients de variation
aY1 = 0, 1 et 0, 3 ;

• l’erreur ε(β1)Z sur le coefficient d’asymétrie (figures 4.15 (c) et (d)) converge vers une erreur
relative de l’ordre de 0, 5%, pour les deux approches, pour des coefficients de variation aY1 = 0, 1
et 0, 3 ; notons cependant que 3 × 3 calculs mécaniques entrâınent une erreur bien plus impor-
tante pour l’approche proposée (30 %) que par quadrature (1% pour aY = 0, 1) : la convergence
numérique de ε(β1)Z semble alors bien plus rapide pour la quadrature ; cependant, pour aY = 0, 3,
les deux approches donnent des erreurs du même ordre de grandeur ;

• l’erreur ε(β2)Z sur le coefficient d’aplatissement (figures 4.15 (e) et (f)) converge aussi vers une
erreur relative de l’ordre de 0, 5%, pour les deux approches, pour des coefficients de variation
aY1 = 0, 1 et 0, 3 ; l’approche proposée fournit des erreurs souvent sensiblement inférieures à la
quadrature, qui semble stabilisée dès 6 × 6 calculs mécaniques à une « précision seuil », alors
que l’approche proposée ne semble pas avoir fini de converger.

Si la quadrature apparâıt sensiblement plus précise que l’approche proposée, sur le coefficient
de variation (cf. Fig. 4.15 (a)-(b)), sur cet exemple, il parâıt plus difficile de conclure sur les
coefficients d’asymétrie et d’aplatissement, où les deux approches fournissent des résultats com-
parables (cf. Fig. 4.15 (c)-(f)).
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Fig. 4.15 – Évolution des erreurs respectives Log
(

εaZ

)

, Log
(

ε(β1)Z

)

, Log
(

ε(β2)Z

)

sur les coefficients

de variation âZ, d’asymétrie (β̂1)Z et d’aplatissement (β̂2)Z de la réponse Z, en fonction du nombre N
de calculs mécaniques, pour op = 3, aY2

= 0, 1 et ρY1Y2
= 0, 8
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 104

4.3.4 Cylindre en contact sur un plan

(a) Position du problème

Nous considérons dans ce dernier exemple un problème de contact de Hertz entre un cylindre
infiniment long et un plan horizontal, fixe et rigide. Le cylindre est soumis à une charge verticale
uniforme 2F le long de son axe. Le matériau constitutif du cylindre est supposé isotrope linéaire
élastique dans un premier modèle (§ 4.3.4 (b)) puis élasto-plastique dans un second (§ 4.3.4 (c)).
Nous faisons l’hypothèse de déformations planes.
Grâce à la symétrie du problème, nous discrétisons seulement la moitié de la section du cy-
lindre, soumise à une charge F , en utilisant des éléments finis (EF) en déformations planes
(cf. Fig. 4.16 (b)). Le contact est pris en compte en utilisant un maillage d’EF de contact, reliant
la base du cylindre et la portion du plan qui peut être en contact. À cause de ce contact, le
problème mécanique est non linéaire pour les deux modèles (élastique et élasto-plastique) et la
résolution par EF est incrémentale et itérative.
Nous sommes intéressés par les déplacements (zi) verticaux de cinq points i (1 ≤ i ≤ 5) de la

2F

R
2

1

3

4

5

Fig. 4.16 – Problème de contact de Hertz – (a) géométrie, (b) maillage EF

section S
(
1=(0, 2R), 2=(0, 3

2R), 3=(0, R), 4=(0, 2
3R), 5=(0, 1

3R), cf. Fig. 4.16 (a)
)
.

Ces déplacements sont rassemblés dans un vecteur z. Ceux-ci sont relevés à cinq incréments de
charges successifs : (Fi = 0, 2 i × F )1≤i≤5.
Les paramètres du modèle déterministe, le coefficient de Poisson ν, l’intensité de la charge F , le
rayon R et la limite élastique fy (pour le second modèle), sont égaux à : ν = 0, 3 ; F = 5000N ;
R = 50mm ; fy = 30 106 Pa.

(b) Cylindre élastique

Le paramètre incertain de ce premier modèle est le module d’élasticité longitudinal E du
matériau, modélisé par une v.a. lognormale Y, dont la moyenne et le coefficient de variation sont
respectivement : µY = 31010 Pa ; aY = 0, 2. Les déplacements z sont alors décrits par une v.a.
vectorielle, que nous notons : Z = (Z1, . . . ,Z5).
Les tableaux 4.3 présentent des erreurs (exprimées en %) sur les moments statistiques, pour
aY = 0, 2, pour différentes valeurs du nombre NI de points d’interpolation, pour chaque v.a.
(Zi)1≤i≤5 et pour le dernier niveau de chargement F = F5.
Le tableau 4.3 (a) montre les erreurs sur la moyenne et la variance. Ce tableau montre une
convergence numérique rapide des erreurs sur la moyenne vers zéro : seulement 5 points d’inter-
polation sont nécessaires pour obtenir moins d’1% d’erreur, quelle que soit la v.a. Z i.
La convergence numérique des erreurs de variance est moins aisée à obtenir, mais environ 2 %
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 105

erreurs sont obtenus pour plus de 6 points d’interpolation. Le tableau 4.3 (b) fournit des erreurs
sur les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement. Quelle que soit la v.a. Z i, nous notons une
bonne convergence numérique des erreurs vers zéro. Pour tous les moments statistiques, au plus
5 % d’erreurs (et dans la plupart des cas, environ 2% d’erreurs) sont obtenus pour plus de 7
points d’interpolation.
La convergence numérique est relativement rapide : les erreurs sont divisées par un facteur allant
de 10 à 100, entre NI = 6 et NI = 8, pour les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement.
Remarquons enfin que les ordres de grandeur des erreurs sur les moments sont les mêmes pour
toutes les v.a. (Zi)1≤i≤5, correspondant aux déplacements relevés sur toute la hauteur du cy-
lindre.

NI 4 5 6 8 11

Z1 3,49 0,90 0,21 0,06 0,06
Z2 3,21 0,90 0,26 0,06 0,06

Moyenne Z3 3,06 0,90 0,28 0,06 0,05
Z4 2,93 0,91 0,30 0,06 0,05
Z5 2,62 0,91 0,35 0,06 0,05

Z1 3,23 22,83 7,10 1,77 2,13
Z2 2,48 23,23 6,87 2,01 2,11

Variance Z3 2,06 23,46 6,75 2,15 2,10
Z4 1,70 23,66 6,63 2,27 2,09
Z5 0,86 24,14 6,35 2,56 2,07

(a) Erreurs sur la moyenne et variance

NI 4 5 6 7 8 9 10 11

Z1 138,36 36,73 27,61 11,02 1,89 0,79 0,76 0,63
Z2 139,13 35,93 30,50 10,58 2,60 0,56 0,72 0,94

Coefficients d’asymétrie Z3 139,44 35,38 32,28 10,32 3,09 0,45 0,67 1,13
Z4 139,64 34,85 33,94 10,10 3,57 0,36 0,61 1,31
Z5 139,75 33,29 38,26 9,56 4,91 0,18 0,40 1,78

Z1 77,97 62,81 110,71 9,00 1,91 1,34 1,67 0,83
Z2 74,60 60,72 121,99 9,46 1,24 2,02 1,72 0,80

Coefficients d’aplatissement Z3 72,65 59,54 128,77 9,76 0,90 1,98 1,79 0,74
Z4 70,90 58,50 134,96 10,06 0,62 1,71 1,86 0,65
Z5 66,62 56,01 150,48 10,86 0,07 0,41 2,10 0,13

(b) Erreurs sur les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement

Tab. 4.3 – Erreurs (%) sur les moments statistiques – Cylindre élastique pour F = F5 – (aY = 0, 2)

Les densités de probabilité (DP) des réponses Zi sont ensuite étudiées. Les figures 4.17 & 4.18
montrent les DP estimées de la v.a. Z1 au dernier incrément de charge (F5 = F ). Ces DP sont
obtenues par simulations de Monte-Carlo de la réponse approchée Z̃ (développement hilbertien
tronqué (4.48)). L’approche proposée est donc très économique, puisque l’on simule une fonction
polynomiale (la SR), connue de façon explicite.
Différentes qualités d’interpolations par spline sont considérées pour le calcul des coefficients
du développement. Une convergence numérique est clairement observée sur la figure 4.17 si le
nombre de points d’interpolation augmente (sur cette figure, les courbes représentatives des
fonctions interpolantes obtenues avec 8 points et 11 points d’interpolation sont quasiment su-
perposées).
À peine huit appels au modèle EF sont donc nécessaires pour estimer cette DP appelée DP « ap-
prochée ».
Dans la figure 4.18, les DP « approchées » sont comparées avec la DP obtenue par simulations
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-0.00015 -0.0001 -5e-05
z1

0

5000

10000

15000

20000

25000

30000

FD
P(

z1
)

Spline 4 points
Spline 5 points
Spline 6 points
Spline 8 points
Spline 11 points

Fig. 4.17 – Cylindre élastique – Convergence numérique des densités de probabilité – Déplacement z1 –
Incrément de charge 5
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Fig. 4.18 – Cylindre élastique – Convergence numérique des densités de probabilité – Déplacement z1 –
Incrément de charge 5

de Monte-Carlo du modèle EF déterministe.

La DP, appelée DP « exacte », est estimée en seulement 100 points, à partir de 104 tirages,
soit 104 appels au modèle EF, ce qui représente un coût de calcul important, sans commune
mesure avec le coût des DP « approchées » (8 à 11 appels au modèle EF). Ces DP « ap-
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 107

prochées » peuvent par conséquent être tracées à moindre frais, à partir de 1000 points, issues
de 107 tirages.
La courbe représentative de la DP « exacte » a été lissée puis représentée figure 4.18, afin
d’améliorer la forme de la courbe. Malgré la qualité médiocre de cette DP « exacte », nous ob-
servons une bonne correspondance entre les DP « exacte » et « approchées », pour une qualité
d’interpolation raisonnable.

(c) Cylindre élasto-plastique

(a) Incrément de charge 1 (b) Incrément de charge 2 (c) Incrément de charge 3

F1 = 0, 2F F2 = 0, 4F F3 = 0, 6F

(d) Incrément de charge 4 (e) Incrément de charge 5

F4 = 0, 8F F5 = F

Fig. 4.19 – Points plastiques à différents incréments de charge
(E = y1 = µY1

, Ep = y2 = µY2
)

Nous considérons désormais un cylindre ayant un comportemant élasto-plastique avec écrouis-
sage. Les paramètres incertains de ce second modèle sont le module d’élasticité longitudinal E,
ainsi que le module d’écrouissage Ep, notés par la suite respectivement y1 et y2. Le couple (y1, y2)
est modélisé par une v.a. lognormale bidimensionelle Y = (Y1,Y2), de caractéristiques :

Moyenne de Y1 et Y2 : µY1 = 31010 Pa et µY2 = 9109 Pa ;
Coefficient de variation de Y1 et Y2 : aY1 = aY2 = 0, 2 ;
Coefficient de corrélation du couple (Y1,Y2) : ρY1Y2 = 0, 9.

Le vecteur des déplacements z est modélisé par une v.a. vectorielle que nous notons
Z = (Z1, . . . ,Z5).
Les points plastiques du cylindre (i.e. les points de la zone plastifiée du cylindre), donnés par des
calculs EF déterministes avec E = y1 = µY1 et Ep = y2 = µY2 , sont montrés figures 4.19 (a)-(e),
pour les 5 incréments de charges considerés.
Ces figures illustrent la plastification progressive du cylindre. Cette plastification débute autour
de la zone de contact, puis dans la partie supérieure du cylindre, au point d’application de la
charge F , pour le dernier incrément de charge (cf. Fig. 4.19 (e)).
Au vu de ces figures, nous nous proposons d’observer l’évolution des moments statistiques des
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Fig. 4.20 – Cylindre élasto-plastique – Convergence numérique des densités de probabilité –
Déplacement z1 – Incrément de charge 5

déplacements en deux incréments de charges F1 = 0, 2×F et F5 = F , pour chaque v.a. (Zi)1≤i≤5.

Les tableaux 4.4 (a)-(b) présentent les erreurs (exprimées en %) sur ces moments, pour
aY1 = aY2 = 0, 2 et pour différentes valeurs du nombre NI de points d’interpolation
(4 × 4 ≤ NI ≤ 11 × 11).

Le tableau 4.4 (a) illustre la convergence numérique rapide des erreurs sur la moyenne des v.a.
modélisant les déplacements : des erreurs de moins de 1 % peuvent facilement être obtenues,
quelles que soient la v.a. (Zi)1≤i≤5 et l’intensité de la charge.
On constate que les erreurs sont plus faibles au dernier incrément de charge : des erreurs de
moins de 0, 6% sont obtenues pour NI = 4 × 4, jusqu’à moins de 0, 1% à partir de NI = 6 × 6.

Les tableaux 4.4 (b)-(d) montrent l’évolution des erreurs sur des moments de plus hauts degrés
(variance, coefficients d’asymétrie et d’aplatissement). Comme prévu, des approximations préci-
ses de tels moments exigent des calculs bien plus coûteux. Cependant, des erreurs satisfaisantes
de 1 à 3 % sont obtenues pour des approximations issues d’au moins 8×8 points d’interpolations
B-spline, quelles que soient la v.a. Zi et le niveau de chargement.

La figure 4.20 montre l’évolution des DP « exacte » et « approchées » de la v.a. Z1, pour
différentes qualités d’interpolation (NI = 6×6 et 8×8), au dernier incrément de charge (F5 = F ).
Entre 36 et 64 appels au modèle EF sont donc nécessaires à la construction de la réponse ap-
prochée Z̃1. La DP de cette v.a. Z̃1 peut ensuite être estimée à moindre frais en 1000 points par
simulation de Monte-Carlo, à partir de 107 tirages. En revanche, la DP « exacte » est estimée à
partir de 3 104 appels au modèle EF. En raison du coût élevé que représentent ces appels, cette
DP « exacte » n’est estimée qu’en 100 points. Par conséquent, la courbe correspondante est
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 109

logiquement bruitée par rapport à la courbe visée. C’est pourquoi une courbe lissée est proposée
à des fins de comparaison. Ainsi, malgré une faible résolution de la DP « exacte » lissée, la
DP « approchée » semble correspondre de manière satisfaisante à la DP « exacte ».
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 110

NI 4 × 4 5 × 5 6 × 6 8 × 8 11× 11

Z1 Incrément 1 1,31 0,25 0,16 0,17 0,18
Incrément 5 0,46 0,27 0,04 0,09 0,09

Z2 Incrément 1 1,19 0,21 0,19 0,20 0,20
Incrément 5 0,08 0,24 0,03 0,09 0,09

Moyenne Z3 Incrément 1 1,14 0,20 0,21 0,21 0,21
Incrément 5 0,10 0,23 0,02 0,08 0,09

Z4 Incrément 1 1,09 0,18 0,23 0,22 0,23
Incrément 5 0,25 0,22 0,02 0,08 0,09

Z5 Incrément 1 0,98 0,15 0,27 0,25 0,25
Incrément 5 0,56 0,21 0,02 0,09 0,09

(a) Erreurs sur les moyennes

NI 4 × 4 5 × 5 6 × 6 8 × 8 11 × 11

Z1 Incrément 1 1,17 6,64 3,63 2,47 2,67
Incrément 5 0,86 6,47 5,24 2,76 3,10

Z2 Incrément 1 1,17 6,81 3,52 2,25 2,50
Incrément 5 0,62 6,57 5,72 2,67 3,10

Variance Z3 Incrément 1 1,16 6,90 3,46 2,13 2,40
Incrément 5 0,47 6,63 5,97 2,64 3,11

Z4 Incrément 1 1,16 6,98 3,40 2,01 2,31
Incrément 5 0,33 6,69 6,18 2,61 3,12

Z5 Incrément 1 1,15 7,18 3,25 1,72 2,08
Incrément 5 0,03 6,85 6,62 2,55 3,13

(b) Erreurs sur la variance

NI 4 × 4 5 × 5 6 × 6 8 × 8 11 × 11

Z1 Incrément 1 40,12 2,60 5,33 1,92 1,65
Incrément 5 19,40 2,21 15,07 2,28 2,59

Z2 Incrément 1 39,61 2,96 4,62 2,12 1,73
Incrément 5 10,23 4,23 18,59 2,74 3,09

Coefficients d’asymétrie Z3 Incrément 1 39,33 3,17 4,21 2,24 1,78
Incrément 5 5,30 5,43 20,55 3,03 3,37

Z4 Incrément 1 39,07 3,35 3,86 2,35 1,83
Incrément 5 1,11 6,52 22,26 3,31 3,63

Z5 Incrément 1 38,44 3,78 2,99 2,63 1,96
Incrément 5 8,06 9,17 26,15 4,02 4,23

(c) Erreurs sur le coefficient d’asymétrie

NI 4× 4 5 × 5 6 × 6 8 × 8 11 × 11

Z1 Incrément 1 20,58 10,23 2,48 2,07 2,66
Incrément 5 11,49 7,49 0,49 1,46 2,33

Z2 Incrément 1 20,65 10,48 2,48 1,89 2,56
Incrément 5 8,37 6,52 0,39 0,65 2,07

Coefficients d’aplatissement Z3 Incrément 1 20,69 10,62 2,47 1,78 2,51
Incrément 5 6,84 5,98 0,88 0,05 1,91

Z4 Incrément 1 20,72 10,75 2,47 1,69 2,46
Incrément 5 5,62 5,51 1,30 0,58 1,76

Z5 Incrément 1 20,80 11,04 2,46 1,43 2,31
Incrément 5 3,19 4,45 2,22 2,45 1,42

(d) Erreurs sur le coefficient d’aplatissement

Tab. 4.4 – Erreurs (%) sur les moments statistiques – Cylindre élasto-plastique – (aY1
= aY2

= 0, 2)
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Chapitre 4 : Développement d’une MEFS pour des problèmes non linéaires 111

4.4 Conclusion du chapitre et perspectives

Ce chapitre présente une Méthode d’Eléments Finis Stochastiques (MEFS), basée sur l’uti-
lisation de deux techniques : une projection de la réponse mécanique non linéaire sur une base
de polynômes d’Hermite, ainsi que l’interpolation par B-splines cubiques (cf. article à parâıtre
[Bar05]).
La MEFS présentée s’apparente à une méthode de Surface de Réponse (SR), la surface choisie
étant un développement tronqué, issu de la projection sur la base de polynômes d’Hermite sur
IRM , où M est le nombre de v.a. d’entrée du modèle EF d’étude. Considérer une base ortho-
gonale plutôt que la base canonique des polynômes, utilisée couramment pour définir des SR,
évite le stockage puis l’inversion de la matrice d’un système, souvent mal conditionnée, pour le
calcul des coefficients du développement.
La deuxième spécificité de l’approche proposée réside dans la technique d’approximation des co-
efficients du développement, qui utilise l’interpolation par B-splines cubiques. Après discussion
de quelques formes possibles de cette B-spline, nous retenons celle qui consiste à simplement
interpoler la fonction mécanique. Cette interpolation, qui représente l’essentiel du coût de la
MEFS, permet ensuite d’engendrer tous les coefficients du développement qui définissent la SR.
Les moments statistiques de cette SR, d’un ordre quelconque, sont calculables par une procédure
numérique, grâce aux propriétés des polynômes d’Hermite. La simulation de Monte-Carlo de la
SR (fonction analytique) s’effectue de plus à un coût négligeable par rapport à la simulation de
la fonction mécanique (calcul EF coûteux). Une estimation précise de la densité de probabilité
(DP) de la réponse Z est donc accessible.

Nous proposons quatre exemples d’application, dont trois sont non linéaires et font intervenir
deux variables aléatoires lognormales corrélées. Les résultats obtenus sont comparés à une solu-
tion analytique (barre en traction) ou à des simulations de Monte-Carlo (pour les trois autres
problèmes) et montrent d’une part la bonne convergence numérique du développement hilbertien,
si l’interpolation par spline est suffisamment précise, et d’autre part qu’une SR représentative
est obtenue à partir d’un nombre raisonnable de calculs mécaniques.

L’approche proposée est ensuite comparée à plusieurs alternatives sur les problèmes élasto-
plastiques d’un treillis puis d’une sphère sous pression, pour l’estimation d’une moyenne et
d’une variance. Il apparâıt que, pour un même nombre d’appels à la fonction mécanique, l’ap-
proche proposée est plus précise qu’une méthode de SR par spline interpolante, mais qu’elle est
moins précise, en revanche, que la méthode d’intégration par quadrature, utilisée pour le calcul
des coefficients de développements hilbertiens ou pour le calcul direct de moments.
D’autres comparaisons avec la méthode de quadrature montrent que les deux approches sont
aussi intéressantes pour l’estimation des moments statistiques d’ordres trois et quatre. Enfin,
nous avons estimé à moindre frais une DP dans la dernière application (problème de contact
de Hertz). Une suite logique aux derniers travaux de cette thèse sera de comparer cette DP
approchée à celle obtenue par la méthode de quadrature, associée à une méthode de moments
adaptée. Nous pouvons néanmoins constater dans la littérature que les méthodes de moments
risquent souvent d’être coûteuses et imprécises. Cette estimation simple de la DP d’une fonc-
tion mécanique non linéaire apparâıt donc comme un point intéressant de la MEFS que nous
développons.

Il sera en outre intéressant d’appliquer l’approche à des problèmes présentant plus de deux v.a.
en entrée. Nous avons cependant noté que le coût de l’approche augmentait très rapidement
avec le nombre de v.a. Le problème posé concerne alors finalement la réduction du nombre de
points d’expérience de la grille d’interpolation utilisée.
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Conclusion générale

Le travail présenté dans cette thèse s’inscrit dans le cadre d’une thématique de recherche
de l’équipe Méthodes Probabilistes des Structures (MPS) du Laboratoire de Mécanique et
Ingéniéries (LaMI) de l’Université Blaise Pascal (UBP), qui développe depuis de nombreuses
années des travaux de recherche dans le domaine de la mécanique aléatoire et de la fiabilité, en
collaboration avec le Laboratoire de Mathématiques (LM) de l’UBP.

La thématique de recherche concernée est centrée sur le développement d’outils numériques et
analytiques pour la résolution des problèmes de statique et de dynamique aléatoire et s’intéresse
en particulier depuis quelques années aux méthodes d’éléments finis stochastiques. Une partie
des recherches dans cette thématique particulière est menée en collaboration avec une équipe de
recherche du Laboratoire de Génie Civil (LGC) de l’UBP. C’est dans le cadre de cette collabo-
ration qu’a été préparée cette thèse.

Les méthodes d’éléments finis stochastiques (MEFS) sont des alternatives aux méthodes de
Monte-Carlo, notamment pour le traitement des problèmes de propagation d’incertitudes dans
les modèles mécaniques. Le projet de thèse a été bâti autour de ces MEFS, avec pour objectif
l’élaboration d’une MEFS capable de traiter ce type de problème sous des hypothèses de com-
portement statique non linéaire.

L’étude bibliographique des deux premiers chapitres nous a conduit à une définition puis à une
classification des MEFS. Il peut être utile de distinguer les MEFS modifiant ou non le modèle EF
d’étude. Les MEFS exigeant une modification du modèle (MEFS Spectrale, approche issue de la
méthode de discrétisation de champs par intégrales pondérées, perturbation) permettent l’étude
de problèmes mécaniques linéaires mais sont difficilement généralisables au cas de problèmes
mécaniques non linéaires. La MEFSS présente l’avantage de pouvoir prendre en compte un
grand nombre de v.a., ces dernières pouvant résulter, par exemple, de la discrétisation d’un
champ aléatoire.
Les méthodes utilisant le modèle EF sans le modifier (quadrature, FOSM, surfaces de réponse)
sont a priori applicables directement à des modèles non linéaires. Une limite pratique semble
toutefois être le nombre de v.a. prises en compte.

Notre contribution est double. Elle se décline dans les chapitres trois et quatre.

Le troisième chapitre commence tout d’abord par un rappel de la formulation de la MEFSS
dans le cas d’un problème élasto-statique, où l’aléa porte sur le module d’élasticité longitudi-
nal. Ce paramètre est successivement modélisé par un processus lognormal, puis par une v.a.
lognormale. Notre étude de cette MEFS s’est traduite par (i) la définition d’indicateurs d’erreurs
introduits afin d’évaluer la propagation d’incertitudes dans le modèle EF ; (ii) une programma-
tion améliorée du calcul des moments statistiques de la réponse mécanique, nous dégageant
de tout calcul formel ; (iii) une étude sur l’influence de la fonction d’autocorrélation du pro-
cessus, en passant par la définition d’une longueur de corrélation adaptée. Puis nous avons
établi une formulation de la MEFSS adaptée à l’étude de structures formées de poutres. La
méthode a été mise en œuvre sur un assemblage en flexion de poutres en bois par tiges collées.
Le modèle EF étudié est mécaniquement linéaire. Les paramètres incertains du modèle (mo-
dules d’élasticité des différentes poutres constitutives) sont modélisés par une famille de v.a.
lognormales, indépendantes dans leur ensemble. Suite à de récents travaux (Taleb, [Tal05]), les
moments de tous ordres des efforts résistants dans l’assemblage peuvent être obtenus. Dans cet
exemple d’application à une structure réelle du génie civil (assemblage complexe), le coût de la
MEFS proposée apparâıt minime par rapport à celui des simulations de Monte-Carlo.
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Conclusion 113

La MEFSS n’est en pratique applicable que si la relation entre le vecteur des paramètres incer-
tains du modèle et la réponse de ce dernier est linéaire, ce qui est très rarement le cas. C’est
pourquoi nous nous sommes intéressés dans le dernier chapitre, et c’est le coeur du travail, à
l’élaboration d’une MEFS capable de traiter le problème de propagation d’incertitudes lorsque
cette relation est non linéaire.

La MEFS proposée s’apparente à une méthode de surface de réponse (SR). La SR est obte-
nue par une technique d’approximation hilbertienne basée sur un développement de la réponse
mécanique sur une base tronquée de polynômes d’Hermite et l’emploi d’une procédure d’inter-
polation par B-splines cubiques pour le calcul des coefficients du développement. Elle permet
d’obtenir à moindre coût, non seulement des moments de la réponse mais également sa densité de
probabilité, constituant ainsi un outil potentiellement intéressant pour les analyses fiabilistes et
de sensibilité. Les comparaisons effectuées sur l’exemple du cylindre en contact avec des densités
de probabilité de référence issues de calculs coûteux par simulations de Monte-Carlo ont montré
le bien fondé de cette approche. Il sera intéressant de tester dans de futurs travaux la qualité
d’une telle estimation de la densité de probabilité dans la perspective de calculs fiabilistes ; il
faudra en effet vérifier que la qualité des queues de distribution est satisfaisante pour le calcul
de probabilités de défaillance.

La principale limite de l’approche, qui est inhérente à d’autres méthodes existantes, telle que
la méthode de quadrature par exemple, est une augmentation très rapide du coût de calcul en
fonction du nombre de v.a. Par conséquent, avec les moyens de calcul actuels, il semble délicat
d’appliquer de telles méthodes à l’étude de problèmes faisant intervenir des champs aléatoires.
En effet, dans ces problèmes, le nombre de v.a. est important du fait de la nécessité de construire
des approximations de ces champs sous la forme de développements en série tronqués contenant
beaucoup de v.a. en général.

Une réflexion essentielle à mener, pour le développement de cette approche, comme pour celui
des autres MEFS, concerne l’approximation d’intégrales multidimensionnelles. En effet, la prin-
cipale difficulté de l’approche proposée réside dans l’approximation des coefficients de la SR,
qui sont définis par des intégrales. La méthode de quadrature est elle-même par définition une
méthode d’approximation des intégrales qui définissent les moments statistiques.

Pratiquement, il s’agit de réduire de manière significative le nombre de points d’expérience
nécessaires à une bonne approximation des intégrales. Chaque point d’expérience correspond,
pour les problèmes considérés dans ce travail, à un calcul déterministe par EF.

Dans cette voie, plusieurs perspectives de recherches sont envisageables : le développement des
plans d’expérience dans diverses disciplines transversales à la mécanique, la méthode de colloca-
tion (cf. Isukapalli [Isu98]) ou encore l’utilisation dans le cadre des MEFS des récents travaux sur
les techniques de quadrature (Niederreiter [Nie92], Novak et Ritter [Nov97, Nov99a, Nov99b]) ; en
particulier les quadratures de Smolyak (Smolyak [Smo63]) semblent pouvoir fournir des schémas
d’intégration économiques.
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Annexe A

Notations

A.1 Abréviations courantes

CA Cinématiquement Admissible
DIV division entière
ddl degré(s) de liberté
FDP Fonction de Densité de Probabilité
MEF méthode des élements finis
MEFS méthode des élements finis stochastiques
MEFSS méthode des élements finis stochastiques spectraux
MIP Méthode des Intégrales Pondérées
MOD reste de la division entière
MSR Méthodologie des Surfaces des Réponses
OND Orthogonal Normé Direct
SR Surface de Réponse
v.a. variable aléatoire

A.2 Notations courantes

§ paragraphe
1I fonction indicatrice
δi,j symbole de Kronecker : δi,j = 1 si i = j et δi,j = 0 sinon, où (i, j) ∈ IN2

IE[·] espérance mathématique
S fonction B-spline cubique
x = (x1, . . . , xM ) élément générique de IRM

dx = dx1 · · · dxM mesure de Lebesgue sur IRM

A.3 Notations propres à la modélisation EF

det(·) ou | · | déterminant d’une matrice
Ωe domaine élémentaire d’un maillage EF
Nel nombre d’EF
Nel

A
e=1

opérateur d’assemblage sur l’ensemble des EF

q vecteur des déplacements nodaux
m dimension du vecteur des déplacements nodaux q
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Annexe A : Notations 126

f vecteur des sollicitations nodales équivalentes
N matrice des fonctions de forme
U champ de déplacement
D matrice de comportement
B matrice des dérivées des fonctions de forme
k et ke matrice de rigidité globale et élémentaire

A.4 Notations propres à la modélisation EFS

Θ, ∅ ensembles abstrait (fondamental) et vide
θ élément de l’ensemble Θ
F , Bn, B tribu, tribu borélienne de IRn, élément de Bn

(Θ,F , P ) espace de probabilité
X, x v.a., réalisation de la v.a. X
X = (X1, . . . ,XM) v.a. M -dimensionnelle
IPXi

, pXi
loi et densité de probabilité de Xi

µX moyenne de la v.a. X exacte
µ̂X estimée simulée de µX

µ̃X estimée autre de µX

VX, Var(X) variance de la v.a. X
σX écart-type de la v.a. scalaire X
Cov(X,Y) covariance des v.a. scalaires X et Y
ρkl coefficient de corrélation des v.a. scalaires Xk et Xl

CX matrice de covariance du vecteur aléatoire X
L0(Θ,F , P ; IRM ) espace vectoriel des v.a. définies sur (Θ,F , P ), à valeurs dans IRM

L2(Θ,F , P ; IRM ) espace vectoriel des v.a. de carré intégrables, à valeurs dans IRM

o
X,

o

X v.a. gaussiennes standards, scalaire et vectorielle
o
Xi composante de rang i de

o

X
νM loi gaussienne standard sur (IRM ,BM )
ϕM densité de probabilité gaussienne standard

G,
o

G processus gaussien et gaussien standard
X ∼ N (µX, σ

2
X) variable aléatoire gaussienne, de moyenne µX et d’écart-type σX

Y ∼ LN (µY, σ
2
Y) v.a. aléatoire lognormale de moyenne µY et de variance σ2

Y

Z champ aléatoire quelconque de moyenne µZ et de variance σ2
Z

RZ fonction d’autocorrélation de Z
CZ fonction de covariance (ou autocovariance) de Z
Hαi

polynôme d’Hermite sur IR d’ordre αi ∈ IN
α = (α1, . . . , αM ) ∈ INM multi-indice d’ordre M de longueur | α |= α1 + · · · + αM

Ψα =
M∏

i=1
Hαi

polynôme d’Hermite sur IRM , d’ordre α

op plus haut degré des monômes de la base (Ψα)0<|α|<op, i.e. ordre de la base

ψα polynôme d’Hermite normalisé sur IRM , d’ordre α
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Annexe B

Normalisation gaussienne d’une v.a.

lognormale vectorielle et d’un

processus lognormal scalaire

B.1 Normalisation gaussienne d’une v.a. lognormale vectorielle

Soit Y = (Y1, . . . ,YM) une v.a. lognormale vectorielle M -dimensionnelle, de moyenne
µY = (µY1 , . . . , µYM

) ∈ IRM et de matrice de covariance CY ∈ IRM×M .

CY =








σ2
Y1

CY1Y2 . . . CY1YM

CY2Y1 σ2
Y2

. . . CY2YM

...
...

. . .
...

CYMY1 CYMY2 . . . σ2
YM








où :
µYi

= IE[Yi] ; σ2
Yi

= CYiYi
; CYiYj

= IE[ (Yi − µYi
)(Yj − µYj

) ]

Soit Γ = (Γij) l’élément symétrique et défini positif de IRM×M tel que, ∀(i, j) ∈ {1, . . . ,M}2 :

Γij = ln
(

1 +
CYiYj

µYi
µYj

)

Soit L ∈ IRM×M la matrice réelle triangulaire inférieure, issue de la factorisation de Cholesky
de Γ :

Γ = L LT

Soit x → T (x) = y l’application de IRM dans IRM , d’image (IR+)M , telle que :

y = T (x) ⇔







y1 =
µY1√

1+a2
Y1

exp
(

(Lx)1

)

...

yM =
µYM√

1+a2
YM

exp
(

(Lx)M

)

où aYi
= C

−1/2
YiYi

µ−1
Yi

est le coefficient de variation de la v.a. Yi et (Lx)i la i-ème composante du

vecteur Lx sur la base canonique de IRM .
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Annexe B : Normalisation gaussienne (. . . ) 128

Enfin, soit
o

X = (
o
Xi) une v.a. gaussienne standard à valeurs dans IRM , i.e. une v.a. gaussienne

M -dimensionnelle de moyenne nulle et de matrice de covariance unité.
On a alors l’égalité en loi :

Y = T (
o

X)

On obtient ainsi en dimensions un (M = 1) et deux (M = 2) :

• Cas scalaire (M = 1) :

Y = T (
o
X) =

µY
√

1 + a2
Y

exp
(

L
o
X

)

avec :

L =
√

ln(1 + a2
Y)

où nous avons posé
o
X =

o
X1, Y = Y1.

• Cas bidimensionel (M = 2) :

Y = T (
o

X) ⇔







Y1 =
µY1√

1+a2
Y1

exp
(

L11

o
X1

)

Y2 =
µY2√

1+a2
Y2

exp
(

L21

o
X1 + L22

o
X2

)

avec :
L11 =

√

ln(1 + a2
Y1

)

L21 =
ln(1 + ρY1Y2aY1aY2)

√

ln(1 + a2
Y1

)

L22 =

√

ln(1 + a2
Y1

) ln(1 + a2
Y2

) − ln2(1 + ρY1Y2aY1aY2)

ln(1 + a2
Y1

)

où ρY1Y2 = CY1Y2C
− 1

2
Y1Y1

C
− 1

2
Y2Y2

est le coefficient de corrélation du couple (Y1,Y2).

B.2 Normalisation gaussienne d’un processus lognormal stationnaire scalaire

Soit Y = (Y(x), x ∈ IR), un processus lognormal stationnaire scalaire de moyenne µY ∈ IR∗
+

et de fonction de covariance CY : IR → IR : u→ CY(u).

Soit
o

G = (
o

G(x), x ∈ IR), un processus gaussien stationnaire scalaire normalisé (i.e. centré, de
variance unité), de fonction de covariance C o

G
: IR → IR : u→ C o

G
(u) telle que, ∀u ∈ IR :

C o

G
(u) =

ln
(

1 + CY(u)
µ2

Y

)

ln
(

1 + CY(0)
µ2

Y

)

On a alors l’égalité en loi :

Y =
µY

√

1 + CY(0)
µ2

Y

exp
(
√

ln
(

1 +
CY(0)

µ2
Y

) o

G
)

où l’on remarque que le terme CY(0)
µ2

Y
n’est autre que le carré du coefficient de variation aY de Y :

a2
Y =

CY(0)

µ2
Y
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Annexe C

Polynômes d’Hermite

Cette annexe présente les polynômes d’Hermite et leur propriété d’orthogonalité par rapport
à la Densité de Probabilité (DP) gaussienne standard. Nous présentons ensuite d’autres pro-
priétés utiles et des formules combinatoires d’espérances de produits de ces polynômes.
Les polynômes d’Hermite sont couramment utilisés comme base de projection fonctionnelle de-
puis vingt ans (Winterstein [Win85], Field [Fie04]). O’Callagan [O’C01] ou Puig et al. [Pui02]
les utilisent dans le cadre de la simulation de champs. Les polynômes d’Hermite sont employés,
parmi d’autres familles de polynômes orthogonaux, à la construction d’espaces vectoriels par-
ticuliers, appelés chaos (Xiu et al. [Xiu02]). C’est, par exemple, un chaos défini à partir d’une
base de polynômes d’Hermite, nommé chaos homogène, ou chaos de Wiener [Wie38], qui a été
utilisé par Ghanem et Spanos [Gha91], pour formuler la MEFS spectrale (cf. chapitre 3).

C.1 Généralités

Charles Hermite propose en 1864 la famille de polynômes orthogonaux dont une première
définition générale, la formule de Rodriguez, les exprime comme une suite fonctionnelle s’obte-
nant par dérivations successives :

H0(x) ≡ 1 ; Hn(x) = (−1)ne
x2

2
dn

dxn
(e−

x2

2 ) ; x ∈ IR, n ∈ IN∗

Parmi de nombreuses propriétés intéressantes, ces polynômes sont solutions d’un système d’équa-
tions différentielles (comme d’autres polynômes orthogonaux [Bay86]). Mais la propriété des
polynômes d’Hermite qui nous intéresse est leur lien étroit avec la DP gaussienne standard ϕM ,
qui se traduit par la relation suivante :

Hn(x) = (−1)nϕ
(n)
M (x)

ϕM (x)

avec :

ϕM (x) =
1√
2π
e−

x2

2 ; ϕ
(n)
M (x) =

dn

dxn
ϕM (x)

L’orthogonalité des polynômes d’Hermite par rapport à un produit scalaire lié à la DP gausienne
standard s’exprime par la relation :

IE[Hn(x)Hm(x) ] =
1√
2π

∫ +∞

−∞
Hn(x)Hm(x)e−

x2

2 dx = δn,mn!
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Annexe C : Polynômes d’Hermite 130

Cette propriété des polynômes d’Hermite rend possible d’autres relations intégrales ; en posant
par exemple m = 0, nous avons, pour tout n ≥ 1 :

IE[Hn(x) ] =

∫ +∞

−∞
Hn(x)

e−
x2

2√
2π

dx = 0

Outre l’orthogonalité, nous pouvons obtenir d’autres relations de récurrence utiles :

dHn(x)

dx
= nHn−1(x)

Hn+1(x) − xHn(x) + nHn−1(x) = 0

H0(x) ≡ 1 ; Hn+1(x) = xHn(x) − dHn

dx
(x) = 0

Un autre moyen de définir les polynômes d’Hermite à l’aide d’une formule intégrale est :

Hn(x) =
1√
2π

∫

IR
(x+ it)ne−

t2

2 dt (C.1)

Il est intéressant de relier aussi les polynômes d’Hermite à la base canonique des polynômes.
En effet, tout polynôme d’Hermite d’ordre n s’écrit sur cette base :

Hn(x) = hn
0 + hn

1x+ · · · + hn
nx

n (C.2)

et en utilisant (C.1), on obtient les relations suivantes entre les coefficients du développement :







hn
0 = −hn−1

1

hn
1 = hn−1

0 − 2hn−1
2

...

hn−2
n−1 = hn−1

n−3 − (P − 1)hn−1
n−1

hn
n−1 = 0

hn
n = hn−1

n−1 = 1

On montre en outre que si n est pair (resp. impair), les coefficients des monômes de degrés
impairs (resp. pairs) sont tous nuls.
Les relations précédentes nous permettent aisément d’écrire les premiers polynômes :

H0(x) = 1 ; H1(x) = x ; H2(x) = x2 − 1 ; H3(x) = x3 − 3x ; H4(x) = x4 − 6x2 + 3

La valeur des polynômes en x = 0 s’exprime facilement :

H2n+1(0) = 0 ; H2n(0) =
(−1)n(2n)!

2nn!
; n ∈ IN

Nous souhaitons par ailleurs engendrer le polynôme Qn = (Hn)λ, de degré dn = n× λ, λ ∈ IN∗,

défini par Qn(x) =
dn∑

j=0
qn
j x

j.

Rappelons tout d’abord la formule binomiale, ∀λ ∈ IN, ∀(a, b) ∈ IR2 :

(a+ b)λ =

λ∑

k=0

Ck
λ a

λ−k bk
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Annexe C : Polynômes d’Hermite 131

ainsi que sa forme généralisée, avec (a0, . . . , an) ∈ IRn+1, αk ∈ INn, ∀0 ≤ k ≤ n, λ ∈ IN∗ :

( n∑

k=0

ak

)λ
=

λ∑

α1=0

α1∑

α2=0

· · ·
αn−1∑

αn=0
︸ ︷︷ ︸

n sommes

Cα1
λ Cα2

α1
· · ·Cαn

αn−1
× aλ−α1

0 ×
(n−1∏

l=1

a
(αl−αl+1)
l

)

× aαn
n

D’après cette formule et la forme (C.2) du polynôme Hn :

Qn(x) =
(

n∑

j=0

hn
j x

j
)λ

(C.3)

=

λ∑

α1=0

α1∑

α2=0

· · ·
αn−1∑

αn=0

Cα1

λ Cα2

α1
· · ·Cαn

αn−1
× (hn

0 )λ−α1 ×
(n−1∏

l=1

(hn
l x

l)(αl−αl+1)
)

× (hn
nx

n)αn

=

λ∑

α1=0

α1∑

α2=0

· · ·
αn−1∑

αn=0

Cα1

λ Cα2

α1
· · ·Cαn

αn−1
× (hn

0 )λ−α1 ×
(n−1∏

l=1

(hn
l )(αl−αl+1)

)

× (hn
n)αn × x

[

n×αn+
n−1∑

l=1

l(αl−αl+1)

]

C.2 Calcul d’espérances mathématiques

Rappelons tout d’abord que si
o
X est une v.a. gaussienne standard à valeurs dans IR :

IE[
o
X

2m

] =
(2m)!

m! 2m
; IE[

o
X

2m+1

] = 0

et de plus (Declerq [Dec98]) :

IE[Hn(
o
X + a) ] = an ; a ∈ IR, n ∈ IN

IE[H3
2n+1(

o
X) ] = 0 ; IE[H3

2n(
o
X) ] =

((2n)!

n!

)3

Nous considérons ici les espérances de produits de polynômes définis sur IRM .
Soient α = (α1, . . . , αM ) ∈ INM , β = (β1, . . . , βM ) ∈ INM , M ∈ IN∗, deux multi-indices
d’ordre M . Notons | α |= α1 + · · · + αM et | β |= β1 + · · · + βM leurs longueurs et posons,
∀(α, β) ∈ INM × INM :

α! = α1! × · · · × αM ! ; β! = β1! × · · · × βM ! ; δα,β = δα1,β1 × · · · × δαM βM

où αl! et δαl,βl
sont la factorielle et le symbole de Kronecker usuels.

Le polynôme d’Hermite d’ordre α, sur IRM , est défini par :

Ψα(x) =

M∏

l=1

Hαl
(xl) ; x = (x1, . . . , xM ) ∈ IRM (C.4)

où (Hαl
)1≤l≤M sont les polynômes d’Hermite d’ordre αl sur IR. On appelle ordre de la base

polynomiale et on note op, le plus haut degré des monômes de la base
(
Ψα

)

0≤|α|≤op
. Par com-

modité algorithmique, il est préférable de réindicer ces polynômes par un entier j, tel que,
(
Ψα

)

0≤|α|≤op
≡

(
Ψα

)

0≤j≤P−1
, identité qui implique : P =

op∑

k=0

Ck
M−1+k.
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Annexe C : Polynômes d’Hermite 132

Le calcul des espérances particulières suivantes est d’un intérêt pratique pour la mise en œuvre
de certaines méthodes abordées dans cette thèse :

cj = IE[
M∏

l=1

Ψj(
o

X)2 ] ; cijk = IE[
o
XiΨj(

o

X)Ψk(
o

X) ] ; djkm = IE[Ψj(
o

X)Ψk(
o

X)Ψm(
o

X) ]

où Ψj,Ψk et Ψm sont des polynômes d’Hermite définis sur IRM , d’ordres j, k etm, respectivement

et
o

X est une v.a. gaussienne standard à valeurs dans IRM . La première présentation du calcul
de ces espérances par Ghanem et Spanos [Gha91] implique un calcul formel, souvent plus long.
Sudret et Der Kiureghian [Sud00] ont construit un algorithme intéressant, basé sur l’utilisation
d’un boulier, permettant de calculer cj et cijk. Dans le cadre de ce travail, nous avons généralisé ce
résultat et sommes désormais en mesure de faire le calcul exact de l’espérance générale suivante :

µj,N = IE[

N∏

i=1

(

Ψj(
o

X)
)βi

]

(a) Calcul des espérances cj = IE[ Ψ2
j(

o

X) ]

En utilisant les relations (C.4) et (C.1), les v.a. gaussiennes standards (
o
Xi)1≤i≤M étant

indépendantes dans leur ensemble, nous avons :

IE[ΨjΨk ] =

M∏

i=l

δαl,βl
αl!

Il vient que :

cj = IE[Ψ2
j ] =

M∏

l=1

αl!

(b) Calcul des espérances cijk = IE[
o
XiΨj(

o

X)Ψk(
o

X) ]

Par définition, d’après (C.4) :

cijk = IE[
o
Xi

M∏

l=1

Hαl
(

o
Xl)Hβl

(
o
Xl) ] = IE[

o
XiHαi

(
o
Xi)Hβi

(
o
Xi)

M∏

l=1
l 6=i

Hαl
(

o
Xl)Hβl

(
o
Xl) ]

D’où, puisque les v.a. gaussiennes standards (
o
Xi)1≤i≤M sont indépendantes :

cijk = IE[
o
XiHαi

(
o
Xi)Hβi

(
o
Xi) ] × IE[

M∏

l=1
l 6=i

Hαl
(

o
Xl)Hβl

(
o
Xl) ]

soit :

cijk =

∫ +∞

−∞
xHαi

(x)Hβi
(x)

1√
2π

exp
(
−x

2

2

)
dx ×

M∏

l=1
l 6=i

δαl,βl
αl!
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Annexe C : Polynômes d’Hermite 133

et par suite, en utilisant une intégration par parties :

cijk = δαi−1,βi
(βi!

M∏

l 6=i

δαl,βl
βl!) + δβi−1,αi

(αi!
M∏

l 6=i

δαl,βl
αl!)

soit encore :

cijk = δαi−1,βi
(

M∏

l=1

δαl,βl
βl!) + δβi−1,αi

(

M∏

l=1

δαl,βl
αl!) = δαi−1,βi

ck + δβi−1,αi
cj

(c) Calcul des espérances djkm = IE[ Ψj(
o

X)Ψk(
o

X)Ψm(
o

X) ]

En rappelant que Ψα(
o

X) =
M∏

i=1
Hαi

(
o
Xi), et par définition de l’espérance, il vient :

djkm =

∫

IRM

M∏

l=1

Hαl
(xl)

M∏

l=1

Hβl
(xl)

M∏

l=1

Hγl
(xl)

exp
(

−xxT

2

)

√
2π

M
dx

Par indépendance des variables aléatoires, on obtient :

djkm =

M∏

l=1

IE[Hαl
(

o
Xl)Hβl

(
o
Xl)Hγl

(
o
Xl) ]

L’espérance du produit de trois polynômes sur IR, notée IE[Hαl
Hβl

Hγl
], est donnée par :

(a) Si αl 6= 0 et βl 6= 0 et γl 6= 0, nous avons :






si αl + βl + γl impair IE[Hαl
Hβl

Hγl
] = 0

si αl + βl + γl pair

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

si γl ≤ αl + βl alors n =
(
(αl + βl − γl) DIV 2

)

[
si αl ≥ n et βl ≥ n IE[Hαl

Hβl
Hγl

] = Cn
αl

Cn
βl
n!γl!

sinon IE[Hαl
Hβl

Hγl
] = 0

si γl > αl + βl IE[Hαl
Hβl

Hγl
] = 0

où DIV est l’opérateur de division entière

(b) Si un des indices αl, βl, γl est nul, alors nous utilisons la relation (C.1).

(d) Calcul des espérances µj,N = IE[
N∏

i=1

(

Ψj(
o

X)
)βi

]

Par indépendance des v.a. gaussiennes standard, nous pouvons écrire :

µj,N = IE[

N∏

i=1

(

Ψj(
o

X)
)βi

]

=
M∏

l=1

IE[
N∏

i=1

(

Hαl
(

o
Xl)

)βi

] (C.5)

On utilise la relation (C.3) pour développer le polynôme Φi =
(

Hαl
(

o
Xl)

)βi

. Une fois définis les

coefficients du polynôme
N∏

i=1
Φi =

N∏

i=1

(

Hαl
(

o

X)
)βi

, l’espérance de ce polynôme peut se calculer

aisément, eu égard à la linéarité de l’espérance.
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Annexe D

Interpolation par B-splines cubiques

Les fonctions B-splines (ou Bell-Splines) sont une famille de fonctions polynomiales par mor-
ceaux. À l’origine de ces fonctions furent les splines, utilisées au XIX-ième siècle pour le dessin
traditionnel de bateaux1, puis développés dans l’industrie automobile2 ou aéronautique (Demen-
gel, [Dem98]), enfin plus généralement dans l’infographie (Foley, [Fol95]).

D.1 Fonctions de IR dans IR

Soient a et b deux réels tels que −∞ < a < b < +∞, et soit f une fonction de IR dans IR
telle que Def(f) ⊇ [a, b] = I1, où Def(f) désigne le domaine de définition de f . On considère
une partition [x0, x1[∪ · · · ∪[xn−1, xn[∪[xn, xn+1] de I1, où x0 = a et xn+1 = b. On suppose enfin
que les valeurs (f(xi) ; i = 0, . . . , n+1) de f aux n+2 nœuds xi de cette partition sont connues
(grâce à un premier calcul). Nous voulons ensuite approcher f sur I1 par une fonction B-spline
cubique S satisfaisant aux n+ 2 conditions d’interpolation :

S(xi) = f(xi) , i ∈ {0, . . . , n+ 1}

D’après la technique d’interpolation par B-splines cubiques, l’approximation S s’écrit [Dem98] :

S(x) =
n+3∑

l=0

Pl N
l
3(x) (D.1)

où les n + 4 fonctions réelles N l
3 sont les fonctions B-splines cubiques de base associées au

vecteur nodal (t0, t1, . . . , tn+7), avec t0 = t1 = t2 = t3 = x0, t4 = x1, . . . , tn+3 = xn, et
tn+4 = tn+5 = tn+6 = tn+7 = xn+1.

Pour ce vecteur nodal, les n+ 7 fonctions B-splines cubiques de base de degré 0 s’écrivent :







N0
0 (x) = N1

0 (x) = N2
0 (x) ≡ 0

N l
0(x) = 1I[tl,tl+1[(x) = 1I[xl−3,xl−2[(x) ; l = 3 . . . , n+ 3

Nn+4
0 (x) = Nn+5

0 (x) = Nn+6
0 (x) ≡ 0

1Farin [Far92] rappelle que spline désigne une latte de bois mince et élastique utilisée dans le dessin des coques
de bateaux : placé entre des poids métalliques (les canards), le faisceau maintient une position qui minimise son
énergie élastique.

2Bézier, De Casteljau, ingénieurs chez Renault et Citroën en France, Coons puis Gordon chez Ford et General
Motors aux États-Unis.
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Annexe D : Interpolation par B-splines cubiques 135

et, pour 0 ≤ l ≤ n + 6 − k, les fonctions de base N l
k de degré k sont obtenues en utilisant la

formule de récurrence :

N l
k(x) =

x− tl
tl+k − tl

N l
k−1(x) +

tl+k+1 − x

tl+k+1 − tl+1
N l+1

k−1(x)

Les nœuds extrêmes étant de multiplicité 4 (t0 = t1 = t2 = t3 = x0 et tn+4 = tn+5 = tn+6 =
tn+7 = xn+1), les conditions suivantes doivent être satisfaites :

P0 = f(x0) ; Pn+3 = f(xn+1) ; 3× P1 − P0

x1 − x0
=

df

dx
(x0) ; 3× Pn+3 − Pn+2

xn+1 − xn
=

df

dx
(xn+1)

En pratique, les dérivées
df

dx
(x0) et

df

dx
(xn) sont en général inconnues mais peuvent être ap-

prochées par différence finie. Finalement, les n coefficients inconnus P2, P3, . . . , Pn+1 sont obtenus

suite à la résolution du système linéaire :







b1 P2 + c1 P3 = (d0 + d1) f(x1) − a1 P1

a2 P2 + b2 P3 + c2 P4 = (d1 + d2) f(x2)
. . .

. . .
. . .

...
. . .

. . .
. . .

...
an−1 Pn−1 + bn−1 Pn + cn−1 Pn+1 = (dn−2 + dn−1) f(xn−1)

an Pn + bn Pn+1 = (dn−1 + dn) f(xn) − cn Pn+2

où :

ai =
(di)

2

Di−1
; bi =

di(di−2 + di−1)

Di−1
+
di−1(di + di+1)

Di
; ci =

(di−1)
2

Di

di = xi+1 − xi ; Di = di−1 + di + di+1 et d−1 = dn+1 = 0

D.2 Fonctions de IR2 dans IR

Soient a, b, c et d quatre réels tels que −∞ < a < b < +∞ et −∞ < c < d < +∞ ; soit
ensuite f une fonction de IR2 dans IR telle que Def(f) ⊇ [a, b] × [c, d] = I2. Considérons la
partition |[ [x0, x1[∪ · · · ∪[xn−1, xn[∪[xn, xn+1] ]| × |[ [y0, y1[∪ · · · ∪[ym−1, ym[∪[ym, ym+1] ]| de
I2, où x0 = a, xn+1 = b, y0 = c et ym+1 = d, puis supposons que les valeurs (f(xi, yj) ; i =
0, . . . , n+ 1 ; j = 0, . . . ,m+ 1) de f aux (n+ 2) × (m+ 2) nœuds (xi, yj) de la partition soient
connues. Nous voulons approcher f sur I2 par une fonction B-spline cubique S satisfaisant aux
(n+ 2) × (m+ 2) conditions d’interpolation :

S(xi, yj) = f(xi, yj) , (i, j) ∈ {0, . . . , n+ 1} × {0, . . . ,m+ 1}

La solution S est de la forme :

S(x, y) =

n+3∑

l=0

m+3∑

k=0

Plk N
l
3(x)N

k
3 (y) (D.2)

où les fonctions (N l
3)0≤l≤n+3 et (Nk

3 )0≤k≤m+3 sont les fonctions B-splines cubiques de base
respectivement associées aux vecteurs nodaux (x0, x0, x0, x0, x1, . . . , xn, xn+1, xn+1, xn+1, xn+1)
et (y0, y0, y0, y0, y1, . . . , ym, ym+1, ym+1, ym+1, ym+1).

La formule ci-dessus peut aussi se traduire par la relation suivante :

S(x, y) =

n+3∑

l=0

Pl(y) N
l
3(x)
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Annexe D : Interpolation par B-splines cubiques 136

avec :

Pl(y) =
m+3∑

k=0

Plk N
k
3 (y)

Ainsi, le problème de l’interpolation bi-dimensionnelle conduit à un jeu de
(
(m+ 2) + (n+ 4)

)

problèmes uni-dimensionnels. Notons que quatre conditions d’interpolations supplémentaires
sont requises dans une telle procédure d’interpolation bi-dimensionnelle. En pratique, on doit

alors évaluer les quatre dérivées doubles
∂2f

∂x∂y
(x0, y0),

∂2f

∂x∂y
(xn+1, y0),

∂2f

∂x∂y
(x0, ym+1) et

∂2f

∂x∂y
(xn+1, ym+1).

D.3 Fonctions de IRk dans IR

Soient (ai, bi)1<i<k 2k réels tels que −∞ < ai < bi < +∞, ∀i ∈ {1, . . . , k} ; soit ensuite
f une fonction de IRk dans IR telle que Def(f) ⊇ [a1, b1]×· · ·× [ak, bk]. Considérons la partition
|[ [x1

0, x
1
1[∪ · · · ∪[x1

n1−1, x
1
n1

[∪[x1
n1
, x1

n1+1] ]| × · · · × |[ [xk
0, x

k
1 [∪ · · · ∪[xk

nk−1, x
k
nk

[∪[xk
nk
, xk

nk+1] ]| de

[a1, b1]×···× [ak, bk] = Ik, où x1
0 = a1, x

1
n1+1 = b1, . . . , x

k
0 = ak, x

k
nk+1 = bk, puis supposons que

les valeurs (f(x1
i1
, . . . , xk

ik
) ; im = 0, . . . , nm +1 ; m = 1, . . . , k) de f aux (n1 +2)×· · ·× (nk +2)

nœuds (x1
i1
, . . . , xk

ik
) de la partition soient connues. Nous voulons approcher f sur Ik par une

fonction B-spline cubique S satisfaisant aux
∏k

j=1 (nj + 2) conditions d’interpolation :

S(x1
i1 , . . . , x

k
ik

) = f(x1
i1 , . . . , x

k
ik

) , (im) ∈ {0, . . . , nm + 1} , m ∈ {1, . . . , k}

La solution S est de la forme :

S(x1, . . . , xk) =

n1+3∑

j1=0

· · ·
nk+3
∑

jk=0

Pj1j2···jk
N j1

3 (x1) · · ·N jk

3 (xk) (D.3)

où les fonctions (N jm

3 )0≤jm≤nm+3, 1≤m≤k sont les fonctions B-splines cubiques de base respective-
ment associées aux vecteurs nodaux (xm

0 , x
m
0 , x

m
0 , x

m
0 , x

m
1 , . . . , x

m
nm
, xm

nm+1, x
m
nm+1, x

m
nm+1, x

m
nm+1)

où m = 1, . . . , k.
L’approche produit tensoriel de l’interpolation par une surface de IRk dans IR permet de réécrire

l’équation (D.3) sous la forme :

S(x1, . . . , xk) =

n1+3∑

j1=0

[

n2+3∑

j2=0

[

n3+3∑

j3=0

· · ·[
nk+3
∑

jk=0

N jk

3 (xk)Pj1j2···jk

︸ ︷︷ ︸

Pj1j2 ···jk−1
(xk)

]N j3
3 (x3)

︸ ︷︷ ︸

Pj1j2
(x3,...,xk)

]N j2
3 (x2)

︸ ︷︷ ︸

Pj1
(x2,...,xk)

]N j1
3 (x1)

soit encore : 





S(x1, . . . , xk) =
n1+3∑

j1=0
N j1

3 (x1)Pj1(x
2, . . . , xk)

Pj1(x
2, . . . , xk) =

n2+3∑

j2=0
N j2

3 (x2)Pj1j2(x
3, . . . , xk)

...

Pj1j2···jk
(xk) =

nk+3∑

jk=0
N jk

3 (xk)Pj1j2···jk
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Annexe D : Interpolation par B-splines cubiques 137

Ainsi, le problème de l’interpolation k-dimensionnelle conduit à un jeu de problèmes unidimension-

nels. Rappelons que ces problèmes se ramènent à la résolution de simples systèmes tridiagonaux.
Précisons enfin que le nombre N de systèmes à résoudre, en considérant par simplicité que
n1 = n2 = · · · = nk = n est alors :

N =
k−1∑

m=0

(n+ 2)k−1−m(n+ 4)m (D.4)

Le problème des conditions aux limites reste cependant à expliciter puis à mettre en œuvre.
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