
SÉPARATION DES REPRÉSENTATIONS PAR DESSURGROUPES QUADRATIQUESDIDIER ARNAL(1), MOHAMED SELMI(2) ET AMEL ZERGANE(1)(2)(3)RésuméA une représentation unitaire irrédu
tible π d'un groupe de Lie G, on sait asso
ierun ensemble moment Iπ, partie du dual g∗ de l'algèbre de Lie G. Malheureusement,
et ensemble ne 
ara
térise pas la représentation π.Cependant, il est parfois possible de 
onstruire un surgroupe G
+ de G, d'asso
ierà π, une représentation π

+ de G
+ tels que I

π
+ 
ara
térise π, au moins pour lesreprésentations π génériques. Si 
ette 
onstru
tion n'utilise que les fon
tions poly-nomiales de degré inférieur ou égal à 2, on dit que G

+ est un surgroupe quadratique.Dans 
et arti
le, on établit l'existen
e de tels surgroupes quadratiques pour de
lasses variées de groupe G. Abstra
tLet π be an unitary irredu
ible representation of a Lie group G. π de�nes amoment set Iπ , subset of the dual g∗ of the Lie algebra of G. Unfortunately, Iπdoes not 
hara
terize π.However, we sometimes 
an �nd an overgroup G
+ for G, and asso
iate, to π, arepresentation π

+ of G
+ in su
h a manner that I

π
+ 
hara
terizes π, at least forgeneri
 representations π. If this 
onstru
tion is based on polynomial fun
tionswith degree at most 2, we say that G

+ is a quadrati
 overgroup for G.In this paper, we prove the existen
e of su
h a quadrati
 overgroup for many dif-ferent 
lasses of G. 1. Introdu
tionSoit G un groupe de Lie, g∗ le dual de son algèbre de Lie, (π, H) unereprésentation unitaire irrédu
tible de G et H
∞ l'ensemble des ve
teurs

C∞ de π. L'ensemble moment de π est par dé�nition :
Iπ =

{
ℓ ∈ g∗, ∃ v ∈ H∞ \ {0}, ℓ(X) =

1

i

〈π(X)v, v〉
‖v‖2

}
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2 D. ARNAL, M. SELMI ET A. ZERGANEEn général, Iπ est l'enveloppe 
onvexe fermée d'une orbite 
oadjointe
Oπ asso
iée à π (
.f [A-L℄) :

Iπ = Conv(Oπ).Malheureusement, il existe de nombreux exemples d'orbites 
oadjointesdistin
tes O et O
′ telle que Conv(O) = Conv(O′). L'ensemble moment

Iπ ne 
ara
térise don
 en général pas la représentation π, même si onse restreint aux représentations génériques de G.Dans [A-S℄, on suppose G exponentiel et on propose de 
onsidérerun surgroupe G+ de G, d'algébre de Lie g+, une appli
ation ϕ de
g∗ dans (g+)∗, non linéaire, telle que si p est l'opérateur restri
tion
p : (g+)∗ → g∗, p ◦ ϕ = idg∗ . De plus, on introduit une appli
ation
Φ : Ĝ → Ĝ+ telle que, pour les orbites 
orrespondantes OΦ(π) = ϕ(Oπ),et que IΦ(π) = IΦ(π′) si et seulement si π ≃ π′.Malheureusement, l'appli
ationϕ n'est pas régulière et dépend de beau-
oup de 
hoix. Par 
ontre des exemples sont donnés pour lesquelsune appli
ation ϕ quadratique su�t pour séparer les représentationsgénériques de G.L'objet de 
e travail est de généraliser 
e pro
édé à des 
lasses degroupes pas né
essairement résolubles mais en imposant à ϕ d'êtrepolynomiale de degré inférieure ou égale à 2. On dira alors que le sur-groupe G+ est quadratique.On 
her
he i
i des 
ritères qui garantissent l'existen
e d'un surgroupequadratique et d'une appli
ation Φ qui permettent de séparer les repré-sentations unitaires irrédu
tibles génériques de G.Plus présisément, on établit d'abord un lemme de stri
te 
onvexité, uneappli
ation quadratique permet essentiellement de passer de l'enveloppe
onvexe d'une partie A de R

n à la partie elle même.Si G est exponentiel spé
ial, on applique 
e lemme à l'ensemble mo-ment d'une représentation induite π de G et à un surgroupe 
onstruit àpartir d'un idéal abélien a bien pla
é de G. On montre alors qu'un sur-groupe quadratique et une appli
ation Φ séparant les représentationsgénériques de G existent.Supposons maintenant G nilpotent 
onnexe et simplement 
onnexe. Si
G est spé
ial ou si les fon
tions polynomiales invariantes sur g∗ quiséparent les orbites génériques sont de degré inférieur ou égal à 2, puissi G est nilpotent simplement 
onnexe et de dimension inférieure ouégale à 6, on montre que G admet un surgroupe quadratique.On étude ensuite les 
as des groupes résolubles de dimension inférieureou égale à 4, puis le 
as de SL(2, R) et de son revêtement universelet l'exemple d'un produit semi dire
t G = SO(4) ⋉ R

4 ave
 des inva-riants de degré élevé. Dans 
haque 
as, on 
onstruit expli
itement unsurgroupe quadratique.
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SURGROUPES QUADRATIQUES 32. Une propriété de stri
te 
onvexitéLe but de 
e paragraphe est la preuve de :Lemme 2.1. Soit ϕ la fon
tion dé�nie par :
ϕ : R

n → R
2n, ϕ(x1, x2, ..., xn) = (x1, x2, ..., xn, x2

1, x
2
2, ..., x

2
n)et p la proje
tion 
anonique p : R

2n → R
n,

p(x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn) = (x1, x2, ..., xn).Soit A ⊂ R
n, alors si Conv(B) désigne l'enveloppe 
onvexe fermée dela partie B de R

2n,
p(Conv(ϕ(A)) ∩ ϕ(Rn)) = Ā.PreuveNotons ϕ(X) = (X, X2). Soit ϕ(X) ∈ Conv(ϕ(A)) ∩ ϕ(Rn).Pour tout ε > 0, il existe q, X1, ..., Xq ∈ A et t1, ..., tq > 0 tels que

q∑

j=1

tj = 1 et
‖(X, X2) −

q∑

j=1

tj(X
j , (Xj)2)‖2

2n < ε2.où ‖‖2n est la norme eu
lidienne usuelle sur R
2n.On a alors :

n∑

k=1

|xk −
q∑

j=1

tjx
j
k|2 +

n∑

k=1

|x2
k −

q∑

j=1

tj(x
j
k)

2|2 < ε2. (∗)Pour 
haque k = 1, 2, ..., n, on 
onsidère les ve
teurs suivants de R
q :

vk =




√
t1x

1
k...√

tqx
q
k


 et wk =




√
t1...√
tq


La borne inférieure de ‖vk + swk‖2

q , (s ∈ R) est atteinte au point
sk = −〈vk, wk〉 = −

q∑

j=1

tjx
j
k, elle vaut

ak = inf
s∈R

‖vk + swk‖2
q =

q∑

j=1

tj(x
j
k)

2 − (

q∑

j=1

tjx
j
k)

2. (∗∗)On pose Y =




s1...
sn


 ∈ R

n. La relation (∗) s'é
rit :
‖X + Y ‖2

n + ‖X2 −
q∑

j=1

tj(X
j)2‖2

n < ε2.
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4 D. ARNAL, M. SELMI ET A. ZERGANEDon

n∑

k=1

|x2
k − (

q∑

j=1

tjx
j
k)

2| =
n∑

k=1

|(x2
k) − (sk)

2| =
n∑

k=1

|xk − sk||xk + sk|

≤
n∑

k=1

ε(2|xk| + ε) ≤ ε2 + 2
√

n‖X‖nε.Par suite
0 ≤

n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

( q∑

j=1

tj(x
j
k)

2 − (

q∑

j=1

tjx
j
k)

2
)

≤ (ε2 + 2
√

n‖X‖nε) +
n∑

k=1

q∑

j=1

(tj(x
j
k)

2 − x2
k) ≤ ε2 +

√
nε(2‖X‖n + 1).Mais

ak = ‖vk + skwk‖2
q =

q∑

j=1

tj(x
j
k + sk)

2,on a don
 :
0 ≤

q∑

j=1

tj

n∑

k=1

(xj
k + sk)

2 =

q∑

j=1

tj‖Xj + Y ‖2
n ≤ ε2 +

√
nε(2‖X‖n + 1).Choisissons j0 tel que ‖Xj0 + Y ‖n = min

j
‖Xj + Y ‖n, on a :

‖Xj0 + Y ‖2
n ≤

q∑

j=1

tj‖Xj + Y ‖2
n < ε(ε +

√
n(2‖X‖n + 1)) = εε′.Don


‖X − Xj0‖n ≤ 2ε′ et Xj0 ∈ A.D'où X appartient à Ā. Ce qui prouve le lemme, puisque la ré
iproqueest évidente (
haque X de Ā est la limite d'une suite (Xk) de pointsde A, Xk = p(Xk, (Xk)2), et (Xk, (Xk)2) ∈ conv(ϕ(A))).3. Les groupes exponentiels spé
iauxDé�nition 3.1 (Algèbre spé
iale). Une algèbre de Lie résoluble g estdite spé
iale si elle admet un idéal abélien a dont la 
odimension est lamoitié de la dimension des orbites 
oadjointes génériques.Un groupe de Lie 
onnexe G est dit spé
ial si son algèbre de Lie estspé
iale.Soit G un groupe de Lie spé
ial, alors l'idéal a est unique et fournitune polarisation pour tous les points ℓ de g∗ tels que :
1

2
dim G.ℓ = 
odim a.
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SURGROUPES QUADRATIQUES 5En e�et, soit g0 = {0} ⊂ g1 ⊂ · · · ⊂ gn = g une bonne suite de sous al-gèbres passant par a et hℓ =
∑

gj(ℓ|gj
) la polarisation de M.Vergne en

ℓ 
orrespondante. Par 
onstru
tion, gk(ℓk) = a ⊂ hℓ et dim a = dim hℓdon
 a = hℓ.Soit alors g∗
gen = {ℓ, dim G.ℓ = 
odim a}, 
'est un ouvert de Zariski,

G-invariant, non vide de g∗.Supposons maintenant que G est exponentiel et spé
ial. Dans 
e 
as
G possède un surgroupe quadratique (
.f [A-S℄).Théorème 3.1. Soit G un groupe de Lie exponentiel et spé
ial, a l'idéalabélien de g de 
odimension 1

2
max
ℓ∈g∗

(dim G.ℓ), m l'espa
e ve
toriel S2(a)vu 
omme un groupe additif. Notons Ĝgen l'ensemble des représenta-tions irrédu
tibles de G asso
iées aux orbites de g∗
gen.On dé�nit :

G+ = G ⋉ mave
 l'a
tion : Adg(XY ) = AdgXAdgY , (X, Y ∈ a),
ϕ : g∗ → (g+)∗ = g∗ × m∗par ϕ(ℓ) = (ℓ, (ℓ|a)

2), si (ℓ|a)
2(XY ) = ℓ(X)ℓ(Y ),
Φ : Ĝgen → Ĝ+en prenant pour Φ(π) l'unique prolongement irrédu
tible de π à G+.Alors, G+ est un surgroupe quadratique de G.On rappelle i
i rapidement la preuve de [A-S℄ pour être 
omplet :PreuveD'abord le dual unitaire Ĝ d'un groupe exponentiel est homéomorpheave
 l'ensemble g∗/G de ses orbites 
oadjointes. L'ensemble Ĝgen estdon
 dense dans Ĝ pour sa topologie naturelle. De plus on sait (
.f[A-L℄) que l'ensemble moment de la représentation π asso
iée à l'orbite

Oπ est
Iπ = Conv(Oπ).On montre alors que (
.f [A-S℄), pour tout ℓ de g∗

gen,
G+(ϕ(ℓ)) = ϕ(G.ℓ).Si p est la restri
tion 
anonique p : (g+)∗ → g∗, on déduit de p◦ϕ = idg∗ ,que p est un di�éomorphisme de l'orbite 
oadjointe de ϕ(ℓ) sur 
elle de

ℓ, pour tout ℓ de g∗
gen.Soit π ∈ Ĝgen, il existe don
 ℓ ∈ g∗

gen tel que si f = ℓ|a , π = IndG
exp(a)e

if .Posons
Φ(π) = IndG+

exp(a)⋉mei(f,f2).
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6 D. ARNAL, M. SELMI ET A. ZERGANE(i
i on a noté (f, f 2) la restri
tion de ϕ(ℓ) à a ⊕ m).
Φ(π) se réalise sur le même espa
e de Hilbert que π et Φ(π) est uneextension de π. On en déduit que Φ(π) est irrédu
tible, de plus Φ(π)est une représentation induite, son ensemble moment est d'après [A-L℄ :

IΦ(π) = Conv(G+.((f, f 2) + (a ⊕ m)⊥)).Mais a ⊕ m est un idéal de g+, et puisque G+ est 
onnexe :
g+.((a ⊕ m)⊥) = (a ⊕ m)⊥, ∀g+ ∈ G+.(Remarquons que G+ peut ne pas être exponentiel) alors :
IΦ(π) = Conv

(
G+.((f, f 2)) + (a ⊕ m)⊥

)
.Maintenant, dans g∗, ℓ+a⊥ ⊂ G.ℓ don
, dans (g+)∗, (a⊕m)⊥ est in
lusdans G+.(ℓ, f 2). On a don
 :

IΦ(π) = Conv(G+(ℓ, f 2)) = Conv(G+ϕ(ℓ)) = Conv(ϕ(G.ℓ)).Si π et π′ sont deux représentations de Ĝ+
gen telles que

IΦ(π) = IΦ(π′)alors, si π′ est asso
iée à l'orbite G.ℓ′ :
IΦ(π) ∩ ϕ(g∗) = IΦ(π′) ∩ ϕ(g∗)
'est-à-dire

(Conv(ϕ(G.ℓ))) ∩ ϕ(g∗) = (Conv(ϕ(G.ℓ′))) ∩ ϕ(g∗)et le lemme de stri
te 
onvexité donne G.ℓ = G.ℓ′.Comme G est exponentiel, ses orbites sont ouvertes dans leurs ad-héren
es don
 G.ℓ = G.ℓ′ et π = π′.4. Les groupes nilpotents de petite dimension4.1. Algèbres spé
iales.Dans 
ette partie, G est nilpotent, 
onnexe et simplement 
onnexe.Si son algèbre de Lie g est spé
iale, on vient de voir que G admet unsurgroupe quadratique : 
'est par exemple le 
as de l'exemple de Wild-berger de dimension 6 (on notera i
i son algèbre de Lie g6,13), (
.f [Wil℄où des orbites 
oadjointes distin
tes peuvent avoir la même enveloppe
onvexe).Une algèbre de Lie est dite indé
omposable si elle n'est pas la somme di-re
te de deux idéaux. Les algèbres nilpotentes indé
omposables réelles
g telles que dimg ≤ 6 sont 
onnues (
.f [Mag, Gon℄). Nous prenons i
ila notation de [Mag℄.La majorité de 
es algèbres sont spé
iales. A un isomorphisme 
om-plexe près, ave
 les notations de [Mag℄, les algèbres indé
omposables
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SURGROUPES QUADRATIQUES 7spé
iales de dimension inférieure ou égale à 6 sont :
Algèbre Relations de 
ommutations Idéal a

g1 g1 est abélienne g1

g3 [X1, X2] = X3 ve
t(X2, X3)
g4 [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4 ve
t(X2, X3, X4)
g5,1 [X1, X3] = X5, [X2, X4] = X5 ve
t(X3, X4, X5)
g5,2 [X1, X2] = X4, [X1, X3] = X5 ve
t(X2, X3, X4, X5)
g5,3 [X1, X2] = X4, [X1, X4] = X5, ve
t(X3, X4, X5)

[X2, X3] = X5

g5,5 [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, ve
t(X2, X3, X4, X5)
[X1, X4] = X5

g5,6 [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, ve
t(X3, X4, X5)
[X1, X4] = X5, [X2, X3] = X5

g6,1 [X1, X2] = X5, [X1, X4] = X6, ve
t(X3, X4, X5, X6)
[X2, X3] = X6

g6,2 [X1, X2] = X5, [X1, X5] = X6, ve
t(X2, X4, X5, X6)
[X3, X4] = X6

g6,4 [X1, X2] = X4, [X1, X3] = X6, ve
t(X3, X4, X5, X6)
[X2, X4] = X5

g6,5 [X1, X2] = X4, [X1, X4] = X5, ve
t(X3, X4, X5, X6)
[X2, X3] = X6, [X2, X4] = X6

g6,6 [X1, X2] = X4, [X2, X3] = X6, ve
t(X1, X3, X4, X5, X6)
[X2, X4] = X5

g6,7 [X1, X2] = X4, [X1, X3] = X5, ve
t(X3, X4, X5, X6)
[X1, X4] = X6, [X2, X3] = −X6

g6,8 [X1, X2] = X4, [X1, X4] = X5, ve
t(X3, X4, X5, X6)
[X2, X3] = X5, [X2, X4] = X6

g6,9 [X1, X2] = X4, [X1, X3] = X5, ve
t(X1, X4, X5, X6)
[X2, X5] = X6, [X3, X4] = X6

g6,10 [X1, X2] = X4, [X1, X3] = X5, ve
t(X2, X4, X5, X6)
[X1, X4] = X6, [X3, X5] = X6

g6,11 [X1, X2] = X4, [X1, X4] = X5, ve
t(X3, X4, X5, X6)
[X1, X5] = X6, [X2, X3] = X6

g6,12 [X1, X2] = X4, [X1, X4] = X5, ve
t(X3, X4, X5, X6)
[X1, X5] = X6, [X2, X3] = X6,
[X2, X4] = X6

g6,13 [X1, X2] = X4, [X1, X4] = X5, ve
t(X2, X4, X5, X6)
[X1, X5] = X6, [X2, X3] = X5,
[X3, X4] = −X6

g6,14 [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, ve
t(X3, X4, X5, X6)
[X1, X4] = X5, [X2, X3] = X6
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8 D. ARNAL, M. SELMI ET A. ZERGANEAlgèbre Relations de 
ommutations Idéal a

g6,15 [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, ve
t(X3, X4, X5, X6)
[X1, X5] = X6, [X2, X3] = X5,
[X2, X4] = X6

g6,16 [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, ve
t(X2, X3, X4, X5, X6)
[X1, X4] = X5, [X1, X5] = X6

g6,17 [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, ve
t(X3, X4, X5, X6)
[X1, X4] = X5, [X1, X5] = X6,
[X2, X3] = X6

g6,19 [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, ve
t(X3, X4, X5, X6)
[X1, X4] = X5, [X1, X5] = X6,
[X2, X3] = X5, [X2, X4] = X6Il existe de plus quatre algèbres nilpotentes réelles de dimension in-férieure ou égale à 6 qui sont isomorphes sur C à une de 
es algèbres,mais pas sur R. Ces quatre algèbres sont toutes spé
iales :Algèbre Relations de 
ommutations Idéal a

g6,5a [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X5, ve
t(X3, X4, X5, X6)
[X1, X4] = X6, [X2, X3] = −X6,
[X2, X4] = X5

g6,6a [X1, X3] = X5, [X2, X4] = X5, ve
t(X3, X4, X5, X6)
[X1, X4] = X6, [X2, X3] = −X6

g6,9a [X1, X2] = X4, [X1, X3] = X5, ve
t(X1, X4, X5, X6)
[X2, X4] = X6, [X3, X5] = X6

g6,15a [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, ve
t(X3, X4, X5, X6)
[X1, X4] = −X6, [X2, X3] = X5

[X2, X5] = −X64.2. Invariants quadratiques.On sait que l'algèbre J(g) des fon
tions rationnelles sur g invariantessous l'a
tion de G est de la forme R(µ1, µ2, ..., µr), où les µj sont desfon
tions polynomiales invariantes sur g (
.f [Ver℄).Lemme 4.1. Si g est telle qu'on peut 
hoisir les µj tous de degré auplus 2, alors G admet un surgroupe quadratique.PreuveOn pose G+ = G × R
r et

ϕ : g∗ → (g+)∗

ℓ 7→ (ℓ, µ1(ℓ), µ2(ℓ), ..., µr(ℓ))Les représentations génériques de G sont en bije
tion ave
 les orbitesgénériques O de g∗, qui sont 
ara
térisées par la valeur des µj sur O(
.f [Ver℄). Le groupe de Lie G+ est nilpotent, 
onnexe et simplement
onnexe. Si π est la représentation de G asso
iée à une orbite générique
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SURGROUPES QUADRATIQUES 9
G.ℓ de g∗, on pose:

Φ(π) = π × ei(µ1(ℓ),µ2(ℓ),...,µr(ℓ)).Par 
onstru
tion, IΦ(π) est :
IΦ(π) = Iπ × {µ1(ℓ), µ2(ℓ), . . . , µr(ℓ)}.Cet ensemble 
ara
térise don
 bien G.ℓ et don
 π. Par suite G+ est unsurgroupe quadratique pour G.Parmis les algèbres non spé
iales 
elles dont les invariants sont engen-drés par des polyn�mes au plus quadratiques sont les suivantes :On note ℓ = (x1, x2, ...., x6) un point quel
onque de g∗.Algèbre Relations de 
ommutation Invariants

g5,4 [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, x5, x4,
[X2, X3] = X5 µ1 = x1x5 − x4x2 +

1

2
x2

3

g6,3 [X1, X2] = X4, [X1, X3] = X5, x6, x5, x4,
[X2, X3] = X6 µ1 = x6x1 − x5x2 + x4x3

g6,18 [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, x6,

[X1, X4] = X5, [X2, X5] = X6, µ1 = x6x1 + x3x5 −
x2

4

2
[X3, X4] = −X64.3. L'Algèbre g6,20.Il reste une seule algèbre de Lie nilpotente indé
omposable, g6,20, quin'est pas spé
iale et dont un des invariants est 
ubique :Soit g = g6,20 dé�nie par les relations :
[X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X1, X4] = X5,

[X2, X3] = X5, [X2, X5] = X6, [X3, X4] = −X6.Pour ℓ = (x1, x2, ...., x6) ∈ g∗
6,20, on donne une paramétrisation del'orbite G.ℓ au point ℓ0 = (λ1, 0, 0, 0, 0, λ6), λ6 6= 0 par :

G.ℓ0 =

{
(λ1 − p1q2 −

λ6

6
q3
2 +

λ6

2
q2
1 , p2, p1 +

λ6

2
q2
2,−λ6q1, λ6q2, λ6)

}ave
 (p1, p2, q1, q2) ∈ R
4. Le polyn�me invariant asso
ié à λ1 est don

ubique :

µ1 = x1x
2
6 + x3x5x6 −

1

3
x3

5 −
1

2
x2

4x6.Un 
al
ul dire
t semblable à 
elui de [A-S℄ montre que les deux orbitesgénériques O = G.(0, 0, 1, 0, 0, 1) et O
′ = G.(0, 0, 1, 0,

√
3, 1) ont mêmeenveloppe 
onvexe. Cependant :Lemme 4.2. Le groupe G = exp (g6,20) admet un surgroupe quadra-tique.
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10 D. ARNAL, M. SELMI ET A. ZERGANEPreuvePuisque l'idéal a = Ve
t(X4, X5, X6) est abélien, on peut don
 
onstrui-re le groupe nilpotent :
G+ = G ⋉ S2(a) = G ⋉ m
omme 
i-dessus. L'appli
ation ϕ : g∗ −→ (g+)∗ dé�nie, 
omme 
i-dessus, par :
ϕ(ℓ) = (ℓ, f 2), si f = ℓ|aest quadratique, véri�e p ◦ ϕ = idg∗ et ϕ(G.ℓ) = G+(ϕ(ℓ)) pour tout ℓdans g∗

gen = {ℓ, x6 6= 0}.Posons don
 Φ(π) = π+, où π+ est la représentation de Ĝ+ asso
iéeà l'orbite ϕ(G.ℓ), π+ est irrédu
tible, 
'est en fait une extension de π,réalisée dans le même espa
e.Soient maintenant ℓ0 = (λ1, 0, 0, 0, 0, λ6) dans g∗
gen. On note :

ϕ(ℓ) =
(
(x1, x2, x3), (f, f 2)

)
=

(
(x1, x2, x3), ϕ̃(f)

)et q : (g+)∗ −→ a∗ ⊕ m∗ la proje
tion obtenue par restri
tion.On a :
G+(ϕ(ℓ0)) ⊂ Conv G+(ϕ(ℓ0)) ∩ q−1(ϕ̃(a∗)).Montrons l'in
lusion ré
iproque :Soit ℓ+ dans Conv G+(ϕ(ℓ0)) ∩ q−1(ϕ̃(a∗)). Pour tout ε > 0, il existe

ℓ+
1 dans Conv G+(ϕ(ℓ0)) ∩ q−1(ϕ̃(a∗)) tel que ∥∥ℓ+ − ℓ+

1

∥∥ < ε. Il existedes tj > 0 tels que ∑

j

tj = 1 et :
ℓ+
1 =

(
(x1, x2, x3), (f, f 2)

)
=

∑

j

tj
(
gjℓ0, (gjf0)

2
)

=
∑

j

tj
(
x1j , x2j , x3j , (f, f 2)

)
.Par stri
te 
onvexité de u 7−→ u2, on en déduit que si

gjℓ
+
1 = (x1j , x2j , x3j , x4j , x5j , x6j)alors x6j = x6 et (
∑

j

tjx5j)
2 =

∑

j

tjx
2
5j = x2

5. Don
, pour tout j,
x5j = x5 et de même x4j = x4.On en déduit la valeur de µ1 sur ℓ+

1 :
µ1(ℓ

+
1 ) = x2

6(
∑

j

tjx1j) + x5x6(
∑

j

tjx3j) − (
1

3
x3

5 +
1

2
x2

4x6)

=
∑

j

tjµ1(gjℓ0) =
∑

j

tjµ1(ℓ0) = µ1(ℓ0)et don
 ℓ+
1 appartient à G+ϕ(ℓ0). Mais 
et ensemble est :

G+ϕ(ℓ0) =
{
ℓ+ = ((x1, x2, x3), (f, f 2)), µ1(ℓ

+) = µ1(ℓ0) et x6 = λ6

}
.
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SURGROUPES QUADRATIQUES 11Il est fermé, d'où l'égalité.Par suite, on 
on
lut que si π et π′ sont génériques telles que Iπ+ = Iπ′+ ,et si π est asso
iée à G.ℓ0, π′ à G.ℓ′0, on a :
G.ℓ0 = p(ϕ(G.ℓ0)) = p(ConvG+(ϕ(ℓ0)) ∩ q−1(ϕ̃(a∗)))

= p(Iπ+ ∩ q−1(ϕ̃(a∗)))
= p(Iπ′+ ∩ q−1(ϕ̃(a∗))) = G.ℓ′0don
 π ∼= π′.4.4. Les algèbres de dimension ≤ 6.Soit maintenant une algèbre nilpotente réelle g dé
omposable, dedimension inférieure ou égale à 6, 
'est-à-dire g est le produit dire
t

g = g1 × g2 × .... × gk d'algèbres indé
omposables, alors :Lemme 4.3. Si g est dé
omposable réelle de dimension inférieure ouégale à 6, alors G = exp g admet un surgroupe quadratique.PreuveOn fait 
ette preuve pour k = 2, le 
as général est similaire.En identi�ant g∗ à g∗
1 × g∗

2, posons g∗
gen = g∗

1gen × g∗
2gen et

G = exp(g) = G1 × G2 = exp(g1) × exp(g2).Notons G+
1 (resp G+

2 ) un surgroupe quadratique pour G1 (resp G2).Pour tout ℓ = (ℓ1, ℓ2) de g∗
gen, on a :

G.ℓ = G1.ℓ1 × G2.ℓ2 et Ĝ = Ĝ1 × Ĝ2.En gardant les notations 
i-dessus, on pose :
G+ = G+

1 × G+
2 , ϕ = (ϕ1, ϕ2) et Φ = (Φ1, Φ2).On véri�e immédiatement que G+ est un surgroupe quadratique pour

G. On a �nalement prouvé :Théorème 4.1. Soit G un groupe de Lie nilpotent, 
onnexe et simple-ment 
onnexe de dimension inférieure ou égale à 6, alors G admet unsurgroupe quadratique.5. Les groupes résolubles de petite dimension5.1. Les groupes exponentiels.Les algèbres de Lie résolubles réelles de dimension au plus 4 ont été
lassées par J. Dozias (
.f [Doz℄ et [Ber℄, 
hapitre 8). Une telle algèbre gest exponentielle si ses ra
ines sont de la forme ρ(1+iα), ave
 ρ ∈ g∗, αréel. Les algèbres exponentielles, indé
omposables, non nilpotentes dedimension au plus 4 sont toutes spé
iales, sauf une g4,9(0). On donne
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12 D. ARNAL, M. SELMI ET A. ZERGANE
i-dessous leur liste et l'idéal a 
orrespondant :Algèbre Relations de 
ommutations Idéal a

g2 [X1, X2] = X2 ve
t(X2)
g3,2(α), [X1, X2] = X2, [X1, X3] = αX3 ve
t(X2, X3)
|α| ≥ 1

g3,3 [X1, X2] = X2 + X3, ve
t(X2, X3)
[X1, X3] = X3

g3,4(α), [X1, X2] = αX2 − X3, ve
t(X2, X3)
α > 0 [X1, X3] = X2 + αX3

g4,1 [X1, X3] = X3, [X1, X4] = X4, ve
t(X3, X4)
[X2, X3] = X4

g4,4 [X1, X2] = X3, [X1, X4] = X4 ve
t(X2, X3, X4)
g4,5(α, β), [X1, X2] = X2, [X1, X3] = αX3, ve
t(X2, X3, X4)

−1 < α ≤ β < 0 [X1, X4] = βX4ou
0 < α ≤ β ≤ 1ou
(0 < β ≤ 1 et
−1 ≤ α < 0)

g4,6(α), [X1, X2] = αX2, [X1, X3] = X3 + X4, ve
t(X2, X3, X4)
α 6= 0 [X1, X4] = X4

g4,7 [X1, X2] = X2 + X3, ve
t(X2, X3, X4)
[X1, X3] = X3 + X4, [X1, X4] = X4

g4,8(α, β), [X1, X2] = αX2, [X1, X3] = βX3 − X4, ve
t(X2, X3, X4)
α > 0, β 6= 0 [X1, X4] = X3 + βX4

g4,9(α), [X2, X3] = X4, [X1, X2] = (α − 1)X2, ve
t(X3, X4)
α 6= 1, 0 < α ≤ 2 [X1, X3] = X3, [X1, X4] = αX4

g4,10 [X2, X3] = X4, [X1, X2] = X2 + X3, ve
t(X3, X4)
[X1, X3] = X3, [X1, X4] = 2X4

g4,11(α), [X2, X3] = X4, [X1, X2] = αX2 − X3, ve
t(X3, X4)
α > 0 [X1, X3] = X2 + αX3, [X1, X4] = 2αX4L'algèbre g4,9(0) n'est pas spé
iale mais ses orbites génériques (x4 6= 0)peuvent être paramétrées 
omme suit :

ℓ = (λ1 + pq, p, λ4q, λ4) = (λ1 +
x2x3

x4

, x2, x3, λ4).Ces orbites sont 
ara
térisées par les valeurs de fon
tions invariantes :
λ4 = x4, µ1 = x4λ1 = x4x1 − x2x3qui sont polynomiales de degré inférieure ou égale à 2. Si g est une al-gèbre exponentielle dé
omposable, de dimension inférieure ou égale à 4,le même argument que dans le 
as nilpotent nous fournit un surgroupequadratique.Proposition 5.1. Tout groupe de Lie G exponentiel de dimension in-férieure ou égale à 4 admet un surgroupe quadratique.
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SURGROUPES QUADRATIQUES 135.2. Les groupes résolubles non exponentiels.Si G est résoluble simplement 
onnexe de dimension au plus 4, nonexponentiel alors G est de type I (les orbites 
oadjointes sont ouvertesdans leurs adhéren
e), ses représentations unitaires irrédu
tibles π sontdonnées par la théorie d'Auslander-Kostant (
.f [A-K℄). Elles sont as-so
iées à une orbite 
oadjointe G.ℓ et d'après [A-L℄ : Iπ = Conv G.ℓ.Cependant, en général, plusieurs représentations inéquivalentes sontasso
iées à la même orbite. L'objet géométrique naturellement asso-
ié à la représentation est un �bré au dessus de l'orbite. Si de plusla dimension de G est inférieure ou égale à 4, l'ensemble de 
es �bréspour les orbites génériques peut être représenté 
omme une partie Mde g∗
gen × R.Dans 
e qui suit, nous 
onstruirons don
 un surgroupe de Lie résoluble

G++ de G, une appli
ation polynomiale ϕ++ : M → (g++)∗ de degré 2et une appli
ation Φ : Ĝ → Ĝ++ telles que si p(ℓ++) est la restri
tionde ℓ++ ∈ (g++)∗ à g :
p ◦ ϕ++ = idg∗ et G++ϕ++(ℓ, ε) = ϕ++(G.(ℓ, ε)), ∀ℓ ∈ g∗

gen.Si m = (ℓ, ε) ∈ M 
ara
térise la représentation π ∈ Ĝ alors Φ(π) estun prolongement 
anonique de π à G++. Si π et π′ dans Ĝgen sont telsque IΦ(π) = IΦ(π′) alors π = π′. Par extension, on dira alors que Gadmet un surgroupe quadratique.En fait, il y a 4 algèbres résolubles non exponentielles, de dimensioninférieure ou égale à 4 dont 3 sont spé
iales, la dernière, g4,11(0) admetun invariant quadratique.Algèbre Relations de 
ommutations Idéal a

g3,4(0) [X1, X2] = −X3, [X1, X3] = X2 ve
t(X2, X3)
g4,2 [X1, X2] = X3, [X1, X4] = X4, ve
t(X3, X4)

[X2, X3] = −X4, [X2, X4] = X3,
g4,8(α, 0), [X1, X2] = αX2, [X1, X3] = −X4, ve
t(X2, X3, X4)

α > 0 [X1, X4] = X3Algèbre Relations de 
ommutations Invariants
g4,11(0) [X2, X3] = X4, [X1, X2] = −X3, x4,

[X1, X3] = X2 µ1 = 2x1x4 − x2
3 − x2

2Ave
 les mêmes raisonnements que 
i-dessus pour 
ha
une de 
es al-gèbres, on 
onstruit une suralgèbre g+ et une appli
ation de degré 2,
ϕ+ : g∗ → (g+)∗, telle que p ◦ ϕ+ = idg∗ , ϕ+(G.ℓ) = G+ϕ(ℓ).Si Conv(G+ϕ(ℓ)) = Conv(G+ϕ(ℓ′)) alors G.ℓ = G.ℓ′, (ℓ et ℓ′ dans g∗

gen).Pour les algèbres restantes, on paramétrise 
i dessous les orbites généri-ques et on 
a
ule le stabilisateur d'un point.Par exemple, pour l'algèbre de Lie, g4,8(α, 0), les orbites génériquessont les orbites des points :
ℓ0 = (0,±1, r cos θ, r sin θ), r > 0
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14 D. ARNAL, M. SELMI ET A. ZERGANEOn peut paramétrer 
es orbites ainsi : un point ℓ appartient à G.ℓ0 siet seulement si :
ℓ = (p,±eαq, r cos(q + θ), r sin(q + θ)) (p, q ∈ R).Le stabilisateur G4,8(ℓ0) du point ℓ0 est 
onnexe, 
'est :

G4,8(ℓ0) = exp

{
± 1

α
Im(reiθ(x3 + ix4))X2 + x3X3 + x4X4

}On obtient de même, pour les algèbres restantes, le tableau suivant :Algèbre Orbite générique G.ℓ0 G(ℓ0)
g3,4(0) ℓ0 = (0, r, 0), r > 0 exp RX2 × exp 2πZX1

ℓ = (p, r cos q, r sin q)
g4,2 ℓ0 = (0, 0, 1, 0) exp 2πZX2

ℓ = (p2, p1, e
q2 cos q1, e

q2 sin q1)
g4,11(0) ℓ0 = (λ1, 0, 0, λ4) exp RX4 × exp RX1

ℓ = (λ1 +
p2 + λ2

4q
2

2λ4
, p, λ4q, λ4)Pour les groupes 
onnexes et simplement 
onnexes d'algèbres de Lie

g4,8(α, 0) et g4,11(0), les orbites génériques sont simplement 
onnexes,on leur asso
ie une seule représentation unitaire irrédu
tible, il n'estpas né
essaire de 
onsidérer de �bré M et la 
onstru
tion usuelle pourles algèbres spé
iales s'applique dire
tement : 
es groupes admettentun surgroupe quadratique.Pour les groupes simplement 
onnexes d'algèbres de Lie g3,4(0) et g4,2,les orbites 
oadjointes génériques ne sont pas simplement 
onnexes. Ily a plusieurs représentations asso
iées à une de 
es orbites.Plus exa
tement, pour g = g3,4(0), h = RX2+RX3 est une polarisationen ℓ0 = (0, r, 0), le 
ara
tère eiℓ0 dé�ni sur exp h admet les prolonge-ments suivants à G(ℓ0). exp h :
χℓ0,ε(e

2πkX1ex2X2+x3X3) = e2iπkε+x2r, ε ∈ [0, 1[.Pour 
haque ε, la représentation πε = IndG
G(ℓ0). exp hχℓ0,ε est asso
iée àl'orbite G.ℓ0. D'après [A-L℄, son ensemble moment est :

Iπε
= ConvG.ℓ0qui ne dépend pas de ε.On 
onstruit l'ensemble

M = g∗
gen × R =

{
(ℓ, ε), ℓ ∈ g∗

gen, ε ∈ R
}et on 
onsidère 
et ensemble 
omme une partie de (g × R)∗, on pose :

g+ = g × R, g++ = g+ × R.On dé�nit les fon
tions :
ϕ+ : g∗ −→ (g+)∗

ℓ 7−→ (ℓ, r2)
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SURGROUPES QUADRATIQUES 15(r2 = x2
2 + x2

3) et
ϕ++ : M −→ (g++)∗

(ℓ, ε) 7−→ (ℓ, r2, ε)alors
ϕ++(G.(ℓ0, ε)) = G++ϕ++(ℓ0, ε), ∀(ℓ0, ε) ∈ (g∗)gen × R.Et on dé�nit

Φ++(πε) = πε × eir2 × eiεdon

IΦ++(πε) = Iπε

× {(r2, ε)}.Cet ensemble moment 
ara
térise 
lairement la représentation πε.Si maintenant, G est le groupe simplement 
onnexe d'algèbre de Lie
g4,2, il admet une seule orbite ouverte (et dense) G.ℓ0 = g∗

gen. A 
etteorbite est asso
iée 
omme 
i-dessus une famille de représentations πεde la forme IndG
G(ℓ0). exp hχε, où

h = Ve
t(X3, X4) et χε(e
2πkX2) = ei2πεk.On pose

M = g∗
gen × R = (g × R)∗gen, g++ = g × Ret

ϕ++(g.(ℓ0, ε)) = (g.ℓ0, ε), Φ++(πε) = π × eiεAinsi Iπε
= g∗ × {ε} 
aratérise 
lairement πε.Si G est résoluble, de dimension inférieure ou égale à 4 et dé
omposable,le même argument que dans le 
as nilpotent permet de 
onstruire lesurgroupe G++, l'appli
ation quadratique ϕ++ et l'appli
ation Φ++.On peut don
 dire :Proposition 5.2. Si G est résoluble, 
onnexe et simplement 
onnexe,de dimension inférieure ou égale à 4, G admet un surgroupe quadra-tique.5.3. Le groupe de Mautner.Si G est résoluble de dimension 5, G peut ne pas être de type I.L'exemple le plus simple est donné par le groupe de Mautner G, 
on-nexe et simplement 
onnexe, d'algèbre de Lie g = ve
t(X1, X2, X3, X4, X5)véri�ant les relations de 
ommutation suivantes :

[X1, X2] = −X3, [X1, X4] = −αX4, [X1, X3] = X2, [X1, X5] = αX5,ave
 α irrationnel.L'algèbre de Lie g est spé
iale, pour l'idéal a = Ve
t(X2, X3, X4). Uneorbite générique est un 
ylindre de base une �
elle sur un tore T
2 :

G.ℓ0 = G.(0, r, 0, R cos θ, R sin θ)
= {(p, r cos θ, r sin θ, R cos(αq + θ), R sin(αq + θ))}
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16 D. ARNAL, M. SELMI ET A. ZERGANEA 
ette orbite, on peut asso
ier les représentations πℓ0 = IndG
exp ae

iℓ0dont l'ensemble moment est :
Iπℓ0

= ConvG.ℓ0

=
{
ℓ = (x1, x2, x3, x4, x5), x2

2 + x2
3 ≤ r2, x2

4 + x2
5 ≤ R2

}

= R × Conv(T2)qui ne dépend pas de θ.Supposons qu'il existe une suralgèbre g+, une appli
ation de degré auplus 2, ϕ : g∗
gen −→ (g+)∗ telle que p ◦ ϕ = idg∗gen

, ϕ(G.ℓ0) = G+.ϕ(ℓ0),montrons que 
ette appli
ation ϕ ne peut pas séparer les orbites deuxpoints ℓ0 et ℓ′0 sur le tore T
2, 
'est à dire de même r et R.Si ϕx1

est l'appli
ation ϕx1
(x2, x3, x4, x5) = ϕ(x1, x2, x3, x4, x5), ϕx1

estune appli
ation polynomiale de degré inférieure ou égale à 2. Posons
Kx1

= ϕx1
(T2), 
'est un 
ompa
t. Puisque, pour tout ℓ0 de T

2 et tout
x1 réel, G.ℓ0 ∩ ({x1}×R

4) est dense dans {x1} ×T
2 et que l'orbite estun 
ylindre alors ϕ(G.ℓ0) =

⋃

x1∈R

Kx1
.Si ℓ0 et ℓ′0 sont deux points du tore, les adhéren
es de l'image par ϕde leurs orbites 
oïn
ident et on ne peut pas séparer 
es orbites par lesenveloppes 
onvexes fermées de leur image par ϕ.Le groupe de Mautner n'admet pas alors de surgroupe quadratique.6. Le groupe de Lie G = SL(2, R)Le premier exemple de groupe non résoluble et non 
ompa
t est legroupe SL(2, R) ou son revêtement universel S̃L(2, R). L'algèbre deLie sl(2, R) a pour base :

X1 =
1

2

(
1 0
0 −1

)
, X2 =

1

2

(
0 1
1 0

)
, X3 =

1

2

(
0 1
−1 0

)ave
 les relations de 
ommutations :
[X1, X2] = X3, [X2, X3] = −X1, [X1, X3] = X2.6.1. Représentations asso
iées aux orbites.On ne s'intéresse i
i qu'aux représentations génériques appelées depuis[Barg℄, série prin
ipale et série dis
rète.6.1.1. Série prin
ipale. On note πµ,ε, µ > 0, ε = 0, 1, la représentationde la série prin
ipale dont l'orbite asso
iée est

Oµ = {ℓ = (x, y, z), x2 + y2 − z2 = µ2}L'orbite Oµ est l'hyperboloïde à une nappe. Cette représentation estréalisée dans l'espa
e L2([0, 4π[) dont la base orthogonale est
ϕn(θ) = einθ/2, n pair (si ε = 0), n impair (si ε = 1).
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SURGROUPES QUADRATIQUES 17L'a
tion de sl(2, R) est :
dπµ,ε(X3)ϕn =

in

2
ϕn

dπµ,ε(X2)ϕn =
1

4i
((1 + iµ + n)ϕn+2 − (1 + iµ − n)ϕn−2)

dπµ,ε(X1)ϕn =
1

4
((1 + iµ + n)ϕn+2 + (1 + iµ − n)ϕn−2)L'ensemble moment est, pour tout µ et tout ε :
Iπµ,ε

= g∗ = Conv(Oµ).6.1.2. Série dis
rète holomorphe. On note πm, m ∈ 1

2
N, m >

1

2
, lareprésentation de la série dis
rète dont l'orbite asso
iée est

Om = {ℓ = (x, y, z), x2 + y2 − z2 = −m2 et z < 0}.Pour tout m > 0, Om est une nappe de l'hyperboloïde à deux nappes et
Om est asso
iée à une représentation seulement si elle est entière, 
'està dire si 2m est entier et m >

1

2
. Cette représentation est réalisée dansl'espa
e L2

hol(D, µm) des fon
tions holomorphes sur le disque unité
D =

{
w = u + iv, |w|2 < 1

}de 
arré intégrable pour la mesure µm du disque unitaire D donnée par
µm =

4

4m
(1 − |w|2)2m−2dudv et dont la base orthogonale est

ϕn(w) = wn, n ∈ N, w ∈ D et ‖ϕn‖2 =
π

4m−1

(2m − 2)!n!

(2m + n − 1)!
.L'a
tion de sl(2, R) est la suivante :

dπm(X3)w
n = −i(n + m)wn

dπm(X2)w
n =

(−1)m

2
i((n + 2m)wn+1 + nwn−1)

dπm(X1)w
n =

(−1)m

2
((n + 2m)wn+1 − nwn−1)L'ensemble moment permet de retrouver m, 
'est :

Iπm
= {ℓ = (x, y, z), x2 + y2 − z2 ≤ −m2 et z < 0} = Conv(Om).(I
i, nous avons 
hoisi d'asso
ier à l'orbite Om une représentation in-duite holomorphe "non tordue". L'égalité 
i-dessus est la raison de 
e
hoix).
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18 D. ARNAL, M. SELMI ET A. ZERGANE6.1.3. Série dis
rète antiholomorphe. Il su�t de rempla
er dans la sériedis
rète holomorphe m par −m et w par w̄. L'ensemble moment de
π−m est :
Iπ−m

= Conv(O−m) = {ℓ = (x, y, z), x2 + y2 − z2 ≤ −m2 et z > 0}.En plus de 
es représentations, il y a la représentation triviale, lesreprésentations limites de la série dis
rète, limite de la série prin
ipaleet 
elles de la série 
omplémentaire. I
i nous ne 
onsidérerons pas 
esreprésentations "non génériques".6.2. Dé�nition de G+ et séparation des orbites.Soient
g+ = sl(2, R) ⊕ R et G+ = SL(2, R) × RLe sous groupe R est 
entral dans G+ don
 toute représentation unitaireirrédu
tible π+ de G+ est s
alaire sur 
e sous groupe et par 
onséquentsa restri
tion à SL(2, R) : π+

|SL(2,R) est irrédu
tible.Ré
iproquement, toute représentation irrédu
tible π de SL(2, R) seprolonge en des représentations π+
α = π × eiα de G+. On a alors

Iπ+
α

= Iπ × {α}.On se donne aussi l'appli
ation non linéaire de degré 2 :
ϕ : g∗ → (g+)∗

(x, y, z) 7→ ((x, y, z), x2 + y2 − z2) = (ℓ, µ2(ℓ))Soit p : (g+)∗ → g∗ la proje
tion 
anonique, transposé de l'inje
tion
anonique de de g dans g+, alors p ◦ ϕ = idg∗ et puisque la fon
tion µ2est invariante , alors :
ϕ(G.ℓ) = G+ϕ(ℓ) et Φ(πmu,ε) = πµ,ε × eiµ2

, Φ(π±m) = π±m × eim2

.On notera :
Ĝgen = {πµ,ε} ∪ {π±m}.Proposition 6.1. Soient π et π′ dans Ĝgen telles que :

IΦ(π) = IΦ(π′)alors :1) Les orbites 
oadjointes asso
iées à π et π′ 
oïn
ident.2) Ou bien π et π′ sont toutes deux dans la série prin
ipale et
π = πµ,ε, π′ = π′

µ,ε′, (ε = ε′ ou ε 6= ε′).3) Ou bien π et π′ sont toutes les deux dans la série dis
rète et
π ∼= π′.Remarque:Comme dans le 
as résoluble non exponentiel, on sait asso
ier à unereprésentation une orbite mais à 
ertaines orbites on asso
ie deux représen-tations. On a maintenant séparé les orbites mais pas les représenta-tions. On les sépare dans la se
tion suivante, en appliquant une méth-ode similaire à 
elle des se
tions pré
édentes.
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SURGROUPES QUADRATIQUES 196.3. Dé�nition de G++ et séparation des représentations.Soit
G++ = SL(2, R) × R × Z/2Z.Son algèbre de Lie est :

g++ = g+ = sl(2, R) × R.Soit
ϕ+ : g∗ −→ (g+)∗

ℓ 7−→ (ℓ, µ2).On 
onstruit les ensembles :
M =



(ℓ, ε), ℓ ∈ g∗, ε =





0 si µ2 < 0
ε si µ2 ≥ 0, ℓ 6= 0
0 si ℓ = 0





M++ =
{
(ℓ, t, ε), ℓ ∈ (g+)∗, ε = ±1

}On prolonge l'appli
ation ϕ+ en ϕ++ : M → M++ en posant
ϕ++(ℓ, ε) = (ℓ, µ2(ℓ), ε).On a :

ϕ++(g.(ℓ, ε)) = g.ϕ++(ℓ, ε).On note en�n :
Φ++(πµ,ε) = π++

µ,ε , où π++
µ,ε (g, t, s) = χε(s)e

itl2πµ,ε, χε(s) = sε.et
Φ++(πm) = π++

m , où π++
m (g, t, s) = eitm2

πm(g).Proposition 6.2. 1) On a :
IΦ++(πµ,ε) = IΦ+(πµ,ε) = ϕ+(Oµ) et IΦ++(πm) = ϕ+(Om).

2) ϕ++(Iπµ,ε
× {ε}) = IΦ+(πµ,ε) × {ε} et ϕ++(Iπm

) = IΦ+(πm) × {0}.
3) Si ϕ++(Iπµ,ε

× {ε}) = ϕ++(Iπµ′,ε′
× {ε′}) alors πµ,ε = πµ′,ε′.

4) Si π et π′ sont dans Ĝgen alors
IΦ++(π) = IΦ++(π′) si et seulement si π ∼= π′.On a ainsi prouvé que SL(2, R) admet un surgroupe quadratique

G++ (non 
onnexe).Cependant, dans 
ette 
onstru
tion, l'algèbre g++ de G++ 
oïn
ide ave

g+. L'existen
e du surgroupe quadratique G++ et de l'appli
ation Φ++utilise l'identi�
ation de ε qui ne provient pas d'une appli
ation mo-ment habituelle. Cette 
onstru
tion di�ère don
 de 
elle de la se
tionpré
édente pour les groupes résolubles de petite dimension. Elle nes'applique pas non plus au revêtement universel S̃L(2, R) de SL(2, R).Pour 
es raisons, on 
onsidère maintenant un autre surgroupe quadra-tique (
onnexe) pour SL(2, R). On pose :

G++ = SL(2, R) × R
2
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20 D. ARNAL, M. SELMI ET A. ZERGANEet
ϕ++(ℓ, ε) = (ℓ, µ2(ℓ), ε).Don


Φ++(πµ,ε) = πµ,ε × eiµ2 × eiε, Φ++(πm) = πm × eim2

.Par suite
IΦ++(πµ,ε) = ϕ++(Iπµ,ε

× {ε}) = Iπµ,ε
× {(µ2, ε)}et IΦ++(πm) = Iπm

× {(m2, 0)}Ainsi, G++ dé�nit un surgroupe quadratique de SL(2, R).Proposition 6.3. On a :
IΦ++(πµ,ε) = IΦ++(πµ′,ε′ )

si et seulement si πµ,ε = πµ′,ε′6.4. Le revêtement universel de SL(2, R).Notons S̃L(2, R) le revêtement universel de SL(2, R). Les représen-tations π̃µ,ε, (ε ∈ [0, 2[) de la série prin
ipale de S̃L(2, R) se réalisentdans L2([0, 4π[), mais au lieu de 
onsidérer une base (ϕn) telle que :
ϕn(2π) = ±ϕn(0) = eiπεϕn(0), ε = 0, 1,on 
onsidèrera une base (ϕn) de fon
tions telles que :

ϕn(2π) = eiπεϕn(0), ε ∈ [0, 2[.Par exemple :
ϕn(θ) = eiθ(n+ ε

2
), n ∈ N.L'a
tion de sl(2, R) s'é
rira alors :

dπ̃µ,ε(X3)ϕn = i(n +
ε

2
)ϕn

dπ̃µ,ε(X2)ϕn =
1

4i

(
(1 + iµ + n +

ε

2
)ϕn+2 − (1 + iµ − n − ε

2
)ϕn−2

)

dπ̃µ,ε(X1)ϕn =
1

4

(
(1 + iµ + n +

ε

2
)ϕn+2 + (1 + iµ − n − ε

2
)ϕn−2

)
.Son ensemble moment est toujours :

Iπ̃µ,ε
= Conv(Oµ) = g∗.Pour la série dis
rète holomorphe π̃m et antiholomorphe π̃−m, ellesse réalisent dans l'espa
e L2(D, µm) des fon
tions holomorphes sur ledisque unité D, pour la mesure µm =

4

4m
(1−|w|2)2m−2, mais pour tousles m >

1

2
.Les formules sont les mêmes que pour la série dis
rète de SL(2, R),l'ensemble moment est l'enveloppe 
onvexe :

Iπ̃±m
= Conv(O±m) =

{
ℓ = (x, y, z), x2 + y2 − z2 ≤ −m2, ±z < 0

}
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SURGROUPES QUADRATIQUES 21(Il n'y a plus de 
ondition d'intégralité sur l'orbite Om).Posons don
 :
G̃++ = S̃L(2, R) × R

2et dé�nissons :
ϕ̃++ = ϕ++, Φ̃++(π̃µ,ε) = π̃µ,ε × eiµ2 × eiε, (ε ∈ [0, 2[)et

Φ̃++(π̃m) = π̃m × eim2

, (m /∈ [−1

2
,
1

2
]).Alors :Proposition 6.4. G̃++ dé�nit un surgroupe quadratique, simplement
onnexe du revêtement universel S̃L(2, R) de SL(2, R).Remarque: Les orbites 
oadjointes du groupe SU(2) sont des sphères,leur enveloppe 
onvexe les boules 
orrespondantes. On en déduit im-médiatement que l'ensemble moment d'une représentation unitaire irré-du
tible de SU(2) 
ara
térise 
ette représentation (
.f [Kir, Wil, A-L℄).Puisqu'une algèbre de Lie g de dimension inférieure ou égale à 4 est soitrésoluble, soit le produit semi dire
t d'une algèbre de Lie semi simplepar un idéal résoluble mais, dans 
e dernier 
as, les seules possibilitéssont :

sl(2, R), su(2), sl(2, R) × R ou su(2) × R.On a �nalement prouvé :Corollaire 6.1. Si G est un groupe de Lie 
onnexe et simplement 
on-nexe de dimension inférieure ou égale à 4, alors G admet un surgroupequadratique. 7. Le groupe G = SO(4) ⋉ R
4Dans 
ette se
tion, on étudie le 
as d'un groupe produit semi dire
td'un 
ompa
t par un sous groupe normal abélien, tel que les invariantsrepèrant les orbites génériques ne sont pas quadratiques mais pourlequel nos méthodes donnent un surgroupe quadratique.Soit

G = SO(4) ⋉ R
4,l'a
tion de SO(4) sur R

4 étant donnée par l'a
tion usuelle. Son algèbrede Lie g est de dimension 10 et est dé�nie par :
g = Ve
t(Ti, 1 ≤ i ≤ 4, Rij , 1 ≤ i < j ≤ 4

)
,où (Ti) est la base 
anonique de R

4, et Rij la matri
e Eij−Eji de so(4).Les éléments de g véri�ent :
[Rij , Rkl] = δjkRil + δilRjk − δjlRik − δikRjl
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22 D. ARNAL, M. SELMI ET A. ZERGANEet
[Rij , Tk] = δjkTi−δikTj, [Ti, Tj ] = 0, ave
 la 
onvention Rji = −Rij .L'idéal abélien de g est a = Ve
t(Ti). Pour tout ℓ ∈ g∗, on note
ℓ = (t, r) = (ti, rjk). L'a
tion 
oadjointe est donnée par les 
hamps deve
teurs :
R−

ij =
1

2

∑

k 6=l

(δjkril+δilrjk−δjlrik−δikrjl)
∂

∂rkl
+ti

∂

∂tj
−tj

∂

∂ti
, rji = −rijet

T−
i =

∑

k<l

(δiktl − δiltk)
∂

∂rkl
.On note | | la norme eu
lidienne de R

4 et u.v le produit s
alaire desve
teurs u et v. Si ℓ = (t, r) est tel que |t|2 =
∑

t2i 6= 0, on peut parl'a
tion de SO(4), trouver dans l'orbite de ℓ un ve
teur de la forme
((0, 0, 0, |t|), r′).L'a
tion du sous groupe exp(V ect(T1, T2, T3)) permet de se ramenerà un point ((0, 0, 0, |t|), (r′′12, r′′13, r′′23, 0, 0, 0)) de l'orbite de ℓ. En�n,l'a
tion du sous groupe SO(3) de SO(4) qui laisse stable (0, 0, 0, |t|)permet de se ramener à :
ℓ0 = (t0, r0) = ((0, 0, 0, |t|), (R, 0, 0, 0, 0, 0)), R2 = r′′12

2
+ r′′13

2
+ r′′23

2
.Les orbites génériques sont don
 
elles des points ℓ0 tels que |t| > 0,

R > 0. Elles sont repérées par les nombres a = |t| et b = aR, et sontde dimension 8 (
.f [Raw℄). L'algèbre de Lie du stabilisateur de ℓ0 est :
g(ℓ0) = Ve
t(R12, T4).La fon
tion (polynomiale quadratique) (t, r) 7→ |t|2 est 
lairement in-variante et donne la valeur de a. Posons alors :

(r ∧ t)i =
1

2

∑

j,k,l

εijklrjktl,(εijkl est nul sauf si {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4} et 
'est la signature de lapermutation (i, j, k, l)). On dé�nit ainsi un ve
teur de R
4, orthogonalà t et tel que, par exemple :

R−
12(r ∧ t)1 = −(r ∧ t)2, T−

1 (r ∧ t)1 = 0

R−
12(r ∧ t)2 = (r ∧ t)1, T−

1 (r ∧ t)2 = 0

R−
12(r ∧ t)3 = 0, T−

1 (r ∧ t)3 = 0

R−
12(r ∧ t)4 = 0, T−

1 (r ∧ t)4 = 0.La fon
tion (polynomiale de degré 4) (t, r) 7→ |r∧t|2 est don
 invarianteet sa valeur sur l'orbite de (t0, r0) est a2R2 = b2. On a prouvé que
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SURGROUPES QUADRATIQUES 23l'orbite de ℓ0 est (si a > 0 et b > 0)
Oa,b = Gℓ0 = {(t, r), tels que |t|2 = a2, |r ∧ t|2 = b2}.Elle est asso
iée à une représentation si elle est entière, 
'est-à-diresi b

a
est un entier naturel.En ℓ0, une polarisation (
omplexe) positive est donnée par :

p = aC + V ectC(R12, R13 − iR23).On asso
ie don
 à G.ℓ0 l'induite holomorphe du 
ara
tère eiℓ0|p :
πa,b = IndG

exp pe
iℓ0|p .Il est plus simple d'e�e
tuer une indu
tion par étage et de réaliser πa,b
omme l'induite unitaire de la représentation ρb/a × eiℓ0|p du groupe

SO(3) ⋉ a, où ρb/a est la représentation unitaire de dimension 2
b

a
+ 1de SO(3).De plus on a (
.f [A-L℄) :

Iπa,b
= Conv(G.ℓ0) ⊂ {(t, r), tels que |t| ≤ a},
ar la fon
tion (t, r) 7→ |t|2 est 
onvexe.Ré
iproquement, soient R1 et R2 deux nombres positifs. Pour tout

s de ]0, 1[, les points
ℓ = ((0, 0, 0, a), (0, R1, 0, 0, 0, 0)) et ℓ′ = ((0, 0, a, 0), (R1,

R2 − R1

1 − s
, 0, 0, 0, 0))sont sur la même orbite, Oa,R1a, 
ara
térisée par a et R1. Le point

ℓ(s) = sℓ+(1−s)ℓ′ = ((0, 0, (1−s)a, sa), ((1−s)R1, R2−(1−s)R1, 0, 0, 0, 0))appartient à l'enveloppe 
onvexe de Oa,R1a. En faisant tendre s vers 1,on en déduit que le point
ℓ(1) = ((0, 0, 0, a), (0, R2, 0, 0, 0, 0))qui est dans l'orbite Oa,R2a 
ara
térisée par a et R2.En parti
ulier, Iπa,b


ontient l'adhéren
e de l'union de toutes les or-bites Oa,b′ , qui est {(t, r), tels que |t| = a}. Par 
onvexité, pour tout b,
Iπa,b

= Conv(Oa,b) = {(t, r), tels que |t| ≤ a}.Les représentations génériques du groupe G ne sont pas séparées parleur ensemble moment.Posons maintenant
g+ = g × R

4 = g ⋉ b et G+ = G × R
4.
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24 D. ARNAL, M. SELMI ET A. ZERGANEl'a
tion de G sur l'idéal abélien R
4 étant simplement l'a
tion usuellede SO(4) sur R

4. Notons (Wi) la base de 
et idéal et (t, r, w) un pointde g+∗. On a maintenant, par exemple :
R−

12 = r13
∂

∂r23
− r23

∂

∂r13
+ r14

∂

∂r24
− r24

∂

∂r14
+

+ t1
∂

∂t2
− t2

∂

∂t1
+ w1

∂

∂w2

− w2
∂

∂w1

,

T−
1 = t2

∂

∂r12

+ t3
∂

∂r13

+ t4
∂

∂r14

W−
1 = w2

∂

∂r12
+ w3

∂

∂r13
+ w4

∂

∂r14
.On en déduit immédiatement que les fon
tions polynomiales suivantessont invariantes sous l'a
tion de G+ :

(t, r, w) 7→ |t|2, |w|2, t.w, (r ∧ t).w.Maintenant, par a
tion de SO(4), une orbite 
oadjointe générique de
G+ 
ontient un point de la forme (t0, r, w0) ave
 t0 = (0, 0, 0, a) (a > 0)et w0 = (0, 0, w3,

c

a
) (w3 > 0). On a don
, sur 
ette orbite, |t| = a,

w.t = c et |w| =

√
w2

3 +
c2

a2
= b, ou w3 =

√
a2b2 − c2

a
> 0. En agissantave
 l'idéal a + b, on peut en�n se ramener à r0 = (R, 0, 0, 0, 0, 0) (Rquel
onque), on pose don
 d = (r ∧ t).w = Raw3, ou R =

d√
a2b2 − c2

.Les orbites 
oadjointes génériques de G+ sont don
 les orbites
O

+
a,b,c,d = {(t, r, w), tel que |t| = a, |w| = b, t.w = c, (r ∧ t).w = d},pour a > 0, b > 0, ab > c. Elles sont de dimension 10, le stabilisateurde (t0, r0, w0) ayant pour algèbre de Lie :
g+((t0, r0, w0)) = V ect(R12, T4,

√
a2b2 − c2

a
T3 + aW4,

c

a
T3 − aW3).Dé�nissons maintenant la fon
tion ϕ : g∗ −→ g+∗, polynomialede degré 2, par ϕ(t, r) = (t, r, r ∧ t). Si Oa,b est une orbite 
oadjointegénérique de G, on a Oa,b = G.(t0, r0) et G+.ϕ((t0, r0)) = O

+
a,b,0,b2 . Onn'a don
 pas G+.ϕ(ℓ0) = ϕ(G.ℓ0). Cependant :

O
+
a,b,0,b2 ∩ ϕ(g∗) = G+.ϕ((t0, r0)) ∩ ϕ(g∗)

= {(t, r, w), |t| = a, |w| = b, w = (r ∧ t)}
= ϕ(Oa,b).L'orbite O

+
a,b,0,b2 est entière si et seulement si b

a
est un entier naturel,à 
ette orbite on asso
ie la représentation :

π+
a,b,0,b2 = IndG+

SO(2)⋉a⋉b ei b
a × eit0|a × ei(r0∧t0)|b .
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SURGROUPES QUADRATIQUES 25induite du 
ara
tère exp(i
b

a
×it0|a×i(r0∧t0)|b) du groupe SO(2)⋉a⋉basso
ié à la polarisation so(2) ⋉ a ⋉ b en (t0, r0, w0).On note Φ(πa,b) 
ette représentation, son ensemble moment est :

IΦ(πa,b) = Conv(O+
a,b,0,b2).Par 
onvexité des fon
tions t 7→ |t|2 et w 7→ |w|2, on a immédiatement :

IΦ(πa,b) ⊂ {(t, r, w), |t| ≤ a, |w| ≤ b}.Comme l'égalité est atteinte sur ϕ(Oa,b), on a:
a = sup{|t|, (t, r, w) ∈ IΦ(πa,b)}, b = sup{|w|, (t, r, w) ∈ IΦ(πa,b)}.Les ensembles moments IΦ(πa,b) 
ara
térisent don
 les représentations

πa,b.Proposition 7.1.Le groupe G = SO(4) ⋉ R
4 admet un surgroupe quadratique.Referen
es[A-L℄ D. Arnal, J. Ludwig : La 
onvexité de l'appli
ation moment d'ungroupe de Lie, Journal of fon
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iété Mathématiques de Fran
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ulté des s
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ation of nilpotent Lie algebras of dimen-sion 7 (Over algebrai
ally 
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a/etd/mpgong1998.pdf.[Kir℄ F. Kirwan, Convexity proprety of the moment mapping III, In-vent.Math. 77, p 547-552 (1984).
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