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SEPARATION DES REPRESENTATIONS PAR DES
SURGROUPES QUADRATIQUES

DIDIER ARNAL®", MOHAMED SELMI®® ET AMEL ZERGANEM®?)®)

Résumé

A une représentation unitaire irréductible = d’un groupe de Lie GG, on sait associer

un ensemble moment I, partie du dual g* de l’algébre de Lie G. Malheureusement,
cet ensemble ne caractérise pas la représentation .
Cependant, il est parfois possible de construire un surgroupe G de G, d’associer
4 7, une représentation 7+ de GV tels que I.+ caractérise m, au moins pour les
représentations m génériques. Si cette construction n’utilise que les fonctions poly-
nomiales de degré inférieur ou égal & 2, on dit que G est un surgroupe quadratique.
Dans cet article, on établit l'existence de tels surgroupes quadratiques pour de
classes variées de groupe G.

Abstract

Let m be an unitary irreducible representation of a Lie group G. w defines a
moment set I, subset of the dual g* of the Lie algebra of G. Unfortunately, I
does not characterize .

However, we sometimes can find an overgroup G for G, and associate, to 7, a
representation 71 of GT in such a manner that I.+ characterizes 7, at least for
generic representations 7. If this construction is based on polynomial functions
with degree at most 2, we say that G is a quadratic overgroup for G.

In this paper, we prove the existence of such a quadratic overgroup for many dif-
ferent classes of G.

1. INTRODUCTION

Soit G un groupe de Lie, g* le dual de son algébre de Lie, (7, H) une
représentation unitaire irréductible de G et H> ’ensemble des vecteurs
C* de 7. L’ensemble moment de 7 est par définition :

I, = {f €gf, Jve He\{0}, {(X)= }M}

U (0
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En général, I, est 'enveloppe convexe fermée d’une orbite coadjointe
O, associée a m (c.f [A-L]) :

I, = Conv(0O,).

Malheureusement, il existe de nombreux exemples d’orbites coadjointes
distinctes O et O’ telle que Conv(O) = Conv(9’). L’ensemble moment
I ne caractérise donc en général pas la représentation 7, méme si on
se restreint aux représentations génériques de G.

Dans [A-S|, on suppose G exponentiel et on propose de considérer
un surgroupe G de G, d’algébre de Lie g*, une application ¢ de
g* dans (g")*, non linéaire, telle que si p est 'opérateur restriction
p:(gt)" — g, poy = idg. De plus, on introduit une application
DG — Gt telle que, pour les orbites correspondantes Op(r) = ¢(O5),
et que Io(r = Io(m) si et seulement si 7~ 7.

Malheureusement, I’application ¢ n’est pas réguliére et dépend de beau-
coup de choix. Par contre des exemples sont donnés pour lesquels
une application ¢ quadratique suffit pour séparer les représentations
génériques de G.

L’objet de ce travail est de généraliser ce procédé a des classes de
groupes pas nécessairement résolubles mais en imposant a ¢ d’étre
polynomiale de degré inférieure ou égale & 2. On dira alors que le sur-
groupe G est quadratique.

On cherche ici des critéres qui garantissent 1’existence d’un surgroupe
quadratique et d’une application ® qui permettent de séparer les repré-
sentations unitaires irréductibles génériques de G.

Plus présisément, on établit d’abord un lemme de stricte convexité, une
application quadratique permet essentiellement de passer de I’enveloppe
convexe d’une partie A de R" a la partie elle méme.

Si G est exponentiel spécial, on applique ce lemme & ’ensemble mo-
ment d’une représentation induite 7 de G et & un surgroupe construit a
partir d’un idéal abélien a bien placé de G. On montre alors qu'un sur-
groupe quadratique et une application ® séparant les représentations
génériques de G existent.

Supposons maintenant G nilpotent connexe et simplement connexe. Si
G est spécial ou si les fonctions polynomiales invariantes sur g* qui
séparent les orbites génériques sont de degré inférieur ou égal a 2, puis
si G est nilpotent simplement connexe et de dimension inférieure ou
égale & 6, on montre que G admet un surgroupe quadratique.

On étude ensuite les cas des groupes résolubles de dimension inférieure
ou égale a 4, puis le cas de SL(2,R) et de son revétement universel
et I'exemple d’un produit semi direct G = SO(4) x R* avec des inva-
riants de degré élevé. Dans chaque cas, on construit explicitement un
surgroupe quadratique.
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2. UNE PROPRIETE DE STRICTE CONVEXITE
Le but de ce paragraphe est la preuve de :

Lemme 2.1. Soit ¢ la fonction définie par :

N n _ 2 2 2
0 :R" = R p(x1,29, ..., Tp) = (T1, Loy ooy Ty, TY, Ty ovvy T

eey n

et p la projection canonique p : R* — R"™,
p($1>$2> wy Ty Y1, Y2, 7yn) = (xlaléa 7$n)

Soit A C R", alors si Conv(B) désigne [’enveloppe conveze fermée de
la partie B de R*",

p(Conv(p(A)) Np(R")) = A.
Preuve
Notons ¢(X) = (X, X?). Soit p(X) € Conv(p(A)) N p(R™).

Pour tout € > 0, il existe ¢, X*,..., X7 € A et t1,....,tg > 0 tels que
q

thzlet

j=1
q . .
10, X2) =Y 65(X7, (X9))|5, < &%
j=1

oil ||||2 est la norme euclidienne usuelle sur R*",

On a alors :
n q ' n q '
Y olre =t Y e =Y (@) < (%)
k=1 j=1 k=1 j=1

Pour chaque k£ = 1,2, ...,n, on considére les vecteurs suivants de R? :
Vit Vit

: et wy = :
Vil Vi

La borne inférieure de [l + swyll2, (s € R) est atteinte au point

Vr =

q
sk = —(vg, wy) = — Zt]wi, elle vaut
=1

q q
ay, = inf [lv, + swy|§ = St = Ot (xx)
j=1 j=1

S1
On pose Y = : € R". La relation (x) s’écrit :

Sn

q
X+ Y12+ 17 = Y405 < &2

=1
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Donc

n q

Z|$i_(ztﬂ’i)2‘ = Z‘ 7)) — (sx) |—Z‘xk_3k||xk+3k|
k=1 j=1 k=1

Z (2|zx| 4+ €) < €%+ 2v/n|| X ||ne.

k=1

IN

Par suite
0 < ZawZ(Zw(x@?—(Ztﬂf;)?)
< (24 2vn|| X]ne) +ZZ 222 <+ ne(2| X |l 4+ 1).

k=1 j=1
Mais
q .
ar = [Joe + sewlll =D ti(ad + s0)%,

on a donc :

q n ) q '
0< th Z(x; + s5)2 = thHXﬂ +Y|? <4 vVne2]| X, +1).

j=1 k=1 Jj=1

Choisissons jj tel que || X7 + Y|, = min || X7 + Y]|,,, on a :
j

q
IX7° + Y[ <Y 41X+ Y7 < e(e + Va2l Xl +1) =
j=1
Donc
X — X7, <2 et X e A
D’ott X appartient & A. Ce qui prouve le lemme, puisque la réciproque

est évidente (chaque X de A est la limite d’une suite (X*) de points
de A, X" = p(X*, (X*)?), et (X*, (X*)?) € conv(p(A))).

3. LES GROUPES EXPONENTIELS SPECIAUX

Définition 3.1 (Algébre spéciale). Une algébre de Lie résoluble g est
dite spéciale si elle admet un idéal abélien a dont la codimension est la
moitié de la dimension des orbites coadjointes génériques.

Un groupe de Lie connere G est dit spécial si son algébre de Lie est
spéciale.

Soit G un groupe de Lie spécial, alors I'idéal a est unique et fournit
une polarisation pour tous les points ¢ de g tels que :

1
5 dim G.¢ = codim a.
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En effet, soit go = {0} C g1 C -+ C g, = g une bonne suite de sous al-
gébres passant par a et b, = Z g; (ﬁ‘gj) la polarisation de M.Vergne en
¢ correspondante. Par construction, gx(¢x) = a C b, et dim a = dim b,
donc a = by.

Soit alors g, = {¢, dim G.£ = codim a}, c’est un ouvert de Zariski,
G-invariant, non vide de g*.

Supposons maintenant que G est exponentiel et spécial. Dans ce cas
G posséde un surgroupe quadratique (c.f [A-S]).

Théoréme 3.1. Soit G un groupe de Lie exponentiel et spécial, a ['idéal

abélien de g de codimension 5 rlpax(dim G.0), m espace vectoriel S*(a)
€g*

vu comme un groupe additif. Notons CF;I [’ensemble des représenta-
tions irréductibles de G associées auz orbites de g,
On définit :

Gt=Gxm

avec Uaction : Ady(XY) = Ad, X Ad,Y, (X,Y € a),
pig"—(g7) =g xm’
par () = (€,(0,)%), si (4,)*(XY) = (X)U(Y),
®: Gy — GF

en prenant pour ®(m) l'unique prolongement irréductible de # a G™.
Alors, G est un surgroupe quadratique de G.

On rappelle ici rapidement la preuve de |A-S| pour étre complet :

Preuve R

D’abord le dual unitaire G d’un groupe exponentiel est homéoggrphe
avec l'ensemble g*/G de ses orbites coadjointes. L’ensemble G, est
donc dense dans G pour sa topologie naturelle. De plus on sait (c.f
[A-L|) que ’ensemble moment de la représentation 7 associée a I'orbite
O, est

I, = Gomv(0,).

On montre alors que (c.f [A-S]), pour tout ¢ de g,
GT(p(0) = p(G.0).

Si p est la restriction canonique p : (g7)* — g*, on déduit de pop = idy:,
que p est un diffécomorphisme de l'orbite coadjointe de ¢(¢) sur celle de
¢, pour tout £ de g,,,,.
Soit 7 € Gfg;, il existe donc £ € g, tel que si f = /() , 7= Indg(p(a)eif.
Posons

®(7) = Ind& ) el ),

exp(a) X
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(ici on a noté (f, f?) la restriction de p(£) 4 a @ m).

®(7) se réalise sur le méme espace de Hilbert que 7 et ®(7) est une
extension de . On en déduit que ®(m) est irréductible, de plus & ()
est une représentation induite, son ensemble moment est d’aprés [A-L] :

oy = Conv(G*.((f. ) + (a @ m)L)).
Mais a @ m est un idéal de g*, et puisque G est connexe :

g ((aem)t)=(adm)t, Vgt eGT.
(Remarquons que G peut ne pas étre exponentiel) alors :

Tomy = Conv (G*.((f.£) + (a @ m)")

Maintenant, dans g*, (4+a® C G.¢ donc, dans (g7)*, (a@m)™ est inclus
dans GT.(¢, f*). On a donc :

oy = Conv(G (1, 1)) = Conv(G*p(6)) = Conv ((G.0)).

Si 7 et 7’ sont deux représentations de G,

en telles que

Iy = Io()
alors, si 7’ est associée a l'orbite G.¢' :

Loy Np(g") = Loy Nw(g")

¢’est-a-dire

(Conv(p(G.0))) Np(g”) = (Conv(p(G.-L))) N o(g")

et le lemme de stricte convexité donne G.0 = G./'.
Comme G est exponentiel, ses orbites sont ouvertes dans leurs ad-
hérences donc G4 = G./' et m = 7'.

4. LES GROUPES NILPOTENTS DE PETITE DIMENSION

4.1. Algébres spéciales.

Dans cette partie, G est nilpotent, connexe et simplement connexe.
Si son algéebre de Lie g est spéciale, on vient de voir que G admet un
surgroupe quadratique : c’est par exemple le cas de 'exemple de Wild-
berger de dimension 6 (on notera ici son algébre de Lie gg13), (c.f [Wil]
ol des orbites coadjointes distinctes peuvent avoir la méme enveloppe
convexe).

Une algebre de Lie est dite indécomposable si elle n’est pas la somme di-
recte de deux idéaux. Les algébres nilpotentes indécomposables réelles
g telles que dimg < 6 sont connues (c.f [Mag, Gon|). Nous prenons ici
la notation de |[Mag].

La majorité de ces algébres sont spéciales. A un isomorphisme com-
plexe prés, avec les notations de [Mag], les algébres indécomposables
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spéciales de dimension inférieure ou égale a 6 sont :

Algeébre | Relations de commutations Idéal a
g1 g1 est abélienne g1
g3 X1, Xo] = X3 vect(Xo, X3)
g4 X1, Xo] = X35, [ Xy, X5] = Xy | vect(Xy, X3, X))
95,1 Xl,Xg :X5, XQ,X4 :X5 VGCt(Xg,X4,X5)
95,2 [Xl,XQ] :X4,[X1,X3] :X VeCt<X2,X3,X4,X5)
95,3 (X1, Xo] = Xy, [ X0, X = X5, | vect(X5, Xy, X5)
(X, X5] = X5
95,5 (X1, Xo] = X3, [ Xy, X3] = Xy, | vect(Xy, X3, Xy, X5)
X1, Xy = X5
95,6 X1, Xo) = X3, [ Xy, X5] = Xy, | vect(X3, Xy, X5)
X1, Xy = X5, [ X, X5] = X5
96,1 X1, Xo) = X5, [ Xy, Xy] = X, | vect (X3, X4, X5, Xe)
Xy, X3] = X
96,2 Xl,XQ :X5,[X1,X5] :X6, Vect(X2,X4,X5,X6)
X3, Xy = X
96,4 Xl,XQ —X4,[X1,X3] :Xﬁ, VeCt(Xg,X4,X5,X6)
(X2, Xu] = X5
96,5 [Xl,XQ] :X4,[X1,X4] —X5, VeCt<X3,X4,X5,X6)
(X, X5] = X6, [Xo, Xy = X
96,6 [Xl,XQ] :X4,[X2,X3] —X@, VeCt(Xl,Xg,X4,X5,X6)
(X2, Xu] = X5
96,7 [Xl,XQ] :X4,[X1,X3] —X5, VeCt<X3,X4,X5,X6)
[Xo, Xy) = X, [Xo, X3] = =X
96,8 (X1, Xo] = Xu, [ Xy, Xu| = X5, | vect (X3, X4, X5, Xe)
(X, X5] = X5, [Xo, Xy = X
96,9 (X1, Xo] = Xy, [ X1, X3] = X5, | vect (X, X4, X5, Xe)
(X5, X5] = X, [ X3, Xu] = X
g610 | (X1, Xo] = Xu, [ X1, X3] = X5, | vect(Xy, X4, X5, Xe)
X1, Xy] = X, [ X3, X5 = X
96,11 X1, Xo] = Xy, [ X1, Xu] = X5, | vect(Xs, Xy, X5, Xo)
X1, X5 = X, [ X, X3 = X;
96,12 Xl,XQ :X4, Xl,X4 :X5, VeCt(Xg,X4,X5,X6)
(X1, X5] = X, [Xo, X3] = X,
X, Xy = X
96,13 Xl,XQ :X4, [X17X4] :X5, Vect(X2,X4,X5,X6)
(X1, X5] = X, [Xo, X3] = X5,
X3, Xy| = —Xg
96,14 Xl,XQ :Xg, [Xl,Xg] :X4, VeCt(Xg,X4,X5,X6)
(X1, Xy] = X5, [ X, X5] = X
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Algebre | Relations de commutations | Idéal a
G615 | (X1, Xo] = X5, [ X1, X3] = Xy, | vect(X3, Xy, X5, Xs)

(X1, X5] = X6, [Xo, X3] = X5,
[Xo, X4] = X6

G616 | (X1, Xo] = X3, [ Xy, X3| = Xy, | vect(Xo, X3, X4, X5, Xi)
X1, Xy] = X5, [Xy, X5] = X

g7 | [X1, Xo] = X3, [ X1, X3] = Xy, | vect (X3, Xy, X5, Xo)
(X1, Xy] = X5, [ X1, X5] = X,
Xy, X3 = X¢

g0 | [X1, Xo] = X3, [ X1, X3] = Xy, | vect (X3, Xy, X5, Xo)

[Xla X4] = X5> [Xla XS] = X6>
[Xo, Xs] = X5, [ X, Xy] = X
Il existe de plus quatre algeébres nilpotentes réelles de dimension in-

férieure ou égale a 6 qui sont isomorphes sur C a une de ces algébres,
mais pas sur R. Ces quatre algébres sont toutes spéciales :

Algébre | Relations de commutations Idéal a

g6,5a [X1,X2] Xg, [Xl,Xg] X5, VeCt(Xg,X4,X5,X6)
[Xl,X4] Xe, [Xo, X3] = — X,
(X, X4] = X5

g6,6a [X1,X3] X5, [XQ,X4] = X5, VeCt(Xg,X4,X5,X6)
(X1, Xy] = X6, [Xo, X] = — X

g6,9a [X1,X2] X4, [Xl,Xg] = X5, VeCt(Xl,X4,X5,X6)
(X, Xu] = X6, [ X5, X5] = X

O615a | [ X1, Xa] = X3, [X1, X3] = X4, | vect(X3, X4, X5, X)
(X1, Xu] = =X, [ X2, X3] = X5
(X, X5] = — X,

4.2. Invariants quadratiques.

On sait que Ialgébre J(g) des fonctions rationnelles sur g invariantes
sous l'action de G est de la forme R(uq, pio, ..., ptr), ot les p1; sont des
fonctions polynomiales invariantes sur g (c.f [Ver]).

Lemme 4.1. Si g est telle qu’on peut choisir les p; tous de degré au
plus 2, alors G admet un surgroupe quadratique.

Preuve
On pose G = G x R et

e g — (@)
¢ = (gnul(g)nl@(g)anur(g))
Les représentations génériques de G sont en bijection avec les orbites
génériques O de g*, qui sont caractérisées par la valeur des p; sur O
(c.f [Ver]). Le groupe de Lie G est nilpotent, connexe et simplement
connexe. Si 7 est la représentation de G associée a une orbite générique
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G .0 de g*, on pose:

d(n) =7 et (11(0)sn2(6),e. 1r (€))

Par construction, g est :

Loy = LI X {pa(0), p2(€), .- ., pr(€) }

Cet ensemble caractérise donc bien G.¢ et donc 7. Par suite G est un
surgroupe quadratique pour G.

Parmis les algébres non spéciales celles dont les invariants sont engen-
drés par des polyndmes au plus quadratiques sont les suivantes :

On note ¢ = (1,3, ...., Tg) un point quelconque de g*.
Algébre | Relations de commutation Invariants
g54 [X1,X2] = X, [X1,X3] =Xy, | 75, 24,
(X2, X3] = X5 U1 = T1T5 — T4To + 5@%
96,3 [X1>X2] = Xy, [X1>X3] = X5, | ws, x5, 24,
(X5, X5] = X6 M1 = TeT1 — T5X2 + T4T3
96,18 [X1>X2] = X, [X1>X3] = Xy, | 7, )
x
(X1, X4] = X5, [Xo, X5] = X6, | 1 = 2621 + 2305 — ?4
(X5, Xu] = — X

4.3. L’Algébre 96,20

Il reste une seule algebre de Lie nilpotente indécomposable, gs 29, qui
n’est pas spéciale et dont un des invariants est cubique :
Soit g = ge20 définie par les relations :

[Xh Xz] = X3, [Xlu X3] = Xy, [Xla X4] = X5,
[Xz, X3] = X, [X2a X5] = X, [X?n X4] = —Xg.

Pour ¢ = (v1,%2,....,m6) € g0, Oon donne une paramétrisation de
Porbite G.¢ au point £y = (A1,0,0,0,0, Ag), A\¢ # 0 par :

A A A
GAy = {()\1 — P1g92 — gqi’ + ?GQ%ap%pl + EGQ; —A6415 A6 G, )\6)}
avec (p1,p2,q1,q2) € R Le polynome invariant associé a \; est donc
cubique :
2 Lg 1,
U1 = 21T + T3T5X6 — §$5 — 5:174:):6.

Un calcul direct semblable a celui de |[A-S| montre que les deux orbites
génériques O = G.(0,0,1,0,0,1) et O’ = G.(0,0,1,0,v3,1) ont méme
enveloppe convexe. Cependant :

Lemme 4.2. Le groupe G = exp (ge20) admet un surgroupe quadra-
tique.
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Preuve
Puisque I'idéal a = Vect(X4, X5, X¢) est abélien, on peut donc construi-
re le groupe nilpotent :

Gt =Gx S%a)=Gxm

comme ci-dessus. L’application ¢ : g* — (g7)* définie, comme ci-

dessus, par :
p) = (0,f%), si f=4la
est quadratique, vérifie p o ¢ = idg et o(G.l) = G (p(¢)) pour tout ¢

dans g;en = {& T 7& 0}

Posons donc ®(7) = 7t, ot 77 est la représentation de G* associée

a Vorbite p(G.0), ©t est irréductible, c’est en fait une extension de ,
réalisée dans le méme espace.
Soient maintenant {o = (A1,0,0,0,0, \¢) dans g;,. On note :

p(l) = ((1’171’27$3)7 (f, f2)) = ((Ilaxz,x?))a@(f))

et ¢: (g7)" — a* @ m* la projection obtenue par restriction.
On a :
G*(p(ty)) € Conv GF(p(f)) Mg~ (H(a")).
Montrons 'inclusion réciproque :
Soit £+ dans Conv G (p(€y)) N g (4(a*)). Pour tout € > 0, il existe
¢f dans Conv G (¢(ly)) N g (@(a*)) tel que ||¢F —¢f]| < e. I existe

des t; > 0 tels que th =1let:
J

0F = ((x1, 22, 23), (f, f?) = th(gjfo,(gjfo)Q)
= th(x1j7x2jax3jv(f7f2>)‘

Par stricte convexité de u — u?, on en déduit que si
+ _
gily = (215, 025, T35, Tuj, Tsj, Te;)

alors zg; = g et (Z tizs;)? = thxgj = 22. Donc, pour tout j,
J J

T5; = x5 et de méme w45 = 24.

On en déduit la valeur de j; sur ¢7 :
1 1
mh) = w5 tiwy) + wswe(Y | tiws;) — (gl'g + 59«221906)

_ thm(gjeo) = thm(éo) = 1 (fo)

et donc (] appartient & G p(fy). Mais cet ensemble est :

Gro(ly) = {€+ = ((w1, 22, 73), (f, fz))u () = (b)) et 6= >\6}-
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Il est fermé, d’ou I’égalité.
Par suite, on conclut que si 7 et 7’ sont génériques telles que I+ = I+,
et si T est associée & G.ly, 7 a G.L;, on a :

G.ly = p(p(G.ly)) = p(ConvGT(p(£)) N g
= p(I+ Ng ' (@(a")))
= p(lo+ N~ (p(a%))) = G4

Al
—~
o

*
N—
N—
N—

donc 7 = 7',

4.4. Les algébres de dimension < 6.

Soit maintenant une algébre nilpotente réelle g décomposable, de
dimension inférieure ou égale & 6, c’est-a-dire g est le produit direct
g=¢1 X g2 X ... X g d’algébres indécomposables, alors :

Lemme 4.3. Si g est décomposable réelle de dimension inférieure ou
égale a 6, alors G = exp g admet un surgroupe quadratique.

Preuve
On fait cette preuve pour k = 2, le cas général est similaire.
En identifiant g* a g} X g3, posons @y, = @1gen X Fgen €4

G =exp(g) = G1 X Go = exp(g1) X exp(ga).
Notons G (resp G5) un surgroupe quadratique pour G (resp Gy).
Pour tout £ = ({1, ;) de g;,,, on a:
Gl =Gl x Goly et G =Gy x Gy
En gardant les notations ci-dessus, on pose :
Gt =G xG, o= (p1,02) et &= (D).

On vérifie immédiatement que G est un surgroupe quadratique pour
G. On a finalement prouvé :

Théoréeme 4.1. Soit G un groupe de Lie nilpotent, connexe et simple-
ment connexe de dimension inférieure ou égale a 6, alors G admet un
surgroupe quadratique.

5. LES GROUPES RESOLUBLES DE PETITE DIMENSION

5.1. Les groupes exponentiels.

Les algebres de Lie résolubles réelles de dimension au plus 4 ont été
classées par J. Dozias (c.f [Doz| et |Ber|, chapitre 8). Une telle algébre g
est exponentielle si ses racines sont de la forme p(1+ia), avec p € g%, «
réel. Les algébres exponentielles, indécomposables, non nilpotentes de
dimension au plus 4 sont toutes spéciales, sauf une g,9(0). On donne
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ci-dessous leur liste et I'idéal a correspondant :

Algebre Relations de commutations Idéal a
(1)) [Xl, XQ] = X2 VeCt(Xg)
93,2(04), [Xl, XQ] = Xg, [Xl, Xg] = OéXg VeCt(Xg, Xg)
la] >1
93,3 [Xl,Xg] = X2 +X3, VeCt(Xg,Xg)
[Xl, Xg] - X3
9374(Oz), [Xl, XQ] = CMXQ — Xg, VeCt(XQ, Xg)
a>0 [Xl,Xg]:X2+OKX3
941 [Xl, Xg] = Xg, [Xl, X4] = X4, VeCt(Xg, X4)
[Xo, X3] = X4
gaa Xl,XQ —Xg, Xl,X4 :X4 VeCt(XQ,Xg,X4)
9475(Oz,/6), Xl,XQ —XQ, Xl,Xg :CEXg, VeCt(XQ,Xg,X4)
-l1<a<pg<0 [Xl,X4]—ﬂX4
ou
l<a<p<l1
ou
(0<p<Tlet
-1 <a<0)
9476(Oé), [Xl,XQ] = OéXg, [Xl,Xg] = X3+X4, VeCt(XQ,Xg,X4)
oz;éO [Xl,X4]:X4
9477 [Xl,XQ] = X2 —I—Xg, VeCt(XQ,Xg,X4)
(X1, X3] = X5+ Xy, [Xy, Xu] = X}
9478(Oz,/6), [Xl,XQ] :CMXQ,[Xl,Xg] :ﬁXg —X4, VeCt(XQ,Xg,X4)
Oé>0,ﬁ7é0 X1, Xy :X3—|—6X4
9479(Oz), XQ, X3 = X4, [Xl, XQ] = (a — ].)XQ, VeCt(Xg, X4)
Oé?'é].,O<Oé§2 X1, X5 = X5, | X1, Xy = aXy
94,10 Xo, X3| = Xy, | X1, Xo] = Xy + X, vect (X3, Xy)
X1, X3] = Xs, [ X1, Xy =2X,y
g4’11(0é), XQ, X3 = X4, Xl, X2 = OéXQ — X3, VeCt(Xg, X4)
a>0 [Xl,Xg] :X2+QX3,[X1,X4] = 2aX,

L’algebre g4 9(0) n’est pas spéciale mais ses orbites génériques (x4 # 0)
peuvent étre paramétrées comme suit :

Lol
0= (M1 + g, 0, Mg M) = (Mg + =2

y L2, L3, )\4)
Ty

Ces orbites sont caractérisées par les valeurs de fonctions invariantes :
AL =Ty, 1 = T4\ = T4T1 — Tol3

qui sont polynomiales de degré inférieure ou égale a 2. Si g est une al-
gebre exponentielle décomposable, de dimension inférieure ou égale a 4,
le méme argument que dans le cas nilpotent nous fournit un surgroupe
quadratique.

Proposition 5.1. Tout groupe de Lie G exponentiel de dimension in-
férieure ou égale a 4 admet un surgroupe quadratique.
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5.2. Les groupes résolubles non exponentiels.

Si G est résoluble simplement connexe de dimension au plus 4, non

exponentiel alors G est de type I (les orbites coadjointes sont ouvertes
dans leurs adhérence), ses représentations unitaires irréductibles 7 sont
données par la théorie d’Auslander-Kostant (c.f [A-K]). Elles sont as-
sociées a une orbite coadjointe G.¢ et d’aprés [A-L| : I, = Conv G./.
Cependant, en général, plusieurs représentations inéquivalentes sont
associées a la méme orbite. L’objet géométrique naturellement asso-
cié a la représentation est un fibré au dessus de l'orbite. Si de plus
la dimension de G est inférieure ou égale a 4, 'ensemble de ces fibrés
pour les orbites génériques peut étre représenté comme une partie M
de gg.,, x R.
Dans ce qui suit, nous construirons donc un surgroupe de Lie résoluble
G de G, une application polynomiale o™ : M — (g*1)* de degré 2
et une application ® : G — G+ telles que si p(£T) est la restriction
de (T e(ght) ag:

poptt =idy et GTTpTT(le) =TT (G.(Le)), Ve Ggen

Sim = (£,) € M caractérise la représentation 7 € G alors ®(7) est
un prolongement canonique de 7 & G™. Si 7 et 7’ dans Gfg; sont tels
que Ipr) = Iy alors m = 7'. Par extension, on dira alors que G
admet un surgroupe quadratique.

En fait, il y a 4 algébres résolubles non exponentielles, de dimension
inférieure ou égale a 4 dont 3 sont spéciales, la derniére, g41:(0) admet
un invariant quadratique.

Algébre | Relations de commutations Idéal a
934(0) | [ X1, Xo] = = X5, [ X1, X3] = Xy | vect(Xy, X3)
942 (X1, Xo] = X3, [ X0, Xy = Xy, vect (X3, Xy)
[X2,X3] = —Xy, [X2,X4] = X3,
gas(a,0), | [ X1, Xo] = aXy, [ Xy, Xs] = — Xy, | vect(Xo, X3, Xy)
a>0 [Xl,X4] = X3
Algebre | Relations de commutations Invariants
9411(0) | [Xo, Xs] = Xy, [ X1, Xo| = = X3, | 24,
(X1, X5] = Xo p = 22174 — 5 — 75

Avec les mémes raisonnements que ci-dessus pour chacune de ces al-
gébres, on construit une suralgébre g™ et une application de degré 2,
et gt — (gh)", telle que po ot =idy, pT(G.L) = GTp(l).

Si Conv(G*Hp(€)) = Conv(GFp(¢')) alors G.L = G.0', (et ¢ dans g},,).
Pour les algebres restantes, on paramétrise ci dessous les orbites généri-
ques et on cacule le stabilisateur d’un point.

Par exemple, pour l'algébre de Lie, gsgs(a,0), les orbites génériques
sont les orbites des points :

by = (0,£1,rcosf,rsinf), r>0
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On peut paramétrer ces orbites ainsi : un point ¢ appartient a G.¢; si
et seulement si :

(= (p,+e, rcos(q+0),rsin(g+6))  (p,geR).

Le stabilisateur G4 5(¢p) du point ¢y est connexe, c¢’est :
1 - )
G478(€0) = exp {j:ajm(rew(xg + ZIL’4))X2 + 1’3X3 + ZL’4X4}

On obtient de méme, pour les algébres restantes, le tableau suivant :

Algebre | Orbite générique G.{ G(lo)

934(0) | 4o =(0,7,0),7>0 exp RX, X exp 27X,
¢ = (p,rcosq,rsing)

042 ¢y =(0,0,1,0) exp 2nZ.X

{ = (p2,p1,€” cosqu, e sinqy)

0111(0) | lo = (>\1,0>(2), )\4)2 , exp RXy X expRX;
0= 0+ TENT ) v )

4

Pour les groupes connexes et simplement connexes d’algebres de Lie
gas(,0) et g411(0), les orbites génériques sont simplement connexes,
on leur associe une seule représentation unitaire irréductible, il n’est
pas nécessaire de considérer de fibré M et la construction usuelle pour
les algeébres spéciales s’applique directement : ces groupes admettent
un surgroupe quadratique.

Pour les groupes simplement connexes d’algebres de Lie g3 4(0) et g4,
les orbites coadjointes génériques ne sont pas simplement connexes. Il
y a plusieurs représentations associées a une de ces orbites.

Plus exactement, pour g = g34(0), h = RX,+RXj3 est une polarisation
en ¢y = (0,r,0), le caractére e'© défini sur exp h admet les prolonge-
ments suivants a G({p).exph :

Xﬁ (627rkX1 e(EzXQ—i-{Eng) . 62i7l’k€+f£27‘
0,€ -

Pour chaque ¢, la représentation m, = Indg%)_exp pXto,e €St associée a
Vorbite G.¢y. D’aprés [A-L]|, son ensemble moment est :

I.. = ConvG.¢,

, e€l0,1].

qui ne dépend pas de €.
On construit 'ensemble

M=g,,xR={(le), (€g., ccR}
et on considére cet ensemble comme une partie de (g x R)*, on pose :
g =gxR, g'm=g"xR.
On définit les fonctions :
CHEN (a7)"
14 r
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(r* =23 +3) et
et M — (g
(le) — (¢, rz,a)

++)*

alors
90++(G'(£0a E)) = G++§0++(€075)7 \V/(fo, 5) € (g*)gen x R.
Et on définit

() =m x e x e

donc
I++(ry = Ir. X {(7’2,8)}.
Cet ensemble moment caractérise clairement la représentation ..
Si maintenant, G est le groupe simplement connexe d’algébre de Lie
42, il admet une seule orbite ouverte (et dense) G.ly = g,.,- A cette

orbite est associée comme ci-dessus une famille de représentations .
a .
de la forme Indég,). exppXe, O

b= Vect(X3, Xy) et yo(e2™X2) = 27k,

On pose
M =g, xR=(gxR),, g""=gxR

gen?
et
et (g.(o,€)) = (g.lo, ), PTH(m) =7 x €

Ainsi I,. = g" x {€} caratérise clairement 7.

Si G est résoluble, de dimension inférieure ou égale a 4 et décomposable,
le méme argument que dans le cas nilpotent permet de construire le
surgroupe GT, Dlapplication quadratique ¢ et 'application &7,
On peut donc dire :

Proposition 5.2. 5i G est résoluble, conneze et simplement connexe,
de dimension inférieure ou égale a 4, G admet un surgroupe quadra-
tique.

5.3. Le groupe de Mautner.
Si G est résoluble de dimension 5, G' peut ne pas étre de type I.
L’exemple le plus simple est donné par le groupe de Mautner G, con-

nexe et simplement connexe, d’algébre de Lie g = vect (X1, Xy, X3, X4, X5)

vérifiant les relations de commutation suivantes :
[X1,X2] = —Xj, [X1,X4] = —aXy, [X1,X3] = Xy, [X1,X5] = aXs,

avec « irrationnel.
L’algébre de Lie g est spéciale, pour I'idéal a = Vect(X5, X3, Xy). Une
orbite générique est un cylindre de base une ficelle sur un tore T? :

G.ly = G.(0,7,0,Rcosf, Rsin®)
= {(p,rcosf,rsinf, Rcos(aq+ ), Rsin(ag+ 0))}
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A cette orbite, on peut associer les représentations m,, = Indg(p aezzo
dont 1’ensemble moment est :

Iz, = ConvG.l
= {g: ($1,$2,$3,$4,$5), x§+$§ §T27 xi+$§ S R2}
= R x Conv(T?)

qui ne dépend pas de 6.
Supposons qu’il existe une suralgébre g*, une application de degré au
pIus 2, ¢ : gl — (g1)" telle que po = idgs, 9(G-lo) = G* (),
montrons que cette application ¢ ne peut pas séparer les orbites deux
points £ et £, sur le tore T?, c’est a dire de méme 7 et R.
Si ., est Papplication ., (22, 3, T4, T5) = @(21, To, T3, T4, T5), Py, €St
une application polynomiale de degré inférieure ou égale a 2. Posons
K., = ¢4, (T?), c’est un compact. Puisque, pour tout £y de T? et tout
x1 réel, Gl N ({z1} x R*Y) est dense dans {z;} x T? et que l'orbite est
un cylindre alors ¢(G.4y) = U K,,.

r1ER
Si 4y et £ sont deux points du tore, les adhérences de 'image par ¢
de leurs orbites coincident et on ne peut pas séparer ces orbites par les
enveloppes convexes fermées de leur image par .
Le groupe de Mautner n’admet pas alors de surgroupe quadratique.

6. LE GROUPE DE LIE G = SL(2,R)

Le premier exemple de groupe non résoluble et non compact est le
groupe SL(2,R) ou son revétement universel SL(2,R). L’algébre de
Lie sl(2,R) a pour base :

1/1 0 1701 1 0 1
X1_§<0 —1)= X2—§(1 0)’ X3_§<—1 0)

avec les relations de commutations :
[XlaXQ] :X37 [X27X3] - _Xla [XlaX?)] :XQ'
6.1. Représentations associées aux orbites.

On ne s’intéresse ici qu’aux représentations génériques appelées depuis
|Barg|, série principale et série discréte.

6.1.1. Série principale. On note 7, ., u >0, e = 0, 1, la représentation
de la série principale dont I'orbite associée est

O, ={l=(z,y,2), °+y"—2*=p"}

L’orbite O, est I’hyperboloide a une nappe. Cette représentation est
réalisée dans I'espace L*([0, 47]) dont la base orthogonale est

©n(0) = e™2 . pair (si €=0),n impair (si €=1).
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L’action de s[(2,R) est :

mn

dﬂ#ﬁ(X?ﬁ)(Pn = E(Pn
1 , .

Iy (X2 = (14 i+ )i — (1 + i = ) )
1 _ .

e (X0 = L1+ i+ W)+ (14 i1 = n)n)

L’ensemble moment est, pour tout u et tout ¢ :

I

Tu,e

=g" = Conv(0,).

L. 1 1
6.1.2. Série discréte holomorphe. On note m,, m € =N, m > 3 la
représentation de la série discréte dont 1’orbite associée est

O ={l=(2,y,2), 2°+9° — 2> = —m? et 2 < 0}.
Pour tout m > 0, O,, est une nappe de I’hyperboloide a deux nappes et
O,, est associée a une représentation seulement si elle est entiére, c’est
1
a dire si 2m est entier et m > —. Cette représentation est réalisée dans

Pespace L} (D, pt,,) des fonctions holomorphes sur le disque unité
D={w=u+iv, |wf<1}
de carré intégrable pour la mesure i, du disque unitaire D donnée par

tn (1 — |w]*)*™ 2dudv et dont la base orthogonale est

T

on(w) =w", neN, weD et ||S0n||2 = Am=1(2m +n — 1)!'

L’action de s[(2,R) est la suivante :
A, (X3)w"™ = —i(n + m)w"

drn (X2)w" = (_1)ml((n + 2m)w™ 4 nw" )

dm (X1)w" = (_2)m((" + 2m)w" T — pw" )

L’ensemble moment permet de retrouver m, c’est :
L, ={l=(2,y,2), 2> +y* = 2> < —m® et 2 < 0} = Conv(0,,).

(Ici, nous avons choisi d’associer a l'orbite O,, une représentation in-
duite holomorphe "non tordue". L’égalité ci-dessus est la raison de ce
choix).
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6.1.3. Série discrete antiholomorphe. 1l suffit de remplacer dans la série
discréte holomorphe m par —m et w par w. L’ensemble moment de
T—_m €st :

I . =Conv(0_,) ={l{=(z,y,2), 2 +y* — 2> < —m? et 2 > 0}.

En plus de ces représentations, il y a la représentation triviale, les
représentations limites de la série discréte, limite de la série principale
et celles de la série complémentaire. Ici nous ne considérerons pas ces
représentations "non génériques'.

6.2. Définition de G et séparation des orbites.
Soient

gt =sl2,R)®R et G =SL(2,R)xR
Le sous groupe R est central dans G+ donc toute représentation unitaire
irréductible 7™ de G est scalaire sur ce sous groupe et par conséquent
sa restriction a SL(2,R) : 7T|—EL(27R) est irréductible.
Réciproquement, toute représentation irréductible 7 de SL(2,R) se
prolonge en des représentations 7, = 7 x ¢ de G*. On a alors
Iﬂi = LT X {Oé}
On se donne aussi 'application non linéaire de degré 2 :
+)*

*

e g — (g
(ZL’, Y, Z) = ((ZL’, Y, Z)a 12 + y2 - 22) = (Ea :u2(£))
Soit p : (g — g* la projection canonique, transposé de l'injection
canonique de de g dans g™, alors po ¢ = idg et puisque la fonction 2
est invariante , alors :
(G0 =Gro(l) et D(Tpue) = Tpe X €| D(Ta) = Ty X €

On notera :

+)*

~

Ggen = {Tue} U{mem}-
Proposition 6.1. Soient 7 et ' dans @gen telles que :
Loy = o)
alors :

1) Les orbites coadjointes associées a 7 et @' coincident.
2) Ou bien w et @ sont toutes deux dans la série principale et

T="Tue, T =T, (=€ ouc#e)
3) Ou bien m et 7 sont toutes les deux dans la série discrete et
Tl
Remarque:

Comme dans le cas résoluble non exponentiel, on sait associer a une
représentation une orbite mais a certaines orbites on associe deux représen-
tations. On a maintenant séparé les orbites mais pas les représenta-
tions. On les sépare dans la section suivante, en appliquant une méth-
ode similaire & celle des sections précédentes.
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6.3. Définition de G™" et séparation des représentations.
Soit
GT = SL(2,R) x R x Z/27.
Son algébre de Lie est :
gt =g" =sl(2,R) x R.

Soit
et g — (g')
0 (L)
On construit les ensembles :
siou?<0
M={(le), lcgte= siou2>0,0+#0
si /=0
M ={(l,t,e), L€ (gh)*,e=+1}

On prolonge I'application o™ en o : M — M™ en posant

++(£> 5) = (Ea :u2(£)75)'
On a:
e (g.(0,€) = g9 (4, 0).

On note enfin :
~ 3 2
T () = 7T, on mil(g.t,s) = Xe(8)e™ mue,  xo(s) = s

et
O (m,) =T, o whT(g,t,s) = € m(g).

Proposition 6.2. 1) On a :
[¢++(7ru’s) = Iq>+(7m75) = (,0+((9“) et ]q;.++(7rm) = 90+(Om)

2) 90++( e X {e}) = Lot(n, ) X {e} et 0" (In,.) = Lo+ (r,) ¥ {0}.
3) Si " (In,. x {e}) = ++(LT ., X {5 }) alors m, . = 77u o

n'ie

4) Si w et 7 sont dans Ggen alors
Tp++(ry = lo++(ay i et seulement si 7= 7'

On a ainsi prouvé que SL(2,R) admet un surgroupe quadratique
G*" (non connexe).
Cependant, dans cette construction, ’algébre g™+ de G* coincide avec
g". L’existence du surgroupe quadratique G™ et de I'application @+
utilise I'identification de £ qui ne provient pas d’une application mo-
ment habituelle. Cette construction différe donc de celle de la section
précédente pour les groupes résolubles de petite dimension. Elle ne
s’applique pas non plus au revétement universel SL(2,R) de SL(2,R).
Pour ces raisons, on considére maintenant un autre surgroupe quadra-
tique (connexe) pour SL(2,R). On pose :

Gt = SL(2,R) x R?
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et
el e) = (L, 1P(0), €).
Donc
O () = T X € x € OV (my,) = W, X €M
Par suite

Iotiim,y = ¢ (In,. x {e}) = In,. x {(1,€)}
et [q>++(7rm) = ]ﬂ'm X {(m270)}

Ainsi, G définit un surgroupe quadratique de SL(2,R).
Proposition 6.3. On a :

T+t (r, ) = Lo++( si et seulement st Ty = Ty o

ﬂ—;/,s’)
6.4. Le revétement universel de SL(2,R).
Notons SL(2,R) le revétement universel de SL(2,R). Les représen-

tations 7., (¢ € [0,2]) de la série principale de SL(2,R) se réalisent
dans L*(]0, 4r[), mais au lieu de considérer une base (p,) telle que :

Pn(2m) = £0n(0) = €™ (0), £=0,1,
on considérera une base (¢,,) de fonctions telles que :
on(21) = €™, (0), €€10,2].
Par exemple :
on(0) = e?™+3) peN,

L’action de s[(2,R) s’écrira alors :

~—

. , €
AFe(Xa)pn = il + S)pn

5 1 . € . €
dﬂu,a(X2)S0n = 1 <(1 +ip+n+ §)S0n+2 - (1 +ip—n— 5)%%—2)

5 1 . € . €
Ae(X0)pn = 7 (L4 it n+ D)pnea+ (L4 in—n = )puss).

Son ensemble moment est toujours :
I,. = Conv(0,) = g¢".

Tp,e
Pour la série discréte holomorphe 7,, et antiholomorphe 7_,,, elles
se réalisent dans I'espace L*(DD, p1,,) des fonctions holomorphes sur le

disque unité D, pour la mesure g, = — (1 — |w|?)*"~2, mais pour tous

4m
lesm > —.

Les formules sont les mémes que pour la série discréte de SL(2,R),
I’ensemble moment est ’enveloppe convexe :

2

Iz, = Conv(0sm) = {{ = (z,y,2), 2" +y"—2"<-m” +z<0}
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(Il n’y a plus de condition d’intégralité sur Uorbite O,,).
Posons donc : -
Gt =SL(2,R) x R?
et définissons :
95++ _ <p++, 5++(ﬁ“75) _ ~W: % ei“Z % eis’ (6 c [07 2[)

et

i o 11
o +(7TM)_7TWX€ ) (m¢ [_575])

Alors :

Proposition 6.4. Gt définit un_surgroupe quadratique, simplement
conneze du revétement universel SL(2,R) de SL(2,R).

Remarque: Les orbites coadjointes du groupe SU(2) sont des sphéres,
leur enveloppe convexe les boules correspondantes. On en déduit im-
médiatement que I’ensemble moment d’une représentation unitaire irré-
ductible de SU(2) caractérise cette représentation (c.f [Kir, Wil, A-L]).
Puisqu’une algébre de Lie g de dimension inférieure ou égale a 4 est soit
résoluble, soit le produit semi direct d’une algébre de Lie semi simple
par un idéal résoluble mais, dans ce dernier cas, les seules possibilités
sont :

sl(2,R), su(2), sl(2,R)xR ou su(2)xR.
On a finalement prouvé :
Corollaire 6.1. St G est un groupe de Lie conneze et simplement con-

nexe de dimension inférieure ou égale a 4, alors G admet un surgroupe
quadratique.

7. LE GROUPE G = SO(4) x R*

Dans cette section, on étudie le cas d’un groupe produit semi direct
d’un compact par un sous groupe normal abélien, tel que les invariants
repérant les orbites génériques ne sont pas quadratiques mais pour
lequel nos méthodes donnent un surgroupe quadratique.

Soit
G =S0(4) x R,

Iaction de SO(4) sur R* étant donnée par I’action usuelle. Son algébre
de Lie g est de dimension 10 et est définie par :

g:vect(in, 1<i<4, Ry, 1§i<j§4),

ot (T;) est la base canonique de R*, et R;; la matrice E;; — Ej; de so(4).
Les éléments de g vérifient :

[Rij, Rit] = 0ju R + 0a Rji — 0juRip — Oar IRy
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et
[RijaTk] = ]sz—észJ, [E,]}] = 0, avec la convention Rji = _RU

L’idéal abélien de g est a = Vect(7;). Pour tout ¢ € g*, on note
¢ = (t,r) = (t;,71). L'action coadjointe est donnée par les champs de
vecteurs :

_ 1 0 0 0
Rij = 5 kzﬂ((s krzl_'_(slryk 05 szk 5ijl)arkl +ti8—tj— ja—ti, Tji = _Tz’j
et
! 8rkl

k<l
On note | | la norme euclidienne de R* et u.v le produit scalaire des
vecteurs u et v. Si £ = (t,7) est tel que |t|* = Zt? # 0, on peut par

laction de SO(4), trouver dans l'orbite de ¢ un vecteur de la forme
((0,0,0, [¢]), ).

L’action du sous groupe exp(Vect(11,T,,T3)) permet de se ramener
a un point ((0,0,0, [¢]), (15, 7]5,795,0,0,0)) de l'orbite de ¢. Enfin,
'action du sous groupe SO(3) de SO(4) qui laisse stable (0,0,0, |t|)
permet de se ramener a :
0y = (to,m0) = ((0,0,0, [t]), (R,0,0,0,0,0)), R2=7" 47" + i
Les orbites génériques sont donc celles des points ¢y tels que |t| > 0,
R > 0. Elles sont repérées par les nombres a = [t| et b = aR, et sont
de dimension 8 (c.f [Raw]). L’algebre de Lie du stabilisateur de £, est :

9(60) = Vect(ng, T4)

La fonction (polynomiale quadratique) (t,7) +— [t|* est clairement in-
variante et donne la valeur de a. Posons alors :

(rnt); E EijriT ikl
jkl

(€iji est nul sauf si {7,7,k,1} = {1,2,3,4} et c’est la signature de la
permutation (4,7, k,1)). On définit ainsi un vecteur de R*, orthogonal
a t et tel que, par exemple :

Rl_z(r At)y = —(r At)s, T, (rAt); =0

(7’/\15)2:(7”/\15)1, T, (rAt), =0
R(r At)s = T, (rAt)3=0
Ri(rAt)y = T, (rAt)y=0

La fonction (polynomiale de degré 4) (t,7) — |rAt|* est donc invariante
et sa valeur sur l'orbite de (to,70) est a®>R* = b*. On a prouvé que
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lorbite de ¢y est (sia > 0 et b > 0)
Oap = Glo = {(t,7), tels que [t|* =a?, |rAt]* = b}
Elle est associée a une représentation si elle est entiére, c’est-a-dire

b
si — est un entier naturel.
a

En /4y, une polarisation (complexe) positive est donnée par :

p = ac + V€Ct(c(R12, ng — iRQg).

On associe donc a G.¢, V'induite holomorphe du caractére e -
Tab = Indg(p pezzo"’.

Il est plus simple d’effectuer une induction par étage et de réaliser m,
comme l'induite unitaire de la représentation py/, < ek du groupe

b
SO(3) x a, oll pyq est la représentation unitaire de dimension 2— + 1

a
de SO(3).

De plus on a (c.f [A-L]) :
Ir,, = Conv(G.ly) C {(t,7), tels que |t| <a},

car la fonction (£,7) — [t|* est convexe.

Réciproquement, soient R; et Ry deux nombres positifs. Pour tout
s de |0, 1], les points

Ry— R
¢ =((0,0,0,a), (0, R,0,0,0,0)) et ¢ =((0,0,a, 0)’(R1’%31’0’0’0’0))

sont sur la méme orbite, O, r,,, caractérisée par a et ;. Le point
U(s) = sl+(1—s)t' = ((0,0,(1—s)a, sa), ((1—s) Ry, Ro—(1—s)Ry,0,0,0,0))

appartient a ’enveloppe convexe de O, r,,. En faisant tendre s vers 1,
on en déduit que le point

¢(1) = ((0,0,0,a), (0, R2,0,0,0,0))
qui est dans l'orbite O, g,, caractérisée par a et Rs.

En particulier, I , contient 'adhérence de I'union de toutes les or-
bites Oq 1, qui est {(t,7), tels que |t| = a}. Par convexité, pour tout b,
I, = Conv(OQ,p) = {(t,7), tels que |t| < a}.

Les représentations génériques du groupe G ne sont pas séparées par

leur ensemble moment.

Posons maintenant

gt =gxR'=gxb et G"=GxR.
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'action de G sur l'idéal abélien R* étant simplement 1’action usuelle
de SO(4) sur R*. Notons (WW;) la base de cet idéal et (¢,7,w) un point
de g**. On a maintenant, par exemple :

Ry =r3+— 0 — T3 0 + 714 0 — Ty 0 +
87’23 87’1 87’24 87’14
+t18 —152a 1i—’wzi
8152 81&1 8’&02 0w1’
T =1t 0 + 1 0 +1 0
! 287’12 387’13 487’14
0 0 0
Wl :w28’f’12 +w30’l“13 +w 87’14

On en déduit immédiatement que les fonctions polynomiales suivantes
sont invariantes sous I’action de GV :

(t,r,w) = [t Jwl, taw, (rAt)w
Maintenant, par action de SO(4), une orbite coadjointe générique de
G™ contient un point de la forme (to, r, wp) avec ty = (0,0,0,a) (a > 0)
et wy = (0,0, ws, E) (w3 > 0). On a donc, sur cette orbite, || = a,
a

2 V2?2 — 2
w.t=cet|w =4 /wi+— =b, ou wg =———>0. En agissant
a? a

avec I'idéal a 4+ b, on peut enfin se ramener a ro = (R,0,0,0,0,0) (R
d

Vazb? — 2
Les orbites coadjointes génériques de G sont donc les orbites
Ozb,qd ={(t,r,w), tel que |t| =a, |w|=0, tw=c, (rAt)w=d},

quelconque), on pose donc d = (r At).w = Raws, ou R =

pour a > 0, b > 0, ab > c¢. Elles sont de dimension 10, le stabilisateur
de (to, 70, wo) ayant pour algébre de Lie :

Va2 — 2 c
g ((to, 70, wo)) = Vect(Ryz, Ty, TT:’, +alWy, ET?’ — alls).

Définissons maintenant la fonction ¢ : g* —— g, polynomiale
de degré 2, par ¢(t,r) = (t,r,7 At). Si O, est une orbite coadjointe
générique de G, on a 0,5 = G.(to,70) et G*.p((to,70)) = OF 2. On
n’a donc pas GT.o(fy) = (G .4y). Cependant :

Oab0b2 Ne(g") = GT.o((to, m0)) N@(g")
={(t,r,w), |t|=a, |w|=0b, w=(rAt)}

= So(oa,b>-

. . b .
, est entiére si et seulement si — est un entier naturel,

L’orbite O ab0b
a

a cette orbite on associe la représentation :

+ _ Gt it ito| i(roAto)|e
7Ta7b70,b2 = Indso(2)b<ab<b eae Xe"Xe .
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b
induite du caractére exp(i— X itg|q X i(r9Afo)|s) du groupe SO(2) xax b

associé & la polarisation so0(2) x a x b en (¢, ro, w).
On note ®(m,;) cette représentation, son ensemble moment est :

I<I>(7ra,b) = m(o;—,b,o,b?)'
Par convexité des fonctions ¢ — [t|* et w — |w|?, on a immédiatement :
Io(r,,) C {(t,r,w), |t| <a, |w| < b}.
Comme D'égalité est atteinte sur ¢(Og4), on a:
a=sup{[t|, (t,7,w) € lp(x,,)}, b=sup{lw|, (t,r,w) € ly(,,)}-

Les ensembles moments I, ,) caractérisent donc les représentations
Tab-

Proposition 7.1.
Le groupe G = SO(4) x R* admet un surgroupe quadratique.
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