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Abstract

This work presents a theoretical study of the Kernel Projection Machine, a classification algo-
rithm which is an alternate to the Support Vector Machine (SVM). We propose to replace the
Tikhonov regularization in the SVM by a penalized finite-dimensional projection. We show that
a penalty term proportional to the dimension is appropriate under a “gap” hypothesis on the
ditribution of class given observation. We also show how to apply this algorithm in practice and
present examples of numerical results.

Key words: Classification, SVM, Kernel Principal Componant Analysis, Regularization, penal-
ization.

Résumé

Ce travail présente une étude théorique de la Kernel Projection Machine, un algorithme de
classification qui est une alternative a la Support Vector Machine (SVM). Nous proposons de
remplacer la régularisation de type Tikhonov sur laquelle est fondée la SVM par une projection
fini-dimensionnelle pénalisée. Nous montrons qu’une pénalité proportionnelle a la dimension est
adéquate sous une hypothese de “marge” de la loi de la classe conditionnellement aux observa-
tions. Nous montrons également comment appliquer cet algorithme en pratique et donnons des
exemples de résultats numériques.

Mots clés : Classification, SVM, Analyse en composantes principales a noyau, Régularisation,
Pénalisation.

1 Introduction

On s’intéresse a un probleme de classification binaire: soit (X, Y) une variable aléatoire de
loi conjointe P a valeurs dans X x {—1; +1}. P désigne la loi marginale de X. X est parfois
appelée 'observation et Y la classe ou étiquette. Notre but est de trouver une fonction
de classification (fonction de X a valeurs dans {—1;+1} ) ayant la plus petite erreur de
prédiction possible. Par définition, I'erreur de prédiction d’une fonction de classification
fest P(Y # f(X)). Cette quantité est minimale pour la fonction de classification de
Bayes f*(x) = 20 o>ty — 1 ou p(xz) =P(Y =1|X = z). La loi P est inconnue et on ne
dispose que de données i.i.d. échantillonnées suivant cette loi (X1, Y1), - ,(X,.Y,) pour
estimer f*.
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La minimisation empirique de 'erreur de classification sur un modele (ensemble fixé de
fonctions de classification) est toutefois en général problématique car ce n’est pas une opti-
misation convexe. Pour des raisons algorithmiques, on considere donc plutét la fonction de
“perte douce” y(f, (z,y)) = (1—yf(x))+ (qui est un majorant de 'erreur de classification)
et le risque empirique associé R, (f) = 3" (1 —-Y;f(X;)); . Ce changement de fonction
de perte modifie la structure du probleme: au lieu de chercher directement une fonction
irréguliere (une fonction de classification), on cherche d’abord une fonction réguliere a
valeures réelles dont on prend ensuite le signe pour avoir une fonction de classification.
Ceci a notamment pour avantage d’aboutir a un probleme d’optimisation convexe. De
plus, cette fonction de perte est consistante au sens ou f* = ArgminE(1-Y f(X));; enfin
son risque en exces par rapport a ’optimum majore celui de la perte de classification, soit
Lig. f*) = P(Y f(X) < 0)—P(Y f*(X) < 0) oit L{g, /) = Er(g, (X, ))~EA(f*, (X, V).

L’algorithme bien connu de la Support Vector Machine (SVM) peut ainsi se formuler
comme un probleme de régularisation:

f=arg minR,(f) + C|| fl, , (1)
fent

o HY = {f(z)+b, f € Hi,b € R} et Hy, est 'espace de Hilbert autoreproduisant associé
au noyau k.

Cette formulation est tres comparable aux méthodes de régularisation type Tikhonov
utilisées en régression (typiquement dans les méthodes de splines, voir Wahba(1990) ). Or
dans ce cadre, il a pu étre montré que des méthodes de projections fini-dimensionnelles
pénalisées ont de meilleures propriétés d’adaptivité. L’idée de notre algorithme, appelé
KPM, est de transférer ce principe a la classification: nous proposons de minimiser le
risque empirique R, (f) sur des espaces vectoriels de dimension finie. La régularisation
se fera par une sélection adéquate de la dimension. La KPM a déja été présentée dans
Blanchard et al. (2004): le but de cette nouvelle publication est d’en étudier ’aspect
sélection de modeles tant d’un point de vue théorique que pratique.

Cet article est organisé de la facon suivante: la section 2 donne un résultat de sélection
de modeles qui vise a justifier la forme de la pénalité utilisée dans 'algorithme présenté
dans la section 3. La section 4 est constituée de résultats numériques obtenus par la KPM

et la SVM.

2 Hypothese et Résultat de Sélection de Modeles

Soit {Sp}p>1 une famille emboitée (Sp C Sp41 ) de sous-espaces vectoriels de Ly(P) tels
que la dimension de Sp soit au plus D . Les estimateurs que nous proposons sont

fo = arg min Ra(f)- (2)

L’étape finale consiste a choisir la dimension la plus adaptée au probleme de classification.
Etant donné que seul le signe de ces fonctions nous intéresse, on peut, sans perte de
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généralité, considérer la famille des va = clip(/f\D) ol

1 sig(x) > 1
clip(g(x)) =< g(z) si —1<g(z)<l1
—1 sig(x) < —1

La dimension sera ensuite choisie par pénalisation du risque empirique ou la forme de la
fonction de pénalisation pen est guidé par un argument théorique ( Théoreme 2 ).

~

D = arg rly)gn (Rn(fp) + pen(D)) . (3)

1

2.1 A Propos de I’'Hypothese de Marge

Il a été montré récemment (Nedelec et Massart (2003) , Tsybakov (2004)) qu’une hy-
pothese de “marge” H(hg) : Vo |p(z) — %| > hg détermine la vitesse de convergence en
classification. Par exemple, Nedelec et Massart (2003) déterminent 1'ordre de grandeur
du risque min-max sur une classe de Vapnik-Chervonenkis S sous I’hypothese H(hg) : si

ho 2 V/n,

e S0F s (B £ 7)) = B0 £ 7700 € € poog (2) ()

ot le minimum est pris sur tous les estimateurs possibles , [Is;, = {P: f* € Set|p(x) —
1| > ho} et V est la dimension de Vapnik-Chervonenkis de S.

Dans notre cas, nous utilisons I’hypothese de marge sous la forme suivante: une lecture
attentive de la preuve du lemme 4 de Bousquet et al. (2004) donne le lemme suivant:

Lemme 1. Soit f: X — [—1,1] et supposons que H(hg) soir satisfaite. On a alors
* 1 *
If - £ < L)
0

2.2 Résultat Principal

En s’inspirant du Théoreme 4.2 de Massart (2000), on obtient le résultat suivant.

Théoréme 2. Soit K > 1 et supposons que H(hg) soit satisfaite. Avec les notations des
paragraphes précédents, il existe des constantes universelles Cy et Cy telles que, st

pen(D) > nﬁho (ClDlog (%) + Cslog D) ,

alors

EL(fy, f*) < — (inf <inf L(f, f) +2pen(D)> + &)

— K —1 \b>1 \ fesp nhg

L’idée de considérer une approche fini-dimensionelle pour la classification a déja été
envisagée par Tsybakov et van de Geer (2005) sous une forme un peu différente.

3
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Remarque 1: La pénalité est d’ordre de grandeur:

{nombre de parametres du modele}
{ho} x {n}

Nous ne disposons actuellement pas de bornes inférieures montrant son optimalité mais
des travaux issus de contextes un peu différents incitent a penser que c’est le bon ordre

pen ~

de grandeur.

o (’est le méme ordre de grandeur que pour le risque min-max donné par 1’équation
(4) (Cependant, il s’agit la du risque de classification alors que nous considérons la
“perte douce”).

e En régression et dans le cadre du bruit blanc gaussien, une pénalité proportionnelle a
% donne une estimation minmax de la fonction cible sur une large classe d’ellipsoides

(cf. discussion dans Blanchard et al. (2004) ).

3 Présentation de la Kernel Projection Machine (KPM)

L’analyse en composantes principales a noyau (KPCA) est une version non-linéaire de
I’analyse en composantes principales (ACP) usuelle: elle consiste essentiellement & faire
une ACP sur les variables fonctionnelles (k(X1,.), -+ ,k(X,,.)) ou k est un noyau. Nous
proposons d’utiliser les propriétés de la KPCA pour déterminer des espaces de dimension
finies adaptés a nos données de la facon suivante.

Idéalement, on voudrait avoir acces aux fonctions propres de l'opérateur de covari-
ance non-centré C; = Ek(X,.) ® k(X,.): notons ¢; la fonction propre associée a la 7°™°
plus grande valeure propre (elles sont répétées suivant leur multiplicité: Ay > Ay >

-+). Les espaces Sp qui nous intéressent sont les (¢1,---,¢p). N’ayant pas acces a
la loi sous-jacente des données, nous considérons {g/b\i}izl les fonctions propres de 4, =
LS k(X;, . )®k(X;,.) ordonnées, comme les ¢;, suivant les valeurs propres décroissantes

n =1

de (. L’algorithme de la KPM se déroule donc en deux temps:

1. Calculer ]/C\D = arg minR,,(f) pour D =1---n ou Sp = <]17q/b\1,--- ,q/b'\D> et 1 estla
f€SD
fonction constamment égale a 1 .

2. Sélectionner la meilleur fonction de classification avec la forme de pénalité suggérée
par le Théoreme 2: D = arg HBH(Rn(fD) + AD) ou la constante de pénalisation A
peut étre choisie par cross-validation ou grace a I’heuristique de pente (voir Section
4).

3. La fonction de classification finale est sign(fz).
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L’algorithme de KPCA détaillé dans Schélkopf et Smola (2002) permet de déterminer
les espaces Sp et la premiere étape consiste en la diagonalisation de la matrice noyau
des données suivie de la résolution d’un probleme d’optimisation linéaire. Les différentes
étapes de l'algorithme sont donnés avec plus de détails dans Blanchard et al. (2004).

Remarque 2 : Dans I’analyse en composantes principales a noyau, la KPM sélectionne
donc autant que possible une dimension optimale pour le but de la classification, réalisant
un compromis entre complexité (dimension du sous-espace) et information utilisable pour
la classification.

Remarque 3 : Le Théoreme 2 ne justifie que partiellement la forme de pénalité utilisée
pour deux raisons:

e Il ne prend pas en compte la forme particuliére des modeles §D et en particulier
leur caractere aléatoire. Cependant, Koltchinskii (1998) et Dauxois et al. (1982)

montrent que les espaces aléatoires Sp se stabilisent vers l'espace déterministe Sp.

e La pénalité du théoreme 2 fait non-seulement intervenir des constantes universelles
trop grandes pour étre utiles en pratique mais, surtout, elle fait intervenir la marge
qui est inconnue et reflete la complexité du probleme de classification.

4 Reésultats Numériques

Afin de tester les performances de la KPM, elle a été utilisée sur les données 'Ba-
nana’, 'Breast Cancer’, 'Diabetis’, 'Flare Solar’, 'German’ et 'Heart’ disponibles sur
http://ida.first.gmd.de/ raetsch/data/benchmarks.htm. Elles sont organisées de la fagon
suivante: 100 échantillons d’entrainement ont été créés par tirage sans remise dans un
meéme jeu de données. A chaque fois, le reste de ces données a été regroupé dans
I’échantillon test correspondant. Dans les expériences décrites ci-dessous, la fonction de
classification a été calculée sur chacun des 100 échantillons d’entrainement indépendam-
ment les uns des autres. Les erreurs sont calculées sur 1’échantillon test correspondant: les

résultats sont reportés sous la forme {moyenne des 100 erreurs de test} +- {écart-type}. Le
2

. - ; _l=—wll®
noyau gaussien a été utilisé pour toutes les experiences: k(x,y) = e~ 22 ou le parametre
o est celui donné sur le site précédemment cité.

La premiere colonne du tableau suivant répertorie les résultats obtenus par les SVM ou
la constante de régularisation C' est choisie par 5-cross-validation. La deuxieme colonne
donne les résultats de la KPM ou la constante de pénalisation A est aussi choisie par
5-cross-validation. Pour la derniere colonne, la constante de pénalisation A est choisie
grace a ’heuristique de pente. Cette heuristique est basée sur 'observation des différents
régimes de décroissance du risque empirique D — R, (fp): empiriquement, on constate

que si on considere la suite D; < Dy < ... des dimensions sélectionnées par le critere (3)
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lorsqu’on fait décroitre A de +oo vers 0, on observe a un moment un saut de dimension plus
important que tous les autres. Il correspond a un changement de régime de décroissance
du risque empirique et aussi, approximativement, a la dimension minimisant le nombre

d’erreurs de test.

SVM  KPM/CV KPM/pente
Banana (o = 0.7071) 10.69 + 0.67 10.91+£0.57 11.19£0.74
Breast Cancer (o = 5) 26.68 £+ 5.23 28.734+4.42 27.53+4.77
Diabetis (o = 3.1623) 23.79 £ 2.01 23.77+1.69 23.97+1.82
Flare Solar (o = 3.8730) 32.62 + 1.86 32.524+1.78 33.02+1.81
German (J = 5.2440) 23.79 £ 2.12 24.094+2.38  23.96+2.37
Heart (o = 7.7460) 16.23 + 3.18 17.35+£3.54 17.73+3.46

En conclusion, notre algorithme est compétitif avec la SVM. De plus, I’heuristique de
pente permet une implémentation plus rapide que la cross-validation avec des résultats
similaires.
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