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ELLIPTIQUES ET PARABOLIQUES. APPLICATIONS AU PROLONGEMENT UNIQUE ET AU

CONTRÔLE DES ÉQUATIONS PARABOLIQUES∗

JÉRÔME LE ROUSSEAU ET GILLES LEBEAU

R́́: Nous introduisons les inégalités de Carleman locales pour les opérateurs elliptiques, en utilisant
des techniques d’analyse microlocale semi-classique. Nous montrons l’optimalité des puissances des pa-
ramètres de ces inégalités et leur lien avec la variété caractéristique du problème après conjugaison avec
les fonctions poids. Nous déduisons des inégalités de Carleman des propriétés de prolongement unique
ainsi que des inégalités d’interpolations. Ces dernières donnent une inégalité spectrale remarquable et la
contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur. Dans un second temps, nous prouvons des inégalités de
Carleman pour des opérateurs paraboliques. Tout d’abord enoncées localement en espace, ces inégalités
sont recollées pour obtenir une inégalité globale. Nous montrons à nouveau la contrôlabilité à zéro des
équations paraboliques par cette autre approche.
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2 1. I

1. I
En 1939, T. Carleman introduisit des inégalités d’énergie à poids exponentiels dans le but de démontrer

un résultat d’unicité pour des équations aux dérivées partielles (EDP) elliptiques à coefficients réguliers en
deux dimensions [Car39]. Ce type d’inégalités que l’on nomme inégalités de Carleman, a été généralisé
et systématisé par L. Hörmander et d’autres auteurs pour de larges classes d’opérateurs différentiels en
dimension quelconque (voir [Hör63, chapitre 8] et [Hör85a, Sections 28.1-2] ; voir aussi [Zui83]). Depuis,
l’utilisation de ces inégalités a largement dépassé leur application originelle. Elles donnent non seulement
des résultats quantitatifs de prolongement unique mais elles sont aussi utilisées pour l’étude de problèmes
inverses ainsi qu’en théorie du contrôle pour les EDP. C’est surtout dans ce dernier cadre que se placent nos
notes.

En contrôle des EDP, pour les équations d’évolution, on cherche à amener la solution dans un état
donné, partant d’une certaine donnée initiale, en agissant sur la solution à travers soit un second membre,
on parle alors de contrôle distribué, soit une donnée au bord, on parle alors de contrôle frontière. Pour plus
de généralité on souhaite que ce contrôle agisse uniquement sur une sous-partie du domaine ou du bord. On
souhaite pouvoir choisir cette zone de contrôle aussi petite que possible.

Le cas de l’équation de la chaleur nous intéresse plus particulièrement ici. Dans un domaine Ω régulier
et borné de Rn, pour un intervalle de temps [0,T ] avec T > 0, et pour un contrôle distribué nous avons

∂ty − ∆y = 1ωv dans Q = (0,T ) ×Ω,
y = 0 sur Σ = (0,T ) × ∂Ω,
y(0) = y0 dans Ω.

(1.1)

Ici ω b Ω est la zone de contrôle interne. La contrôlabilité à zéro de cette équation, à savoir l’existence
pour tout y0 ∈ L2(Ω) de v ∈ L2(Q), avec ‖v‖L2(Q) ≤ C‖y0‖L2(Q), tel que y(T ) = 0, fut démontrée dans [LR95],
à partir d’inégalités de Carleman pour l’opérateur elliptique −∂2

s − ∆x sur un domaine Z = (0, S 0) × Ω
avec S 0 > 0. Nos notes couvrent cette approche dans un premier temps. Nous démontrons ces inégalités de
Carleman elliptiques à partir d’outils issus de l’analyse microlocale semi-classique. Les inégalités que nous
démontrons sont dites locales parce qu’elles s’appliquent à des fonctions dont le support est localisé dans
une région fermée strictement incluse dans Ω. Une fois ces inégalités démontrées, une étape importante de
cette approche réside dans l’obtention d’une inégalité d’interpolation, pour des fonctions régulières sur Z,
satisfaisant certaines conditions au bord, ainsi que d’une inégalité spectrale pour les combinaisons linéaires
finies de fonctions propres orthonormales du laplacien sur Ω, pour des conditions de Dirichlet homogènes
au bord.

Une autre approche, celle de [FI96], a aussi permis d’obtenir le contrôle de la chaleur. Elle est fondée sur
l’utilisation d’inégalités de Carleman globales pour l’opérateur parabolique ∂t −∆. Ces inégalités sont dites
globales car elles permettent de traiter des fonctions qui vérifient uniquement des conditions de Dirichlet
homogènes au bord. Ces inégalités de Carleman globales diffèrent pourtant des inégalités locales par un
terme d’observation. La forme de ces inégalités permet de déduire directement une inégalité dite d’obser-
vabilité pour l’opérateur parabolique qui est équivalente à la contrôlabilité à zéro de (1.1). Nous présentons
cette approche dans un deuxième temps. La démonstration que nous donnons de l’inégalité de Carleman
parabolique est différente de celle donnée dans [FI96]. Comme dans le cas elliptique, nous fondons notre
exposition sur l’analyse microlocale semi-classique. Nous écrivons tout d’abord des inégalités locales et
nous montrons comment de telles inégalités peuvent être recollées pour finalement obtenir une inégalité de
Carleman globale avec un terme d’observation.

Une inégalité de Carleman locale prend la forme suivante : pour un opérateur elliptique P et pour une
fonction poids ϕ = ϕ(x) bien choisie, il existe C > 0 et h0 > 0 tels que

h‖eϕ/hu‖
2
0 + h3‖eϕ/h∇xu‖

2
0 ≤ Ch4‖eϕ/hPu‖

2
0,

pour u régulière à support compact, et 0 < h ≤ h0.
Dans ce type d’inégalité, nous pouvons ainsi choisir le paramètre h aussi petit que nous le souhaitons,

ce qui est souvent utilisé dans les applications de ces inégalités, en problèmes inverses ou en contrôle. Il
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1.1. Plan 3

nous a ainsi semblé opportun d’inclure aussi dans nos notes certains résultats sur l’optimalité des puissances
de h dans les inégalités de Carleman. Nous montrons par exemple que la présence du paramètre h devant
le premier terme de l’inégalité et celle de h3 devant son second terme sont liés à la variété caractéristique
de l’opérateur conjugué Pϕ = h2eϕ/hPe−ϕ/h. Nous donnons aussi un résultat d’optimalité pour l’inégalité
spectrale que nous déduisons de cette inégalité de Carleman.

Seules les inégalités à l’intérieur, loin du bord de Ω, sont démontrées ici. Pour les estimations au bord,
qui sont plus techniques, nous renvoyons aux articles originaux pour les démonstrations.

Ces notes s’inspirent en partie d’un cours donné par G. Lebeau à la Faculté des Sciences de Tunis en
février 2005 et des notes manuscrites de M. Bellassoued prises à cette occasion [Leb05].

1.1 Plan Nous commençons par introduire brièvement les opérateurs pseudodifférentiels semi-classiques
(OψD) dans la section 2. L’outil fondamental sera pour nous l’inégalité de Gårding qui nous permettra
d’obtenir assez rapidement une inégalité de Carleman locale pour un opérateur elliptique dans la section 3.
Dans cette section nous présentons la condition de sous-ellipticité que la fonction poids ϕ doit satisfaire.
Nous montrons aussi l’optimalité des puissances du paramètre semi-classique h dans ces inégalités. Nous
appliquons cette inégalité de Carleman à des questions de prolongement unique pour des équations et in-
équations elliptiques dans la section 4. Dans la section 5, nous démontrons les inégalités d’interpolation
et spectrale. Cette dernière concerne les combinaisons linéaires finies de fonctions propres de l’opérateur
elliptique. Nous montrons l’optimalité de la constante de la forme eC

√
µ dans cette inégalités, où µ est la plus

grande valeur propre considérée dans la somme. Nous écrivons aussi un résultat de prolongement unique
pour certaines séries de telles fonctions propres. Dans la section 6, ces résultats sont appliqués à la construc-
tion d’un contrôle pour (1.1). La section 7 est consacrée aux inégalités paraboliques locales, prouvées par
une inégalité de Gårding en espace, uniforme en temps, ainsi qu’à leur recollement pour obtenir une in-
égalité globale. Nous démontrons à nouveau la contrôlabilité à zéro des équations paraboliques par cette
seconde approche.

Pour une meilleure clarté de l’exposition, certains des résultats énoncés dans les sections principales
sont démontrés dans les annexes.

1.2 Notations Nous donnons ici certaines notations que nous allons utiliser dont beaucoup sont classiques.
Le produit scalaire canonique sur Rn sera noté 〈., .〉, la norme euclidienne par |.| et la boule euclidienne de
centre x et de rayon r par B(x, r). Pour ξ ∈ Rn on pose 〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)

1
2 . Si α est un multi-indice, i.e.,

α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, on introduit les notations suivantes :

ξα = ξα1
1 · · · ξ

αn
n , si ξ ∈ Rn, ∂α = ∂α1

x1
· · · ∂αn

xn
, Dα = Dα1

x1
· · ·Dαn

xn
, et |α| = α1 + · · · + αn,

où D = h
i ∂. Dans Rn, nous désignons par ∇ le gradient (∂x1 , . . . , ∂xn )t et par ∆ le laplacien ∂2

x1
+ · · ·+∂2

xn
. On

précisera parfois par rapport à quelle(s) variable(s) les dérivations sont faites en écrivant par exemple ∇x ou
∆x. On écrira aussi ϕ′ = ∇xϕ.

Pour un ouvert Ω de Rn, on noteC ∞
c (Ω) l’ensemble des fonctions de classeC ∞ dont le support est un

compact de Ω. Pour K un compact de Rn, on noteC ∞
c (K) l’ensemble des fonctions deC ∞

c (Rn) à support
dans K. L’espace de Schwartz S (Rn) est l’ensemble des fonctions de classeC ∞ à décroissance rapide.
Son dual, S ′(Rn) est l’ensemble des distributions tempérées. La transformée de Fourier d’une fonction
u ∈S (Rn) est définie par û(ξ) = ∫ e−i〈x,ξ〉u(x) dx, avec une extension par dualité àS ′(Rn).

Soit Ω un ouvert de Rn. L’espace L2(Ω) des fonctions de carré sommable est muni du produit scalaire
hermitien (u, v)L2 = ∫Ω u(x)v(x) dx et de la norme ‖u‖L2 = ‖u‖0 = (u, u)1/2

L2 . Dans Rn, les espaces de Sobolev
classiques sont définis par Hs(Rn) = {u ∈S ′(Rn); 〈ξ〉sû ∈ L2(Rn)} pour tout s ∈ R. Dans Ω, pour s ∈ N,
Hs(Ω) est défini par Hs(Ω) = {u ∈ D′(Ω); ∂αu ∈ L2(Rn),∀α ∈ Nn, |α| ≤ s}.

Pour deux fonctions f et g de variables x, ξ dans Rn × Rn, on définit leur crochet de Poisson par

{ f , g} =
∑

j
(∂ξ j f∂x j g − ∂x j f∂ξ j g).

Pour deux opérateurs A, B leur commutateur sera noté [A, B] = AB − BA.
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4 2. P́ : ́ (-)́ -

Dans ces notes, C sera toujours une constante positive générique dont la valeur peut être différente d’une
ligne à l’autre. D’autres notations seront utilisées si la valeur d’une constante nécessite d’être suivie. Pour
une constante générique dépendant d’un paramètre, disons λ, nous écrirons aussi parfois Cλ.

Remerciements : Les notes manuscrites de M. Bellassoued de [Leb05] nous ont été précieuses et nous
le remercions de les avoir mises à notre disposition. Nous remercions L. Robbiano pour de nombreuses
discussions sur le sujet de ces notes et L. Miller pour des discussions sur certains résultats d’optimalité.
Nous remercions aussi M. Léautaud pour ses corrections.

2. P́ : ́ (-)́ -
La théorie semi-classique tire ses origines de la physique quantique. Le paramètre d’échelle h corres-

pond à la constante de Planck en physique, il sera pris petit : h ∈ (0, h0), 0 < h0 << 1. On pose D = h
i ∂. La

limite semi-classique correspond à la limite h→ 0.
Si p(x, ξ) est un polynôme en ξ d’ordre inférieur ou égal à m, x, ξ ∈ Rn, p(x, ξ) =

∑
|α|≤m aα(x)ξα, on

pose
p(x,D)u =

∑
|α|≤m

aα(x)Dαu.

Ici, α est un multi-indice. On observe que l’on peut écrire Dαu = h|α|
(2π)n ∫Rn ei〈x,ξ〉ξαû(ξ) dξ, pour u ∈S (Rn),

où û est la transformée de Fourier classique de u. Nous avons donc

p(x,D)u(x) =
∑
|α|≤m

h|α|

(2π)n ∫ ei〈x,ξ〉aα(x)ξαû(ξ) dξ = (2πh)−n
∫ ei〈x,ξ〉/h ∑

|α|≤m
aα(x)ξαû(ξ/h) dξ,

ou encore, formellement, p(x,D)u(x) = (2πh)−n
∫∫ ei〈x−y,ξ〉/h p(x, ξ) u(y) dy dξ.

Plus généralement nous introduisons les familles de symboles suivantes.

Définition 2.1. Soit a(x, ξ, h) ∈C ∞(Rn × Rn) avec h comme paramètre dans (0, h0) tel que pour tous α et β
multi-indices on ait

|∂αx∂
β
ξa(x, ξ, h)| ≤ Cα,β〈ξ〉

m−|β|, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn, h ∈ (0, h0).

On dit que a ∈ S m.

Pour a ∈ S m on appelle symbole principal la classe d’équivalence de a dans S m/(hS m−1).

Lemme 2.2. Soient m ∈ R et a j ∈ S m− j avec j ∈ N. Alors il existe a ∈ S m tel que

∀N ∈ N, a −
N∑

j=0
h ja j ∈ hN+1S m−N−1.

On écrit alors a ∼
∑

j h ja j. Le symbole a est unique modulo O(h∞)S −∞, au sens où la différence de deux
tels symboles est dans O(hN)S −M pour tous N,M ∈ N.

On identifie le symbole a0 avec le symbole principal de a. En général, pour les symboles de la forme
a ∼

∑
j h ja j que nous considérerons ici les symboles a j ne dépendront pas du paramètre d’échelle h.

A partir de ces classes de symboles, on peut définir les opérateurs pseudodifferentiels (OψD).

Définition 2.3. Si a ∈ S m, on pose

a(x,D, h)u(x) = Op(a)u(x) := (2πh)−n
∫∫ ei〈x−y,ξ〉/ha(x, ξ, h) u(y) dy dξ

= (2πh)−n
∫ ei〈x,ξ〉/ha(x, ξ, h) û(ξ/h) dξ.

On note Ψm l’ensemble de ces OψD. Pour A ∈ Ψm, on notera par σ(A) son symbole principal.
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2. P́ : ́ (-)́ - 5

Nous avons Op(a) : S (Rn) → S (Rn) continûment et Op(a) peut être étendu de manière unique à
S ′(Rn). Alors Op(a) :S ′(Rn)→S ′(Rn) continûment.

Exemple 2.4. Prenons l’opérateur différentiel défini par A = −h2∆+V(x)+h2 ∑
1≤ j≤n b j(x)∂ j. Son symbole

et son symbole principal sont a(x, ξ, h) = |ξ|2+V(x)+ih
∑

1≤ j≤n b j(x)ξ j, et σ(A) = |ξ|2+V(x) respectivement.

Nous définissons maintenant des espaces de Sobolev et des normes adaptés au paramètre d’échelle h.
Nous désignons la norme naturelle sur L2(Rn) par ‖u‖20 := (∫ |u(x)|2 dx)

1
2 . Soit s ∈ R, alors nous posons

‖u‖s := ‖Λsu‖0, avec Λs := Op(〈ξ〉s) et Hs(Rn) := {u ∈S ′(Rn); ‖u‖s < ∞}.

L’espace Hs(Rn) est algébriquement le même que l’espace de Sobolev classique Hs(Rn). Pour h fixé, la
norme ‖.‖s est équivalente à la norme de Sobolev classique que l’on note ‖.‖Hs . Cependant, ces normes ne
sont pas uniformément équivalentes lorsque h tend vers 0. Nous avons uniquement

‖u‖s ≤ C‖u‖Hs , si s ≥ 0, et ‖u‖Hs ≤ C‖u‖s, si s ≤ 0.

Pour s ∈ N la norme ‖.‖s est équivalente à la norme Ns(u) :=
∑
|α|≤s ‖Dαu‖20 =

∑
|α|≤s h2|α|‖∂αu‖20. Les espaces

Hs et H−s sont en dualité : H−s =
(
Hs)′, au sens de la dualité des distributions avec l’espace L2 = H0

comme espace pivot. On peut démontrer le résultat de continuité suivant.

Théorème 2.5. Si a(x, ξ, h) ∈ S m et s ∈ R, alors nous avons Op(a) : Hs → Hs−m continûment, uniformé-
ment en h.

Le résultat important qui va nous intéresser ici est l’inégalité de Gårding.

Théorème 2.6 (Inégalité de Gårding). Soit K un compact de Rn. Si a(x, ξ, h) ∈ S m, de partie principale am,
et s’il existe C > 0 tel que

Re am(x, ξ, h) ≥ C〈ξ〉m, x ∈ K, ξ ∈ Rn, h ∈ (0, h0),

alors pour 0 < C′ < C et h1 > 0 suffisamment petit on a

Re(Op(a)u, u) ≥ C′‖u‖2m/2, u ∈C ∞
c (K), 0 < h ≤ h1.

La positivité du symbole principal de a implique donc une positivité pour l’opérateur Op(a). La valeur
de h1 est fonction de C, C′ et d’un nombre fini de constantes Cα,β associées au symbole a(x, ξ, h) (voir la
définition 2.1). Une démonstration de l’inégalité de Gårding est donnée dans l’annexe A.

Remarque 2.7. On notera qu’ici la condition de positivité du symbole principal est imposée pour tout
ξ dans Rn, à l’opposé des hypothèses de l’inégalité de Gårding usuelle, i.e., non semi-classique, qui ne
demandent une telle positivité que pour |ξ| grand (voir par exemple [Tay81, chapitre 2]). Cependant, le
résultat semi-classique est plus fort car il donne une réelle positivité de l’opérateur.

Nous aurons à comprendre la composition des OψD. Elle donne lieu à un calcul au niveau des symboles
des opérateurs.

Théorème 2.8 (Calcul symbolique). Soit a ∈ S m et b ∈ S m′ . Alors Op(a) ◦ Op(b) = Op(c) pour un certain
c ∈ S m+m′ qui admet le développement asymptotique

c(x, ξ, h) ∼
∑
α

h|α|

i|α|α!
∂αξ a(x, ξ, h) ∂αx b(x, ξ, h), où α! = α1! · · ·αn!

Le premier terme de la série, le symbole principal, est ab ; le second terme est h
i
∑

j ∂ξ j a(x, ξ, h) ∂x j b(x, ξ, h).
Il en découle que le symbole principal du commutateur [Op(a),Op(b)] est

σ([Op(a),Op(b)]) =
h
i
{a, b} ∈ hS m+m′−1.

Enfin, le symbole de l’opérateur adjoint s’obtient à partir du symbole de l’opérateur.

ha
l-0

03
51

73
6,

 v
er

si
on

 3
 - 

29
 J

an
 2

00
9



6 3. I́́  C    ́ 

Théorème 2.9. Soit a ∈ S m. Alors Op(a)∗ = Op(b) pour un certain b ∈ S m qui admet le développment
asymptotique

b(x, ξ, h) ∼
∑
α

h|α|

i|α|α!
∂αξ ∂

α
x a(x, ξ, h).

Le symbole principal de b est simplement a.

Comme références sur les OψD usuels on citera : [Tay81, Hör85b, AG91, GS94, Shu01]. Comme réfé-
rences sur les OψD semi-classiques on citera : [Rob87, DS99, Mar02].

3. I́́  C    ́ 
Nous allons montrer une inégalité de Carleman locale pour un opérateur elliptique d’ordre deux. Pour

simplifier les notations nous prenons le laplacien, P = −∆, mais la méthode de démonstration est la même
pour un opérateur elliptique d’ordre deux plus général dont la partie principale est

∑
i, j ∂ j(ai j(x)∂i) avec

ai j ∈C
∞(Rn,R), 1 ≤ i, j ≤ n et

∑
i, j ai j(x)ξiξ j ≥ C|ξ|2, avec C > 0, pour tout x, ξ ∈ Rn. En particulier on

notera que les inégalités de Carleman sont insensibles1 à des changements de l’opérateur par des termes
d’ordre un ou zéro.

Soit ϕ(x) une fonction à valeurs réelles. On définit l’opérateur conjugué Pϕ = h2eϕ/hPe−ϕ/h, que l’on va
considérer comme un opérateur différentiel semi-classique. On a Pϕ = −h2∆ − |ϕ′|2 + 2〈ϕ′, h∇〉 + h∆ϕ. Son
symbole complet est donné par |ξ|2 − |ϕ′|2 + 2i〈ϕ′, ξ〉 + h∆ϕ. Son symbole principal est donné par

pϕ = σ(Pϕ) = |ξ|2 − |ϕ′|2 + 2i〈ϕ′, ξ〉 =
∑

j
(ξ j + iϕ′x j

)2,

i.e., on a « remplacé » ξ j par ξ j + iϕ′x j
. En effet on remarquera que le symbole de eϕ/hD je−ϕ/h est ξ j + iϕ′x j

.
On définit les opérateurs symétriques suivants Q2 = (Pϕ + P∗ϕ)/2, Q1 = (Pϕ − P∗ϕ)/(2i), de symboles

principaux respectifs
q2 = |ξ|

2 − |ϕ′|2, q1 = 2〈ξ, ϕ′〉.

On a pϕ = q2 + iq1 et Pϕ = Q2 + iQ1.
Nous choisissons ϕ qui satisfait l’hypothèse suivante.

Hypothèse 3.1 (L. Hörmander [Hör63, Hör85a]). Soit V un ouvert borné de Rn. On dit que la fonction
poids ϕ ∈C ∞(Rn,R) satisfait l’hypothèse de sous-ellipticité sur V si |ϕ′| > 0 sur V et

∀(x, ξ) ∈ V × Rn, pϕ(x, ξ) = 0 ⇒ {q2, q1}(x, ξ) ≥ C > 0.

Remarque 3.2. On note que pϕ(x, ξ) = 0 équivaut à |ξ| = |ϕ′| et 〈ξ, ϕ′〉 = 0. En particulier la sous-variété
caractéristiqueZ = {(x, ξ) ∈ V × Rn; pϕ(x, ξ) = 0} est compacte, comme illustrée dans la figure 1.

L’hypothèse 3.1 est réalisable, en particulier grâce au lemme suivant démontré dans l’annexe A.

Lemme 3.3 (L. Hörmander [Hör63, Hör85a]). Soient V un ouvert borné de Rn et ψ ∈C ∞(Rn,R) telle que
|ψ′| > 0 sur V. Alors pour λ > 0 suffisamment grand ϕ = eλψ satisfait l’hypothèse 3.1 sur V.

La démonstration de l’inégalité de Carleman va utiliser l’inégalité de Gårding. En préparation nous
avons le résultat suivant, démontré dans l’annexe A, qui découle de l’hypothèse 3.1.

Lemme 3.4. Soit µ > 0 et soit ρ = µ(q2
2+q2

1)+{q2, q1}. Alors, pour tout (x, ξ) ∈ V×Rn, on a ρ(x, ξ) ≥ C〈ξ〉4,
avec C > 0, pour µ suffisamment grand.

Nous pouvons maintenant démontrer l’inégalité de Carleman suivante.

1Au sens où seules les constantes sont affectées. Dans le théorème 3.5, seules les constantes C et h1 changent mais pas la forme de
l’inégalité de Carleman.
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pϕ = 0

ϕ′(x)

0

F. 1 – Forme de la sous-variété caractéristiqueZ à la verticale de chaque point x ∈ V .

Théorème 3.5. Soient V un ouvert borné de Rn et ϕ qui satisfait l’hypothèse 3.1 sur V ; alors il existe
0 < h1 < h0 et C > 0 tels que

h‖eϕ/hu‖
2
0 + h3‖eϕ/h∇xu‖

2
0 ≤ Ch4‖eϕ/hPu‖

2
0, (3.1)

pour u ∈C ∞
c (V) et 0 < h < h1.

Preuve. On prend v = eϕ/hu. Alors, Pu = f équivaut à Pϕv = g = h2eϕ/h f ou encore Q2v + iQ1v = g. En
utilisant (Q jw1,w2) = (w1,Q jw2) pour w1,w2 ∈C

∞
c (Rn) on obtient alors

‖g‖20 = ‖Q1v‖20 + ‖Q2v‖20 + 2 Re(Q2v, iQ1v) =
((

Q2
1 + Q2

2 + i[Q2,Q1]
)

v, v
)
. (3.2)

On choisit µ > 0 tel que donné dans le lemme 3.4. Alors pour h tel que hµ ≤ 1 nous avons

h
( (
µ(Q2

1 + Q2
2) +

i
h

[Q2,Q1]
)

︸                            ︷︷                            ︸
symbole principal = µ(q2

1+q2
2)+{q2,q1}

v, v
)
≤ ‖g‖20.

L’inégalité de Gårding et le lemme 3.4 donne alors

h‖v‖22 ≤ C‖g‖20. (3.3)

On se contente2 ici de la norme dans H1 et on obtient h‖eϕ/hu‖20 + h3‖∇x(eϕ/hu)‖20 ≤ Ch4‖eϕ/h f ‖20. On écrit
∇x(eϕ/hu) = h−1eϕ/h(∇xϕ)u + eϕ/h∇xu, ce qui permet d’observer que nous avons

h3‖eϕ/h∇xu‖
2
0 ≤ Ch‖eϕ/hu‖

2
0 +Ch3‖∇x(eϕ/hu)‖

2
0,

car |∇xϕ| ≤ C, ce qui achève la démonstration. �

Remarque 3.6. Par densité le résultat du théorème 3.5 s’étend alors aux fonctions u dans H2
0(V). Cependant,

ici, nous ne traitons pas le cas des fonctions dans H1
0(V) ∩ H2(V). Il faut pour cela disposer d’une inégalité

de Carleman locale au bord de l’ouvert V comme démontrée dans la Proposition 2 page 351 de [LR95].
De plus, une inégalité globale sur tout l’ouvert V pour une fonction u dans H1

0(V) ∩ H2(V) nécessite un
terme d’observation à droite dans l’inégalité de Carleman. Nous donnons plus loin ces détails dans le cas
des opérateurs paraboliques (voir la section 7).

2Il est bon de noter que dans zone elliptique, par exemple pour |ξ| grand, on peut obtenir un résultat qui est bien meilleur sans le
facteur h dans (3.3). Autour de la sous-variété caractéristiqueZ = {pϕ = 0} le choix de la norme dans H1 ou H2 importe peu puisque
cette zone est compacte en ξ. Voir la proposition 3.8 pour plus de détails.
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V × Rn

Z

supp( χ1)

supp( χ2)

F. 2 – variété caractéristiqueZ et supports de χ1 et χ2 dans la proposition 3.8.

Remarque 3.7. Dans la preuve du théorème 3.5, nous avons utilisé l’hypothèse 3.1. Elle permet de don-
ner des rôles complémentaires aux carrés, ‖Q1u‖20 et ‖Q2u‖20, que nous avons dans (3.2) et à l’action du
commutateur i([Q2,Q1]u, u). Lorsque les carrés s’approchent de zéro, c’est le commutateur qui prend le
relais et rend les choses positives globalement. A. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov [FI96] ont introduit une
modification de la méthode de démonstration de l’inégalité de Carleman qui permet de ne considérer que
le terme équivalent au commutateur sans avoir à utiliser les deux carrés. Cette approche est exposée dans
l’annexe A.4.

La proposition suivante donne un résultat plus précis que l’inégalité de Carleman précédente et illustre
la perte d’une demi-dérivée qui se produit au voisinage de la sous-variété caractéristiqueZ .

Proposition 3.8. Soient s ∈ R, V un ouvert borné de Rn et ϕ qui satisfait l’hypothèse 3.1 sur V. Soient
χ1, χ2 ∈ S 0 de supports compacts en x. On suppose que χ1 s’annule dans un voisinage deZ et que χ2
s’annule hors d’un voisinage compact deZ . Alors, il existe C > 0 et 0 < h2 < h0 tels que

‖Op( χ1)v‖2 ≤ C
(
‖Pϕv‖0 + h‖v‖1

)
, et h

1
2 ‖Op( χ2)v‖s ≤ C

(
‖Pϕv‖0 + h‖v‖1

)
, (3.4)

pour v ∈C ∞
c (V) et 0 < h < h2.

Cette proposition est démontrée dans l’annexe A. Nous prenons χ1 et χ2 satisfaisant les hypothèses
de la proposition 3.8 ainsi que χ1 + χ2 = 1 dans un voisinage de V × Rn. Pour v ∈C ∞

c (V) nous avons
‖Op(1 − χ1 − χ2)v‖r ≤ CN,r,r′hN‖v‖r′ pour tout N ∈ N et r, r′ ∈ R. On obtient ainsi

h
1
2 ‖v‖2 ≤ h

1
2 (‖Op(1 − χ1 − χ2)v‖2 + ‖Op( χ1)v‖2 + ‖Op( χ2)v‖2) ≤ C

(
‖Pϕv‖0 + h‖v‖1

)
.

En prenant h suffisamment petit on obtient

h
1
2 ‖v‖2 ≤ C′‖Pϕv‖0, (3.5)

ce qui nous ramène à la dernière étape de la démonstration du théorème 3.5. On notera aussi que (3.5)
permet d’éliminer le dernier terme dans chaque inégalité de (3.4) et d’obtenir ainsi

‖Op( χ1)v‖2 ≤ C‖Pϕv‖0, et h
1
2 ‖Op( χ2)v‖s ≤ C‖Pϕv‖0. (3.6)

Nous avons vu que la condition de sous-ellipticité de l’hypothèse 3.1 était suffisante pour l’obtention
de l’inégalité de Carleman du théorème 3.5. En fait on peut montrer que cette condition est nécessaire. On
notera aussi que les puissances du facteur h qui apparaissent dans l’inégalité de Carleman du théorème 3.5
ainsi que dans la deuxième inégalité de (3.6) sont optimales : par exemple, on ne peut pas avoir h2α devant
le premier terme de l’inegalité (3.1) avec α < 1

2 . Ces deux points sont l’objet de la proposition suivante.
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4. P  9

V′

∇ f

∇ϕ

V′′

ϕ(x) = ϕ(x0)

W

f (x) = f (x0)

Ωε

x0

B0

ϕ(x) = ϕ(x0) − ε

V

S

F. 3 – Géométrie locale pour le problème de prolongement unique. La région hachurée contient le support
de [P, χ]u.

Proposition 3.9. Soient V un ouvert borné de Rn, ϕ(x) ∈C ∞(Rn,R), 0 < h1 < h0 et C > 0 tels que pour un
α ≤ 1

2 l’on ait

hα‖eϕ/hu‖0 ≤ Ch2‖eϕ/hPu‖0, (3.7)

pour u ∈C ∞
c (V) et 0 < h < h1. Alors α = 1

2 et la fonction poids ϕ satisfait l’hypothèse 3.1 sur V.

Nous renvoyons le lecteur à l’annexe A.6 où cette proposition est démontrée.

4. P 
Soient Ω un ouvert borné de Rn. Nous nous plaçons dans un voisinage V d’un point x0 ∈ Ω. Nous

prenons une fonction f définie au voisinage de x0 avec ∇ f , 0 dans V . Soit p(x, ξ) un polynôme du second
ordre en ξ vérifiant p(x, ξ) ≥ C|ξ|2 avec C > 0. Nous définissons l’opérateur différentiel P = p(x, ∂/i).

Nous considérons u ∈ H2(V) solution de Pu = g(u), où g est telle que |g(y)| ≤ C|y|, y ∈ R. Nous
supposons que u = 0 dans {x ∈ V; f (x) ≥ f (x0)}. Nous souhaitons montrer que la fonction u s’annule au
voisinage de x0.

Nous choisissons une fonction ψ dont le gradient ne s’annule pas près de V et satisfaisant 〈∇ f (x0),∇ψ(x0)〉 >
0 et tel que f − ψ atteint un minimum local strict en x0 quand on se déplace le long de la courbe de niveau
{x ∈ V; ψ(x) = ψ(x0)}. Nous pouvons prendre par exemple ψ(x) = f (x) − c|x − x0|

2. Nous prenons alors
ϕ = eλψ suivant le lemme 3.3. Dans le voisinage V (ou éventuellement dans un voisinage de x0 plus petit)
la situation géométrique que nous venons de décrire est illustrée par la figure 3.

Nous appelons W la région {x ∈ V; f (x) ≥ f (x0)} (région sous { f (x) = f (x0)} dans la figure 3).
Nous choisissons les voisinages V ′ et V ′′ de x0 tels que V ′′ b V ′ b V et nous choisissons une fonction
χ ∈C ∞

c (V ′) telle que χ = 1 sur V ′′. Nous posons v = χu. Alors v ∈ H2
0(V). Notons que l’inégalité de

Carleman du théorème 3.5 s’applique à v par la remarque 3.6. Nous avons

Pv = P( χu) = χ Pu + [P, χ]u,

où le commutateur est un opérateur différentiel d’ordre 1. Nous obtenons donc

h‖eϕ/hχu‖
2
0 + h3‖eϕ/h∇x( χu)‖

2
0 ≤ C

(
h4‖eϕ/hχg(u)‖

2
0 + h4‖eϕ/h[P, χ]u‖

2
0

)
≤ C

(
h4‖eϕ/hχu‖

2
0 + h4‖eϕ/h[P, χ]u‖

2
0

)
, 0 < h < h1.
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10 5. I́́ ’, ́́ 

En prenant h suffisamment petit, disons h < h2, on peut ignorer le premier terme du membre de droite. On
écrit alors

h‖eϕ/hu‖
2
L2(V ′) + h3‖eϕ/h∇xu‖

2
L2(V ′) ≤ h‖eϕ/hχu‖

2
0 + h3‖eϕ/h∇x( χu)‖

2
0 ≤ Ch4‖eϕ/h[P, χ]u‖

2
L2(S ), 0 < h < h2,

où S := V ′ \ (V ′′ ∪W), puisque le support de [P, χ]u est confiné dans la région où χ varie et u ne s’annule
pas (voir la région hachurée dans la figure 3).

Pour tout ε ∈ R, on définit Vε = {x ∈ V; ϕ(x) ≤ ϕ(x0) − ε}. Il existe ε > 0 tel que S b Vε. Nous
choisissons alors une boule B0 de centre x0 telle que B0 ⊂ V ′′ \ Vε. Nous obtenons alors

einfB0 ϕ/h‖u‖H1(B0) ≤ CesupS ϕ/h‖u‖H1(S ), 0 < h < h2.

Comme infB0 ϕ > supS ϕ, en faisant tendre h vers zéro, nous obtenons u = 0 sur B0. Nous avons ainsi
prouvé le résultat de prolongement unique local suivant.

Proposition 4.1. Soient g telle que |g(y)| ≤ C|y|, x0 ∈ Ω et u ∈ H2
loc(Ω) vérifiant Pu = g(u) et u = 0 dans

{x; f (x) ≥ f (x0)}, dans un voisinage V de x0. La fonction f est définie dans V et telle que |∇ f | , 0 dans un
voisinage de x0. Alors u s’annule dans un voisinage de x0.

Par un argument de connexité on prouve alors le théorème suivant.

Théorème 4.2 (Théorème de A. Calderón). Soient g telle que |g(y)| ≤ C|y|. Soit Ω un ouvert connexe et soit
ω b Ω, un ouvert non vide. Si u ∈ H2(Ω) vérifie Pu = g(u) dans Ω et u(x) = 0 dans ω. Alors u est nul dans
tout Ω.

Preuve. Le support de u est fermé. Comme F = supp(u) n’est pas égal à Ω, montrons que F est ouvert. On
aura alors F = ∅. Supposons que sa frontière dans Ω, fr(F) = F \ F◦, est non vide et prenons x1 ∈ fr(F).
On pose A := Ω \ F. On rappelle que l’on désigne par B(x, r) la boule euclidienne ouverte de centre x et
de rayon r. Il existe R > 0 tel que B(x1,R) b Ω et x0 ∈ B(x1,R/4) tel que x0 ∈ A. Comme A est ouvert, il
existe 0 < r1 < R/2 tel que B(x0, r1) ⊂ A. Pour r2 = R/2 nous avons ainsi obtenu r1 < r2 tels que

B(x0, r1) ⊂ A, B(x0, r2) b Ω, et x1 ∈ B(x0, r2).

On définit Bt = B(x0, (1− t)r1 + tr2) pour 0 ≤ t ≤ 1. La proposition précédente montre que si u s’annule sur
Bt, avec 0 ≤ t ≤ 1, alors il existe ε > 0 tel que u s’annule sur Bt+ε. Comme u s’annule sur B0, on trouve
ainsi que u s’annule sur B1, en particulier au voisinage de x0 qui ne peut pas appartenir à la frontière de F.
Donc F est ouvert. �

5. I́́ ’, ́́ 
Soient Ω un ouvert borné de Rn, S 0 > 0 et α ∈ (0, S 0/2). Nous définissons Z = (0, S 0) × Ω et Y =

(α, S 0 − α) × Ω. On pose z = (s, x) avec s ∈ (0, S 0) et x ∈ Ω. Nous définissons l’opérateur elliptique
A := −∂2

s − ∆x sur Z. L’inégalité de Carleman que nous avons démontrée dans la section 3 s’applique à cet
opérateur.

Partant d’une fonction poids ϕ(z) définie sur Z on choisit ρ1 < ρ
′
1 < ρ2 < ρ

′
2 < ρ3 < ρ

′
3 et on pose

V = {z ∈ Z; ρ1 < ϕ(z) < ρ′3}, V j = {z ∈ Z; ρ j < ϕ(z) < ρ′j}, j = 1, 2, 3.

On suppose que V est compact dans Z (on reste loin du bord de Z) et que ϕ satisfait l’hypothèse 3.1 de
sous-ellipticité sur V .

L’inégalité de Carleman du théorème 3.5 permet d’obtenir l’inégalité d’interpolation locale suivante.

Proposition 5.1 (G. Lebeau-L. Robbiano [LR95]). Il existe C > 0 et δ0 ∈ (0, 1) tel que pour u ∈ H2(V) on
a

‖u‖H1(V2) ≤ C
(
‖Au‖L2(V) + ‖u‖H1(V3)

)δ
‖u‖1−δH1(V),

pour δ ∈ [0, δ0].
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Preuve. Soit χ ∈C ∞
c (V) telle que χ(z) = 1 près de ρ′1 ≤ ϕ(z) ≤ ρ3. On pose w = χu. L’inégalité de

Carleman du théorème 3.5 implique ‖eϕ/hw‖0 + ‖eϕ/h∇w‖0 ≤ C‖eϕ/hAw‖0 pour h petit, 0 < h < h1 ≤ 1.
On observe alors que Aw = χAu + [A, χ]u, avec l’opérateur [A, χ] d’ordre 1 et uniquement supporté dans
V1 ∪ V3. On obtient donc

e ρ2/h‖u‖H1(V2) ≤ Ce ρ
′
1/h‖u‖H1(V1) +Ce ρ

′
3/h(‖Au‖L2(V) + ‖u‖H1(V3)),

car χ = 1 sur V2. On écrit enfin

e ρ2/h‖u‖H1(V2) ≤ Ce ρ
′
1/h‖u‖H1(V) +Ce ρ

′
3/h(‖Au‖L2(V) + ‖u‖H1(V3)), 0 < h ≤ h1.

On conclut à partir du lemme suivant. �

Lemme 5.2 (L. Robbiano [Rob95]). Soit C1, C2 et C3 strictement positives et A, B, C positifs, tels que
C ≤ C3A et tels que pour tout γ ≥ γ0 on a

C ≤ e−C1γA + eC2γB. (5.1)

Alors
C ≤ Cst A

C2
C1+C2 B

C1
C1+C2 . (5.2)

Preuve. On optimise le membre de droite de (5.1) en fonction de γ et on trouve γopt =
ln((AC1)/(BC2))

C1+C2
. Pour

simplifier on prend γ1 =
ln(A/B)
C1+C2

. Si γ1 ≥ γ0 alors en remplaçant dans (5.1), on obtient (5.2). Si maintenant
γ1 < γ0, alors on voit que A ≤ CstB. On conclut alors car C ≤ C3A. �

Nous appliquons maintenant le résultat de la proposition 5.1 à un choix particulier de fonction poids.
Soit y ∈ Z et r > 0 tel que B(y, 6r) b Z. Posons ψ(z) = − dist(z, y) et on choisit λ > 0 de sorte que ϕ = eλψ

satisfasse l’hypothèse 3.1 de sous-ellipticité dans B(y, 6r) \ B(y, r/8) par le lemme 3.3. On prend alors

ρ1 = e−5rλ, ρ′1 = e−4rλ, ρ2 = e−3rλ, ρ′2 = e−rλ, ρ3 = e−
r
2 λ, ρ′3 = e−

r
4 λ.

Les voisinages V1, V2 et V3 sont représentées dans la figure 5.
En appliquant la proposition 5.1 on obtient, pour u ∈ H2(Z),

‖u‖H1(V2) ≤ C
(
‖Au‖L2(V) + ‖u‖H1(V3)

)δ
‖u‖1−δH1(V) ≤ C

(
‖Au‖L2(Z) + ‖u‖H1(B(y,r))

)δ
‖u‖1−δH1(Z),

ce qui donne
‖u‖H1(B(y,3r)) ≤ C

(
‖Au‖L2(Z) + ‖u‖H1(B(y,r))

)δ
‖u‖1−δH1(Z).

Ainsi la norme H1 sur la boule B(y, 3r) est estimée par la norme H1 sur la boule B(y, r). En particulier on
retrouve le résultat d’unicité locale de la section 4 dans le cas où Au = 0.

Cette inégalité locale peut être « propagée » et on obtient alors un résultat global. En plus des inégalités
de Carleman que nous avons montrées ici, il faut en démontrer au bord. La technique de « propagation »
utilise un recouvrement fini par des boules de rayon r. Le lecteur est renvoyé à [LR95] pour les détails
(pages 353–356). Ici, comme dans [LZ98] (voir la preuve du théorème 3, pages 312–313), l’inégalité d’in-
terpolation peut-être « initiée » au bord en s = 0 (là aussi avec une inégalité de Carleman au bord).

Théorème 5.3 ([LR95, LZ98, JL99]). Soit ω un ouvert non vide de Ω. Il existe C > 0 et δ ∈ (0, 1) tel que
pour u ∈ H2(Z) qui satisfait u(s, x)|x∈∂Ω = 0, pour s ∈ (0, S 0), et u(0, x) = 0, pour x ∈ Ω, nous avons

‖u‖H1(Y) ≤ C‖u‖1−δH1(Z)

(
‖Au‖L2(Z) + ‖∂su(0, x)‖L2(ω)

)δ
. (5.3)

Nous pouvons maintenant en déduire une inégalité spectrale qui mesure entre autres la perte d’orthogo-
nalité des fonction propres de −∆ sur Ω, avec conditions de Dirichlet homogènes au bord, quand elles sont
restreintes à l’ouvert ω ⊂ Ω tel que ω , Ω. Soient φ j, j ∈ N∗, une base orthonormée de telles fonctions
propres et µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µk ≤ · · · les valeurs propres associées, comptées avec leur multiplicité.
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yV3

3r

V1

V2

r

F. 4 – Lignes de niveau de la fonction ϕ et régions V1, V2 et V3. Les zones rouges, V1 et V3, localisent le
support de ∇χ.

Théorème 5.4 ([LZ98],[JL99]). Il existe K > 0 tel que pour toute suite (α j) j∈N∗ ⊂ C et tout µ > 0 nous
avons ∑

µ j≤µ
|α j|

2 = ∫
Ω

∣∣∣∣∣ ∑
µ j≤µ

α jφ j(x)
∣∣∣∣∣2 dx ≤ KeK

√
µ
∫
ω

∣∣∣∣∣ ∑
µ j≤µ

α jφ j(x)
∣∣∣∣∣2 dx, (5.4)

ou de manière plus concise ‖
∑
µ j≤µ α jφ j‖

2
L2(Ω)

≤ KeK
√
µ‖

∑
µ j≤µ α jφ j‖

2
L2(ω)

.

Preuve. Nous appliquons l’inégalité (5.3) à la fonction u(s, x) =
∑
µ j≤µ α j

sinh(√µ j s)
√
µ j

φ j(x) qui vérifie Au = 0
ainsi que les conditions au bord exigées dans le théorème 5.3. On a

‖u‖2H1(Y) ≥ ‖u‖
2
L2(Y) =

∑
µ j≤µ

S 0−α

∫
α
|α j|

2 sinh2(√µ js)
µ j

ds ≥
∑
µ j≤µ
|α j|

2
S 0−α

∫
α

s2 ds = CS 0,α
∑
µ j≤µ
|α j|

2,

ainsi que

‖u‖2H1(Z) =
S 0

∫
0

(∥∥∥∥ ∑
µ j≤µ

α j
sinh(√µ js)
√
µ j

φ j

∥∥∥∥2

L2(Ω)
+

∥∥∥∥ ∑
µ j≤µ

α j
sinh(√µ js)
√
µ j

∇xφ j

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
∥∥∥∥ ∑
µ j≤µ

α j cosh(
√
µ js)φ j

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)
ds

=
∑
µ j≤µ
|α j|

2
S 0

∫
0

(
(1 +

1
µ j

) sinh2(
√
µ js) + cosh2(

√
µ js)

)
ds ≤ CeC

√
µ ∑
µ j≤µ
|α j|

2,

puisque (∇xφi√
µi
,
∇xφ j
√
µ j

)L2(Ω) = δi j. Enfin, nous avons ‖∂su(0, x)‖2L2(ω) = ∫
ω

∣∣∣ ∑µ j≤µ α jφ j(x)
∣∣∣2 dx, ce qui donne

∑
µ j≤µ
|α j|

2 ≤ CeC
√
µ

( ∑
µ j≤µ
|α j|

2
)1−δ (

∫
ω

∣∣∣∣∣ ∑
µ j≤µ

α jφ j(x)
∣∣∣∣∣2 dx

)δ
,

et la conclusion suit. �
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Dans le cas où ω = Ω le résultat du théorème 5.4 devient trivial et la constante CeC
√
µ peut être rem-

placée par 1. D’un autre coté, il est clair que K(ω) tend vers +∞ quand la taille de ω tend vers zéro. La
caractérisation précise de K = K(ω) constitue un problème intéressant et ouvert à notre connaissance.

Dans le cas où ω , Ω, la proposition suivante montre que la puissance 1
2 de µ dans la constante KeK

√
µ

est optimale (voir aussi [JL99]).

Proposition 5.5. Soit ω un ouvert non vide de Ω avec ω , Ω. Il existe une suite réelle (α j) j∈N∗ , telle que,
pour une certaine constante C > 0, on a

∑
µ j≤µ
|α j|

2 ≥ CeC
√
µ
∫
ω

∣∣∣∣∣ ∑
µ j≤µ

α jφ j(x)
∣∣∣∣∣2 dx,

pour µ suffisamment grand.

Preuve. On note Pt(x, y) le noyau de la chaleur que l’on peut écrire
∑

j∈N e−tµ jφ j(x)φ j(y) pour t > 0 ; on a
bien et∆ f (x) = ∫ Pt(x, y) f (y) dy. On écrit alors∣∣∣∣ ∑

µ j≤µ
e−tµ jφ j(x)φ j(y)

∣∣∣∣ ≤ |Pt(x, y)| +
∣∣∣∣ ∑
µ j>µ

e−tµ jφ j(x)φ j(y)
∣∣∣∣ .

Pour k ∈ N suffisamment grand, les injections de Sobolev donnent

‖φ j‖L∞ ≤ C‖φ j‖H2k ≤ C′‖∆kφ j‖L2 = C′µk
j. (5.5)

Pour tous x, y ∈ Ω nous avons pt(x, y) ≤ (4πt)−n/2e−
|x−y|2

4t par le principe du maximum (voir le lemme A.7
dans l’annexe A.7). Soit y0 tel que d = dist(y0, ω) > 0. Nous avons alors pt(x, y0) ≤ e−C0/t, avec C0 > 0,
uniformément pour x dans ω. Avec (5.5) nous obtenons alors∣∣∣∣ ∑

µ j≤µ
e−tµ jφ j(x)φ j(y0)

∣∣∣∣ ≤ e−C0/t +C
∑
µ j>µ

e−tµ jµ2k
j , x ∈ ω.

On choisit α j = e−tµ jφ j(y0) et on prend t = 1/
√
µ. Nous avons∣∣∣∣ ∑

µ j≤µ
α jφ j(x)

∣∣∣∣ ≤ Ce−C0
√
µ +C

∑
µ j>µ

e−tµ jµ2k
j , x ∈ ω.

Pour estimer le deuxième terme nous introduisons Jµ = {l; µl ≤ µ}. L’asymptotique de Weyl (voir e.g.
[Agm65]) donne #Jµ ≤ Cµn/2. Alors, pour µ > 1 grand, on écrit∑

µ j>µ
e−tµ jµ2k

j =
∑
N∈N

N<µ j−µ≤N+1

e−tµ jµ2k
j ≤

∑
N∈N

N<µ j−µ≤N+1

e−t(µ+N)(µ + N + 1)2k ≤
∑

N∈N
#Jµ+N+1 e−t(µ+N)(µ + N + 1)2k

≤ C
∑

N∈N
e−t(µ+N)(µ + N + 1)2k+n/2 ≤ C

∞

∫
µ−1

e−tx(x + 1)2k+n/2 dx = Cet
∞

∫
µ

e−txx2k+n/2 dx.

En effet, avec t = 1/
√
µ, la fonction e−txx2k+n/2 est décroissante sur [µ,+∞) pour µ grand. Nous posons

l = 2k + n/2. Le changement de variable y = t(x − µ) donne alors

∞

∫
µ

e−txxl dx = t−1−le−tµ
∞

∫
0

e−y(µt + y)l dy = µ
l+1
2 e−

√
µ
∞

∫
0

e−y(
√
µ + y)l dy

≤ µl+ 1
2 e−

√
µ
∞

∫
0

e−y(1 + y)l dy = Cµl+ 1
2 e−

√
µ,

puisque t = 1/
√
µ. Pour µ > 1 grand, nous avons obtenu

∣∣∣∑µ j≤µ α jφ j(x)
∣∣∣ ≤ Ce−C

√
µ, ce qui donne

∫
ω

∣∣∣∣ ∑
µ j≤µ

α jφ j(x)
∣∣∣∣2 dx ≤ C|ω|e−C

√
µ.
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14 6. C̂   

Nous concluons maintenant en montrant
∑
µ j≤µ |α j|

2 ≥ Cµn/4 ≥ 1, pour µ suffisamment grand avec le choix
des coefficients α j, j ∈ N, que nous avons fait plus haut. En effet, nous avons∑

µ j≤µ
|α j|

2 =
∑
µ j≤µ

e−2tµ j |φ j(y0)|2 = P2t(y0, y0) −
∑
µ j>µ

e−2tµ j |φ j(y0)|2.

Comme ici t =
√
µ est petit, le lemme A.8 (voir l’annexe A.7) donne P2t(y0, y0) ≥ C(2t)−n/2 = C′µn/4.

Enfin, en procédant par inégalités de Sobolev comme plus haut, on obtient l’estimation suivante∑
µ j>µ

e−2tµ j |φ j(y0)|2 ≤ C
∑
µ j>µ

e−2tµ jµ2k
j ≤ C′e−C′

√
µ,

ce qui donne la conclusion pour µ suffisamment grand. �

L’inégalité spectrale du théorème 5.4 mène aussi au résultat de prolongement unique suivant pour cer-
taines séries de fonctions propres.

Proposition 5.6. Soient ω ⊂ Ω un ouvert et ε > 0. Alors pour toute fonction u =
∑

j∈N∗ α jφ j avec les
coefficients α j satisfaisant |α j| ≤ e−ε

√
µ j , j ∈ N∗, on a u = 0 si u|ω = 0.

Ce résultat permet de faire une analogie entre les séries
∑

j∈N∗ α jφ j et les fonctions analytiques, pour
des coefficients α j satisfaisant l’asymptotique |α j| ≤ e−ε

√
µ j .

Preuve. Pour 0 ≤ s < ε nous posons v(s, x) =
∑

j∈N∗ α j
sinh(√µ j s)
√
µ j

φ j(x). Le comportement asymptotique

que nous supposons sur les coefficients α j donne v ∈C 2((0, ε),H2(Ω)). Nous appliquons alors l’inégalité
d’interpolation du théorème 5.3 en prenant Y = (α, S 0 − α) × Ω avec 0 < α < S 0 − α < S 0 < ε. Comme
v satisfait les conditions adéquates au bord Comme Av = 0 et ∂sv|{0}×ω = u|ω = 0, cela donne ‖v‖H1(Y) = 0.
Pour presque tout s ∈ (α, S 0 −α) on a donc x 7→

∑
j∈N∗ α j

sinh(√µ j s)
√
µ j

φ j(x) = 0 dans L2(Ω). L’orthogonalité les
fonctions propres donne α j = 0 pour tout j ∈ N∗.

�

6. C̂   
Nous allons maintenant construire un contrôle pour l’équation de la chaleur sur l’intervalle de temps

(0,T ) pour une certaine donnée initiale y0 dans L2(Ω) :
∂ty − ∆y = 1ωv dans Q = (0,T ) ×Ω,
y = 0 sur Σ = (0,T ) × ∂Ω,
y(0) = y0 dans Ω.

(6.1)

La fonction v est le contrôle. L’objectif est d’amener la solution y à zéro au temps T > 0, en agissant
uniquement sur le sous-domaine ω.

Nous commençons par donner un résultat de contrôle partiel, puis le contrôle v sera construit par une
suite de contrôles actifs et passifs, ce dernier choix permettant de profiter de la décroissance exponentielle
naturelle de la norme L2 de la solution.

6.1 Observabilité et contrôle partiels. Pour j ∈ N, on définit l’espace de dimension finie E j = vect{φk; µk ≤

22 j} et le problème de contrôle à zéro partiel suivant :
∂ty − ∆y = ΠE j (1ωv) dans (0,T ) ×Ω,
y = 0 sur (0,T ) × ∂Ω,
y(0) = y0 ∈ E j dans Ω,

(6.2)

avec T > 0 et où ΠE j désigne la projection orthogonale sur E j dans L2(Ω). Nous évaluons maintenant le
coût du contrôle v qui permet d’obtenir y(T ) = 0.
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6.2. Construction du contrôle. 15

Lemme 6.1. Il existe un contrôle v qui amène la solution du système (6.2) à zéro au tempsT et ‖v‖L2((0,T )×ω) ≤

CT −
1
2 eC2 j

‖y0‖L2(Ω).

Pour a ≥ 0, lorsque l’on travaille sur l’intervalle de temps [a, a + T ], on notera par V j(y0, a,T ) un tel
contrôle vérifiant ‖V j(y0, a,T )‖L2((a,a+T )×Ω) ≤ CT −

1
2 eC2 j

‖y0‖L2(Ω).

Preuve. Le système adjoint de (6.2) s’écrit
−∂tq − ∆q = 0 dans (0,T ) ×Ω,
q = 0 sur (0,T ) × ∂Ω,
q(T ) = q f ∈ E j.

Si q(0) s’écrit q(0) =
∑
µk≤22 j bkφk alors q(t) =

∑
µk≤22 j αk(t)φk avec αk(t) = bkeµk t et ainsi

T‖q(0)‖2L2(Ω) ≤
T

∫
0
‖q(t)‖2L2(Ω) dt =

T

∫
0
∫
Ω

∣∣∣∣∣ ∑
µk≤22 j

αk(t)φk

∣∣∣∣∣2 dt dx

≤ CeC2 j T

∫
0
∫
ω

∣∣∣∣∣ ∑
µk≤22 j

αk(t)φk

∣∣∣∣∣2 dt dx = CeC2 j T

∫
0
∫
ω
|q(t)|2 dt dx,

par dissipation parabolique et par l’inégalité spectrale du théorème 5.4. Cette inégalité d’observabilité donne
le coût du contrôle escompté. �

6.2 Construction du contrôle. Nous découpons l’intervalle de temps considéré : [0,T ] =
⋃

j∈N[a j, a j+1],
avec a0 = 0, a j+1 = a j + 2T j, pour j ∈ N et T j = K2− jρ avec ρ ∈ (0, 1) et la constante K telle que
2
∑∞

j=0 T j = T . Nous définissons maintenant le contrôle v suivant la stratégie annoncée :

si t ∈ (a j, a j + T j], v(t, x) = V j(ΠE j y(a j, .), a j,T j)

et y(t, .) = S (t − a j)y(a j, .) +
t

∫
a j

S (t − s)v(s, .)ds,

si t ∈ (a j + T j, a j+1], v(t, x) = 0 et y(t, .) = S (t − a j − T j)y(a j + T j, .),

où S (t) désigne le semi-groupe de la chaleur, S (t) = et∆. En particulier, ‖S (t)‖(L2,L2) ≤ 1.
Le choix du contrôle v pendant l’intervalle de temps [a j, a j + T j], j ∈ N, implique

‖y(a j + T j, .)‖L2(Ω) ≤ (1 +CeC2 j
)‖y(a j, .)‖L2(Ω), et ΠE j y(a j + T j, .) = 0.

Pendant la période passive, t ∈ [a j + T j, a j+1], la solution subit une décroissance exponentielle :

‖y(a j+1, .)‖L2(Ω) ≤ e−22 jT j‖y(a j + T j, .)‖L2(Ω).

On obtient donc ‖y(a j+1, .)‖L2(Ω) ≤ eC2 j−22 jT j ‖y(a j, .)‖L2(Ω), et ainsi

‖y(a j+1, .)‖L2(Ω) ≤ e
∑ j

k=0 C2k−22kTk ‖y0‖L2(Ω), j ∈ N.

On a 22kTk = K2k(2−ρ). On note que 2 − ρ > 1 ce qui donne lim j→∞
∑ j

k=0(C2k − K2k(2−ρ)) = −∞. Pour une
certaine constante C > 0 nous avons ainsi

‖y(a j+1, .)‖L2(Ω) ≤ Ce−C2 j(2−ρ)
‖y0‖L2(Ω), j ∈ N. (6.3)

On conclut que lim j→∞ ‖y(a j, .)‖L2(Ω) = 0, i.e. y(T, .) = 0 puisque y(t, .) est continu à valeur dans L2(Ω) car
le membre de droite de (6.1) est dans L2(Q) par construction comme nous allons le voir maintenant.
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16 7. I́́  C   ́ 

Nous avons ‖v‖2L2(Q) =
∑

j≥0 ‖v‖2L2((a j,a j+T j)×Ω). A partir du coût du contrôle donné dans le lemme 6.1 et
de (6.3), on en déduit

‖v‖2L2(Q) ≤

(
CT−1

0 e2C +
∑
j≥1

CT−1
j eC2 j

e−C2( j−1)(2−ρ)
)
‖y0‖

2
L2(Ω).

Comme 2 − ρ > 1 et T j = K2− jρ, un argument similaire au précédent donne ‖v‖L2(Q) ≤ CT ‖y0‖L2(Ω) avec
CT < ∞. Nous avons ainsi obtenu le résultat de contrôle suivant.

Théorème 6.2 (Contrôlabilité à zéro [LR95]). Pour tout T > 0, il existe CT > 0 tel que pour toute donnée
initiale y0 ∈ L2(Ω), il existe v ∈ L2(Q), avec ‖v‖L2(Q) ≤ CT ‖y0‖L2(Ω), tel que la solution du système (6.1)
satisfait y(T ) = 0.

Corollaire 6.3 (Observabilité). Il existe CT > 0 tel que la solution y ∈C ([0,T ], L2(Ω)) du système adjoint
−∂tq − ∆q = 0 dans Q,
q = 0 sur Σ,
q(T ) = qT dans Ω,

vérifie l’inégalité d’observabilité suivante ‖q(0)‖2L2(Ω) ≤ C2
T

T

∫
0
∫
ω
|q(t)|2 dt dx.

7. I́́  C   ́ 
Nous allons démontrer ici des inégalités de Carleman pour des opérateurs paraboliques, typiquement

P = ∂t − ∆. Comme dans les sections précédentes Ω est un ouvert borné régulier de Rn. On pose Q =
(0,T ) ×Ω. Nous commençons par démontrer des inégalités locales en espace, loin du bord ∂Ω.

7.1 Inégalités locales. On pose θ(t) = t(T − t) et h = εθ(t). Le paramètre ε sera pris petit, 0 < ε ≤ ε0 << 1.
Pour une fonction poids ϕ(x) nous définissons Pϕ = h2eϕ/hPe−ϕ/h. Le paramètre semi-classique h va donc
dépendre de la variable t ici, et même s’annuler pour t = 0 et t = T .

Nous avons
Pϕ = h2∂t + εϕ(x)θ′(t) − h2∆ + 2h〈ϕ′,∇x〉 − |ϕ

′|2 + h∆ϕ.

On définit les opérateurs symétriques suivants

Q2 = (Pϕ + P∗ϕ)/2, Q1 = (Pϕ − P∗ϕ)/(2i),

ce qui donne

Q2 = −εhθ′(t) + εϕ(x)θ′(t) − h2∆ − |ϕ′|2,

Q1 =
h2

i
∂t +

εh
i
θ′(t) +

h
i
∆ϕ +

2h
i
〈ϕ′,∇x〉,

de symboles principaux respectifs

q2 = εϕ(x)θ′(t) + |ξ|2 − |ϕ′|2, q1 = hτ + 2〈ϕ′, ξ〉.

On a pϕ = q2 + iq1 et Pϕ = Q2 + iQ1.
Nous choisissons la fonction poids ϕ satisfaisant l’hypothèse suivante.

Hypothèse 7.1. Soit V un ouvert de Ω. La fonction poids ϕ satisfait

ϕ(x) < 0, |ϕ′(x)| , 0, x ∈ V ,

q2|ε=0 = 0⇒ {q2|ε=0, q1|ε=0} > 0, x ∈ V , ξ ∈ Rn, (7.1)
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7.1. Inégalités locales. 17

De telles conditions, plus fortes que celles du cas elliptique, ont été introduites dans [Leb05]. Elles
s’avèrent particulièrement judicieuses pour démontrer l’inégalité parabolique. Elles ne font intervenir que
les variables spatiales, x et ξ, et peuvent être satisfaites en prenant ϕ de la forme

ϕ(x) = eλψ(x) − eλL, avec L > ‖ψ‖∞, |ψ′(x)| , 0, x ∈ V ,

et en prenant le paramètre λ positif suffisamment grand (voir le lemme A.1 dans la section A.2).
A partir de ces conditions on peut démontrer le lemme suivant (voir l’annexe A.8 pour une démonstra-

tion).

Lemme 7.2. Il existe C > 0, µ1 > 0 et δ1 > 0, tels que pour µ ≥ µ1 et 0 ≤ εT ≤ δ1 on a

µq2
2 − 2εθ′|ξ|2 + {q2, b} ≥ C〈ξ〉4, x ∈ V , ξ ∈ Rn,

où b := 2〈ϕ′, ξ〉.

Nous pouvons maintenant démontrer l’inégalité de Carleman suivante, locale en espace et globale en
temps, pour l’opérateur parabolique P.

Théorème 7.3 (Inégalité de Carleman locale loin du bord). Soient K un compact de Ω et V un ouvert de Ω,
voisinage de K. Soit ϕ qui satisfait l’hypothèse 7.1 sur V. Alors il existe C > 0 et δ2 > 0 tels que

‖h
1
2 eϕ/hu‖

2
L2(Q) + ‖h

3/2eϕ/h∇xu‖
2
L2(Q) ≤ C‖h2eϕ/hPu‖

2
L2(Q),

pour u ∈C ∞([0,T ] ×Ω), avec u(t) ∈C ∞
c (K) pour tout t ∈ [0,T ], et 0 < (T + T 2)ε ≤ δ2.

Preuve. On pose v = eϕ/hu. On note que v, ainsi que toutes ses dérivées en temps, s’annulent en t = 0 et
t = T , puisque ϕ ≤ −C < 0 dans K. On a Pϕv = h2eϕ/hPu = g et on écrit, en procédant comme pour (3.2),

‖g‖2L2(Q) = ‖Q1v‖2L2(Q) + ‖Q2v‖2L2(Q) + i([Q2,Q1]v, v)L2(Q),

ce qui donne, avec B = Q1 −
h2

i ∂t −
εh
i θ
′(t) = h

i ∆ϕ +
2h
i 〈ϕ

′,∇x〉,

‖g‖2L2(Q) = ‖Q1v‖2L2(Q) + ‖Q2v‖2L2(Q) + ((−h2(∂tQ2) + i[Q2, B])v, v)L2(Q)

≥
(
(hµQ2

2 − h2(∂tQ2) + i[Q2, B])v, v
)

L2(Q)
=

(
h
(
µQ2

2 − h(∂tQ2) +
i
h

[Q2, B]
)

v, v
)

L2(Q)

pour µ > 0 et 0 < h < 1/µ. On note que h(∂tQ2) = −εh2θ′′ − ε2h(θ′)2 + εhθ′′ϕ − 2εθ′h2∆. Le symbole
principal de µQ2

2 − h(∂tQ2) + i
h [Q2, B] est µq2

2 − 2εθ′|ξ|2 + {q2, b}. On choisit µ1 > 0 et δ1 > 0 suivant le
lemme 7.2 et on prend 0 < εT ≤ δ1. L’inégalité de Gårding étant uniforme par rapport au paramètre semi-
classique h, pris suffisamment petit (i.e., en prenant par exemple 0 < εθ < εT 2/4 ≤ δ′1 pour δ′1 suffisamment
petit), on obtient ((

µQ2
2 − h(∂tQ2) +

i
h

[Q2, B]
)

v(t), v(t)
)

L2(Ω)
≥ C‖v(t)‖22, ∀t ∈ [0,T ], (7.2)

pour µ ≥ µ1 et 0 < (T +T 2)ε ≤ δ2 = min(δ1, 4δ′1), d’où ‖g‖2L2(Q) ≥ C ∫ T
0 h‖v‖22 dt. On obtient alors l’inégalité

de Carleman locale recherchée en procédant comme dans la fin de la preuve du théorème 3.5. �

Remarque 7.4. Dans la démonstration du théorème précédant, on notera l’importance de n’utiliser que le
terme positif ‖Q2v‖2L2(Q) car le second terme ‖Q1v‖2L2(Q) implique une dérivée de v par rapport au temps t,
et ne peut-être utilisé dans l’inégalité de Gårding (7.2) à t fixé. Si on utilise une inégalité de Gårding par
rapport à toutes les variables (t, x) on peut alors se contenter de l’hypothèse de sous-ellipticité plus faible :

q2|ε=0 = 0 et q1|ε=0 = 0 ⇒ {q2|ε=0, q1|ε=0} > 0, x ∈ V , ξ ∈ Rn. (7.3)

La démonstration utilise alors les deux carrés ‖Q2v‖2L2(Q) et ‖Q1v‖2L2(Q). Cette démonstration est par contre
plus technique et fait appel au calcul de Weyl-Hörmander des OψD (voir [LR]).
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18 7. I́́  C   ́ 

7.2 Inégalités au bord. Si nous nous plaçons au voisinage du bord, nous avons le résultat suivant.

Théorème 7.5 (Inégalité de Carleman au bord). Soient K un compact de Ω et V un ouvert de Ω, voisinage
de K dans Ω. Soit ϕ qui satisfait l’hypothèse 7.1 dans V et ∂nϕ|∂Ω∩V < 0, où n est la normale sortante à Ω.
Alors il existe C > 0 et δ3 > 0 tels que

‖h
1
2 eϕ/hu‖

2
L2(Q) + ‖h

3/2eϕ/h∇xu‖
2
L2(Q) ≤ C‖h2eϕ/hPu‖

2
L2(Q),

pour 0 < (T + T 2)ε ≤ δ3, h = εt(T − t) et u ∈C ∞([0,T ] × Ω), avec supp(u(t)) ⊂ K pour tout t ∈ [0,T ], et
u|(0,T )×(∂Ω∩V) = 0.

Voir [LR] pour une démonstration. L’idée est alors d’utiliser l’inégalité de Gårding dans les directions
tangentielles spatiales mais aussi en temps. Suivant la remarque 7.4 la condition (7.3) est en fait suffisante
pour obtenir cette inégalité locale au bord.

7.3 Recollement, inégalité globale. Nous nous intéressons maintenant à des inégalités de Carleman glo-
bales. Une manière de procéder consiste au recollement des inégalités locales à l’intérieur et au bord que
nous avons énoncées précédemment. Le caractère global de l’inégalité nous imposera un terme « d’obser-
vation » sur (0,T ) × ω, avec ω b Ω dans le second membre de l’inégalité.

Le recollement nécessite le choix d’une fonction poids globale commune à toutes ces inégalités. Nous
choisissons une fonction poids suivant l’hypothèse suivante.

Hypothèse 7.6. Soit ω0 b ω b Ω. La fonction poids ϕ satisfait

ϕ|∂Ω = Cst, ∂nϕ|∂Ω < 0, sup
x∈Ω

ϕ(x) < 0, |ϕ′(x)| , 0, x ∈ Ω \ ω0,

q2|ε=0 = 0⇒ {q2|ε=0, q1|ε=0} > 0, x ∈ Ω \ ω0,

De telles conditions peuvent être satisfaites en prenant ϕ de la forme

ϕ(x) = eλψ(x) − eλK , avec K > ‖ψ‖∞, |ψ′(x)| , 0, x ∈ Ω \ ω0, et
ψ|∂Ω = 0, ∂nψ|∂Ω < 0, ψ(x) > 0, x ∈ Ω,

et en prenant le paramètre λ positif suffisamment grand. Pour la construction d’une telle fonction ψ on se
référera à [FI96, lemme 1.1]. La construction fait appel aux fonctions de Morse et au théorème d’approxi-
mation associé [AE84].

Théorème 7.7 (Inégalité de Carleman globale). Soit ϕ qui satisfait l’hypothèse 7.6. Alors il existe δ4 > 0,
et C ≥ 0 tels que

‖h
1
2 eϕ/hu‖

2
L2(Q) + ‖h

3/2eϕ/h∇xu‖
2
L2(Q) ≤ C

(
‖h2eϕ/hPu‖

2
L2(Q) + ‖h

1
2 eϕ/hu‖

2
L2((0,T )×ω)

)
,

pour 0 < (T + T 2)ε ≤ δ4, h = εt(T − t) et u ∈C ∞([0,T ] ×Ω) et tel que u|(0,T )×∂Ω = 0.

Preuve. Soit ω1 tel que ω0 b ω1 b ω. Pour tout x ∈ Ω \ ω1, il existe un voisinage Vx de x et un ouvert Ṽx

de Ω, avec x ∈ Ṽx b Vx ⊂ Ω \ ω0 pour lesquels l’inégalité de Carleman locale au bord ou à l’intérieur est
valable avec la fonction poids ϕ pour des fonctions à support dans le compact Kx = Ṽx.

Du recouvrement de Ω \ ω1 par les Ṽx nous pouvons en extraire un recouvrement fini (Ṽi)i∈I, tel que
pour tout i ∈ I l’inégalité de Carleman sur Vi est valable pour h < hi et C = Ci > 0 et supp(u) ⊂ Ki = Ṽi.

Soit (χi)i∈I une partition de l’unité subordonnée au recouvrement des Ṽi, i ∈ I, [Trè67, Hör90], i.e.,

χi ∈C
∞(Ω), supp( χi) ⊂ Ki = Ṽi, 0 ≤ χi ≤ 1, i ∈ I, et

∑
i∈I
χi = 1 dans Ω \ ω1
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7.3. Recollement, inégalité globale. 19

Notons que nous avons supp( χi)∩ω0 = ∅. Pour tout i ∈ I, on pose ui = χiu. Alors pour chaque ui on a une
inégalité de Carleman locale. On note maintenant que l’on a

Pui = P( χiu) = χiPu + [P, χi]u = χiPu − [∆, χi]u,

où le commutateur est un opérateur différentiel d’ordre un en x. Pour tout i ∈ I, on obtient donc

‖h2eϕ/hPui‖
2
L2(Q) ≤ C‖h2eϕ/hPu‖

2
L2(Q) +C‖h2eϕ/hu‖

2
L2(Q) +C‖h2eϕ/h ∇x u‖

2
L2(Q) (7.4)

≤ C‖h2eϕ/hPu‖
2
L2(Q) +C(εT 2)3‖h

1
2 eϕ/hu‖

2
L2(Q) +CεT 2‖h3/2eϕ/h ∇x u‖

2
L2(Q).

Maintenant on note que l’on a

‖h
1
2 eϕ/h u‖

2
L2(Q) + ‖h

3/2eϕ/h ∇x u‖
2
L2(Q) ≤C

∑
i∈I

(
‖h

1
2 eϕ/h ui‖

2
L2(Q) + ‖h

3/2eϕ/h ∇xui‖
2
L2(Q)

)
+C‖h

1
2 eϕ/h u‖

2
L2((0,T )×ω1) +C‖h3/2eϕ/h∇xu‖

2
L2((0,T )×ω1),

De (7.4) on obtient alors

‖h
1
2 eϕ/h u‖

2
L2(Q) + ‖h

3/2eϕ/h ∇x u‖
2
L2(Q) ≤ C

(
‖h2eϕ/hPu‖

2
L2(Q) + (εT 2)3‖h

1
2 eϕ/hu‖

2
L2(Q) + εT 2‖h3/2eϕ/h ∇x u‖

2
L2(Q)

+ ‖h
1
2 eϕ/h u‖

2
L2((0,T )×ω1) + ‖h

3/2eϕ/h∇xu‖
2
L2((0,T )×ω1)

)
.

Pour εT 2 suffisamment petit on obtient

‖h
1
2 eϕ/h u‖

2
L2(Q) + ‖h

3/2eϕ/h ∇x u‖
2
L2(Q) ≤ C

(
‖h2eϕ/hPu‖

2
L2(Q) + ‖h

1
2 eϕ/h u‖

2
L2((0,T )×ω1)

+ ‖h3/2eϕ/h∇xu‖
2
L2((0,T )×ω1)

)
.

Il s’agit maintenant éliminer le dernier terme à droite dans l’estimation précédente. Soit donc χ ∈C ∞
c (ω)

tel que χ = 1 dans un voisinage de ω1. Si Pu = f , après multiplication par e2ϕ/hh3χu, intégration sur Q, on
obtient

1
2 ∫∫Q

e2ϕ/hh3χ∂t |u|2 dt dx − Re ∫∫
Q

e2ϕ/hh3χu∆u dt dx = Re ∫∫
Q

e2ϕ/hh3χu f dt dx (7.5)

Nous traitons tout d’abord le premier terme I1 par intégration par parties en t

|I1| =
∣∣∣∣ 1
2 ∫∫Q

e2ϕ/hh3χ∂t |u|2 dt dx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

2 ∫∫Q
(3εθ′h2 − 2ϕεθ′h)e2ϕ/hχ|u|2 dt dx

∣∣∣∣ ≤ C‖h
1
2 eϕ/hu‖

2
L2((0,T )×ω),

car ε|θ′| ≤ CεT est borné. Le troisième terme s’estime ainsi

|I3| =
∣∣∣∣Re ∫∫

Q
e2ϕ/hh3χu f dt dx

∣∣∣∣ ≤ C‖h2eϕ/h f ‖
2
L2(Q) +C‖h

1
2 eϕ/hu‖

2
L2((0,T )×ω).

Pour le deuxième terme, avec des intégrations par parties en x, nous avons

I2 = ∫∫
Q

e2ϕ/hh3χ|∇xu|2 dt dx + Re ∫∫
Q

h3∇x(e2ϕ/hχ)u∇xu dt dx

≥ ‖h
3
2 eϕ/h∇xu‖

2
L2((0,T )×ω1) −

1
2 ∫∫Q

h3∆(e2ϕ/hχ)|u|2 dt dx,

ainsi que
∣∣∣ ∫∫

Q
h3∆(e2ϕ/hχ)|u|2 dt dx

∣∣∣ ≤ C‖h
1
2 eϕ/hu‖

2
L2((0,T )×ω). Les estimations précédentes et (7.5) donnent

ainsi

‖h
3
2 eϕ/h∇xu‖

2
L2((0,T )×ω1) ≤ C‖h2eϕ/hPu‖

2
L2(Q) +C‖h

1
2 eϕ/hu‖

2
L2((0,T )×ω),

ce qui conclut la démonstration. �
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20 A. Q ́ ́    ́ ́

7.4 Inégalité d’observabilité et contrôlabilité. Il est maintenant simple de déduire une inégalité d’obser-
vabilité pour le système adjoint 

−∂tq − ∆q = 0 dans Q,
q = 0 sur Σ,
q(T ) = qT dans Ω.

On notera que l’inégalité du théorème 7.7 s’applique aussi à l’opérateur adjoint −∂t−∆. Avec la décroissance
parabolique de l’énergie, on obtient 1

2 T‖q(0)‖2L2(Ω) ≤ ‖q‖
2
L2((T/4,3T/4)×Ω). On a aussi Ce−C′/(εT 2)‖q‖2L2((T/4,3T/4)×Ω) ≤

‖h
1
2 eϕ/hq‖

2
L2((T/4,3T/4)×Ω) car sur l’intervalle [T/4, 3T/4] on a 0 < CT 2 ≤ t(T − t) ≤ C′T 2 (on note qu’ici ϕ

a été choisie négative ce qui explique la restriction à l’intervalle [T/4, 3T/4] pour cette estimation). Alors
pour (T + T 2)ε = δ4, l’inégalité de Carleman donne ainsi

‖q(0)‖2L2(Ω) ≤
C
T

eC/(εT 2)‖q‖2L2((0,T )×ω) ≤ eC+C′/T ‖q‖2L2((0,T )×ω).

De cette inégalité d’observabilité, on peut aussi déduire la contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur.
On note qu’ici nous avons une expression de la constante d’observabilité qui dépend du temps de contrôle
T . Naturellement, on voit que cette constante explose quand T tend vers 0.

Remarque 7.8. Les inégalités de Carleman paraboliques permettent de traiter le contrôle d’équations pa-
raboliques plus générales. Des termes d’ordre 0 ou 1, réels ou complexes, dépendant du temps peuvent être
introduits. De plus, par linéarisation et par point fixe, on peut aborder la question du contrôle d’équations
paraboliques semi-linéaires pour certaines formes de non-linéarités. Pour ces questions nous renvoyons
à [Bar00, FCZ00, DFCGBZ02]. C’est précisément une connaissance fine de la constante d’observabilité,
obtenue grâce aux inégalités de Carleman paraboliques qui permet de traiter ces cas non linéaires. En parti-
culier, les puissances du paramètre semi-classique h dans l’inégalité de Carleman globale du théorème 7.7
jouent un rôle important pour ces questions. La question de l’optimalité de ces puissances se pose alors.
Comme dans le cas elliptique nous montrons dans la proposition suivante que ces puissances sont optimales.

Proposition 7.9. Soient V un ouvert de Ω et ϕ(x) définie sur un voisinage de V, δ > 0 et C > 0 tels que
l’on ait pour un α ≤ 1

2 ,

‖hαeϕ/hu‖L2(Q) ≤ C‖h2eϕ/hPu‖L2(Q), (7.6)

pour u ∈C ∞([0,T ] × Ω), avec u(t) ∈C ∞
c (V) pour tout t ∈ [0,T ], et 0 < (T + T 2)ε ≤ δ. Alors α = 1

2 et la
fonction poids ϕ satisfait

|ϕ′(x)| , 0, x ∈ V ,

q2|ε=0 = 0 et q1|ε=0 = 0⇒ {q2|ε=0, q1|ε=0} > 0, x ∈ V , ξ ∈ Rn.

A. Q ́ ́    ́ ́
A.1. Preuve de l’inégalité de Gårding. Le symbole a(x, ξ, h) est de la forme a(x, ξ, h) = am(x, ξ, h) +
ham−1(x, ξ, h), avec am−1 ∈ S m−1. Ainsi, pour h suffisamment petit, disons h < h1, le symbole complet
a(x, ξ, h) satisfait

Re a(x, ξ, h) ≥ C′′〈ξ〉m, x ∈ K, ξ ∈ Rn, h ∈ (0, h1),

avec C′ < C′′ < C. Soit U un voisinage de K tel que l’inégalité précédent reste vraie pour (x, ξ) ∈ U × Rn

avec la constante C′′ remplacée par C′′′ vérifiant C′ < C′′′ < C′′ < C. Soit χ(x) ∈C ∞
c (U) tel que 0 ≤ χ ≤ 1

et χ = 1 dans un voisinage de K. Nous posons alors ã(x, ξ, h) = χ(x)a(x, ξ, h)+C′′′(1−χ)(x)〈ξ〉m qui vérifie

ã ∈ S m et Re ã(x, ξ, h) ≥ C′′′〈ξ〉m, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn, h ∈ (0, h1), (A.1)

On note par ailleurs que (Op(ã)u, u) = (Op(a)u, u) si supp(u) ⊂ K. Sans perte de généralité, nous pouvons
donc supposer que le symbole a satisfait (A.1) dans le reste de la preuve.
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A.2. Exemple de fonctions satisfaisant la condition de sous-ellipticité : preuve du lemme 3.3. 21

On choisit alors L > 0 tel que C′ < L < C′′′ et on pose

b(x, ξ, h) :=
(

Re a(x, ξ, h) − L〈ξ〉m
) 1

2 , et B = Op(b).

Le calcul symbolique donne alors B∗ ◦ B = Re Op(a) − LΛm + hR, avec R ∈ Ψm−1, où Re Op(a) signifie
(Op(a) + Op(a)∗)/2. Alors on a

Re(Op(a)u, u) = (Re Op(a)u, u) ≥ L(Λmu, u) − h(Ru, u) ≥ L‖Λm/2u‖
2
0 − hL′‖u‖2(m−1)/2

≥ (L − hL′)‖u‖2m/2.

On conclut en prenant h suffisamment petit. �

A.2 Exemple de fonctions satisfaisant la condition de sous-ellipticité : preuve du lemme 3.3. Nous
allons ici montrer le lemme plus fort suivant

Lemme A.1. Soient V un ouvert borné de Rn et ψ ∈C ∞(Rn,R) telle que |ψ′| > 0 sur V. Alors pour λ > 0
suffisamment grand, ϕ = eλψ satisfait |ϕ′| ≥ C > 0 sur V et

∀(x, ξ) ∈ V × Rn, q2(x, ξ) = 0 ⇒ {q2, q1}(x, ξ) ≥ C > 0. (A.2)

La propriété (A.2) est plus forte que celle de l’hypothèse 3.1. Elle est utile dans certaines situations, en
particulier pour des inégalités de Carleman pour des opérateurs paraboliques tels que ∂t −∆ comme on peut
le voir dans la section 7.1.

Preuve. Le calcul du crochet de Poisson {q2, q1} =
∑

j ∂ξ j q2∂x j q1 − ∂x j q2∂ξ j q1 donne

{q2, q1} = 4
∑

1≤ j,k≤n
ϕ′′j,k(ξ jξk + ϕ

′
jϕ
′
k) = 4(ϕ′′(ξ, ξ) + ϕ′′(ϕ′, ϕ′)).

Ici nous avons ϕ = eλψ, d’où ϕ′ = λϕψ′, et ϕ′′jk = λϕψ
′′
jk + λ

2ϕψ′jψ
′
k, j, k = 1, . . . , n, ce qui donne

{q2, q1} = 4λ3ϕ3
(
λ|ψ′|4 + ψ′′(ψ′, ψ′) + ψ′′((λϕ)−1ξ, (λϕ)−1ξ) + λ−1ϕ−2〈ψ′, ξ〉2

)
.

Dans le cas où q2 = 0 alors on obtient alors |ξ| = λϕ|ψ′|. On note qu’alors

|ψ′′((λϕ)−1ξ, (λϕ)−1ξ)| ≤ C|ψ′|2, |ψ′′(ψ′, ψ′)| ≤ C|ψ′|2.

On en déduit que
{q2, q1} ≥ 4λ3ϕ3

(
λ|ψ′|4 −C|ψ′|2

)
. (A.3)

On voit donc que pour λ suffisamment grand on a {q2, q1} ≥ Cλ > 0, puisque |ψ′| ≥ C > 0. �

Remarque A.2. Dans le lemme 3.3 nous avons fait le choix d’utiliser la fonction exponentielle. Le lecteur
notera que l’on peut obtenir un résultat similaire en prenant ϕ = G(λψ), avec λ suffisamment grand, pour
une fonction G : R → R qui vérifie G′ > 0, G′′ > 0 et G′′/G′ ≥ C > 0. Cette méthode est souvent appelée
« convexification » de la fonction poids.

A.3 Preuve du lemme 3.4. Pour |ξ| grand, la réponse est claire car q2 = |ξ|
2 − |ϕ′|2 et car le symbole

{q2, q1} est seulement d’ordre 2.
Il reste à montrer le résultat pour |ξ| ≤ R, avec R > 0, i.e. pour (x, ξ) dans un compact (ici x ∈ V). En

fait on peut se placer dans un cadre plus général. On travaille avec deux fonctions f et g continues, définies
sur un compact K , et avec comme hypothèse f ≥ 0 et f (y) = 0⇒ g(y) ≥ L > 0. On pose hµ = µ f + g.

Pour tout y ∈ K , soit f (y) = 0 et donc hµ(y) > L, soit f (y) > 0 et donc il existe un µy > 0 tel que
hµy (y) > 0. Cette inégalité reste alors vraie localement dans un voisinage ouvert Vy. Du recouvrement de
K par les ouverts Vy, on extrait un recouvrement fini Vy1 , . . . ,Vyn et en prenant µ = max1≤ j≤n µ j on obtient
hµ ≥ C > 0. On applique ce résultat à ρ/〈ξ〉4. �
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A.4 La méthode d’A. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov. Suivant l’approche d’A. Fursikov et O. Yu. Ima-
nuvilov [FI96], nous donnons ici une autre démonstration du théorème 3.5 du cas elliptique. Reprenant les
notations de la preuve du théorème 3.5, on écrit

‖g + h∆ϕv‖20 = ‖Q2v‖20 + ‖Q̃1v‖20 + (i[Q2,Q1]v, v) + 2 Re(Q2v, h∆ϕv),

où Q̃1 = Q1 − ih∆ϕ et on obtient ‖g + h∆ϕv‖20 = ‖Q2v‖20 + ‖Q̃1v‖20 + h Re(Rv, v), où ρ = σ(R) = ({q2, q1} +

2q2∆ϕ). On a le lemme suivant.

Lemme A.3. Si ϕ = eλψ, alors pour λ > 0 suffisamment grand, il existe Cλ > 0 tel que

ρ = {q2, q1} + 2q2∆ϕ ≥ Cλ〈ξ〉
2, x ∈ V , ξ ∈ Rn.

Par l’inégalité de Gårding, on conclut alors Re(Rv, v) ≥ C′‖v‖21, pour 0 < C′ < Cλ et h pris suffisamment
petit. L’inégalité de Carleman s’en suit sans avoir recours au deux carrés ‖Q2v‖20 et ‖Q̃1v‖20. En effet on écrit

‖g + h∆ϕv‖20 ≤ 2‖g‖20 + 2h2‖∆ϕv‖20,

et le second terme du membre de droite peut être « absorbé » par h‖v‖21 pour h suffisamment petit. �

Preuve du lemme A.3. Nous avons vu plus haut, dans la section A.2,

{q2, q1} = 4λ3ϕ3
(
λ|ψ′|4 + ψ′′(ψ′, ψ′) + ψ′′((λϕ)−1ξ, (λϕ)−1ξ) + λ−1ϕ−2〈ψ′, ξ〉2

)
.

On constate que 2q2∆ϕ = 2
(
|ξ|2 − λ2|ψ′|2ϕ2

) (
λ2|ψ′|2ϕ + λ(∆ψ)ϕ

)
, d’où

ρ = λ3ϕ3
(
4ψ′′((λϕ)−1ξ, (λϕ)−1ξ) + 2(λ|ψ′|2 + ∆ψ)

∣∣∣∣∣ ξλϕ
∣∣∣∣∣2 + λ−1ϕ−2〈ψ′, ξ〉2

+ 2λ|ψ′|4 + 4ψ′′(ψ′, ψ′) − |ψ′|2∆ψ
)
,

que l’on peut effectivement rendre plus grand que Cλ〈ξ〉
2, avec Cλ > 0 pour λ suffisamment grand. �

Remarque A.4. La méthode d’A. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov, au niveau des symboles des opérateurs,
revient donc à ajouter au symbole du commutateur i

h [Q2,Q1] un terme de la forme µq2∆ϕ. Comme le signe
de q2∆ϕ n’est pas fixé, un choix précis de la valeur de µ s’impose.

Remarque A.5. La condition (A.2) est plus forte que la condition de l’hypothèse 3.1, i.e.,

pϕ(x, ξ) = 0 ⇒ {q2, q1}(x, ξ) ≥ C > 0.

Enfin la condition d’A. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov, i.e., {q2, q1} + 2q2∆ϕ ≥ C〈ξ〉2 est elle-même plus
forte que (A.2). Les différentes conditions que nous imposons sur la fonction poids ϕ sont suffisantes pour
l’obtention d’une inégalité de Carleman. Nous rappelons que la condition la plus faible que nous avons
énoncée, celle l’hypothèse 3.1, est en fait nécessaire : voir la proposition 3.9 et sa démonstration dans la
section A.6.

A.5 Estimations dans la zone elliptique et près de la variété caractéristique : preuve de la proposi-
tion 3.8. Soit w1 = Op( χ1)v. On note que supp(w1) ⊂ V par l’hypothèse de support faite sur le symbole
χ1. Alors Pϕw1 = g1 = Op( χ1)g + [Pϕ,Op( χ1)]v, où g = Pϕv. Le commutateur est dans hΨ1 et ainsi

‖g1‖0 ≤ C
(
‖g‖0 + h‖v‖1

)
. (A.4)

Soit χ ∈ S 0 tel que χ = 1 dans un voisinage de supp( χ1) et χ = 0 dans un voisinage deZ . Par l’ellipticité
de Pϕ sur supp( χ), pour M ∈ N grand, il existe un OψD EM = Op(e), e ∈ S −2, de la forme e =

∑M
j=0 h je j,

avec e j ∈ S 2− j et e0 = χ/pϕ, qui réalise une paramétrix pour Pϕ (voir [Hör85b, Mar02])

EM ◦ Pϕ = Op( χ) + hM+1RM , RM ∈ Ψ
−1−M .
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A.6. Condition de sous-ellipticité et optimalité de la puissance du paramètre semi-classique dans l’inégalité de Carleman : preuve de
la proposition 3.9. 23

On obtient alors w1 = EMg1+g̃1, avec g̃1 = (Id−Op( χ))w1−hM+1RMw1. Comme supp(1−χ)∩supp( χ1) = ∅,
et w1 = Op( χ1)v, par la calcul des OψD (voir théorème 2.8) , on trouve

‖g̃1‖2 ≤ Ch‖v‖1. (A.5)

Par (A.4) et (A.5) on obtient ainsi le premier résultat de la proposition :

‖w1‖2 ≤ C
(
‖g1‖0 + h‖v‖1

)
≤ C′

(
‖g‖0 + h‖v‖1

)
.

Pour la deuxième partie nous introduisons w2 = Op( χ2)v. On a alors Pϕw2 = g2 = Op( χ2)g +
[Pϕ,Op( χ2)]v et ‖g2‖0 ≤ C

(
‖g‖0 + h‖v‖1

)
. La preuve de l’inégalité de Carleman donne alors (voir (3.3))

h‖w2‖
2
2 ≤ C

(
‖g‖20 + h2‖v‖21

)
.

Soit χ̃2 ∈ S 0 à support compact tel que χ̃2 = 1 dans un voisinage de supp(χ2). Alors le calcul symbolique
du théorème 2.8 donne

w2 = Op(1 − χ̃2)w2 + Op( χ̃2)w2 = Op(1 − χ̃2)Op( χ2)︸                  ︷︷                  ︸
∈hNΨ−N

v + Op( χ̃2)w2, N ∈ N,

d’où, pour tous N ∈ N, et r, r′ ∈ R on obtient

‖w2‖s = ‖Λ
sw2‖0 ≤ CN,r,shN‖v‖r + ‖Λ

sOp( χ̃2)︸      ︷︷      ︸
∈Ψr′

w2‖0 ≤ CN,r,shN‖v‖r +C′r′,s‖w2‖r′ .

Nous obtenons ainsi ‖w2‖s ≤ Csh‖v‖1 +C′s‖w2‖2, pour tout s ∈ R, ce qui donne le résultat. �

A.6 Condition de sous-ellipticité et optimalité de la puissance du paramètre semi-classique dans l’in-
égalité de Carleman : preuve de la proposition 3.9. La démonstration que nous donnons est adaptée de
celle du théorème 8.1.1 dans [Hör63]. Le lecteur se référera à cette preuve pour le traitement d’opérateurs
plus généraux. Ici, le symbole du laplacien ne dépendant pas de x, la preuve s’en trouve simplifiée.

Soit x0 ∈ V et soit ξ0 ∈ R
n tel que pϕ(x0, ξ0) = 0 (un tel ξ0 existe toujours). On note que l’on peut se

ramener au cas où x0 = 0 et ϕ(x0) = 0. On pose ζ0 = ξ0 + iϕ′(x0). Alors
∑

j ζ
2
0, j = 0. Soit w(x) = 〈x, ζ0〉.

Nous avons

ϕ(x) − Im(w(x)) = A(x) + o(|x|2), avec A(x) =
1
2

∑
j,k
ϕ′′jk(x0)x jxk.

Soit φ ∈C ∞
c (Rn) telle que φ(0) , 0. Nous posons alors uh = eiw(x)/hφ(x/h

1
2 ) et nous avons

h2Puh = eiw/h
(
−h(∆φ)(x/h

1
2 ) − ih∆w(x)φ(x/h

1
2 ) +

(∑
j(∂x j w(x))2

)
φ(x/h

1
2 ) − 2ih

1
2 〈∇xw(x), φ′(x/h

1
2 )〉

)
.

(A.6)

On note que
∑

j(∂x j w(x))2 = 0. On constate alors que l’on a

‖h2eϕ/hPuh‖
2
0 = hn/2

∫ e
2
h

(
A(h

1
2 x)+o(|h

1
2 x|2)

) ∣∣∣∣− h∆φ(x) − ih(∆w)(h
1
2 x)φ(x) − 2ih

1
2 〈(∇w)(h

1
2 x), φ′(x)〉

∣∣∣∣2 dx,

après le changement de variables x→ x/h
1
2 . A la limite h→ 0, par convergence dominée, on obtient

‖h2eϕ/hPuh‖
2
0 ∼ 4h(n/2+1)

∫ e2A(x)|〈ζ0, φ
′(x)〉|2 dx.

De même on a h2α‖eϕ/huh‖
2
0 ∼ h(n/2+2α)

∫ e2A(x)|φ(x)|2 dx. De l’inégalité (3.7) nous concluons que nécessai-
rement α = 1

2 et 〈ζ0, φ
′(x)〉 . 0. En particulier ϕ′(x0) , 0 car sinon ζ0 = 0.

Si nous notons K la constante C dans (3.7), avec α = 1
2 , le passage à la limite h→ 0 donne

∫ e2A(x)|φ(x)|2 dx ≤ K ∫ e2A(x)|〈ζ0, φ(x)′〉|2 dx,
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pour tout φ ∈C ∞
c (Rn). Le lemme 8.1.3 dans [Hör63] donne alors

∑
j,k ϕ

′′
jk ζ0, j ζ0,k ≥

1
2K . On pose ζ =

ξ + iϕ′(x). Le calcul fait dans la section A.2 donne {q2, q1} = 4ϕ′′(ζ, ζ) = 4
∑

j,k ϕ
′′
j,k ζ j ζk. Ainsi pour tout

x ∈ V nous avons

ξ ∈ Rn et pϕ(x, ξ) = 0 ⇒ {q2, q1}(x, ξ) ≥
2
K
. (A.7)

Soit maintenant (y, η) ∈ ∂V × Rn tel que pϕ(y, η) = 0. Considérons tout d’abord (x(k))k∈N∗ ⊂ V qui
converge vers y et (ξ(k))k∈N∗ ⊂ R

n telles que pϕ(x(k), ξ(k)) = 0. Nous posons ζ(k) = ξ(k) + iϕ′(x(k)). En
particulier |ξ(k)| = |ϕ′(x(k))| et donc la suite (ξ(k))k est bornée. Elle converge à une sous-suite près vers un
certain ξ ∈ Rn et ainsi pϕ(y, ξ) = 0. En particulier |ξ| = |ϕ′(y)|. Nous avons vu que {q2, q1}(x(k), ξ(k)) =

4
∑

i, j ϕ
′′
i, j(x(k)) ζ(k)

i ζ(k)
j ≥

2
K . Si ζ = ξ + iϕ′(y) nous obtenons ainsi {q2, q1}(y, ξ) = 4

∑
i, j ϕ

′′
i, j(y) ζi ζ j ≥

2
K . Cela

exclut ζ = 0. Comme |ξ| = |ϕ′(y)| nous trouvons ϕ′(y) , 0.
La variet́é caractéristique sur V est donnée parZ =Z̃ ∩ (V × Rn) avec

Z̃ = {(x, ξ) ∈ Rn × Rn; f1(x, ξ) = |ξ|2 − |ϕ′(x)|2 = 0, et f2(x, ξ) = 〈ξ, ϕ′(x)〉 = 0}.

Comme ϕ′(y) , 0 et η , 0 est orthogonal à ϕ′(y), on voit alors que les différentielles partielles dξ f1 et dξ f2
forment un système de rang 2 en (y, η). Quitte à réordonner les variables, par le théorème des fonctions
implicites, cela signifie que pour voisinage U1 de (y, η) et un voisinage U2 de (y, η1, . . . , ηn−2) nous avons

(x, ξ) ∈Z̃ ∩ U1 ⇔ (x, ξ1, . . . , ξn−2) ∈ U2 et (ξn−1, ξn) = g(x, ξ1, . . . , ξn−2),

avec g une fonction régulière. Prenons une suite (x(k))k∈N∗ ⊂ V qui converge vers y. Pour k suffisamment
grand, k ≥ N0, nous avons (x(k), η1, . . . , ηn−2) ∈ U2 et si nous posons ξ(k) = (η1, . . . , ηn−2, g(x(k), η1, . . . , ηn−2))
alors (x(k), ξ(k)) est dansZ et converge vers (y, η). Nous avons {q2, q1}(x(k), ξ(k)) ≥ 2/K pour tout k ≥ N0 par
la première partie de la preuve. On obtient alors {q2, q1}(y, η) ≥ 2/K par passage à la limite. �

Remarque A.6. Dans la démonstration précédente nous avons choisit une fonction test uh qui est localisée
autour de x0 en espace, à travers le terme φ(x/h

1
2 ), et autour de ζ0 en fréquence, à travers le terme ei〈x,ζ0〉/h,

pour la transformée de Fourier semi-classique. Cette microlocalisation montre bien que la puissance non
nulle du paramètre h à gauche dans l’inégalité de Carleman provient du comportement du symbole au
niveau de la variété caractéristiqueZ comme déjà souligné par la proposition 3.8. On notera bien que la
mise à l’échelle x/h

1
2 dans φ(x/h

1
2 ) permet de maîtriser les variations de A(x)/h dans le support de uh.

A.7 Estimation du noyau de la chaleur Soit pt(x, y) le noyau de la chaleur sur Ω un ouvert borné de Rn

avec des conditions de Dirichlet homogènes au bord.

Lemme A.7. Pour tous x, y ∈ Ω on a pt(x, y) ≤ (4πt)−n/2e−
|x−y|2

4t si t > 0.

Preuve. Le noyau de la chaleur dans Rn est donné par p0,t(x, y) = (4πt)−n/2e−
|x−y|2

4t si t > 0. Considérons
y0 ∈C ∞

c (Ω) tel que y0 ≥ 0. Nous notons aussi y0 son extension par zéro sur Rn. Nous considérons les
problèmes paraboliques suivants :

∂ty − ∆y = 0 dans (0,T ) ×Ω,
y = 0 sur (0,T ) × ∂Ω,
y|t=0 = y0 dans Ω,

∂tz − ∆z = 0 dans (0,T ) × Rn,

z|t=0 = y0 dans Rn.

Pour t > 0, les solutions z et y sont des fonctions régulières données par y(t, x) = 〈pt(x, .), y0(.)〉 et z(t, x) =
〈p0,t(x, .), y0(.)〉. En particulier z(t, x) ≥ 0 si x ∈ ∂Ω. Ainsi z − y ≥ 0 sur (0,T ) × ∂Ω. La différence des
solutions vérifie donc un problème parabolique de la forme

∂t(z − y) − ∆(z − y) = 0 dans (0,T ) ×Ω,
z − y ≥ 0 sur (0,T ) × ∂Ω,
(z − y)|t=0 = 0 dans Ω.
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A.8. Preuve du lemme 7.2. 25

Le principe du maximum donne z − y ≥ 0 dans (0,T ) × Ω (voir e.g. [Bre83, théorème X.6]). Ainsi, si y0 ∈

C ∞
c (Ω) avec y0 ≥ 0, on a 〈p0,t(x, .), y0(.)〉 ≥ 〈pt(x, .), y0(.)〉 pour t > 0. Cela donne le résultat recherché. �

Lemme A.8. Soit p0,t(x, y) = (4πt)−n/2e−
|x−y|2

4t le noyau de la chaleur dans Rn et soient y ∈ Ω et Vy un
voisinage de y tel que Vy ⊂ Ω. Il existe C and C′ > 0 telles que

|pt(x, y) − p0,t(x, y)| ≤ Cte−C′/t, x ∈ Vy, t > 0.

Preuve. Soit χ ∈C ∞
c (Ω) telle que χ = 1 près de Vy. Nous introduisons v(t, x) = pt(x, y) − χ(x)p0,t(x, y) et

vérifions que v|t=0 = 0 et v|(0,+∞)×∂Ω = 0 et que v satisfait l’équation parabolique (∂t − ∆)v = w avec

w(t, x) = p0,t(x, y)
(
∆χ(x) −

1
t

(∇χ(x), x − y)
)
.

On observe que |x − y| ≥ d > 0 dans supp( χ′) et ainsi w̃(t, x) = e
d2
4t w(t, x) ∈C ∞([0,+∞[×Ω) et de plus

‖w̃‖L∞([0,+∞[×Ω) < ∞. La formule de Duhamel donne v(t, x) = ∫ t
0 S (t − s)w(s)ds, où S (t) est le semi-groupe

de la chaleur ou encore v(t) = ∫ t
0 e−

d2
4s S (t − s)w̃(s)ds, et nous trouvons

‖v(t)‖L∞(Ω) ≤ e−
d2
4t

t

∫
0
‖S (t − s)w̃(s)‖L∞(Ω)ds ≤ te−

d2
4t ‖w̃(s)‖L∞([0,+∞[×Ω), t > 0,

par le principe du maximum [Bre83, théorème X.3]. La conclusions suit dans Vy où χ = 1. �

Le lecteur notera que pour le noyau de la chaleur sur une variété riemannienne, avec ou sans bord, on
peut obtenir le développement asymptotique en temps court suivant sur la diagonale, pour tout N ∈ N (voir
par exemple l’équivalent (13.59) ainsi que (13.39) et (13.40) dans [Tay96, chapitre 7.13])

Pt(y, y) = t−n/2
(
C0(y) + t C1(y) + · · · +CN(y)tN + O(tN+1)

)
, t → 0.

Dans le cas que nous considérons, la métrique étant plate, un tel développement est alors simplifé comme
le montre le lemme précédent.

A.8 Preuve du lemme 7.2. La preuve du lemme 7.2 est proche de celle du lemme 3.4. Il suffit ici aussi
de montrer le résultat pour (x, ξ) dans un compact K ⊂ Rn × Rn. Nous prenons tout d’abord ε = 0. On a
q2|ε=0 = |ξ|

2 − |ϕ′|2. Pour µ suffisamment grand on a

µq2
2|ε=0 + {q2|ε=0, b} ≥ C〈ξ〉4, (x, ξ) ∈ K ,

comme vu dans la preuve du lemme A.1 (page 21). Enfin, puisque (x, ξ) est dans un compact, cette inéga-
lité reste vraie, avec une constante C différente, pour ε|θ′| > 0 petit. Comme |θ′(t)| ≤ T , cela conclut la
démonstration. �

A.9 Preuve de la proposition 7.9 La preuve est proche de celle de la proposition 3.9. Soit x0 ∈ V et soit
ξ0 ∈ R

n tel que q2|ε=0 = 0 et q1|ε=0 = 0 (un tel ξ0 existe toujours). On pose ζ0 = ξ0+iϕ′(x0). On a
∑

j ζ
2
0, j = 0.

On note que l’on peut se ramener au cas où x0 = 0. Soit w(x) = iϕ(x0) + 〈x, ζ0〉 et nous avons

ϕ(x) − Im(w(x)) = A(x) + o(|x|2), avec A(x) =
∑
j,k
ϕ′′jk(x0)x jxk.

Soit γ ∈ (0,T/2) et t0 ∈ (γ,T − γ) et soit φ ∈C ∞
c ((γ,T − γ) × Rn) telle que φ(t0, 0) , 0. Nous posons alors

uε = eiw(x)/(εθ)φ(t, x/ε
1
2 ). On rappelle que θ = t(T − t) et h = εθ. Nous avons

∂tuε =
(
−iε−1w(x)θ′θ−2φ(t, x/ε

1
2 ) + ∂tφ(t, x/ε

1
2 )
)

eiw(x)/(εθ).
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26 R́́

En se servant du calcul fait dans le cas elliptique (voir (A.6)), nous obtenons

h2Puε = eiw/hθ2
(
−iεw(x)θ′θ−2φ(t, x/ε

1
2 ) + ε2∂tφ(t, x/ε

1
2 ) − ε(∆φ)(x/ε

1
2 ) − iεθ−1∆w(x)φ(x/ε

1
2 )

−2iε
1
2 θ−1〈∇w(x), φ′x(x/ε

1
2 )〉

)
.

Après le changement de variables x→ x/ε
1
2 , on obtient, pour ε→ 0,

‖h2eϕ/hPuε‖
2
0 ∼ 4εn/2+1

T

∫
0
∫
Rn

e2A(x)/θθ2|〈ζ0, φ
′
x(t, x)〉|2 dt dx.

Comme nous avons ‖hαeϕ/huε‖
2
0 ∼ ε

(n/2+2α)
∫

T
0 ∫Rn e2A(x)/θθ2α|φ(t, x)|2 dt dx l’inégalité (7.6) donne α = 1

2 et
ζ0 , 0, d’où ϕ′(x0) , 0. Nous avons obtenu

T

∫
0
∫
Rn

e2A(x)/θθ|φ(t, x)|2 dt dx ≤ C
T

∫
0
∫
Rn

e2A(x)/θθ2|〈ζ0, φ
′
x(t, x)〉|2 dt dx,

pour tout φ ∈C ∞
c ((γ,T − γ) × Rn). Nous prenons φ de la forme φ(t, x) = η−

1
2 φ1((t − t0)/η)φ2(x) avec

φ1 ∈C ∞
c (R), ∫ |φ1|

2 = 1, et φ2 ∈C ∞
c (Rn) et η > 0 suffisamment petit. En laissant η tendre vers 0 nous

trouvons

∫ e2A(x)/θ(t0)θ(t0)|φ2(x)|2 dx ≤ C ∫ e2A(x)/θ(t0)θ2(t0)|〈ζ0, φ
′
2(x)〉|2 dx,

ce qui permet de conclure comme dans la démonstration de la proposition 3.9.
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