hal-00352329, version 1 - 12 Jan 2009

Fonction asymptotique de Samuel des sections
hyperplanes et multiplicité

M. Hickel

Abstract

Let (A, m4, k) be a local noetherian ring and I an m4-primary ideal. The

asymptotic Samuel function (with respect to I) o7 : A — RU{+oo} is defi-

ned by v7(z) = limg— 1o Ordlk(zk), Vx € A. Similary, one defines for another

ideal J, ©7(J) as the minimum of T7(z) as z varies in J. Of special interest
is the rational number 77(m4). We study the behavior of the asymptotic
Samuel function (with respect to I') when passing to hyperplanes sections of

A as one does for the theory of mixed multiplicities. !

1 Introduction

Soient (A, m4, k) un anneau local noetherien et I un idéal m4-primaire. La
fonction asymptotique de Samuel (par rapport a I) est la fonction 77 : A —
R>o U {+0o0} définie par :

d k
i (z) = Limkqﬂom

k
onordr(x) = Max{m € N/z € I} six # 0 et ord;(0) = +oo. De facon similaire,
on définit pour un idéal J de A le nombre T7(J) par :

U_I(J) = MianJ'U_I(x)'

La fonction asymptotique de Samuel prend en fait des valeurs rationnelles et peut
se calculer a l'aide des valuations de Rees de I. Elle joue un role primordial dans
I’étude des clotures intégrales des puissances de I. Nous renvoyons a [H-S], [L-

T], [R1] pour les résultats et les compléments essentiels concernant ces notions.
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En particulier le nombre rationnel T7(m), ou son inverse v;(m)=v7(m)~! que

nous appellerons ezposant de Lojasiewicz de I (voir § 2) joue un role important
dans ’étude de la topologie des singularités c.f. [T1,2]. De la méme maniére
que la notion de multiplicité mizte permet en particulier de rendre compte du
comportement de la I-multiplicité de A apres avoir intersecté celui-ci par des
sections hyperplanes suffisamment génériques, nous avons cherché a établir des
résultats similaires pour la I-fonction asymptotique de Samuel apres sections

hyperplanes génériques. Le résultat principal du présent travail est le suivant.

Théoreme 1.1
Soit (A, m, k) un anneau local régulier d’égale caractéristique zéro, dont on notera
n+1 la dimension. Considérons un idéal I C A, m-primaire, de multiplicité e(I)
et d’exposant de Lojasiewicz vi(m) = v7(m)~! = V}"H).
1) Pour tout i, 1 <i < n, il existe un ouwvert de Zariski dense U® = U ()
C Gi(i,n+1) de la Grassmanienne des i-plans de k™1 tel que VH € U,

H défini par Uannulation des n+ 1 — i formes linéaires

hi(Xo, X1, Xn) = > an;.Xj,
0<k<n
le nombre rationnel U1 a, (mp), ou Ay = A/(h1,...,hnt1-;) et my est
Uidéal mazimal de Ag, est indépendant de H € UW. Le nombre rationnel
l/}i) = (Vra,(mg))~t (indépendant de H € U') est appelé le i¢me exposant
de Lojastewicz de I ou encore l’exposant de Lojasiewicz de I restreint a un

i-plan générique.

2) On a :
e(I) < V}l) X 1/}2) X ... X ,,}") % V}n—i—l).
Notons que Vgl) = V§2) S-S V§n) < V§n+1) et que I/}l) n’est autre que ordy(I).

Un cas important parmi les cas d’égalités dans 2) est fourni par les idéaux I tels

qu’il existe des entiers b € N*, 1 < a1 < ag... < ant1 tels que

I = (19152, .. L,
ou ly,...,lpy1 est un systeme régulier de parametres de A. En effet, dans ce
cas I/}Z) = % et b"He(I) = Il1<j<nt+1a;. Une discussion et une description plus

complete des cas d’égalités de 2) est donnée plus bas (c.f 5)).
Quelques mots sur la preuve du résultat ci-dessus. Tout d’abord, il ne nous a pas
paru aisé de décrire la variation des valuations de Rees de I.Ap lorsque H par-

court la Grassmanienne et donc de suivre par ce biais la variation de o7 4, (mg).
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Ainsi la preuve du premier point de 1.1 proceéde de maniere indirecte. On com-
mence par montrer un résultat indépendant (Th 3.1) qui nous semble pouvoir
présenter un interét par lui-méme. Si A est local régulier d’égale caractéristique
zéro, nous montrons comment on peut calculer T7(m) a l'aide de certains po-
lynomes caractéristiques canoniquement associés a I. Ce procédé, indépendant de
la connaissance des valuations de Rees de [, fait I’objet de la section 3). Nous rap-
pellons au préalable (section 2) quelques résultats et notions que nous utiliserons
ensuite. C’est dans la preuve de 3.1 qu’interviennent les hypotheses de régularité
et d’égale caractéristique zéro. On utilise ensuite ’existence de réductions jointes
et des techniques de bases standards (dans le sens de Grauert-Hironaka [A-H-V],
[H]) et de variations de diagrammes des exposants initiaux telles que développées
par Bierstone-Milman [B-M] pour montrer que les polynémes caractéristiques en
question varient de fagon agréable lorsque H décrit un ouvert de Zariski conve-
nable de la Grassmanienne. Ceci est exposé a la section 4) et permet d’obtenir
le premier point de 1.1. La majoration de la multiplicité e(I) est obtenue ensuite
comme conséquence de cela et d’une généralisation de la loi d’associativité pour
les multiplicités que ’on peut trouver dans le livre de D.G. Northcott [N] (Nous
ignorons si ce résultat lui est di). Nous décrivons ensuite certains cas d’égalité

dans I'inégalité 2) a la section 5).

2 Rappels et notations

2.1 L’algorithme de division formelle de Grauert-Hironaka

Soit a = (v, ..., ) € N on notera : || = oy +- - -+ ay,. N™ est totalement
ordonné par l'ordre lexicographique sur les n + 1 upplets (Ja|,a1,...,a,). Si A
est un anneau commutatif unitaire integre, et f un élément non nul de A[[X]] =
A[[X1,...,Xy,]], nous noterons par v(f) son exposant initial. C’est a dire si :

f= Z aq. X%, Supp(f) ={a € N"a, # 0}, v(f) = Min{a € N"|a, # 0}.
acN"™
De méme, on notera Init(f) le coefficient du monéme initial de f i.e. Init(f) =
ay(p)- Pour un idéal, I C A[[X]], on notera A le diagramme des exposants

initiaux de I, i.e. :
Ar={a e N"3g €I tel que v(g) = a}.

On a: A;+N*"= A7 Si N C N” satisfait N + N* = N (i.e. est stable par

translation), le lemme de Dickson nous assure de l’existence d’une unique partie
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finie de N", {a?, ..., aP}, telle que :

Les o' sont dits les sommets de V. L’ensemble D(n) des parties de N™ stables par
translation (i.e. satisfaisant N + N™ = N) est totalement ordonné comme suit.
Soient N1, N2 € D(n). Pour chaque i = 1,2, soient 8F, k = 1,...,t; les sommets
de N; indexés dans l'ordre croissant. Apres avoir éventuellement permuté N
et No, il existe t € N tel que : BF¥ = g5, 1 < k < tet (1)t =t = to, ou
bien (2) t; > t = to, ou bien (3) t1,to > t et B, < B7,;. Dans le cas (1),
N; = Nj. Dans les cas (2) et (3), N1 < Na. Il revient au méme de dire que la suite
(B, ..., ?,oo,...) est strictement plus petite que la suite (33, ..., 52,00,...)
pour l'ordre lexicographique, avec la convention 8 < oo pour tout g € N™.

Si B',...,B3" € N*, on leur associe la partition suivante de N :
A=U<ici(B+N"), A=N'"—A, A;= (3 +N")—Upi(BF +N")

Ainsi N” est I'union disjointe : AU A = (Ur<i<tDNi) U . Nous utiliserons le

résultat suivant.

Théoréme 2.1 (Le théoréme de division formelle de Grauert-Hironaka [A-H-
V/} /B—M/, /G/)

Soitent A un anneau (commutatutif unitaire) intégre et Fy,...,Fy des éléments
non nuls de A[[X1,...,X,]]. Notons 3* = v(F;) Uexposant initial de F;, a; =
Init(F;) le coefficient du mondéme initial de F;. Soit S la partie multiplicativement
fermée de A engendrée par les a; i.e. S = {a{",...,a;", m; € N}. Alors tout
élément F de A[[X]] (ou de S™1.A[[X]]) peut s’écrire de maniére unique sous la
forme :

F= > DiFi+R, D;ReS "A[X]
1<i<t
avec Supp(R) C A et Supp(D;) + fB; C L, ot les I\; et I\ sont définis comme

ci-dessus.

2.2 Brefs rappels sur la fonction asymptotique de Samuel et les
valuations de Rees

Soient (A, my4, k) un anneau local noetherien intégre et I un idéal de A.
Comme nous 'avons rappelé plus haut la fonction asymptotique de Samuel rela-
tivement a I est définie par :
ordr(x*)

Ve e A, T1(z) = Limg— 400 ’
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Nous rappelons ici tres brievement comment se calcule 77 a ’aide de valuations
discretes de rang 1 positives sur A. Pour de plus amples compléments nous ren-
voyons & [H-S] chap.6 et 10. Par la terminologie «v une valuation discréte de
rang 1 positive sur A »nous entendrons la donnée d’une valuation v associée a
un anneau de valuation discréte de rang 1, A, entre A et son corps des fractions
K = Frac(A) (ie. A C A, C K) tel que m, N A = my. Désignons par Ay

I’ensemble des telles valuations. Alors :

_ v(x) , v(x)
Vee A, vr(x)=1In ——= = Min —
De plus, il existe un ensemble Rz fini non redondant de telles valuations, unique
a I’équivalence pres des valuations, telles que :
, v(z)
Vee A, vr(x)=Min —
1(z) VR ST
Ces valuations particulieres sont appelées I’ensemble des valuations de Rees de I.
Diverses constructions des valuations de Rees de I sont exposées dans [H-S] chap.
10. Un point de vue plus géométrique dans le cadre de la géométrie analytique
complexe est dans [L-T]. En particulier [L-T], si A = Ox, est la fibre en z du
faisceau structural d’un espace analytique complexe X et I = (f1,..., fq) est un
idéal my ,-primaire, le nombre 77(m X,w)_l est le plus petit nombre réel positif o

tel qu’ il existe un voisinage de V, de x dans X et une constante C tels que :

d
V2 e Vi, Y |fi(2)] = Cllz — ||
i=1
ou || || désigne une norme arbitraire sur C" dans lequel on a plongé (X, x). Ceci
est un cas particulier d’inégalités de Lojasiewicz. Pour cette raison et dans un

contexte général nous appellerons le nombre 77(m4) ! 'exposant de Lojasiewicz
de 1.

3 Polyndémes caractéristiques et calcul de la fonction
asymptotique de Samuel

Soit (A, m) un anneau local régulier d’égale caractéristique zéro, de dimension
n. Soit I un idéal m-primaire et g un élément de A. Nous cherchons un procédé
qui permet de calculer T;(g) sans recours a la description des valuations de Rees,

en particulier sans recours a 1’éclatement normalisé de centre I (i.e. sans recours
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a la cloture intégrale de I’algebre de Rees de I). Nous allons voir que pour tout
g € A, il y a une relation de dépendance intégrale de degré e(I), canonique, qui
calcule 7(g). Soit A le complété pour la topologie m-adique de A. Par fidéle
platitude I?.AN A = I?. Il en découle alors que pour tout g € A, v1(9) =7, 4(9)-
On peut donc supposer que A est complet et donc par le théoréme de structure de
Cohen supposer que A est isomorphe a k[[X7,...,X,]] ou k ~ A/m. Supposons
dans un premier temps que I = (f1,..., f,) est engendré par une suite réguliere.
La construction de base est alors la suivante. Notons F* le morphisme de A; =
k[[Uy,...,U,]] dans Ag = Ek[[X1, ..., X,]] défini par U; — f;(X). Le morphisme
F* est quasi-fini car dimy(As/my.As) < +00, il est donc fini par le théoreme de
préparation formel c.f. [La] chap. 8. Il en résulte aussitot qu’il est injectif, puisque
Ay est entier sur A;/Ker(F*), ces deux anneaux ont donc la méme dimension et
par suite Ker(F*) = 0. Maintenant le critere local de platitude (c.f. [M]), nous
assure que As est un A; module plat de type fini car (f1,..., f,) est une suite
réguliere de As. Par conséquent les anneaux étant locaux, As est un Aj-module
libre de type fini, et son rang n’est autre que dimy(As/m;.As) = dimy(A2/I) =
e(I), puisque Az est de Cohen-Macauley. Si g est un élément de Ay, Uopérateur de
multiplication par g, my : Ay — A a donc un polynoéme caractéristique comme

élément de Enda, (Asz). Notons Py(Y,U) € A;1[Y] ce polynome caractéristique :

e(I)
Py(Y,U) =YD+ 3 " a;(Uh,...,Un) YD € Ay,
k=1
Clairement, par le théoreme d’Hamilton-Cayley on a : Py(g, f1,..., fn) = 0. Cette
relation de dépendance intégrale particuliere calcule toujours T7(g). On a en effet

le résultat suivant :

Théoreme 3.1
Soient I = (f1,...,fn) C Ay et g € Ay comme ci-dessus, et Py(Y,U) € Ai[Y]

son polynome caractéristique. Posons :

. Ord a; U
o= = Min, Sige(j)(U%H

. ; ), ot ordya = Max{k € N/a € (U)*}

Alors : 11(g) = a =

SRS

Preuve :

Nous constatons d’abord que v;(g) > £. Notons K> = Frac(Az). En effet, soit v
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une valuation discréte Ko — Z positive sur Ay de rang 1. Puisque :

e(l)
ge(") + Z ai(fl, ... ,fn)ge(I)_Z =0.
=1

(*) e()v(g) > Mmlgige(l) (v(ai(f1,-- -, fn)) + (e() —i)v(g))-

Soit iy réalisant le minimum dans le membre de droite de cette inégalité. Par
définition on a : ordryai, (U) > iog- Donc ordra,(fi,- .-, fn) > io%- Par conséquent :
v(aio(f1,-- -5 fn)) = doBv(I). 11 vient ainsi simplifiant I'inégalité (x) par (e(l) —
io)v(g) : dov(g) = do.2.v(I), ot encore v(g) > Z.w(I). D’olt 'on déduit que
vr(g) > %, puisque T;(g) se calcule comme le minimum des v(g)/v(I) lorsque
v parcourt ’ensemble des valuations de Rees de I. Supposons maintenant que
I'inégalité v;(g) > g soit stricte i.e. Tr(g) > g. Nous allons voir que l'on abou-
tit & une contradiction. Remarquons que pour cela, on peut supposer que k est
algébriquement clos. En effet, sinon soit k une cloture algébrique de k. Le mor-
phisme k[[X1,...,X,]] — K[[X1,...,X,]] étant fidelement plat, on a v;(g) =
EI_EHX”(Q), et de méme les polynomes caractéristiques de g considéré comme
élément de k[[X]] ou comme élément de k[[X]] coincident. On supposera donc que
k est algébriquement clos. Soit K1 = Frac(Aj) et notons toujours F* : K1 — Ko
le morphisme injectif induit par F* : Ay — As. Comme Ay est un Aj;-module
libre de type fini, on a facilement que pour tout b € As — (0), 1/b € Kj.As
et donc Ks est une extension algébrique finie de K et [Ky : Ki] = e(]).
Comme 'on a supposé que A était d’égale caractéristique zéro, cette extension
est séparable et quitte a faire un changement de variables linéaires sur les Xj,
par le théoreme de ’élément primitif on peut supposer que cette extension est

engendrée par X i.e. Ky = K;(X7). Maintenant soit f]i: tel que vr(g) > % > g.

Puisque 7;(g) = Limmam%(’ﬂ), il existerait mg tel que pour m > mg on ait
!
ordr(g") > mf]i,. Désignant par [ | la partie entiere supérieure, on aurait donc

gm e 1™7) Par suite pour tout arc ¢* : k[[X1,...,X,]] — kl[[t]], on aurait :

/
m.ordy(¢*(g)) > [m.lql,]MinlsZ'gnO?‘dt(w*(fz'))
et donc :

/

(o) ordy(¢*(g)) > %Mz'mggnordtw*(fi)) > gMimggnordtw*(fi)).
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Nous allons construire un arc ¢* qui ne satisfait pas cette inégalité et obtenir ainsi
une contradiction, ce qui prouvera v7(g) = %. Pour cela, notons P le polynéme
minimal de X; sur Kj. P est de degré e(I) et a coefficients dans A;, i.e. P €
A1]Y]. On notera A € Ek[[Uy,...,U,]] son discriminant (qui est non nul puisque

Pextension est séparable). Notons D le produit :
D= A.ngige(j)ai S k’[[Ul, ey Un“

ou les a; sont les coefficients du polynéme caractéristique de g comme défini ci-
dessus. Considérons alors In(D) € k[Uy,...,U,] la forme initiale de D, c’est a
dire le polyndme homogene de plus bas degré dans le développement en somme de
polynémes homogenes de D. In(D) est le produit des formes initiales des a; et de
celle de A. Puis choisissons un point (by,...,b,) € k™ tel que In(D)(by,...,by,) #
0et b #0,1 < i <n.On considére alors I'idéal a de Ay engendré par (by fo —
baf1,b1f3—bsf1...,b1fn—0bnf1). Puisque le morphisme F™* : A1 — A est entier
on a haut(a) = n — 1 par les théorémes de Cohen-Seidenberg. Soit p un idéal
premier minimal de hauteur n — 1 parmi ceux contenant a, soit B la cloture
intégrale de k[[X]]/p et B son complété. Alors par le théoréme de structure de

Cohen B est isomorphe a k[[t]. On a donc un morphisme non nul (un arc) ' * :

o' K[IX]] — KI[X))/p — B — K[[t]]

dont le noyau est p. Posons ¢! = ¢'*(X;) € k[[t]]. Par construction : byp*(f;) —
b (f1) = 0 et *(f1) # 0 (car b; # 0 pour tout i et ker(p'*) = p). Posons
u(t) = p1*(f1)/b1. On a donc :

filei(®), ... (1) = bru(t), 1 <1 <n.

Notant o, 1 < j < e(I) les coefficients du polynéme minimal P de X; sur Kj.
On a:

Pr @)D+ D a(brau(t), .. bau(t)ei (8D =0
1<j<e()

Regardons 1’équation :

Pt,X1) = X[+ 3 aibru(),... baa(t) XD =0
1<i<e(I)

comme une équation & coefficients dans le corps des séries de puiseux U,,>1 k((t/™))

qui est algébriquement clos. gp% en est une racine, le discriminant de ce polynéme
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vaut A(by.u(t),...,by.u(t)) et comme (by,...,b,) n'est pas un zéro de la forme

initiale de A on a :
ordiA(by.u(t),. .., byp.u(t)) = ordy(A(U)).ordy(u(t))

Ainsi notre polynéme P(t,X;) a e(I) racines distinctes dans U,,>1k((tY/™)).
Celles-ci sont toutes dans k((t'/™)) pour m convenablement choisi (assez grand).
Notons ¢}, ..., cpi(l) ces racines distinctes. Elles sont en fait dans k[[t'/™]] puisque
éléments de k((t'/™)) et entieres sur k[[t] donc sur E[[t'/™]]. Un changement

d’uniformisante ¢ — ¢/ nous donne donc e(I) éléments distincts dans k[[t]],

que nous noterons encore 4,0%, e ,goi(l), tels qu’en posant v(t) = u(t") on ait :
PO D+ D aibro(t), .. be(t).@] ()T =0, 1< < e(D)
1<i<m

Maintenant puisque Ky = K7(X7), on peut écrire dans Ks pour s > 2 :

e(I)—1
Xs = Z B;X{na Bim € Kl

m=0
Classiquement (c.f. par exemple [To] Th 7.5 p. 25), on voit que les 35 sont dans
(A1)(a) ou (A) désigne la partie multiplicativement fermée {1,A,A2%,...}. On
pose maintenant :

Plt) = Y Bulbro(),... buo(t) ()™ € k(1))

0<m<e(I)-1

Puisque X est entier sur A; (et non pas simplement sur Kj) alors cpg(t) est
élément de k((t)) et entier sur k[[t]], il est donc élément de k[[t]]. Maintenant, on

pose pour tout 7, 1 < j <e(l):

Pl (t) = (Pl (0), -, ph (1)) € R[]

Par construction méme on a :
L@ (1) =bot), 1 <1< e)

et @l # 1" si j # j'. Nous allons voir que chacun des arcs ¢/ : k[[X]] — k[[t]]
et en particulier p'* nous fournit une contradiction avec (o). En effet, puisque

(b1,...,b,) n’annule pas les zéros de la forme initiale des a;, on a :

(1) ordia;(fr(¢7 (1)), .., ful@? (1)) = ordia;(bi.v(t),. .. byv(t))
(2)  =ordya;(Uy,...,Up)ordw(t) = ordya;(Uy,...,Uy) Mini<j<pordp’™(f;)
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Puisque g(¢'(t)) est racine de :
YO+ 3" ai(bro(®), ... byo(t)) YD =0
1<i<m
et que les autres racines sont les g(¢’(t)). On a aux signes preés :
ai(f1(p1 (1), faloh(t) = S 9@ (). gl (1),
1<51<g2...ji<e(I)
Maintenant par (e) on a :
orde( Y g (1) g(P () > 0.2 Minycicnordip (f)
L q
<i1<j2.-ji<e(I)

Donc comparant avec (1), (2) on obtient :
Vi, ordy(a;(U,..., Un))Minlngnordt(cpl*(fl)) > igMinlngnordt(gp*l(fl).

Ce qui est contradictoire avec la définition de %. O

Corollaire 3.2
Soient (A, m) un anneau local réqulier d’égale caractéristique zéro de dimension
n et I un idéal m-primaire alors tout élément x de I satisfait une relation de

dépendance intégrale sur I de degré e(I) ou e(I) désigne la multiplicité de Samuel
de I.

Preuve :

D’apres les résultats de [N-R], on peut trouver fi,..., f, € I tels que f1,..., f,
soit une suite réguliere de A et J = (f1,..., fn) une réduction minimale de I.
On a alors T = J. Soit € T = J. Si A désigne le complété m-adique de A, on
a e(l) = e(I.A) = e(J) = e(J.A). D’aprés le résultat précédent, z satisfait une
relation de dépendance intégrale de degré e(I) sur J.A et donc & fortiori sur I.A.

En procédant comme dans [H-I-O] lemme 4.11 p.19 ceci implique que :
(I.A+2.A)°D) = LA(I.A + 2. A1

Comme A est fidélement plat sur A, on a :

(ILA+2. A DA = (T+2.4)°D et AT A+2. A)DINA=T.(T+2.4) D!

Par suite : (I + 2.4)°) = I.(I + .A)°D~1 et ceci implique que  satisfait une
relation de dépendance intégrale de degré e(I) sur I toujours en reprenant la
preuve de 4.11 de [H-I-O]. O

10
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4 Preuve de 1.1

4.1 Existence du iéme exposant de Lojasiewicz de [

Soient (A, m,k) un anneau local régulier de dimension n + 1, d’égale ca-
ractéristique zéro, et I un idéal m-primaire. Notons d’abord que le morphisme

canonique A — A étant fidélement plat, la fonction asymptotique de Samuel est

invariante par passage au complété. Ainsi v7(g) =v; ;(9) et vra, (9) =v; 1 (9)
pour tout g € A et tout ¢ plan H. On pourra donc sans restriction supposer que
A est complet. Par le théoreme de structure de 1.S. Cohen c.f. [M], on peut donc
supposer que A = k[[Xo, X1,...,X,]] avec Car(k) = 0. Soit I = (f1,..., fm)
un idéal m primaire de A. D’apres les résultats sur la réduction des idéaux de
Northcott-Rees [N-R], [H-S], on peut supposer que pour j > n+ 1, f; est entier
sur J = (f1,..., fn+1) i.e. J est une réduction de I. Il en découle bien évidemment
que J.Ag est une réduction de I.Ag pour tout i-plan H. Nous pouvons donc sup-
poser que I = (f1,..., fnt1). D’autre part, par récurrence sur la dimension de A,
il suffit d’établir 1.1 pour les n-plans, c’est a dire pour une section hyperplane de
A.

Rappelons maintenant que K = (g1,...,9n, Ant1) est dit une réduction jointe
(c.f. [H-S] chap. 17) de I,...,I,m (I listé n fois), ou encore une réduction jointe
de I m, si et seulement si g; € I, hpy1 €m, et (g1, ..., gn) 1" tmA4 Ay 17 est

une réduction de I™.m. C’est a dire s’il existe un entier £ € N* tel que :
(g1, -y g) I M+ By 1 I7).(I7m)F = [P+ L
Ce qui s’écrit encore :
(91, - ,gn)]n(k+1)—1mk+1 + hn+1.I"(k+l)mk — kD) k1
Posons :
A=A (hpt1), T = (g1, ,90)-A" et I' = LA/ (hyy1) = I+ (hnt1)- A/ (hps1).
Alors J' est une réduction de I’. En effet, si m’ est I'idéal maximal de A’, on a :

(*) (91, o ,gn)l/n(k+1)_1m/k+1 _ I/n(k-l—l)‘m/k—l—l

Comme J' C I', pour toute valuation discréte v sur A’ on a :J".A! C I' A} ie.

v(J") > v(I"). Réciproquement par I'égalité :
() v(J) + (n(k + 1) = Do(I') + (k + Do(m') = n(k + Do) + (k + Lo(m'),

11
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on obtient apreés simplification v(J') = v(I’). Par conséquent J' C I' C J'.
Il existe maintenant d’apres [H-S|, [R-S] des ouverts de Zariski denses U; C
(k"hHn ~ (I/m.1)" et V; C k" ~ m/m? tels que si :

g1 = Z Aig-fireoosGn = Z Ain-fi et hpy1 = Z a;. X;

1<i<n+1 1<i<n+1 0<i<n

satisfont (\; ;) € Ui et (ai)o<i<n € Vi alors K = (g1,...,9n,hnt1) est une
réduction jointe de I™ m. Notons Vi l'ouvert de Zariski de k"' défini par
Xo # 0. Notant W son intersection avec Vi, on en déduit qu’il existe un ou-
vert de Zariski W7 de k™ tel que si

g1 = E )‘i,l'fia ey dn = Z /\Z,nfz et hn+1 == X(] - Z aZXZ
1<i<n+1 1<i<n+1 1<i<n

satisfont (\; ;) € Uy et (a;)1<i<n € Wi alors (g1,...,0n, Xo — 219’91 a; X;) est
une réduction jointe de 7", m. Fixons un A = ()\;;) dans U; et notons encore

g1y, 0n les éléments de k[[Xy,...,X,]] correspondants. Pour 1 < ¢ < n, on

définit alors les éléments suivants de k[A][[ X1, ..., X,]] = ka1, ..., a,][[ X1, ..., Xp]] :

Gi(A,Xl, C ,Xn) = gi(ale + .. F+ap X, Xq,... ,Xn) S k[A]HXl, R ,Xn]]

Désignons par a C k[A][[X1, ..., X,]] 'idéal engendré par les G;(A, X), 1 < i <mn,
et soit A C N" son diagramme des exposants initiaux au sens de la section
précédente. Pour a € k™ donné, notons J, C k[[X1,...,X,]] 'idéal engendré par
les Gi(a, X) apres évaluation des coefficients en a et soit A, C N son diagramme
des exposants initiaux. Par construction, pour a € Wy, J! est une réduction de
Ik[[X1,..., X)) = LE[Xo, ..., Xn]]/(Xo — > 1<ij<, @iXi) On a alors le lemme

suivant qui est une simple transposition des lemmes 7.1 et 7.2 de [B-M].

Lemme 4.1

1) Vae k™ A <A,

2) 1l eziste Q1,...,Q; € k[A] tels queT' = {a € k" /Q1(a) x ... x Qi(a) = 0} soit
strictement inclus dans k™ et :

a)Vae Wy =k"—T, A=/,

b) Si B,...,[" désignent les sommets de A\, il existe R; € a, 1 <i <1 tels que :

Va € Wa =k" =T, v(Ri(A,X))=v(Ri(a, X)) =

On peut en fait prendre pour @Q; le coefficient du monéme initial de R;(X) =
Y oaenn Ti,a X, Tio € k[A]. Notons maintenant S C k[A] la partie multiplicative-

ment fermée engendrée par les Q;, i.e. S = {Q7" x...x Q" /(m1,...,m¢) € k'}.

12
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Soit A (resp. A,) le complémentaire de A (resp. A\,) dans N™. A est nécessaire-
ment un ensemble fini puisque dans I'ouvert de Zariski dense W7 N Wy de k™
ona: A = A, et ce dernier ensemble est fini car \/J_(’I = (X1,...,X,). Ainsi
pour tout @ € W = Wy N Wa, les X a € A, constituent une base du quo-
tient k[[X1,...,Xy]]/J.. Il en résulte que pour tout a € W le morphisme 6% :
E[[Y1,...,Ya]] — E[[X1,..., X,]] défini par V; — G;(a, X) fait de k[[ X1, ..., Xy]]
un k[[Y3,...,Y,]] module libre de base les X, a € A. Donc tout élément g de
E[[X1,...,Xy]] s’écrit de maniére unique :
9= aa(G1(a,X),...,Gn(a,X)). X", aq € k[[Y]].
aEN

Nous avons besoin de décrire la variation des a, en fonction de a pour établir la
constance de U7 4, (my) sur un ouvert de Zariski. Pour cela notons R = S~ k[A]
et soit 0* : R[[Y1,..., Y]] — R[[X1,...,X,]] quiaY; fait correspondre G;(A, X).

Nous allons constater que :
(o) R[[X]] est via 6* un R[[Y]] module de type fini engendré par les X%, a € A.

En effet, soit D € R[[X]]. L’algorithme de division formelle de Grauert-Hironaka
(c.f section 2) permet d’écrire de maniére unique :
D= Di(X)Ri(X)+ Y raX°
1<i<t ac
avec 1o € R, D; € R[[X]] et Supp(D;) + B C A; = (B + N") — Up;(B* + N").
Ce qui se réécrit, en tenant compte du fait que (Ry,...,R;) C a = (Gy,...,Gp)

en

D= > Ci(X)Gi(X)+ ) raX"

1<i<n aEAN

Le terme A o X restant unique puisque son support est inclus dans A. Une
itération de ce procédé permet de conclure a (o). En effet, supposons que pour

k € N* nous disposions d’une écriture :

() D = Z CG7 + Z( Z TayGT) XY

YEN"/|v|=k a€N YEN"/|a|<k
avec G7 = G1(A, X)) x ... X Gp(A,X)™ et v = (71,...,7n). Divisons par
I'algorithme d’Hironaka-Grauert chaque C,, par Ry, ..., R; puis retournant a une

écriture en les GG;, on obtient :

Cy= Y CriX)Gi(X)+ > a,0X% a6 €R

1<i<n ach

13
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Reportant dans (*), on obtient une écriture :

(h1) D= > GG+ D ranG ) X%
YEN"/|y|=k+1 acA \vEN"/|y|<k+1

Ceci prouve que désignant par M C R[[X]] le R[[Y]] module engendré via 6* par
les X o€ A, ona:

Vk e N*, R[[X]] c M+d* c M+ (X))~

Donc, d’apres le théoreme d’intersection de Krull, on a R[[X]] = M et donc (e).
En fait I'unicité dans le théoréme de division formel nous dit en plus que R[[X]]
est un R[[Y]] module libre de type fini via 6* dont une base est constituée par
les X o € A. Ceci va nous permettre de calculer globalement nos polynéomes
caractéristiques et d’obtenir la constance de U7 a, (mg) sur un ouvert de Zariski.
En effet, notons e; le cardinal de A (qui n’est autre que la multiplicité mixte
e(I™ m) c.f. [H-S]) et soit i, 1 <4 < n. On peut écrire pour tout v € A :

X;. X%=>"Cl 4(Gi(A,X),...,Gn(4,X)).X"
BeA
avec Céh 5 € R[[Y]]. Soit alors M; la matrice carrée d’ordre e a coefficients dans
RV |
M; = (C}Lﬁ)aﬂeZ'
Pour chaque a dans l'ouvert de Zariski W = Wy N Wa, ’évaluation en a, M;(a)
de M; est la matrice de l'opérateur de multiplication par X; dans le k[[Y]] mo-
dule libre de type fini k[[X]] via 0} déterminé par Y; — G;(a, X). Notons
Pi(\AY) =det(Md., — M;) € R[[Y]][A\] le polynéme caractéristique de M; :
PBAAY) =X+ > r(AY)AF ri(4,Y) € R[[Y]).
1<k<e:
Ainsi pour chaque a € W, [’évalué en a de P;(A\,A,Y) noté P;(\ a,Y) est le
polynome caractéristique désiré. Posons pour tout 4,k, 1 <t <n,1 <k <ej:
i = ordyri(A,Y) (ordpy)( ) comme élément de R[[Y]]) et enfin :

di

o™ = Minlﬁzén(MWSkSelf)-
On peut écrire pour tout 4,k, 1 <i<n,1 <k <e;:
. rt (A .
r(AY)= Y k’fi()w + S5p(Y)
— i Qk(A)
YEN™/||=d},

14
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avec Si(Y) € (V)% +LR[[Y])], T]iﬁ(A) € k[A4], Q}(A) € S. Considérons alors :
Vi = {a € k" /¥y € N" avec || = d, r}'w(a) =0} et UL = (K" - VH)nW.

Par construction chaque ouvert de Zariski U, ,i est non vide. Alors pour toute forme
lindaire H(Xo, X1,...,Xn) = Xo = 1<i<, @i X; telle que a = (ay,...,a,) €U =
ﬂi,kU,i NW,on a:

ora, (my) = op™.
Ceci au vu du calcul de la fonction asymptotique de Samuel fait a la section 3.

On obtient ainsi le premier point de 1.1. O

4.2 Majoration de la multiplicité

La preuve relativement simple de I'inégalité 2) de 1.1 se fait par récurrence
sur n (dim A=n+1). Elle découle d'une généralisation de la loi d’associativité

pour les multiplicités que I'on peut trouver dans [N].

Théoréme 4.2 ([N] Chap.7 Th.18 p. 342)
Soit (A, m, k) un anneau local noetherien de dimension s et E un A-module de type
fini. Considérons aq,...,as des éléments de A engendrant un idéal m-primaire.

Alors pour tout i, 0 <i<s, ona:

e(at,...,as, E) =
ZPGMin(al,...,ai) CAp ((ﬁp(dl), ce 7¢P(ai)7 Ep)e% (¢P(ai+1)7 s 7¢P(a8)7 A/P)

ot P parcourt ’ensemble des idéaux premiers minimauz contenant (ay,...,a;) et
op, Yp désignent respectivement les morphismes canoniques ¢p : A — Ap et
Yp: A— %.

Nous prouvons a présent inégalité 2) de 1.1 par récurrence sur n, dimA =
n+1. Sin =0, i n'y a rien & prouver car alors e(I) = V}l)(m) = ordm(I). On
supposera donc n > 0 et le résultat établi pour tout anneau local régulier d’égale
caractéristique zéro B de dimension n. Présentons I (ou plutot une réduction de I)
sous la forme (g1,...,9n, gn+1) OU comme précédemment K = (g1,...,Gn, hnt1)
est une réduction jointe de I, m et gn+1 €st une combinaison linéaire générique
d’un systeme de générateurs de I. Ainsi comme nous ’avons vu au paragraphe

précédent on a :

A A

" i Gn)—— =1 .
Jn1 € (91 g ) (hn—i-l) (hn-i-l)

15



hal-00352329, version 1 - 12 Jan 2009

Soient P, ..., P les idéaux premiers minimaux de A contenant (g1, ..., gn). Pour
tout j, 1 < j <[, on a dim(A/P;) = 1. Soit m la cloture intégrale de A/P;
dans son corps des fractions. 271:/’] est un anneau local noetherien de dimension
1 et intégralement clos, c’est donc un anneau local régulier de dimension 1 et
par suite un anneau de valuation discrete. Notons v), la valuation définie par son

idéal maximal :

—

vp;(h) = long(A(éI;j) = Max{k € N/h € mp, } = ordmpj (h).

Maintenant pour tout g € A, désignant encore par g l'image de celui-ci via le

morphisme naturel A — A/P; — Z/\/Pj, on a:

() earp, (9. A/P;) = zong<“‘(/g ?) _ zOng(“é ffd —

Maintenant, pour chaque j, 1 < j < I, on a vp,(I) = vp,;(gnt1). D’autre part
puisqu’on peut choisir les coefficients de h,4+1 = Z?:o \; X; dans un ouvert de
Zariski dense de m/m? ~ k"1 quitte & restreindre cet ouvert on peut supposer
que :

Vi, 1<j=<l wp(ma)=0vp(hns1)

Ainsi pour tout 7, 1 < j </,

UPp; (gn—i-l) _ Up; (I) < V(n+1)
vp; (1) op(ma) =17
En effet, 1/§"+1) = Supv?gl) car u}nﬂ) =v7(my) "t = (Minvi(;(r}‘;))_l, les Sup et

Min étant pris sur 'ensemble des valuations discretes de rang 1 de A (c.f. [H-S)).

Nous pouvons a présent appliquer 3.2 avec i = n. On a :

6(]) = 6(917 s agnvgn—l-l)A) = Z €(¢pj (91)7 s >¢Pj (gn)a Apj)€(¢Pj (gn+1)7A/Pj)
1<<i

Ce qui s’écrit grace a (x) en :

6(]) = 6(917' . agnvgn—i-l)A) = Z e(quj(gl)?' .. >¢Pj(gn)7APj)UPj(gn+1)

1<5<1
. vp; (gn+1) vp, (I) .
Ecrivant vp,(gnt1) = vp, (h"H)'m = vp, UW”'W et majorant cette
J J

derniere fraction par I/?H, on obtient :

C(I) = e(glu"' 7gnagn+17A) S Z €(¢Pj (91)7 7¢Pj (gn)7APj)UPj (hn-i-l) 'V}n—i_l)'
1<j<1
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Mais toujours d’apres 3.2, le terme entre parentheéses n’est autre que :

6(917’ .. 7gn7hn+17A) = 6(917’ .. 7gn7A/(hn+1)-

Ainsi :
(n+1)
6([) < (e(glv s agTL)A/(hn—l-l))VI .
Mais puisque (g1, .. . 79")'(h,i1) = I.(hfﬂ), on a :

e(I7A/(hn+1)) = e(gly ce 7gn7A/(hn+1))'

Ainsi e(1) < (e(], A/(hn+1)).1/§"+l). 11 suffit alors pour conclure d’appliquer I’hy-
pothese de récurrence dans 'anneau B = A/(h,41) a I.B. On a alors e(I, B) <
ngignv§l). Ce qui fournit I'égalité 2) de 1.1. O

Remarque 4.3

1) Awvec les notations ci-dessus le terme e(I, A/(hpnt1) = e(g1,---,9n, hnt1, 4)
n'est autre que la multiplicité mizte e(I"), m, A) et nous renvoyons & [H-S] chap.17
pour les définitions et notations.

2) On a en fait prouvé l'inégalité :

e(][n+l—i] ) m[l]7 A) (n+1—1)
e(In=T, ml+1] Ay = Yi

De méme e(I"1=1 ml), A) < Th<jcnpa_w.

5 Sur les cas d’ égalité

Nous cherchons ici comment se caractérise les idéaux T tels que e(I) = T/}
(Les notations et hypotheéses sont celles de 1.1). Pour cela soient (A, m, k) un an-
neau local régulier de dimension n+ 1 et Gru(A4) = Py m‘}:—il ~ k[Xo,..., Xn]
Sig e A—(0) et sia = ordm(g), on appellera forme initiale de g et on notera In(g)
la classe de g dans m‘}}—il C Gryu(A). Celle-ci s’identifie & un polynéme homogene
de degré a de k[ Xy, ..., X,], pour tout choix d’un systéme régulier de parametres
Xo,...,X, de A. Si I est un idéal de A, on notera In(I) l'idéal de Gry(A)
engendré par les formes initiales des éléments g de I. Des éléments f1,..., fm
de I sont dit une m-base standard de I si et seulement si In(g1),...,In(gm)

engendrent In(I). On a alors le résultat suivant.
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Proposition 5.1
Soient (A, m, k) un anneau local régulier d’égale caractéristique zéro et I un idéal
m-primaire. Considérons les propriétés suivantes :
1) e(I) = 1/}1) X 1/}2) X oo X I/}n) X l/}n—i—l)
2) 1l existe b € N* et g1,...,gn+1 € A tels que :
a) In(g1),...,In(gns1)) sont sans zéros communs non triviauz dans [
ou k est une cléture algébrique de k,
b) (g1, > gni1) = I,
Alors 2 =1 et si dimA =2 alors 1) < 2).

Preuve :

Commengons par constater que 2) = 1), ce qui est élémentaire. Soient g1, ..., gn+1
et b € N* satisfaisant 2). Posons a; = ordm(g;) et indexons gi,. .., gn+1 de telle
sorte que a; < ag < ...apy1. Soit J = (g1, ..., gns1). Puisque J =TI, on a :

e(J) = b"le(I) et Vgi) = }? = b.z/}i), 1<i<n+1

Par suite pour obtenir 1) pour I, il suffit de 'obtenir pour J. Pour cela, il nous

suffira de constater :
() Vi, 1<i<n+1, v =aq,.

En effet, on a d’abord par une propriété bien classique de la multiplicité (c.f. [M]
Th 14.9 p. 109) :

Mi<icni1ordm(gi) = i<i<nii1a; < e(J).

L’égalité s’obtient par (*) en utilisant la majoration 2) de 1.1.

Prouvons (x). Pour cela, il suffit de prouver que si g1, ..., gn+1 sont n+1 éléments
de A satisfaisant 2a) et indexés selon ordy() croissant alors : VS"H) = Ap+1
ouJ = (g1,...,9n+1). En effet supposons cette affirmation prouvée en toute
généralité. Alors soit h(Xo,...,X,) = Xo — > ]_; @;X; une forme linéaire suf-
fisamment générale pour que In(g1),...,In(g,),h soient sans zéros communs
non triviaux dans &' . Désignons par g; la classe de g; dans A" = A/(h),
1 < j < n+1 Notons J| = (¢4,....9,) et J' = (91,---,9n:9pns1)- Alors
In(g}),...,In(g,) sont sans zéros communs non triviaux dans & (ce ne sont

autres que In(g1) (3 <icp @iXiy X1+, Xn) 5o In(gn) QD1 <i<p @i Xy X1 - X))

(n)

Par conséquent si notre assertion est prouvée v’ = a,. Maintenant soit m’ le
1
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(n)

maximal de A". On a g/ | € mn+1 C m'* et m» C J| car v;,’ = a,. Par suite
1

Ghi1 € J] et donc J' = J] et 1/57) = 1/57) = ay ie ugn) = ay. 1l suffit alors de
1

répéter 'opération.

Il ne nous reste plus qu’a prouver que sous 2a) on a 1/5"+1) = apy1. L’hypothese
2)a) fait que ¢1,...,gn+1 est une suite réguliere et une m-base standard de
J =1(91,---,9n+1) (c.f. [H-I-O] 13.10 p 96). Soit | € N* assez grand pour que
m! soit inclus dans J. A fortiori : m!%+1 C J. Puisque g1, ... gns1 €st une base

standard de J, on peut ecrire pour tout r € m‘+1 (c.f. [H..O] 13.7 p. 91 ) :

n+1
r= Zqigi, avec ordm(q;i) > lap+1 —a; > (I — 1)ap4q.
i=1
Par suite :
(men+t 4 )b (ma+t 4+ )T c (mantt 4 )

Ainsi J est une réduction de J +m%+1 et ces deux idéaux ont donc méme cloture
intégrale i.e. J = J + man+1, En particulier : m%+! C J. De ce dernier fait, on

§n+1) < V(n+1)

mint1 = @n+1. L'inégalité opposée s’obtient en considérant

déduit que v
un arc (non trivial) ¢* : A — E[[t]] tel que ¢*(g1) = ... = »*(gn) = 0 (ce qui
est possible car DimA/(g1,...,9,) = 1). Comme In(gy),...,In(g,+1) sont sans
zéros communs non triviaux dans Enﬂ, on a ord(¢*(gn+1)) = antrord(e*(m)).
Ceci fournit une valuation v telle que v(I)/v(m) > a,4+1 et donc V](-nH) > -

Montrons maintenant que si dimA = 2, alors 1 = 2). Posons l/§2) = Pet 1/}1) =
ordn(I) = ay. Soit g1 € I tel que ordn(g1) = a1. On peut trouver un systéme
régulier de parametres de A, Xo, X7, tel que In(g1)(X0,0) # 0 (ceci quitte a
effectuer un changement «linéaire » de systéme régulier de parametres). Donc
ordw(g1-A/(X1)) = a1 on m est le maximal de A/(X7). Puisque V§2) = az/b, on
a: X% ¢ b, Par conséquent : J = (X2, gb) C IP. Mais e(J) = ag.b.e(X1,91) et
e(X1,g1) = a1 car ordw (g1.4/(X1)) = a1. Ainsi : e(J) = ag.b.ay = b*(% x a1) =
b2e(I) = e(I?). Par conséquent, par un célebre résultat de D. Rees (c.f. [H-S] Th
11.3.1 p.222) on a J = I?, et donc 2). O

Remarque 5.2
Nous ignorons si en général si on a équivalence entre les conditions 1) et 2).
En fait, soient A comme ci-dessus avec dimA = n+ 1, n > 2, et I un idéal

satisfaisant 1). Comme nous avons vu en 4.3 que :

e(I) < e(I" m)pi™ < T pep v
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e(11 m) = Mgt et e(1 =1 mll) = <.

Ceci conduit a une caractérisation de 1) du type 2) mais seulement apres sec-
tion hyperplane générique. Par exemple si dimA = 3, notant I/}k) = ¢ S
(X0, X1, X2) est un systéme régulier de paramétres de A suffisamment général
pour que (g1, g2, X2) soit une une réduction jointe de (I, m), on obtient comme
précédemment que I® = (g°, gb, X53). Posons : K = I".A/(X3). Alors K satisfait

fait 1), et donc par le cas dimA = 2, il existe ¢}, gy € K tels que K = (¢}, 4) et

In(g})(Xo, X1), In(g5)(Xo, X1) sont sans zéros communs non triviaur dans B
1l se pose alors la question de relévement suivante :

Existe t-il hi,ho € A tels que :

- hy,hy € I et classe de h; dans A/(X5) égale g;,

- In(h;)(Xo, X1,0) = In(g})(Xo, X1).

Nous ignorons en général la réponse a de telles questions.
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