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Chapitre 1

Introduction

Le but de ce travail est la dérivation du diagramme fondamental du trafic, qui donne
les relations entre la densité et le flot des véhicules, dans diverses situations : — une route
circulaire, — une route avec croisement (sous forme d’un huit (8)), — un réseau régulier de
routes. On utilise des modeles représentables par des réseaux de Pétri dont les dynamiques
s’interpretent, dans les cas simples, en termes d’équations de la programmation dynamique.
Le colt moyen optimal du probléme de commande optimale associé correspond alors au flot
et sa dépendance de la densité peut étre analysée analytiquement ou numériquement avec
une précision surprenante. Elle fait apparaitre des phases au sens mécanique statistique
qui sont clairement interprétables en terme de trafic.

Ce travail est divisé en six chapitres dont cette introduction. On rappelle ici quelques
modeles classiques du trafic routier, puis on discute les apports de la these chapitre par
chapitre.

1.1 Les grandes classes de modeles de trafic

Deux grandes classes d’approches de modélisation de trafic routier peuvent étre dis-
tinguées : — I'approche macroscopique ou le trafic est vu comme un gaz, avec une loi de
comportement donnée par un diagramme appelé le diagramme fondamental du trafic, —
I’approche microscopique ou chaque véhicule a un comportement spécifique distingué des
autres.

On commence par le modele microscopique classique le plus intuitif qui est le modele
du “car-following” ou “follow-the-leader” [HMPR59, GHR61]. On rappelle aussi le modeéle
macroscopique du trafic le plus connu et le plus utilisé qui est le modele de Lighthill,
Witham et Richards [LW55, Rich6]. On discute ensuite le modele cinétique du a Prigogine
et Herman [PH71]|. On finit par le modele tres connu d’automates cellulaires de Nagel
et Schreckenberg [NS92b| dans lequel les individus ont un comportement individuel tres
simplifié pour pouvoir simuler de grands systemes et faire émerger des lois macroscopiques.
Nos travaux relevent de cette derniere philosophie.

13
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1.1.1 Modeles microscopiques

Un modele microscopique classique est celui de follow-the-leader [HMPR59, GHR61].
Ce modele décrit le trafic sur une route par la fagon avec laquelle le conducteur suit son
prédécesseur sans possibilité de dépassement. Il est supposé que chaque véhicule suit son
prédécesseur avec une relation de stimulation-réponse. L’accélération d?z.,(t + T)/dt* du
véhicule n a l'instant ¢ + T, ot T est le temps de réaction d’un conducteur, est donnée en
multipliant par A la réponse a la stimulation dx,,—1(t)/dt — dz,(t)/dt, c’est & dire :
Az, (t+1T) drn,—1(t)  dzy(t)

dat2 =M% a |’ (1.1)

ou A est généralement donné par :

Ao[dxy, (t)/dt]™
[2n—1(t) — zn(t)]V

avec \g une constante donnée et m et | des parametres.
Dans le cas le plus simple ou m = [ = 0 c’est a dire A = \g, on obtient, en intégrant

A:

I’équation (1.1) de zéro a l'infini, le modele linéaire :

dx,(t)
dt

= Ao[zn—1(t) — zn (1)),
qui s’écrit aussi :
v = )‘OS + ﬂa

ol s = x,_1 — Ty et B est une constante qui peut étre déterminée par la condition de
frontiere v = 0 correspondant a s = s; associ¢ a I'état de blocage. Sachant de plus que

v:Ao(s—sj):AOG—i).

Pj

En passant au régime stationnaire ou le flot des véhicules ¢ satisfait ¢ = vp, on obtient le

s =1/p, on obtient :

diagramme fondamental :
q=Xo(1 = p/pj).
Dans un autre exemple important, lorsque m = 0 et [ = 1, on obtient de la méme fagon,

le diagramme fondamental suivant :

¢=X0 p ().
p

1.1.2 Modeles mécanique des fluides

Le modele macroscopique du trafic routier le plus connu est celui de Lighthill, Witham
et Richards (LWR) [LW55, Ric56]. C’est un modele d’écoulement qui décrit le trafic par une
équation de conservation des véhicules et une équation de comportement (le diagramme
fondamental). L’équation de conservation des véhicules s’écrit :

Oip(x,t) + Opq(x,t) =0, (1.2)
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ou on note par ¢(z,t) le flot dans la position x de la route a l'instant ¢ et par p(z,t) la
densité en x a l'instant t. Il est admis qu’en régime stationnaire (ou homogene) le flot ¢
et la densité p sont liés par la relation fonctionnelle suivante :

a(p) = pv, (1.3)

ou ¥ est la vitesse moyenne des véhicules sur la route. Pour compléter I’équation (1.2), LWR
supposent l’existence d’une telle relation, donnée par une fonction f, méme en situation
de dépendance du temps et de l'espace. Le flot g(z,t) et la densité p(z,t) sont supposés
liés par :

qz,t) = f(p(z,1)) . (1.4)

La fonction f, qui est donnée, est appelée le diagramme fondamental du trafic. Elle est
Panalogue de la loi des gaz parfaits. En général, cette fonction partitionne ’axe des densités
en deux parties : la partie ou f(p) croit avec p et la partie on f(p) décroit avec p. On
obtient alors le modele :

Oup + Dug = 0,
{tp+ q (1.5)

q=f(p)

En se donnant des conditions initiales et des conditions frontieres, le modele LWR (1.5)
peut étre intégré. De ce modele on arrive a dériver des ondes cinématiques qui satisfont
une équation aux dérivées partielles du premier ordre.

L’équation (1.2) s’écrit aussi :
Op+Vorp=0, (1.6)

avec
V= 9y = 9, (p0). (1.7)

I’équation (1.6) admet des solutions de la forme :

p=plx—Vyt), (1.8)

qui sont des ondes cinématiques a vitesse de propagation égale a Vj; donné par (1.7).

Puisque V, = v + pd,v et que 0,0 est négatif, on déduit que la vitesse V' des ondes
cinématiques obtenues vérifie : V' < v, et qu’elle varie en fonction de la densité des véhicules
de la fagon suivante :

— en faibles densités, on a V' > 0,

— a la densité critique p. vérifiant ¢(p.) = max, q(p), ona V =0,

— en hautes densités (p > p.), on a V < 0.
La vitesse V' étant décroissante avec la densité des véhicules p, les ondes circulant a
grandes vitesse correspondant a des zones de faible densité rattrapent les ondes en aval
correspondant a des densités plus fortes en donnant une discontinuité appelée onde de
choc.
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1.1.3 Modeles cinétiques

Le premier modeéle cinétique est celui de Prigogine et Herman[PH71]. C’est un modele
macroscopique plus précis que le modele mécanique des fluides précédent. Ce modele
donne I’évolution de la densité des particules p(¢,x,v) comme une fonction du temps ¢, de
la position d’une particule x et de sa vitesse v. Prigogine a modélisé le flot en combinant
un flot libre, un terme de décélération et un terme de relaxation :

0rq +v0:q = S,(q) + Rp(q)- (1.9)

Le terme d’accélération S,(q) est donné par :

S,(a) = (1— P(p))q /0 "~ v)g()d |

et dépend de la probabilité de dépassement P qui est souvent supposée dépendre linéairement
de p :
p
P(p)=1-—
pj’
ol v, est la vitesse maximale et p; est la densité maximale de véhicules dans I’état de
congestion.

Le terme de relaxation R,(q) est donné par :

q—4qo
T(p)’

ou qq est la distribution de la vitesse désirée, supposée de la forme :

RP(Q) = -

QO('%'7 v, t) = p(JZ, t)QO(U)7

avec Qg est une fonction indépendante de ¢, et ou T est le temps de relaxation dépendant

de p :
p

pi—p
Ce genre de modele plus coliteux en terme de temps de calcul, par comparaison aux
modeles de type LWR, est peu utilisé en pratique.

T(p) =

1.1.4 Modeles d’automates cellulaires

Ces modeles sont de nature microscopique avec une dynamique simple décrivant 1’évo-
lution de cellules. Un modele d’automates cellulaires suppose que les deux espaces d’états
et de temps sont discrets, et que les objets interagissant sont en nombre fini. Le pre-
mier modele d’automate cellulaire appliqué au trafic routier est [NS92b] probablement
le modele de Cremer et Ludwig [CL86]. Le modele le plus connu est celui de Nagel et
Schreckenberg [NS92b].

Dans ce modele une voie est représentée par un certain nombre de sections. a chaque
instant, une section peut étre libre ou occupée par un véhicule. L’état des cellules est remis
a jour suivant des regles faisant intervenir les cellules voisines. Si la position et la vitesse
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du n®™e véhicule sont notées respectivement par x, et vy, alors la vitesse v peut prendre
une des valeurs : 0,1, -, vpax. La distance séparant les véhicules n et n 4+ 1 a 'instant ¢
est noté d,, = x,1+1 — x,. L'actualisation de I’état du systeme se fait a chaque instant en
appliquant les regles ci-dessous :

1. L’accélération : v, < min{v, + 1, Vmax},

2. La décélération : v, «— min{v,,d, — 1},

3. L’aléa : v, «— max{v, — 1,0} avec une probabilité p,
4. Le mouvement : x, < T + Up.

L’étape 3 prend en compte les différents comportements des conducteurs, et permet
I’apparition spontanée des bouchons observée sur les réseaux réels. Dans le cas particulier
ol Umax = 1, le modele de Nagel et Schreckenberg déterministe est équivalent a I’automate
cellulaire “regle-184” dans les notations de Wolfram [Wol86].

Les regles du modele de Nagel et Schreckenberg sont appliqués dans l'ordre :

étape 1 — étape 2 — étape 3 — étape 4 — étape 1 — ...

Pour une description réaliste du trafic [NS92a], on peut prendre la longueur d’une
section égale & 7.5m, 'unité de temps a 1 seconde (ce qui correspond au temps de réaction
d’un conducteur), et la vitesse maximale vy,,x égale & 5 sections/secondes.

Des améliorations peuvent étre apportées a ce modele dans le but de modéliser certaines
situations. Par exemple, pour modéliser les accidents Boccara et al. [BFZ97] applique
I’étape 4 comme suit :

Si vp41(t) > 0 alors x,(t + 1) = zp(t) + vp(t + 1) + Av,

ou Av est une variable aléatoire qui suit la loi de Bernoulli de moyenne p.

Un autre modele classique d’automates cellulaires est le modele de Biham-Middleton-
Levine (BML) [BML92]. Dans ce modele les véhicules se déplacent dans une ville & deux
dimensions (2D) sur un tore. Deux types de véhicules sont considérés, disons bleus et
rouges. Les véhicules rouges se déplacent horizontalement de gauche a droite alors que les
bleus se déplacent verticalement de bas en haut. Une certaine densité p de véhicules dans
la ville est considérée initialement.

La dynamique des véhicules est tres simple : a chaque instant, d’abord les véhicules
rouges essaient d’avancer vers la droite (sur le tore), puis les véhicules bleus essaient a

gj/

leur tour d’avancer vers le haut. Un véhicule rouge (resp. bleu) peut avancer si la place
droite (resp. en haut) de lui est libre.

Les simulations numériques de ce modele montre I'existence d’une densité critique en
dessous de laquelle les véhicules circulent librement et au dessus de laquelle un blocage
complet du systéeme se produit. Ces régimes s’établissent apres un régime transitoire de
longueur fini. On verra apparaitre ce genre de comportement dans nos modeles.

1.2 Le contenu et les apports de la these

Dans ce travail on présente des modeles microscopiques du trafic basés sur la program-
mation dynamique (et de ses extensions au cas non monotone). On utilise les notations
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matricielles de 'algebre minplus [BCOQ92] qui conduit & interpréter le calcul des flots
moyens comme des probléemes de valeurs propres généralisés. Ces modeles sont établis
dans la majorité des cas a laide de réseaux de Pétri [Mur89]. Notre approche est mi-
croscopique proche de celle des automates cellulaires [BBSS01, AS02, NS92b]. Comme en
physique statistique [CSS00, FI96, FI01b, FI01a], on étudie les mouvements microscopique
des véhicules pour dériver des lois macroscopiques.

1.2.1 Chapitre 2 : La route circulaire

Le deuxiéme chapitre est intitulé “Commande optimale et diagramme fondamental
du trafic 1D”. Le but de ce chapitre est de généraliser le modele de I’algebre minplus
permettant de dériver le diagramme fondamental du trafic sur une route circulaire comme
une valeur propre d’une matrice carrée minplus. Dans ce modele chaque véhicule tente
d’avancer sans dépassement avec une vitesse donnée en respectant une distance de sécurité
donnée avec le véhicule qui le précede. La dynamique du systeéme est linéaire minplus. C’est
une équation de la programmation dynamique (EPD) d’un probléeme de contrdle optimal
déterministe. Le flot moyen est la valeur propre de la matrice minplus de la matrice
décrivant la dynamique. Cette valeur propre est égale au taux moyen d’accroissement
de la fonction valeur de 'EPD correspondante. L’interprétation en terme de graphe de
I'unique valeur propre du systéme linéaire, donne la dépendance de la valeur propre avec
la densité des véhicules sur la route. C’est le diagramme fondamental du trafic. Il a deux
phases : — une phase a faibles densités ou les véhicules circulent librement, — une phase
a hautes densités ou on peut dire que ce sont les places vides qui se déplacent librement
dans le sens inverse du trafic des véhicules.

On propose deux généralisations.

La premiere suppose que la vitesse de chaque véhicule dépend de la distance d’un
véhicule au véhicule qui le précede. Cette hypothese conduit a une dynamique déterministe
interprétable en terme d’EPD d’un probléeme de commande stochastique. La résolution du
probleme ergodique donne le taux d’accroissement du systeme qui s’interprete comme le
flot moyen des véhicules sur la route. De plus ce probleme ergodique peut étre résolu
analytiquement. On obtient alors explicitement le flot comme fonction de la densité des
véhicules, ce qui donne le diagramme fondamental du trafic de la route. Le flot est obtenu
comme un minimum de fonctions affines de la densité. Ceci permet d’approcher par des
fonctions concaves les diagrammes fondamentaux observés.

La deuxiéme généralisation a pour objectif d’affiner la premiere pour pouvoir approxi-
mer des diagrammes fondamentaux non nécessairement concaves. Pour cela on modifie la
dynamique des véhicules en rajoutant des hypotheses affinant la modélisation de la dis-
tance de sécurité. On obtient alors une dynamique qui s’interpréte comme une équation
d’un jeu stochastique a deux joueurs. Le modele reste toujours déterministe. De nouveau,
la résolution de cette équation donne le taux d’accroissement du systeme qui s’interprete
comme le flot moyen des véhicules sur la route. De nouveau le probléme ergodique peut
étre résolu analytiquement et le diagramme fondamental du trafic de la route est obtenu
explicitement. Le flot est donné cette fois comme une fonction min-max de fonctions af-
fines de la densité des véhicules. Ceci permet d’avoir des diagrammes fondamentaux non
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nécessairement, concaves.

Dans la derniere partie de ce chapitre on rappelle un modele de trafic a vitesse aléatoire
basé sur l'algebre minplus [LMQO3]. Le diagramme fondamental obtenu ressemble au
diagramme donné par le modele linéaire minplus avec un lissage paramétré par la loi de
I’aléa.

1.2.2 Chapitre 3 : Les systemes additivement homogenes

Ce troisieme chapitre est intitulé “systemes additivement homogenes polyedraux”. Un
systeme dynamique z*t! = f(2F), ol z € R™ et f : R® — R” est dit additivement
homogene (ou homogene, en abrégé) si f est une application additivement homogene,
c’est a dire si :

Ve e R", VA eR, f(A+z) =X+ f(z).

On définit le probleme de valeur propre associé et on montre que le probleme de valeur
propre d’un systéme homogene dans R™ se raméne & un probleme de point fixe dans R" 1.
On montre sur un exemple simple qu'un systéme homogene qui admet une valeur propre
associée a deux vecteurs propres instables a un comportement chaotique. Cet exemple
montre que le taux de croissance du systeme dynamique n’est pas toujours donné par une
valeur propre.

Dans la deuxiéme partie on rappelle des résultats [GK95, GG98a, GG99, GGO04| sur
les systemes homogenes monotones. Une application f: R™ — R" est dite monotone si :

Vao,y eR" z <y = f(z) < f(y),
ou l'ordre sur R™ est défini par :
r<ys x; <y, Vi.

Dans ce cas, I'application f est non expansive. Une notion de graphe lui y est associée qui
permet de parler de connexité. Une analogie avec la théorie de Perron-Frobenius [Nus88] a
été établie [GG98a, LMS01, Vir01]. On a le résultat important : une application homogene
monotone fortement connexe admet une unique valeur propre égale au taux moyen d’ac-
croissement (qui existe dans ce cas) des trajectoires du systéme dynamique correspondant.
Dans la troisieme partie on rajoute une hypothese de convexité de 'application f pour
avoir une application homogene monotone et convexe. On rappelle d’abord un résultat
de [AGO1] qui permet d’interpréter f comme l’équation de la programmation dynamique
d’une chaine de Markov commandée. Dans ce cas l'itération sur les politiques de Howard
donne un algorithme efficace toujours convergent pour calculer les taux de croissance.
On étudie ensuite une classe de systémes homogénes non nécessairement monotones
qu’on appelle systemes triangulaires homogenes. On présente d’abord la version linéaire
minplus ol on appelle systéme triangulaire homogéene un systeme composé de deux sous-
systemes linéaires minplus ou I'un est paramétré par une sortie de 'autre. Le systeme
obtenu reste homogene mais pas nécessairement monotone car la dépendance par rapport
au parametre a une propriété d’homogénéité mais pas de monotonie. Les deux princi-
paux résultats sont : — tout systeme triangulaire homogene se comporte asymptotique-
ment comme un systeme linéaire minplus temps-variant périodique, et inversement — tout
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systeme linéaire minplus temps-variant périodique est réalisable par un systeme trian-
gulaire homogene. On généralise les deux principaux résultats au cas ou le systeme tri-
angulaire homogene est composé de deux sous-systemes définis par des opérateurs de la
programmation dynamique stochastique au lieu de systemes linéaires minplus.

1.2.3 Chapitre 4 : Deux routes circulaires avec une intersection

Le quatrieme chapitre est intitulé ”modélisation d’intersections”. L’objectif de ce cha-
pitre est de modéliser le trafic sur deux routes avec une intersection et de discuter les
phases apparaissant dans le diagramme fondamental correspondant. La modélisation uti-
lisée au chapitre 2 consistant & suivre les véhicules (modélisation par les ressources dite
lagrangienne en physique) n’est pas bien adaptée a cette nouvelle situation car 'ordre des
positions des véhicules peut changer. Il est préférable de couper le réseaux en sections et
de compter les nombres de véhicules entrant dans les sections (modélisation compteur dite
eulerienne en physique).

Apres avoir revisité le trafic sur une route circulaire avec une modélisation compteur
représentée par un réseau de Pétri standard, on considére sur une route unique en forme
de huit, avec une intersection gérée par la priorité a droite, des véhicules avancant sans
possibilité de tourner. Pour modéliser ce systéme par un réseau de Pétri déterministe!,
on introduit des multiplicateurs négatifs sur les arcs. La dynamique du réseau de Pétri
s'éerit FT! = f(2F) avec f homogene mais non monotone. L’étude de ce systéme a
permis de déterminer des conditions initiales pour lesquelles les trajectoires de toutes les
composantes du systeme sont croissantes. On montre que ’écart entre deux composantes
des trajectoires reste borné. On montre également que la recherche de valeur propre se
ramene sous I’hypothese que le nombre de places dans la partie non prioritaire est supérieur
au nombre de places dans la partie prioritaire (et d’autres hypotheses vérifiées par le
probleme de trafic) au calcul de la valeur propre d’un systéme minplus linéaire. On en
déduit une formule explicite approximant le diagramme fondamental :

1 1
f:max{(), min{d, 1/4, 1, T d} },

r 1—r

lorsque r < 1, ou r est le rapport entre la taille de la route prioritaire sur la taille de la
route non prioritaire et d désigne la densité des véhicules.

Dans le cas r < 1, comme on le voit sur la forme du diagramme fondamental, on

distingue quatre phases du trafic :

e La phase libre ou les véhicules circulent sans géne. Cette phase s’étale jusqu’a une
densité de 1/4. Durant cette phase les véhicules atteignent une distribution ou Iin-
tersection n’a aucun effet sur le trafic.

e La phase de saturation durant laquelle le flot est limité par la capacité de 'intersec-
tion qui est de 1/4. Les véhicules atteignent un régime périodique ou l'intersection
sert tout le temps. La longueur d’intervalle de cette phase dépend du rapport r.

! Ayant une dynamique déterminant de facon unique les trajectoires par opposition aux réseaux de Pétri
généraux qui expriment seulement des contraintes sur la trajectoire.
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e La phase de récession durant laquelle le flot se dégrade. Dans ce cas l'intersection
n’arrive pas a servir tout le temps a cause de ’encombrement des véhicules a sa
sortie (aux entrées des routes).

e La phase de blocage ou la route non prioritaire se remplit complétement et bloque
tout le systeme. Le flot est nul dans ce cas.

Le cas » > 1 n’est pas inclus dans l'analyse théorique du systeme, cependant, la
compréhension du cas r < 1 permet de le déduire, et les simulations numériques confirment
nos conclusions.

On étudie ensuite un modele d’'une route circulaire avec une intersection gérée par
la priorité a droite, mais avec possibilité de tourner. Le modele reste un réseau de Pétri
déterministe avec des poids négatifs sur certains arcs, mais aussi des poids rationnels non
entiers sur d’autres. En suivant le méme raisonnement que pour le modele précédent, on
ramene le probleme de valeur propre associé a une EPD d’un probleme de commande
stochastique. La résolution de cette équation donne les mémes taux d’accroissement que
dans le cas du modele précédent, et donc les mémes flots et les mémes diagrammes fon-
damentaux. L’analyse qualitative des phases est completement explicitée dans ce cas.

On s’intéresse ensuite au contréle d’intersection par des feux de signalisation. On com-
mence par un modele d’une intersection sans possibilité de tourner. On considére deux
routes circulaires qui s’intersectent, et on se propose de controler l'intersection par un
feu de signalisation. L’intersection étant sans possibilité de tourner, le trafic n’est pas ho-
mogene dans ce réseau. On a donc deux densités a fixer et deux flots différents a calculer.
On présente d’abord le modele d’un feu de signalisation réalisé par un réseau de Pétri. Le
réseau de Pétri correspondant est déterministe avec des poids négatifs sur certains arcs.
La dynamique correspondante est un systeme triangulaire homogene vu dans le chapitre
précédant. Et le diagramme fondamental de chaque route peut étre obtenu et optimisé
analytiquement.

On donne ensuite un modele de deux routes circulaires avec une intersection avec
possibilité de tourner gérée par un feu de signalisation. Dans ce cas, le but n’est pas
de résoudre analytiquement le systéme, mais de faire des simulations numériques pour
comparer trois politiques de gestion d’intersections, qui sont : — la priorité a droite, —
le controle par un feu en boucle ouverte, — le contréle par un feu en boucle fermée. Les
résultats montrent que le contrdle par un feu en boucle ouverte améliore nettement le
diagramme fondamental du trafic dans le cas des hautes densités. Cependant le controle
en boucle fermée est meilleur et permet d’obtenir le diagramme optimal ou le flot n’est
limité que par la capacité des routes et de I'intersection. On montre aussi sur un exemple
que le contrdle en boucle fermée distribue mieux (au sens de l'uniformité) les véhicules
sur les deux routes que le controle en boucle ouverte. Dans ce dernier cas, le systeme peut
méme se stabiliser sur une distribution non symétrique.

Enfin on montre comment la programmation linéaire peut aider & déterminer une
bonne politique de controle des feux de signalisation.
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1.2.4 Chapitre 5 : Les réseaux réguliers de routes

Le cinquieme chapitre s’intitule “construction de grands réseaux réguliers”. L’objectif
principal de ce chapitre est la construction de la dynamique du trafic sur de grands réseaux
réguliers de routes et de calculer les diagrammes fondamentaux correspondants, que l’'on
qualifie de 2D. D’une facon surprenante les diagrammes fondamentaux présentent le méme
genre de phases que les réseaux simples décrits au chapitre précédent. L’amélioration
apportée par la présence et la gestion optimale des feux de circulation est également
étudiée.

On commence par étudier un modele de deux routes circulaires et deux intersections
gérées par la priorité a droite avec possibilité de tourner. On obtient numériquement des
diagrammes fondamentaux de méme forme que ceux obtenus avec une seule intersection.
Le rapport entre le nombre de places dans la route prioritaire et la non prioritaire étant
remplacé par la somme des tailles des routes prioritaires sur la somme des tailles des routes
non prioritaires. Ce résultat qualitatif important se généralise aux cas des villes régulieres
étudiées dans la suite.

Pour pouvoir étudier le trafic sur des villes il faut construire la dynamique du systéeme
qui est tres compliquée. On ne s’intéresse qu’aux villes régulieres faites de routes en sens
unique avec possibilité de tourner aux carrefours. Pour en faire un systéme fermé on
considere que ces villes sont sur des tores. Pour faire la construction on introduit une
théorie des systemes pour les réseaux de Pétri déterministes généraux.

On montre que la dynamique de tout réseau de Pétri déterministe ayant des entrées-
sorties peut étre défini par trois matrices standards et trois matrices minplus. On définit
ensuite sur ces 6-uplets les opérations correspondant & la : — mise en série, —mise en
parallele, — mise en contre réaction de réseaux de Pétri.

Pour modéliser le trafic routier, on introduit trois réseaux de Pétri élémentaires a
partir desquels on peut construire le réseau de Pétri de la ville en utilisant les opérations
introduites. Une boite a outils Scilab permettant de faire la construction effective est
décrite. Elle permet de construire la dynamique, de calculer les diagrammes fondamentaux
et de visualiser le mouvement des véhicules.

On étudie ensuite I'influence des feux de signalisation sur les diagrammes fondamen-
taux obtenus. On applique d’abord les commandes en boucle ouverte et en boucle fermée
étudiées déja au chapitre précédent. Cette commande en boucle fermée est locale (la com-
mande prise a chaque intersection ne dépend que de I’état du trafic sur les deux routes
entrantes a cette intersection). Un controle en boucle fermée globale est aussi présenté
pour ce modele. C’est la stratégie TUC [DPA02] appliquée a des modeles macroscopiques
qu’on a adaptée a notre modele microscopique. Cette méthode est basée sur la commande
optimale de systéemes linéaires a critere quadratique. L’état du systeme dans ce cas est
le nombre de véhicules sur les routes, et les commandes sont les durées de vert associées
aux feux de signalisation. La résolution du probléeme donne les temps de vert et de rouge
des feux utilisés dans le modele réseau de Pétri de la ville. Les améliorations importantes
ainsi obtenues dans le cas de trafic dense sont clairement visibles sur les diagrammes
fondamentaux obtenus.

Le diagramme fondamental ne concerne que les états d’équilibre. Il est aussi important
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d’étudier les vitesses avec laquelle I’état d’équilibre est atteint et de juger les différentes
commandes selon ce critere. Du point de vue des deux critéres : — équilibre obtenu, —
temps de réponse, les feedbacks locaux semble s’imposer compte tenu de leur facilité
d’implémentation.

1.2.5 Chapitre 6 : Un modele macroscopique d’un systeme bimodal

Le sixieme et dernier chapitre est intitulé “commande optimale du trafic bimodal”.
L’objectif de ce chapitre est d’étendre la stratégie TUC [DPA02] de controle de trafic
unimodal au cas bimodal : — véhicules particuliers, — véhicules de transport en commun.
On résout un probléeme LQ autour d’une solution nominale favorisant la circulation des bus.
La trajectoire nominale est obtenue en résolvant des probléemes d’affectations statiques du
trafic des véhicules particuliers sur plusieurs tranches horaires. On modifie ces affectations
autour desquelles on régule en diminuant le trafic souhaité des véhicules particuliers au
moment du passage des bus.

Les résultats numériques obtenus sur un exemple simple, sont satisfaisants au sens ou
les routes se vident de véhicules particuliers pour laisser passer les véhicules de transport
en commun. On montre que le controle est robuste par des simulations en introduisant
des perturbation sur les trajectoires des deux modes de trafic. Enfin on fait une comparai-
son avec une étude récente [BLO5] qui avait le méme objectif mais utilisait une méthode
différente.
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Chapitre 2

Commande optimale et
diagramme fondamental du trafic

1D

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est la modélisation du trafic sur une route. La qualité de la
modélisation est jugée sur le diagramme fondamental donnant la relation entre le flot et la
densité des véhicules. On fournit des modeles conduisant a des diagrammes fondamentaux
affines par morceaux généralisant une version modifiée du modele linéaire en algebre min-
plus donné dans [LMQO3]. Ces modeles décrivent tous la dynamique des véhicules sur la
route par une équation de type programmation dynamique d’un probléme de commande
optimale déterministe ou stochastique ou de jeu stochastique. Le flot moyen des véhicules
est alors obtenu comme le cott moyen par une unité de temps du probléme de commande
ou de jeu correspondant. Le flot moyen est calculé en fonction de la densité des véhicules
sur la route en résolvant les équations de la programmation dynamique correspondantes.

On commence par rappeler le modele existant, qui est linéaire dans I’algébre minplus.
Ce modele contient deux parameétres qui sont la vitesse désirée fixe et commune a tous
les véhicules, et la distance de sécurité entre les véhicules. On étudie la dépendance du
diagramme fondamental par rapport a ces deux parametres.

On étend d’abord ce modele en supposant que la vitesse d’'un véhicule dépend de sa
distance au véhicule qui le précede. On obtient alors des dynamiques qui s’interprétent
comme des équations de la programmation dynamique de problemes de controle optimal
stochastique, qu’on résout & 1’aide de 1’algorithme de Howard (itération sur les politiques).
Cette premiere généralisation permet d’approximer tout diagramme fondamental par une
application concave affine par morceaux.

La deuxieme généralisation introduit une dynamique qui s’exprime non seulement avec
Popérateur min mais aussi avec le max. Cette dynamique s’interprete comme 1’équation de
la programmation dynamique d’un jeu stochastique. Dans ce cas, on obtient un diagramme
fondamental affine par morceaux qui n’est plus nécessairement concave.

Dans la derniere section on rappelle (voir [LMQO03]) lextension du modele linéaire

25
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dans d’algebre minplus qui est un modele déterministe au cas ou les vitesses des véhicules
sont stochastiques. On obtient des diagrammes fondamentaux qui ne sont plus affines par
morceaux mais qui sont des versions lissées du cas déterministe.

2.2 Exemple d’un diagramme fondamental

On présente ici un exemple d’un diagramme fondamental (figure 2.1) observé expéri-
mentalement qui nous servira de référence pour juger de nos approximations. Il correspond
& de mesures réelles effectuées sur un trongon & trois voies de 'autoroute AG6.
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Fic. 2.1 — Diagramme fondamental observé sur 'autoroute AG6.

Sur ce diagramme, en abscisse on a le taux d’occupation de la route en pourcentage
qui peut étre vu comme une densité normalisée, et en ordonnée le flot des véhicules en
nombre de véhicules par minute. Pour pouvoir exprimer le diagramme dans un systeme de
coordonnées sans unité que ’on appellera diagramme normalisé, on fixe arbitrairement &
un (1) la vitesse libre (c’est la vitesse moyenne des véhicules a faible densité qui est la pente
a l'origine du diagramme fondamental). Cela fixe ’échelle des flots qui peut s’interpréter
dans cette échelle comme des pourcentages par rapport au flot maximum qui est de 1. Ce
flot de 1 est atteint lorsque le taux d’occupation vaut 1 et que les véhicules a cette densité
circulent librement!.

Si on prend par exemple comme densité faible d = 0.1, le flot moyen correspondant est
de 60 véh./min., ce qui donne un flot majorant de 600 véh/min. En divisant par 600 I’axe
des flots de ce diagramme on obtient le diagramme normalisé.

On peut lire aussi sur ce diagramme : — le flot maximal : f,, = 0.13, — le taux d’occupa-
tion critique : d. = 0.22. On voit également ’approximation tracée en rose correspondant

1 . N . . . . . . .

Ce cas bien slir n’arrive jamais en pratique lorsqu’on laisse conduire des conducteurs humains. On peut
néanmoins imaginer des routes automatisées ou tous les véhicules seraient coordonnés approchant cette
performance.
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a la formule empirique :

f — dve_(l/a)(d/dc)a ,

ou v est la vitesse libre et a est un parametre (pris ici égal a 2).

Le but de chacune des trois sections suivantes est de présenter des modeles de trafic
approximant de mieux en mieux le diagramme fondamental de la figure 2.1. Pour cela on
se contente de comparer ces approximations a une interpolation (jugée suffisante) de ce
diagramme par une fonction affine par morceaux. Cette interpolation est montrée sur la
figure 2.2.
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Fi1G. 2.2 — Interpolation du diagramme de la figure 2.1 par une fonction affine par mor-
ceaux.

2.3 Le modele linéaire dans 1’algebre minplus.

2.3.1 L’algebre minplus.

On rappelle que I’algebre minplus est le semi-anneau commutatif idempotent (R i, @,
®) ot Ryin = RU {+00} (le symbole £ se lit : égale par définition &), et ot les deux
opérations @ et ® sont définies par : a @ b = min{a,b} et a ® b = a + b pour tous a et b
dans R,,i,. Plus précisément les opérations ont les propriétés suivantes :

e L’opération @ est associative, commutative, idempotente (a @ a = a Va € Ryyy,) et
admet un élément neutre noté ¢ = +0o qui est absorbant (ct ®a=a®e =¢, Va €
Rumin)-

o R*. = Rpin \ {¢} = R muni de l'opération ® définit un groupe commutatif dont
I’élément neutre 0 est noté e .

e L’opération ® est distributive par rapport a .

L’ordre naturel sur Ry, est défini par : a < bsi a ® b = a. L’addition minplus n’est
pas simplifiable, c’est a dire : a Db =a @ c % b= ¢, et en particulier : a b=a % b=c¢.
On a aussi max(a,b) = a + b — min(a,b), Va,b € R que l'on notera (a @ b)/(a © b).

La structure (Rpyin, @, ®) sur les scalaires induit une structure de semi-anneau idem-
potent (dioide) sur I’ensemble des matrices carrées a éléments dans R,;,. Pour A et B
deux matrices minplus n x n, 'addition @ est définie par :
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et le produit ® est défini par :

(A® B)i; £ @lAix ® Bij). (2.1)
K

On note aussi I’élément zéro et ’élément unité par € et e respectivement.

2.3.2 La théorie spectrale minplus

On rappelle dans ce paragraphe la définition d’une valeur propre dans ’algebre minplus
et son interprétation graphique. On rappelle également le résultat assurant 'existence et
I'unicité d’une valeur propre d’une matrice carrée minplus irréductible et le lien existant
entre la valeur propre d’une matrice carrée minplus A irréductible et le taux d’accroisse-
ment du systéme dynamique linéaire minplus ¥t = A ® zF.

Définition 1. On appelle graphe associé a une matrice carrée minplus A noté G(A) le
graphe dont les noeuds correspondent aux lignes de A, et dont les arcs correspondent aux
entrées non nulles (# €) de A. Si A;; # ¢, alors il existe un arc allant du nceud j vers le

nceud @ dans G(A).

Ezemple 1. Soit A la matrice carrée minplus donnée par :

1 4 e ¢
A -2 3 ¢ ¢
e € ¢ 1
3 e € ¢

Le graphe associé a A est le graphe de la figure 2.3.

Fi1G. 2.3 — Le graphe associé a A.

Sur le graphe G(A) associé a une matrice carrée minplus A, un chemin est une suite
de nceuds tels qu’il existe un arc joignant deux nceuds successifs. Par exemple : (1,2,4, 3),
(1,1,2), .... Un circuit dans G(A) est un chemin dont le premier noeud coincide avec le
dernier. Par exemple : (1,2,3,4,1), (1,1), ---. On appelle poids d’un chemin p, que 1'on
note |pl,, le produit minplus (qui est la somme ordinaire) des poids de ses arcs. On appelle
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longueur d’un chemin p, que 'on note |p|; le nombre d’arcs qui forment le chemin. Un
chemin représenté par une suite de n noeuds est de longueur n — 1. Les poids et longueur
d’un circuit sont définis d’une facon analogue.

Les matrices A", n > 0 définies par :

A" =ARA®---® A

n fois

donnent les poids minimums des chemins de longueur n dans le graphe G(A). (A™);; donne
le poids minimum des chemins de longueur n allant du nceud j vers le nceud 7 ; par exemple :
(A)13=4, (A1 =(1211)0((-2)241)2BR1Re)® ((-2)®304) =3,---.

Les matrices A™ définies par A" := Do Ak donnent les poids minimums des chemins
de longueur inférieure ou égale a n sur le graphe G(A). (A");; donne le poids minimum
des chemins de longueur < n allant du nceud j vers le noeud 4 ; par exemple : (A%)y =
3e((—2)®e)d(1®3) =—-2.

La matrice A* définie par A* £ Do Ak si elle existe, donne les poids minimum des
chemins de longueur quelconque sur G(A). (A*);; donne le poids minimum des chemins de
longueur quelconque allant du noeud j vers le nceud 1.

Si le graphe G(A) associé a une matrice carrée minplus A de taille n X n n’a aucun
circuit de poids négatif, alors [BCOQ92] la matrice A* existe, et on a A* = @Z;é Ak,
Dans l'exemple précédent, G(A) n’a aucun circuit de poids négatif, donc A* existe, elle est
donnée par :

e 1 e 1
- -2 e =2 -1

* A3 __
A=A = -1 1 e 1
-2 e =2 e

Définition 2. Le nombre pu € Ry, est une valeur propre pour une matrice carrée minplus

n
min

A 8l existe un vecteur non nul (# ) = € R”. appelé vecteur propre tel que : p®Rx = AQx.

Théoréme 1. [BCOQI2] Si le graphe G(A) associé a la matrice A est fortement conneze,
alors il existe une et une seule valeur propre p pour A donnée par le minimum des poids
moyens des circuits du graphe G(A), c-a-d :

@ = min m
ceC ’C’l

ot C est l’ensemble des circuits du graphe G(A), |c|y est le poids d’un circuit ¢ qui est le
produit minplus (ou la somme ordinaire) des poids de ses arcs, et |c|; est la longueur de ¢
qui est le nombre d’arcs du circuit.

Théoréme 2. [BCOQI2] Le systéme dynamique linéaire minplus associé a une matrice
carrée minplus A dont le graphe est fortement conneze, défini par :

M= Ak
est asymptotiquement périodique, c’est a dire :

IT, K, p: Yk > K : AT = )T @ Ak
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2.3.3 Commande optimale déterministe a états discrets

Etant donnés : — un ensemble d’états X fini de cardinal n, — un ensemble de commandes
U fini, — une famille de matrices de transition déterministe (M "),/ (matrices booléennes
ayant un coefficient non nul par ligne, de taille n X n) , — une famille de vecteurs de cott
c* (de taille n) indexés par la commande, on définit le probleme de commande optimale
déterministe en horizon infini avec colit non actualisé par :

1 T-1
k
min lim = ct 2.2
s€S T—4oo T Z @ ( )
k=0

ott zF*1 est 'indice non nulle de la ligne z* dans la matrice M“k, 20 est donné, et S
I’ensemble des stratégies en boucle fermée sur 'état (feedback). Un feedback s est une
application qui associe & un état z une commande u (u* = s(z*)).

Dans le cas irréductible ou il existe une suite de commande permettant de joindre deux
états quelconques, I'équation de la programmation dynamique associée & ce probleme est :

vy + p = min{[M“v], + 2}, (2.3)
ueU

ol p est le colit moyen par unité de temps associé au probléme, définie par :

=
k
=min lim = Y. 2.4
a s€S T—+oo T Z ak ( )
k=0

Cette équation peut s’écrire dans ’algebre minplus. a une matrice booléenne M de ’algebre
ordinaire on associe la matrice booléenne de I'algebre minplus M en remplagant 0 par e
et 1 par e. On définit la matrice carrée minplus A par :

A= @M“ ® diag(c") .
uel

On peut alors vérifier que 1’équation (2.3) s’écrit :
pRv=A®u. (2.5)

Ceci signifie que p est une valeur propre minplus pour A et v est un vecteur propre
associé a p. Le théoréme (2) dit que si le graphe associé a A est fortement connexe, alors

k1 — A ® vF est asymptotiquement périodique, et que le taux

le systeme dynamique v
moyen d’accroissement par unité de temps, défini par limy_,o vF /k est 'unique valeur

propre p de A, donnée par I’équation de la programmation dynamique (2.5).

2.3.4 Le modele de trafic 1D minplus linéaire

Sur une route circulaire & une voie, on prend comme unité de distance la taille moyenne
d’un véhicule. On considere n véhicules circulant sur une route de longueur m (c’est-a dire
pouvant contenir m véhicules). La densité d des véhicules dans la route est donc donnée
par d = n/m. On suppose que les véhicules ont une méme vitesse désirée v et que chaque
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F1G. 2.4 — Trafic sur une route circulaire.

véhicule doit respecter une distance de sécurité o le séparant du véhicule qui le précede.
Pour toute unité de temps, les véhicules essaient de parcourir une distance égale a la
vitesse désirée v, tout en respectant la distance de sécurité o avec les véhicules qui les

k

précedent. Si on note la distance parcourue par le véhicule i a I'instant k£ par z;, alors

cette distance satisfait :

min{v + z¥,2F , — o} sii<n,
AR (2.6)

(2

min{v + z¥ 2% +m — o} sii=n.

Le taux moyen d’accroissement par unité de temps du systéme (2.6) s’interpréte comme
la vitesse moyenne des véhicules dans la route. Le systeme (2.6) s’écrit en algebre minplus
comme suit :

vk @ (efo)ak | sii<n,
Rt = (2.7)

7

vak @ (m/o)zh  sii=n.

La dynamique (2.7) est linéaire en algebre minplus, et s’écrit matriciellement :

el = Ak, (2.8)
ou A est donnée par :
_ efo € i
€ v elo €
A= : :
5 £ e/o
m/o v |

Théoréme 3. La valeur propre v de la matrice A associée au systéme (2.8) s’interpréte
comme la vitesse moyenne des véhicules. Elle est donnée par :

_ m — no
(% —_— .

min {v,
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F1a. 2.5 — Le graphe associé a A.

Démonstration. Le graphe associé a la matrice minplus A est donnée sur la figure (2.5).
Le théoreme (1) donne la valeur propre de A comme le minimum des poids moyen des
circuits du graphe associé a4 A. Les circuits élémentaires du graphe de la figure (2.5) sont :

— le circuit passant par toutes les places, de poids moyen égal a (m — no)/n,

— les boucles de poids v.

Interprétation. La valeur propre v de A coincide avec le taux moyen d’accroissement par
unité de temps du systéme (2.8) qui s’interpréete comme la vitesse moyenne des véhicules
sur la route m

Corollaire 1. Le diagramme fondamental de la route circulaire dont le trafic est décrit
par la dynamique (2.6) est donné par :

f =min{vd, 1 — od}.

Démonstration. On sait que le flot moyen f est donné par la vitesse moyenne v multipliée
par la densité moyenne d :

f=dv. (2.9)

Dans cet exemple, la densité des véhicules sur la route d est donnée par le nombre de
véhicules n divisé par la longueur de la route m, c’est a dire : d = n/m. En remplacant v
dans (2.9) par sa valeur donnée par le théoreme (3), On obtient le résultat m

Pour que ce modele ait un sens dans le trafic, la distance de sécurité doit étre fixée a 1
(0 = 1), car c’est la seule valeur qui vérifie d =1 = f = 0. Sur la figure (2.6) on montre
la dépendance de ce diagramme de la vitesse désirée v. Pour cela, on fixe o a 1 et on fait
varier v.

La figure 2.6 montre que le diagramme donné pour ce modele, qui est une modifica-
tion du modele de [LMQO3], n’est pas tres flexible. En effet, on le présente ici dans le
but d’introduire sa généralisation dans les sections suivantes qui sont plus flexibles. Pour
approximer le diagramme réel de la figure 2.1, on revient a la version initiale du modele
minplus de [LMQO3] qui donne un résultat satisfaisant. Dans la version initiale, on suppose
que la route est de longueur 1, que les n véhicules sont des points ponctuels et que c’est
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o
o

I
—

o
=
1

0.3 0:1

0.2

0.1

F1a. 2.6 — Dépendance du diagramme fondamental de la vitesse désirée v.
la distance de sécurité o entre les véhicules qui détermine leur densité d sur la route. La

densité d est donc donnée par no divisé par la longueur de la route qui est 1. On a donc
d = no. La vitesse moyenne dans ce cas est donnée par :

_ . 1—no
U = min < v, .
n

Ce qui donne le diagramme fondamental suivant :

f =min{vd,o(1 —d)}. (2.10)

2.3.5 Premieére approximation du diagramme fondamental.

On se basant sur le diagramme (2.10), on approxime le diagramme réel de la figure 2.1
en fixant les deux parametres du modele & v = 1 et 0 = 0.17. Cette approximation est
montrée sur la figure 2.7.

20 (o4

40/3

10

o/3 d (%)
(0] 10 22 40 50 60 75 100

Fic. 2.7 — L’approximation par un modele d’algebre minplus. 1 : le modele réel, 2 :
I’approximation.
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2.4 Le modele de trafic 1D en terme de commande optimale
stochastique

Dans cette section on fait des rappels sur la commande optimale stochastique ergodique
que ’on voit comme une généralisation du probléme spectral a des opérateurs non linéaires
(monotones additivement homogenes concaves) exprimable en terme matriciel comme la
composition d’une matrice dans ’algebre ordinaire et d’une matrice dans ’algebre minplus.
On montre ensuite qu'une extension naturelle du modele de trafic de la section précédente,
dans lequel la vitesse d’un véhicule dépend de la distance avec le véhicule qui le précede
s’interprete en terme de commande stochastique. Le diagramme fondamental se ramene
alors au calcul de cette valeur propre généralisée que l'on arrive, dans ce cas, a calculer
explicitement. On obtient ainsi par ce modele la possibilité d’approximer le diagramme
fondamental par une fonction concave polyedrale quelconque.

2.4.1 Programmation dynamique stochastique ergodique

Etant donnés : — un ensemble d’états X fini en nombre n, — un ensemble de commandes
U fini en nombre r, — une famille de matrice de transition de chaines de Markov (M"),cy
(matrice de taille n x n a coefficients positifs ayant leurs sommes en ligne égales a 1) ,
— une famille de vecteurs (de taille n) de colt ¢* indexés par la commande, on définit le
probleme de commande optimale stochastique en horizon infini avec cout non actualisé
par :

1 k

ou {mk}keN désigne I’état de la chaine de Markov et s est un feedback qui, & un état =z,
associe une commande v« (on a donc u* = s(z¥)).
L’équation de la programmation dynamique stochastique associée a ce probleme est :

A vy = ggﬁ{[M”v]x +cy}. (2.12)

L’équation (2.12) peut s’écrire matriciellement en combinant un opérateur linéaire de
I’algebre standard avec un opérateur linéaire de algebre minplus :

p®v=D® (Hv), (2.13)

ou les matrices H et D sont définies par :
— Les lignes de H est ’ensemble de toutes les lignes des matrices M“, u e U :

i,
o |
My

C’est donc une matrice ayant rn lignes et n colonnes.
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— La matrice minplus D est constituée de ’ensemble des vecteurs de cout :

] €
(]
p_|¢ & ¢
€ e ¢

C’est donc une matrice a n lignes et rn colonnes

On voit que u est une valeur propre additive de 'opérateur (que I’on appellera opérateur
de la programmation dynamique stochastique (OPDS)) v — D ® (Hv) et que v est un
vecteur propre associé a L.

On dira que cet opérateur est irréductible dans le cas ou tous les états sont connectés
dans le graphe associé. Ce dernier est composé de noeuds de décision en nombre n, de
noeuds de hasard en nombre nr, des arcs de décision définis par la matrice D : il existe
un arc® de i a j si D;; # € et des arcs de hasard définis par la matrice H : il existe un arc
de j a k si Hj, # 0.

On remarque que cet opérateur est additivement homogene, monotone et concave. Ces
opérateurs ont été étudiés récemment avec beaucoup de précision dans [AG01, GG04]. Un
corollaire de ces deux références est le théoréeme suivant.

Théoreme 4. Dans le cas ou l'opérateur de la programmation dynamique stochastique
est irréductible, le probleme spectral

p®v=D® (Hv),

admet une solution (u,v) ot v est définie a une constante additive prés pas nécessairement
de facon unique et u est unique et vérifie :

T-1

. . 1
p=minE<{ lim — g cyk
s€S T—+00 0 k

On déduit que le taux moyen d’accroissement par unité de temps du systeme vE! =
mingey {[M"0*], + %}, défini par limy_.o, v*/k est I'unique valeur propre additive p du
systeme (2.23).

2.4.2 Le modéle commande stochastique du trafic 1D.

Dans cette section on généralise le modele du trafic 1D de la section précédente en ajou-
tant aux deux contraintes : — limitation de vitesse, — respect d’une distance de sécurité, une
contrainte sur la vitesse d’approche des véhicules. La distance parcourue par un véhicule en
une étape reste inférieure & une fraction de la distance qui le sépare du véhicule de devant.
On montre que ces trois contraintes sont affines et conduisent a un modele interprétable
en terme de commande stochastique. Pour ce probléeme, on est capable de calculer expli-
citement la valeur propre et d’en déduire explicitement le diagramme fondamental. On

2 . .. . . N . . s

On inverse ici la direction des arcs par rapport a la convention prise dans le paragraphe précédent pour
garder lintuition de la programmation dynamique stochastique en horizon fini écrite traditionnellement
en arriére pour des raisons de causalité (bien qu’ici elle apparaitra avec le temps inversé).
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peut ainsi obtenir une meilleure approximation du diagramme observé. L’approximation
obtenue reste néanmoins concave.
Plus précisément, en notant par z* la distance parcourue par un véhicule jusqu’a
instant k et par y* la distance parcourue par le véhicule le précédant, on a les contraintes :
— Limitation de vitesse :
s < zF +v.

— Respect d’une distance de sécurité :
A<y o
— Limitation de la vitesse par la distance entre les véhicules :
xk+1§xk+ﬁ(yk—mk), 0<B8<1.

Ces trois contraintes peuvent s’écrire :

Pt <aF a4+ 80—, 0<p<1, (2.14)
en effet : — la premiere condition est obtenue en posant o = v, 3 = 0, — la deuxieme en
posant o« = —o, 3 = 1, — la troisiéme en posant o = 0.

D’une facon plus générale, on suppose que chaque véhicule doit satisfaire un ensemble
U de contraintes de trafic du type (2.14). En indexant par i les véhicules et en notant x¥
la distance parcourue par le véhicule i jusqu’a l'instant k& on a la dynamique du trafic (sur
la route circulaire de longueur m, et en notant d = n/m la densité de véhicules) :

minueu{mf + oy + ﬁu(xﬁrl - xf)} sii < n,
it = (2.15)
mingey {zk + oy + Bu(m + 2§ — 2F)} sii=n,

ce qui s’écrit en utilisant m =n/d :

mingey{a, + (1 — Bu)zf + Buzk  } sii<n,
ottt = (2.16)
mingey{o +nBu/d+ (1 — Bu)zk + Bk} sii=n,

On définit les matrices M" et les vecteurs c¢* pour v € U par :

_1_ﬂu Bu 0 0
0 1_/6u ﬁu 0

MY = 0 ’
0 1_ﬁu ﬁu

| B 0 0 1-3

c" :t[aua Ay =00y Oy, O‘u‘i‘nﬂu/d],
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Les équations (2.16) s’écrivent alors :

P = min{[M*z*); + '}, 1<i<n, (2.17)
uel

qui s’interprete comme ’équation de la programmation dynamique en arriere d’un probleme

de commande stochastique (de matrices de transitions M™ et de cofits ¢*) a condition de

faire le changement de temps k en —k. Le théoreme spectral s’applique. Il existe donc une

vitesse moyenne des véhicules :

N :
u:kgrfoo%xi, 1<i<n, (2.18)
unique solution de
M+a:i:miz{[1{(M“x)i+c§‘}, 1<i<n. (2.19)
ue

Théoréme 5. La solution (u,x) de l’équation (2.19) est donnée par :
= mig{l{ozu + %} et x='0 1/d 2/d --- (n—1)/d].
ue

Démonstration. Il est assez naturel de penser que les z; se répartissent uniformément sur
le cercle, ce qui donne le vecteur propre, et que pour des raisons de symétrie la stratégie
optimale est constante par rapport a I’état. Vérifions le.
Soit w € U satisfaisant :
: Bu Ba
= MmN Qy + — =g+ —.
#=mipten + 7 R
Montrons que la stratégie :
s:x;—u, 1<i1<n

est optimale.
On peut vérifier que

u—aa—i-%, et x='0 1/d 2/d --- (n—1)/d],
est solution du systeme :
w+x=M"z+c".
On vérifie aussi que la stratégie s est optimale, car pour tout ¢ dans {1,2,--- ,n} et
pour tout u dans U on a :
(MY + ") = p+a; < ay + % + ;= [MYz + "),

ce qui montre que le couple (u,z) vérifie ’équation de la programmation dynamique (ou
est un couple spectral pour 'OPDS associé) m

Corollaire 2. Le diagramme fondamental pour la route circulaire dont le trafic est décrit
par la dynamique (2.25) est donné par :

f= {Lneig{l{aud + Bu}-

Démonstration. Le flot moyen est égal a la vitesse moyenne donnée par le théoreme 5
multipliée par la densité d m
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2.4.3 Deuxiéme approximation du diagramme fondamental.

Le diagramme fondamental de la figure (2.1) est approximé par le modele de trafic
donné par les quatre contraintes suivantes :

1 f<d,

2. f < fd+ {5 = 0.27d 4 0.07,

3. f < —Fkd+ &5 = —017d 4017,

ce qui donne le diagramme fondamental :
f =min{d,0.27d + 0.07,—0.17d + 0.17} , (2.20)

qui est montré sur la figure (2.8).

20| ¢ (%)

40/3 /\\

10 : -.

5/3
[¢]

d (%)~
0 10 22 40 60 75 80 100

Fi1G. 2.8 — L’approximation par un modele de controle optimal stochastique. 1 : le modele
réel, 2 : approximation.

Avec le modele présenté dessus, on peut approximer une grande classe de diagrammes

fondamentaux concaves. On verra dans la section prochaine comment généraliser ce modeéle
aux diagrammes non nécessairement concaves. Le modele linéaire de la sous-section (2.4.2)
est un cas particulier ott on a U = {u1,u2} avec (g, 1) = (v,0) et (ag,B2) = (—0o,1).
Dans ce cas particulier, on a seulement deux possibilités : soit le véhicule avance avec une
vitesse v, soit il n’avance pas. Ceci nous empéche d’avoir les accélérations progressives
quand le véhicule a de I'espace devant lui, et les décélérations progressives quand il est
géné, ce qui est permis par le modele de controle stochastique présenté ici, voir 'exemple
2.
Ezemple 2. Soit U = {uy,ua,us}, avec (a1, 1) = (1,0), (a2, B2) = (1/3,1/8) et (a3, F3) =
(—=1,1). Le diagramme fondamental correspondant est donné par : f = min{d, %d—i— %, 1—
d}. Sur les figures (2.9),(2.10) et (2.11), on montre la simulation de trois configurations
correspondant aux trois phases de ce diagramme. On donne la position des véhicules a
plusieurs instants pour montrer les régimes transitoires B

En pratique, le régime périodique est important parce qu’il donne le flot moyen des
véhicules, mais la durée du régime transitoire est aussi un parametre important. Dans le cas
ou " €]0, 1] pour tout u dans U, durant la phase transitoire, les positions des véhicules
se répartissent uniformément progressivement jusqu’a ce qu’on atteigne la distribution
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uniforme. Lorsque cette hypothese n’est pas vérifiée ce n’est pas le cas. Ce qui signifie
qu’il y a d’autres vecteurs propres que la répartition uniforme (c’est le cas du premier
modele donné).

D’autres variantes de ce modele peuvent étre données. On peut par exemple supposer
que la vitesse d’un véhicule dépend non seulement du véhicule qui le précede mais aussi
d’autres véhicules. Dans ce cas, on aura toujours un systeme qui s’interpretera comme
une équation de la programmation dynamique d’un probleme de commande optimale
stochastique. On peut vérifier que les régimes stationnaires, donc les flots moyens, ne
changent pas, par contre la phase transitoire s’améliorera (se raccourcira) car on aura une
meilleure prévision sur ’état du trafic.

On peut obtenir aussi un modele de commande optimale stochastique en observation
incomplete dans le cas ou un véhicule ne peut observer que quelques véhicules qui le
précedent, alors que la distance qu’il parcourt dépend de la distance qui le sépare de tous
les autres véhicules.

Temps: 1 /100 Temps: 7 /100 Temps : 100 /100

Fi1G. 2.9 — Le phase 1 de 'exemple 2.

M g

Temps: 1 /150 Temps: 20 /150 Temps : 150 /150

Fi1G. 2.10 — La phase 2 de I'exemple 2.

2.5 Le modele jeu stochastique du trafic 1D.

Dans cette section on donne des rappels sur les jeux stochastiques ergodiques que
I'on voit comme une généralisation du probleme spectral a des opérateurs non linéaires
(monotones additivement homogeénes) exprimable en terme matriciel comme la composi-
tion d’une matrice dans l'algebre ordinaire, d’'une matrice dans ’algebre minplus et d’une
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Temps: 1 /150 Temps: 10 /150 Temps : 150 /150

Fia. 2.11 — La phase 3 de I'exemple 2.

matrice dans 'algebre maxplus. On montre ensuite qu’une extension du modele de trafic
de la section précédente dans lequel le conducteur essaie en plus de maximiser une dis-
tance de sécurité, s’interprete en terme de jeu stochastique. Le diagramme fondamental se
ramene au calcul de cette valeur propre généralisée que ’on arrive, dans ce cas, a calculer
explicitement. On obtient ainsi par ce modeéle la possibilité d’approximer le diagramme
fondamental par une fonction polyedrale quelconque et non plus seulement concave.

2.5.1 Jeu stochastique ergodique

Etant donnés : — un ensemble d’états X fini en nombre n, — un ensemble de commandes
U fini en nombre r du minimiseur, — un ensemble de commandes W fini en nombre p du
maximiseur, — une famille de matrices de transition de chaines de Markov (M "™")ycis wew
(matrices de taille n xn a coefficients positifs ayant leurs sommes en ligne égales a 1) , — une
famille de vecteurs (de taille n) de cotts ¢** indexés par les commandes du maximiseur et
du minimiseur, on définit le probleme de jeu optimal stochastique en horizon infini avec
cout non actualisé par :

T-1
1
/4 = min max |563E { lim T Z c;ﬁiwk} (2.21)

T
Tt L0

ott {zF}ren désigne D'état de la chaine de Markov et s est une stratégie qui & un état =
associe un couple de commandes u,w (on a donc (u¥, w*) = s(z*)).

L’équation de la programmation dynamique stochastique associée & ce probleme (dans
lequel le maximiseur connait a chaque étape le choix du minimiseur) est :

. uw uw
w+ v, = Znelzl/rllgle%{[M Ve + v} (2.22)

L’équation (2.22) peut s’écrire matriciellement en combinant un opérateur linéaire de
I’algebre standard avec un opérateur linéaire de algebre minplus et un opérateur linéaire
de l'algebre maxplus :

pev=E®(Co6(Hv)), (2.23)

ou les matrices H, C, E sont définies par :
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— L’ensemble des lignes de H est l’ensemble de toutes les lignes des matrices M “",
ueU,weW:
Mi,
12
H = Mlo
Mo
C’est donc une matrice ayant rpn lignes et n colonnes.
— La matrice maxplus C est construite avec I’ensemble des vecteurs de cott du maxi-

miseur :
/

diag(cp!) - diag(ci?) 4 : £
C = . . . . . . ’
54 : g diag(ctl) - diag(en?)

ou € est le zéro maxplus c.a.d —oo. C’est donc une matrice a rn lignes et rpn
colonnes.

— La matrice minplus E est constituée de ’ensemble des vecteurs de cotit du minimi-
seur :

ou e, désigne un vecteur ligne des e de taille . C’est donc une matrice a n lignes et
rn colonnes.

On voit que u est une valeur propre additive de 'opérateur (que I’on appellera opérateur
de la programmation dynamique du jeu stochastique (OPJS)) v — E® (C ® (Hv) et que
v est un vecteur propre associé a .

On dira que cet opérateur est irréductible dans le cas ou tous les états sont connectés
dans le graphe composé des noeuds de décision du minimiseur en nombre n, des noeuds
du maximiseur en nombre nr, des noeuds de hasard en nombre nrp et des arcs de décision
du minimiseur définis par la matrice E (il existe un arc de i a j si E;; # €), des arcs du
maximiseur définis par la matrice C' (il existe un arc de j & k si Cj; # €’) et les arcs de
hasard (il existe un arc de k a [ si Hy; # 0).

On remarque que cet opérateur est additivement homogene, monotone mais pas concave.
Ces opérateurs ont été aussi étudiés dans [AG01, GGO4]. Un corollaire de ces deux références
est le théoréme suivant.

Théoréme 6. Dans le cas ot 'opérateur de la programmation dynamique du jeu stochas-
tique est irréductible, le probleme spectral

pev=E®(C0o(Hv)),

admet une solution (u,v) ot v est définie a une constante additive prés pas nécessairement
de facon unique et u est unique et vérifie :

T-1
. . 1 ko k
p = min max |sesE {Thm T Z (e )} .

+
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Du théoreme (6) on déduit que le taux moyen d’accroissement par unité de temps du

k1 — mingey maxpep {[M*"Wo¥], 4+ ¢}, défini par limy_ .o v*/k est Punique

valeur propre additive p du systéme (2.23).

systeme v

2.5.2 Le modeéle jeu stochastique du trafic 1D.

On modélise la différence de comportement des conducteurs entre la situation de den-
sité faible et la situation de densité forte vis a vis de la distance de sécurité. Reprenons
le modele linéaire minplus en ajoutant cette considération. Appelons x* [resp. y*] la dis-
tance parcourue jusqu’a l'instant k par un véhicule [resp. par le véhicule précédant le
véhicule considéré]. Au lieu de maintenir la distance de sécurité supérieure a o c’est a dire
zF < y¥ — o, utilisons la contrainte :

o* < max{y* — o, (" + y*)/2} .
En situation de faible densité ou les véhicules sont séparés d’au moins 20 on a
max{y* — o, (z" +¢y*)/2} =" -0,
en situation de haute densité on a
max{y" — o, (a* +4%)/2} = (" +4%)/2,

on accepte de s’approcher de plus de o mais en réduisant la vitesse d’approche de facon a
éviter une collision. La dynamique complete devient :

1 = minfmax{yt — o, (2F + y*)/2}, 2% + 0},

qui correspond a une équation de la programmation dynamique associée a un jeu stochas-
tique.
De fagon plus générale on considere une famille de fonctions affines :

Quypp + ﬁuwy + (1 - /Buw)xa 0< /Buw <1,
indexées par u € U et w € W et la dynamique correspondante :

k41 _ . k 1— k
X Znelg[lgleav)\g{auw +ﬁuwy +( ﬁuw)x } :

En notant xf la distance parcourue par le véhicule 7 jusqu’a I'instant k et en considérant
que le véhicule i+ 1 est devant ¢, on est conduit a la dynamique des véhicules sur la route :

minyeyy manEW{(l - ﬁuw)xf + ﬁuwxﬁ_l + OéUw} sit<n,
zitt = (2.24)

)

ming, ey maxyewd{ (1 — Buw)xfl + Buwa:]f + Qyw + NPy /d} sii=mn,

On définit, comme dans la section précédente les matrices M“% et les vecteurs c** pour

(u,w) € (U x W) par :

_1_5uw ﬁu 0 0
0 1_ﬁuw ﬂuw 0
MW — L 0 ,
0 l_ﬁuw ﬁuw
L ﬂuw 0 0 1_ﬁuw_
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np
= t[auun Qs " 5 Qs O + dqu
Les équations (2.24) s’écrivent alors :
2 = min max {[M"“a*); + &}, 1 <i < n. (2.25)

ueEU wew

L’equation (2.25) est I’équation de la programmation dynamique d’un jeu stochastique
irréductible (dés qu’'une contrainte sur la distance de sécurité existe). On a donc une
vitesse moyenne des véhicules :

1
= lim — 1<i<
N

unique valeur propre du probleme spectral :

p~+ z; = minmax {(M"““x); + ¢}, 1 <i<n. (2.26)
uel wew

Il est remarquable que ’on puisse calculer explicitement la valeur propre de ce jeu et
donc en déduire une forme explicite du diagramme fondamental.

Théoréme 7. La solution (u,x) de l’équation (2.26) est donnée par :

[ = min max{ozuw 4+ — Puw

ueld wew d

Démonstration. Soient (u,w) € U x W vérifiant :

{4 = min max{ozuw 4+ — Buw
ueld wew d

}oet z='0 1/d 2/d --- (n—1)/d].

o ﬁuw
}— Qg + d

et la stratégie s € S donnée par (M™% c"%) c’est & dire :
s:x; — (u,w), 1 <i<n,
On vérifie que s est optimale. En effet le couple (u,x) donné par :

Baw

b= oan + = et x='0 1/d 2/d --- (n—1)/d],
est solution de :
w+xz=M"Yx+ .
La stratégie s est optimale, car pour tout ¢ dans {1,2,--- ,n}, pour tout u dans U et
tout w dans W on a :
p
[M"g + ™), = p+ 2 = Iunel{{l wmeax{auw + le} +a; = {Lnelg{l gle%[M“wx + "],

ce qui prouve que le couple (u,z) vérifie '’équation spectrale m

Corollaire 3. Le diagramme fondamental sur la route circulaire dont le trafic est décrit
par la dynamique (2.24) est donné par :

f = min max{auwd + Buw}-
ueU we

Démonstration. Le flot moyen est égal a la vitesse moyenne donnée par le théoreme (7)
multipliée par la densité moyenne d B
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2.5.3 Troisieme approximation.

Sur le diagramme obtenu a partir de mesures réelles, la courbe est concave pour des
densités d telles que 0 < d < 0.4 et convexe pour 0.4 < d < 1. Pour obtenir la partie
convexe, on modélise la distance de sécurité par

f = max{—0.25d 4+ 0.2, —0.2d + 0.17,0}.

On applique a la partie concave la méthode utilisée dans la modélisation commande sto-
chastique. On obtient I’approximation du diagramme fondamental représenté dans la figure
2.12 correspondant & la formule :

£ = min {d,0.27d + 0.07, —0.19d + 0.18, max{—0.25d + 0.2, —0.2d + 0.17,0}} .

20(¢ (%)

40/3 <
\\ -
. non concave
10 ) \ /

5
5/3 ~
o SN 1C0)
0 10 22 40 60 75 85 100

Fia. 2.12 — L’approximation par un modele de jeu stochastique.

2.6 Un modele de trafic 1D avec vitesse aléatoire

Dans cette section, on rappelle (par souci de complétude) le modele stochastique
développé dans [LMQO5] qui donne la vitesse moyenne des véhicules sur une route cir-
culaire par l'exposant de Lyapunov d’une matrice stochastique minplus. Ce modele est
obtenu en introduisant un aléa dans la vitesse du modele minplus de la section 2.3. Il doit
étre remarqué que les modeles appelés programmation dynamique stochastique ou jeu
stochastique des sections précédentes sont en fait des modeles déterministes. Ce sont des
dynamiques déterministes qui s’interpretent en terme d’optimisation stochastique. Dans
cette section le modele de trafic est stochastique.

2.6.1 Quelques rappels
Résolution du systéeme x = AR x @ b.
Soit A une matrice carrée minplus. On a vu que les matrices A¥, k > 0 définies par :

AF = A0 A -0 A
k  fois
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donnent les poids minimums des chemins de longueur & dans le graphe G(A).

Les matrices AF définies par a* £ @fzo Al donnent les poids minimums des chemins
de longueur inférieure ou égale & k du graphe G(A). (A¥);; donne le poids minimum des
chemins de longueur < k allant du neeud j vers le nceud i. Par exemple pour G(A) de la
figure2.3 : (A2)y = 3@ (—2®e) = —2.

La matrice A* définie, si elle existe (pas de chemin de longueur co de poids —c0), par :

A2 (P AR,

k>0

donne les poids minimum des chemins de longueur quelconque sur G(A). (A*);; donne le
poids minimum des chemins de longueur quelconque allant du nceud j vers le noeud .

Lorsque le graphe G(A) associé a une matrice minplus carrée A,n®n n’a aucun circuit
de poids négatif, alors la matrice A* existe, et on a [BCOQ92] :

n—1
A* = EB Ak
k=0

Si on reprend I'exemple de la figure 2.3 G(A) n’a aucun circuit de poids négatif, donc
A* existe, elle est est égale & :

e 1 e 1
- -2 e =2 -1

¥ __ A3 __
A=A = -1 1 e 1
-2 e =2 e

Théoréme 8. [BCOQI2] Si le graphe G(A) associé a une matrice carrée minplus A n’a
aucun circuit de poids négatif, alors le systeme x = A @ x &b admet une solution donnée
par x = A* ®@b. Et si les circuits de G(A) sont tous de poids positifs, alors le systéme
admet une seule solution.

Exposant de Lyapunov minplus.

On considere le systeme :
= Ak @ ok (2.27)

ott les A sont des tirages indépendants d’une matrice carrée aléatoire intégrable & entrées
dans Rpin, et 2 un vecteur aléatoire & entrées dans Ryiy. On a le résultat suivant qui est
un corollaire de [BCOQ92] Cor.7.31.

Théoréme 9. Si la loi des matrices aléatoires A ne charge que les matrices irréductibles,
alors pour toute condition initiale ayant au moins une composante différente de €, on a :

lim xk(mo)% =a, ps.1<j<n,

k—oo 7

ot a est appelé l’exposant de Lyapunov minplus du systeme (2.27).
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2.6.2 Le modele stochastique

On considere n véhicules de taille nulle roulant sans dépassement sur une route que
I’on supposera de longueur 1. On suppose aussi que chaque conducteur peut anticiper
le mouvement du véhicule qui le précede, et qu’il choisit sa vitesse, a chaque instant,
aléatoirement indépendamment dans I'ensemble {w, v} avec une probabilité (A, p = 1—X) .
On suppose que chaque véhicule respecte une distance de sécurité égale a o avec le véhicule
qui le précede. On peut supposer, sans perte de généralité, que w est égale a 0, ce qui veut
dire qu’a tout instant k, un conducteur s’arréte avec une probabilité p ou roule a une
vitesse v avec une probabilité .

On note par a:f la distance parcourue par le véhicule ¢ jusqu’a linstant k, on a la
dynamique :

vFzk @ (—J)xfj:ll sii <,
gkt = (2.28)

7
vkzk @ (1 - o)zb ™ sii=n.
Ce systeme s’écrit matriciellement :

= Ag e BF @ ok,

ou :
3 —0 € U]f e
. e ok €
A= , et BY=
€ —0
l1-0 ¢ € € ¢ UN

On Pécrit alors :
= ok g xk’

avec CF = A* @ BF et A* 2 @02, A"
Etant donné que A est irréductible et ne contient aucun circuit de poids négatif, la
matrice A* est donnée par : A* = @7{\[:_01 A". On a alors

i e —0 —20 —(n—-2)0 —(n—1)0]
1—no e —0 —20 —(n—2)o
1—-(n—-1)0o 1—no e
A* =
1-(n—1)0c . —20
—0
| 1-0 l1-(n—1)oc 1—no e ]
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Dans ce qui suit, on suppose o = 0 ce qui permet d’obtenir quelques résultats analytiques.
Dans ce cas, on a :

e e e
A* = 1

e

1 1 e

Définition 3. Etat d’encombrement (ou d’embouteillage).

Un état d’encombrement est un état ou les véhicules se concentrent en k positions :

M, Mo, , T avec k = [%L et ou pour tout ¢ = 1,--- ,k —1: m41 — m = v. Dans

le cas ou % eN,onaaussim+1—7m=0.
On note :
— i Tj41 — T
dy(z) = min Z{ ” } ,
J#h

oit {x} £ z — |z|. Un état d’encombrement est alors caractérisé par : d,(z) =0, et on a :

dy(zT) =0 = dy(a') = 0,vt > T.
L’application d,(z) peut étre considérée comme une distance de 1’état = par rapport a
I'état d’embouteillage. On montre que la suite {d,(z!)}; est décroissante.
Théoréme 10. [LMQO05] Un état d’embouteillage est atteint avec une probabilité de 1.

Théoréme 11. [LMQ05] La distribution stationnaire de l’ensemble des clusters R =
{(r1,--+ ,rk)} est uniforme dans le simplexe :

k
S= {(Tl"" ,Tk),Z’I“i = n}
i=1

Théoréme 12. [LMQO05] Si k = % € N, alors la vitesse moyenne est donnée par :

oa(n, k) = Q—Zuf ~ Sk(n)).

Sk(0) = k,
(n+k)Sk(n+1) =k —1+ (n+ 1)ASk(n).

De plus, pour n assez grand, on aura :
(k) = -+ o(1/n)
oa(n, k) = — +o(1/n).
AT, nu

Le théoreme (12) donne la vitesse moyenne des véhicules sur la route, pour le cas o = 0.
On donne ci-dessous quelques simulations numériques montrant 1’évolution du systeme
dans les deux cas : 1/v € Net 1/v ¢ N. Sur la figure (2.13), on montre I’évolution du trafic
de 100 véhicules sur la route circulaire dans le cas ou les vitesses sont fixées a : w = 0
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o, N / |
(SO

=10 =100 t=500

F1G. 2.13 — Evolution du systeme (v = 1/3).

- \ 1
~ ,/ Q
S ) C ~

\
N / \
t=10 t=100 / t=1000

F1G. 2.14 — Evolution du systeéme (v = 0.3).

et v = 1/3. Sur cette figure, et sur la figure (2.14), la longueur d’un segment dépassant
le cercle extérieur est proportionnelle au nombre de véhicules présents a cet endroit. La
longueur d’un segment de couleur bleue (noire) (resp. verte (grise)) est proportionnelle au
nombre de véhicules ayant les vitesse w (resp. v).

Sur la figure (2.14) on montre ’évolution du trafic de 50 véhicules sur la route circulaire
dans le cas ou les vitesses sont fixées & : w = 0 et v = 0.3. La figure (2.15) montre les
diagrammes fondamentaux du trafic pour w = 0, v = o et des probabilités A variant entre
Oetl.

On peut bien sur calculer le diagramme fondamental dans des cas plus généraux que
dans le cas particulier précédent ol on obtenait des résultats analytiques. On montre les
résultats dans un cas non anticipatif pour montrer ’amélioration par rapport au modeéle
déterministe :

F1a. 2.15 — Le diagramme fondamental (modéle stochastique non anticipatif, v = o et A
variant de 0 a 1).
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Chapitre 3

Systemes additivement homogenes
polyedraux

3.1 Introduction

Les équations de la programmation dynamique de problémes de commande stochas-
tique ou de jeux stochastiques en horizon fini, dans le cas d’'un nombre fini de com-
mandes, que nous écrirons dans le sens direct grace a un changement de sens du temps
Tnt1 = f(zy) , ont des fonctions de la programmation dynamique f continues, affines par
morceaux, additivement homogenes (lorsqu’on ajoute une constante a toutes les compo-
santes de la fonction valeur z,, la fonction de la programmation dynamique augmente de
la méme constante). A cause de cette propriété (et sous certaines autres conditions) le
taux de croissance, lorsque n tend vers oo, croit de facon linéaire. Cette propriété d’ho-
mogénéité provient du fait que les matrices de transition décrivant la dynamique de ces
systemes ont des sommes en ligne égales a 1. Ces sont des probabilités. Pour certaines
applications (on en verra lors de la modélisation du trafic sur des réseaux de routes) on
obtient des équations ayant une forme analogue : — conservant la propriété d’homogénéité
a cause d’une conservation (par exemple la conservation du nombre d’automobiles dans
un probleéme de trafic), — perdant la propriété de monotonie qui était due a la positivité
des probabilités.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ces systemes dynamiques additivement homogenes de
degré 1 polyedraux auxquels on ajoute progressivement d’autres propriétés. Cette propriété
d’homogénéité permet de ramener le probleme de valeur propre additive & un probléme
de point fixe. On étudie le probleme d’existence et d’unicité de valeur propre additive et
de son lien avec le taux moyen d’accroissement d’un tel systeme lorsqu’il existe.

On commence par ’étude du probléeme de valeur propre d’un systéme homogene. On
montre d’abord, a ’aide de quelques exemples que ce probléme peut ne pas admettre
de solution, comme il peut admettre une ou plusieurs solutions. Grace a l’algorithme de
Newton on peut calculer ces valeurs propres a condition d’en connaitre une approximation
suffisante. Mais ces valeurs propres peuvent étre instables et dans ce cas la valeur propre
ne donne pas le comportement asymptotique de la dynamique.

On montre ensuite, sur un exemple simple, que dans le cas ot le probleme de point fixe
admet plusieurs solutions instables, le systéme dynamique peut avoir un comportement

49
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chaotique avec un accroissement linéaire mais dont le taux n’est pas donné par une valeur
propre. On illustre de plus, la difficulté a simuler ces systémes chaotiques en rappelant
les propriétés d’un systeme tres simple pour lequel la simulation en des nombres flottants
conduit toujours au point instable 0 alors que le systéme admet la loi uniforme sur [0,1]
comme mesure invariante pour presque toute condition initiale.

On rappelle les principaux résultats existants sur les systémes homogenes monotones.
Ces systemes sont souvent rencontrés dans les problemes de controle optimal (déterministes
et stochastiques) [BCOQ92, Whi86], dans les problémes de jeux [RS01], ou dans les modeles
des systemes a événements discrets [BCOQ92, CGQ95, Gun98, GGI8a, Gun01]. Lorsqu’un
systeme homogene et monotone admet une valeur propre, alors son taux moyen d’accrois-
sement existe et coincide avec sa valeur propre. De plus pour un tel systeme, une propriété
de connexité introduite dans [GG04] permet d’obtenir, lorsqu’elle est vérifiée, I'existence
et I'unicité d’une valeur propre. Dans ce cas, la méthode de Newton de calcul de la valeur
propre reste un algorithme local, bien qu'un algorithme global mais plus lent utilisant la
monotonie ait été donné [GGI8b, CTGO6.

Une classe plus restreinte encore est celle des systemes homogenes monotones convexes
étudiés dans [AGO1]. La convexité dans le cas polyedral permet d’interpréter la dynamique
comme une équation de la programmation dynamique associée a un probleme de com-
mande optimale de chaine de Markov a états en nombre fini. Dans ce cas la convergence
de la méthode de Newton pour la résolution du probleme du point fixe (ou du probleme
de valeur propre) devient globale et n’est rien d’autre que l’algorithme de Howard ou
d’itération sur les politiques.

Enfin, on donne quelques résultats nouveaux sur les systémes non nécessairement mo-
notones. On présente une classe de systémes qui se comportent asymptotiquement comme
des systemes linéaires minplus temps-variants périodiques ou comme des équations de la
programmation dynamique de problemes de commande stochastique périodiques.

3.2 Systemes homogenes

Dans cette premiere section, on fait quelques rappels sur les systemes dynamiques, et
on donne les principales conséquences de I’homogénéité additive d’un systeme dynamique.
Considérons le systeme dynamique suivant :

2o = f(2F) .

Un point Z est un point fixe de f si Z = f(Z). Il est dit stable s'il existe un voisinage V()
de z tel que :

Ve e V(z), || f(z) = f(z) <z -z .

Lorsque 'inégalité dessus est stricte, le point fixe est dit attractif, et dans ce cas on a :

Ve e V(z), lim f"(z)=7.

n—oo

Un point x est dit périodique de période p si :

fp(m):x, fk(x)#‘r7 \V/k’E{l, 7p_1}
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Un point périodique de f, de période p, est un point fixe de fP. L’orbite (ou le cycle) O(x)
d’un point périodique x est ’ensemble des itérés de x. Les points périodiques d’une méme
orbite ont la méme période et la méme nature (stable, instable,...). On parle alors d’orbite
stable ou instable. Le bassin d’attraction WW(x) d’un point périodique x de période p est
I’ensemble des points y tels que :

lim f"P(y) = «.

n—oo
Le bassin d’attraction d’une orbite est I'union des bassins d’attraction de ses points.

Définition 4. Une application f : R” — R" est additivement homogene de degré 1 (en
abrégé homogene), si elle satisfait :

Vo eR", VAER, f(A+2)= A+ f(z),

ot (A+z); =N+, Vie{l,--- ,n}.

Un systeme xp41 = f(xg) sur R™ est dit homogene si I'application f l'est. L’intérét
porté a ce type de systemes est motivé par sa puissance de modélisation, notamment dans
les modeles des systemes a événements discrets.

Ezemple 3. Une large classe des systemes homogenes étudiés dans la pratique est de la
forme :

xf“ = minmax ([M"z + c"];), V1<i<n. (3.1)
uel vey

ou les matrices M"Y satisfont M > 0Vi,jYuel,veV et M1 =1, Yuel, Vv e,

et ot 1 2 ¢(11---1). Ces systémes sont des équations de la programmation dynamique
(EPD) (écrite avec le temps inversé) de jeux stochastiques a deux joueurs. Le cas ou
I’ensemble V est réduit a un singleton :

bt = glelal([M“xk +c), 1<i<n, (3.2)

correspond a la commande optimale stochastique. Si de plus, les matrices M* sont a
coefficients booléens, 'EPD est linéaire minplus, elle s’écrit :

"= A, (3.3)

ol A est une matrice carrée minplus de taille n x n avec A;; = min, ¢} si M = (par
ligne il y a nécessairement un seul coefficient booléen non nul puisqu’une ligne est une
probabilité). Enfin, un systéme de type (3.2) ou, de plus, I’ensemble U est réduit a un
singleton, est un systeme affine dans ’algebre standard :

" = Mz + ¢, (3.4)

tel que M — I; a un noyau non nul.

Dans le chapitre précédent on a vu que la modélisation du trafic sur une route circulaire
a donné dans certain cas une dynamique du type (3.2), qu’on a écrit aussi sous la forme :

" = D@ (Hzb) (3.5)



tel-00349753, version 1 - 4 Jan 2009

52 Systéemes additivement homogénes

ou D est une matrice minplus et H est une matrice standard vérifiant H1 = 1.

On verra aussi au chapitre suivant que la modélisation de certains réseaux de trafic
routier en terme de réseau de Pétri conduit a des systémes homogenes du type (3.2).

On verra, dans le chapitre sur la modélisation d’intersections qu’une fagon d’éviter les
conflits dans les réseaux de Pétri en acceptant des poids négatifs sur certains arcs donne
des systemes homogenes du type (3.2) avec des matrices M“ qui ne sont pas nécessairement
a éléments positifs.

Définition 5. Soit f : R™ — R"”, on appelle taux d’accroissement d’un systeme dynamique
2R = f(2F), la limite x(f) £ limy_oo f(2¥)/k lorsqu’elle existe.

Un des buts principaux de ce chapitre est d’étudier 'existence de tels taux d’accrois-
sement et de les calculer.

3.2.1 Le probleme de valeur propre d’un systeme homogene

Soit z**!1 = f(2*) un systéme homogene. On écrit en algebre minplus f(az) =
af(x),Ve € RY. Va € Ryy avec f: R, — R”. . Le probleme de valeur propre minplus

n
min

associé a ce systeme est de trouver z € R non nul (z # ), et A € Ry tels que :

Az = f(x).

On suppose, sans perte de généralité, que si x existe alors x1 # €. Le probleme de valeur
propre s’écrit alors :

A = fi(z/z1)

rva/x1 = (f2/ f1)(x/71), (3.6)

zn/x1 = (fu/f1)(x/21) .

Si on note y = (z2/x1, w3/x1, --+, xy/x1), le probleme revient a calculer le point fixe
du probleme réduit y = g(y), ou g est une fonction minplus générale (pas nécessairement
homogene) telle que g;—1(y) = (fi/f1)(0,y) pour tout 1 < ¢ < n. Quand la fonction g
admet un point fixe g, on obtient, pour f, un vecteur propre normalisé T et une valeur
propre correspondante A donnés par z = (0 y) et A = f1(Z). Le vecteur propre  de f
est dit stable lorsque le point fixe ¢y de g est stable.

L’existence et/ou l'unicité de point fixe d’une fonction homogene ne sont pas toujours
assurés, comme le montrent les deux exemples suivants :

Ezemple 4. On voit facilement que le probleme de valeur propre associé a un systéme
homogene suivant n’a aucune valeur propre.

)\1’1 = 2%1 s
{)‘xQ = (22)?/z1 ® 3(x1)? /22 . (3.7)

Ce systéme est réduit au probléme de point fixe y = y2?/2 @ 1/y, avec y = z2/x1 et A = 2
qui n’a aucune solution M
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Ezemple 5. Le probleme de valeur propre (associé a un systéme homogene) suivant :

Az =21,
{)‘@ = (22)?/z1 ® 3(x1)? /22, (3.8)

est réduit au probleme de point fixe y = 32 @ 3/y, avec y = z2/x1 et A = e. On voit
facilement que ce probléme admet deux solutions qui sont y = e et y = /3 (y =0 et
y = 3/2 en notation standard) m

Ezemple 6. Le probleme de valeur propre affine standard écrit en notation minplus :

Ay = c(x1)? /2o,
{)\1‘2 = d(x2)2/x1 s (3.9)

se réduit au probleme de point fixe y = (d/c)y® qui est unique y = \/c/d (d’ott A = Ved)
qui est instable (en notation standard y*+1 = 3y* 4 d — ¢ est instable) m

Ezemple 7. Le probleme de Kolmogorov ergodique standard écrit en notation minplus
(sauf dans les exposants) :

s (3.10)

A1 = c(z1) "% (20)?
Aoy = d(z1)Px;77

avec 0 < a<1let0 < <1 seréduit au probléeme de point fixe y = (d/c)ylfa*ﬁ qui est
unique y = **/d/c (ot A = Y. cPd™) qui est toujours stable et de plus contractant
désquel >a>0oul>0G>0m

Exemple 8. Le probleme de valeur propre dans la cas minplus linéaire s’écrit :

{)\xl =ar D bxs , (3.11)

Axo = cx1 P dxs

se réduit au probléme de point fixe y = (¢® dy)/(a® by) qui a génériquement une solution
unique. Pour pouvoir faire les calculs faisons Uhypothése a < veb@ d alors on peut vérifier
que le seul point est y = c¢/a et que A = a. De plus dans ce cas 'itération de point fixe
Y+ = (c@dy®)/(a®by") se stationarise en un nombre fini de coups bien que la dynamique
soit stable mais pas contractante B

Ezemple 9. Le probleme de valeur propre :

{Ml -2 (3.12)

Aty = 3 /(71)? © 223 /29,

se réduit au probléme de point fixe y = y? @ 2/y? admet les deux points fixes y = e et
y = 2/3 qui sont instables et les deux valeurs propres A = 0 et A = 2/3. On verra dans la
section suivante que ce genre de systeme est chaotique H

La dynamique des y n’étant pas nécessairement contractante, on peut utiliser la méthode
de Newton pour trouver un point fixe. On rappelle que résoudre I’équation du point fixe
y = g(y) ou résoudre I’équation h(y) =y — g(y) = 0 par la méthode de Newton consiste a
déterminer ¢ solution de h(y) = 0 par lalgorithme itératif défini par :

Y=y = 1) TR,
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On sait que sous des hypotheses de régularité par exemple h de classe C'! dans un voisinage
de g solution de h(y) = 0 et si h/(y) # 0, alors il existe V(g) un voisinage de g tel que
la méthode de Newton converge en partant d’'un y° quelconque dans V(7). On s’intéresse
ici aux systémes polyedraux qui ne sont pas C'' mais C'' par morceaux, Dans ce cas en
partant d’un point du “morceau” auquel appartient le point fixe ’algorithme de Newton
converge en une itération puisque dans ce morceau trouver le point fixe revient a résoudre
le systeme affine que résout Newton a la premiere étape. La méthode de Newton ne peut
étre considérée comme constructive que si on lui ajoute la fagon de l'initialiser. On dira
que la méthode de Newton est globale lorsqu’elle converge quelle que soit la condition
initiale. Seulement dans certains cas particuliers des systemes homogenes polyedraux que
nous préciserons la méthode de Newton est globale. Elle est capable de trouver des points
fixes instables. Un fois trouvé un point fixe g il suffit de calculer les valeurs propres de
¢ (y) pour tester sa stabilité.

La valeur propre lorsqu’elle existe et qu’elle est stable donne le taux de croissance du
systeme dynamique. Dans le cas instable c’est faux puisque le systéme peut exploser de
facon exponentielle. De plus on a parfois des valeurs propres instables mais un taux de
croissance bien défini. C’est I'objet de la section suivante.

3.2.2 Le chaos dans les systemes homogenes

Un systeme dynamique additivement homogene polyedral peut avoir un comportement
chaotique. Reprenons ’exemple 9.

k+1 _ _k
{.%'1 = T3,

a5t = (25)*/(a})? @ 2(at)? /a5 .

Le probleme de valeur propre correspondant est :

)\‘Tl T2
Ay = 23 /(71)? @ 2(21)? /2.

Les solutions de ce probléeme sont A = 0 et A = 2/3 et y = xo/x satisfaisant I’équation
y = y%> @© 2/y?, qui est le probleme du point fixe associé systéme au systéme dynamique
Y+ = g(y¥), ot g est la fonction appelé tente dans la littérature sur le chaos (voir [Ber97]
par exemple) définie par g(y) = 3% ® 2/y>.

On voit figure 3.1 que ce probléme de point fixe a deux solutions instables y = 0 et
y = 2/3. Sur la figure 3.1, on montre le graphe de f, fo f, fo fo f, leurs points fixes
et leurs trajectoires périodiques correspondantes. Sur la figure 3.2 on montre une trajec-
toire pour une condition initiale prise aléatoirement avec la loi uniforme sur l'intervalle

{(i —1)/10%,5 = 1,--- ,10°}. La ligne diagonale montre le résultat du tri décroissant de
I'ensemble {y*, k = 1,---,10°}. Ce tri montre que la mesure invariante empirique est
uniforme.

Remarque 1. La simulation numérique sur Scilab (ou sur Matlab) du systeme y*+! =
(y*)2@2/(y*)? sur lintervalle [0, 1] en utilisant les nombres flottants montre que le systeme
atteint le point fixe 0 en quelques itérations pour toute condition initiale ° ( méme
pour 3° = 2/3), ce qui cache le comportement chaotique qui devrait correspondre & des
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ofof

N

Fia. 3.1 — Les cycles de la transformation ”tente”.

trajectoires du type de celle montrée dans la figure 3.2 pour la majorité des conditions
initiales.

Pour comprendre ce phénomene, prenons un nombre flottant quelconque qui admet
nécessairement une représentation binaire fini bg.by - - - by, alors a l'itération suivante on
obtient : — soit 0.by - - - by, si bp = 0 et by = 0 (multiplication par 2 en binaire si x < 1/2)
—soit 0.by---b, +asi bp = 1 ousi by = 1 (2(1 — ) en binaire si x > 1/2) (b désigne le
complémentaire de b et a est le nombre décimal binaire ayant 1 en n — 1 position apres
la virgule). A chaque itération le nombre de bits non nuls de la représentation binaire
diminue de 1 et donc l'itération converge vers 0 H

Il a été montré que l'itération tente admet une unique mesure invariante absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue, qui est la loi uniforme sur U'intervalle [0, 1].
On vérifie aussi que l'orbite d’une condition initiale y° dans [0,1] est périodique si et
seulement si y° est rationnel. L'union des orbites périodiques est alors dense dans [0, 1],
cependant cet ensemble est dénombrable, donc de mesure de Lebesgue nulle. Si on définit
la fonction I : [0,1] — {0,1} par :

Ia) = {0 siz € [0, 1],

1 sinon,

alors pour toute suite (uy)nen dans {0,1}, il existe = dans [0, 1] tel que la suite (14n(,))
coincide avec (Up)neN-

La sensibilité de ce systeme aux conditions initiales est telle que lorsque x est donné
dans [0, 1] avec une précision d, f™(z) devient imprédictible dés que 2™ > %

En général, lorsqu'un systeme minplus 1-homogene z¥+1 = f(z*), écrit sous la forme
(3.6), est chaotique, il croit linéairement avec une valeur A donnée par :

x(f) = / £1(w)duly)

neN

ol it est la mesure de probabilité invariante de y dépendant de 1’état initial 5°.
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F1G. 3.2 — Simulation sur les entiers de 0 & 105 (grace & un changement d’échelle) de la
dynamique correspondant a la fonction chaotique “tente”.

Selon la valeur initiale de 3, les itérations de la fonction tente peuvent rester sur un
circuit ou suivre des trajectoires sans circuits qui peuvent étre denses dans l'intervalle [0, 1].
On a vu aussi que pour I’ensemble dense de nombres ayant une représentation binaire fini
on avait convergence vers 0.

Dans notre exemple on peut calculer le taux de croissance correspondant & presque
toutes les conditions initiales (pour la loi uniforme sur [0, 1])

1
x(f) = /0 ydy =1/2,

Ce nombre est différent des valeurs propres qui sont 0 et 2/3.

En résumé cet exemple montre que le taux de croissance peut exister mais qu’il peut
étre différent des valeurs propres. De plus on voit que dans le cas chaotique on ne peut
pas, certes, obtenir des résultats de simulation quantitativement fiables, mais que méme le
comportement qualitatif de la simulation peut étre faux (impression erronée de stabilité).
Une facon de se prémunir contre cette difficulté est de tester si le taux de croissance cor-
respond a une valeur propre stable. En appliquant Newton & une condition initiale déduite
du comportement asymptotique on peut vérifier que le taux de croissance correspond a
une valeur propre dont on peut ensuite tester la stabilité.

3.3 Systemes homogenes monotones

Dans cette section, on rappelle les principaux résultats existants concernant les appli-
cations homogenes monotones. Cette classe a été étudiée depuis longtemps dans différents
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domaines séparés (systemes dynamiques, théorie des jeux, systémes a événements dis-
crets), on fera largement référence aux travaux récents de S. Gaubert et J. Gunawerdena
[GK95, GGI8a, GGI99, GGO4].

Définition 6. Une application f : R™ — R" est monotone si : Va,y € R", x <y = f(z) <
fly), ou V,y € R" x < y signifie z; < y;,V1 <i <n.

La propriété de monotonie, lorsqu’elle est combinée avec ’homogénéité devient tres
forte. En effet comme le montre le théoréemel3 ci dessous, elle permet de garantir la non
expansivité.

Définition 7. Une application f de R™ dans R™ est dite non expansive s’il existe une
norme || - || sur R” telle que : Vz,y € R™, || f(x) — f(y) |<|| 2z —y ||

Théoréme 13. [CT80] Une application homogéne et monotone f : R™ — R™ est non
expansiwe pour la norme sup., c’est a dire : Y,y € R" || f(z) — f(Y) <]l T — ¥ ||co-

Démonstration.

| f(@) = fW) o =l fly+(z—v) = f¥)
<[ fly+lz—ylleo 1) — f(y) || car f est monotone,
=z -yl car f est homogene ®

On rappelle ci-dessous un résultat important [GG98a] sur l'existence de valeur propre
pour une fonction monotone qui est 'analogue du théoreme de Perron-Frobenius pour une
matrice carrée a éléments positifs irréductible. I'existence d’une valeur propre pour cette
matrice.

Pour cela on définit d’abord le graphe associé a une fonction homogéne et monotone.

Définition 8. [GG99] Le graphe G(f) associé a une fonction homogene et monotone
f:R™ — R™ est défini par 'ensemble des noeuds {1,2,--- ,n}, et Pensemble des arcs tels
qu'il existe un arc d'un nceud i vers un neeud j si lim, . fi(ve;) = 0o, ol e; est le jeme
vecteur de la base canonique de R".

Exemple 10. Le graphe associé a la fonction homogeéne monotone f : R3 — R3 définie par :

T 1+ max(2 + x9, min(1 + x1, x3))
f( T9 ) = min(1+x2,2+m3) ,
T3 2+ 1

est le graphe de la figure (3.3).

l./\@/\
‘\2//

Fi1G. 3.3 — Graphe associé a une fonction homogene monotone.

3

Théoréme 14. [GGI8a] Si f : R™ — R™ est une fonction homogéne et monotone telle
que G(f) est fortement connexe, alors f admet une valeur propre.
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Des résultats plus récents [LMS01, Vir0O1] utilisent la transformation g = expof o log
pour se ramener a la théorie de Perron-Frobenius non linéaire [Nus88| développés sur les
cones positifs. On vérifie que g préserve l'ordre dans int R’} , et qu’elle est positivement
multiplicativement homogene de degré 1, c’est a dire : g(tx) = tg(x), Va € int R, Vt > 0.

Dans ce qui suit, on fait le lien entre la valeur propre d’un systéme 1-homogene mo-
notone et son taux d’accroissement, définis dessous, lorsqu’ils existent.

On définit les deux applications T et L de R™ dans R par : T(z) = max; z; et L(z) =
min; x;.

Une application homogeéne et monotone f : R — R admet toujours un taux de crois-
sance, car dans ce cas, f s’écrit forcément f(z) = x + a. Donc x(f) = a. Un résultat de
[GK95] montre que toute application homogene et monotone f : R? — R? admet un temps
de cycle. Un autre résultat de [GK95] construit une infinité d’applications homogenes et
monotones f : R? — R3 qui n’ont pas de taux de croissance.

Théoreme 15. [GK95] Une application f : R™ — R™ est homogéne et monotone si, et
seulement si : T(f(z) — f(y)) < T(xz —vy).

Démonstration. e Soit f une application monotone homogene. On a :

T(f(@) = fy) =T+ W—2)—=Ff)
T(f(y+ T(x—y))— f(y)) car f est monotone
T(z—vy) car f est homogene.

Al

e Soit f telle que T(f(z) — f(y)) < T(x —vy).
— f est monotone car

e<y =T@-y)<0=T(f(2)-f¥)<0 = f2) < fy).
— f est homogene car
T(f(x+a)= f(2)) < T(a) =aet L(f(z+a)—f(z)) = -T(f(z) - f(z+a)) > a.
Cest a dire f(z+a) — f(z) =a

Proposition 1. [GG98a] Soit f : R™ — R™ une application monotone homogéne. La
suite (T(f¥(0)))ren (resp. (L(f¥(0)))ren) est sous-additive. C’est a dire : T(f*+1(0)) <

T(f5(0)) + T(f(0).

Démonstration.
TH0) =T (f*(0)),
< T(UT(fF0)))), par monotonie ,
= T(T(f*0)) + f40)), par homogénéité ,
= T(f*0)) + T(f(0)) m

Théoréme 16. [GK95] Soient f : R™ — R™ une fonction homogéne et monotone et
x € R, Les suites (T(f*(z)/k))ren et (L(f*(x)/k))ren convergent, et leurs limites sont
indépendantes de x.
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Démonstration. Soient x,y € R™. On a :

f@) < fly)+ T(z—vy), par monotonie et homogénéité ,
fE(x) < ffy) + T(x —v), par monotonie et homogénéité ,
T(f*(x)/k) < T(f*@)/k) + T(x —y)/k, par les propriétés de T .

En substituant = et y, on a : T(f*(y)/k) < T(f*(x)/k) + T(y — x)/k, ce qui donne :

Ty —a)/k < T(f*@)/k) = T(f5(y)/k) < T(e —y)/k,

qui veut que la limite limy,_o, T(f*(x)/k) est indépendante de x lorsqu’elle existe.
Prenant z = 0, on obtient que : — la suite {T(f*(0))}zen est sous additive, — la suite
{L(f*(0))}ren est sur-additve, — ¥k € N, L(f*(0)) < T(f*(0)).
On déduit du théoréme ergodique sous-additif [Kin73] que les suites { L(f*(0)/k)}ren
et {T(f*(0)/k)}ren convergent m

Définition 9. Le taux d’accroissement et les taux d’accroissement sup. et inf. d’une

application f:R"™ — R", lorsqu’ils existent, sont définis respectivement par :

X(f) = lim f5(z)/k,  X(f) = lim T(ff@)/k) et x(f) = lim L(f¥)/k.

k—o0 k—oo k—o0

Corollaire 4. Si f : R™ — R" est une application homogéne et monotone et si elle admet
une valeur propre A : f(x) = A+, alors : x(f)1 =X(f)1=x(f) = A1

3.3.1 Le probléme de valeur propre et la programmation linéaire

Dans ce qui suit on rappelle les notions de sur-valeur propre et de l’ensemble des
sur-vecteurs propres associé, et un résultat qui fait le lien entre une valeur propre d’une
fonction homogene et monotone, lorsqu’elle existe, et ’ensemble de ses sur-valeurs propres.

Définition 10. On dira que le réel A est une sur-valeur propre d’'une fonction f, associée
au sur-vecteur propre x si A +z < f(z).

On note par S)(f) ensemble :
S\(f) ={z eR" [A+z < f(z)}.

On voit alors que si S\(f) # 0 alors que A est une sur-valeur propre de f et que que S)(f)
est 'ensemble des sur-vecteurs propres associé. L’ensemble des sur-valeurs propres de f
est noté par A(f) et est défini par :

A(f) ={r e R | SA\(f) # 0}
Proposition 2. [GG99] Si f : R™ — R"™ est une fonction homogéne et monotone, alors
A(f) a l'une des formes : | —o0,a[ ou | — o0, a], avec x(f) > a.

Proposition 3. [GG99] Si f : R™ — R™ est une fonction homogéne et monotone, alors :
sup A(f) = sup,egn L(f(2) — ) = x(f)-

Corollaire 5. Si f : R® — R"™ est une fonction homogéne et monotone, et si elle admet
une valeur propre A, alors A(f) est de la forme | — oo, M.
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On déduit de ce corollaire que si f est une fonction homogene et monotone, et si elle
admet une valeur propre A, alors le probleme d’optimisation suivant :

max{p | p+x < f(x)} (3.13)

admet comme solution (A, z) ol z est un vecteur propre associé¢ a A. On a alors : A+ =
f(z), c’est a dire que les contraintes du problémes (3.13) sont toutes saturées.
Ezxemple 11. Si f : R™ — R"™ est une fonction homogene, monotone, affine, admettant
une valeur propre A\, alors le probleme (3.13) est un probléme linéaire qui admet comme
solution (A,z) ol x est un vecteur propre associé a A, et cette solution sature toutes
les contraintes du programme linéaire. Ce cas correspond aux fonctions f de la forme
f(x) = Mz + ¢, ou M est une matrice stochastique irréductible, et ol ¢ est un vecteur de
R" m
Ezxemple 12. Soit f : R™ — R™ une fonction homogéne, monotone, de la forme :
i(r) = min g;;(x Vi=1,---,n

fl( ) lgjgpg”( )7 ) y Ty

ou les fonctions g;; sont affines.
Supposons que f admet une valeur propre A. Dans ce cas le programme linéaire
max{y | p+z; < gij(x), Vj=1,---,p,Vi=1---n},

admet la solution A qui satisfait A + x = f(x) et le probléme linéaire de complémentarité
[MY97, CPS92, SM97| suivant :

(M+xl_glj(x)):07 vZ:17 , 1, .7:17 7]7};
1

max{max | u + z; < g;j(x),

p
]:
(3.14)

admet la solution .
Ce cas correspond aux fonctions f de la programmation dynamique d’un probleme de

controle optimal stochastique. La valeur propre est alors le colit moyen optimal

3.3.2 Systemes homogeénes monotones affines par morceaux

On rappelle ici un résultat important sur le probleme de valeur propre généralisé
d’applications affines par morceaux (que 'on a appelé aussi polyédrales) non expansives.
Une application f : R™ — R"™ est dite affine par morceaux s’il existe une partition de R"”
en ensembles polyédraux fermés telle que f soit affine sur chacun de ces ensembles.

Théoréme 17. [Koh80] Si une application f : R™ — R"™ est affine par morceaux et non
expansive, alors il existe un unique vecteur o € R™ et un vecteur g € R™ tels que :

Vit >0, f(B+ta) =0+ ft+1a.

3.4 Systéemes homogenes monotones convexes

Dans cette section, on rappelle que les systéemes homogenes monotones convexes cor-
respondent a des probléemes de commande optimale stochastique et que l'algorithme de
Newton pour calculer les éléments spectraux n’est rien d’autre que ’algorithme de Howard
et donc converge globalement.
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3.4.1 Les systémes homogénes monotones convexes correspondent a des
problemes de commande optimale stochastique

On rappelle ici les résultats de [AGO1].

Définition 11. Le sous-différentiel d’une application convexe f : R™ — R™ en un point x
est défini par 'ensemble Jf(x) tel que :

Of (x) = {P eR™™™, f(y) — f(x) = P(y — x),Vy e R"} .

Théoréme 18. [AGO1] Si f est une fonction convezxe alors les matrices P de l’ensemble
Of (x) sont des matrices stochastiques.

Démonstration. En effet, notons f* la transformée de Fenchel définie par :
f*r R — (RU{4o00})"
pP = sup,cpn (Pz — f(2)),
le sup étant pris élément par élément. Soit v € R™ et P € df(v). On a : f*(P) =
Pv — f(v) < +00. De ’homogénéité de f, on obtient alors :

+o0o0 > f*(P) > sup(PALl — f(A1)) = sup (AP1 — XA — f(0)) =sup A\(P1 — 1) — f(0).
AR AER™ AR

Ce qui donne : P1 = 1. De la monotonie de f, on obtient :

+00 > f*(P) = sup(Pz — f(x)) > sup Pz — f(0).
<0 <0

Ce qui donne : P;; > 0, Vi,j. Donc P est une matrice stochastique ®

On vérifie alors que le graphe associé a 'application z — Pz ou a 'application z +—
Px + ¢, ou P est une matrice stochastique de R™*™ et ¢ un vecteur de R™, n’est que le
graphe de transition de la chaine de Markov associée a P.

Lorsqu’une application homogene monotone convexe f admet un vecteur propre v, le
graphe critique de f, noté G°(f), est défini par I'union des graphes finaux des matrices
stochastiques P € df(v). On note par G1,Ga, - -+ , G5 les composantes fortement connexes
de G°(f), par ¢(G;), qu'on appelle la cyclicité de G;, le pged des des longueurs des circuits
de la composante G;, et par ¢(f), qu'on appelle la cyclicité de f, le ppcm des cyclicités
des composantes G1,Go, - ,Gs.

Exemple 13. Soit f : R? — R? la fonction homogene monotone convexe définie par :

£ [ml]) _ [max(ml + 1,952)] .

T2 I

On vérifie que Of(x) est donné par :

Bf(a:):Cvx{E 8}[2 (ﬂ}é{aﬁ 8%(1—9)[2 (ﬂ ogagl}.

c’est a dire :
af(x):{[f 169], 0§0§1}.

Le graphe associé a f est donc le graphe donné sur la figure (3.4).



tel-00349753, version 1 - 4 Jan 2009

62 Systéemes additivement homogénes

o

\_/

2

Fi1G. 3.4 — Graphe associé a la fonction homogene monotone convexe f.

3.4.2 L’algorithme de Newton est global

Soit f 'opérateur de la programmation dynamique d’un probléme de controle optimal
stochastique pour lequel on veut optimiser le coiit moyen par unité de temps. Le probleme
de valeur propre (qui existe dans le cas ergodique) associé a f n’est alors que la résolution
équation de la programmation dynamique. On sait que I'algorithme d’itération sur la
politique de Howard qui converge globalement résout cette équation.

Montrons ’algorithme de Howard est I'algorithme de Newton pour la résolution du
probleme de point fixe associé au calcul de la valeur propre.

Soit f : R™ — R" telle que :

fi(z) = min{(M"z); + ¢}, 1<i<n.
ueU

Le probleme de valeur propre associé a f est le suivant :

Az = mlél{(M“x)Z +c't, 1<i<n. (3.15)
s

On note par § l'ensemble des stratégies en boucle fermée associé a I’ensemble de com-
mandes U, c’est a dire ’ensemble des applications s : {1,2--- ;n} 3 i +— u € Y. On note
alors par M*® (resp. A®* = M*®—1;), avec s € S la matrice dont les lignes sont données par :

(2)

s(t ~ o s
M? = Mi_( ). De méme on note par c®, avec s € S le vecteur colonne défini par : ¢f = ¢, .

Algorithme 1. L’algorithme de l'itération sur les politiques de Howard.
— Initialisation : choisir s € S,
— FEtape k :
— Résoudre
M= A"y 4 csk,

et noter la solution par (A, Z).

k+1

— Déterminer s 11— u telle que :

(M"z); + ¢! = min{(M"Z); + ¢} &
ueld

On note ici g(z) = f(z) — z et on donne une adaptation algorithme de Newton pour
résoudre A = g(z) en tenant compte de g(al + z) = g(z) ou a est un réel qui implique une
singularité des matrices a inverser. Cet algorithme n’est pas l’algorithme de Newton pour
le probléeme de point fixe de la section 3.2.1(car les fonctions g définissant le méme point
fixe ne sont pas les mémes) mais résout le méme probléme et est plus facile & analyser.
Algorithme 2. L’algorithme de Newton.

— Initialisation : choisir 2°,

— FEtape k :
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k

~ Calculer ¢'(zF) = A®
AR et = mig{ASzk +c°}.
s€

k+1

— Calculer 2" de la facon suivante :

Ask(z’ngl -2 = —(Ask 2F 4 csk) + Ak

. . N , k k
ce qui revient a résoudre A* 2l o5t = Nl

3.4.3 Applications homogeénes monotones convexes et affines par mor-
ceaux

Lorsque I’ensemble des commandes d’un probleme de commande optimale stochastique
de chalne de Markov est fini, 'opérateur de la programmation dynamique associé est affine
par morceaux. On note par P ’ensemble des fonctions de la programmation dynamique de
ces problémes auxquels on demande de plus d’étre ergodiques. On a le résultat de cyclicité
asymptotique suivant :

Théoréme 19. [Lan67, SF77] Si f appartient & P alors la suite {f*(x) — kcA}ren
converge pour tout x dans R™, ou ¢ est la cyclicité de f et A sa valeur propre additive.

Ce théoreme sera utilisé dans la section suivante pour montrer la périodicité asympto-
tique d’une classe de systemes non nécessairement monotones.

3.5 Systemes homogenes triangulaires périodiques

On s’intéresse a présent aux systémes 1-homogenes non nécessairement monotones en
étudiant une classe ou un systeme 1-homogeéne monotone est paramétré par une sortie
d’un autre systéme 1-homogene monotone!.

On étudie d’abord le cas ou les opérateurs monotones homogenes paramétrés sont
linéaires dans l'algebre minplus, puis le cas ou ils sont des opérateurs homogenes mo-
notones convexes généraux donc interprétables en terme de programmation dynamique
stochastique.

Dans ces deux cas on a la périodicité amont qui implique la périodicité des coefficients
du systeme aval. On en déduit la périodicité globale et donc l'existence d’un taux de
croissance dans des cas non standard puisque le systéme n’est pas globalement monotone
mais seulement homogene.

3.5.1 Systemes linéaires périodiques

On fait ici quelques rappels sur les valeurs propres des matrices de I’algebre minplus,
on définit les systéemes linéaires périodiques et on fait quelques remarques sur leurs taux
de croissance.

Le systéme obtenu reste 1-homogene mais pas nécessairement monotone car la dépendance par rapport
au parametre a une propriété d’homogénéité mais pas de monotonie.
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Soient z € R, , et A € R " On considere le systeme :

el = A® . (3.16)

On sait [GM86, BCOQ92| que si la matrice A est irréductible, alors elle admet une valeur
propre unique A associée a un ou plusieurs vecteurs propres z, c-a-d :

NFexFe  AQr=\®x.

On sait aussi [BCOQ92] qu’un systéme de type (3.16) est asymptotiquement périodique,
c-a-d :
JK e N,T e N :Vk > K, "7 =\l @ zF .

Ce qui veut dire que le taux d’accroissement du systéme est unique. A partir d’un certain
rang, les trajectoires de toutes les composantes croissent de facon périodique autour de
droites ayant toutes la méme pente A. On appellera (de facon abusive) périodique ce
comportement.

Lorsque la matrice A n’est pas irréductible, elle peut admettre plusieurs valeurs propres.
On note par Cq,Cq, - ,Cy, les composantes fortement connexes du graphe G(A) associé
a A, et on écrit C7 <X Cy 8’1l existe un chemin allant d’un neeud de Cy vers un noeud de Cy
dans G(A). Si on note alors par p; la valeur propre minplus de la matrice correspondante
a la classe C; pour ¢ allant de 1 & m, on a le résultat suivant[Gau92] :

pespec(A) & Fiip=p; <p;Vji:C; 2Cj.

Le taux d’accroissement du systéme (3.16) qui dépend de la condition initiale est égal
a I'une des valeurs propres de A. Les trajectoires sont asymptotiquement périodiques. La
période dépend de la valeur propre de la composante fortement connexe qui synchronise
la partie du systéme définie par le support de la condition initiale.

11 .

. - ) . On peut vérifier que A
est irréductible, et donc qu’elle admet une seule valeur propre égale a 1/2 associée a
un seul vecteur propre égal & {(1/2 e). On vérifie aussi que le systéme est asymp-

totiquement périodique. Si par exemple zg = (0 0), on aura une période de 2.

Ezemple 14. 1. Soit la matrice A définie par A = <

. . o - 1
2. Soit la matrice B définie par B = < 1 g
posantes fortement connexes, et B a deux valeurs propres 1 et 2 associées aux deux
vecteurs propres ‘(e ¢e) et (e e).

) . Le graphe associé a B a deux com-

3. Soit la matrice C définie par C' = < i ;

posantes fortement connexes, mais C' n’admet qu’une seule valeur propre égale a 1
associée au vecteur propre ‘(e ) m

) . Le graphe associé a C' a deux com-

Définition 12. Un systeme linéaire minplus temps variant donné par
2F L — Ak @ 2k @ BF @ ok,
JHL = Ok @ gk

est dit périodique, noté LP, si (A¥)ren, (BF)ren et (CF)ren sont des suites périodiques de
matrices minplus.
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Soit (Ai)izo .
nulle. On note :

., une famille de matrices carrées minplus n’ayant pas de valeur propre
*y

p+r—1
AP = ® A, p,ieN/rN.
i=p

Proposition 4. Les matrices : AP, p=0,...,r—1 ont les mémes valeurs propres. Lorsque
ces matrices sont irréductibles elles admettent donc toute la méme unique valeur propre.

Démonstration. Soit ) la valeur propre de la matrice A° associée au vecteur propre x # ¢.

On a:

A0®m:)\®z,
d’ou :
p—1 p—1 p—1
Ae@RAer=QRAAer= @A .
i=0 i=0 i=0

ce qui veut dire que A est la valeur propre de la matrice AP associée au vecteur propre
®f;01 A" ® z. Ceci est valable pour tout p € {0,1,...,7 — 1}.

Remarque 2. Dans le cas ou les matrices AP (qui ont un méme graphe associé) ne sont pas
irréductibles, on a la méme propriété sur chacune des composantes fortement connexes du
graphe associé.

On suppose & présent que les matrices A%, 0 < i < r ont un méme support, c’est a
dire :
Vp¢]€ ﬂll,”.,r——l}, _AZ‘::5¢$44%,::a

et on associe a ces matrices, la matrice A définie par :

-1
1« .
A=- At
r
1=0
On note par : — C 'ensemble des circuits du graphe associé aux matrices AP qui est le

méme que Pensemble des circuits du graphe associé a la matrice (A)®", - Xp(c) (resp. A(c))
le poids moyen d’un circuit ¢ € C dans le graphe associé a AP (resp. a (4)%").

Proposition 5. Ve € C, A(¢) > ming<p<,—1 Xp(c).
Ceci veut dire que toute valeur propre d’une matrice AP pour p € {0,1,...,7r — 1}

quelconque, est inférieure ou égale A la valeur propre de la matrice (A)®" donnée par la
méme composante fortement connexe du graphe associé aux deux matrices.

Démonstration. On montre d’abord que :

r—1
1 ~ _
veeC, - p§0 (c) = o).
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On montre le résultat dans le cas r = 2 et un circuit ¢ a trois arcs (dans le graphe associé
aux matrices AP donc 6 arcs de matrices A') : 1 —-2—-3—1.0na:

A é[(g@)u + (A%)23 + (A%%)1] |

= 31D + ()] + (A + ()] + [(A)st + (D]

= %[(Ah + ALy + Ay + AB) + (Ag + AL + Ajg + AJs) + (Ag + A + Ay + AR))-
De méme, on a :

1
Aple) = 5[ ALy + ABy + AL, p =12,
1 1 ) .
= SICAL, + AL + (4B, + AP + (45 + AR p =12,

On déduit alors le résultat de I'inégalité :

-1
A o~
. Z)\p(c) > min Ap(c) B
p=0
On en déduit le corollaire :
Corollaire 6. Les taur d’accroissements des systemes ¥t = AP @ ¥ pour p=1,--- ,r,

sont magjorés par celui du systeme ¢t = (A)®" @ zF.

Démonstration. Découle directement des propositions 5 et 4 B

3.5.2 Systemes linéaires paramétrés

On étudie des systemes minplus linéaires dépendant d’'un signal v qui est une sor-
tie d’un systéme linéaire minplus. Globalement le systéme est seulement homogene. On
montre que ces systemes se comportent asymptotiquement comme des systémes minplus
linéaires temps-variant périodiques. On donne quelques corollaires, notamment un résultat
sur la réalisation de systémes linéaires périodiques par des systémes temps-invariants. On
interprete ces résultats sur des exemples de réseaux de Pétri qui nous serviront dans le
chapitre sur la modélisation d’intersections.

Définition 13. Un systéme est dit triangulaire 1-homogene noté T1H, s’il s’écrit :

= D@ ok,
oF 1l = A(vF) ® 2% @ B(vF) @ uF, (3.17)
Yt = C(vF) @ 2*.

ott A [resp B, C] est une application 0-homogeéne de R” . dans R™X"™ [resp R:P R™X™ |

min min min ’ min

et D € RIX" est une matrice carrée minplus irréductible.
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L’homogénéité de degré zéro des deux matrices A et B revient a l’existence de deux fa-
milles (;;) et (3;;) de vecteurs dans R", vérifiant a;;1 =0et 3;;1 =000l =*(1,1,...,1),
et deux familles (a;;) et (b;;) de nombres dans Ry, telles que :

A(v)ij = "aijv + aij,
3.18
{ B(v)ij = "Bijv + bij.- (318)

On dira que lapplication A est irréductible lorsqu’il existe v dans R” . tel que A(v) le

min
soit.
Théoreme 20. Tout systéeme triangulaire 1-homogéne se comporte asymptotiquement
comme un systéme linéaire périodique.

Démonstration. La matrice D étant irréductible, on sait [BCOQ92] que :
JK, T e N A#£¢e: Vk> K, V"7 = XT @oF |

d’ott Yk > K, A(v**tT) = A(W¥), B(v**T) = B(w*) et C(v**7T) = C(v¥). Donc le systeme
est asymptotiquement linéaire périodique m

Ezemple 15. On considere le systéme triangulaire 1-homogene défini par les A(v), B(v),
C(v), D suivantes :

. e lvy/vg e 1 \/m
D= [1 1] , Av) = e e ¢, B = 5 , C) = [2(v1/v2)? e 1].
£ e ¢ 5

On rappelle que 1vy/ve, \/v2/v1 et 2(vi/vz)? s'écrivent en algebre standard 1 + vy —
Vo, %vg — %vl et 2 + 2v; — 2vy respectivement.

Ce systeme correspond & la dynamique du réseau de Pétri? déterministe (triangulaire)
donné & gauche dans la figure 3.5, ol on note par u*, v’f, 05, x’f, xé, xlg, y* respectivement
les nombres cumulés de brilages des transitions u, vy, ve, 1, T2, T3,y jusqu’a l'instant k.

On vérifie que si (v°)! = (e e) alors le systéme triangulaire 1-homogene se comporte

comme le systeme linéaire périodique, de période 2, donné par :

1 ¢ 1 e e 1 e 1/2
A=le ¢ e|, Al=]e ¢ |, B°=|e|, B'=]| ¢ |,
€ e ¢ £ e € €

et CO:[Q e 1], Clz[e e 1].
Le systeme linéaire périodique est la dynamique du graphe d’événements temps-variant
donné a droite de la figure 3.5 B

Dans ce qui suit, on présente un résultat sur le taux d’accroissement des systemes
triangulaires 1-homogenes autonomes, c¢’est a dire de la forme :

{v’“‘l =Dk,

3.19
zF 1l = A(vF) ®@ 2% @ B(vF) @ v* . (3-19)

Lorsque la matrice A est irréductible, le taux d’accroissement de la variable x, qui dépend
de la condition initiale v°, est unique. On le note par p,(v?).

2Un rappel sur les réseaux de Pétri est donné dans le chapitre(4).
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WP

O®

X3

[2;0]

y

Fi1G. 3.5 — A gauche : un réseau de Pétri “triangulaire”. A droite : le graphe d’événements
temps-variant correspondant.

Théoréme 21. Etant donné le systéme (3.19) avec A irréductible et D matrice de per-
mutation, on a : MaXyeRr, . Mz(V) = pz(0), 0 U est l'unique vecteur propre de D.

Démonstration. Le vecteur v défini par : v £ % 2;5 v* est un vecteur propre minplus
pour la matrice D et on définit la matrice A par: A £ A(v). Onaalors: A =1 zz;é A(vF).
On a alors les deux cas :
1. Soit v° # v, la suite (vk)kzo est périodique de période r. La dynamique de (:ck)keN
s’écrit en terme de systeme avec r unités de retard comme suit :

r—1
xk-i—r — <® A(Uk-‘rl)) ® mk D E(U) ® vk ,
=0

ot E(v) est une matrice dépendant de vy, vg41, -+ , Vg4, En notant par AF 1a matrice
Ry A(WFH) le systeme (3.19) s’éerit :
k+r T k
v D € v
[ka} = [E(v) Ak} ® [xk} : (3.20)

2. Soit v° = 7, la dynamique de (2¥)pen s’écrit aussi comme suit :
oM = (A @ 2 @ E(D) @ oF,

ou E(v) est une matrice dépendant de v. Le systeme (3.19) s’écrit alors :

vk-i—r Dor € vk
|:xk+r:| = |:E(’U) A®T:| ® |:.%'k:| : (3'21)
En comparant les deux dynamiques (3.20) et (3.21), sachant que toute valeur propre d’une
matrice minplus triangulaire par bloc est une valeur propre d’un des blocs, et en utilisant
le corollaire 6, on obtient le résultat m
Ce résultat peut étre étendu au cas ou A n’est pas irréductible.
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Ezemple 16. Soit le systeme triangulaire 1-homogene autonome donné par la matrice D
et les deux applications A(v) et B(v) suivantes :

s 1 1)1/2}2 e 1
D= |:€ €:| y A(U) = € g &, B(U) = €3x2-
3 e &

Ce systeme est la dynamique du réseau de Pétri déterministe triangulaire et autonome de
la figure (3.6).

V1

F1a. 3.6 — Optimisation du taux d’accroissement.
1. Si (v9)! = (00), la dynamique de x s'écrit 2**1 = E*F @ 2% k € N/2N avec :

1 1 1
EY = € et E'=|e €
€ € €

M o o
M M
O M

Le taux moyen d’accroissement de la suite z* vaut alors A/2 ot A est 'unique valeur
propre de la matrice £° ® E'. On a alors un taux moyen d’accroissement de 1/4.

2. Si (v¥)t = (1/20), la dynamique de z s’écrit 2¥*! = E ® ¥, avec :

1 1
EF=le €
€ €

o M M

Le taux moyen d’accroissement de z* est alors 'unique valeur propre de la matrice
E qui est 1/3.

Théoréme 22. Tout systéme linéaire périodique dont les matrices A*, B¥ et C* ont un
meéme support est réalisable par un systeme triangulaire 1-homogéne.

Avant de donner la preuve de ce théoreme, on donne d’abord un exemple qui facilitera
la compréhension de la preuve.

Ezxemple 17. Soit le systéme linéaire périodique de période 2 donné par les matrices :

g G I T L
Ai—[di J, BZ—L], Ci=1b ¢, i=0,1.
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Ce systeme est la dynamique du graphe d’événements donné a gauche de la figure 3.7. 11
est réalisable par le systeme triangulaire 1-homogene donné par les matrices :

€1—C0,,C0—C1

e 1 € Covy U,
D= ;o Al) = d1—do, do—dy ;
e € dovy Vs €

a1—ag .ag—al

Bo) = [T o) = e ),

représenté a droite de la figure 3.7 &

u y

Fia. 3.7 — Réalisation d’un graphe d’événements temps-variant périodique.

Démonstration. On note par r la période commune des suites de matrices (Ak) kEN, (Bk keN
et (CF)ren du systeme périodique. La matrice D :

L € €
e sit=75+1,
e 8 .. E:
Dijj=<1 sii=letj=r, D= ) o
. e . :
€  sinon,
€ e €

et les applications A(v), B(v) et C(v) :

A)yg = Y (AT = A%)0° + (A%,
seN/rN

Bv)ij= Y (B = B)yv" + (B,
seN/rN

Cw)g= Y (CT=C%i® +(C%y
seN/rN
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définissent un systeme triangulaire 1-homogene ayant les mémes trajectoires que le systeme
périodique m

3.5.3 Systeémes homogéenes monotones convexes paramétrés

Dans cette partie, on généralise les deux théoremes (20) et (22) aux systémes non
linéaires autonomes définis avec des opérateurs homogenes monotones convexes polyhédraux
donc interprétable en terme de programmation dynamique stochastique.

Définition 14. Un systeme est dit homogéne monotone convexe périodique (en abrégé

convexe périodique) §'il s’écrit sous la forme :

et = fRh) = m12141[Mk“xk + M, ke N/rN, V1 <i<n, (3.22)
ue

ou pour tout u € U, k € N/rN, MP*" est une matrice stochastique de taille (n xn) et chu
un vecteur de R}

Définition 15. Un systeéme est dit homogéne monotone convexre a coit périodique (en
abrégé convexe a coutit périodique) s’il s’écrit sous la forme :
ot = fFah) = mig{l[Muxk + ), ke N/rN, V1 <i<n, (3.23)
ueE

ou pour tout u € U, k € N/rN, M* est une matrice stochastique de taille (n x n) et chu
un vecteur de R}.

Définition 16. Un systéme est dit homogéne conveze triangulaire (en abrégé convexe
triangulaire) s’il s’écrit sous la forme :

3.24
ML — £ 0k 2%) = mingepw ([A%2* + BUo* 4 ¢¥);), V1 <i<n, (324

)

{vfﬂ = h;(vF) = mingey ([D“F + dv];), V1 <i<r,
X

avec les deux hypotheses suivantes :
(H1) : Les matrices D" sont stochastiques et irréductibles, et les vecteurs d* sont

dans R”,
-+
(H2) : Les matrices A" sont sous-stochastiques, les vecteurs ¢* sont dans R”, et on a
[A* B"]1 =1.

Remarque 3. On remarque que les systemes convexes triangulaires sont 1-homogenes, pas
nécessairement monotones a cause de la présence possible de coefficients négatifs dans la
matrice B. Le systeme global ne peut donc pas s’interpréter comme une équation de la
programmation dynamique stochastique B

Le théoreme suivant est la généralisation du théoreme 20.

Théoréme 23. Tout systéme convexe triangulaire est asymptotiquement convexe a cout
périodique.

Démonstration. Pour tout w € W, on pose BY = B}’ 4+ By de facon a ce qu’on ait
[BfY A"]1 =1, ce qui donnera By1 = 0. On a alors :

2P = min [(A¥2* + BYF) + (BYOF + ).
weWw
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Si on note par Y = U x W et si on définit :

E”z[Dw Ow}’ 2= a], bp=1[d" B+, v=(uw)eT.

le systeme (3.24) s’écrit :
L = min[EY2F +bY] (3.25)
veY
ou les £ sont des matrices stochastiques.

De l'hypotheése (H1) et du théoréme 14, on déduit que lapplication h admet une
(unique) valeur propre, c’est a dire :

IeR,dv e ]R”,mizr)([D“”D +d'])=A+v; VI<i<r.
ue
D’apres le théoreme 19, on sait que la suite (hks — ksA)ken, ou s est la cyclicité de h,

converge, c’est a dire :
Ja € R, lim (0" — ks)) = a,

k—o0
donc :
klira(v(k+1)5 - uks) = s\,
donc :
klglgo BWykts v = klglgo BY (vF 4 s)\) + ¥ = klggo BYvk 4 v
donc :

lim [B,, — bY =0,
k—o0

c’est a dire que la suite (b})ren est asymptotiquement périodique de période s. On déduit
que le systeme P-triangulaire est asymptotiquement convexe a coiit périodique ®
Le théoreme suivant est la généralisation du théoreme 22.

Théoreme 24. Tout systéme convexe a cout périodique est réalisable par un systéme
convexe triangulaire.

Démonstration. On adapte la preuve du théoreme 22. Etant donné le systéme convexe a
colt périodique de période r suivant :

bl = melzl/r[l([E”xk +eMy), Vi=1,---,n, ke N/rN. (3.26)

Le systeme P-T1H réalisant le systéme (3.26) est construit de la fagon suivante :

k+1 M k
{” vte, (3.27)

2P = min, gy [Ava® + BWF +0);, Vi=1,---,n,

N

ou :
- ’UO = ORT,



tel-00349753, version 1 - 4 Jan 2009

Systemes additivement homogeénes 73

— M est la matrice de permutation r x r associée a la permutation o = (r,1,--- ,7r—1),
c’est a dire :
0 0 0 1
10 0 0
M=10 1 0 0f,
0 0 10
— c est le vecteur colonne de taille 7 donné par : ¢ =10 --- 0),

- A"=FE", Yuel,
— (B")yey est une famille de matrices de taille n x r données par :

Bl = (efy1 —€f)i, YuelU,V1<i<n, jeN/rN,

c’est a dire :

[(e} —eg)1 (ey —eP ) (et — e 1)1]
(ef —ef)2 (e —ef)2 (e —er1)2
BY = ,
| (e} — eéy)n (€5 —ef')n (660 —er 1)n]

bW =ey, Yucl m

3.6 Conclusion

Plusieurs comportements peuvent apparaitre dans un systeme dynamique additivement
homogene ¢! = f(2*) . L’homogénéité additive de f permet de ramener le probleme de
valeur propre A + z = f(z) & un probléme de point fixe qui peut exister, ne pas exister,
étre unique ou non, étre stable ou non.

Lorsqu’il existe un vecteur propre attractif, partant d’une condition initiale dans la
zone d’attraction, le systeme admet un taux d’accroissement qui est égal a la valeur propre
associé a ce vecteur propre. Lorsque la condition initiale n’appartient a aucune zone d’at-
traction, le systeme peut aller vers l'infini de fagon exponentielle, comme il peut osciller
dans une zone bornée avec un comportement chaotique. Dans le cas d’un comportement
chaotique, un taux d’accroissement moyen du systeme peut exister alors il s’exprime en
fonction de la mesure invariante du systeme associé a cette condition initiale et n’est pas
égal a une valeur propre.

Les éléments propres d’un systeme homogene peuvent étre obtenus par 'algorithme du
point fixe dans le cas stable ou par I’algorithme de Newton si on est capable de I'initialiser
correctement (I’algorithme de Newton permet de calculer un point fixe méme dans le cas
instable).

Une des classes importantes des systemes homogenes est la classe des systéemes ho-
mogenes monotones particulierement étudiée par S. Gaubert et J. Gunawerdena [GG98a,
GGI8b, GGI99, GGO4]. Pour cette classe on peut introduire une notion de forte connexité



tel-00349753, version 1 - 4 Jan 2009

74 Systéemes additivement homogénes

qui assure l'existence d’un taux d’accroissement unique et indépendant de la condition
initiale, qui coincide avec I'unique valeur propre additive du systéme. Cette classe de
systemes monotones inclut plusieurs sous-classes connues et étudiées séparément dans
différents domaines. Il y a les systémes homogeénes monotones convexes qui correspondent
aux équations de la programmation dynamique de problemes de controle optimal stochas-
tique. Pour cette sous-classe l'algorithme de Newton devient global ce qui signifie que
quelle que soit la condition initiale ’algorithme converge. Dans cette sous-classe, on peut
distinguer plusieurs cas particuliers. Dans le cas ou le nombre de commandes est fini, la
fonction f de la programmation dynamique est affine par morceaux. Dans le cas ou le
probleme de controle optimal est déterministe, f est de plus linéaire minplus.

Une nouvelle classe de systémes non monotones pour laquelle on est capable de mon-
trer D'existence d’un taux d’accroissement a été aussi introduite. Ce sont des systemes
triangulaires 1-homogenes globalement non monotones dans lesquels un bloc de variables
a une dynamique périodique. La dynamique du restant du systéme dépend du premier
bloc de variables avec une structure particuliere qui permet d’interpréter cette partie en
terme de programmation dynamique stochastique. Cette dépendance particuliere permet
d’exploiter les résultats asymptotiques de la programmation dynamique stochastique, dans
le cas ou les données dépendent du temps de fagon périodique, pour en déduire I'existence
d’un taux de croissance.
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Chapitre 4

Modélisation d’intersections

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente quelques modeles de systemes élémentaires — une route
circulaire avec ou sans retardateur, — deux routes circulaires avec une intersection. Le but
est d’étendre le modele de réseaux de Pétri et d’algebre minplus qui donne le diagramme
fondamental du trafic en 1D (une dimension) [LMQO5] au cas 2D. Déduire des compor-
tements macroscopiques du trafic a partir d’'une description microscopique est classique
en physique statistique [FI96, FI01b, FI0la] comme dans la modélisation en automates
cellulaires [CSS00, AS02]. On poursuit ici le méme but avec des outils différents.

L’une des spécificités du trafic urbain est la présence d’intersections. Les véhicules
doivent partager 'espace et le temps lors de leur passage par une méme intersection.
Ce partage de l'espace-temps est I'une des principales causes de la dégradation du flot
des véhicules dans les villes, par comparaison au flot sur les autoroutes ou sur les routes
interurbaines. Outre ce partage, tout modele d’intersection doit modéliser les choix de la
direction a la sortie de 'intersection.

Ce chapitre est divisé en trois parties. Une premiere partie porte sur la modélisation
d’une seule route circulaire, la deuxiéme partie sur la modélisation d’une intersection
gérée par la priorité a droite, et une troisieme partie sur la modélisation d’une intersection
controlée par un feu de signalisation.

Dans la premiere partie, il s’agit de présenter la modélisation du trafic routier a 'aide
de réseaux de Pétri et d’écrire la dynamique du systeme modélisé en algebre minplus. On
rappelle dans cette partie le modele classique d’une seule route circulaire, qu’on étendra
en introduisant un retardateur (une section lente) dans la route pour étudier son effet sur
le diagramme fondamental.

Dans la deuxiéme partie, on modélise une intersection gérée par la priorité a droite.
Le modele est fait en réseaux de Pétri déterministes avec des poids négatifs sur quelques
arcs de production. On verra que ces poids négatifs sont inévitables pour modéliser le
conflit pour l'acces a l'intersection. La densité des véhicules étant donnée, le flot moyen
est calculé a partir du taux moyen d’accroissement du systeme. La présence de poids
négatifs sur le réseau de Pétri conduit a une dynamique non monotone qui peut étre
expansive. Cependant, ’homogénéité additive est vérifiée pour les dynamiques de tous les
systemes présentés ici. Le modele d’une intersection sans possibilité de tourner gérée par la

75
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priorité a droite est étudié en détail. On obtient des résultats partiels sur la dynamique de
ce systeme, et on détermine sa valeur propre dans le cas ol la taille de la route prioritaire
est inférieure a celle de la route non prioritaire. On vérifie numériquement ’existence d’un
flot moyen des véhicules qui ne dépend que de leur densité. Dans le cas particulier indiqué
précédemment, la valeur propre du systeme et le flot moyen obtenu numériquement, qui
sont exprimés en fonction de la densité, ne sont pas toujours égaux. Cependant, les deux
diagrammes fondamentaux correspondants expriment les mémes phases du trafic et sont
trés proches.

Des résultats numériques qualitatifs importants sont obtenus sur le diagramme fonda-
mental du trafic d'un systéme d’une route circulaire avec une intersection. La route a la
forme d’un huit, 'intersection la coupe en deux : une route prioritaire et une route non
prioritaire. On a observé 'existence de quatre phases sur ce diagramme :

—une phase libre ot le systéme atteint un régime périodique durant lequel tous les véhicules
(ou la quasi-totalité) circulent sans géne,

— une phase de saturation ou l'intersection est saturée et le flot est limité par la vitesse
maximale de 'intersection. Durant cette phase, sauf un quart du nombre total de véhicules
avance a chaque instant,

— une phase de récession ou le flot décroit d’une fagon discontinue avec la densité,

— une phase de blocage ol la route non prioritaire est remplie et bloque I'intersection ce
qui cause un blocage total du systeme.

Un autre résultat qualitatif important est la dépendance de la phase de saturation avec
le rapport entre les tailles des deux routes. On observe que la durée de cette phase est
identique au rapport de taille de la route non prioritaire sur la route prioritaire. Ceci est
vérifié dans les cas ou le probléme est résolu théoriquement.

Pour modéliser la possibilité de tourner a une intersection, on introduit des poids ra-
tionnels non nécessairement entiers sur certains arcs du réseau de Pétri du modele. Les
mémes raisonnements que ceux faits sur le modeéle d’une intersection sans possibilité de
tourner sont faits. Dans le cas ou la taille de la route prioritaire est inférieure a celle de
la route non prioritaire, on se ramene a résoudre un probleme de controle optimal sto-
chastique. Le probleme de valeur propre associé a ce systeme n’est alors que ’équation
de programmation dynamique du probleme de controle. La résolution de cette équation
donne la valeur propre du systeme. Cette valeur propre est égale a celle du systéme corres-
pondant au modele d’une route avec une intersection sans possibilité de tourner. De plus,
la valeur propre et le taux moyen d’accroissement du systéme (obtenu numériquement)
sont beaucoup plus proche dans ce cas que dans le cas d’une intersection sans possibilité
de tourner, et les phases du trafic sont completement interprétées dans ce cas.

On observe l'existence de quatre phases du trafic :

—une phase libre ou le systéme atteint un régime périodique durant lequel tous les véhicules
(ou la quasi-totalité) circulent sans géne,

— une phase de saturation ou l'intersection est saturée et le flot est limité par la vitesse
maximale de l'intersection. Durant cette phase, peu de véhicules circulent sans géne sur
la prioritaire alors que le reste s’ccumulent sur I’autre route sans causer de blocage,
—une phase de récession ou le flot décroit d’une facon continue avec la densité et est donné
par la route non prioritaire,

— une phase de blocage ol la route non prioritaire est remplie et bloque I'intersection ce
qui cause un blocage total du systeme.
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On présente ensuite une facon d’améliorer la phase de saturation durant laquelle le flot
atteint sa valeur maximale. En effet, cette phase étant a flot fixe donné par la capacité
maximale de l'intersection, en augmentant cette capacité maximale en supposant que
I'intersection peut contenir deux véhicules au lieu d'un seul, on obtient un diagramme
fondamental a trois phases :

— la phase libre durant laquelle les véhicules circulent librement. Cette phase peut aller
jusqu’a une densité 1/2 a laquelle correspond le flot 1/2,

— la phase de récession : 1/2 étant la capacité maximale de toutes les sections du réseau,
le flot se dégrade srement & partir de cette densité. Cette phase peut aussi commencer a
une densité inférieure a 1/2 dans le cas ou la taille de la route prioritaire est supérieure a
celle de la route non prioritaire,

— la phase de blocage : deés que le nombre de véhicules dans le systeme atteint la taille de
la route non prioritaire, cette derniere se remplit et bloque le systeme.

Cet aménagement de 'intersection multiplie le flot maximal par deux, dans le cas ou la
taille de la route prioritaire est inférieure a celle de la route non prioritaire, et ’améliore
considérablement dans l'autre cas.

Dans la troisieme partie, on étudie d’abord le controle d’une intersection, sans pos-
sibilité de tourner, de deux routes circulaires avec un feu de signalisation. On propose
un modele de feux par un réseau de Pétri et on montre que dans ce cas la dynamique
du systéme correspondant est triangulaire 1-homogene (voir la section 3.5 du chapitre 3).
Ceci nous permet de calculer les flots moyens des deux routes. On s’intéresse aussi dans
cette partie a 'optimisation des flots des deux routes, premiérement, en fixant le cycle du
feu et en jouant sur la répartition des durées de vert, et deuxiemement en optimisant la
durée du cycle.

On présente ensuite un modele de deux routes circulaires et une intersection avec pos-
sibilité de tourner contrélée par un feu de signalisation. On présente d’abord les résultats
des simulations numériques de ce modele et le diagramme fondamental obtenu. On pro-
pose, a l'aide de ce modele, des controles en boucle ouverte et en boucle fermée sur 1'état
du trafic. On compare sur les diagrammes fondamentaux obtenus les différentes politiques
de controle d’une intersection : la priorité & droite, le feu en boucle ouverte et le feu en
boucle fermée. On compare également les régimes transitoires du trafic obtenus.

On montre finalement 'apport de la programmation linéaire dans le controle du trafic
routier. On compare la résolution du probleme de valeur propre associé a la dynamique
d’un systéme de trafic a la résolution d’un programme linéaire déduit de cette dynamique.
On montre que dans le cas ot les deux problemes admettent une solution, la valeur propre
donnée par le programme linéaire est supérieure ou égale a celle donnée par le probleme
de valeur propre. Cette majoration est liée a la saturation de sous-ensembles decontraintes
imposée par le probléeme de valeur propre, qui a par conséquent un ensemble de solutions
admissibles plus restreint que celui du programme linéaire. On donne une interprétation
de ce résultat en terme de trafic, qui consiste a dire : limiter le flot des véhicules sur
certains endroits du réseau peut améliorer considérablement le flot moyen des véhicules,
et évite des blocages du systeme dans certains cas. Ceci peut étre utile pour déterminer
les endroits d’implantation de feux de signalisation et pour le réglage des phases.

Tous les modeles qui sont présentés dans ce chapitre sont des modeles de réseaux de
Pétri dont la dynamique est écrite en algebre minplus, ou en combinant les opérateurs des
algebres standard et minplus. On commence par quelques rappels sur les réseaux de Pétri.
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4.2 Les réseaux de Petri

Un réseau de Pétri est un graphe a deux types de nceuds appelés : transitions et places,
et a deux types d’arcs appelés : arcs de production et arcs de synchronisation. On note
I’ensemble des transitions par Q et ’ensemble des places par P. Un arc de production part
d’une transition vers une place, et un arc de synchronisation part d’une place vers une
transition. Graphiquement, les transitions sont représentées par des barres et les places
par des cercles.

a un réseau de Pétri, on associe une matrice minplus |Q| X |P| notée D et appelée
matrice de synchronisation, et une matrice standard |P| x |Q| notée H et appelée matrice
de production. La matrice de synchronisation est définie par D,, = a, s’il existe un arc
de p € P vers g € Q et Dy, = ¢ sinon, ou a, est le marquage initial sur la place p qui est
représenté graphiquement par des jetons dans la place. Pour compter ces jetons, on utilise
une matrice standard associée & D notée I' (de méme taille que D) définie par Iy, = 1 si
Dy, # € et I'y, = 0 sinon.

La matrice de production est définie par Hp, = m,, s’il existe un arc de ¢ € Q vers
p € P et & 0 sinon; olt my, est le poids (ou la multiplicité) de I’arc (¢ — p). Un réseau de
Pétri est ainsi caractérisé par le quadruplet :

(P,Q,H,D).

On dit qu'un réseau de Pétri est déterministe s’il ne sort qu’un seul arc de chaque place,
sinon on dit qu’il est non déterministe. La dynamique d’un réseau de Pétri déterministe est
définie par ce qu’on appelle le briilage des transitions. A un instant donné, une transition
est brilée si en chaque place en amont, il y a au moins un (dans le cas discret) ou un nombre
strictement positif de (dans le cas continu) jetons ayant séjourné un temps au moins égal
A une unité !. Lorsqu’une transition briile, elle prend de chaque place en amont un jeton
(on dit qu’elle consomme des jetons), et elle génére un nombre de jetons, dans chaque
place en aval, égal a la multiplicité de I'arc de production correspondant. Dans le cas d’un
réseau de Pétri non déterministe, le brilage des transitions ne définit pas completement
la dynamique du réseau, car des transitions en aval d’une place pourraient étre en conflit
de consommation de jetons. Dans ce cas, on doit donner des regles de consommation de
jetons, par exemple en définissant un ordre de priorité pour les transitions en conflit, ou
en imposant des proportions de consommation. Une fois ce type de conflit est réglé, le

réseau de Pétri devient déterministe.

k

On note par x = (x4)qco le vecteur des suites z, = (xl;)keN tel que la composante z

représente le nombre de briilages de la transition ¢ jusqu’a l'instant k.

Théoréme 25. La dynamique d’un réseau de Pétri déterministe est donnée par :

#** = D @ (Hzb).

1On a supposé ici que le temps minimum de production de jeton est unique et égal & une unité de
temps. Dans le cas ou ce temps minimum, qui doit étre positif ou nul, dépend de I’arc de production
correspondant la matrice standard H est remplacée par une matrice d’opérateur notée H(d) définie par :
Hpq(8) est égal & mpad™ 8’1l existe un arc de ¢ € Q vers p € P et & 0 sinon ; ot mypq est le poids (ou la
multiplicité) de l'arc (¢ — p), et Tpq est le retard associé & cet 'arc. Un opérateur de retard s’applique sur
des suites, il est défini par mdé™ : (Xn)nen — M(Xn—r)(n-r)en-
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Démonstration. Par définition du brulage des transitions, le réseau de Pétri est tel qu’a
chaque instant, au moins une place en amont de chaque transition est vide (a un nombre
nul de jeton). Notons a le vecteur de dimension |P| qui donne le marquage initial (le
nombre de jetons dans chaque place initialement). Le vecteur des suites représentant le
nombre de jetons dans les places, fonction du temps, est alors donné par a+ Hz* —tTzF+1,
ot la transposée de I' est notée par 'T'. Le minimum des nombres de jetons dans les places
en amont de chaque transition étant nul, et le réseau de Pétri étant déterministe, on déduit
que :
D® (Hz® — Tzt =0,

ou (H xk)p donne le nombre de jetons entrés dans la place p de 'instant initial jusqu’a
Iinstant k, (‘T'z**1), donne le nombre de jetons sortis de la place p de l'instant initial
jusqu’a l'instant k+ 1. D’ott [D® (Hz* —T'z*+1)], donne le minimum des bilans de jetons
de toutes les places en amont de la transition ¢ en tenant compte des jetons initiaux. Ce
qui explique le résultat m
Bien que la dynamique des réseaux de Pétri non déterministes n’est pas bien définie,
il y a des contraintes sur la dynamique des jetons. On peut définir une dynamique sur les
quantités invariantes vérifiée par tous les réseaux de Pétri. Soit o une suite de briilages des
transitions, on note x? le vecteur colonne qui donne le nombre de brilages des transitions,
et a? le vecteur colonne qui donne le nombre de jetons dans les places apres cette suite de
brilages. On a alors :
a’ =a+ (H - "'T)z°. (4.1)

Théoréme 26. Pour tout vecteur colonne p vérifiant : p(H — 'T) =0, on a : pa°® = pa.

Démonstration. Se déduit directement de ’équation (4.1) m
Les nombres p sont les invariants a gauche des réseaux de Pétri.

Les graphes d’événements

Un réseau de Pétri déterministe dont chaque place a un seul arc de poids 1 en amont
est appelé un graphe d’événements. La dynamique d’un graphe d’événements est linéaire
en algebre minplus et est donnée par :

2= Ak,

ol A est une matrice carrée minplus telle que : A,y = a, avec p 'unique place connectée
aux transitions ¢ et ¢’. Les temps de productions sont supposés égaux & une unité.

Dans le cas ou les temps de production sont différents, les places ayant un et un seul
arc de production en amont, ces temps sont représentés graphiquement par des batons
dans les places. Dans ce cas, la dynamique du graphe d’événements s’écrit :

x=A00) ®x,

ol A(0)qq = apd™ : mg — apxlngp, avec p I'unique place connectée aux transitions q et ¢/,
ap le marquage initial associé a p et 7, le temps de production correspondant appelé aussi
la temporisation de la place p.

Du théoreme 1 du chapitre 2, on déduit le corollaire suivant :
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Corollaire 7. [BCOQ92] Le taux d’accroissement d’un graphe d’événements fortement
connexe défini par A = lim,_ 4 xg/n est indépendant de la transition q et est égal a :
A = min @,
ceC el
ot C est l’ensemble des circuits du graphe d’événements, |c|, est le nombre total de jetons
dans le circuit ¢, et |c|y est le nombre total de temporisations dans le circuit c.

4.3 Modélisation d’une route circulaire

Dans cette section, on présente plusieurs fagons de modéliser une route circulaire a
l'aide de réseaux de Pétri et de ’algebre minplus. Dans ce chapitre la route est coupée
en sections et on compte le nombre de véhicules entrant dans une section. Ce point de
vue que 'on peut qualifier d’Eulérien est a comparer a celui utilisé dans le chapitre 2 ou
on suit les véhicules, qui donc un point de vue Lagrangien. On commence par rappeler
le modele le plus simple ou les véhicules roulent & une vitesse fixe sur toutes les sections.
Le diagramme fondamental du trafic sur un tel systéme a deux phases symétriques (faible
et haute densité). On étudie ensuite le cas ou certaines sections peuvent étre plus lentes
que d’autres. La motivation pour I’étude de ce cas vient des intersections de routes qui
peuvent étre vues comme des sections plus lentes. Lors de la modélisation des intersections
on comparera le diagramme d’une route avec un retardateur avec celui d’une route avec
une intersection. L’introduction d’un retardateur fait apparaitre une phase intermédiaire
dans le diagramme fondamental correspondant a la saturation du retardateur.

4.3.1 Le modele classique

On considére une route circulaire sur laquelle circulent des véhicules et on fait les

hypotheses suivantes :

— La route circulaire est constituée de m sections pouvant contenir un véhicule au
plus.

— On se donne p véhicules. Chaque véhicule occupe une section. On a alors p < m, et
la densité des véhicules d est donnée par : d = p/m.

— Un véhicule non géné occupe une section pendant au moins une unité de temps,
avant de pouvoir avancer.

— A chaque instant, chaque véhicule non géné avance d’une seule section.

— Les véhicules roulent dans un seul sens, et sans dépassement.

Ce systeme est schématisé sur la figure 4.1-1, et est modélisé par le graphe d’événements
III de la méme figure, ou :

— Chaque section s; est représentée par deux places a; et a;. Les nombres initiaux de
jetons dans ces places sont également notés a; et a; respectivement.

— La présence des jetons dans les places a; correspond & la position initiale des véhicules
sur la route. Si une section s; est occupée par un véhicule, alors on a a; = 1 et a; = 0.
Sinon, on a a; = 0 et a; = 1 et la section est libre.

— Un véhicule qui se trouve dans une section s; peut avancer vers la section s;y1 si ¢
est inférieur a n, ou vers la section s si i est égal a n. Ce mouvement est modélisé
par le brulage de la transition z;; (modulo m).
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— Un véhicule se trouvant dans la section s;_1 ne peut avancer vers la section s; que
si celle ci est libre. Ceci est modélisé par le fait que la transition x; ne peut briler
que s’il y a un jeton dans chacune des places a;_1 et a;, c’est a dire si a;_1 = 1 et
a; = 1.

F1G. 4.1 — Une route circulaire.

Le flot (ou le débit) moyen en une section s; est le nombre moyen de passages de
véhicules par la section en une unité de temps. Sur toute la route, il est donné par la
quantité :

F—d. limy, oo P*/k L P_’“7
p m k—oo k
olt P* est le nombre total de déplacements de véhicules dans la route jusqu’a 'instant k.
Le flot moyen en une section s; peut étre calculé par le nombre moyen de brilages de la
transition x; en une unité de temps, qui n’a de sens que si la limite limy_, 4, xf /k existe,
ou xf est le nombre cumulé de briilages de la transition x; jusqu’a l'instant k£ qui est le
nombre cumulé de véhicules entrés dans la section ¢ de I'instant initial a I'instant k.

Le réseau de Pétri de la figure 4.1 est un graphe d’événements autonome. Sa dynamique

est donnée par le systeme linéaire minplus :

= A, (4.2)

ot 2% est le vecteur colonne de taille m qui donne en chaque composante i (1 <i < m) le
nombre xf . La matrice minplus A est donnée par :

3 al £ Am
ar € a9 €
A= e a9y € €
€ am—1
amy € € Qm-—1 €

Le processus d’exclusion.

Si on note par un 1 une section occupée par un véhicule et par un 0 une section libre,
la position des véhicules (ou I'occupation de la route) peut étre donnée a chaque instant
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k par un mot binaire. La dynamique des véhicules est alors définie par la regle 10 — 01.
Sur la table 4.1, on donne deux scénarios a densités différentes :

d<1/2d>1/2
010100 | 110011
001010 | 101011
000101 | 010111
100010 | 101110
010001 | 011101

TUR W N~ 3

TaAB. 4.1 — Le processus d’exclusion pour une route circulaire.

Deux situations sont distinguées :

1. 0 <d <1/2, ce qui correspond a p < m/2. Dans ce cas, aprés un régime transitoire
de durée finie, les véhicules se séparent les uns des autres et circulent sans géne.
Apres, tous les véhicules circulent librement et donc le flot moyen est égal a la
densité : f =d.

2. 1/2 < d < 1, ce qui correspond & p > m/2. Apres un régime transitoire, ce sont
les places libres qui circulent librement dans le sens inverse du trafic des véhicules.
Ce qui veut dire que m — p places libres circulent a chaque unité de temps. Chaque
mouvement d’une place libre est en fait un mouvement d’un véhicule dans le sens
contraire. Le flot moyen est donc donné par f = (m —p)/p=1—d.

On déduit alors que :

o d si0<d<1/2
C|1-d si1/2<d<1.

Le diagramme fondamental (figure 4.2) comporte ainsi deux phases.

12

d

0 f
0 1/2 1

Fi1G. 4.2 — Le diagramme fondamental pour une route circulaire.
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Dérivation du diagramme fondamental en utilisant 1’algébre minplus.

Le réseau de Pétri de la figure 4.1 étant un graphe d’événements, sa dynamique s’écrit
linéairement en algebre minplus (équation 4.2). Ainsi, pour appliquer le corollaire 7, il
suffit de déterminer les circuits élémentaires du graphe d’événements. On distingue trois
type de circuits élémentaires sur ce graphe :

— Le circuit extérieur de poids moyen p/m = d.

— Le circuit intérieur de poids moyen (m —p)/m =1 —d.

— Les m circuit de longueur 2 passant par les deux places a; et a;, de poids moyen 1/2.
Ceci donne :

f(d) = min(d,1 —d,1/2) = min(d, 1 — d).

On obtient alors le diagramme de la figure 4.2.

4.3.2 Modélisation d’une route circulaire avec un retardateur

On considére une route circulaire comme dans la section précédente, mais avec un
trafic plus lent sur 'une des sections de la route. Si un véhicule entre dans la section lente,
appelée le retardateur, il 'occupera pendant deux unités de temps au lieu d’une seule. Ce
modele est présenté dans le but de le comparer avec un modéle comportant une intersection
(partant de I'idée que l'intersection ralentit le trafic, elle induit un retard). Le systeme est

CONNES
HEOE,,
© Y

®

O
®
S, B
5 @ﬁzk@
®
A
Fi1G. 4.3 — Une route circulaire avec un retardateur

modélisé par le graphe d’événements de la figure 4.3, ou seules les temporisations de la
place lente sont représentées (deux temporisations). Toutes les autres places sont supposées
avoir une seule temporisation. La dynamique de ce graphe d’événements est donnée par :

x=A0) ®x,
ou A(0) est donnée par :
€ a1 € am
day ao €
A(0)=0| € ay ¢ €
€ Ayp—1
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n|0<d<1/3]1/3<d<2/3|2/3<d<1
1| 00000010 10110001 11101111
2 | 00000001 10101001 11011111
3| 10000000 01010101 10111111
4 | 10000000 10101010 01111111
5| 01000000 10010101 11111110
6 | 00100000 01001011 11111101
7| 00010000 10100110 11111011
8 | 00001000 10010101 11110111
9 | 00000100 00001011 11101111

TaB. 4.2 — Le processus d’exclusion pour une route circulaire avec un retardateur.

Le processus d’exclusion.

Dans la table 4.3, on donne trois simulations avec des densités différentes, en utilisant
la méme notation que précédemment (1 : section occupée, 0 : section libre), et la méme
regle 10 — 01 sur toutes les sections sauf sur le retardateur ou la premiere apparition de
10 (le premier bit correspond au retardateur) donne 10 et sa deuxiéme apparition donne
01. Trois phases apparaissent :

— La phase a faible densité : 0 < d < 1/3. Apreés un temps fini, tous les véhicules

circulent sans géne, ce qui donne f ~ d.

— La phase a haute densité : 2/3 < d < 1. Les espaces libres sont assez peu nombreux
pour qu’ils puissent circuler sans géne, ce qui donne pour un systeme de grande taille
f~1-—d.

— La phase a moyenne densité : 1/3 < d < 2/3. Ni les véhicules, ni les espaces libres
n’arrivent & circuler sans géne a cause du retardateur qui fixe le flot & 1/3 qui est
inférieur au flot des véhicules et au flot des espaces libres s’ils circulaient sans géne.
Dans ce cas, le retardateur est toujours en service. Il laisse passer un véhicule toutes
les trois unités de temps. Le réseau étant connexe, on obtient alors f = 1/3.

172

d

0 f !
0 13 213 1

F1G. 4.4 — Les diagrammes fondamentaux d’une route circulaire dans les cas : 1. classique,
2. avec un retardateur.
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Dérivation du diagramme fondamental en utilisant 1’algébre minplus

La dynamique étant linéaire en minplus, le corollaire 7 s’applique. Sur le graphe
d’événements de la figure 4.3, on distingue quatre types de circuits élémentaires :

— Le circuit extérieur de poids moyen égal a p/(m + 1).

— Le circuit intérieur de poids moyen égal & (m — p)/(m + 1).

— Les m circuits de longueur 2 passant par les deux places a; et a; pour ¢ > 1, de poids

moyen 1/2.

— Le circuit de longueur 2 passant par les deux places a; et aj, de poids moyen 1/3.

Le flot moyen est donc donné par :

f(d) = min _p m-pl = min d 1-d 1 .
m+1"m+1"3 1+1/m’1+1/m’3

Pour une route de grande taille, on a :

f(d) = min{d,1 —d,1/3}.

On obtient alors le diagramme 2 de la figure 4.4.

4.4 Intersection gérée par la priorité a droite

Dans cette section, on présente un modele d’une route circulaire avec une intersection
avec ou sans possibilité de tourner. Pour utiliser la possibilité de tourner et la permission
d’entrer a l'intersection, on a besoin de supposer des réseaux de Pétri non déterministes,
c’est a dire pour lesquels I'existence de plusieurs arcs en aval d’une place est permise. Ceci
impose des contraintes sur la dynamique du systéme, mais ne la définit pas complétement.
Pour préciser la dynamique, on peut soit fixer les proportions empruntant chaque arc
sortant de la place, soit se donner une regle de priorité. Pour gérer ces deux possibilités,
on introduit des réseaux de Pétri fluides avec des poids éventuellement négatifs.

La modélisation d’une intersection avec un réseau de Pétri traditionnel pourrait étre
celle donnée dans la figure 4.5. Ce réseau de Pétri n’est pas un graphe d’événements ;
cependant, suivant L. Libeaut[Lib96], on peut écrire les contraintes sur la dynamique
exprimée par ce réseau de Pétri général :

min |a,+ gt - "% =0, V& ,Vk, (4.3)
ott le nombre cumulé de brilages d’une transition z jusqu’a instant k est noté par z*, et
une place du réseau de Pétri est notée par p.

Ces équations implicites ne déterminent pas completement la dynamique du systeme,
car le probléeme de Cauchy correspondant n’a pas une solution unique. Pour mieux com-
prendre le probleme, considérons le réseau le plus simple de la figure 4.6-gauche.

Ce réseau donne seulement la contrainte sur la dynamique écrite en algebre minplus :
_1m§_1. Les deux composantes x5 et x4 ne sont pas définies d’une fagcon unique.
On utilise ici deux fagons pour compléter cette dynamique, utiles dans la modélisation du

n M n
THTy = ar|
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d4

d4

Dynamique incompléte Routage donné

FiG. 4.6 — Résolution du conflit et obtention de dynamiques homogenes.

trafic routier.

— En se donnant une politique de routage :

n__,.n_ |/ n—1_n—1
11:4 = 373 = al‘l 1’2 ;

ce qui signifie en algebre standard :

— En choisissant une regle de

a+ :E?_l + :Ug_l
2

n__.n __
Ty =x8 =
priorité :

n __ n—1_n—1 n—1
{x3—ax1 xy " /xy

n __ n—1_n—1 n
xry =ax| xy " /ak.

ce qui signifie en algebre standard :

{

o =a+ay  al T -t

o =a+ay ! +al T -2l

Priorité a l'ouest

(4.7)
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Dans les deux cas on obtient un systeme minplus homogéne de degré un.

Finalement, préciser la dynamique du réseau de Pétri d’une maniere a ce que les
trajectoires soient définies d’une fagon unique revient & donner un autre réseau de Pétri
sur lequel chaque place n’a qu’'un seul arc en aval. Le nouveau réseau de Pétri est obtenu
en remplacant chaque place ayant r arcs en aval, par r places ayant chacune un seul arc
en aval, et en introduisant de nouveaux arcs de production, éventuellement a multiplicités
négatives.

4.4.1 Intersection sans possibilité de tourner

Suivant les méthodes de gestion de conflit de la section précédente, on modélise une
route circulaire avec une intersection sans possibilité de tourner, comme il est montré sur
la figure 4.7.

Fi1c. 4.7 — Une route circulaire avec une intersection sans possibilité de tourner.

— le déplacement des véhicules en dehors de 'intersection se fait de la méme fagon que
dans les sections précédentes,

— si deux véhicules, un venant de ’est, I’autre du nord, se présentent a l'intersection,
la priorité est au véhicule venant du nord d’entrer a 'intersection (figure 4.7). Plus
généralement, la priorité est au véhicule qui est a droite de 'autre,

— Dintersection peut contenir un seul véhicule (le cas d’une intersection ayant plusieurs
places est étudié plus loin).

Le réseau de Pétri correspondant a la figure 4.7 est donné sur la figure 4.8. Sur ce réseau
de Pétri, l'intersection est représentée par quatre transitions xi,Zp,Tpt1 €t Tpim et
quatre places @y, Gntm, Gn, Gnim. Les nombres de jetons de 'intersection doivent vérifier
les contraintes suivantes :

— sian =1, alors a, = apm = 0. Dans ce cas 'intersection est occupée par un véhicule
se dirigeant vers 'ouest,

— Sl Gp4m = 1, alors a, = Gn+m = 0. Dans ce cas 'intersection est occupée par un
véhicule se dirigeant vers le sud,

— sl ap = apgym = 0, alors lintersection est libre, et a, = @4+, = 1 donnent la
permission d’accéder a l'intersection.

Le réseau de Pétri de la figure 4.8 est déterministe. Si on note par z* le nombre de briilages
de la transition x; jusqu’a l'instant k, alors sur une route de taille n 4+ m, la dynamique
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F1G. 4.8 — Une route circulaire avec une intersection gérée par la priorité a droite sans
possibilité de tourner.

du réseau s’écrit en algebre minplus comme suit :

k+1 k — .k .
it = a2l @aat,, Vi#En,n+m, (4.8)
k+1 = .k k k k
(Sa) :En+ = anxlxn—l—l/xn—i—m 3] An—1Tp_1,
k+1 _ ~ k .k k+1 k
Ln+m = anerxlanrl/xn D An+m—1Tp4m—1s (410)

Par exemple ’équation 4.10 s’écrit en algebre ordinaire comme suit :

k+1 - k k k+1  — k
Ly = N {aner +a7 + 2 mn+ y Gpgm—1+ mn—i—m—l} :
Le systeme d’équations obtenu est implicite mais triangulaire, donc sa trajectoire est
définie d’une facon unique. Ce systeme peut s’écrire sous une forme matricielle en utilisant
des opérateurs des algebres ordinaire et minplus.

x=D,® (H(5)z),

ota € A2 {ac{0,1}| ananim =0y et a; =1—a;, i #n,n+met @, = Gnim =
1-— Ap — Ap4m-
Ce systeme implicite triangulaire peut s’expliciter facilement comme suit :

xf“ =ai7f  @aal., Yi#nn+m, (4.11)

(Sa) ‘TZ—H = anxlfxfz+1/xfz+m @ anflez—l’ s (412)

k+1 _ ~ k,_k P k_k k k k
LTptm = anerxlanrl/(anxlanrl/anrm D anflxnfl) @ An4+m—1Tp4+m—1> (413)



tel-00349753, version 1 - 4 Jan 2009

Modélisation d’intersections 89

On écrit alors : zF+1 = G, (2F).
Dans ce systeme, la densité d des véhicules est :

n+m

dzn—i—m—l Za,,

et le flot moyen f; des véhicules au niveau d’une section i est égal au taux moyen d’ac-
croissement x; défini par :
= lim z¥/k.

k—o00

On verra plus loin, qu’a cause de la connexité du réseau, les taux d’accroissement y; au
niveau de chaque section s; sont égaux :

X=xi V1<i<n-+m.

Dans ce qui suit, on donne quelques résultats sur l'existence du flot moyen, et sa
dépendance en la densité des véhicules.

On rappelle que l'ordre < sur R*™™ est défini par x < y si x; < y; pour tout 4 allant
del an+m.

Proposition 6. La suite (2¥)ren définie par le systéme S, est monotone sur sa trajectoire,
cest o dire : 20 <zl = 2F < xk“, Vk € N.

Démonstration. On proceéde par récurrence : On a 2 < 2! par hypothese. Supposons pour
un certain k, que 2 < 2%*1 il est clair que

x?“gx;““,WE{1,...,n—l,n—i—l,...,n—i—m—l}.

Si 28*2 = q, 12" alors 252 > a,_jak | > okt

sinon : i i i
k+2 +1 +1 +1
xy = apry /T
k+1_ k+1 k k+1
> GnTq Lpt1 (a/nerxlxn-H/m )
k+1 7, ky (o k41 k+1
> (27" /2 (2 n+1/$n+1)$
> phtl
s k2 k+1 k+2 k k+1
Si Ty m = Gntm—1T, 1 alors TR0 > Gnm— 1T L 1 2 Ty,
sinon :
k+2 ARSI S
Tpam = OngmTq n—}—l/x
k+1,_ k+1 k1 k1 o ket
> Aptm®y Lpiq (anxl n+1/xn+m)
_ k+1
- anrm'

Donc zF < 2**1 Vk e Nm
On définit 'ensemble C, pour a € A par C, = {z € R""" z < S,(z)}.
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Proposition 7. Il existe une unique condition initiale 0 (a4 une constante additive prés)
du systéme (S,) qui garantit pour tout a dans A la croissance de la suite (z*)pen définie
par (S,) . Cette condition est z° = A1 avec A € R et 1 = ¥(1,1,--- ,1). Cest a dire :
Naca Ca = {1, A € R}.

Démonstration. Sixz = Al alors Hr = z,d’ot: D® (Hz) = DRz > x. SiVA € R,z # A1,
alors :

— ou bien i # n,n + m tel que : x; # x;11, dans ce cas, si x; < x;41 alors a; = 0
donne a;x; < w;11, et si x; > ;41 alors a; = 1 donne a;x;41 < x;, ce qui veut dire
que = & (yea Cas

— ou bien x,, # x,11, dans ce cas, si ¥, < Tp4+1 alors, a, = 0 donne a,x, < Tpt1, €t
si & > Tpy alors 1 > i et donc apqy = 0 donne 1 > GpamTnim, ce qui veut
dire aussi que x ¢ (,c 4 Ca-

Dot ,c4Ca=1{M, AeER} m
Remarque 4. Dans la suite on prendra toujours la condition initiale = 0. La proposition
7 nous assure que le flot moyen existe et qu’il est positif ou nul.

Proposition 8. La suite (z¥)pen est sous-linéaire (croit au plus linéairement), c’est a
dire : du,a € R, V1 Sign—i—m,VkEN:xf < uk + a.

Démonstration. On vérifie que ¥+ = S, (2¥) < A®2¥, ol A est une matrice minplus de
taille n + m donnée par :

(¢ @ ¢ € € anerfl_
ay € as € €
3 a9 3
an—1
A= Ap—1 3 £ B
an € an+1 €
Gn+1 € Gpt2 € €
€ An+2 €
€ e . Gntm—1
e € e e e Gpdgme1 e

La suite (2¥)ren est donc majorée par une suite donnée par un systeme linéaire minplus
dont la matrice représentative est & coefficients positifs ou nuls B

Proposition 9. Partant de 2° = 0, la suite (x*)pen est sur-linéaire (croit au moins
linéairement), c’est a dire : In,f € R,V1 <i<n+m,Vk € N: a:f >nk+ 5.

Démonstration. On a ’estimation :

2

k =k :
i = a1y B Ay g, Vi # n,n+m,

k+1

k+1 = k..k k = k
$n+ > a’nerxlxn—l—l/anrm D arry 2 (an+m/an+1 D a1)$1,

k+1

Lntm > (aner/al @ an+1)$ﬁ+1,
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La suite (2¥)en est donc minorée par une suite donnée par un systéme linéaire minplus m

Proposition 10. Partant de 2 = 0, la distance entre les trajectoires de chaque couple
d’états de la suite (x¥)pen est bornée. Cest a dire :

ey >0,Sup|xf—x?| <ec, Vi,je{l,---,n+m}.
keN

De plus
VT,3cy > 0,5up |of — 21| < T, Vi, € {1,--- ,n+m}.
keN

Démonstration. La suite (z¥)rcy est majorée par la suite donnée par le systéme linéaire
minplus ¥t = A ® ¥ oli A est la matrice donnée dans la preuve de la proposition 8. Le
résultat découle alors du fait que la matrice A est irréductible m

Corollaire 8. Partant de z° = 0, si le systéeme (S) admet un vecteur tauz d’accroissement
X, alors x >0 et x; = x;,Vi,j € {1,2,...,n}.

Démonstration. x > 0 résulte de la proposition 6, et x; = X, Vi, j résulte de la propos-
tion 10 m

Lorsque le taux d’accroissement y existe et vérifie x; = x;,Vi,j € {1,2,...,n}, on
note aussi par x le nombre réel positif ou nul y;.

Dans ce qui suit, on s’intéresse au cas ou la route prioritaire est plus petite que la route
non prioritaire. Dans ce cas on est capable de calculer une valeur propre du systeme.

Etude du probléme de valeur propre

Le probleme de valeur propre associé au systéme (4.8 - 4.10) s’écrit :

AT, = @;i—1Ti—1 D a;Tiy1, 1 £ L,n,n+1,n+m (4.14)
ALy, = Gp1Zn41/(ATptm) O Gp—1Tp—1 , (4.15)
Aptm = Gptm@1Tn4+1/Tn D Gntm—1Tntm—1 » (4.16)
AL1 = GnamTnim O A122 , (4.17)
ATpi1l = QpimTn © Gni1Tyio , (4.18)
Dans ce qui suit on suppose a € A, et on introduit les notations suivantes b, = ®;-:11aj,

_ aon—1— _ ont+m—1_ L _ ontm—1_
bp = ®; a5, by = @1 a5 et by = @570 ay

Proposition 11. Si le systéme (4.14 - 4.18) admet une solution (\,x), alors A < 1/4 et
ce systeme est équivalent au systéme suivant :

AT = @i 171 D @;Tiy1, 1 £ Lin,n+1,n+m (4.19)
ALy = @nZ1Tn41/(Apim) O bnxl/)\"72 , (4.20)
ALpim = Gnim@1Tng1/Tn ® bypTpp1 /N2, (4.21)
AL1 = GpamTnim P l_)nﬂ:n/)\"_Q , (4.22)
ALpi1 = Xy O l_),ﬁ,banr,ﬁ,L/)\m*2 , (4.23)



tel-00349753, version 1 - 4 Jan 2009

92 Modélisation d’intersections

Démonstration. Des équations (4.15),(4.17), et (4.18), on a :

— 2
Tp < anxlanrl/anrm/)\
1 < aneranrm/)\
Tn+41 < anxn/)\

La produit (minplus) de ces trois inéquations terme & terme, sachant que a, + aptm +
dn+m = 1, donne A < 1/4. L’équivalence des deux systémes peut facilement étre obtenue
par récurrence sur n et m en utilisant A < 1/4 m

Proposition 12. Si A > 0 alors les deux systémes (4.14 - 4.18) et (4.19 - 4.23) sont
équivalents au systéme suivant :

x; = ai,lxi,l/)\@dixiﬂ/)\, 1#Z1L,n,n+1,n+m (424)
Ty = (G /b)) TI N2 ® by N (4.25)
Trgm = bnZpy1 /A™L (4.26)
T1 = QpymTntm/ A D l_)nxn/)\"_l , (4.27)
Tptl = QpTp /A D Bmanrm/)\m*l , (4.28)
Démonstration. En multipliant (4.20) par @4, et (4.21) par z,, on obtient :
TnTnim = Eznxlxn+1/)\2 &) bnazlanrm/)\"*Q , (4.29)
TnTrim = GnpmT1Tns1/ A D bypTpi1T, /A™ 2 (4.30)

A >0 et a, = apyy donnent :
_ 2 _
anxlanrl/)\ < anerxlanrl/)\

et & droite de 1’équation (4.30) le minimum est atteint & by, 417, /A™ 2, donc (4.26) est
vérifiée. En substituant x,,1,, dans (4.20), on obtient (4.25). Ce qui donne le résultat m

Théoréme 27. Si A\ > 0 alors le systeme (4.24 - 4.28) est linéaire minplus. Si de plus
n > m alors ce systéme est causal et A est donnée par :

. n+m-—1 1 n n+m-—1
A=min{ ——— d, -, — dp.
n-+m 4 " n—-—m+2 n—m-+2

(4.31)

1 n+m
nrm—1 2ui=1 @i-

avec d =

Démonstration. Les équations (4.25), (4.26), (4.27) et (4.28) forment un systéme auto-
nome. Sur ce systeme, en effectuant le changement de variable suivant : 27 = 21 A™ !, 29 =
Tp, 23 = Tpt1 €6 24 = xn+m)\m*1, on obtient :

20 = (@ /bm) 21 /A2 © b2y JNTT2
z4 = bpzs

21 = Qppmza A D bpzg /AT

23 = Anzo /X ® b2y /N2
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Il correspond a la dynamique linéaire minplus z = A(J) ® z ou z est le vecteur colonne
(21, 22, 23, 24) et A(S) est donnée par :

€ byo™™ ™ e Qgm0
G /by 02 @ b6 tm—2 € £ £

A(0) = / € and e bypdim?
€ € b €

Ce systeme est causal si et seulement si n > m. Le graphe associé a A(J) est donné sur la

A

z7
F1G. 4.9 — Le graphe associé a A(9).
figure 4.9. Ce graphe est fortement connexe, donc A(d) est irréductible. On distingue trois

circuits dans ce graphe :
— le circuit z; — z, — 21 de poids moyen égal a :

,{bn+bn an+bn—bm} ,{1 n—(n—i—m—l)d}
min = min 5 )

2n—2" n—m+2 ’ n—m-+2

— le circuit zp+1 — Zntm — 2n+1 de polds moyen é al & botbn quj est égal & 1/2
+ + + p Y g om—2 4 g )

— le circuit 21 — 2, — 2p41 — Zn+m — 21 de poids moyen égal a :

,{an—bm+an+bm+an+m bn+an—|—bm+an+m} ,{1 n+m-—1 }
min , = min<-, ————d,,

4 n—+m 4 n—+m
d’ou le résultat m

Corollaire 9. Si A > 0 et n et m sont assez grands tels que n > m, alors la valeur propre
A du systéme (4.24 - 4.28) est donnée par :

1 1 1+r
A=min{d, =, —— — d
mm{’4’1—r 1—r }

. d
our ;fm/n< 1.
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Remarque 5. On n’a aucun résultat théorique sur la stabilité du vecteur propre associé
a la valeur propre A. Si c¢’était le cas, alors compte tenu du corollaire 8, le taux moyen
d’accroissement du systeéme, qui correspond au flot moyen des véhicules f, serait, dans le
cas n > m, égal a A si A est strictement positif et & zéro sinon, c’est a dire f serait égal a
AT donné par :

-1 1 -1
AT =max <0, min wd, -, " _ntm d . (4.32)
n-+m 4 " n—-m+2 n—m-+2

Si de plus n et m sont assez grands, AT est donné par :

1 1 147
= i z — 4
A maX{O,mm{d, O 1—rd}}’ (4.33)

On verra plus loin que les simulations numériques montrent que ’égalité f = AT n’est pas
toujours vérifiée. Cependant, les deux quantités sont tres proches, et méme égales dans
plusieurs situations (voir les figures 4.16, 4.17 et 4.18).

Ezemple 18. On fait varier 7 dans ]0,1[ et on obtient les quantités A* correspondantes
données dans la table 4.3 et sur la figure 4.10.

r AT

1/5 || max{0, min{d, 1/4, 5/4 — 3/2 d}}
1/4 || max{0, min{d, 1/4, 4/3 —5/3 d}}
1/3 || max{0, min{d, 1/4, 3/2 —1/2 d}}
1/2 || max{0, min{d, 1/4, 2 — 3d}}

2/3 || max{0, min{d, 1/4, 3 — 5d}}

3/4 || max{0, min{d, 1/4, 4 — 7d}}

TAB. 4.3 — Dépendance de AT avec le rapport 7 entre les tailles des deux routes.

0.25

R T T B A A R B

FI1G. 4.10 — Dépendance de AT avec le rapport r entre les tailles des deux routes.
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Résultats numériques

La simulation du systéeme de deux routes circulaires avec une intersection sans possi-
bilité de tourner gérée par la priorité a droite revient a appliquer la dynamique :

r=D® (H(0)x).

A TPaide de la boite a outils Mazplus de Scilab, on construit les deux matrices H(d) et D
et on intégre cette dynamique pendant une durée de temps suffisante.

Sur les figures 4.16, 4.17 et 4.18 on compare, pour trois valeurs de r : 1/3,1/5 et 1/9, les
deux quantités AT (qui est la projection de la valeur propre A sur R ) et f (qui est le flot
des véhicules donné par le taux d’accroissement du systéme simulé).Sur ces diagrammes,
les points (d,A\T) sont représentés par des signes + liés avec un trait discontinu, et les
points (d, f) sont représentés par des losanges liés avec un trait continu.

Remarque 6. Sur les figures 4.11, 4.12, 4.13, 4.14 et 4.15 la taille d’une section sur la
route prioritaire n’est pas égale (est supérieure) a la taille d’une section sur la route non
prioritaire. Ceci est di au fait que les deux routes ont des tailles différentes, et qu’elles
sont représentées par deux cercles de méme périmetre.

Ces diagrammes correspondent tous au cas n > m. On distingue quatre phases du
trafic.

1. La phase libre : 0 < d < 1/4. Dans ce cas f et AT sont quasiment égaux (on sait
qu'il existe des exemples ott f est légérement inférieur & A1). En général les véhicules
se séparent de fagon a circuler sans géne. L’intersection n’a donc aucun effet, et le
systeme se comporte comme une route circulaire. On a alors f = d.

72

prioritaire

-~

prioritaire

/9

prioritaire

/9

prioritaire

v >

Y ¥ ¥ temps: 50 et 110 M temps : 70 e temps : 90

F1G. 4.11 — La position initiale et la position asymptotiquement périodique des véhicules
dans le cas de la phase libre. n = 50, m = 10 et le nombre de véhicules est égal a 10.

2. La phase de saturation : 1/4 < d < (34 7r)/(4(1 +r)). Dans ce cas, f et AT sont
quasiment égaux. Un régime périodique est atteint l'intersection sert sans arrét sans
qu’elle soit génée, et ol en moyenne un nombre de véhicules égal a un quart du
nombre total de sections avance a chaque instant. On a alors f = 1/4.
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/9

7 7

prioritaire prioritaire prioritaire

ad

<
temps: 60

-3 g
YvvwrY

Vv

temps: 0 7 temps: 50 et 70

~
vy vy

F1G. 4.12 — La position initiale et la position asymptotiquement périodique des véhicules
dans le cas de la phase de saturation. n = 50,m = 10 et le nombre de véhicules est
égal a 30.

3. La phase de récession : (3+1r)/(4(1 + 1)) < d < 1/(1 +r). Dans ce cas il y a
suffisamment de véhicules a I’entrée de l'intersection pour qu’elle puisse servir sans
arrét, mais il y a aussi des véhicules a sa sortie qui 'empéche de le faire. L’intersection
n’est donc pas & sa vitesse maximale. f et AT sont en général différents, mais la courbe
de f, qui est décroissante par morceaux (en forme d’un escalier), reste autour de celle
de AT qui est linéairement décroissante. Le nombre de marches de I'escalier de la
courbe de f augmente quand r tend vers zéro tandis que leur longueur diminue et
que la pente des marches augmente en valeur absolue. On discutera ce phénomene
en détail dans des publications a venir.

/9

prioritaire prioritaire prioritaire

>,

Macaadid temps : 68

-

YY" temps: 0 ' temps: 30 et 88

F1G. 4.13 — La position initiale et la position asymptotiquement périodique des véhicules
dans le cas de la phase de récession. n = 50, m = 10 et le nombre de véhicules est égal a 44.

prioritaire

prioritaire

ad
> ~
YvvwvY v 5

temps: 0 Mt temps: 90 et 142 e temps : 130 v
F1G. 4.14 — La position initiale et la position asymptotiquement périodique des véhicules

dans le cas de la phase de récession. n = 50, m = 10 et le nombre de véhicules est égal a 45.

4. La phase de blocage : 1/(1 + 1) < d < 1. Dés que le nombre total de véhicules
dépasse la taille de la route non prioritaire, cette derniere se remplit et bloque tout
le systeme.
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/9

prioritaire

>,

<
T temps> 12 Y v

-, -
>3, ==
Ao aad

temps: 0 ¥

F1G. 4.15 — La position initiale et la position asymptotiquement périodique des véhicules
dans le cas de la phase de blocage. n = 50, m = 10 et le nombre de véhicules est égal a 55.

0.25 Ww&ﬁ
|

I T
R
+

FIG. 4.16 — En continu le flot en fonction de la densité, et en discontinu, la quantité AT
en fonction de la densité. n = 45,m = 15 donc r = 1/3.

0.25 7

FIG. 4.17 — En continu le flot en fonction de la densité, et en discontinu, la quantité AT
en fonction de la densité. n = 50, m = 10 donc r = 1/5.
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0.25 7

FIG. 4.18 — En continu le flot en fonction de la densité, et en discontinu, la quantité AT
en fonction de la densité. n = 54,m = 6 donc r = 1/9.

4.4.2 Intersection avec possibilité de tourner

Dans cette section on s’intéresse au cas d’un systeme de deux routes circulaires et une
intersection avec possibilité de tourner gérée par la priorité a droite (figure 4.19). Pour

Fi1c. 4.19 — Deux routes circulaires et une intersection avec possibilité de tourner.

simplifier la discussion, on suppose que la moitié des véhicules choisissent une direction
et lautre moitié l'autre direction. On réalise cette contrainte en comptant les véhicules
entrant dans l'intersection, les numéros pairs prennent une direction les impairs une autre
(ce mécanisme s’adapte clairement & d’autres proportions). La priorité est au véhicule qui
est a droite de 'autre. L’intersection peut contenir un seul véhicule.

Le réseau de Pétri qui modélise le systéeme de deux routes circulaires et une intersection
avec possibilité de tourner est donné sur la figure 4.20. Sur ce réseau, l'intersection est
représentée par quatre transitions qi, g2, gn €t ¢nim €t quatre places an, Gntm, Gn, Gntm-
Si a, = 1, alors @, = Gn+m = 0 et lintersection est occupée par un véhicule se dirigeant
vers le sud. Si ay4y = 1, alors @, = Gnp1m = 0 et U'intersection est occupée par un véhicule
se dirigeant vers 'ouest. Si a,, = @y, = 0, alors l'intersection est libre, et @, = Gpim = 1
donnent la permission d’entrer a l'intersection.
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F1G. 4.20 — Une intersection gérée par la priorité a droite.

Le réseau de Pétri de la figure 4.20 est déterministe. Si on note par x’; le nombre de
brilages de la transition g jusqu’a I'instant k, alors sur un systéme de deux routes (la taille
de la route non prioritaire étant égale a n et celle de la route prioritaire étant égale a m)
la dynamique du réseau s’écrit en algebre minplus :

k+1 __ k — _k
Ty = ag-1Tg_ 1 D AgTgyy, (4.34)
ge{2,....n—1,n+2,...,n+m—1},
k+1 ~ k. k k+1 k
anr = a’nxlanrl/mnim Dan1T, 1, (435)
AWA k+1 _ = k, .k k k
(Sa) : Ln+m = an—l—mxlanrl/xn D An+m—1Tp4m—1 » (436)
k+1 = .k
e = anm ’V xﬁxfwrm-‘ G a1y , (4.37)
k+1 __ k — k
T, = ap { m’flxn+mJ D Uny1Ty, 9 (4.38)

ou la racine carrée minplus notée /- est la division standard par 2 et Popérateur |-| (resp.
[-])dénote la partie entiere par défaut (resp. par exces), c-a-d : |x] = maxy € Nyy <z
(resp. [x] = miny € N,y > z). Par exemple ’équation (4.37) s’écrit en algebre ordinaire

comme suit :
k k
k1 . T, + T _
it = min {an+m + [w Jap +ak b

2

Le systeme d’équations obtenu est implicite mais triangulaire, sa trajectoire est donc
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définie d’une fagon unique.

Une version continue de ce systéme, ou il n’est pas nécessaire d’avoir des nombres
entiers de jetons pour qu’une transition commence & briiler?, est obtenue en négligeant les
parties entieres. Les deux équations (4.37) et (4.38) sont alors remplacées, respectivement

par :
k+1 —~ k

o7t = apamy/akak @ aiah (4.39)
k+1 __ k = k

Ty = /TRy @ Gty - (4.40)

Dans ce cas, le systéme peut s’écrire sous une forme matricielle en combinant des opérateurs
de l’algebre ordinaire avec ceux de ’algebre minplus :

r=D® (H(0)x).

On veut résoudre le systeme (S7) sans en négligeant les parties entieres, ¢’est a dire résoudre
le systeme :
{(4.34),(4.35),(4.36),(4.39) et (4.40)}, (4.41)

ou les parametres de marquages a; et a; sont dans ’ensemble A défini précédemment.

En suivant la méme démarche utilisée dans la sous-section 4.4.1, on peut montrer que la
résolution du probléme de valeur propre associé au systeme (4.41) revient, sous 'hypotheése
A > 0 a résoudre le probleme suivant :

21 = Qpn4mV/ Z2Z4/)\ ® an2/)\n7m >
29 = (dn/bm)zl/)\Q D bnzl/)\n+m72 ,
23 = Gpy/Z222) A ® by JN™72

24 = me3 )
Ce systeme correspond a une équation de la programmation dynamique d’un probleme de

controle optimal stochastique. Il est causal si et seulement n > m.

Théoréme 28. La valeur propre du systeme {(4.42) - (4.45)} est la méme que celle
donnée dans le théoréme 27, c’est a dire :

. n+m-—1 1 n n+m-—1
A=miny ——d,—, — dp.
n+m 4" " n—m+2 n—m-+2

. _ 1 n+m .
0l d = gy D sy G-

nt+m—1 d 1 n _ nt+m—1 d
n+m 4 ) n—m+42 n—m-+2 :

Démonstration. Notons par p la quantité g = min {

— Si d est telle que u = %mm_l d, alors on vérifie que la solution (A, z) du systéme
{(4.42) - (4.45)} est donnée par :

—1
Ao EmoL

n—+m

2Le minimum des nombres réels de jetons dans les places en amont de chaque transition sont consommés.
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z1 €

29 bn/)\n+m72
<3 B an/aner
Z4 anbm/an-l—m

qui est solution du systeme :

21 = Gn+tm/ Z224/>\ s
29 = bpzy A2

23 = ap\/2224/ X ,

Z4 = bng )

On vérifie que la solution du systéme dessus est aussi solution du systéme {(4.42) -
(4.45)}. En effet :
— [bpzo /A" /21 = (1/A2)" L > e car A < 1/4.
= [(@n )21 [N =1 > €
en utilisant A\ = (n +m —1)/(n+m) det d =[S " a;]/(n+m —1).
— [bnza /N2 [an /anim) = (1/A2)™"1 > e car A < 1/4.
— Si d est telle que p = 1/4, alors on vérifie que la solution (A, z) du systeme {(4.42)
- (4.45)} est donnée par :

A=pu=1/4,
z1 €
29 @n/bm/)\2
Z3 an/an—l—m
zZ4 anbm/aner

qui est solution du systeme :
21 = Gn+tm/ Z224/>\ ,
29 = (dn/bm)zl/)\Q ,
23 = ap\/2224/ X ,

Z4 = bng )

On vérifie de la méme fagon que précédemment que la solution du systeme dessus
est aussi solution du systeme {(4.42) - (4.45)}.

— Sid est telle que pp = =1 — Zt%;% d, alors on vérifie que la solution (A, z) du
systeme {(4.42) - (4.45)} est donnée par :
n n+m-—1
A = /’I’ = —_ N

n—-—m+2 n—m-+42
Z1 (&
z| C_Ln/bm/)\2
23 1/anim/bm /N3]
24 1/ansm /N3

qui est solution du systeme :

Z1 = anZ/)\nim 5
29 = (dn/bm)zl/)\Q R
23 = anza/ X,

24 = b2z,
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On vérifie de la méme facon que précédemment que la solution du systéeme dessus
est aussi solution du systeme {(4.42) - (4.45)}.
d’ott le résultat m

Corollaire 10. Si A > 0 et n et m sont assez grands tels que n > m, alors la valeur
propre A du systéeme (4.41) est donnée par :

)\:min{d, i, 1 1+Td},

1—7r 1—7r

our=m/n<1.

Remarque 7. Comme dans le cas d’une intersection sans possibilité de tourner, on n’a
aucun résultat théorique sur la stabilité du vecteur propre associé a la valeur propre A. Si
¢’était le cas le taux moyen d’accroissement du systeéme, qui correspond au flot moyen des
véhicules f, serait, dans le cas n > m, égal a A si A est strictement positif et & zéro sinon,
c’est & dire f serait égal & AT donné dans (4.32) (ou (4.33) dans le cas ot n et m sont
assez grands).

Les simulations numériques montrent que 1’égalité f = AT n’est pas toujours vérifiée.
Cependant, les deux quantités sont tres proches (voir les figures 4.25, 4.26 et 4.27), beau-
coup plus proches que dans le cas d’intersection sans possibilité de tourner, et méme égales
dans plusieurs situations. De plus, dans ce cas (intersection avec possibilité de tourner), les
quatre phases du trafic sont completement interprétées, et les diagrammes fondamentaux
sur chacune des deux routes (prioritaire et non prioritaire) sont déduits.

Interprétation des phases du trafic dans le cas n > m

Lorsque n > m , on obtient un diagramme fondamental a quatre phases qui s’interprete
comme suit :

1. La phase libre : 0 < d < 1/4. Dans ce cas, les véhicules se séparent d’une fagon
a circuler sans géne. L’intersection n’a donc aucun effet, et le systéme se comporte
comme une seule route circulaire. On a alors f = d.

prioritaire prioritaire

> -

temps: 0 v temps: 52

A

F1a. 4.21 — La position initiale (aléatoire) et la position asymptotiquement périodique
des véhicules dans le cas de la phase libre. n = 40, m = 20 et le nombre de véhicules est
égal a 12.

2. La phase de saturation : 1/4 < d < (34r)/(4(1+r)). Dans ce cas l'intersection est &
sa vitesse maximale, la priorité s’applique et il y a plus de véhicules sur la route non
prioritaire que sur autre. En effet, entrée de la route prioritaire est majorée par la
vitesse maximale de U'intersection qui est égale a 1/4, et sa sortie est prioritaire, donc
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majorée aussi par 1/4. Apreés une phase transitoire, le trafic sur cette route est donc
fluide, et la densité est déterminée par son entrée qui est égale a 1/4 pour des raisons
d’équilibre entre les flots d’entrée et de sortie. La densité sur la route prioritaire reste
fixe durant cette phase. Ceci veut dire que tous les véhicules supplémentaires, par
rapport & la densité globale de 1/4 s’accumulent sur la route non prioritaire. Notons
par N le nombre total de véhicules dans le systeme. Durant cette phase, le nombre
de véhicules sur la route prioritaire est égal & m/4. Le reste des véhicules, c’est a
dire N —m/4 se trouve alors sur l'autre route. La route non prioritaire se comporte
alors comme une route circulaire avec un retardateur, voir la section 4.3.2. La route
prioritaire est juste servie par I’autre. L’intersection joue le réle du retardateur. Le
flot maximal est égal & 1/4. Sur une route circulaire avec un retardateur le flot
maximal 1/4 est obtenu pour une densité d’ vérifiant 1/4 < d’ < 3/4, voir la section
4.3.2. On déduit que la phase de saturation correspond & un nombre de véhicules N
vérifiant : n/4 < N —m/4 < 3n/4. On vérifie alors que :

3+7r

= TEEEa

<N—T<3—n <d<
= 1= S0

1
4

o~ 3

Notons que sur le diagramme donné dans 4.33, I'intersection entre les deux segments
f=det f=1/4sefait a d =1/4, et lintersection des deux segments f = 1/4 et
f=1/0—=r)=Q+7r)/(1—r)dsefait ad=3+7r)/(4(1+7r)).

prioritaire prioritaire

> A
A= 24 -

v

temps: 0 temps:k’::-:‘vv v
F1G. 4.22 — La position initiale et la position asymptotiquement périodique des véhicules
dans le cas de la phase de saturation. n = 40,m = 20 et le nombre de véhicules est

égal a 30.

3. La phase de récession : (3+1)/(4(1 +r)) < d < 1/(1 4 r). Durant cette phase, le
nombre de véhicules dans la route non prioritaire est assez grand pour que le flot
soit inférieur a 1/4, mais reste insuffisant pour la remplir et provoquer un blocage
(voir la phase de blocage ci-dessous). On a alors un flot global inférieur & 1/4.

Durant cette phase, un phénomene de pompage de véhicules de la route prioritaire
vers la route non prioritaire est observé, c’est a dire qu’en augmentant la densité
globale des véhicules, la densité des véhicules sur la route prioritaire décroit, la
densité des véhicules dans la route non prioritaire dépasse 3/4, et son flot est inférieur
a 1/4. La route prioritaire étant alimentée avec un tel flot, et son flot de sortie
pouvant monter jusqu’a 1/4, la densité des véhicules sur la route prioritaire est égale
au flot global qui est le flot dans la route non prioritaire, et qui est inférieur a 1/4.
Ainsi, en augmentant la densité totale des véhicules, la densité des véhicules dans la
route prioritaire diminue, ce qui explique le pompage observé.
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Le point d = 1/(1 + r) correspond & un nombre total de véhicules égal a la taille de
la route non prioritaire (N = n), qui donne une densité d =n/(n+m) =1/(1+r).

On a alors : 5 5 )
Mo o 2FT ac .
4 - 4 — 41 4r) = T 1+

Le flot obtenu durant cette phase s’interprete de la fagon suivante : notons par z le
nombre de véhicules sur la route prioritaire. Le trafic étant fluide sur cette route, le
flot correspondant, qui est ausi le flot global, f est donné par :

x

f= (4.46)

m

Sur la route non prioritaire on a alors N — x véhicules. Cette route se compor-

tant comme une route circulaire avec un retardateur sur laquelle on a une densité

supérieur a 3/4, le flot sur cette route, qui est ausi le flot global, f est donné par :
n—(N—uzx)

f=——" (4.47)

Des deux expressions du flot (4.46) et (4.47), on déduit :

r  n—(N-—u)
m n ’
ce qui donne :
- N
x:m(n )7
n—m

d’ou :

prioritaire

prioritaire

Y/

< < > <
temps: 107 et 157 v ¥ temps:132 YYvYY

prioritaire

F1G. 4.23 — La position initiale et la position asymptotiquement périodique des véhicules
dans le cas de la phase de récession. n = 40, m = 20 et le nombre de véhicules est égal a 37.

. La phase de blocage : 1/(1 +r) < d < 1. Deés que le nombre total de véhicules

dépasse la taille de la route non prioritaire, un blocage apparait. Dans ce cas, la
route non prioritaire se remplit et & un certain moment, le véhicule se trouvant dans
I'intersection va vouloir entrer dans cette route et bloquera ainsi I'intersection donc
tout le systeme. le flot durant cette phase est donc nul f = 0.
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prioritaire

v temps:Ovv vy
F1G. 4.24 — La position initiale et la position asymptotiquement périodique des véhicules
dans le cas de la phase de blocage.n = 40, m = 20 et le nombre de véhicules est égal a 50.

Sur les figures 4.25, 4.26 et 4.27 on compare, pour trois valeurs de r : 1/3,1/5 et 1/9, les
deux quantités AT (qui est la projection de la valeur propre A sur R ) et f (qui est le flot
des véhicules donné par le taux d’accroissement du systéme simulé). Sur ces diagrammes,
les points (d,A\T) sont représentés par des signes + liés avec un trait discontinu, et les
points (d, f) sont représentés par des losanges liés avec un trait continu.
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FI1G. 4.25 — En continu le flot en fonction de la densité, et en discontinu, la quantité AT
en fonction de la densité. n = 45,m = 15 donc r = 1/3.

Le diagramme fondamental sur chaque route

Pour avoir les diagrammes fondamentaux sur chacune des routes, il suffit de déterminer
les densités des véhicules sur les deux routes. On note par d,, et d, les densités respectives
des routes prioritaire et non prioritaire. Il est alors facile de vérifier la relation suivante :

_rd+1
14 " 14

. (4.48)

En raisonnant sur la densité d,,, des véhicules sur la route prioritaire, on obtient les dia-
grammes fondamentaux sur chacune des deux routes, voir la figure (4.28).

1. La phase libre.
Dans ce cas, on a d = d,, = d, = f donc les deux diagrammes sont f = d,,, et f = dj
avec 0 < d,, <1/4et0<d, <1/4.
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FIG. 4.26 — En continu le flot en fonction de la densité, et en discontinu, la quantité AT
en fonction de la densité. n = 50, m = 10 donc r = 1/5.
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FI1G. 4.27 — En continu le flot en fonction de la densité, et en discontinu, la quantité AT
en fonction de la densité. n = 54,m = 6 donc r = 1/9.
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2. La phase de saturation.
Dans ce cas d,, est constant et est égal a 1/4. Comme le flot aussi est contant et
est égal a 1/4, on déduit que le diagramme fondamental de la route prioritaire est
donné par I'unique point (1/4,1/4).
De la relation (4.48), on déduit que d,, = (1 4 r)d —r/4, d’ou :

1 3+7r 1 3
- <d< — - <d, < -.
130y T 1=y
Donc le diagramme fondamental de la route non prioritaire est donné par le segment
[(1/4,1/4) , (3/4,1/4)].
3. La phase de récession.
Dans ce cas,on a d,, = f=1/(1—r)— (1 +7)/(1 —7) d. On remarque que d,, est
inversement proportionnel a d, et on a :
ﬂ <d<
41+r) = ~ 14r
d’ou le diagramme fondamental de la route prioritaire est donné par le segment
[(1/4,1/4) , (0,0)].
De la relation (4.48), on déduit que d,, = (1+7)/(1 —r) d —r/(1 —r). On vérifie
que :

0<dn<

e

1 147
1=dn= 1—r 1-—v7 d=17
Donc le diagramme fondamental de la route non prioritaire est f = 1 — d,, et est
donné par le segment [(3/4,1/4) , (1,0)].
4. La phase de blocage.
Dans ce cas, on a d, =1 et f =0, donc le diagramme fondamental de la route non
prioritaire est donné par 'unique point (1,0).
De la relation (4.48), on déduit que d,,, = (1 +r)/r d — 1/r. On vérifie alors que :

<d<1 = 0<d4d,<L
1+r— — -

Donc le diagramme fondamental de la route prioritaire est donné par le segment
[(0,0) , (1,0)].

Le diagramme fondamental global

Sur les deux figures 4.29 et 4.30 on vérifie la dépendance du diagramme fondamental
du trafic d’une route circulaire et une intersection avec le rapport entre la taille de la
route prioritaire et la taille de la route non prioritaire. Sur la figure 4.29, on fait varier
les tailles des deux routes en fixant le rapport entre elles, et on montre les diagrammes
fondamentaux obtenus. on remarque qu’on a pratiquement le méme diagramme. Sur la
figure 4.30, on fait varier le rapport entre les tailles des deux routes et on montre les
diagrammes fondamentaux obtenus. On remarque que le méme type de dépendance que
celui obtenu théoriquement dans le cas n > m est obtenu dans le cas n < m, sauf que
dans ce dernier, la phase de récession n’apparait pas. On a alors une discontinuité du
diagramme fondamental ot on passe d’une facon brutale de la valeur maximale du flot sur
la phase de saturation au blocage (flot nul) sur la phase de blocage.
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Fig. 4.28 — Le diagramme fondamental sur chaque route. 1 : phase libre, 2 : phase de
saturation, 3 : phase de récession, 4 : phase de blocage.
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Fic. 4.29 — Le diagramme fondamental du trafic d’une route circulaire avec une intersection
gérée par la priorité a droite sans possibilité de tourner, les tailles varient en fixant le
rapport entre elles.

Analyse du diagramme fondamental

Les phases du diagramme fondamental peuvent étre interprétées méme dans le cas
n < m pour lequel on n’a pas de résultat théorique. Dans le cas n > m, le diagramme
fondamental a quatre phases. Dans le cas n < m, il peut y avoir deux ou trois phases : une
phase libre, éventuellement une phase de saturation, et une phase de blocage. La phase de
récession ne peut pas apparaitre dans le cas n < m, car le blocage anticipe la récession.
En effet, on a :

Ceci veut dire que le nombre suffisant de véhicules pour avoir un blocage est inférieur au
nombre nécessaire de véhicules pour avoir une récession. L’analyse des quatre phases du
cas n > m reste valable pour le cas n < m.

Lecasn<m

1. La phase libre. (0 < d <min{1/4,1/(1 +1)}).
Dans ce cas, comme dans le cas n > m, les véhicules arrivent a se séparer suffisem-
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Fi1G. 4.30 — Le diagramme fondamental du trafic d’une route circulaire avec une intersection

géré par la priorité a droite sans possibilité de tourner, le rapport entre les tailles des deux
routes varie entre 1 et 10.

ment pour circuler sans géne. On a alors f =d. Si 1/(1+7r) < 1/4 c’est a dire r > 3
ou encore m > 3n, un blocage apparait avant d’atteindre la densité 1/4.

2. La phase de saturation. (1/4 < d < max{1/4,1/(1 +1)}).
Cette phase n’apparait que si 1/(1 +r) > 1/4 c’est a dire r < 3 ou encore m < 3n,
car la phase de blocage débute a d = 1/(1 4 r) qui correspond & N = n. Dans le cas
ou cette phase apparait, le flot n’est limité que par la vitesse de I'intersection, on a

alors f = 1/4.
3. La phase de blocage. (1/(14+r) <d<1).

Deés que d > 1/(1 +r), c’est a dire N > n, la route non prioritaire peut se remplir,
et un blocage du systeme apparait surement.

Ezxemple 19. Sur la figure 4.31, on montre, a gauche, 'exemple d’un diagramme fonda-
mental a trois phases, et a droite I’exemple d’un diagramme fondamental & deux phases.

n=20,m=40,r=2 n=10,m=40,r=4
f f
14 14l
1/5F
d d
0 L 0 1 1
0 14 1/3 1 0 15 1/4 1

Fia. 4.31 — A gauche : un diagramme fondamental a trois phases, et a droite : un dia-
gramme fondamental a deux phases.
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Aménagement de 1’intersection

Dans cette partie on améliore le flot maximal du diagramme fondamental en augmen-
tant la vitesse maximale de I'intersection. La phase de saturation correspond a la densité
critique, celle qui donne le flot maximal. Sur le diagramme fondamental obtenu dans la
sous-section précédente, cette phase, quand elle existe est donnée par un segment horizon-
tal correspondant a un flot de 1/4.

L’idée pour améliorer cette phase est d’augmenter la capacité maximale de I'intersec-
tion. On suppose, dans le modele qui suit, que 'intersection est assez large pour qu’elle
puisse contenir deux véhicules en méme temps au lieu d’'un seul. La seule modification a
faire sur le réseau de Pétri de la figure 4.8 est de remplacer la contrainte :

ap + Gpym +ap =1
Cin—i—m = an

par la contrainte :
{ Qp + Qpgn + Gy = 2
An+m = Gn
On peut vérifier que dans le cas n > m le diagramme fondamental du trafic est donné
par :

. 1 1+r
f—maX{O, min{d, T 17 d}} (4.49)

Dans ce cas, le flot maximal atteint 1/2 pour une densité égale & 1/2. Sur la figure 4.32,
on montre ce diagramme en faisant varier le rapport entre les tailles des deux routes.

/21 f
val S :
5
1/
1/
1/
3
o | o d
o 1/4 1/2 1

Fi1G. 4.32 — Le diagramme fondamental du trafic pour une route circulaire avec une large
intersection gérée par la priorité a droite sans possibilité de tourner.
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4.5 Controle d’intersection par des feux de signalisation

On a vu que la gestion d’une intersection par la priorité a droite conduit a une phase
de blocage. Ce blocage apparait des que la densité des véhicules dépasse un certain seuil
qui dépend du rapport entre la taille de la route prioritaire et la taille de la route non
prioritaire. On présente dans cette section des modeéles de feux de signalisation qui élimine
cette phase de blocage.

4.5.1 Intersection sans possibilité de tourner

On étudie ici le controle d’une intersection de deux routes circulaires sans possibilité
de tourner. La densité est constante sur chaque route. Les deux routes jouent des roles
analogues et ont des diagrammes fondamentaux analogues.

Sur le réseau de Pétri de la figure 4.33, les feux de signalisation sont modélisés par le
sous-systeéme correspondant aux transitions u, us, usz, 4, qui est indépendant du reste. La
dynamique de ce sous-systéme est linéaire minplus. Si la condition initiale ug est égale a
(0,0,0,0), alors les nombres de jetons dans les places ag et by sont booléens et périodiques.

Fi1G. 4.33 — Controle d’une intersection de deux routes circulaires sans possibilité de tourner
a 'aide d’un feu de signalisation.

Les quatre phases d’un cycle de temps sont montrées sur la table 4.4. Le briilage de
la transition xp (resp. z1) n’est conditionné que par la présence d’un jeton dans la place
ap (resp. by,). Ceci veux dire quun véhicule se trouvant dans lintersection (a, ou b,)
la quitte srement dans une unité de temps. L’acces a l'intersection est garanti par les
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H Phase ‘ ag ‘ bo ‘ couleur du feu vertical | couleur du feu horizontal H

1 110 vert, rouge
2 010 rouge rouge
3 01 rouge vert

4 010 rouge rouge

TAB. 4.4 — Les phases du feu de signalisation.

contraintes :

ar +an+a, =1,
by + b, + b, = 1.

Ces contraintes sur le marquage initial garantissent la présence d’un seul véhicule au plus
dans les deux places aq et a, et d'un véhicule au plus dans les deux places b et b,,. Ceci
permet de garantir que la permission d’entrer a l'intersection, modélisée par la présence
d’un jeton dans les places a, et b,, n’est donnée qu'une fois l'intersection libre.

Les phases 2 et 4 ferment 'acces au carrefour, le temps qu’il se libere. Les temps de
vert des phases 1 et 3 sont les temps de séjours des jetons dans les places 1 et ¢3. Les
phases 2 et 4 ont une durée d’une unité de temps.

Proposition 13. Le réseau de Pétri de la figure 4.33 a la dynamique triangulaire 1-
homogene suivante :

€ € € 4

k+1 k k
k41 _ |P1 € € € k z _ [A(u”) € z
e vus, [z"”l] N [ 5 Ag(uF) @ '

€ € @3 €

ou

A (U) _ aoul/UQ st (Zvj) = (n7n)7
e indépendant de u sinon.

b0u3/u4 st (la]) = (mam)’
indépendant de wu sinon.

Ag(u)ij = {

En appliquant le théoréme 20, cette dynamique se comporte asymptotiquement comme
une dynamique d’un systeme linéaire périodique de laquelle on déduit les flots asympto-
tiques sur les deux routes. Ces flots sont a priori différents et dépendent des tailles des
deux routes, de la longueur du cycle, ainsi que des durées de verts attribuées pour chaque
route. Par exemple, dans le cas ou le cycle est fixé a 4 unités de temps, et ou toutes les
durées des quatre phases sont égales a une unité de temps, on a le résultat suivant :

Théoréme 29. Si le cycle est fizé a 4 unités de temps, ou toutes les durées des quatre
phases sont égales a une unité de temps, alors le flot moyen sur la route horizontale (resp.
verticale) est donné par A\/4 ou X\ est l'unique valeur propre de la matrice irréductible

®iimo A1(u¥) [resp. @ji_y Az(u")].
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Démonstration. Découle du fait que le systeme est périodique de période 4 et que les
matrices Aj(u) et Az(u) sont irréductibles m

Réseaux sans possibilité de tourner

Avec le méme modele de feux, on peut modéliser des réseaux de trafic sans possibilité de
tourner ou on a une seule densité de véhicules. Dans ce cas, on obtient un seul diagramme
pour tout le réseau. A gauche de la figure 4.34, on montre une seule route circulaire avec
une intersection sans possibilité de tourner. A droite, on a une seule route circulaire avec
quatre intersections sans possibilité de tourner.

Fi1c. 4.34 — Réseaux sans possibilité de tourner.

4.5.2 Controle d’intersections avec possibilité de tourner

On présente ici un modele de deux routes circulaires avec une intersection en commun
controlée par un feu de signalisation figure (4.35). Le feu controle les entrée a l'intersection
des deux routes en limitant le flot moyen sur chacune des deux entrées.

Comme dans les modeles précédents, chaque route est modélisée par un certain nombre
de sections, représentées chacune par deux places a et a sur le réseau de Petri. Lorsque
a = 1, la section est occupée par un véhicule, et on a a = 0. Lorsque a = 0, la section est
libre et @ = 1 donne 'autorisation d’entrer dans la section.

Le feu est décrit sur la figure 4.35 par les transitions gy, gg et les places liées a ces
transitions. On a, dans un premier temps, a. = a4 et a. = a4 = 1 — a.. Si ay = 1, alors
ag = 0, et le feu est vert pour les véhicules venant du nord, rouge pour les véhicules venant
de I’est. On suppose que la phase de la période de feu prend une unité de temps 3 . & la
fin de la premieére phase ¢g brile et consomme le jeton de a. et produit un seul jeton dans
ac, un jeton dans a4, et moins un jeton dans ay (elle consomme le jeton). Le feu passe a
l'autre phase olt a4 = a. = 1, ce qui correspond a un feu vert pour les véhicules venant de
lest, rouge pour les véhicules venant du nord. Cette phase prend également une unité de
temps, puis gy briile et le systeme revient a la premiere phase.

3En général, les phases prennent des temps égaux aux nombres de temporisations dans les places a. et
Qc.
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2
gl \Y

v+2  dy+l

F1G. 4.35 — Deux routes circulaires avec une intersection controlée par un feux de signali-
sation.

On note que dans ce cas, on n’a pas besoin de supposer des phases supplémentaires
pour libérer I'intersection, car tant que cette derniere n’est pas libre (a, = 1 ou ag, = 1),
aucun véhicule ne peut y accéder ni par le nord, ni par l'est (a, = agv = 0).

La dynamique du systéme est alors par

k+1 _ k ~ k :
;" = a1 Daa, 1F Lv,v+1Lv+4p,
k+l _ ~ k. k k k k. k sk
Ty, = AT, [Ty, © ay 1Ty @ agTpry /T,

k+1 _ ~ k, .k k k =k k k
Lytp = al/-f—uxlxlﬂrl/xu ©® Avtp—1Lyq 1 ©® agxl/Jr,uxE/xN?
k+1 — _k
= q, [ x’;x’,ﬁJm—‘ @ ay s,

k+1 _ kq.k —v+1_k
Ty = Outp { mVxVJmJ Da Tyt2s

k+1 _ - Kk
TN = Acxp,
k+1 __ k
Ty = acry.

Comparaison de politiques de controle d’intersections

A Taide du modele de feu présenté dans la section précédente, on peut gérer 'intersec-
tion avec un controle en boucle ouverte ou en boucle fermée sur I’état du trafic. Le controle
en boucle ouverte se fait en fixant les nombres de temporisations (temps de séjour des je-
tons) dans les deux places a. et a.. La somme de ces deux nombres donne la longueur du
cycle. Le nombre de temporisations dans la place a. (resp. a.) donne le nombre d’unités de
temps par cycle durant lesquelles le feu est vert pour les véhicules venant du nord (resp.
du l'est) par rapport a la figure 4.35. Pour le controle en boucle fermée, on fait dépendre
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le nombre binaire de jetons dans les places a4 et a4, avec ay = 1—ay, de I'état du trafic sur
les deux routes donné par le nombre de véhicules sur chacune d’elles ou par leurs longueurs
des files.

On applique ces deux controles et on approxime de la méme fagon le flot des véhicules en
faisant varier leur densité dans le systéme pour déterminer les diagrammes fondamentaux
correspondants. Ces diagrammes sont ensuite comparés au diagramme obtenu dans le cas
de gestion de I'intersection par la priorité a droite, pour évaluer ’apport du controle.

Controle en boucle fermée

On présente ici une fagon simple d’appliquer un controle en boucle fermée. On considere
un systeme de deux routes avec une intersection controlée par une seule variable de
contréle. Il n’y a donc pas d’interaction entre plusieurs controles qui peut nécessiter la
mise d'une boucle fermée globale (controle LQ), et qu’on verra dans le chapitre suivant
quand on étendra ce modele aux réseaux a plusieurs intersections et aux villes régulieres.

On a deux feux complémentaires (quand l'un est au vert, Pautre est au rouge) qui
controlent les sorties des deux routes et donc 'entrée des véhicules a l'intersection. On
introduit les notations suivantes :

— n1 =v — 1 : La taille de la route verticale sans compter l'intersection,

— no = i — 1 : La taille de la route horizontale sans compter I'intersection,

— 2F : Le nombre de véhicules sur la route verticale & I'instant ,

— 2K . Le nombre de véhicule sur la route horizontale & 'instant k,

1 Sialinstant k, il y a un véhicule sur la section ¢,_1 qui est I’entrée par
~ bk = le nord a l'intersection ;
0 sinon.
1 Sialinstant k, il y a un véhicule sur la section ¢,_1 qui est I'entrée par
~ bk = le nord a l'intersection ;
0 sinon.
La variable de commande u est définie par :

{1 si le feu est vert pour les véhicules de la route verticale (venant du Nord),
u =

0 sinon,

On applique la boucle fermée suivante :

S {1 si nobk 4 28 > nybk + 25
0 sinon.

On montre sur la figure 4.36 les trois diagrammes fondamentaux correspondants aux trois

politiques.

Les trois diagrammes montrent que la commande par des feux de signalisation peut
dégrader tres peu le trafic dans le cas de faible densité mais elle I’améliore beaucoup dans
le cas de la haute densité. L’amélioration de la phase a haute densité apportée par le
contréle en boucle fermée est plus importante que celle donnée par la boucle ouverte.
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F1G. 4.36 — Comparaison de trois politiques de contréle d’intersection. 1. priorité a droite,
2. feux en boucle ouverte, 3. feux en boucle fermée.

F1a. 4.37 — A gauche : un régime périodique asymétrique (contrdle en boucle ouverte). A
droite : un régime périodique symétrique (controle en boucle fermée).

Comparaison des distributions de véhicules en régime stationnaire

On discute ici 'amélioration apportée par la mise en boucle fermée des feux de circula-
tion sur I’état du trafic. Suivant une commande en boucle ouverte des feux de signalisation,
les véhicules atteignent un régime périodique qui donne le flot moyen. Ce flot moyen ne
dépend pas? de la position initiale des véhicules; cependant la distribution des véhicules
dans le régime périodique peut en dépendre. Ceci est montré sur un petit systeme de deux
routes et une intersection en commun ou les routes ont une méme taille, et ol les routages
et les durées de temps vert sur les feux sont équidistribués (un systéme complétement
symétrique).

Ici on compare les régimes périodiques des véhicules atteints a partir d’'uneméme posi-
tion initiale en utilisant un contréle en boucle ouverte puis en boucle fermée sur le nombre
de véhicules dans chaque route. Dans le cas de la boucle fermée, le controleur compare les
nombres de véhicules sur chaque route et donne une durée de vert plus importante pour
la route encombrée.

Sur la figure 4.37 et dans les tables 4.5 et 4.6 la lettres V et R indiquent la couleur du
feu (F) correspondant. Dans le cas d’un contréle en boucle ouverte, méme si le systeme
est complétement symétrique (méme taille et méme durée de vert pour les deux routes),
il existe des distributions initiales de véhicules qui donnent des distributions périodiques

4Au moins asymptotiquement sur la taille du systéme.
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k|F route I route II
0|vV|100010001|0)011011101
1{v|010001000(1}(010111011
2/R|{001000100]0)101110111
3]R|{000100010{1|011101110
4|/V|100010001|10(011011101
moyenne=>5,2 moyenne=6

TAB. 4.5 — Controle en boucle ouverte. Régime périodique asymétrique.

k | F route I route II

0| R|100010001}]0(011011101

1|1R|{010001001|1(010111010

10|R|001001101|0]100010111

11|{R|000101011(1]010001110

12|{VvV]100010111{0|]001001101
moyenne=17/4 moyenne=17/4

TAB. 4.6 — Controle en boucle fermée. Régime périodique symétrique.

non symétriques. En utilisant une commande en boucle fermée sur le nombre de véhicules,
la symétrie du régime périodique atteint est obtenue. Ce phénomene est observé aussi sur
des grands réseaux, voir le Chapitre 5.

Relaxation du probleme de valeur propre pour en faire un programme linéaire

Dans le cas ou le réseau de trafic routier est connexe, la résolution d’un programme
linéaire associé au probleme de valeur propre correspondant a la dynamique du réseau
donne le meilleur flot moyen commun des véhicules. Ce flot respecte toutes les contraintes
du trafic routier sans les saturer forcément. La solution de ce programme linéaire nous
aide a redéfinir la dynamique du systéme d’une fagon a ce que le régime stationnaire
correspondant donne un flot moyen commun maximum. La redéfinition de la dynamique
du systeme peut étre réalisée, en terme de trafic, par I'implantation de feux en des endroits
bien précis donnés par la solution du programme linéaire. Cette idée est inspirée de [Cor07].

Dans le but d’améliorer le diagramme fondamental du trafic, on réécrit le probleme de
valeur propre d’une facon a maximiser le flot moyen des véhicules sous les contraintes du
trafic. Au probleme de valeur propre associé au systeme (4.34 - 4.38) (sans tenir compte
des arrondis aux entiers), on associe le programme linéaire suivant :

{ihee e
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ol C est 'ensemble défini par les contraintes suivantes :

ATy =291 < ag—1
ATy —2941 < ag
A4+ 2 — 1 — Tptl + Tngm < Gn (4.51)
At Tp— Tpo1 < ap—1
A+ Tpim — 21— Tpr1 + T < Apim (4.52)
A+ Tnim — Tndm—1 < Gnim—1
Atz — lC'Jn - 1l“ner < ap
2 2
Adx1—20 < @17
A+ Tpy1 — §x" - %anrm < Qpim
A+ ZTptl — Tpto < Gpg
A >0 (4.53)
x, = 0 (4.54)

En plus des contraintes déduites du probleme de valeur propre, on a rajouté les deux
contraintes (4.53) et (4.54). La contrainte A > 0 est rajoutée pour tenir compte de la
proposition 6 qui dit que lorsqu’on part de 2° = 0 le taux d’accroissement du systeme,
lorsqu’il existe est positif ou nul. Pour tenir compte de ’homogénéité (additive) du systeme
par rapport au vecteur = qui dit que si (A, Z) est solution, alors (A, + Z) l'est aussi pour
tout v € R, on a rajouté la contrainte x,4,, = 0 qui nous permet de chercher la solution
dans un ensemble borné.

Une fois le programme linéaire est résolu, on pourra faire la procédure inverse qui
consiste a saturer les sous-ensembles de contraintes d’une fagon a ce que le flot moyen
maximum obtenu puisse correspondre a une dynamique écrite avec des minimisations (c-
a~d en minplus). Par exemple si la solution du programme linéaire ne sature pas les deux
contraintes :

{)\ F Tpim — 21— Tpt1 + T < Gpim
A+ Tn+m — Tn+m—1 < An4+m—1

alors une fagon de les écrire en minplus est la suivante :
ATppm = C_Lnerxlanrl/xn D Antm—1Tntm—-1 D Apim, (455)
ce qui correspond, au régime instantané, a 1’équation :
k+1

- k. .k k k k
Lptm = anerxlxn—l—l/xn ® An+m—1Tp4m—1 @ Amn—i—m' (456)

Les contraintes qu’on rajoute, apres la résolution du programme linéaire, pour saturer les
sous-ensembles de contraintes sont du type :

T < kb (4.57)

En terme de trafic, cela revient a limiter le flot & A au niveau de la section 4, dans le but
d’obtenir un flot moyen commun maximum. Ceci peut étre réalisé en mettant des feux de
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signalisation au niveau des sections dont les contraintes associées ne sont pas saturées par
la solution du programme linéaire associé. La proportion de la durée de vert des feux par
rapport a la durée d’un cycle doit étre égale a A. Ce controle est surtout important sur les
sections correspondant aux entrées d’intersections x,, et xpym.

Remarque 8. Le controle des feux par la programmation linéaire, présentée ci-dessus reste
un contréle autour de ’équilibre, car le programme linéaire résout un probleme en régime
stationnaire. Le trafic dans les phases transitoires doit donc étre traité d’une autre fagon.

Ezemple 20. Sur un systeme simple de deux routes de taille deux chacune, et pour deux
parametres différents, on donne les résultats du programme linéaire correspondant au
probleme de valeur propre, ainsi que sa résolution avec la méthode de Newton. Le probleme
dans ce cas s’écrit :
ATy = @2%’11‘3/1‘4 ®airzy,
ATa = @4.%'11‘3/(.%’2)\) D azrs ,
AL = Ao\/Tox4 P Q122 ,
AL3 = Au\/XT2Ty D A3T4 .

Le programme linéaire correspondant s’écrit, :

max A
Azo—21 —23+74 < a2,
At zo — 21 <ai,
2N+ xy —x1 — 23+ 72 < U,
A+ x4 — 13 < ag,
A2y — 30 — 24 < ag,
Az — 22 <ai,
A+ 23— 3m0 — 74 < ay,
A+ o3 —14 < as,
A >0,
Ty = u.

1. Pour (ay,as,as,a4) = (1, 0, 0, 0), le programme linéaire donne A = 1/4 et z =
(1/4,1,1/4,0). Dans ce cas il y a au moins une contrainte saturée en chaque couple,
ce qui veut dire que la solution obtenue est aussi une solution du probléeme de valeur
propre. La méthode de Newton appliquée au probleme de valeur propre donne \ =
1/4 et © = (—1/8,5/8,—1/8,—-3/8) = 3/8 + (1/4,1,1/4,0) qui est donc la méme
solution que celle donnée par la programmation linéaire.

2. Pour (ay,a9,as,as) = (1, 0, 1, 0), le programme linéaire donne A = 1/4 et = =
(—1/4,0,—1/4,0). Dans ce cas les deux premieres contraintes (du premier couple)
ne sont pas saturées, ce qui veut dire que la solution obtenue n’est pas une solution
du probleme de valeur propre. La méthode de Newton appliquée au probléeme de
valeur propre donne A = 0 et z = (1,2,0,0) qui est une solution du probléme de
valeur propre.
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4.6 Conclusion

Le but de ce chapitre était de généraliser le diagramme fondamental 1D au cas 2D
(présence d’intersections). On a vu qu’en terme de modélisation, l'intersection ne peut
étre modélisée par un réseau de Pétri déterministe sans permettre des poids négatifs sur
les arcs de production du réseau.

Dans le cas d’une intersection gérée par la priorité a droite, sans possibilité de tourner,
le diagramme fondamental du trafic, dans le cas ou la taille de la route prioritaire est
inférieure & celle de la route non prioritaire, est approximé par la résolution d’un probleéme
de valeur propre d’un systeme linéaire minplus. On a vérifié numériquement que la valeur
propre et le taux d’accroissement du systeme résolu ne sont pas toujours égaux. Cependant
ils sont tres proches. En effet sur les quatre phases du trafic observées, ces deux quantités
sont quasi-égales dans trois phases, et ne sont pas tres différentes dans la quatrieme. La
dépendance du diagramme fondamental avec le rapport entre les tailles des deux routes a
été mise en évidence.

Le résultat important est la description des quatre phases de ce diagramme ainsi que
la mise en évidence de sa dépendance en le rapport entre la taille de la route prioritaire
et celle de la route non prioritaire.

Le cas d’une intersection gérée par la priorité a droite avec possibilité de tourner
revient a résoudre une équation de la programmation dynamique d’un probléme de controle
optimal stochastique. La valeur propre de ce probleme est égale a celle qu’on a obtenue
dans le cas “sans possibilité de tourner”. De plus, dans ce cas, on a vérifié numériquement
que cette valeur propre est tres proche du flot moyen des véhicules. La description compléte
des quatre phases de ce diagramme a été aussi mise en évidence ainsi que sa dépendance
en le rapport entre la taille de la route prioritaire et celle de la route non prioritaire.

Dans le cas d’une intersection controlée par un feu de signalisation, le diagramme
fondamental existe et est calculé par la résolution d’un systéme linéaire minplus temps-
variant périodique.

On a également comparé trois politiques de gestion d’une intersection : la priorité a
droite, le contréle en boucle ouverte et le controle en boucle fermée. Enfin, on a montré
une formulation relaxée du probléme de valeur propre qui est un programme linéaire et
qui a une interprétation intéressante en terme de trafic.
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Chapitre 5

Construction de grands réseaux
réguliers

5.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étendre le modele des deux routes circulaires avec une
intersection aux grands réseaux. On s’intéresse a la fois a la généralisation des résultats
qualitatifs obtenus sur le diagramme fondamental dans le cas d’une seule intersection et a
la facon de construire de grands réseaux de trafic a partir de systemes élémentaires.

On commence par étendre le modele de deux routes circulaires avec une intersection, au
cas de deux routes circulaires avec deux intersections. Ceci permet d’analyser, dans le cas
d’un réseau a plusieurs intersections, au moins numériquement, le diagramme fondamental
du trafic et d’étendre sa dépendance avec les tailles des routes, I'effet de la priorité a droite
et les régimes transitoires, notamment dans le cas de la phase a haute densité ou un blocage
apparait.

On étudie ensuite 'aspect systeme pour construire le modele d’une ville réguliere.
Moyennant trois petits systémes élémentaires (qui sont une section de route, une entrée a
I'intersection et une sortie de I'intersection) et quelques opérateurs définis sur I’ensembles
de ces systemes, on peut construire le modele d’une ville réguliere de taille quelconque sur
un tore. On montre ensuite, numériquement, que le diagramme fondamental du trafic existe
sur ce type de réseaux, et on le calcule pour différentes politiques de gestion d’intersections.
On présente notamment le modele de contrdle d’une ville réguliere par des feux mis en
boucle fermée globale sur I’état du trafic. Il s’agit d’'un modele LQ déja étudié avec des
modeles macroscopiques [DPA02].

Dans la derniére section, on donne un apercu de I'implémentation informatique dans
Scilab de la composition de systemes de réseaux de Pétri déterministes. On donne les
structures de données informatiques utilisée, les constructeurs d’objets, les opérateurs
de composition d’objets avec Scilab, ainsi que les fonctions de simulation. On présente
enfin la spécialisation au trafic, ou on montre les systemes élémentaires nécessaires a la
construction d’une ville réguliere, et un exemple complet de contruction d’une route.

121
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5.2 Deux routes circulaires avec deux intersections

Le but de cette section est d’obtenir des résultats qualitatifs sur le diagramme fonda-
mental d’'un systeme & deux intersections gérées par la priorité & droite. Apres avoir étudié
leffet d’une intersection gérée par la priorité & droite sur le diagramme fondamental, on
s’intéresse ici a l'effet de I'interaction entre deux intersections. Pour cela, on considere
deux routes circulaires s’intersectant en deux endroits comme le montre la figure (5.1). Ce

R2 R3

F1G. 5.1 — Systeme de deux routes circulaires avec deux intersections.

systeme forme quatres routes. Comme dans les chapitres précédents, on suppose que les
véhicules circulent sans dépassement, et qu’ils se déplacent de la méme facon que dans la
section (4.4.2) du chapitre (4). Les deux intersections sont gérées par la priorité a droite,
ce qui donne deux routes non circulaires prioritaires et deux routes non circulaires non
prioritaires.

5.2.1 Le modele de réseau de Pétri et la dynamique minplus associée

Le systeme est modélisé par le réseau de Pétri de la figure (5.2). Pour faciliter 1'écriture
de la dynamique de ce systéme, on suppose de nouveau que les quatre routes sont de méme
taille v, et qu’elles sont numérotées comme dans la figure (5.1).

On note par ¢; ; la 4®me tramsition (j € {1,---v}) de la route i, et par xfj le nombre
cumulé de brilages de la transition ¢;; jusqu’a l'instant k. En utilisant les opérateurs
minplus, la dynamique de ce systeme est donnée par les équations suivantes :

— En dehors des intersections, on a les équations suivantes :

k+1 _ 0 ok =k
Tij = i1 D QijTij, (5.1)

ie€{1,2,3,4};j€4{2,--- ,v—1}. (5.2)
— A Tentrée et & la sortie de la route 1, on a les équations suivantes :

k41 _ koo
Ty = a3,/ T3,%y, D a1,177 2, (5.3)

k1l =k kg ktl k
ai b =ay el 2k fast @ay, a0t , (5.4)

— A lentrée et a la sortie de la route 2, on a les équations suivantes :

k+1 E ok = k
Ty) = A4/ T3, T4, © 2,173 9, (5.5)

k+1 _ -k k .k k
Ty, = A,T51241/77, O a2,-175,_1. (5.6)
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F1G. 5.2 — Le réseau de Pétri correspondant au systéme de deux routes circulaires avec
deux intersections en commun.

— A Dentrée et a la sortie de la route 3, on a les équations suivantes :

k1 _ [ k+1 _ ok
wg it = apn /oyl el © azaaf,, (5.7)

k+1 _ = ok ok ok k
Ty, = 3,70 1251/Ty, B a3,-175, 1. (5.8)

— A lentrée et a la sortie de la route 4, on a les équations suivantes :

k1 _ k ok e ok
Ty = 200/ %7, 05, D A41Ty 9, (5.9)

k+1 _ — k k k+1 k
Loy = a4,v$1,1x2,1/$3,1 D a4,—1T4 51 (5.10)

Le systeme s’écrit matriciellement :

" = D@ (H(8)z"),
Les matrice D et H(0) peuvent étre données comme dans le cas d’une seule intersection
(sous-section 4.4.1).

5.2.2 Le diagramme fondamental global

Comme dans le cas de deux routes avec une intersection en commun, on montre la
relation entre le flot moyen et la densité des véhicules en faisant varier le rapport entre les
tailles des routes. On remarque d’abord que si on fait varier les tailles des quatre routes
en gardant le méme rapport entre la somme des tailles des routes prioritaires et la somme
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00 01 02 03 04
Fic. 5.3 — Le diagramme global en variant les tailles des quatre routes sans varier le
rapport entre la somme des tailles des routes prioritaires et la somme des tailles des routes
non prioritaires

des tailles des routes non prioritaires, on obtient le méme diagramme, comme le montre
la figure (5.3).

En faisant varier le rapport, on montre sur la figure (5.4) la dépendance du diagramme
fondamental & ce rapport. Comme pour le cas de deux routes, on voit que pour un rapport

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

0.00

00 01 02 03 04

Fi1c. 5.4 — Dépendance du diagramme global du rapport entre la somme des tailles des
routes prioritaires et la somme des tailles des routes non prioritaires.

raisonnable entre ces deux tailles (une taille n’est pas négligeable devant I'autre), le flot
maximal est égal a la moitié du flot maximal obtenu sur le diagramme d’une seule route
circulaire, ce qui veut dire que le systéme de deux routes avec deux intersections se com-
porte comme un systeme de deux routes avec une seule intersection ou la taille de la route
prioritaire est la somme des tailles des deux routes prioritaires, et la taille de la route non
prioritaire est la somme des tailles des deux routes mon prioritaires.

Sur la figure (5.5) on montre les diagrammes fondamentaux pour deux systémes, le
premier, en continu, correspond a deux routes de tailles égales a 20 sections chacune avec
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un carrefour en commun, et le deuxieme, en discontinu, a quatre routes de tailles égales a
10 sections chacune avec deux carrefours.

0.25 7 f
0.20
0.15

0.10

0.05

\ d
000 —m——————————
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Fic. 5.5 — Le diagramme fondamental d’un systéme de deux routes avec une intersection,
et celui d’un systeme de deux routes avec deux intersections.

Les quatre phases du diagramme fondamental sont donc, numériquement, similaires a
celles d’un systeme de deux routes avec un carrefour en commun, données dans le chapitre
(4). Les figures (5.6), (5.7) et (5.9) montrent les régimes stationnaires observés durant les
quatres phases.

1. La phase libre : dans ce cas un régime périodique apparait ou les véhicules circulent
sans géne, et ol la priorité n’est jamais appliquée (figure (5.6)). Durant cette phase les
véhicules arrivent a atteindre un régime périodique ou ils sont suffisamment séparés
pour qu’aucun véhicule ne géne un autre ni sur les routes ni aux intersections. Dans
ce cas, tous les véhicules avancent, ce qui donne un méme flot sur toutes les routes,
qui est égal a la densité des véhicules dans le réseau. Cette phase correspond aux

densités de 0 & 1/4.
b
20 D\
\4 20
b

Temps: 1 Temps : 50

F1G. 5.6 — Les configurations initiale et asymptotique (périodique) pour la phase libre.

2. La phase de saturation : 1a on a un régime périodique ou le carrefour est a sa vitesse
maximale et ou la priorité s’applique, ce qui conduit a I'accumulation des véhicules
dans les routes non prioritaires (figure (5.7)). Durant cette phase, le nombre moyen
de véhicules circulant sur les routes prioritaires reste le méme que dans le cas d’une
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densité d = 1/4, ce qui veut dire que tous les véhicules ajoutés (par rapport a
la densité d = 1/4) sont absorbés par les routes non prioritaires. Dans ce cas les
intersections servent & plein régime. On a donc un flot moyen égal & 1/4. Sur le
diagramme global (figure (5.4)) et sur les diagrammes des routes non prioritaires
(figures (5.10-Route 1), (5.11-Route 4) et (5.12-Routes 1 et 4)), cette phase corres-
pond & un segment horizontal. Sur les diagrammes des routes prioritaires (figures
(5.10-Route 2), (5.11-Route 3) et (5.12-Routes 2 et 3)), cette phase correspond a un
seul point, car le nombre de véhicules dans les routes prioritaires reste inchangé.

v

Temps: 1 Temps: 70

F1a. 5.7 — Les configurations initiale et asymptotique (périodique) pour la phase de satu-
ration.

3. La phase de récession : cette phase n’apparait que lorsque la somme des tailles des
routes prioritaires est inférieure a la somme des tailles des routes non prioritaires.
Durant cette phase, le nombre de véhicules dans les routes non prioritaires est assez
grand pour que le flot soit inférieur a 1/4, mais reste insuffisant pour les remplir
et provoquer un blocage (voir la phase de blocage ci-dessous). On a alors un flot
global inférieur a 1/4. Durant cette phase, un phénomene de pompage de véhicules
des routes prioritaires vers les routes non prioritaires est observé. Ceci se voit sur le
diagramme fondamental des routes prioritaires des figures (5.10) (5.11) et (5.12) ou la
densité des véhicules dans ces routes décroit lorsqu’on augmente la densité globale des
véhicules. Dans ce cas la densité des véhicules dans les routes non prioritaires dépasse
3/4, et ceci donne un flot inférieur a 1/4. Les routes prioritaires étant alimentées
avec un tel flot, et leur flot de sortie n’étant majoré que par les vitesses maximales
des deux intersections qui est égale a 1/4, la densité des véhicules dans les routes
prioritaires sera égale au flot global qui est le flot dans les routes non prioritaires, et
qui est inférieur & 1/4. Ainsi, lorsqu’on augmente la densité totale des véhicules, la
densité des véhicules dans les routes prioritaires diminue, ce qui explique le pompage
observé.

4. La phase de blocage : des que le nombre de véhicules dans le réseaux dépasse la
somme des tailles des routes non prioritaires, un blocage apparait. Dans ce cas,
les routes non prioritaires se remplissent et a un certain moment, deux véhicules se
trouvant dans les deux intersections vont vouloir entrer dans ces routes et bloqueront
ainsi les deux intersections, ce qui bloquera tout le systeme (figure (5.9)).

Sur les deux figures (5.10) et (5.11) on montre le diagramme fondamental pour les

quatre routes (de taille égale & 20 sections pour chacune). On remarque que les deux routes
prioritaires ont pratiquement le méme diagramme, idem pour les routes non prioritaires.
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Temps: 1 Temps: 80 et 162 Temps : 110

Fic. 5.8 — Les configurations initiale et asymptotique (périodique) pour la phase de
récession.

Temps: 1 Temps: 26

F1c. 5.9 — Les configurations initiale et asymptotique (périodique) pour la phase de blo-
quage.

Route 1 Route 2
0.25 1 0.25

0 0.25 1 0 0.25 1

Fic. 5.10 — Les diagrammes fondamentaux des routes 1 et 2.
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Route 3 Route 4

0.251 0.25

0 0
0 0.25 1 0 0.25 1

Fic. 5.11 — Les diagrammes fondamentaux des routes 3 et 4.

Sur la figure (5.12) on montre le diagramme fondamental des deux routes prioritaires
et celui des deux routes non prioritaires. Ces deux figures confirment I’hypotheése que le
systeéme se comporte comme un systeme de deux routes avec une intersection gérée par la
priorité a droite.

Routes non prioritaires (1 et 4) Routes prioritaires (2 et 3)
0.25] 0.25]

0 0
0 0.25 1 0 0.25 1

Fic. 5.12 — Le diagramme fondamental des routes prioritaires et celui des routes non
prioritaires.

Les routes non prioritaires se comportent comme un systeme d’une seule route circu-
laire avec un retardateur (voir la section (4.3.2) du chapitre (4)). Les routes prioritaires
ont un diagramme fondamental différent sur lequel on voit que des flots différents peuvent
correspondre & une méme densité. Ceci est du a la phase de récession durant laquelle la
densité des routes prioritaires redécroit. La phase de saturation des routes prioritaires est
réduite a un seul point. Durant cette phase, tous les véhicules ajoutés en incrémentant la
densité totale se mettent dans les routes non prioritaires et le flot global reste constant et
reste a sa valeur maximale.

Pour éviter le blocage du systeme pour des densités élevées, ’acces aux intersections
peut étre géré par des feux de signalisation. Sur un systéme symétrique (ou la taille de
chaque route est égale a 10 sections), la comparaison des trois politiques : priorité a droite,
feux en boucle ouverte, et feux en boucle fermée confirme les résultat de la section (4.5.2)
du chapitre (4), et des diagrammes similaires & ceux donnés sur la figure (4.36) sont obtenus
et donnés plus loin.
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5.3 Construction de réseaux de Pétri

Dans cette section, on commence par définir des systémes de réseaux de Pétri déter-
ministes autonomes. Sur 'ensemble de ces systémes, on définit des opérateurs d’assem-
blage : mise en série, mise en parallele, mise en feedback et concaténation. Ensuite on se
donne trois systémes élémentaires du trafic routier. Il suffit alors de combiner ces systémes
élémentaires a ’aide des opérateurs définis pour pouvoir construire le réseau d’une ville
réguliere.

Les trois systemes élémentaires sont : une section, une entrée d’intersection, et une
sortie d’intersection. Comme opérateur, on aura besoin d’une concaténation de plusieurs
sections pour former une route, d’une concaténation de deux entrées et de deux sorties
d’intersection pour former une intersection, de concaténer des routes avec des intersections
pour avoir un réseaux. Pour pouvoir fermer un réseau de trafic (le rendre circulaire), on
aura besoin aussi d’'un opérateur de mise en boucle fermée. Le réseau de Pétri modélisant
une ville réguliere sur un tore peut alors étre obtenu.

Ces outils informatiques sont développés dans Scilab Gtk. Une fois 1'outil de construc-
tion existe, on fait des simulations de grands réseaux réguliers dans le but de dériver des
diagrammes fondamentaux du trafic, d’observer les régimes transitoires et périodiques des
véhicules et d’étudier le controle du trafic a l'aide de feux de signalisation en comparant
les différentes politiques de gestion d’intersections vues précédemment.

5.3.1 Réseaux de Pétri non autonomes

Dans cette section, nous partitionnons les deux ensembles des transitions et des places

en trois parties.

— L’ensemble d’entrées : noté par U pour les places n’ayant pas de transition en amont,
et par V pour les transitions et il contient les transitions n’ayant pas de places en
amont.

— L’ensembles des états : noté par P pour les places et il contient les places ayant
des transitions en amont et en aval, et par Q pour les transitions et il contient les
transitions ayant des places en amont et en aval;

— L’ensemble des sorties : noté par ) pour les places et il contient les places n’ayant
pas de transition en aval, et par Z pour les transitions et il contient les transitions
n’ayant pas de places en aval.

La dynamique d’un réseau de Pétri non autonome peut alors s’écrire comme suit :

Pkt 0 A 0 B ph+1 AQF + BV*

Qk-ﬁ-l _ C ¢ D ¢ - Qk N C® pk+1 oD® i (5 11)
YkJrl “lo E o 0 UkJrl - EQk ) .
Zk+1 F ¢ ¢ ¢ %4 F @ pFtl

On note cette dynamique par S. Elle est définie par les matrices (4, B,C,D,E,F) et
associe aux signaux d’entrée (U*, V*).cn les signaux de sortie (Y*, Z¥)en. On éerit :

(Y, Z)=5S(U,V).
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Ezemple 21. Sur la figure (5.13) on a un réseau de Pétri homogene non autonome. Le
systeme caractérisant sa dynamique est donné par les matrices suivantes :

A:

31 10

g &€

g € e€

0 0 10
0 —1|,B={1/2 3/2 ,C:E c 5},17:[6 6},}3:[1 0],F:[’5 2 €

0 1 0 0

Fia. 5.13 — Exemple d'un réseau de Pétri déterministe homogene non autonome.

Sur ces systémes, on définit les opérateurs suivants :

Mise en parallele. étant donnés deux systemes Sy (A1, By, C1, D1, E1, F1) et Sa(Aa,
By, Cy, Do, Es, Fy), on définit le systeme S = S HS2 obtenu en mettant en commun
les entrées et en additionnant les sorties. Les places sont additionnées dans ’algebre
ordinaire et les transitions dans ’algebre minplus. Le systéme S est donné par les
matrices A, B,C, D, E et F suivantes :

A1 0 B1 Cl 9 Dl
|:0 A2:| ’ [B2:| ’ ¢ [6 02 ’ D2 ’
E =[FEy Ey], F =[F, F5] .
Mise en série. étant donnés deux systemes S1(Ay, By, C1, D1, E1, F1) et Sa(Az, Bo,

Cy, Do, Eo, F), on définit le systeme S = S; X Sy obtenu par la composition des
deux systemes S et Sy comme suit :

S(U, V)= SYS*(U,V)).

Le systeme S est donné par les matrices A, B,C, D, E et F' suivantes :

A1 0 Bl 0 Cl £ D1 £
A= 0 A2 0 ,B: Bg ,C: £ CQ e ,D: D2 s
0O Ey O 0 e Fy ¢ €

E=[E, 0 0], F=[F ¢ ¢].

|
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F1G. 5.14 — Mise en parallele des deux systemes S et So.

Fi1G. 5.15 — Mise en série des deux systemes S7 et Ss.
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— Mise en boucle fermée. La mise en boucle fermée d’un systeme S(A, B,C, D, E, F)
donne le systeme S® solution en (Y, Z) de :

(Y, Z) = S(U,V)B(Y,2)) = S(UBY,V + Z).

Le systeme S® est donné par les matrices A®, BE 08 DB EH ot FH suivantes :

A B B C D D
H_ H_ H_ H
A_[E 0}’B_[0}’C_F e]’D €

)

E¥F=[E 0], FE=[F ¢].

U—=@) P =Y

V4] Q =z

F1G. 5.16 — Mise en boucle fermée d’un systeme.

— Contraction. Contracter deux systémes S et S revient & confondre une partie de
I’ensemble d’entrées de chacun avec une partie de I’ensemble de sorties de 'autre.
On doit donc partitionner leurs ensembles d’entrées et leurs ensembles de sorties.

On note par exemple S((ggg/‘;/g et 5'((3;5/5,)) ot U'V' sont des entrées pour S et

des sorties pour S, et Y’Z’ sont des entrées pour S et des sorties pour S.
La contraction des deux systemes S et S, notée par SS est le systeme 5§3§$;§
donné comme solution en Y,Y"”, Z, Z" du systeme :

{(YY’, 77"y = S(UU",VV'),

(U/YI/, Vlzl/) — S(YIU”, Z/v/l) ,

Le systeme S est alors donné par les matrices fl, B,C, ﬁ, E et F suivantes :
A 0 0 B B 0] C e ¢ D D ¢
: 0 A B 0 - 0 B"| - e C D ¢ - e D"
A= E-0 0 0f’ B= 0 0]’ ¢= F'oe e e’ b= e €
0O E' 0 0 0 0| e F' e ¢ e ¢

E

_[E 0 0 0] p_|F g €«
0 E” 0 0]’ e F" ¢ ¢’
ol les matrices-entrées de S et de S ont été partitionnées en :
BB, (B3], [DD], [D'D"]

et les matrices-sorties ont été partitionnées en :

2)- (2] 2] (8]
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)
n u
u e P ;
u— 1 ‘ —y

| - u Y o | Y

Vll : : \L Q : T ‘ Z i ‘ ‘Z"
V r—:—T 1 T > I— 2 T ™ : Z

\Y  Z V

P :

F1G. 5.17 — Contraction des deux systemes S et S.

Des cas simples de réseaux de Pétri non autonomes

Il est clair que les systemes linéaires standard et les systemes linéaires minplus sont des
cas particuliers des systémes présentés dessus. Il y a aussi d’autres classes ou l'opérateur
de composition devient plus simple. Par exemple le systeme! :

Q! = C ® (AQ% + BVF),
Zk1 = EQ*.

a un feedback simple :

Qk—f—l =C ® (AQk + BEQk—l + BWk),
Zk+l — EQk

La dynamique en boucle ouverte correspond au systéme défini par :

A=A+BE,B=B,C=C,D=0,E=E,F=10.

5.4 Modélisation du trafic

Dans cette section, on construit le réseau de Pétri décrivant le trafic dans une ville
réguliere. Pour cela, on utilise trois systemes élémentaires qu’on combine a l'aide des
opérateurs définis dessus, notamment la concaténation et la boucle fermée. Le réseau de
Pétri obtenu est ensuite simulé pour avoir les diagrammes fondamentaux du trafic ainsi
que les régimes transitoires et stationnaires existants.

Le meilleur exemple serait Z*¥ = EQ", il peut étre traité avec une version implicite du systéme étudiée
ici.
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On précise d’abord les hypotheses du trafic sur une ville réguliere. Toutes les intersec-
tions de la ville sont gérées par la priorité a droite. Les véhicules roulent sans dépassement,
et a chaque intersection, comme dans les modeles précédents, lorsqu’un véhicule va tout
droit, le véhicule suivant tournera a droite ou a gauche selon l'intersection. Le sens des
voies est alterné comme le montre la figure (5.18).

N
*
| E
i
&

e

. I lI.

]

Fia. 5.18 — Une ville réguliere.

5.4.1 Modélisation de la ville réguliere.

Dans ce qui suit, on donne la construction d’une ville sur un tore, voir la figure (5.21),
c’est a dire que les routes est-ouest et nord-sud sont circulaires et sont coupées dans la
représentation de la figure (5.18). Pour modéliser la ville réguliere, on utilise les trois
systemes élémentaires suivants : (montrés sur la figure 5.19)

— Une section notée par 7, ZV ZV_(a, b), ou la lettre 7 signifie qu’il s’agit d’une section de

route, les transitions V' et V sont les entrées du systeme, les transitions Z et Z sont

ses sorties, et les nombres a et b sont ses parametres.

— Une entrée d’intersection notée par Egzlgi?o(a,b,c, d), ou la lettre & signifie qu’il

s’agit d’'une entrée d’intersection, les transitions V,V,,, V. et Vj sont les entrées du
systemes, les transitions Z, Z,, Z,, et Zy sont ses sorties et les nombres a, b, c et d

sont ses parametres.

— Une sortie d’intersection notée par X Zgz‘é(a,b), ou la lettre X signifie qu’il s’agit

d’une sortie d’intersection, les transitions V,,, V. et V sont les entrées du systeme, les
transitions Zs, Z,, et Z sont ses sorties, et les nombres a et b sont ses parametres.

Les trois systemes élémentaires sont composés a 1’aide des deux opérateurs de concaténation
et de boucle fermée définis dans la section précédente. Par exemple, une intersection est
obtenue en concaténant deux entrées d’intersection £ avec deux sorties d’intersection S.
Ci-dessous, on explicite la construction de systémes (circulaires ou non circulaires) de tra-
fic, en commencant par une route, puis deux routes avec une intersection en commun, un
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v

F1G. 5.19 — Les trois systemes élémentaires.

bloc de quatre intersections, une ligne de blocs, pour arriver a construire une ville réguliere
et une ville réguliere circulaire (sur un tore).

— Une route non circulaire de taille n est obtenue en concaténant, n sections 7 de la
route. La route est définie par récurrence comme suit :

T =7, "1}V (a,¢) =" 1T (a,b)TY2(b, ). (5.12)

— Une route circulaire de taille n est alors obtenue en appliquant 'opérateur de la
boucle fermée sur une route non circulaire de méme taille. Elle est donnée par :

12/, -~ B
"T ="Ty (a,a) ™. (5.13)
— Une route a n — 1 sections avec une intersection est donnée par :

VVVeVo VY - % 7\ 023V _ av'v
Ryzz e (@ dse, ) =" 'Y (a,D)ERR (b,e,d, €)Xy (e, f). (5.14)

— Un systeme de deux routes avec une intersection en commun est donné par :
vvv'y! _ pVVo012 V'VI567(, 7 =
Corrmz (abe f) =Ry (a,b,c,d)R, 7,075 (e, b, ¢ f). (5.15)
— Un systéme de deux routes circulaires avec une intersection en commun est donné

par :

C =Ci3i(a,a,b,0) ®. (5.16)
— Un bloc de quatre intersections comme montré sur la figure 5.20 est donné par :

VV _ plVPVW2 24V V55 26V SV eT A8V EV ™3
BZZ - C?,Z"ZM CszZS6C5ZsZes C?Z@an’ (5'17)

ol on note par un vecteur sans index, le vecteur donnant toutes les composantes du
nord, de l'ouest, du sud et de l'est. Par exemple Z = (Z", Z%, Z5, Z°¢).
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2 4 & 7
=W €
\ 6 6 Z
AR A VS z8

F1c. 5.20 — Un bloc de quatre intersections.

— Une ligne horizontale de m blocs contractés, notée L est donnée par récurrence

comme suit :

wf - B,
(5.18)
mLV\:/ _ m—lEV”V’”VS1?"?’”}75281)241)51)6@"3@3@6.
zZZ ZnZwZs3ZnZwZzs4 T a"2292°2"1252¢
ol on note par un vecteur sans index, le vecteur donnant toutes les composantes du
nord, de l'ouest, du sud et de l'est. Par exemple Z = (Z", 2", Z%, 2V 7%, 2%, 7€, 2°).
Une ville réguliere, notée VW est obtenue en contractant un certain nombre m de
lignes horizontales :
Wi - 35,
(5.19)
mWV\j/ _ m—1anvw1vej/"j/w2j’/e541;%%63@%5@6.
zZZ Znzw3zeZnzZwaZe ~2zWz%2°120 20 Z¢
ou on note, comme avant, par un vecteur sans index, le vecteur donnant toutes les
composantes du nord, de 'ouest, du sud et de 'est.
Une ville réguliére sur un tore, notée V est obtenue en appliquant une boucle fermée
sur une ville réguliere qui consiste a connecter les entrées du nord aux sorties du sud

ainsi que les entrées de 'est aux sorties de I'ouest. Plus précisément :

V=wiE (5.20)

5.4.2 Le diagramme fondamental

La dynamique du réseau de Pétri correspondant a une ville réguliere avec intersections

gérée par la priorité a droite est de la forme :

Pk—l—l
Pkl _ 0 A B 2 Qk+1 a AQk+1 + BQk
QkJrl C ¢ ¢ Qk C® Pk+1 )
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F1a. 5.21 — Une ville réguliere sur un tore.

qui est implicite mais triangulaire?. Ce systéme peut s’écrire aussi comme suit :

ol =l )= le] # e

Q| |C ¢ Ql |CH)eP|’

ou, comme dans le chapitre (4), la matrice A(J) est une matrice d’opérateurs du type ad”
tels que : a(VQf = aQ?‘T.

La simulation de ces systemes est alors faite en Scilab a I'aide de la boite a outils
Maxplus, et le diagramme fondamental du trafic de la ville réguliére sur un tore est obtenu.
La figure 5.22 montre le diagramme fondamental obtenu sur une ville de quatre lignes
horizontales et quatre lignes verticales de routes de taille dix chacune.

Tous les résultats qualitatifs obtenus dans la section (5.2) sur un systéme de deux routes
circulaires avec deux intersections en commun restent vérifiés sur une ville réguliere. Ainsi,
sur un systéme symeétrique, le diagramme fondamental du trafic présente trois principales
phases, comme sur la figure (5.22).

En effet, lorsque les tailles des routes sont assez grandes, le réseau se comporte comme
un systeme de deux routes circulaires avec une intersection en commun ou la taille de
la route prioritaire (resp. non prioritaire) est la somme des tailles des routes prioritaires
(resp. non prioritaires) du réseau. Ceci veut dire que le diagramme fondamental pour la
ville dépend du rapport entre ces deux tailles. Cette dépendance est vérifiée numériquement
et des résultats similaires & ceux qui sont montrés sur la figure 5.4 sont obtenus.

5.4.3 Les régimes transitoires et stationnaires

On montre dans cette partie, la simulation du trafic durant les quatre principales
phases. Durant la phase libre, comme dans le cas de petits systemes, les véhicules roulent

k+1

2¢’est & dire que les variables Pf“ dont dépendent les variables () ne dépendent que des variables Q*.
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Fi1a. 5.22 — Diagramme fondamental du trafic d’une ville régulieére gérée par la priorité a
droite.

sans géne, et le flot est égal a la densité. Cette phase correspond aux densités d vérifiant
0 <d < 1/4. Voir la table 5.1.

Durant la phase de saturation, le flot est a sa valeur maximale qui est 1/4 donné par la
vitesse des intersections. Dans ce cas, la densité des véhicules dans les routes prioritaires
est de 1/4, et le reste des véhicules se met dans les routes non prioritaires.

Durant la phase de récession, lorsqu’elle apparait, le cumul des véhicules dans les routes
non prioritaires donne un flot inférieur a 1/4 mais reste strictement positif. Dans ce cas,
la densité des véhicules dans les routes prioritaires redevient inférieure a 1/4.

Sur une ville réguliere dont les routes sont tres grandes, la phase de blocage n’apparait
que lorsque le nombre total de véhicules sur la ville est supérieur ou égal a la somme des
tailles des routes non prioritaires. Dans ce cas, le cumul des véhicules sur les routes non
prioritaires les remplit et cause un blocage total de la ville. Cependant, si les tailles des
routes ne sont pas assez grandes, le blocage peut apparaitre bien avant. En effet, si le
cumul des véhicules dans les routes non prioritaires forme un circuit plein de véhicules sur
ces routes, et si les véhicules se trouvant aux intersections de ce circuit veulent accéder
aux routes du circuit, un blocage apparait.

5.5 Le controle du trafic de villes régulieres

Pour controler le trafic dans une ville réguliere, on utilise des feux de signalisation.
On utilise le modele d’un feu en réseau de Pétri présenté dans le chapitre 4. On construit
la ville réguliere controlée de la méme fagon avec laquelle on a construit la ville non
controlée. Cependant, le systéeme élémentaire entrée d’intersection doit étre modifié pour
tenir compte de la présence d’'un feu de signalisation sur chaque entrée d’intersection. Pour
cela, on a remplacé ce systeme par le systeme élémentaire montré sur la figure 5.23.

5.5.1 Le controle en boucle ouverte

Le controle d’intersections par des feux mis en boucle ouverte se fait en appliquant la
dynamique du systeme correspondant & la ville réguliere obtenue a base des trois systémes
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TAB. 5.1 — Le régime périodique du trafic dans les cas : (a) de la phase libre (d = 64/304 ~
0.21), (b) de la phase de saturation (d = 120/304 = 0.39), et (c) de la phase de blocage
(d = 188/304 ~ 0.61).
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F1G. 5.23 — L’entrée d’une intersection controlée.

élémentaires, 'entrée d’intersection étant représentée sur la figure 5.23, et en choisissant les
parametres d de cette figure qui fixent les durées de vert sur chaque entrée d’intersection.
Par exemple, si sur une intersection on fixe la durée de vert de I'entrée nord a dy = 2 et
la durée du vert de 'entrée est & dg = 2, on aura un cycle de 4 unité de temps, comme
sur la figure 4.35.

Le diagramme fondamental obtenu sur un systéme symétrique est montré sur la figure
5.26 ou on compare plusieurs politiques de controle d’intersections sur un réseau régulier.

5.5.2 Le controle en boucle fermée sur I’état du trafic

On applique d’abord le contréole en boucle fermée locale. Ceci revient a appliquer en
chaque intersection la boucle fermée présentée dans la section 4.5.2 du chapitre 4, qui
consiste a faire dépendre les durées du vert en chaque intersection, et a chaque instant,
des nombre de véhicules circulant sur les routes entrantes.

Sur la figure 5.24, on revient au phénomene observé dans la section 4.5.2 du chapitre
4 qui montre que sur un systeme completement symétrique, les véhicules en régime sta-
tionnaire sont mieux distribués (uniformément) en utilisant un contréle en boucle fermée
qu’avec un controle en boucle ouverte. Ceci est obtenu sur une ville réguliere de grande
taille comme le montre la figure 5.24. a gauche de cette figure on montre la distribution
stationnaire (périodique) d’un certain nombre de véhicules dans une ville réguliere sur
un tore dont les intersection sont controlées par des feux de signalisation mis en boucle
ouverte. On voit que cette distribution n’est pas uniforme. a droite de la figure, on montre
la distribution périodique du méme nombre de véhicules sur la méme ville ou les feux
sont mis en boucle fermée (locale). Dans ce cas, une distribution uniforme des nombres de
véhicules sur les routes est obtenue.

Le diagramme fondamental sur une ville réguliere symétrique controlée avec une boucle
fermée (locale) est montré sur la figure 5.26.
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F1a. 5.24 — Régimes périodiques : — & gauche : feux en boucle ouverte, — a droite : feux
en boucle fermée.

Le contréle par résolution d’un probléme linéaire quadratique (LQ)

On adapte a notre modele un contréole du trafic en boucle fermée basé sur la méthode
LQ. Il s’agit de la stratégie TUC (Traffic Urban Control) [DPA02] qui est développée sur
un modele macroscopique. Ce controle est global car les commandes en chaque point de la
ville sont obtenues simultanément, et chacune d’elles dépend de I’état du trafic sur toute
la ville.

Cette méthode suppose une trajectoire et un controle nominaux et résout un probleme
linéaire quadratique qui régule le trafic autour de ces valeurs. La stratégie TUC a été
appliquée sur un modele macroscopique du trafic. Pour expliquer I'adaptation de cette
méthode au modele microscopique présenté ici, on utilise les notations suivantes :

— T : le nombre total de véhicules que la ville peut contenir,

— t; : la taille de la route i,

— N : le nombre total de véhicules dans la ville,

— mf : le nombre de véhicules dans la route i & l'instant k,

Z; : le nombre nominal de véhicules sur la route i, on peut le choisir proportionnel
a la taille de la route, c’est a dire : T; = %ti,
uf : le flot sortant de la route i a U'instant k si le feu controlant la sortie de cette
route est vert, appelé ausi le débit de saturation,

— @ : le flot nominal sur chaque route. On le prend indépendant de la route car u; =

On résout alors le probleme suivant :

+o0
1516121;1 (2" —7)Q(z* — 7) + (uF — @) R(u* — )
k=0
(" —z) = (2 — z) + B(u® — 7). (5.21)

Par exemple, sur une seule intersection (figure 5.25), la dynamique (5.21) s’interprete

comme suit :

k+1 _ kK k ko k
oy = 2] +oug + (1 - a)uy — uf,
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F1G. 5.25 — Dynamique macroscopique sur une intersection.

qui peut s’écrire aussi :
(@} = 71) = (&} = 1) + a(uf — @) + (1 - a) (uf — @) — (uf —@).

La matrice B obtenue pour un modeéle d’une ville réguliere est de rang n — 1. Ceci est
di au fait qu’on a un degré de liberté sur le nombre de véhicules sur chaque route, car
en fixant la densité des véhicules, le nombre total de véhicules est fixe, donc le nombre
de véhicules sur 'une des routes de la ville peut étre obtenu a partir des nombres de
véhicules sur les autres routes. Pour avoir un systéme commandable, il suffit alors de
réduire la dimension du systéme en exprimant une des variables (la derniere par exemple)
en fonction des autres. On aura alors une matrice B de rang plein. Et comme la matrice
A est la matrice identité, le systeme devient commandable.

Le diagramme fondamental du trafic obtenu avec ce contrdle est montré sur la fi-
gure 5.26.

Compariason des diagrammes fondamentaux des différentes politiques

La figure 5.26, montre les diagrammes fondamentaux obtenus par les quatre politiques
de gestion d’intersections. Pour les faibles densités des véhicules dans le réseau, le flot donné
par les différentes politiques est a peu pres le méme et est égal a la densité. Cependant,
on note que, durant cette phase, le controle en boucle ouverte (courbe 2) et le controle en
boucle fermée globale (courbe 4) ralentit tres légerement le flot des véhicules, par rapport
a une gestion par la priorité a droite (courbe 1) ou au controle en boucle fermée locale
(courbe 3). Dans le cas d'un controle en boucle ouverte, ceci s’explique par le fait qu’en
chaque intersection, un véhicule peut étre arrété par un feu sur une route, alors qu’il n’y a
pas un véhicule voulant entrer a 'intersection de ’autre route. Cette méme situation peut
se produire dans le cas d’un controle en boucle fermée globale a cause qu’on ait imposé
des durées minimales (et maximale) de la couleur rouge d’un feu, c’est a dire qu’on ne
permet qu’un feu soit vert pendant longtemps. Le controle en boucle fermée locale quant
a lui, est fait sans notion de cycle.

Pour les hautes densités, le flot donné par la gestion par la priorité a droite dépend
du rapport entre la somme des tailles des routes prioritaires et la somme des tailles des
routes non prioritaires, comme on I’a vu dans le chapitre 4. Le diagramme donné sur la
figure 5.26 correspond a une ville réguliere symétrique, c’est a dire ou la somme des tailles
des routes prioritaires est la méme que celle des routes non prioritaires. Dans ce cas le flot
donné est tres mauvais par rapport a celui qui est donné avec un controle par des feux.
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Dans ce cas, le controle en boucle ouverte est moins bon que les deux autres controles.
Cependant la comparaison des deux controles en boucle fermée n’est pas évidente. Sur la
figure 5.26, on voit que, pour les densités qui ne sont pas tres élevées, le controle en boucle
fermée global est meilleur que le contrdle en boucle fermée local, ce qui est logique, alors
que pour les tres hautes densités on a l'inverse. On a conclut que ceci revient de nouveau
au fait que les deux politiques ne sont pas appliquées de la méme fagon. Pour le controle
en boucle fermée globale, on a considéré un cycle, ce qu’on n’a pas fait pour le controle
en boucle fermée locale. Le controle en boucle fermée globale ne réagit donc pas a tout
instant. La décision est de mettre en chaque intersection, le feu au vert pour une route et
rouge pour l'autre pendant un certain temps (inférieur au cycle) et d’inverser les couleurs
durant le temps restant du cycle. Une telle décision est prise a un instant donné, et la
prochaine décision est prise un cycle apres. Ceci est tres cotiteux durant les tres hautes
densités. Une comparaison a conditions égales de ces deux politiques doit étre effectuée
pour conclure.

0.9 1.0

Fi1G. 5.26 — Comparaison de politiques de gestion des carrefours dans une ville réguliere.
1. Priorité a droite, 2. Feux en boucle ouverte, durée de vert partagée, 3. Feedback local
sur I’état du trafic, 4. Feedback global sur I’état du traffic.

5.5.3 Le temps de réponse

Les figures 5.27 et 5.28 montrent les temps de réponse des trois controles : — le controle
en boucle ouverte, — le controle en boucle fermée locale, et — le controle en boucle fermée
globale (LQ). Sur ces figures, on donne pour chaque instant k la (ou une) distance de la
distribution des véhicules dans une ville réguliere sur un tore par rapport a la distribution
uniforme. On consideére une ville de quatre lignes de routes horizontales et quatre colonnes
de routes verticales. Sur la figure 5.27 (resp. 5.28) on donne la réponse du systéme dans
le cas d’'une faible (resp. haute) densité. Le trait continu (resp. discontinu gras, resp.
discontinu alterné) correspond a la distance de la distribution des véhicules par rapport a
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distance de ladistribution / ladistribution uniforme

T T T
0 100 200
Fi1G. 5.27 — La distance de la distribution des véhicules dans un réseau de trafic par rapport
a leur distribution uniforme, en fonction du temps, dans le cas de faibles densités. Trait

continu : contrdle en boucle ouverte, trait discontinu gras : controle en boucle fermée
locale, trait discontinu alterné : controle en boucle fermée globale.

la distribution uniforme, en fonction du temps, dans le cas d’un controle en boucle ouverte
(resp. boucle fermée locale, resp. boucle fermée globale).

Comme premiere remarque, indépendamment de la densité des véhicules sur la ville,
le contréle en boucle fermée donne un meilleur temps de réponse par rapport au controle
en boucle ouverte, c’est a dire que lorsque les feux sont mis en boucle fermée sur 1’état
du trafic, la distribution des véhicules sur la ville se rapproche plus rapidement de la
distribution uniforme que dans le cas ou les feux sont mis en boucle ouverte.

Dans les deux cas de densités (faible et haute), le controle en boucle fermée globale est
meilleur que le controle en boucle fermée locale. Dans le cas d’une densité faible, le temps
de réponse des trois controles sont tres proches, alors que dans le cas d’une haute densité,
la différence est plus importante.

On voit sur les deux figures 5.27 et 5.28 que les trois controles arrivent & stabiliser le
trafic sur la ville. Dans le cas de hautes densités, la figure 5.28 montre que la distribution
stable donnée par le contréle en boucle fermée globale est meilleure que les distributions
stables données par les deux autres controéles.

5.6 La boite a outils Trafic Microscopique

On discute ici de la boite a outils Scilab spécialisée réseaux de Pétri déterministes.
La dynamique (5.11) est généralisée pour inclure des termes implicites triangulaires. Plus
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distance de la distribution / la distribution uniforme

T T T

0 100 200
Fi1G. 5.28 — La distance de la distribution des véhicules dans un réseau de trafic par rapport
a leur distribution uniforme, en fonction du temps, dans le cas de moyennes densités. Trait

continu : contrdle en boucle ouverte, trait discontinu gras : contréle en boucle fermée locale,
trait discontinu alterné : controle en boucle fermée globale.

précisément, on considere les systemes :

Pk+1
phtl 0 Ay A, 0 B Qk Ale + AQQIH_l + BV*
Q! _|¢ e ¢ D ey ok 2 C @ P*le D UL (5.22)
Ykt 0 By E» 0 0 R E1QF + ExQFH! ’
Zk+1 F ¢ ¢ ¢ ¢ vk F @ Pkl

ou A1, As, B, E1 et Ey sont des matrices standards et C, D et F sont des matrice minplus.
On donne quelques exemples de construction de réseaux de trafic routier modélisés par
des réseaux de Pétri. Un systeme de type (5.22) est completement défini par les matrices
Al,AQ,B,C,D,El,EQ et F.

L’objet Petri

L’objet Pétri est la structure Scilab comportant toutes les informations nécessaires a
la description d'un systéme dynamique de type (5.22). On a défini des constructeurs de
lobjet Petri (avec des champs obligatoires et facultatifs), un destructeur, des opérateurs
qui permet de combiner des objets Petri et des méthodes s’appliquant a un objet Petri.
L’objet est une tlist Scilab :

petri(A1,A2,B,C,D,E1,E2,F,U,V,Y,2);

Si p est une telle tlist, on a acces par exemple & la matrice A2 par : p.A2.
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Les constructeurs de ’objet Petri

Un objet de type petri peut étre construit en utilisant le constructeur MakePetri()
a un nombre variable d’arguments. Plus précisément, la construction se fait de la facon
suivantes :

p=MakePetri(A1,A2,B,C,D,E1,E2,F);
p=MakePetri(A1,A2,B,C,D,E1,E2,F,U,V,Y,Z);

Ces constructeurs renvoient un objet de type petri. Les arguments U,V)Y et Z sont
facultatifs. ce sont des tableaux de numéros d’entrées et de sorties sélectionnées pour
appliquer une concaténation ou une boucle fermée. Ces sélections peuvent étre faites apres
la construction de I'objet, a ’aide des opérateurs de sélection donnés plus loin. Il s’agit
ici d’une option pour sélectionner des entrées-sorties d’un objet en méme temps de le
construire. Ces tableaux sont initialisés a des tableaux vides lorsqu’ils ne sont pas donnés.

Les opérateurs de sélection d’entrées-sorties

Les deux opérateurs de sélection d’entrées sorties sont notés par deux points ( : ). Plus
précisément, pour sélectionner des entrées d’un systeme p, on met leur numéros dans un
vecteur e, et on exécute :

p=e:p;

et pour sélectionner des sorties d’un systéeme p, on met leurs numéros dans un vecteurs s,
et on exécute :

P=p:s;
On peut également sélectionner des entrées et des sorties en méme temps en exécutant :
p=e:p:s;

On obtient un nouvel objet petri avec les nouvelles entrées et sorties.

L’opérateur de mise en parallele

La mise en parallele de deux systemes pl et p2 de type petri donne un objet p de
méme type. Cette opération est expliquée en détail dans la section 5.3.1 ou elle est notée
M. Elle est exécutée comme suit :

p=pl+p2;

L’opérateur de mise en série

La mise en série deux de systemes pl et p2 de type petri donne un objet p de méme
type. Cette opération est expliquée en détail dans la section 5.3.1 ou elle est notée XK. Elle
est exécutée comme suit :

p=pl*p2;
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L’opérateur de mise en boucle fermée

La mise en boucle fermée d’un systéme p de type petri nécessite une sélection d’entrées
et de sorties & connecter. Cette opération est expliquée en détail dans la section 5.3.1 ou
elle est notée ®. Elle est exécutée comme suit :

p=e:p:s;
p='p;

L’opérateur de concaténation

La concaténation de deux systemes pl et p2 de type petri nécessite la sélection
d’entrées et de sorties des deux systemes. Les détails de cette opération sont donnés dans
la section 5.3.1 ol le résultat est noté p1 p2. Elle est exécutée comme suit :

pl=el:pl:si;
p2=e2:p2:82;
p=pl.p2;

Simulation

Une fois un systeme de type petri est complétement construit, il peut étre simulé en
utilisant la fonction simul comme suit :

[P,Q,Y,Z]=simul (S, T,<U,V>);

ol on note par S le systeme de type petri, par T le temps de simulation, par U et V ses
entrées (places et transitions respectivement) qui sont facultatives dans le cas d’un systeéme
autonome, par P et Q les états du systéme, et par Y et Z ses sorties (places et transitions).

5.6.1 Le module de trafic

On montre ici la construction des trois éléments élémentaires T, E et X nécessaires a
la construction de réseaux de trafic routier. Ces éléments sont montrés sur la figure 5.19.
On rappelle que arithmétique MaxPlus est diponible en utilisant Scilab Gtk ou elle est
incluse, ou bien dans Scilab standard en chargeant la boite & outils Maxplus. chargée sur
Scilab. On rappelle aussi que 'exécution de la fonction #(A) convertit la matrice standard
A en une matrice maxplus. L’élément section T est construit de la fagon suivante :

B=[0 1;1 0];
F=#([a b;a bl);
T=MakePetri([],B,#([1),#([1),[,F);

lélément entrée d’intersection E est construit de la facon suivante :

B=[1000;011 -1];
F=#([a b;a b;a b;a bl);
E=MakePetri([],B,#([1),#([1),[1,F);

I’élément sortie d’intersection X est construit de la fagon suivante :
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B=[0 1/2 1/2;1 0 0];
F=#t([a b;a b;a bl);
X=MakePetri([],B,#([1),#([1),[1,F);

Construction d’une route a n sections

On montre ici, comme exemple, la construction d’une route a n sections. On donne
d’abord la fonction road qui construit une route non circulaire & n sections. Cette fonction
prend comme parametre obligatoire le nombre n de sections, et comme parametre facultatif
un vecteur booléen de taille n + 1 qui indique la présence ou non d’un véhicule dans
chaque section de la route. La fonction road est 'interprétation de la récurrence (5.12).
La fonction circularroad est 'interprétation de la récurrence (5.13). Plus précisément,

Algorithm 1 function R = road(n,<h>)

1: if h n’est pas donné then
2:  h = round(rand(n + 1));
3: end if

4: R=T(h(1),1-h(2);

5. if n > 2 then

6 R=2:R:2;

7. r=road(n-1,h(2:89));
8 r=1:r:1;

99 R=R-r;

10: end if

ces deux fonctions sont données par les algorithmes 1 et 2.

Algorithm 2 function S = circularroad(n,<h>)

if h n’est pas donné then
h = round(rand(n)) ;

end if

: S=road(n,[h, h(1)]);

:S=[1 2]:S:[2 1];

S=I!S;

A A T

La construction d’une ville réguliere complete est faite suivant le méme principe. On
a ainsi les fonctions suivantes :

crossingroad(n,<h>)

Cette fonction renvoie une route a n sections avec une entrée et une sortie d’intersection. Il
s’agit de concaténer une route (non circulaire) obtenue par la fonction road avec une entrée
d’intersection, puis avec une sortie d’intersection. Ceci traduit la construction (5.14).

tworoads(nl,n2,<h1,h2>)

Cette fonction concatene deux systemes obtenus a ’aide de la fonction crossingroad
pour obtenir un systéme de deux routes avec une intersection en commun. Ceci traduit la
construction (5.15).
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twocircularroads(nl,n2,<h1,h2>)

Cette fonction ferme le systéme obtenu a l’aide de la fonction tworoads pour avoir un
systeme de deux routes circulaires avec une intersection en commun. Ceci traduit la
construction (5.16).

block (N, <H>)

Cette fonction construit un bloc d’habitations en concaténant quatre systémes obtenus
a aide de la fonction tworoads. N est un vecteur de taille huit donnant les taille des
huit routes, et H est un vecteur facultatif de taille Z?:l N (i) qui donne les positions des
véhicules sur chacune des routes. Ceci traduit la construction (5.17).

line (N,<H>)

Cette fonction concatene horizontalement des blocs d’habitations pour avoir une ligne
horizontale d’habitations. N est un vecteur de taille égale & huit fois le nombre de blocs a
concaténer, et H est un vecteur facultatif qui donne les positions des véhicules sur chacune
des routes. Ceci traduit la construction (5.18).

town (N, <H>)

Cette fonction concateéne verticalement des lignes d’habitations pour avoir une ville réguliere.
N est un vecteur de taille égale a huit fois le nombre de blocs a concaténer, et H est un
vecteur facultatif qui donne les position des véhicules sur chacune des routes. Ceci traduit
la construction (5.19).

torustown (N, <H>)

Cette fonction ferme la ville réguliere obtenue a l’aide de la fonction town pour avoir une
ville réguliere sur un tore. Ceci traduit la construction (5.20).

Visualisation

Pour visualiser le trafic des véhicules dans une ville réguliére sur un torus, on utilise
la fonction visual :

J=visual(Q);

ou Q est une matrice dont les lignes correspondent aux trajectoires des transitions du
systeme, renvoyé par la fonction simul, et J est une matrice booléenne dont les lignes
donnent la position des véhicules.

On note que les détails donnés ici correspondent a la version 2 de la boite a outils. Cette
version n’est pas encore compléte, cependant une version complete existe, la version 1,
avec une syntaxe un peu différente. Un manuel complet de la boite a outils sera disponible
prochainement sur le web. La boite a outils fera partie de I’arithmétique Maxplus de Scilab
Gtk.
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5.7 Conclusion

Le diagramme fondamental du trafic d’'un systéme de deux routes circulaires avec
deux intersections gérées par la priorité a droite présente les mémes phases que celui
d’un systéme de deux routes avec une intersection. Ces phases se généralisent & une ville
réguliere sur un tore. En général, quatre phases peuvent étre distinguées sur un diagramme
fondamental d’un réseau de trafic routier dont les intersections sont gérées par la priorité
a droite. On note que le diagramme fondamental dépend du rapport entre la somme
des tailles des routes prioritaires et la somme des tailles des routes non prioritaires. ces
phases sont déja commentées dans le chapitre 4. On note aussi, que dans le cas d’un grand
réseau régulier, ou les tailles des routes ne sont pas tres grandes, la phase de blocage peut
apparaitre pour des densités plus faibles que dans le cas de deux routes circulaires avec
une ou deux intersections. En effet, dans le cas d’'un grand réseau, s’il y a suffisamment
de véhicules pour former un circuit de routes non prioritaires pleines, alors dés qu’'un tel
circuit se forme, un blocage total du systeme apparait.

Pour construire de grands réseaux de trafic routier comme une ville réguliere par
exemple, on a développé un outil informatique dans Scilab Gtk qui sert & modéliser les
systemes de réseaux de Pétri déterministes en général. Pour implémenter une dynamique
d’un grand systeme, on détermine d’abord les sous-systemes élémentaires qui le consti-
tuent, et a l'aide des opérateurs d’assemblage de systeémes, on construit le réseau. On a
construit les villes régulieres sur un tore a partir de trois systemes élémentaires de cette
facon.

Le controle du trafic de grands réseaux a été étudié numériquement en comparant les
diagrammes fondamentaux associés aux différentes facons de controler les intersections du
réseau. D’abord, le controle d’intersections par des feux de signalisation améliore nettement
le diagramme fondamental par rapport a la gestion par la priorité a droite. Le controle
des feux en boucle fermée améliore le diagramme fondamental pour les hautes densités
par rapport au controle en boucle ouverte. La comparaison du contréle local et global
en boucle fermée n’a pas été tres déterminante. En effet, le controle global est meilleur,
sauf dans le cas de tres haute densité ou le controle global n’a pas le temps de réguler le
systeme avant qu’'un blocage n’apparaisse.
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Chapitre 6

Commande optimale du trafic
bimodal

6.1 Introduction

Le controle du trafic routier au moyen des feux de circulation en feedback sur ’état
complet ou partiel a la capacité d’améliorer la circulation dans les zones urbaines par com-
paraison aux traditionnels controles en boucle ouverte. La complexité du calcul de feedback
optimal pour des systemes de grandes tailles rend obligatoire I'utilisation de modele sim-
plifié de circulation. Ici nous suivrons les travaux de M. Papageorgiou [DPA02] utilisant
des modeles linéaires dans 1’algebre standard pour représenter 1’évolution de stocks de
voitures dans les routes d’une ville et des couts quadratiques & optimiser pour étre en
mesure de calculer des feedbacks globaux facilement. Nous considérons ici un cas bimodal
ou grace au feu, non seulement on régule la circulation des voitures individuelles mais
aussi on améliore un systeme de transport collectif. Ce probléeme a été étudié aussi dans
[BLO5] avec un point de vue un peu différent que nous comparerons a notre approche.

Plus précisemment, sur un réseau de trafic urbain a deux modes (véhicules particuliers
et véhicules de transport en commun), on veut commander les feux de circulation d’une
fa'ig)%n a permettre aux véhicules de transport en commun de respecter des horaires fixes.
Pour le faire, on résout un probléeme de commande optimale a critere quadratique et
a dynamique affine, dont 1’état est le nombre de véhicules particuliers sur les routes,
et les commandes sont les flots de véhicules au carrefours a la fin de chaque rue. Le
probléme consiste a réguler le systéme (en minimisant un critére quadratique) autour
d’une trajectoire idéale a déterminer, la dynamique exprimant I’évolution des stocks de
véhicules particuliers dans les rues en fonction des flot de sortie qui sont les variables de
commande. La résolution de ce probleme détermine les flots de sortie des rues en boucle
fermée sur les nombres de véhicules particuliers sur chacune des routes.

La trajectoire idéale est obtenue en résolvant un probleme d’affectation de flot des
véhicules individuels obtenu en résolvant un équilibre de Wardrop. L’équilibre obtenu
donne le nombre de véhicules sur chaque route. La trajectoire idéale s’en déduit en
réduisant ce nombre dans les routes fréquentées par les véhicules de transport en com-
mun aux moments de leurs passages.

On étudie la robustesse du feedback obtenu en faisant des simulations avec de grosses

151
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perturbations des nombres de véhicules particuliers et/ou des horaires de passage des
véhicules de transport en commun prévus grace au probleme d’affectation. Les tests
montrent la robustesse de la commande obtenue. Enfin, on fait une comparaison entre
ces résultats et ceux obtenus dans [BL05] qui ne nécessite pas la résolution du probléme
d’affectation mais qui néglige certaines contraintes de positivité rendant peu réaliste la
dynamique des stocks utilisés.

6.2 Modélisation

Un réseau de trafic routier est représenté par un graphe dont les noeuds correspondent
aux intersections et les arcs aux routes. Une route peut joindre deux intersections, comme
elle peut étre une entrée ou une sortie du réseau. Les véhicules de transport en commun
suivent des chemins fixes que l'on appelle ligne de bus. Sur la figure (6.1), les routes du

Fi1c. 6.1 — Exemple d’un petit réseau

réseau sont représentées par des arcs continus, I'unique ligne de bus est représentée par
une suite d’arcs discontinus, et 'unique arrét (sur la route 2) est représenté par un carré
plein.

Les véhicules particuliers et les véhicules de transport en commun sont les deux modes
de transport possible du réseau. La priorité est donnée aux bus. On se donne un horaire
a respecter par les bus. On essaie de faciliter leurs circulations en réduisant les véhicules
particuliers sur leur passage en utilisant des feux commandant les flots de sortie des routes.

6.2.1 La dynamique des véhicules particuliers

La dynamique des véhicules particuliers est basée sur la conservation du nombre de
véhicules. Plus précisément, le nombre de véhicules particuliers sur une route a l’instant
(k+ 1) est donné par le nombre de véhicules sur la route a 'instant k& plus le nombre de
véhicules qui entrent dans la route a 1’étape k moins le nombre de véhicules qui quittent
la route a I’étape k. On se donne a chaque carrefour pour chaque route entrante dans
le carrefour les proportions du flot se dirigeant vers les différentes routes possibles. On a
alors la dynamique des nombres de véhicules des routes du réseau donné par :



tel-00349753, version 1 - 4 Jan 2009

Commande du trafic bimodal 153

i I

Fia. 6.2 — Dynamique des véhicules particuliers

il = gk 4 E baa ks +ef —uf vae A,
a'€Z,

qui peut s’écrire :
a* = 2k 4 BuF 4 €F (6.1)

ou B désigne la matrice de routage définie par :

bi;  sila route 7 succede a la route j ,
Bij=q-1 i=7j,

0 sinon ,

ol on utilise les notations :
A : Densemble des arcs du graphe,
Z, : lensemble des arcs entrant au carrefour d’entrée de la route a,
le nombre de véhicules particuliers circulant a l'instant & sur la route a (variables
d’état),
le flot des véhicules particuliers, sortant de la route a a l'instant k (variables de
commande),
k. le nombre de véhicules particuliers entrés de I'extérieur dans la route a & 1'étape
k,
bear © la proportion des véhicules particuliers empruntant la route a parmi ceux quit-
tant la route a’.

u

6.2.2 La dynamique des véhicules de transport en commun

Pour calculer la dynamique des véhicules de transport en commun, on considere un
certain nombre d’arréts sur chaque ligne, et on suppose que les bus reste a 'arrét pendant
T étapes de temps. Une ligne est représentée par un chemin du graphe et un mot binaire
indiquant les arréts de la ligne ; par exemple I'unique ligne du réseau de la figure (6.1) est
représentée par le chemin (1,2,3) et le mot 010 qui indique un arrét sur I’arc 2. Notons :

yﬁa : le nombre de véhicules de transport de la ligne A circulant sur la route a a

I'instant k,

ys : le nombre de véhicules de transport circulant sur la route a a l'instant k,

H(a) : 'ensemble des lignes de transport qui passent par la route a,

pred(a, h) : la rue précédant a dans la ligne h,

7 : le temps pendant lequel un véhicule de transport reste a l’arrét (dans tous les essais

effectué ici, 7 est pris égal & une unité).
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La dynamique des véhicules de transport en commun sur une ligne h s’écrit alors :

k k—
Yha = Yp, pzed(a,h) ) (6.2)
ce qui donne :
k k—T
Yo = Z yh pred(a,h) * (63)
heH(a)

6.2.3 Le probleme linéaire quadratique

Pour déterminer le feedback sur 1’état global du systéme on minimise le critere qua-
dratique calculant une distance a une trajectoire idéale obtenu en résolvant d’un probleme
d’affectation donné ci-dessous. Le probleme d’optimisation a résoudre est :

min, Y55 {(@F = 25 (y)) Qe — 2 (y)) + (uF — @bV R(uF —ah)}
(6.4)
Pl = gk 4 BuF 4 eF |

ou : — @ et R sont des matrices de pondération, que l'on prendra diagonales (Q = A11;
et R = A\l avec (A1, \2) € Ri et Iy et Iy sont les matrices identité correspondantes),
— les états z%(y) et commandes @* idéaux sont obtenus apres résolution du probleme
d’affectation décrit au paragraphe suivant, — 7" est un horizon correspondant a une période
du systéme (typiquement une journée).

6.2.4 Le probleme d’affectation

On considere que I'état idéal du trafic des voitures pendant une période correspon-
dant & une demande stable de transport est donné par un équilibre de Wardrop a savoir a
Uéquilibre les temps de parcours de tous les chemins utilisés d’un couple origine-destination
sont égaux et sont inférieurs aux temps de parcours des chemins non utilisés. On obtient
nos trajectoires optimales en perturbant le moins possible ces équilibres par des perturba-
tions améliorant la circulation des bus.

Pour pouvoir calculer cet équilibre il faut se donner pour chaque rue a une fonction
ta(fa) donnant le temps de parcours de cette rue en fonction du flot et il faut se don-
ner les demandes de transport pour chaque couple origine-destination. On calcule alors
cet équilibre en résolvant un probleme d’optimisation dont on montre que les conditions
d’optimalité coincident avec les conditions d’équilibre.

Plus précisément, on note :

D : 'ensemble des paires de la demande du trafic : origine-destination,

Rpq : 'ensemble des chemins menant de l'origine p a la destination ¢,

R* : I'ensemble de tous les chemins qui passent par 'arc a,

dpq : la demande de l'origine p vers la destination g,

fr +le flot sur un chemin r € Ry,

fa : 1le flot sur larc a,

t, : le temps de parcours sur un chemin r € R,

th, + le temps du plus court chemin de parcours parmi tous les chemins de R,
to(fa) : le temps de parcours sur 'arc a fonction du flot f sur cet arc.
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Un vecteur f dont chaque composante f, représente le flot sur le chemin r est un
équilibre de Wardrop (individuel) si :

Sty —5,) =0, tp =5, >0, 5t fr >0,
ZTERPQ fr= dP‘]’ Vr e quv Vp,qeD.

La formulation variationnelle de cet équilibre est :

fa
n}inZ/O ta(s)ds , (6.5)

sous les contraintes :

fa:Zfra Z fr:dpq, fr=>0.

reRe rE€Rpq

Le probléme (6.5) étant statique, on considére un certain nombre de tranches horaires
formant une partition S de ’ensemble des temps {0,--- ,7"— 1} et on résout un probleme
d’affectation sur chaque tranche. La résolution numérique du probléme (6.5) est faite &
I’aide de la boite a outils CiudadSim de Scilab.

Une fois résolus ces équilibres de Wardrop indexés par la tranche horaire on définit la
trajectoire idéale que I'on va poursuivre par la procédure suivante. Notons :

f® :la solution optimale du probléme (6.5) sur une tranche horaire S € S,

tg : le temps de parcours sur I'arc a € A pour le flot optimal de la tranche horaire S.
La trajectoire idéale (Z*)en et le controle idéal (@*)gey sont alors définis comme suit :

aF =%, vSeS, Vke s,
=35 vSeS, Vke S Yae A,

kN 5
T = L+, up

On veut que les commandes réduisent le trafic des voitures au moment du passage des
bus.

1>p8>0.

6.3 Reésultats numériques

La résolution du probleme (6.4) se ramene classiquement a U'intégration d’une équation
de Riccati a partir de laquelle on détermine un feedback affine :

uf — gk :Kk(xk—fk)—FLk .

6.3.1 L’exemple

On considere le réseau figure (6.1) qui possede 16 routes dont 2 entrées et 2 sorties,
et une seule ligne de transport en commun. On a considéré 4 demandes de trafic : {1 —
3,1 - 4,2 — 3,2 — 4} ou 1 — 3 réfere a la demande du nceud 1 vers le noeud 3. La
demande est donnée par la fréquence des entrées de véhicules particuliers sur les routes
13 et 14 de la figure (6.3), comme on peut le voir sur le tableau (6.1). La ligne de bus est
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Fia. 6.3 — Exemple et affectation du flot associé.

le chemin (1,2,3) avec un arrét sur la route (2). Pour vérifier que le trafic que les routes
se vident de voitures aux moments de passage des bus on a considéré un trafic variable
comportant trois tranches horaires (par exemple matin, midi, et soir) partitionnant un
ensemble de 100 unités de temps selon le tableau le tableau (6.1).

H Tranche horaire H S1 ‘ So ‘ Ss H
Temps 0 a 20|21 a 70|71 & 100
Fréquences des
véhicules part. 100 partout | 100 partout 100 partout

Fréquances des entrées de
véhicules de transport 1 1/3 1/2

TAB. 6.1 — Entrées des véhicules.

A droite de la figure (6.3), on a donné le résultat de l'affectation du flot des véhicules
particuliers sur le réseau. L’épaisseur d’un arc sur le graphe de cette figure est proportion-
nelle au flot passant par I'arc. Rappelons que cette affectation ne tient pas compte des
véhicules de transport en commun, comme on peut le constater sur cette figure.

On a résolu le probléme quadratique (6.4) avec A\ = 1, et Ay = 0.2, et on a appliqué
le gain obtenu sans aucune perturbation de I’état. Les résultats sont montrés sur les deux
figures (6.4) et (6.5). Sur ces deux figures, on a représenté en haut, le nombre de véhicules
particuliers z, et en bas le nombre de véhicules de transport en commun y multiplié par
10 (pour de raisons de clarté des figures).

Sur les trois graphiques de la figure (6.4), lesquels correspondent aux routes fréquentées
par des véhicules de transport en commun, on voit que le nombre de véhicules particuliers
obtenu x est complémentaire au nombre de véhicules de transport y, c’est a dire que ces
routes se vident pour laisser passer les véhicules de transport en commun aux moments de
leurs passages. Sur la figure (6.5), et sur le graphique qui correspond a l’arc 4, le nombre
x4 de véhicules particuliers suit parfaitement le nombre idéal T4, contrairement & x1¢ qui
n’arrive pas a suivre Z1g parce qu’il est influencé par x1 et o comme le montre le graphique
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correspondant a l'arc 10 (voir aussi l'arc 4 et I’arc 10 sur la figure (6.3)).

6.3.2 La robustesse du feedback

Pour mesurer la robustesse de la régulation, on applique le gain obtenu en introduisant
des perturbations instantanées sur le nombre de véhicules particuliers. Sur les figures (6.6)
et (6.7), on a donné la simulation obtenue avec une perturbation de l'ordre de 50% de
I’état des véhicules particuliers. Le systeme perturbé auquel on applique le feedback suit
alors la dynamique suivante :

2L = (1 wf)ak 1 Bub 4 ef

ot w* sont des bruits gaussiens N(0,1/2). On voit (figures 6.6) et 6.7) que le modele
résiste bien, et sur les arcs représentant la ligne de transport, et sur les autres arcs.

Sur les figures (6.8) et (6.9), on donne les résultats d’une simulation avec une perturba-
tion de I'ordre de 50% du nombre de véhicules de transport en commun. Cette perturbation
est introduite en rempla’ij)%nt, lors de la simulation, yﬁ par (1 + wk)yﬁ

6.3.3 Comparaison avec [BL05]

L’objectif de cette étude étant le méme que celui de [BL05], on présente ici une compa-
raison des résultats des deux études. En utilisant les mémes notations que dans les sections
précédentes, le probleme résolu dans [BLO5] est le suivant :

min, Y poqaxfyf + B(F)? + (uF)?, a>0, >0,

(6.6)
oh 1l = 2k - Bu¥
ou yj suit la dynamique donnée par (6.2) et (6.3).
Le critére (6.6) peut s’écrire aussi :
R o'
. k k2 kN2
min — .
iny  f(e gy W)
k=0
puisque les ¥ ne dépendent pas des commandes.
Le critere dans (6.6) tire la variable 2% vers —%yk et correspond & ¥ (y) = —%yk dans

le probleme (6.4). L’application du feedback correspondant peut conduire & des z* < 0.
On considére donc la dynamique projetée interdisant aux flots de sorties d’étre non nuls
lorsque les stocks sont vides. Plus précisément, la boucle fermée étant donnée par :

k ko Yk
—K el
u (@ + 5597,
si on note : — BT = max{B,0}, -~ B~ = min{B, 0}, — umax la valeur maximale de u, —

Umin 1a valeur minimale de w, alors pour éviter d’avoir des stocks négatifs de véhicules
(wlg < 0), on projette la commande de la fagon suivante :

vk = min{umax,max{umin,uk}} ,

w* = min{umay, max{tmin, v*}, (B7) " Hzk + BTk} |
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et on obtient la dynamique :
xk-l—l — $k + B+vk + B—wk )

On voit que la commande a été calculée a partir d’'une dynamique assez éloignée de la
réalité.

Sur les figures (6.10) et (6.11)), on donne les résultats d’une simulation sans pertur-
bation du nombre de véhicules. On peut constater que les résultats des deux études sont
semblables. Notons que I’étude présentée dans [BLO5] exige moins de données sur ’état
du trafic. En particulier, on n’a pas besoin de connaitre la demande du trafic avec toutes
les imprécisions que ce genre de données peut comporter.

Remarque 9. A partir d’'une commande obtenue par I'une ces deux méthodes, un plan
de feux peut étre déduit. Une fagon de procéder est de définir un cycle (une période de
temps de commande des feux de signalisation) & chaque intersection, et de partager les
durées de vert selon les flots de sortie donnés par la commande. Si le débit de l'inter-
section est insuffisant pour réaliser les débits souhaité il faudra modifier les coeflicients
de pondération du critere pour obtenir des flots réalisables ou ajouter des contraintes au
probléeme d’optimisation.
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Fi1G. 6.4 — Nombre de véhicules respectivement sur les arcs 1,2 et 3 - Résolution sans
perturbation de I'état (Résolution en boucle ouverte du probleme (6.4)).
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Nombre de vehicules arc4
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Fig. 6.5 — Nombre de véhicules respectivement sur les arcs 4 et 10 - Résolution sans
perturbation de I’état (Résolution en boucle ouverte du probleme (6.4)).
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Fic. 6.6 — Nombre de véhicules respectivement sur les arcs 1,2 et 3 - Résolution avec
perturbation de I'état (Résolution en boucle fermée du probleme (6.4)).
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Nombre de vehicules
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Fi1G. 6.7 — Nombre de véhicules respectivement sur les arcs 4, et 10 - Résolution avec

perturbation de I’état (Résolution en boucle fermée du probleme (6.4)).
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Fic. 6.8 — Nombre de véhicules respectivement sur les arcs 1,2 et 3 - Résolution avec
perturbation du nombre de véhicules de transport en commun (Résolution en boucle fermée
du probleme (6.4)).
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Fi1G. 6.9 — Nombre de véhicules respectivement sur les arcs 4, et 10 - Résolution avec
perturbation du nombre de véhicules de transport en commun (Résolution en boucle fermée
du probleme (6.4)).
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Fic. 6.10 — Nombre de véhicules respectivement sur les arcs
perturbation du probleme (6.6).
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Nombre de vehicules arc
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Fi1G. 6.11 — Nombre de véhicules respectivement sur les arcs 4, et 10 - Résolution sans
perturbation du probleme (6.6).
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6.4 Conclusion

Cette étude nous a permis de calculer, pour un réseau de trafic routier urbain a deux
modes, une commande robuste du trafic qui donne la priorité aux véhicules de transport
en commun par rapport aux véhicules particuliers. L’étude est basée sur la résolution d’un
probleme de commande optimale de type LQ, et d’'un probleme d’affectation de trafic
calculant des équilibres de Wardrop. On note que cette étude suppose un phasage simple,
c’est a dire que sur chaque route menant a une intersection, on a un controle indépendant
des autres controle du réseau. On suppose aussi que les véhicules quittant une intersection
peuvent emprunter n’importe quelle route sortante de l'intersection ce qui nous garantit
la commandabilité du systeme et donc nous permet d’étre assuré de pouvoir vider les rues
au passage des bus.

Ces hypotheses simplificatrices et le présupposé concernant la possibilité de disposer
des données nécessaires pour pouvoir calculer les affectations idéales mériterait d’étre
validé sur des exemples plus réalistes que ’exemple académique utilisé ici.
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Dans ce travail on a modélisé divers systemes de transport avec des techniques basées
sur la programmation dynamique. On a pu généraliser les diagrammes fondamentaux a des
réseaux de routes et interpréter les phases apparaissant sur les diagrammes fondamentaux.
On a fait un résumé assez complet des apports de ce travail dans la deuxieme partie
de l'introduction. Donnons en guise de conclusion quelques points restant a améliorer a
preciser ou a développer.

Les deux généralisations du modele de trafic minplus du chapitre 2 nous ont permis
d’obtenir une bonne approximation des diagrammes fondamentaux obtenus expérimenta-
lement. Pour modéliser les routes en présence d’intersections nous avons utilisé le modele
le plus simple. On peut modéliser les routes en présence d’intersections en utilisant des
modeles plus précis pour obtenir des diagrammes 2D plus réalistes a condition de disposer
de diagrammes 2D expérimentaux (qui n’existe pas a notre connaissance) pour pouvoir
juger de l'amélioration obtenue. Ce sujet semble abordable avec les techniques utilisées
dans ce chapitre.

Les modeles d’intersections présentés dans le chapitre 4 et 5 ont pu étre analysés de
fagon satisfaisante d’un point de vue pratique. On comprend bien les phases, dans certains
cas on a des résultats explicites tres satisfaisants. La partie théorique a pu étre réalisée
avec une hypotheése restrictive sur les tailles des routes. Les liens entre les valeurs propres
et les taux de croissance ne sont pas compléetement élucidés méme dans le cas le plus simple
du trafic sur la route en forme de huit. De plus on ne sait pas si en présence d’intersections,
le trafic peut avoir ou non un comportement chaotique. Les systemes homogenes peuvent
étre chaotiques. Les modeles de trafic ont expérimentalement un taux de croissance linéaire
qui pourrait a priori s’expliquer par un comportement chaotique méme si on a réussi a
l’expliquer dans certains cas en terme de valeur propre. On a réussi a isoler la propriéte
de croissance de ces sytemes partant de 0. Il serait souhaitable : — soit d’isoler un systeme
de trafic chaotique, — soit de prouver que le chaos n’est pas possible pour ces systemes.

Dans le modele d’une intersection gérée par un feu de signalisation mis en boucle ou-
verte, on a pu dériver théoriquement le diagramme fondamental du trafic par la résolution
d’un systéme linéaire minplus temps variant périodique. Comme on I’a mentionné dans
la sous-section correspondante cette dérivation peut étre généralisée aux cas de grands
réseaux réguliers. L’optimisation du trafic par rapport au temps de cycle des feux est
bien sur possible numériquement mais ’obtention de formules explicites des diagrammes
fondamentaux devrait permettre d’aller plus loin.

La boite a outils permet la manipulation des réseaux de Pétri déterministes généraux.
Elle n’est pas spécialisée aux problemes de trafic et devrait donc étre utile pour d’autres
applications.
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