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Introduction

L’arithmétique des corps de fonctions a connu une avancée remarquable dans les
années soixante-dix avec 'introduction par Drinfeld des modules elliptiques, appelés
désormais modules de Drinfeld. Par leur similarité avec les courbes elliptiques, ils
refletent ’analogie profonde entre corps de nombres et corps de fonctions.

Soient p un nombre premier et ¢ une puissance de p. Posons A = F,[T] et K = F(T).
Soit L une extension finie de K. Soit V' le sous-L-espace vectoriel de L[X] engendré
par (X ql),;zo. La composition des polyndémes fait de lui un anneau non commutatif. Un
module de Drinfeld ¢ sur L de rang r est la donnée d’un polynoéme

dr(X)=TX + a1 X"+ ... +a, X7 €V

avec a, € L*. Si N = Y n;T* € A, on pose

m

ON(X) =D ni(or(X)) €V.

=0

L’ensemble des racines du polynéme ¢x(X) dans une cloture algébrique de L est
un F -espace vectoriel isomorphe & (A/(N))". Un point L-rationnel de torsion de ¢
est une racine dans L d’un polynéme ¢x(X) pour N € A, N # 0. L’ordre d’'un point
de torsion z est I'idéal non nul I = {a € A | ¢4(z) = 0} de A, de degré log, (#A/I).
Les points de torsion L-rationnels forment un sous-A-module fini de L, noté (?L)ors.
Poonen a formulé la conjecture suivante.

Conjecture 1 ([Poo97]). Soit r un entier > 1. Pour tout entier d > 1, il existe une
constante C, 4 > 0 telle que, pour toute extension L de K de degré au plus d et pour
tout module de Drinfeld ¢ sur L de rang r, on ait 7$E(‘25L)t()rs <Crgq-

Lorsque r = 1, c’est un théoréme de Poonen [Po097]. Dans cette thése, nous nous
intéressons au cas r = 2, qui a été abordé par Poonen, Schweizer, Rosen [Ros03] et P4l.
Rappelons quelques uns de leurs résultats. D’aprés Poonen et Schweizer [Po0o97, Sch03],
il suffit d’établir la conjecture a priori plus faible suivante.

Conjecture 2. Soit d un entier > 1. Il existe une constante Cyq > 0 telle que, pour
toute extension L de K de degré au plus d et pour tout module de Drinfeld sur L de
rang 2 ayant un point L-rationnel d’ordre n (m idéal premier de A), on ait degn < Cy.

En aotut 2007, Pal a diffusé un texte [Pal07b] contenant une démonstration de la
conjecture 1 pour r =2, d = 1 et ¢ = 2. Enfin, David et Denis ont étudié des questions

3
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similaires par des méthodes transcendantes analogues a celles que Masser et Wiistholz
ont employées pour les variétés abéliennes [DD99].

Dans le langage des systémes dynamiques algébriques, la conjecture 1 admet la
reformulation suivante. Considérons un polynéme f(X)=TX + a1 X9+ ... +a, X9 €
L[X] avec a, € L*. L’itération de f définit un systéme dynamique sur P}. Un point
T € PlL est dit prépériodique pour f §’il existe un entier naturel n tel que f°"(x)
est périodique pour f. La conjecture 1 affirme qu’il existe une borne sur le cardinal
des points prépériodiques de ces polyndémes, ne dépendant que de r et du degré de
Pextension L/K [P0098, Sch04].

L’approche pour les courbes elliptiques sur les corps de
nombres

Lorsqu’on remplace K par Q et « module de Drinfeld de rang 2 » par « courbe
elliptique », la conjecture 1 est un théoreme de Merel.

Théoréme 3 ([Mer96]). Soit d un entier > 1. Il existe une constante Cl; > 0 telle que
pour toute courbe elliptique E sur un corps de nombres L de degré d sur Q, tout point

P d’ordre N de E(L) vérifie N < CJ,.

Le cas d = 1 a été établi par Mazur en 1977 [Maz77]. A cette époque, Mazur a
suggéré que la théorie qu’il avait mise en place serait applicable dans le cadre des corps
de fonctions, suite a I'introduction alors récente des modules de Drinfeld (loc. cit. p. 39).
Un tel projet été entrepris par Tamagawa [Tam95] et P4l [Pal05, P4l07a, PAlO7b].

Résumons succintement le principe de la démonstration du théoréme 3, qui repose
sur les contributions de Mazur, Kolyvagin, Logachév, Kamienny et Merel [Maz77,
Maz78, KL89, KM95, Kam92b, Mer96].

(i) On se rameéne a démontrer le théoréme lorsque N est premier.

(ii) L’existence de P est équivalente a l’existence d’un point de la courbe modulaire
Y1 (V) défini sur une extension de Q de degré d.

(iii) Pour montrer le théoréme, il suffit de vérifier que si la puissance symétrique d-eéme
Xo(N)@ de la courbe modulaire Xo(N) a un point Q-rationnel qui rencontre la
puissance symétrique d-eme 0@ de la pointe oo dans la fibre en [ de X (N )(d),

pour un nombre premier [ { 2N, on a N < (Y.

(iv) Pour cela, on considére le morphisme

Xo(N) D — Jo(N)
(P1,...,Pd) — (P1)—|-...+(Pd)—d(oo)

et une variété abélienne quotient B de la jacobienne Jy(N) de Xo(N). On cherche
pour B une variété abélienne n’ayant qu'un nombre fini de points Q-rationnels et
telle que I'extension a Spec(Z) du morphisme composé

Xo(N)@ — Jo(N) — B

soit une immersion formelle en 0o dans la fibre en .
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(v) Pour que B(Q) soit fini, il suffit de choisir B telle que L(B,1) # 0, d’apres les
résultats connus sur la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.

(vi) On peut définir le plus grand quotient B de Jo(N) tel que L(B,1) # 0 ainsi : 'al-
gebre de Hecke 7 C End(Jy(NN)) opere sur les symboles modulaires. Considérons
Iidéal .Z, de 7 défini comme "annulateur d’un symbole modulaire particulier,
appelé élément d’enroulement et noté e. Posons Jo = B = Jo(IV)/IeJo(N).

(vii) Appliquée a Je, la condition d’immersion formelle équivaut a la Fj-indépendance
linéaire de d opérateurs de Hecke dans .7 /(I + 1.7).

(viii) Cette derniere condition revient a établir 'indépendance linéaire de d symboles
modulaires donnés explicitement, ce qui s’obtient grace a la théorie des symboles
modulaires.

Les analogues de tous les objets mentionnés dans cette esquisse existent lorsqu’on
remplace Q par K et « courbe elliptique » par « module de Drinfeld de rang 2 »
[Dri74, Tei92a]. Notre projet consiste a étudier dans quelle mesure cette approche est
pertinente.

Sa mise en ceuvre pour les modules de Drinfeld de rang 2

L’étape (i) correspond a l’équivalence entre les conjectures 1 et 2. L’étape (ii) est
un résultat élémentaire concernant la courbe modulaire de Drinfeld Y7 (n). L’étape (iii)
est traitée dans le chapitre 1 et I’étape (iv) dans le chapitre 5. L’étape (v), qui utilise
une partie de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, est moins profonde dans le cas
des corps de fonctions et démontrée dans [Sch82]. Les étapes (vi) et (viii) sont traitées
dans les chapitres 2 et 3.

Nous rencontrons une obstruction dans I’étape (vii), que nous proposons maintenant
de décrire. Fixons des notations. Jusqu’a la fin de ’introduction, n désigne un idéal
mazximal de A. Soient d un entier > 1 et [ un idéal maximal distinct de n. Le corps A/l
est noté F|. Soit oo la place de K donnée par m = % Soient K, le complété de K par
rapport a 0o, Oy son anneau des entiers et C le complété d’une cloture algébrique
de K. Soit 7 le sous-groupe de GL(2,Os) formé des matrices (: ?) € GL(2,0)
vérifiant v = 0 mod 7. Soient A I'anneau des adeles de K et Oy la partie finie de
I'anneau des entiers de A. Soit Ko(n) le sous-groupe de GL(2,Oy) formé des matrices
(?‘y ?) vérifiant v € n. Soit T'g(n) le sous-groupe de GL(2, A) formé des matrices (7 *g)
vérifiant v € n.

Contrairement a la situation classique, il existe deux théories quasi-dissociées de
formes modulaires :

— le C-espace vectoriel H(C) des formes automorphes paraboliques

GL(2, K)\GL(2, A)/Ko(n); x Z(Kx)T — C

spéciales en oo [Dri74];

— le A[1/n]-module S des différentielles relatives globales de degré 1 de la courbe
modulaire de Drinfeld Xy(n) sur Spec(A[1/n]). Apres extension des scalaires a
C, il coincide avec 'espace des formes modulaires analytiques pour Fy[T] de
poids 2, type 1 et doublement paraboliques pour I'g(n) [Gos80c, Gek88b].
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Posons S(F) = S ®4[1/y Fr. Les formes modulaires f € S(F;) possedent un
t-développement dans Fi[[t]] de la forme .~ b;i(f)t! T4~ D . Le sous-anneau T de
End(H(C)) engendré par les opérateurs de Hecke agit sur S. Contrairement a la
situation classique, l'action de T sur S et S(Fy) est pour I'instant mal connue. Cela

nous mene a considérer I’hypothése suivante (cette question a déja été évoquée par
Goss, Gekeler et P4l [Gos80a, Gek88b, PAl07b]).

(H1) 11 existe un idéal premier [ de degré 1 de A tel que I'homomorphisme
de F-espaces vectoriels

T®zF[ e HOHl(S(F[),F[)
s+ (frbi(sf))

est un isomorphisme.

Cet énoncé est a rapprocher d’une hypothese de multiplicité un dans S(Fy) (prop. 4.48).
L’hypothese (H1) est vérifiée lorsque n est de degré < 3 (th. 4.51). De facon générale, nous
manquons de méthodes numériques sur les formes modulaires pour Fy[T'] permettant
de vérifier cette hypothese sur des exemples.

Soit Ie I'idéal de T maximal pour la propriété suivante : la variété abélienne
Jo(n)/IeJo(n) sur K est de rang analytique nul (section 3.3). Pour éviter des problémes
liés au passage de suites exactes de variétés abéliennes aux espaces cotangents de leurs
modeles de Néron, il est utile de considérer une variante du quotient d’enroulement de
Jo(n) (sections 3.6 et 5.5.2). Pour cela, nous sommes conduits a I’hypothese technique
suivante, qu’on pourra comparer au corollaire 1.1 de [Maz78].

(H2) Tl existe un idéal saturé I de T tel que Io C I C I, + pT. Soit Jp(n)
(resp. Jr) le modele de Néron de la variété abélienne Jp(n) (resp.
Jo(n)/IJo(n)) sur A. Le sous-espace de Cotg Jp(n) annulé par I est
contenu dans I'image de 'application canonique Cotg J; — Cotg Jp(n).

Nous donnons quelques cas simples ou elle est vérifiée (n est de degré < 3, ou de degré
4 avec p # 2; prop. 3.29, section 5.5.2) ainsi qu'un critére (prop. 3.35). Cette hypothese
est vraisemblablement de nature moins profonde que (H1).

Le schéma de preuve présenté auparavant abouti alors a 1’énoncé qui suit.

Théoréme 4 (th. 5.30). Supposons les hypothéses (H1) et (H2) vérifiées. Alors :

(i) la courbe Yi(n) n’a pas de point défini sur une extension de K de degré < q,
lorsque degn > max(q+1,5) ; en particulier, la conjecture 2 est vraie pour d < q;

(ii) la courbe Y1(n) n’a pas de point K-rationnel lorsque degn > 3.

La raison pour laquelle nous restreignons notre étude aux points de degré < ¢ est
expliquée dans la section 4.3.

La torsion de degré 3 et 4 des modules de Drinfeld

Lorsque n est de degré 1 ou 2, il existe une infinité de modules de Drinfeld possédant
un point rationnel de torsion d’ordre n (car la courbe modulaire X;(n) est alors de
genre nul).
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Etudions en détail la situation lorsque n est de degré 3 ou 4. Nous montrons que
les hypotheses (H1) et (H2) sont satisfaites si degn = 3 (th. 4.51 et prop. 3.29). Nous
obtenons méme un résultat plus précis que la conclusion du théoréme 4.

Théoréme 5 (th. 5.11 et 5.15). () Sin est de degré 3, la courbe Yi(n) n’a pas de
point défini sur une extension de K de degré < 2.

(i) Sin est de degré 4 et L est une extension de K de degré < d, ou

1 siqg=2,3
d=132 siq=4,5
3 siq>T,

la courbe Yi(n) n’a pas de point L-rationnel.

Cela confirme partiellement la conjecture suivante de Schweizer, qui précise la
conjecture 1 lorsque d =1 et r = 2.

Conjecture 6 ([Sch03]). Soit ¢ un module de Drinfeld de rang 2 sur K. Alors on a
un isomorphisme de A-modules

(¢K)t0rs ~ A/m1 ) A/mg
avec my, Mo idéaux de A, mo C my et degmy + degmo < 2.

Signalons que la démonstration du théoréme 5 repose sur des variantes de notre
schéma de preuve général, ne faisant intervenir ni symboles modulaires ni propriété
d’immersion formelle. La situation est simplifiée lorsque n est de degré 3 du fait du
résultat suivant.

Proposition 7 (th. 3.19, cor. 3.23). Sin est de degré 3, la jacobienne Jo(n) est de
rang nul sur K. Sa fonction L est constante égale a 1 et son groupe de Tate-Shafarevich
est trivial.

Le deuxieéme énoncé du théoreéme 5 est démontré plus généralement pour les idéaux
n tels que toute forme propre de H(C) est de rang au plus 1 (th. 5.15). Nous n’avons
pas eu 'occasion de vérifier s’il s’applique a des courbes Y7 (n) pour degn > 5.

Enfin, des méthodes similaires permettent d’obtenir des informations partielles sur
les points K-rationnels de la courbe Yy(n).

Proposition 8 (prop. 5.12, 5.17 et th. 5.18). (i) Sin est de degré 3 ou 4, tout mo-
dule de Drinfeld sur K de rang 2, possédant une n-isogénie cyclique K -rationnelle,
a bonne réduction potentielle en tout idéal premier distinct de n.

(i) Soit n un idéal de degré > 5. Si degn =5 (resp. degn = 6), on suppose q > 4
(resp. ¢ > 3). Supposons que n vérifie la propriété : toute forme propre de H(C)
est de rang < 1. Alors la courbe Yo(n) n'a pas de point K -rationnel.
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Les symboles modulaires pour F[7]

Nous concentrons une partie importante de nos efforts a étudier les symboles
modulaires pour F,[T] introduits par Teitelbaum [Tei92a]. Le groupe M des sym-
boles modulaires relatifs au sous-groupe de congruence I'g(n) de GL(2, A) admet une
présentation par générateurs et relations. Les générateurs sont notés £(u : v), pour
(u:v) € PY(A/n). Le groupe M est muni d'une action des opérateurs de Hecke. Nous
montrons que 'action de ces opérateurs est donnée par la formule suivante.

Théoréme 9 (th. 2.28). Pour tout idéal m de A et (u:v) € PY(A/n), on a

T &(u:v) = Z E(au+ v @ fu+ ov)
(3 e
0l S = {(f; g) € My(A),dega > deg 3,degd > degry, (ad — 7)) =m,a et § unitaires}
et la somme est restreinte aux matrices telles que (cu + v : fu + Jv) soit défini dans
Pl(A/n).
Elle peut étre utilisée dans le cadre d’une étude algorithmique des formes auto-
morphes. Comme autre application, on mentionne ce théoréme de non-annulation.

Théoréme 10 (th. 3.16). Soit % [’ensemble des formes automorphes de H(C) nor-
malisées et propres pour T. Sin est de degré > 3, il existe une constante C' > 0 ne
dépendant que de q telle que

#{f € F|L(f,1) # 0} > C(#F)"2

Signalons que cette estimation est meilleure que celle obtenue par la méme méthode
pour les formes modulaires classiques dans [Par99)].

Il est peut-étre remarquable qu’une base explicite puisse étre extraite du systeéme de
générateurs de M (il n’y a pas de phénomene analogue pour les symboles modulaires
classiques).

Proposition 11 (th. 2.40). Sin est de degré impair d > 3, les symboles modulaires
€(1:0) et &(P: Q) ou P et Q parcourent les polynomes unitaires de A premiers entre
euz vérifiant deg Q < deg P < d/2, forment une base sur Z de M.

Cela pourrait étre utile en vue d’investigations numériques sur les formes auto-
morphes. Dans la section 2.8, on donne une application de ce résultat a la description
de la structure du T-module des symboles modulaires paraboliques lorsque n est de
degré 3.

Les implications logiques des chapitres sont représentées par le diagramme suivant.

chapitre 1 chapitre 2
chapitre 3 chapitre 4
chapitre 5
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Cadre général et notations

Le cadre dans lequel se situe le texte est le suivant :

— p est un nombre premier, ¢ une puissance de p et F, un corps fini a ¢ éléments ;

— A est 'anneau de polynémes en une indéterminée F,[T7; il est muni de la
fonction degré deg : A — N U {—o0}, en adoptant la convention deg () = —o0;

— K est le corps des fractions rationnelles Fy(T), c’est-a-dire le corps des fractions
de A; c’est une corps de fonctions algébriques sur F,, de degré de transcendance
1;

— oo est la place de K définie par m = %; les places de K sont oo et les idéaux
maximaux de A, ces derniers correspondant aux idéaux premiers non nuls de A;

— Koo = Fy((m)) est le corps des séries de Laurent en 7 ; c’est le complété de K
en la place oo

— la valeur absolue || = ||o est normalisée sur Ko, (|7| = % );

— Oo = Fy[[r]] est I'anneau de séries formelles en 7 ; c’est I'anneau d’entiers de
Koo

— C est le complété d’une cloture algébrique de K, ; c’est un corps algébrique-
ment clos;

— H =P!YCyx) — PY(Kw) = Coo — Ku est appelé le demi-plan de Drinfeld ;

— n est un idéal non nul de A.

La notation co désignera aussi bien la place oo que le bout oo de I'arbre de Bruhat-
Tits ou la pointe co d’une courbe modulaire : nous espérons que, d’apres le contexte, il
n’y aura pas de confusion possible.

Pour

Le groupe GL(2, A) agit sur H par transformations linéaires : (¢ )z = ‘c‘jifl

un idéal n de A, on pose : I'(n) = {g € GL(2,4) | g = (}?) mod n}. Un sous-groupe
de GL(2, A) est dit de congruence s’il contient I'(n) pour un idéal n. Les groupes :

To(n) = {(Z Z) € GL(2,A) |ce n},

T (n) = {(Z Z) eGL(Q,A)|a—1,c€n}

en sont des exemples.

Si p est un idéal maximal de A, le corps fini A/p est noté Fy. Si F' est un corps
quelconque, F?!8 (resp. [5P) désigne une cloture algébrique (resp. séparable) de F. Si
R est un anneau, Z(R) est le centre de GL(2, R). L’exposant * désigne le sous-groupe
des éléments inversibles. Le cardinal d’un ensemble fini E est noté #F.

9
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Cadre général et notations

Soient Y un schéma, X un schéma sur Y et Y/ — Y un morphisme de schémas. Le
changement de base de X a Y’ est noté Xy+. Muni de la projection Xy» — Y’, c’est un
schéma sur Y. Si Y est le spectre d'un anneau R, on pose Xy = Xpg.

Si G est un schéma en groupes lisse sur un schéma T, Cot G désignera ’espace
cotangent de G 7 le long de la section nulle.

En fin de texte, on trouvera un index non exhaustif de notations employées dans
plusieurs chapitres.
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Chapitre 1

Modules de Drinfeld

1.1 Modules de Drinfeld (rappels)

Ces objets ont été introduits par Drinfeld [Dri74] sous le nom de modules elliptiques.
La théorie des modules de Drinfeld est valable dans un contexte plus général que celui
dans lequel se situe ce texte : considérons une courbe projective lisse irréductible C
sur Fy, munie d'un point fermé oo de degré ; on peut remplacer A par I’anneau
des fonctions régulieres de C — {oo}, K par le corps des fractions de A, 7w par une
uniformisante fixée en la place oo de K, Ko, par le complété de K en oo (avec la valeur
absolue normalisée par || = ¢?%), Os par son anneau d’entiers et Co par le complété
d’une cloture algébrique de K. La majeure partie des énoncés de cette section, ainsi
que la conjecture 1.12, sont valables dans ce contexte.

Notre référence pour la présentation suivante est [Gos96]. Les actes de conférence
[GvdPRVGI7| contiennent des présentations détaillées de la plupart des objets figurant
dans cette these (a exception des symboles modulaires de Teitelbaum).

1.1.1 Définition

Un A-corps L est un corps équipé d’un morphisme v : A — L. Si le noyau de ~y est
non nul, on appelle la A-caractéristique de L, sinon on dit que L est de A-caractéristique
générique. Les extensions finies de K sont de caractéristique générique.

Dans la suite de cette section, L désignera un A-corps. Les endomorphismes du
schéma en groupes additif sont donnés par des polynoémes additifs. On s’intéresse a
ceux définis sur L et F,-linéaires :

Endy, (Gq) = {Zaini 0 e L}'

finie

Muni de la composition, ¢’est un anneau non commutatif. Soit 7 : X — X9 I’endo-
morphisme de Frobenius relatif. Considérons ’anneau L{7} des polynémes tordus de
la forme > g0 ai7" (a; € L) avec la multiplication définie par Ta = a7 (a € L). Via
X% +— 7% on a l'identification d’anneaux

Endrr, (Ga) = L{7}.

11
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Chapitre 1. Modules de Drinfeld

Définition 1.1. Un A-module de Drinfeld sur L est un homomorphisme de F-algebres

¢»: A — L{r}

a — Qg

vérifiant les conditions :
(i) pour tout a dans A, le terme constant de ¢, est y(a);

(ii) il existe a € A — {0} tel que ¢, n’est pas constant.

Par la suite, on abregera « A-module de Drinfeld » en « module de Drinfeld ». Les
coefficients des polyndomes ¢, seront appelés les coefficients de ¢.

On démontre qu’il existe un entier r > 1 tel que deg ¢, = r dega pour tout a dans
A—{0}. On appelle r le rang du module de Drinfeld. Un module de Drinfeld ¢ sur L de
rang 7 est déterminé par la donnée du polynoéme ¢7(X) = v(T)X + 1 X9+ ... +1, X7,
avec li,...,l, € L et l, # 0. Par exemple, le module de Carlitz sur K (ou Cy) est
défini par pp(X) =TX + X7 et il est de rang 1. Le rang d’'un module de Drinfeld en
est un invariant fondamental. Le cas » = 1 présente de nombreuses similarités avec la
théorie cyclotomique et le cas r = 2 avec les courbes elliptiques.

Soient ¢ et 1) deux modules de Drinfeld sur L. Un morphisme de ¢ dans ¢ sur L
est la donnée d’un polynéme P € L{7} tel que pour tout a € A on ait P¢, = ¥, P
dans L{7}. Un morphisme non nul est appelé une isogénie et ne peut exister qu’entre
modules de Drinfeld de méme rang. Un isomorphisme de ¢ dans ¢ sur L est la donnée
d’un polynéme constant u € L* tel que, pour tout a € A, on ait u¢, = You dans L{7}.

1.1.2 Théorie analytique

Les modules de Drinfeld sur C, possédent une description par des réseaux. Un
réseau de Co est un sous A-module de C,, discret et de type fini. Son rang est la
dimension du K .-espace vectoriel qu’il engendre. Contrairement & la situation classique
sur C ou les réseaux similaires sont de rang 1 ou 2, il existe ici des réseaux de rang
arbitrairement grand. A un tel réseau A on associe une fonction exponentielle, qui joue
le role de la fonction p de Weierstrass. Elle est définie par

er(z) =z H (1—§\> (z € Cx).

AEANZOD

C’est une fonction entiere sur Co,, au sens de ’analyse non-archimédienne. Ses zéros sont
simples et ce sont les éléments de A. De plus, cette fonction est F,-linéaire, surjective
sur Cy et donne un isomorphisme de groupes ep : Coo/A — Co. Le diagramme
commutatif suivant

0 A Coo —2> Co 0
O C
0 A Co — 2> Cop 0

définit de facon unique un module de Drinfeld ¢* : a — ¢ sur Cy, de rang r, vérifiant
er(az) = ¢ (en(2)) (a€ A,zeCqy).

12
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1.1. Modules de Drinfeld (rappels)

L’application A — @™ est une équivalence de catégorie entre les réseaux de Coo de rang
7 (munis de leurs morphismes) et les modules de Drinfeld sur Co, de rang r (munis de
leurs morphismes).

1.1.3 Le A-module des points rationnels

Soient ¢ un module de Drinfeld sur L et M une extension de L. On munit le groupe
additif M d’une structure de A-module, différente de la structure canonique, donnée
par 'action de ¢ suivante :

a-x=¢q(x) (a€AxzeM).

On appelle module des points M -rationnels de ¢ et on note M ce A-module.

Pour a € A — {0}, un point de a-torsion M -rationnel est une racine dans M du
polynéme ¢, (). Ces points forment un sous-A-module de M noté ¢[a](M). Les points
de torsion M-rationnels forment un sous-module de ? M noté (¢M )tors- L’ordre d’un
point de torsion x est défini comme l'idéal non nul {a € A | ¢,(x) = 0} de A. Le
A-module ¢[a](L*8) est contenu dans ?L5P et isomorphe & (A/aA)". On dispose du
théoreme de structure globale suivant.

Théoréme 1.2 ([Po095], th. 1). Soit ¢ un module de Drinfeld sur une extension finie

L de K. Le A-module ®L est la somme directe de (‘1’L)torS et d’un A-module libre de
rang infini dénombrable.

La situation differe donc de celle des courbes elliptiques sur les corps de nombres,
pour lesquelles le groupe de Mordell-Weil est de type fini.

Définition 1.3. Soient n un idéal de A et ¢ un module de Drinfeld sur L. Une n-isogénie
cyclique L-rationnelle de ¢ est un polynéme P(X) = 3", a; X9 € L[X] de degré #(A/n)
tel que Ker(P) = {z € L¥8 | P(z) = 0} est un sous-module de (?L¥8);,s C ?L5P
isomorphe a A/n.

Un tel polynéme P définit une isogénie entre ¢ et le module de Drinfeld ¢ défini par
Ya(P(X)) = P(¢a(X)) (a € A). Réciproquement, tout sous-module M de (?L8).s,
stable par Gal(L*P /L) et tel que M ~ A/n comme A-modules, définit une n-isogénie
cyclique L-rationnelle par la formule suivante : P(X) = [],,c3/(X —m). On a donc
une bijection entre I’ensemble des n-isogénies cycliques L-rationnelles de ¢ et les sous-
modules de (?L)iors stables par Gal(L%P/L) et isomorphes & A/n comme A-modules.

1.1.4 Théorie de la réduction

Soient L un A-corps local, v sa valuation discrete, O son anneau de valuation, M
son idéal maximal et k son corps résiduel. Soit ¢ un module de Drinfeld sur L de rang
r. On adopte la définition suivante.

Définition 1.4. On appelle modéle stable de ¢ sur L la donnée d’un module de Drinfeld
1 sur L de rang r vérifiant les conditions :
(i) ¢ et v sont isomorphes sur L ;

(ii) 9 est a coefficients dans O

13
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Chapitre 1. Modules de Drinfeld

(iii) la réduction de ¥ est un module de Drinfeld sur k.

Définition 1.5. Le module de Drinfeld ¢ a réduction stable s’il posséde un modele
stable 1) sur L. Si r’ désigne le rang de la réduction de v sur k, on dit alors que ¢ a
réduction stable de rang r'.

Le module de Drinfeld ¢ a réduction potentiellement stable (de rang r') s’il a
réduction stable (de rang r’) sur une extension finie (F,w) de (L,v). Le module de
Drinfeld ¢ a bonne réduction (resp. bonne réduction potentielle) s’il a réduction stable
de rang r (resp. réduction potentiellement stable de rang r).

Proposition 1.6. Tout module de Drinfeld sur L a réduction potentiellement stable.

Un module de Drinfeld sur L de rang 2 a donc soit bonne réduction potentielle, soit
réduction potentiellement stable de rang 1. Sur une extension finie M de K = Fy(T'),
un module de Drinfeld a bonne réduction en toutes les places de M sauf un nombre
fini d’entre elles.

Soit ¢ un module de Drinfeld sur L. D’apres la proposition 1.6, ¢ possede un modele
stable ¢ sur une extension finie (F,w) de (L,v). L’'image d'un élément 2 € ¢L par
I'isomorphisme est un élément y de ¥ F.

Lemme 1.7. Sty est entier, il en est de méme de l’image de x dans tout autre modéle
stable de ¢ sur une extension finie de (L,v).

Démonstration. Supposons qu’il existe des extensions finies (Fi,w;) et (Fa,w2) de
(L,v), un modele stable ¢ de ¢ sur F; et un modele stable 9 de ¢ sur F,. Notons
r’ le rang commun de la réduction de ¢y et ¢y. Alors il existe u; € F{* et ug € Fy
tels que Y1 = ulgbufl et 1y = uggbu;l. Soit F' le compositum de F; et F5 et w 'unique
prolongement de w; et wy a F'. Posons u = U1_1U2 € F*. Alors on a 1y = uwlu_l.
Notons a; (resp. ag) le coefficient en 7 de (¢1)7 (resp. (12)7). Comme lles modeles

sont & coefficients entiers, on a wi(a1) = 0 et wa(az) = 0. Or az = u? ~'a; donc
w(ujuy ') = 0 c’est-a-dire wi(u1) = wa(ug). L'image du point = dans le modele 1y
(resp. 1b9) est uy 'z (resp. uy 'x). Sil'un est entier, I'autre Iest donc aussi. O

L’uniformisation de Tate-Drinfeld

Nous rappelons cette uniformisation dans le cas des modules de Drinfeld de rang 2.
Supposons que O est un anneau de valuation discréte complet. Si p est un module de
Drinfeld sur L, un p-réseau de rang 1 est un sous-A-module de P L5°P projectif, de rang
1, discret et invariant par Gal(L*P/L).

Proposition 1.8 (Drinfeld [Dri74] §7). Il existe une bijection entre :

(i) U’ensemble des classes d’isomorphisme sur L de modules de Drinfeld de rang 2
sur L, a réduction potentiellement stable de rang 1 ;

(ii) ’ensemble des classes d’isomorphisme sur L de couples (I, p) ot p est un module
de Drinfeld de rang 1 sur L et I' est un p-réseau de rang 1.
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1.1. Modules de Drinfeld (rappels)

Rappelons quelques éléments de cette construction. Prenons un module de Drinfeld
p de rang 1 sur L et un p-réseau I' de rang 1. La fonction exponentielle associée a I :

er(z) = zaeg{o} <1 - Z)

est une fonction entiére sur L*P, qui vérifie er(z) = z mod M. Le module de Drinfeld
¢ associé au couple (I', p) est déterminé de fagon unique par le diagramme commutatif
suivant, pour tout a € A :

er

0—=T —> [P s
lpa i Pa i Pa
0 r rsev Lo psep,

Rappelons la construction réciproque dans le cas ot ¢ est un module de Drinfeld
sur L de rang 2 défini par

o = T—|—gT—|—A7'2 € L{r},

avec g € O et A € M. Il existe une série e = 1 + 312 u,, 7" dans Panneau des séries
formelles tordues O{{7}}, et un module de Drinfeld p sur L de rang 1, & coefficients
dans O, tels que

pae =e€p, (a € A).

De plus, les réductions de ¢ et p modulo M coincident et le module de Drinfeld p
a bonne réduction. On notera encore e la fonction entiére z +— 1+ 372 u,x?", qui
définit un homomorphisme L& — L& Son noyau I' est un p-réseau de dimension 1.
I1 est de la forme I' = p4 () pour un élément v € I' vérifiant w(y) < 0 (ot w désigne
'unique prolongement de v & L*#). Pour tout a non nul dans A, on a I’isomorphisme
de A-modules

¢ pa (T)/T > 9la)(L), (1.1)

Comme ¢ est a coefficients dans O, le groupe additif O muni de la loi a -z = ¢, (), est
un sous A-module de ?L noté ?O. Le sous-A-module des racines dans @ de 1’équation

¢a(x) = 0 est noté ¢[al(O).

Lemme 1.9 (voir aussi [Ros03] 5.3 et 5.4). Soita € A, a#0. On a

Démonstration. L’inclusion e(p[a](O)) C ¢[a](O) est immédiate, car p et e sont a
coefficients dans . Etudions lautre inclusion. Les affirmations suivantes s’obtiennent
en généralisant les arguments de la preuve du lemme 5.3 de [Ros03] (voir aussi la
preuve du théoréme 5.4 de loc. cit.). Soit A, un élément de »L*& d’ordre (a), c’est-a-dire
une racine primitive de 1’équation p,(z) = 0. Soit v, € L*# une racine de I’équation
pa(x) = 7. L’ensemble

{pc(Aa) + pa(7a) | (¢,d) € A x A ,degc < dega,degd < dega} C pgl(F)
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Chapitre 1. Modules de Drinfeld

est un systéme de représentants de p; '(I')/T. En effet, il possede ¢>9°€2 éléments et
deux éléments distincts de cet ensemble ne sont pas congrus modulo I'. De plus, si
degc < dega, degd < dega, d # 0, on a les inégalités suivantes :

NIV NIV
o o o o

¢la)(0) C e(plal(L*®)).

Soit z € ¢[a](0). 1l existe y € pla](L™8) tel que z = e(y). L’élément de torsion
y est séparable sur L. Soit 0 € Gal(L*P/L). Comme z € L, on a o(z) = z donc
e(o(y)) = o(e(y)) = e(y). Par linéarité de I'exponentielle, on a e(c(y) —y) = 0, donc
o(y) —y € I'. Par ailleurs, o(y) — y est un élément de a-torsion de I', qui est sans
torsion. On obtient o(y) =y, d’ou y € L. Ceci montre que

¢[al(O) C e(plal(L)).

Enfin, tout élément de pla](L) est dans O, car il est une racine du polynéme p,(X) € O[X]
dont le coefficient dominant est inversible dans @. On obtient

¢la](O) C e(plal(O)).

1.1.5 Modules de Drinfeld de rang 2 et invariant modulaire
Si ¢ est un module de Drinfeld de rang 2 sur un corps L donné par

¢r =T + g7 + AT? (9ge L,A e LX)

1

son nvariant modulaire est j(¢p) = ‘[’Z . Deux modules de Drinfeld de rang 2 sur L ont

le méme invariant modulaire si et seulement s’ils sont isomorphes sur L*#. De plus, si
L est un corps local, ¢ a bonne réduction potentielle si et seulement si j(¢) appartient
a anneau de valuation de L ([Ros03] lemme 5.2).

1.2 Torsion des modules de Drinfeld (rappels)

Lemme 1.10 (voir aussi [Poo97], prop. 1). Soient L un A-corps et P € A non constant.
Alors (?L)tors est Uensemble des éléments de L dont lorbite sous litération de ¢p est

finie.
Démonstration. Soit x € L et I le noyau de ’homomorphisme d’anneaux

A — L
a +— ¢q(x).
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1.2. Torsion des modules de Drinfeld (rappels)

L’élément x est de torsion si et seulement si I’idéal I, est non nul, ce qui revient a dire
que A/I, est fini. Par ailleurs, Papplication précédente induit une bijection entre A/,
et Porbite de x sous ¢. Si z est de torsion, cette orbite est finie et en particulier, I’orbite
de x sous l'itération de ¢p est finie.

Réciproquement, si I’orbite sous l'itération de ¢p est finie, il existe un entier n > 1
tel que ¢p(x) = ¢pn(x), donc ¢pn_p(z) = 0. Comme P est non constant, le polynéme
P"™ — P est non nul dans A, donc x est de torsion. ]

Le lemme 1.10 fournit une description du sous-module de torsion en termes de
systémes dynamiques algébriques. Considérons le polynéme ¢r(X) =TX +a1 X9+...+
a, X7 € L[X] avec a, € L*. L’itération de ¢7(X) définit un systéme dynamique sur
PlL. Un point z € P}J est dit prépériodique pour ¢r s’il existe un entier naturel n tel que
f°(x) est périodique pour f. Le A-module de torsion (?L)ors est alors 'ensemble des
points de P} prépériodiques pour ¢r (voir [Poo98, Sch04] pour de telles formulations).

Lemme 1.11. Soit L une extension finie de K. Si ¢ est un module de Drinfeld sur L,
le A-module (?L)iors est fini.

Pour une démonstration élémentaire utilisant la théorie de la réduction, on peut
consulter [Ros03] prop. 4.1. Le lemme se déduit aussi de la proposition 1 de [P0o097],
qui affirme que, sur une extension finie de K, (le complété de K en une place p # 00),
la torsion d’un module de Drinfeld est finie. Enfin, ce lemme est aussi conséquence des
propriétés de la hauteur canonique globale associée a un module de Drinfeld par Denis
[Den92] : les points de torsion sont ceux de hauteur nulle et comme il n’existe qu’un
nombre fini de points de hauteur bornée, ils sont en nombre fini.

Rappelons la conjecture suivante de Poonen, inspirée par une question analogue
pour les courbes elliptiques et les variétés abéliennes sur les corps de nombres. Le rang
du module de Drinfeld joue le réle de parametre.

Conjecture 1.12 (Poonen [Po097]). Soient 7 > 1 et d > 1 des entiers. Il existe une
constante C 4 > 0 telle que, pour toute extension L de K de degré d et pour tout
module de Drinfeld ¢ sur L de rang 7, on ait #(?L)iors < Cra.

Denis avait formulé auparavant cette méme question, sans toutefois faire apparaitre
la dépendance de la constante en le rang ([Den95|, probléme 3). Poonen a expliqué
dans quelle mesure sa formulation est optimale et démontré la conjecture pour r = 1
avec une borne explicite optimale ([Poo97], th. 8). Par la suite, Schweizer a proposé
une version raffinée de la borne.

Conjecture 1.13 ([Sch03] 3.1). Soient » > 1 et d > 1 des entiers. Il existe une
constante b, 4, indépendante de ¢, telle que pour toute extension L de K de degré d et
pour tout module de Drinfeld ¢ sur L de rang r, on ait #(?L)ors < g°rd.

De plus, si d = 1, Schweizer formule une conjecture précise sur la structure du
module de torsion.

Conjecture 1.14 ([Sch03] conj. 1). Soit ¢ un module de Drinfeld de rang 2 sur K.
Alors on a un isomorphisme de A-modules

(d)K)tors ~ A/ml @ A/mQ

avec my, mo idéaux de A, mo C m; et degm; + degmo < 2.
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Enfin, signalons que article [NYO01] de NguyenKhac et Yamada prétend démontrer
la conjecture pour r = 2, mais la démonstration ne semble pas étre complete (voir
[Sch03] §1 pour les détails).

Comme 'anneau A est principal, le module de torsion admet une décomposition
(d)L)tors == @ Mp
p

ou
Mp = {513 S (¢L)tors ‘ dn > 1, ¢P" (.73) = 0}

est la composante p-primaire de (?L)ors (P désigne un générateur de p) et la somme
porte sur un nombre fini d’idéaux premiers p de A.

Un des principaux résultats connus sur la conjecture pour les modules de Drinfeld
de rang 2 est le suivant.

Théoréme 1.15 (Schweizer [Sch03] th. 2.4, [Poo97] th. 6). Soient p un idéal premier
de A et d > 1 un entier. Il existe une constante Bqy, > 0 telle que, pour toute extension
L de K de degré d et pour tout module de Drinfeld ¢ sur L de rang 2, la composante
p-primaire de (?L)iors est de cardinal au plus Bgp.

Ce théoreme est un analogue fort (c’est-a-dire uniforme en le corps) du théoreme
de Manin [Man69] sur la p-torsion des courbes elliptiques sur Q. Plus précisément,
c’est I’analogue d’'un théoreme de Kamienny et Mazur [KM95], dont la démonstration
s’appuie sur un théoreme de Frey, lui-méme conséquence du théoreme de Faltings
(conjecture de Lang pour les points rationnels de sous-variétés des variétés abéliennes).
La démonstration du théoréme 1.15 repose sur des résultats similaires, en particulier
la conjecture de Mordell-Lang pour les variétés abéliennes sur les corps de fonctions,
prouvée par Hrushovski [Hru96).

Cet énoncé permet de ramener le probléme de la torsion a celui a priori plus faible
de la torsion premiere.

Conjecture 1.16. Pour tout entier d > 1, il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux premiers
p de A pour lesquels il existe une extension L de K de degré d, un module de Drinfeld
¢ sur L de rang 2 et un élément de ? Liors d’ordre p.

Corollaire 1.17 ([Sch03]). La conjecture 1.12 est vraie pour r = 2 si et seulement si
la conjecture 1.16 est vérifiée.

En effet, borner uniformément #(¢L)t0rs revient d’une part a borner uniformément
le nombre d’idéaux premiers p apparaissant dans la décomposition primaire (¢’L)t0rs,
d’autre part a borner uniformément le cardinal de chacune des composantes p-primaires.
Le premier point revient a montrer la conjecture 1.16. Quant au deuxieme, il découle
du théoreme 1.15. Dans cette thése, nous nous intéressons a la conjecture 1.16.

Remarque 1.18. La démonstration du théoréme 1.15 ne fournit pas de borne explicite
pour le cardinal de la composante p-primaire. Ainsi, méme si on connait explicitement
les idéaux premiers p intervenant dans la conjecture 1.16, cela ne suffit pas pour obtenir
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une borne explicite dans la conjecture de Poonen. Dans le cas elliptique, le théoréme
de Merel n’est pas effectif pour la méme raison. Cependant, Parent [Par99] a obtenu
une borne effective en travaillant sur des courbes modulaires de niveau puissance d’un
nombre premier. Une telle approche est envisageable pour la torsion des modules de
Drinfeld de rang 2.

1.3 Arguments locaux pour I’étude de la torsion

Soit d un entier > 1. Soient [ un idéal maximal de A et K| la complétion de K en
[. Rappelons un résultat de Poonen sur la torsion des modules de Drinfeld & bonne
réduction potentielle.

Théoréme 1.19 ([Poo97], th. 5 et 7). Soit r un entier > 1. Il existe une constante
C > 0 telle que, si L est une extension finie de K de degré au plus d et ¢ un A-module
de Drinfeld de rang r sur L avec bonne réduction potentielle, on a #(®L)iors < C.

Un examen de la démonstration de Poonen montre que la borne explicite suivante

convient :
C = q2d deg I(q"dest 1) )

Précisons comment elle est obtenue. Soit P un générateur unitaire de [. La premiere
étape de la démonstration, qui consiste a se ramener & A = F,[P] et a K = Frac(F,[P]),
change le rang r en rdeg! et le degré d en ddegl. La deuxiéme étape permet de se
ramener au cas ol ¢ a bonne réduction sur une extension L’ de L : I'extension L'/K
construite est de degré au plus d’ = d(q" — 1). Enfin, une fois ces simplifications faites,
la derniére étape majore le cardinal de la torsion par q2d/.

Dans le cas ou r = 2 et d = 1, la borne obtenue est donc qz(q2 deBl—1)deg, Ainsi, si
le module de Drinfeld posséde un point L-rationnel d’ordre n, on a degn < 2(¢?9°8’ —
1) degl. Lorsque (I,n) = 1, la proposition suivante montre que cette borne peut étre
améliorée. Cette estimation sera exploitée dans I’analogue de la méthode de Mazur
(section 5.3).

Proposition 1.20. Soient L une extension de K| de degré < d et ¢ un module de
Drinfeld sur L de rang 2 ayant un point de torsion L-rationnel x d’ordre n & A avec
(,n) = 1. Supposons vérifiée 'une des deux conditions suivantes :

(i) ¢ a bonne réduction potentielle ;

(i) n est premier, ¢ a réduction potentiellement stable de rang 1 et x définit un point
entier d’un modéle stable de ¢ sur une extension finie de L.

Alors on a degn < ddegl.

Démonstration. Posons r = 2 dans le cas (i) et » = 1 dans le cas (ii). Le module de
Drinfeld ¢ est défini par ¢ = T + g7 + A% € L{r} avec g € L et A € L*. Soient v
la valuation de L et P une uniformisante. Le polynéme X9 ~! — P est d’Eisenstein
donc irréductible dans L[X]. Soit « une racine de ce polynéme et F le corps obtenu en
adjoignant o & L. C’est une extension séparable et totalement ramifiée de L de degré
q" — 1. Notons w l'unique valuation de F' qui prolonge v et O I'anneau de valuation de
F'. Démontrons ’assertion suivante :
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Il existe un module de Drinfeld p sur F' de rang r, a coeflicients dans O et
bonne réduction, muni d’un point O-rationnel y d’ordre n.

Supposons la condition (i) vérifiée. Posons u = a~*(®) € F*. Alors on a w(u) =

—52(6% De plus, comme le module de Drinfeld ¢ a bonne réduction potentielle, son
invariant modulaire % est dans O, ce qui donne v(A) < (¢+1)v(g) donc w(u) > —%.

Soit p le module de Drinfeld de rang 2 sur F' défini par

pr =T +ultgr + ul’"IAT2,
Il est isomorphe & ¢ sur F et on a w(u?~1g) > 0 et w(uq2_1A) = 0. Via cet isomorphisme,
p est muni d’un point de torsion F-rationnel d’ordre n, noté y. Soit N € A un générateur
den. On a

2deg N )
pn(y) = Ny+ Y Ly? =0, (1.2)
i=1
ol l1,...,ladegn € O et lagegny € O* (car p est de rang 2 et a bonne réduction).

Comme = # 0, on a y # 0. D’apres (1.2), on a alors y € O.
Supposons la condition (i) vérifiée. Posons u = a~*(9) € F*. Alors on a w(u) =
v(9)

— 1 De plus, comme le module de Drinfeld ¢ n’a pas bonne réduction potentielle, son

invariant modulaire % n’est pas entier donc (g+1)w(g) < w(A) et on a w(u? LA) > 0.
Soit 1) le module de Drinfeld sur F' de rang 2 défini par

Yr =T +ullgr + u’"IAT2,

Il est isomorphe a ¢ sur F', a coefficients dans O et sa réduction modulo I'idéal maximal
de O définit un module de Drinfeld de rang 1. Autrement dit, c’est un modéle stable
de ¢ sur F. D’apres le lemme 1.7, 'élément 2 € (?L)¢ors d’ordre n définit un élément
d’ordre n de (YO)iors, noté z. Soit (p,I") une uniformisation de Tate-Drinfeld de 1)
sur F. Le module de Drinfeld p est de rang 1, a coefficients dans O et a bonne
réduction. Appliquons le lemme 1.9. Il existe y € p[N](O) tel que z = e(y). 1l existe
be A,degb < degn et Ay une racine primitive de py tels que y = pp(Ax). Comme n
est premier et A\ est d’ordre n, on voit que y est d’ordre n.

L’assertion est donc démontrée. Soit B le sous-A-module de (PF')iors engendré par
y. Comme p est a coefficients dans O et y € O, B est contenu dans O. La réduction
modulo 'idéal maximal de O fournit un homomorphisme de groupes additifs de B dans
le corps résiduel de F. Cet homomorphisme est injectif. En effet, soit z un élément de
B il est annulé par N et vérifie donc

rdeg N

pN(2) =Nz+lz94+ ...+l degn2? =0,
avec l1,...,lrdeg N € O €t lgeg v € O™ (car p a bonne réduction). Supposons que z est
non nul et vérifie w(z) > 0. On aurait
N+5L2 .+ lrdeg]\,zqrdegjv—1 =0,

donc w(N) > 0, ce qui est exclu car (I,n) = 1. Donc B s’injecte dans le corps résiduel de
F'| qui est celui de L car I'extension F'/L est totalement ramifiée. Le corps résiduel de L
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est une extension de degré au plus d de A/l, donc #B < (#A/)? < ¢?9°8!, Par ailleurs,
comme y est d’ordre n, B est isomorphe & A/n comme A-module, donc #B = g™,
Ainsi on a degn < ddegl. O

On en déduit immédiatement 1’énoncé global suivant.

Corollaire 1.21. Soient | un idéal maximal de A et L une extension de K de degré
< d. Soit ¢ un module de Drinfeld sur L de rang 2 ayant un point de torsion L-rationnel
x d’ordre n & A avec ([,n) = 1. Supposons vérifiée l'une des deux conditions suivantes :

(i) ¢ a bonne réduction potentielle en un idéal premier au-dessus de | ;

(i) n est premier, ¢ a réduction potentiellement stable de rang 1 en un idéal premier
au-dessus de | et x définit un point entier d’un modéle stable de ¢ sur une
extension finie de L.

Alors on a degn < ddegl.

1.4 Courbes modulaires de Drinfeld (rappels)

Les variétés de modules des modules de Drinfeld de rang r ont été introduites dans
[Dri74]. Leur étude, en particulier dans le cas des courbes (r = 2) a été approfondie
notamment par Gekeler dans [Gek86a, Gek86b] (on pourra consulter aussi [GR96,
Gek01] pour un panorama).

1.4.1 Modules de Drinfeld sur un schéma

Soient S un A-schéma et v : A — Og ’homomorphisme associé. Soit r un entier
> 1. Un A-module de Drinfeld sur S de rang r est un couple (£, ¢) ou L est un F-fibré
en droites sur S et

p:A —> Endpms(ﬁ)

a — ¢q

est un homomorphisme d’anneaux F,-linéaire a valeurs dans I’anneau des endomor-
phismes Fy-linéaires de £ sur S vérifiant :

(i) pour tout corps F' et tout homomorphisme de A-schémas Spec(F') — S, Pappli-
cation induite A — Endp, 5(Lr) est un module de Drinfeld sur F' de rang r (ol
L désigne le tiré-en-arriere de £ par Spec(F) — S);

(ii) pour tout a € A, la dérivée de ¢, dans 'espace tangent de L en la section nulle
est la multiplication par y(a).

Si S est le spectre d’un corps, on retrouve la définition classique. Un morphisme de
modules de Drinfeld de (L, ¢) dans (L', ¢') est un homomorphisme £ — £’ compatible
aux actions de A données par ¢ et ¢'. Si n est un idéal de A, le schéma de n-torsion
¢[n] est l'intersection schématique des noyaux de ¢, : £ — L pour tout a € n. C’est un
S-schéma en groupes plat, fini sur S de rang #(A/n)" et étale en dehors du support de
n.
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1.4.2 Courbes modulaires de Drinfeld X(n) et X;(n)

Pour la construction des schémas de modules classifiant les modules de Drinfeld de
rang r sur un schéma munis d’une structure de niveau n, on consultera les références
citées précédemment. Dans la suite de ce texte, nous nous intéresserons aux courbes
modulaires Xo(n) et X;(n), dont nous rappelons maintenant les propriétés.

Si E = (L, ¢) est un module de Drinfeld sur S, suivant Drinfeld et [KMS85], un sous-
groupe cyclique de E d’ordre n est un sous-schéma en groupes C' de ¢[n] tel qu’il existe
un changement de base, fini et fidélement plat ' — S, et un point P € (L xgT)(T) tel
que sur £ xg T, on ait I'égalité de diviseurs de Cartier : Or = 3, 4 n[aP].

Considérons le foncteur, de la catégorie des A-schémas dans celle des ensembles,
qui a un A-schéma S associe I’ensemble des classes d’isomorphisme de couples (E,C),
ou FE est un module de Drinfeld sur S de rang 2 et C' un sous-schéma en groupes fini
et plat de ¢[n], de rang constant égal a #A/n sur S et cyclique (on appellera C une
structure de niveau T'o(n) sur E). Ce foncteur posséde un schéma de modules grossier
Yo(n) sur A, qui est affine et de type fini sur A, de dimension relative pure 1.

En particulier, si L est un corps de A-caractéristique disjointe de n, Yp(n)(L) est en
bijection avec I’ensemble des classes de L*8-isomorphisme de couples (¢, u) ot ¢ est un
A-module de Drinfeld sur L de rang 2 et u est une n-isogénie cyclique L-rationnelle de

o.

Si E = (L, ¢) est un module de Drinfeld sur S, un point d’ordre exactement n de E
est un homomorphisme de A-modules P : A/n — L(S) tel que le diviseur de Cartier
effectif >°,c 4/u[P(a)] est un sous-schéma en groupes de ¢[n].

Considérons le foncteur, qui & un A-schéma S associe ’ensemble des classes d’iso-
morphisme de couples (E, P), ou E est un module de Drinfeld sur S de rang 2 et P un
point d’ordre exactement n de E. Ce foncteur posséde un schéma de modules grossier
Yi(n) sur A, qui est affine et de type fini sur A, de dimension relative pure 1.

En particulier, si L est un corps de A-caractéristique disjointe de n, Yi(n)(L) est
en bijection avec I'ensemble des classes de L*8-isomorphisme de (¢, P) oti ¢ est un
A-module de Drinfeld sur L de rang 2 et P € ?L est un point de torsion L-rationnel
d’ordre n.

On dispose d’une construction de Yp(n) et Y7 (n) comme variétés analytiques rigides
sur C. Le demi-plan de Drinfeld H a une structure naturelle d’espace analytique
rigide, connexe et lisse. L’action par transformations linéaires d’un sous-groupe de
congruence I' de GL(2, A) sur H donne un espace quotient I'\’H, qui est un espace
analytique rigide sur C,, de dimension 1, connexe et lisse. On a un isomorphisme
d’espaces analytiques rigides I';(n)\'H ~ Y;(n)g _, ot Y;(n)¢_ désigne I'analytifiée de
Yi(n) sur C et i € {0,1}.

Des résultats de Drinfeld [Dri74], on déduit des compactifications My(n) et M (n)
de Yp(n) et Y1(n) ayant les propriétés suivantes.

Théoréme 1.22 (Drinfeld). Soit i € {0,1}.
(i) L’ensemble M;(n) — Y;(n) est fini sur A. On ’appelle ensemble des pointes de
/\/lz(n)
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(ii) Le schéma M;(n) est propre, normal, plat et irréductible, de dimension relative 1
sur Spec(A).

(iii) Notons X;(n) le schéma M;(n) o1 /q)- Le morphisme structurel X;(n) — Spec(A[1/n])
est lisse et propre.

(iv) Le schéma X;(n)i est une courbe géométriquement connexe, lisse et propre sur

K.

On trouvera une démonstration détaillée de la lissité dans [Tae06] 5.5.2.

Lorsque n est un idéal premier, ’ensemble Xo(n)x — Yo(n)x est formé de deux
pointes, notées 0 et co.

La courbe Xy(n)x étant lisse, ses genres arithmétique et géométrique coincident,
et sont invariants par extension de corps de K. Cette quantité est appelée le genre de
Xop(n), sans référence au corps de base, et notée g(Xp(n)). Les formules suivantes ont
été obtenues par Gekeler.

Proposition 1.23 ([Gek80] Satz 3.4.18, [Gek01] §8). Sin est premier, on a

degn__ 2 . .
qqgi_lq si degn est pair;
g(Xom) = T .
| st degn est impair.
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Symboles modulaires de
Teitelbaum

2.1 Formes automorphes et arbre de Bruhat-Tits (rappels)

2.1.1 L’arbre de Bruhat-Tits de PGL(2, K)

Notre présentation suit [Ser77] et [GR96] § 1.5 et 1.6. Commengcons par quelques
définitions et notations relatives aux graphes combinatoires. L’ensemble des sommets
d’un graphe ¢ est noté X (¥) et celui de ses arétes orientées Y (¢). Si e est une aréte
orientée d’un graphe, € désigne l'aréte opposée, o(e) 'origine de e et t(e) son extrémité.
Un chemin d’un graphe est une suite d’arétes adjacentes. Un aller-retour dans un
chemin est un couple d’arétes adjacentes de la forme (e, €). Enfin, une géodésique est
un chemin sans aller-retour.

On note Z[X (¥)] (resp. Z[Y (¥)]) le groupe libre engendré par les sommets (resp.
les arétes orientées) de ¢. L’application e — (t(e)) — (o(e)) s’étend linéairement en un
homomorphisme de bord 0 : Z[Y (¥)] — Z[X(¥)] qui passe au quotient en

9:ZY(9)]/Z](e) + (B) | e € Y(¥)] — Z[X(¥)].

Le premier groupe d’homologie H(¥,Z) du graphe est le noyau de 9. Ses éléments sont
appelés les cycles de 4. Plus généralement, si . est un sous-graphe de ¢, le premier
groupe d’homologie relative H1(¥,.”,Z) est le noyau de I'application déduite de 0

ZY(9)]/2]Y (7). (e) + (e) | e € Y(¥)] — Z[X(9)]/Z[X()].

L’arbre de Bruhat-Tits. L’arbre de Bruhat-Tits de PGL(2, K+ ) possede une des-
cription classique par des classes d’homothétie de certains réseaux de K2, ([Ser77]
I1.1). Pour nos besoins, nous rappelons la description en termes d’espaces quotients de
matrices de GL(2, K ) qui s’en déduit.

Notation 2.1. Soit G le schéma en groupes GL(2). Soit Z le sous-groupe d’lwahori de
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On pose

X(T)
Y(T)

G(Koo)/G(Ox0)Z(Koo)
G(Koo) /T4(Ko).

Définition 2.2. L’arbre de Bruhat-Tits T de PGL(2, K,) est le graphe combinatoire
défini de la fagon suivante :

(i) 'ensemble de ses sommets est X (7);
(ii) l’ensemble de ses arétes orientées est Y (7);
(iii) lapplication e — o(e) est application canonique Y (7) — X (7);
(iv) l'application e — € est I'application X(7) — X (7) définie par g — g(%{).

C’est un arbre c’est-a-dire un graphe infini connexe sans circuit ([Ser77] I.1.1). En
particulier, il existe une unique géodésique reliant deux sommets donnés. L’arbre 7 est
(q+1)-régulier, c’est-a-dire que de chaque sommet partent g+ 1 arétes. Il est muni d’une
action transitive de G(K ). C’est un cas particulier de la notion d’immeuble associé
aux groupes algébriques semisimples sur un corps local par Bruhat et Tits. La théorie
des modules de Drinfeld de rang r > 2 fait intervenir I'immeuble de PGL(2, K ).

Les bouts de 1’arbre 7. Une demi-droite de 7 est un sous-graphe de 7 isomorphe
a e ° ° -+ . Un bout de T est une classe d’équivalence de demi-droites
de 7, ou deux demi-droites sont dites équivalentes si elles different d’un graphe fini.
L’ensemble des bouts de 7 est noté Bouts(7).

Soit s un bout de 7. On choisit une demi-droite le représentant ; elle est donnée
par des sommets adjacents correspondant aux classes de matrices ((‘;’j gi ))k>0 dans
G(K ). On a alors une bijection

Bouts(7) — PYK.)
s (Mizoldr = )00 & (a5 = by) Osc ) Ko

qui est indépendante du choix des représentants, et compatible a l'action de G(K).
Par cette bijection, 'image de oo = (1: 0) € P}(K) (resp. 0 € P}(K)) est le bout

défini par la demi-droite ((7[)'C (1)))k20 (resp. ((7[)" (1]))k§0)' On appelle bout rationnel

de 7 un bout dont I'image par la bijection est un élément de P(K).

Des systémes de représentants de X (7) et Y (7). On dit qu'une aréte orientée
e pointe vers un bout de 7 s’il existe une demi-droite passant par e et représentant
ce bout. Le bout co définit une orientation de ’arbre, c’est-a-dire une décomposition
Y(T)=YTUY ™ avec YT = Y~. Une aréte orientée e est dans Y+ (positive) si elle
pointe vers oo ; sinon elle est dans Y~ (négative). On a alors une bijection

X(T) = v+

v +—— l'unique aréte positive d’origine v.
L’énoncé suivant est un résultat classique.
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Lemme 2.3. (i) Les matrices (7 %) € G(Ku), pour k € Z et u € Ko, umod

00, forment un systéme de représentants de X (7 ) et de Y.

(ii) Les matrices (%k%)(g(l]) € G(Ky), pour k € Z et u € Ko, umod 78O0,

forment un systéme de représentants de Y .

Le graphe I'\7. Soit I' un sous-groupe de congruence de G(A) = GL(2, A). L’action
de I' sur larbre 7 est sans inversion ([Ser77] II.1.2 et II.1.3). De ce fait, on peut
considérer le graphe quotient I'\7, dont les sommets sont les classes d’équivalence
X(T\7) =T\X(7) et les arétes orientées les classes Y (I'\7T) = T'\Y (7).

Si I' = G(A), le graphe obtenu est de la forme e o o -+ et ses
sommets et arétes positives sont représentés par les matrices (7 6’“ (1]), pour k > 0.
Pour k > 0, un sommet (resp. une aréte) de 7 est dite de type k si son image dans
GL(2, A)\T est le sommet (resp. Paréte) représenté par la matrice (© 6’“ 9).

Revenons au cas ou I' est un sous-groupe de congruence de G(A). La structure du

graphe quotient est la suivante

MNT = M\T)°ulJh

ott (T\7)? est un graphe fini et les h; sont des demi-droites disjointes, en nombre fini
([Ser77] 11.2.3 th. 9 et 11.2.8 p. 172). De plus, la réunion est disjointe sur les arétes et
(T\7)° n’a qu'un sommet en commun avec chaque demi-droite. Ces demi-droites h;
sont en bijection avec les classes de bouts rationnels modulo T, c’est-a-dire I'\P!(K).
On les appelle les pointes de I'\T et on note leur ensemble ptes. La détermination
explicite de tels « domaines fondamentaux » I'\7 a été étudiée dans [Gek85, GN95].

Correspondances sur Y (I'g(n)\7). Soit m un idéal non nul de A, de générateur
unitaire m. La double classe Io(n) (7 9 )To(n) est une réunion disjointe d’un nombre fini
de classes a gauche pour I'g(n). Soit Ry m un ensemble de représentants de ces classes a
gauche. On définit la correspondance 7y, comme la somme formelle d’arétes de I'g(n)\7°

Tm(é): Z ge,

gERn m
ou e € Y(7) est d’image € dans I'g(n)\7. Un systeme de représentants Ry est par
exemple ’ensemble de matrices

{ (a b) € GLe(K) | a,b,d € A, (ad) =m, (a) + n= A,degb < degd,a et d unitaires} .

Les correspondances 7, satisfont aux propriétés usuelles suivantes :
(i) elles commutent deux & deux;
(ii) pour (m,m') =1, on a TmTw = T ;
(iii) pour p premier et i > 0, on a
si (p,n)=1 TpiTp = Tpi+1 + qdengpi—l
si (p,n) #1 Tyi = (Tp)i
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2.1.2 Cochaines harmoniques sur ’arbre 7

Définition 2.4. Soient R un groupe abélien et I un sous-groupe de G(A). Une cochaine
harmonique parabolique pour I' sur 7 a valeurs dans R est une fonction F': Y(7) — R
vérifiant les conditions suivantes :

(i) F est alternée : F(e) + F(€) = 0 pour tout e € Y(7);
(ii) F est harmonique : Z F(e) =0 pour tout v € X(7);

ecY (T)
o(e)=v

(iii) F est invariante par I : F'(vye) = F(e) pour tout vy € I', e € Y(7) ;
(iv) F est a support fini dans le graphe quotient I'\ 7.
On notera H,(T, R)' le groupe abélien formé des cochaines harmoniques parabo-

liques pour I' & valeurs dans R. La formation de H,(7, R)" commute aux extensions
d’anneaux plates. En particulier, les homomorphismes canoniques

H(T,Z)' ®zQ = H\(7,Q)F"
H(T,Z)" ®zC — H(7T,C)'

sont des isomorphismes.

Notation 2.5. On pose H = H\(7,Z)"°™ et H(R) = H,(T, R) ™.

Cochaines paraboliques pour I' et cycles de I'\7 ([GR96] §3)

Si v (resp. e) est un sommet (resp. une aréte) de 7, on note I', (resp. I'.) le
stabilisateur de v (resp. e) dans I'. Ce sont des groupes finis. Soit v un sommet de 7,
d’image ¢ dans I'\7. Le groupe I',, agit sur I’ensemble des arétes de 7 d’origine v et
les orbites correspondent aux arétes de I'\7 d’origine 0. Si e est une aréte d’origine v,
le cardinal de l'orbite correspondante sous I'y, est m(e) = [[', : I'¢].

Une cochaine F' pour I' peut étre vue comme une fonction sur Y (I'\7). Elle est
alternée, et la condition d’harmonicité devient

Y m@F@ =0 (5e€X(T\7)). (2.1)
EcY(I'\T)
o(é)=v

De plus, si R est sans torsion, F' s’annule sur les pointes de I'\7 ([GR96] prop. 3.1.4).

Considérons l'application qui a un cycle ¢ € H1(I'\7,Z) associe la fonction

Y(IN\T) — Z
e +— mult.(e) — mult.(e).

Soit H\(I'\T,Z) le groupe des fonctions Y (I'\7) — Z a support compact vérifiant les
conditions d’alternance et d’harmonicité dans I'\7". L’application précédente donne par
linéarité un isomorphisme de groupes

H{('\T,Z) — H,(I'\T,Z). (2.2)
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Par ailleurs, ’homomorphisme de groupes

ﬂ!(F\T’Z) - ﬂ!(TvZ)F

o — (e n(e)p(@)), (2:3)

ou n(e) = [[e : T NZ(K)], est injectif de conoyau fini. C’est méme un isomorphisme
lorsque le sous-groupe de congruence est I'(n) ([GR96] 3.4.5), T'gp(n) ou I'1 (n) ([GN95]
3.3. et 5.4).

En particulier, le groupe H,(7,Z)"°(" est abélien et libre de rang g, oil g est le
genre de I'g(n)\7, qui est égal & dimg(I'o(n)** ®z Q). Par ailleurs, d’aprés le théoréme 2
de [Dri74], ce rang coincide avec g(Xo(n)).

Les cochaines harmoniques comme formes automorphes ([GR96], §4)

Notons A l'anneau des adeles de K et O son anneau des entiers. Soient K un
sous-groupe ouvert de G(O) et F' un corps de caractéristique zéro. Une fonction

¢: G(K)\G(A)/K — F
est appelée forme automorphe parabolique pour K a valeurs dans F' si pour presque
tout g € G(A), on a / ® ((1 T) g) dz = 0, ou dz est une mesure de Haar sur
K\A. e

La place non-archimédienne oo étant fixée, on a des décompositions en parties
« finies » et « infinies »

A=A;x Ky, O0=05x%x04 AX:A;XKOXO.

Nous nous intéressons aux formes automorphes paraboliques invariantes sous Z(Ko).
On peut les voir comme des fonctions sur

Y(K) = GEK)\G(A)/KZ(K ).

Supposons que K admette une décomposition en produit de sous-groupes K x Ko
avec Ky C G(Oy) et Koo C G(Ox). D’apres le théoreme d’approximation forte pour
SL(2), le déterminant induit une bijection

G(K)\G(Af)//Cf AN KX\A;/detICf.

Soit S un systeme de représentants de 'ensemble fini G(K)\G(A¢)/K¢. Tout élément
g de G(A) s’écrit g = yakge avec v € G(K), z € 5, k € Ky et goo € G(K o). Posons
I'y = G(K)NzKsz~ C G(Ay). La projection sur la composante a l'infini induit une
application
Y(K) — Tu\G(Kw)/KooZ(Ko)
g 77 oo

qui est bien définie et donne une bijection

Y(K) > || To\G(Koo) /Koo Z(Koo).-
z€eS
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Posons désormais K = Ky x 7 ou T est le sous-groupe d’'Iwahori. On a alors une
identification
Y(KyxI) | | Y(T\T). (2.4)

zeS

En particulier, si I" est le sous-groupe I'g(n) et si

K = Ko(n); = {(i Z) € G(0)) |c€n},

on identifie Y (KCo(n) s x 7) aux arétes Y (I'g(n)\7"). En effet, dans ce cas, det(Ko(n)s) =
OF et K*\A7/Oj est canoniquement isomorphe au groupe des classes de A = F[T7,
qui est trivial. Les cochaines harmoniques paraboliques pour I'g(n) a valeurs dans F' sont
alors des formes automorphes paraboliques G(K)\G(A)/Ko(n)s x Z(K)Z — F. Pour
cette raison, on appellera dans ce texte formes automorphes les cochaines harmoniques
paraboliques pour T'y(n).

Parmi ces formes automorphes, il est naturel de se demander lesquelles correspondent
aux cochaines harmoniques. Soit Vg, r 1'espace de fonctions

{f :PYK,) — F| f localement constante} modulo F.

La représentation spéciale psp r @ G(Ko) — GL(Vip r) de G(K) est celle donnée
par l'action par translation & droite. Elle est irréductible. Soit Wy, (IC, F') 'espace des
formes automorphes paraboliques

0 GE)\G(A) /K x Z(Ko)T — F

telles que la représentation de G(K ) associée a ¢ soit isomorphe a une somme finie de
copies de pgp p. Sous la bijection (2.4), 'espace de cochaines harmoniques paraboliques
DresH (T, F)'= sidentifie & Wi, (K, F) ([Dri74], prop. 10.3). En particulier, H(F)
s’identifie & Wy, (Ko(n)s x I, F).

Le développement de Fourier des formes automorphes

Nous rappelons le développement d’une forme automorphe a valeurs dans C, en
suivant Weil et Gekeler [Wei71, Gek80, Gek95b]. Soient B le sous-groupe de Borel des
matrices triangulaires supérieures dans G et I'sc = B(A). Ce dernier est le stabilisateur
du bout co dans G(K) et il agit sur 'arbre de Bruhat-Tits sans inversion et en
conservant l'orientation donnée par ce bout. On a donc un graphe quotient I'o,\7,
d’arétes Y (I'oo\7) ~ T'oo\G(K o) /TZ(Ko).

Nous nous plagons dans un cadre un peu plus général, en étudiant le développement
d’une fonction

F:YT(Tx\T) — C.

Une forme automorphe pour I'g(n) rentre dans ce cadre, puisque I's, C T'g(n) et qu'une
telle application est déterminée par sa restriction aux arétes positives. Le théoréme
d’approximation forte donne 1’isomorphisme

YT (Te\T) ~ B(K)\B(A)/B(O)Z(A).
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La fonction F' est alors déterminée par sa restriction aux matrices (% %) de B(A). On

pose F(z,y) = F((;¥))- Soit ¢ un caractere additif non trivial fixé de A/K. Il lui est

(%)

associé un idele différentiel § par la formule 4, = wﬁrd“ , pour toute place v de K. Les

coefficients de Fourier de F' sont définis par :

co(z) = F(z,y)dy et c(z)= F(d™ 2, y)(—y)dy
A/K A/K

olt dy est une mesure de Haar sur A/K normalisée de telle sorte que volgy (A/K) = 1.
La fonction F admet alors un développement en série de Fourier :

F(z,y) = co(z) + Z (&0x)y

feK ™~

Cette série ne porte en fait que sur les £ € K* tels que le diviseur associé a {dz est
effectif. C’est donc une somme finie.

Exprimons maintenant ces données sur la composante a l'infini, c’est-a-dire en
fonction des valeurs de F' sur le systéme de représentants des arétes de 7 donné par
le lemme 2.3. Soit 7y un caractere additif fixé non trivial de Fp et n: A/K — C* le
caractére obtenu en composant

A/K =0+ K/K =5 0/F, 2% 0, /((x%) +F,) =5 F, L F, % C*,

oll proj est la projection sur la composante oo, res I'application qui & 3 a;7* associe aq
et tr la trace. L’idele différentiel associé a n est § = (1,...,1,772).

En utilisant des propriétés d’invariance des fonctions ¢y et ¢, les intégrales adéliques
qui les définissent s’expriment alors comme sommes finies :

{ F((9)) si k<1

ky _
O e F (1) sk

Soit M un diviseur effectif de K (on adoptera une notation multiplicative pour de tels
diviseurs). Ecrivons M = div(m)oo®eM ot div(m) est le diviseur principal associé
m € A et deg M le degré de M. Par abus de notation, 1 désignera la restriction de 7 a
K, c’est-a-dire le caractere

n: Ko — C*
Yaim — no(tr(ar)).

L’intégrale adélique pour le coefficient de Fourier devient

2+4-deg M
e(M) =gt 37 F<<W 0 ?>>n(_my)
y€E(m)/(n2tdes M)

et le développement de Fourier est la somme finie suivante

k
F <<7B 2{)) = co(m") + Z c(div(m)oo®2)n(my).

meA,m#0
degm<k—2
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Soit v : Koo — Z 'application qui & 3" a;n" associe —1 si a; # 0, et ¢ — 1 sinon. Les
coefficients et développement de Fourier peuvent encore s’exprimer ainsi :

—1—de q2tdegM 2+deg M
c(M) = q 1M F(( 0 1>>+ > F(( 0o 1))
YEF \(m)/(m>+des M)
y#0

k
F ((76 ?)) = co(n®) + Z e(div(m)oof =) v (my). (2.5)
meA,m unitaire
degm<k—2
En particulier, si F' est a valeurs dans Z, ses coefficients de Fourier sont dans Z[1/p].
Réciproquement, si F' a tous ses coefficients de Fourier dans Z[1/p], alors elle est a
valeurs dans Z[1/p].

Maintenant, voyons comment se traduit I’harmonicité de F' sur 7 en termes de ses
coefficients.

Lemme 2.6 ([Gek95b] lemme 2.13). Soit F' une fonction sur les arétes de T, a valeurs
dans C, alternée et invariante pour I'sy. Alors F' est harmonique si et seulement si ses
coefficients de Fourier vérifient les deux conditions suivantes :

(i) pour tout k € Z, co(m*) = ¢ Feo(1) ;
(ii) pour tout diviseur effectif de la forme M = Mpoo®, c(M) = c(My)q*.

Corollaire 2.7. Soit F € H(C). Le coefficient de Fourier ¢y de F' est identiquement
nul.

Démonstration. D’apreés ce qui précede, il suffit de montrer que ¢y(1) = F((§9)) = 0.

Regardons F' comme une fonction sur les arétes de I'o\7". Un systéme de représentants
des arétes positives de ['og\T est donné par (7 ), pour k € Z et u € ((r)/(x*))/F*
([Gek95b], 3.1). En particulier, le graphe I'no\7 est la réunion (disjointe sur les arétes)

d’un graphe infini et de la demi-droite ((761 9))i<1. L’aréte représentée par () est
située sur cette demi-droite. En utilisant I’harmonicité de F' et le fait que C est sans
torsion, on voit que F' s’annule sur cette aréte. ]

Le produit de Petersson

Il correspond au produit de Petersson usuel sur les formes automorphes. Soit I' un
sous-groupe de congruence de GL(2, A). Soit la mesure p sur les arétes de I'\7™ définie

par
vol,(é) = n(e)  [Te:DNZ(K)

(€ est 'image dans Y(I'\7') de e € Y(7')). Le produit hermitien de Petersson est alors

ﬂ!(T’ C)F X E! (Ta C)F — C -
(F,G) — (F,G)u =3 Yeer\7 F(E)G(E)vol, ().

Il s’agit d’une somme finie. Sa restriction fournit une application bilinéaire sur H,(7, Q).
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Les opérateurs de Hecke

Soit R un groupe abélien. Soit m un idéal non nul de A. La correspondance 7, sur
Y (I'p(n)\7) donne lieu & 'opérateur Ty, € End(H(R)) défini par

a b
(TwF)(e) = > F ((0 d) e> (e € Y(T)).
a,b,deA
(ad)=m, (a)+n=A
degb<degd, a et d unitaires
Les opérateurs T, héritent des propriétés des 1, (page 27). De plus, si R = C et
(m,n) =1, T\, est hermitien pour le produit de Petersson sur H(C).

Notation 2.8. La sous-algébre commutative de End(H(C)) engendrée sur Z par les
endomorphismes Ty, pour m idéal de A, est notée T, et appelée algébre de Hecke.

Elle est de rang fini et sans torsion sur Z. Si R est un sous-anneau de C, T stabilise
H(R). Une forme automorphe de H(C) est dite propre si elle est propre pour tous les
éléments de T. Elle est normalisée si son coefficient de Fourier ¢((1)) associé au diviseur
trivial vaut 1. L’inégalité de Ramanujan-Petersson, démontrée par Drinfeld [Dri74],

affirme que les valeurs propres de Ty, sont des entiers algébriques de valeur absolue
de;

< 2q gm, pour tout m premier.

L’involution wy est I'endomorphisme de H(C) défini par (waF)(e) = F (( 5 ' )e)
(e € Y(7T)), ot N est le générateur unitaire de n. Elle commute & T}, pour tout p
premier ne divisant pas n. Lorsque n est premier, w, coincide avec —T}; ’algébre de
Hecke T coincide alors avec celle engendrée par T}, (pour p idéal premier distinct de n)

et wy.

Ajoutons une remarque sur I'opérateur pour la place oo, défini par

T C

(TwF)(e)= ) Fle (e € Y(T)).

0 1
ceFy

Une fonction alternée sur 7 est harmonique si et seulement si elle est vecteur propre

de T, de valeur propre 1. Nous ne ferons donc pas intervenir 'opérateur T,, dans

I’algebre de Hecke.

Rappelons maintenant I'action des opérateurs de Hecke sur les coefficients de Fourier
d’une forme automorphe F' € H(C). Soit m un idéal premier non nul de A, de générateur
unitaire m. Soit ¢y (M) le coefficient de Fourier de F' correspondant au diviseur effectif
M de K. On a

sim{N cr, p(M)=q%"cp(Mdiv(m)) + cp(Mdiv(m)~!) ;
sim|N ep,p(M)=q®mcp(Mdiv(m)).
En particulier,

ez, (1)) = ¢4%8™e(div(m)). (2.6)

Proposition 2.9 ([Gek95a] th. 3.17). On a l’accouplement non dégénéré de groupes

abéliens
TxH — Z

&, F) — ar((1))

qui devient parfait aprés extension des scalaires a Z[1/p].
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La fonction L
Nous suivons les présentations de [Wei71, TR92, Tan93, Gek95b]. Soit F' € H(C).

Définition 2.10. La fonction L de F est définie par la série de Dirichlet

L(F,s) = > o(M)q =1 dee M,
M diviseur effectif de K

absolument convergente sur le demi-plan {s € C | Re(s) > 1} (cela vient du fait que F,
qui est parabolique, est bornée; voir [Wei71], corollaire de la proposition 1 et chapitre

V).

Rappelons 'expression de cette fonction comme transformée de Mellin, qui permet
d’obtenir une équation fonctionnelle et de la prolonger analytiquement a C.

Définition 2.11. La transformée de Mellin de F' est, pour s € C, la fonction holo-
morphe M(F,-): C — C définie par

7Tk 0 —ks
wra-x (5 9) e

keZ

C’est une somme finie. En effet, la projection du chemin ((75’c (13)) rez dans To(n)\7
i

relie la pointe 0 a oo, et F' y est nulle sauf pour un nombre fini d’arétes car elle est
parabolique pour I'g(n). On a ’énoncé plus précis suivant.

Proposition 2.12. M(F,s) est un polynome en q—° de degré < deg(n) — 1 et de
valuation > 2.

Démonstration. Pour k € Z, 'aréte représentée par la matrice (%k 9) est de type k. Par
ailleurs, comme F' est parabolique, son support est contenu dans les arétes de 7 de type
< deg(n) — 1 : cela résulte de la proposition 2 de [TR92] (appliquée a noo, pour cause de

deg(n)—1 F((

s . . k —
différentes conventions de notations). Il reste alors M(F,s) = >, o 9))a ks,

Les arétes représentées par (( 76}“ (1))) k<1 sont situées sur la demi-droite de I'no\ 7. Par un

argument analogue a celui du corollaire 2.7, F' s’annule sur ces arétes. Donc M(F, s),
vu comme polyndéme en ¢~ %, est de valuation > 2. ]

Proposition 2.13 (voir aussi [Wei71] VII th. 2, [Tan93] (3.4)). La transformée de
Mellin vérifie I’équation fonctionnelle

M(F,s) = —qU48sMTDs \pf(w, F,—s) (s € C).

Démonstration. Posons d = degn. On a M(wnF, —s) = Y ez F ((N(T)rk _01)> ¢**. La
fonction F' étant alternée, on a

(e 0=l )G a)) = (5 w))

En utilisant I'invariance a droite par ZZ(K ), on obtient

(7)) = (057 DT ) (0 3)) = (57 )
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Ecrivons ﬁ = i (
a

A5 )= (0 6 (0 )

Cela donne, en rassemblant les résultats précédents,

d—(k—1)
M(wnF7 —3) = — Z F <<7T 0 ?)) qsk - _q(d+1)SM(F, S).

keZ

k=D, avec a € 0. Comme la matrice (&) appartient & Z, on

O

Le résultat suivant se trouve dans [Gek95b] § 3.5. Nous en donnons une autre
démonstration. Pour une généralisation de cet énoncé aux fonctions L tordues par un
caractére, on consultera [Tan93] prop. 2 et [TR92] prop. 1.

Proposition 2.14. Pour tout s € C tel que Re(s) > 1, on a

2(s—1)

L(F.s) = L——M(F.s - 1). (2.7)

En particulier, L(F,s) est un polynome en q~*° de degré < deg(n) — 3.

Démonstration. Soit s € C de partie réelle > 1. En utilisant le développement de
Fourier de F', on obtient

1

g MEs=D =3 | 3 eldivim)oct ) | g,

k€Z \ meAm#0
degm<k—2

ou les deux sommes sont finies. Tout diviseur effectif de K de degré k — 2 s’écrit
div(m)oc®=2 avec m € A, m # 0 et degm < k — 2. Réciproquement deux éléments m
et m’ donnent le méme diviseur effectif de K si et seulement si %/ € F;. Comme la
fonction L converge absolument, on peut réorganiser la somme de la fagon suivante (en
sommant par paquets de diviseurs de degré fixé)

1

ﬁM(Fﬂ 5 — 1) — Z C(M)qf(sfl)(degM+2) _ qu(SfI)L(F’ S).

M diviseur effectif de K

O]

Corollaire 2.15. La formule (2.7) définit un unique prolongement holomorphe de la
fonction L a C, noté L(F,s). En particulier, on a

L(Fl):i F((wk 0>>:1d6g§1%1F<<7rk 0))
-1z 0 1 -1 = 0 1

et ’équation fonctionnelle

L(F,s) = —q3sM=3)0=)p . F 2 —s)  (seC).
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Proposition 2.16 (voir aussi [Tan93] cor. p. 305). Supposons n premier. Soit F' € H(C)
une forme propre normalisée pour T. Alors L(F,s) est un polynome en q—° de degré
égal a deg(n) — 3, et de terme constant égal a 1.

Démonstration. Soit F' une forme propre pour T. On sait déja que L(F,s) est un
polynéme en ¢—° de degré < deg(n) — 3. Comme n est premier, F' est propre pour
Tw = wy et il existe € € {—1,+1} tel que woF' = eF. D’apres I’équation fonctionnelle,
on a alors

L(F,s) = —eqldeM=3)0=9)(F 2 —5) (seC).
En exprimant L(F,2 — s) a l’aide de la transformée de Mellin, un calcul montre que

le coefficient du terme en ¢~*(4°8(W=3) du membre de droite est —sqdcqgﬁliﬂ F ((762 (1’))

De plu, d’apres la formule (2.5) pour le développement de Fourier, on a

F ((f ?)) ~ (4= De((D),

donc le coefficient du terme en ¢~*(48(M=3) dans L(F,s) est donc —eqie™~1¢((1)).
Comme F' est propre, il est non nul d’apres la formule (2.6). Un calcul similaire montre
que le terme constant de L(F,s), vu comme un polynome en ¢~ %, est ¢((1)) c’est-a-dire
1 car F' est normalisée. O

Corollaire 2.17. Soit n un idéal de A de degré 3. La fonction L(F,s) est constante et
égale au coefficient de Fourier de F associé au diviseur trivial. En particulier, si F est
une forme propre, on a L(F,s) # 0; de plus, si F' est normalisée, on a L(F,s) = 1.

Démonstration. Sion suppose n premier, I’énoncé est un cas particulier de la proposition
2.16. Supposons n quelconque de degré 3. D’apres la proposition 2.14, L(F,s) est

constante. Le corollaire 2.15 donne L(F,s) = L(F,1) = qfllF ((7"02 (1))) =c((1). O

Rappelons que le rang de F' désigne l'ordre d’annulation de la fonction L(F,s) en
s = 1. Mentionnons un corollaire immédiat de la proposition 2.16.

Corollaire 2.18. Sin est un idéal premier de A de degré 4, toute forme propre de
H(C) est de rang au plus 1.

La fonction L comme produit eulérien ([Wei71]). Soit m un idéal premier de
A et g = ¢°8™ le cardinal du corps résiduel. Supposons F' propre pour Ty, de valeur
propre Am € C. A A\, on associe une suite (Yn,m)n>0 de nombres complexes définie par
I’égalité de séries formelles

Yorlo YnmX" = (1— ’\T‘:X + quXZ)il singm
Ym0 YTnmX " = (1 — %‘:X)_l sincCm.

Si (M, m) = 1, les coefficients de Fourier de F' vérifient c(Mm™) = v, mc(M). Si F est
propre pour T, le facteur L local en m est défini par

(1 = Amg® + qtln_zs)_1 sinZm
(1= Amgz®) ™" sincm.

Ln(F,s) = {
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Sa fonction L est alors

1

L(F,S): 1—q

HLm(F, s) (s € C),

le produit portant sur les idéaux premiers non nuls de A.

2.2 La présentation de Manin-Teitelbaum (rappels)

Nous rappelons la théorie des symboles modulaires pour F,[T] et I'analogue de la
présentation de Manin, selon Teitelbaum [Tei92al.

2.2.1 Cas des sous-groupes de congruence quelconques
Les symboles modulaires

On rappelle qu'un diviseur & support dans P'(K) est une somme finie formelle
S ni(P;) avec n; € Z et P; € P(K). Son degré est 'entier Y, n;.

Soit M le groupe formé des diviseurs de degré nul & support dans P}(K). Les
éléments de M sont appelés symboles modulaires pour K. Pour r,s € PY(K), le
symbole modulaire (s) — (r) définit une géodésique de 7 allant du bout rationnel r au
bout rationnel s, qui est unique du fait que 7 est un arbre.

Soit I' € GL(2,A) un sous-groupe de congruence. Il agit par transformations
linéaires sur P'(K..). Le groupe des symboles modulaires pour I' est le groupe abélien

My = Ho(,M)=M/(ym —m | v € ',m € M).

Plus généralement, si R est un Z-module, le groupe des symboles modulaires pour I' a
valeurs dans R est
Mrp(R) = Ho(I', M ®z R).

Sir et s sont dans P!(K), le symbole modulaire correspondant & la classe de ((s) — (1)) ® 1
est noté [r, s] € Mr(R).

Soient Br le groupe des diviseurs de degré nul & support dans I'\P!(K) et
Br(R) = Br ®z R. L’application [r,s] — (I's) — (I'r) s’étend par linéarité en une
application bord Mr(R) — Br(R). Le groupe des symboles modulaires paraboliques
pour I' a valeurs dans R est le noyau de cette application. On le note MIQ(R) et on
pose M2 = MR(Z).

Lorsque R est un Z-module sans torsion, un argument de platitude montre que les
homomorphismes canoniques

My ®z R — Mp(R)
et Mlg ®Rz R — MIQ(R)
sont des isomorphismes de R-modules.

Voici quelques propriétés vérifiées par les symboles modulaires. Pour tout r, s,t € P!(K)
etyel,ona:

(i) [r,s] = —[s,7];
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(i) [yr,vs] = [r, s];
(ifi) [r, s] + [s,t] = [r,¢];
(iv) [
(v) [r,yr] =5, vs]-

r,r] =0;

L’application
r — M
v o ]

est indépendante du choix de r € P!(K) et définit un homomorphisme de groupes
surjectif (ceci résulte des propriétés précédentes).

La structure de Mr et M19

L’application qui associe au symbole modulaire [r, s] la projection dans I'\7 de
I'unique géodésique de 7 reliant le bout r au bout s s’étend par linéarité en un
homomorphisme de groupes abéliens

My — H,(T'\7,ptes, Z).

Proposition 2.19 ([Tei92a] pp. 277-278). Soit I un sous-groupe de congruence contenu
dans T'o(n) pour un idéal n C A. On a les isomorphismes de groupes

MF/(MF)tors o Hl(F\Tvptesa Z)
et MR/(MPtors — Hi1(T\T,Z).

En particulier, on a les égalités

dimMr®zQ = g+h—-1
et dimM19®ZQ = g,

ou g est le genre du graphe I'\7, c¢’est-a-dire le rang du Z-module libre H,(I'\7,Z),
et h est le nombre de pointes de I'\7. De plus, si I' = T';(n) (i € {0,1}), g (resp. h)
coincide avec le genre de la courbe modulaire X;(n) (resp. son nombre de pointes).

Remargque 2.20. Si I" est I'un des sous-groupes I'g(n),I';(n),'(n), la proposition
précédente et les isomorphismes (2.2) et (2.3) p. 29 donnent un isomorphisme de
groupes

Mg/(Mg)tors o E} (T, Z)F.

Il est donc possible de choisir H, (T,Z)F comme groupe des symboles modulaires
paraboliques a torsion pres. Ce point de vue semble avoir été adopté dans [Gek97h].
Signalons que la présentation finie de ’espace des symboles modulaires donnée par
Teitelbaum, dont nous ferons un usage essentiel, ne semble pas avoir été établie par
cette approche.
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L’accouplement avec les cochaines harmoniques

Notation 2.21. Soient [r,s] € Mr(R) un symbole modulaire et F' € H,(7T, R)' une
cochaine parabolique a valeurs dans un groupe abélien R. Soit ¢ 'unique géodésique de
7 reliant le bout r au bout s. Alors I'intégrale f[ 5 I est définie comme 3 .. F(e).

Cette notation ne dépend pas du choix d’un représentant de [r, s]. De plus, c’est
une somme finie : en effet, le graphe I'\7 est réunion d’un graphe fini et d’un nombre
fini de pointes; F' étant ['-invariante, la somme peut étre calculée sur la projection de ¢
dans I'\7 et F est a support fini dans I'\7. L’intégration s’étend en une application
R-bilinéaire

(,):Mp(R)x H(T,R)" — R.

On peut alors reformuler le corollaire 2.15 dans ce langage (voir aussi [Tan93|
prop. 2, [Tei92a] th. 23 et [Gek95b] 3.7).

Proposition 2.22. Pour toute forme automorphe F' € H(C), on a

1 1
L(F1)= —— F=—(0,00], F).
(F,1) =1 Jow q_1<[ ocl, F)

Remarque 2.23. Par l'isomorphisme M2/ (M2)ors ~ H\(7,Z)" de la remarque 2.20,
on peut montrer que 'accouplement d’intégration Mlg x H\(T, Z)F — 7 correspond au
produit de Petersson sur H,(7,Z)".

Théoréme 2.24. Soit T' = T'y(n) (resp. T'1(n)). On a une suite exacte de groupes
abéliens

0— (MP)tors — ML — Hom(H,(7,Z)',Z) — &5 — 0,
mr— (F— (m, F))

ot ®oy désigne’ le groupe des composantes connexes de la fibre spéciale du modéle de
Néron de la jacobienne de la courbe modulaire Xo(n) (resp. X1(n)) en oco. En particulier,
on a une dualité parfaite de Q-espaces vectoriels

(. ): (M oz Q) x H(T. Q" — Q.

Démonstration. La suite exacte est un cas particulier du théoreme 14 de [Tei92a.
Signalons qu’en utilisant les remarques 2.20 et 2.23, on voit que cette suite exacte est
contenue dans les travaux de Gekeler (corollaire 2.11 de [Gek95a], théoreme 4.6 de
[Gek97Db]). En étendant les scalaires a Q, on obtient I'isomorphisme

MF ®z Q — Hom(H,(7, Z) Z)®z Q.

Enfin, comme H,(7,Z)" est libre de rang fini sur Z, ’lhomomorphisme canonique de Q-
espaces vectoriels Hom(H (T, Z), Z)' ®zQ — Hom( (7,Q)", Q) est un isomorphisme.
O

1. On pourra consulter aussi le paragraphe 3.2.3.
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Les symboles de Manin-Teitelbaum

Le R-module Mr(R) admet une présentation par générateurs et relations [Tei92a]
similaire & celle de Manin [Man72]. Le groupe I' agit a gauche sur GL(2, A) et il est
d’indice fini. L’application suivante est bien définie? :

MNGL(2,4) — My
Lg=T(24) ~— [9(0).9(c0)] =[5, ]

et se prolonge par Z-linéarité en un homorphisme surjectif :
¢ : Z[IN\GL(2,4)] — Mr

(la surjectivité provient d’un développement en fractions continuées, [Tei92a] lemme
16). La classe I'g sera notée (g). Un symbole de Manin-Teitelbaum est ®(g), pour
(g) e T\GL(2, A).

Pour décrire I’espace des symboles modulaires, il reste a déterminer les relations
entre ces générateurs. Posons dans GL(2,F,) :

U A R (|
77121 0 =l )

Ces matrices sont d’ordre respectivement 4 (2 si Fy est de caractéristique 2) et 3. Soit
Iy I'idéal de Z[GL(2,F)] engendré par les éléments 1 — d (pour d matrice diagonale de
GL(2,F,)), 1 + o et 1 + 7+ 72. On a une suite exacte ([Tei92a], 16 a 20)

Z|GL(2,A)]Ip — Z|GL(2,A)] — M — 0,
qui donne lieu & la présentation suivante (théoreme 21 de [Tei92a] dans le cas R = Z).

Théoréme 2.25 ([Tei92a]). Le groupe Mr(R) est isomorphe au quotient du R-module
libre RII'\GL(2, A)] par les relations :

(9)—(gd) = 0
(9) + (g0) 0
(9) + (g7) + (97%) = 0

pour tout g € GL(2, A) et d matrice diagonale dans GL(2,F).

2.2.2 Cas du sous-groupe de congruence ['y(n)

Notation 2.26. Si R est un groupe abélien, on pose désormais

2. Teitelbaum a adopté la convention inverse [g(00), g(0)].
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Les opérateurs de Hecke

Soit m un idéal non nul de A, de générateur unitaire m. Soit R un groupe abélien.
On définit un endomorphisme du groupe M(R) par la formule

Tnlr, s] = Z Kg Z) T, <g Z) s] ([r,s] € M(R)).

ab,de A
(ad)=m, (a)+n=A
degb<degd, a et d unitaires

L’accouplement d’intégration est compatible aux opérateurs de Hecke : pour tout idéal
met F € H(C) on a

(Twlr; ], F) = ([r; s], TF)  ([r, s] € M(C))

([Tei92a] lemme 9). De plus, d’apres le théoréme 2.24, cet accouplement donne une
dualité parfaite de C-espaces vectoriels

M’(C) x H(C) — C,
qui identifie T & la sous-algeébre de End(M®(C)) engendrée sur Z par Ty, (m € A). On
notera encore T cette algébre. Pour tout sous-anneau R C C, T stabilise M°(R).
L’involution w,

L’involution wy, est I’élément de End(M) défini par

walr, 8] = 0 _17" 0 _13——L—i

nils - N 0 9 N 0 - NT" NS 9

ou N est le générateur unitaire de n. L’accouplement d’intégration est compatible a
I’action de wy. Lorsque n est premier, on a wy = Th.

La présentation de Manin-Teitelbaum pour I'y(n)

Dans toute classe de T'g(n)\GL(2, A), il est possible de choisir un représentant (¢ 3 )
de sorte que ub — va € F; . L’application

To(n)\GL(2,4) — P(A/n)
Fo(m)(ab) +— (a:b)

est bijective. On note &(a : b) le symbole de Manin-Teitelbaum ®((% 7)) = [7, %]. Le
groupe M(R) admet alors la présentation suivante.

Théoréme 2.27. Le groupe M(R) est isomorphe au quotient du R-module libre
R[PY(A/n)] par les relations :

(a:b)—(da:db) = 0
(@:b)+(=b:a) = 0
(@:0)+(b:—a—b)+(-a—b:a) = 0.

(d,d € FX)
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2.3 L’action de Hecke sur les symboles de Manin-Teitelbaum

Soit Ms(A) 'ensemble des matrices 2x2 a coefficients dans A. L’action des opérateurs
de Hecke sur les symboles de Manin-Teitelbaum s’exprime grace aux formules suivantes.

Théoréme 2.28. Pour tout idéal m de A et (u:v) € PY(A/n), on a

T &(u:v) Z E((u:v) Z &(au+ cv : bu + dv)

M€ m (Cd)eym

ol S ={(25) € Ma(A),dega > degb, degd > degc, (ad — bc) = m,a et d unitaires}
et la somme est restreinte aux matrices M telles que (u : v)M soit défini dans P1(A/n).

Appliquons cette formule au symbole modulaire [0,00] = £(0: 1) :

Tn[0, 00] = Z E(e:d) = Z &(e:d).
b deg d>d
(2%)esm og a=dog b
(ad—bc)=m
a et d unitaires
() +(d)+n=A
Remarque 2.29. (i) Lorsque m et n sont premiers entre eux, il est inutile de res-

treindre la somme.
(ii) L’ensemble ., ne dépend pas de n.
(iii) Un tel résultat pourrait étre étendu a l'involution wy (voir [Mer94]).

(iv) Il existe d’autres formules valides du méme type. Par exemple, 'action de o
a droite sur (¢%) permet de remplacer le terme &(au + cv : bu + dv) par

—&(—=bu —dv : au + cv).

Quelques exemples d’ensembles .%;, seront donnés dans la section 2.3.2.

2.3.1 Démonstration du théoréme 2.28

Elle repose sur des idées de [Mer94] (voir aussi la démonstration du lemme 2 de
[Mer96]). Soit m un idéal non nul de A, de générateur unitaire P.

Lemme 2.30. L’ensemble de matrices S est fini.

Démonstration. Soit (¢ %) appartenant & .. Comme dega > degb et degd > degc,
le degré de ad — be est égal a deg(ad) = dega + degd. Or, ad — bc = P donc dega et
deg d valent au plus deg P, et il en est de méme de degb et degc. Les polynoémes a,
b, c et d étant a coeflicients dans le corps fini Fy, cela ne laisse quun nombre fini de
possibilités pour ces polynomes. ]

Le groupe SLy(A) agit a droite sur l'ensemble Ms(A)p des matrices de déterminant
P. L’ensemble des classes est noté Ms(A)p/SLa(A). Commencgons par exhiber un
systéeme de représentants.

(ab

Proposition 2.31. Les matrices m(a,b) = (|, £ ) avec a | P, a unitaire et dega > degb

forment un systéme de représentants de MQ(AZ)P/SLQ(A). De plus, ces matrices sont
les seuls éléments (¢4) de S avec ¢ = 0.
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Démonstration. Soit M € My(A)p. Comme 'action de SLy(A) sur PYH(K) = K U {c}
est transitive, il existe v € SLa(A) tel que yoo = Moo, c’est-a-dire Myoo = oo.
Posons M' = M~ ; c’est un élément de Ms(A)p. Comme Moo = oo, M’ est de la
forme (8 %). Soit a € F le coefficient dominant de a; celui de % est a1, Quitte &

remplacer M’ par (<, ! O)M' (qui est dans la méme classe que M'), on peut supposer

o s . : b Y
que a est unitaire. Un calcul élémentaire montre que deux matrices (g 2 ) et (§ ? )
a a

sont congrues modulo SLg(A) si et seulement si a = a’ et ¥’ = b mod a. On peut donc
choisir b tel que dega > degb, et M’ dans la classe de M de la forme (8 E) avec
deg a > degb. Enfin, la derniére assertion de ’énoncé vient de la définition de .#,. O

Proposition 2.32. Soit M = (¢5) € S avec ¢ # 0 (c¢’est-d-dire Moo # co). Alors
il existe une unique matrice M’ € S N MSLa(A) telle que M'0 = Moo.

Soit M = (28) € S avec b # 0 (c’est-a-dire MO #0). Alors il existe une unique
matrice M' € SN MSLa(A) telle que M'oo = MO.

Démonstration. Nous démontrons le résultat dans le cas ol ¢ £ 0, le cas b # 0 étant
similaire. Commencons par l’existence. Considérons une matrice M = (ﬁ Z) € S m avec
¢ # 0. Soit a l'inverse du coefficient dominant de c¢. En écrivant la division euclidienne
de d par ¢, on obtient un unique polynéme unitaire ) de degré degd — deg ¢ vérifiant
deg(ac) > deg(cQ — a~1d). Posons

, Q « aQ —a~ ' aa
M =M (—ozl 0) - <CQ —a ac) ’

Cette matrice est de déterminant P. Comme deg@ > 1 et dega > degb, on a
deg(a@Q — a~'b) = deg(aQ) > deg(aA). Par  construction de @, on a
deg(ac) > deg(cQ — a~'d). Enfin, ac est unitaire et il en est de méme de a@Q — a~'b
(son coefficient dominant est celui de a@Q et a et @ sont unitaires). Donc la matrice M’
appartient a I’ensemble .. Elle vérifie M'0 = 2 = Moo.

Passons & 'unicité. Soit une matrice M’ vérifiant les propriétés demandées dans

’énoncé. 1 suffit de montrer que M ~'M’ est déterminée de facon unique par M. Notons
M=(2Y%)et M = (% v) avec M'0 = % =% = Moo. On a alors

cd c

/ I /P !
ac’'—ca ad’'—cb

da’—bc’  db'—bd’
M—lMl _ P

Comme M~'M'0 = oo, le terme diagonal @ est nul. De plus, M~'M’ est de

—3*1 ) pour un certain a € Fy. On a donc

M = M(_fﬁ1 ‘8‘) = (Zg:g:lls z‘i) Comme M’ est dans %, ac est unitaire donc
« est 'inverse du coefficient dominant de c. Il reste a montrer que le polynéme @ est
déterminé de facon unique par la matrice M. Par identification, on a aa = b’ donc
degd’ = dega. De méme, on a ac = d’ donc degd = degc. La définition de %y, fournit

les inégalités

déterminant 1, donc de la forme (

degd > dege = degd > degd
et dega >degh) = dega > degb.
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Comme @Q = bc , on a deg @ = deg(da’) — degP De plus, comme dega’ > degb’ =
dega et degc = deg d’ > degc/, on a deg(a’c — c'a) = deg(a’c). Comme —a ! = @,
on a deg P = deg(a’c). On en déduit ﬁnalement deg Q = deg(da’) — deg(a’c) = degd —
degc. Le polyndéme Q vérifie dege > deg(cQ — a~'d). C’est donc le quotient de la
division euclidienne de d par ac, et il est déterminé de fagon unique par les polyndémes

cetd. O

Démonstration du théoréme 2.28. Soit (u,v) € A x A vérifiant n + (u) + (v) = A.
Soit g = (%¥) € SL(2,A4). On a &(u : v) = [9(0),9(c0)] = [£ £]. Pour § et
polynoémes vérifiant § | P, § unitaire et degd > deg 3, on pose m(d,3) = (g g) et
C(0,8) = m(4,3)SLa(A). Soit M = (2 5) telle que (au + cv : bu + dv) # (0,0) mod n.
Alors la deuxiéme ligne de gM est non nulle modulo n. De plus, si M appartient a
g71C(6,8), ona (Z,m) =1 et

[m(8, 8) " tgMO0, m(5,3) LgMoo] = ¢ (;i(au +cv) %(bu + dv)> = &(autcv : butdv).

Les m(d, 3) formant un systéme de représentants de Ms(A)p/SLa(A) (proposition 2.31),
on en déduit ’égalité des sommes, finies d’aprés le lemme 2.30,

> vy = > > [m(.8) " gMO,m(s,8)" gMoc].
MeSm deg f<degd Meg—1C(6,8)NSm
(u:v) M défini 0| P, & unitaire
(5m=1

Comme le symbole modulaire [r, s] ne dépend que de (1) — (s) dans Z[P!(K)], la somme
précédente ne dépend que de la somme suivante dans Z[P1(K)] :

S = Z Z (m(5, B) " LgMO0) — (m(6,3) " tgMoo).
deg B<degd Meg—1C(5,8)NSm
6| P, § unitaire

(5.m=1
Soit M appartenant & g~ C(8, 3) N . avec MO # 0. D’apres la proposition 2.32, il
existe une unique matrice M’ € ., N MSLa(A) telle que M'co = MO. De plus, M'co

est distinct de co (sinon on aurait M'co = M0 = oo = d? donc d = 0 ce qui est exclu
par degd > degb). On a donc 'égalité des sommes

Z (m(é,ﬁ)_lgMO) = Z (m(é,ﬂ)_lgM’oo).
Meg=1C(8,8)NSm Meg=1C(8,8)NSm
MO0 M’ co#00

En utilisant 'unicité dans la proposition 2.32, il ne reste que

S= ) > (m(s,8)~'gMO) — > (m(s,8) "' gM'c0)

deg B<degd | Meg=1C(5,6)Nm Meg='C(6,8)NIm
8| P, § unitaire M0=0 M’ co=00

(%m):l
= X (m.5)790) — (m(5,5) go0).

deg f<deg 6
8| P, § unitaire

(%,n):l
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En revenant aux symboles modulaires, on a

Y. wrv)M)= > [m(5,8) g0,m(s,5)" goc].

MeSm deg B<deg d
(w:w) M défini 6| P, § unitaire
% 7n):1

Enfin, comme g0 = ¥ et goo = £, on reconnait Ty[¥, £] = Ty £(u : v) au membre de

droite. O

2.3.2 Exemples d’ensembles .7,

Soit P un générateur unitaire de 1'idéal m. Si P est de degré 1, ’action de Ty, est
donnée par la somme suivante de 2¢ symboles de Manin-Teitelbaum :

Twé(u:v) = Z E(Pu: du+v)+E&(u+ Av: Pv).
AEF,

Si P est de degré 2, 'ensemble .7, est donné explicitement par ’énoncé suivant.

Proposition 2.33. Soit m l’idéal engendré par P = T? +mT +n (m,n € F,). Posons

Mi(Q) = (ﬁ Cf) Q€A degQ<1)

Ma(@) = (é ]‘l) (Qe A degQ<1)

T+a c
N(a,c,d)z( d T—i—m—a) (a,c,d € Fy).

(i) St P n’a pas de racine dans Fy, alors Sy est formé des 3¢® — q matrices

Mi(Q), M2(Q)  (Q € A, deg@ < 1)
N(a,c,w) (a € Fgc e FJ).

C

(ii) Si P a une unique racine x dans ¥, alors Sy est formé des 3¢ matrices

Mi(Q), M2(Q)  (Q €A deg@Q<1)
N(—=z,c¢,d) (c,d € Fy avec ¢ =0 oud=0)

N(a,c,w) (a € Fa# —x,ceFy).

C

(111) Si P a deuz racines distinctes x1,x2 dans Fy, alors Sy est formé des 3¢+ ¢
matrices

Mi(Q), Ma(Q)  (Q €A degQ<1)
N(—z;,c,d) (i=1ou2,cdeF, avecc=0 oud=0)

N(a,c,m) (a € Fy,a# —x1,a # —x2,c € F).

c
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Démonstration. Soit M = (‘,)Y‘ g) € Sm. Comme deg P =2, on a dega + degd = 2. Si
dega = 2, alors ¢ est de degré 0 et unitaire, donc § = 1. Comme deg~y < degd, =y est
nul. En particulier, P = ad = . La matrice est alors de la forme M;(3) = (]S f ) avec
deg 3 < 2. Le cas degd = 2 correspond aux matrices Ma(f3).

1 reste donc & traiter le cas ot degr = degd = 1. Ecrivons a =T +aet 6 =T +d
(a,d € Fy), B =0bet v =c. La condition det M = T? + mT + n est équivalente a :

{a-l—b:m

ab—cd = n.
En particulier, cd = —a®?+am—n. Si = est une racine de P dans F,, alors 224+mz+n =0
de sorte que a = —x, b=m+ z et ¢ =0 ou d = 0 conviennent. Si z n’est pas racine,

—a2+am—n

les a € F, distincts des opposés des racines, ¢ € F; et d = conviennent. [

La méthode usuelle pour déterminer I’action d’un opérateur de Hecke sur un symbole
de Manin-Teitelbaum est d’utiliser la définition de T}, puis exprimer le résultat en termes
de générateurs a l'aide de développement en fractions continuées ([Tei92a] p. 288). Le
théoreme 2.28 fournit une nouvelle méthode pour calculer les matrices d’opérateurs de
Hecke dans une base de symboles de Manin-Teitelbaum. Pour 'opérateur Ty, sur M, la
méthode est la suivante.

(i) Etablir la liste des éléments de P'(A/n).

(ii) Résoudre le systéme linéaire donné par les relations pour en extraire une base de
générateurs.

(iii) Déterminer ’ensemble de matrices .%y,. Cela peut se faire en utilisant les conditions
diophantiennes qui le définissent, ou l’algorithme présent dans la preuve du
théoreme 2.28.

(iv) Ecrire la matrice de Ty, dans cette base 4 I'aide du théoreme 2.28 et des relations
entre les symboles modulaires.

Il serait intéressant d’avoir une estimation asymptotique de #.%, afin de comparer
la complexité de cette méthode a celle de la méthode usuelle.

Traitons I’exemple suivant : ¢ = 5 et Iidéal premier n = (T3 + T + 1). L’espace des
symboles modulaires est de dimension 6 et a pour base {£(1:0),{(T"+a:1) | a € Fs}.
Pour m = (T3 + 3T + 3), 'ensemble .#;, est formé de 450 matrices. La matrice de
l'opérateur Ty, dans cette base est :

126 0 0 0 0 0
24 —-16 -—-12 —-10 —-12 -10
24 -12 -12 -6 —-14 -16

8§ 14 18 2 14 16
8§ 12 10 14 14 14
20 -4 -10 -2 -4 -9

(nous avons traité cet exemple avec le logiciel de calcul MAPLE).
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2.4 Un critere d’indépendance linéaire dans les symboles
de Manin-Teitelbaum

Cette section est fondée sur une technique de Parent pour les symboles modulaires
classiques ([Par99] § 5), elle-méme suggérée par Merel.

Notation 2.34. Soit X I'ensemble P'(A/n)/(F x FX). Soit G le graphe dont les som-
mets sont les éléments de X et dont les arétes correspondent aux couples (z, zo), (z, x7)
et (z,272%) pour tout x dans X.

Par abus de notation, I'image de (u : v) € P}(A/n) dans X sera encore notée (u : v).
Contrairement a son analogue classique, le graphe G n’est pas forcément connexe. Par
exemple si I'idéal n est premier, les sommets (1 : 1) et (P : 1), ou P € A est non
constant et premier a n, ne sont pas dans la méme composante connexe de X.

Soit R un groupe abélien. Notons R[X] le R-module libre engendré par X et R[X]7
(resp. R[X]7) le sous-module des éléments de R[X] stables par 'action de o (resp. 7).
La présentation de M(R) (théoréeme 2.27) donne la suite exacte

R[X]” x R[X]” — R[X] — M(R) — 0. (2.8)

La premiere application est donnée par (>, az[z], >, Bo[z]) — >, azlz] + >, Bu[z],
la deuxieme par Y, Az[z] — >, A&(x).

Le résultat suivant est I’analogue de la proposition 5.4 de [Par99]. Sa démonstration,
que nous rappelons ici, est de nature combinatoire et reste valable pour les symboles
modulaires de Manin-Teitelbaum.

Proposition 2.35. Soit S un sous-ensemble de X et x un élément de X n’appartenant
pas a S. Supposons que xo et xT (resp. wo et x72) sont dans la méme composante
connexe de G — (S U{x}). Alors le symbole modulaire {(x) n’appartient pas au sous-
module de M(R) engendré par £(S).

Démonstration. Supposons qu'il existe une relation {(z) = 3> cg A\y§(y), avec Ay € R
pour tout y. La différence des deux membres étant nulle dans M(R), on a par la suite
exacte (2.8) I’égalité suivante dans R[X]

T — Z Ay = ZOzz[z] - Zﬂz[z],

yes

avec o, = o et B, = (3, pour tout z. Pour z n’appartenant pas & SU{x}, le coefficient
de z est nul donc a; = (3. Soit C une composante connexe de G — (S U {z}). Pour une
aréte de C de la forme (z,z0) (resp. (z, 27), resp. (z,27%)),on a B, = a, = 0zp = Pro
(resp. o, = B, = B.r = Qr, vesp. o, = 3, = 3,2 = a,,2). En procédant de proche en
proche, on voit que les suites (a).esufz} €t (8:).esu{z) sont constantes et égales dans
C.

Maintenant, soit C la composante connexe de G — (S U {z}) contenant xzo et x7
(resp. xo et z72). On obtient alors azy = Fer (resp. gy = B,2). Cela contredit

1= Qg — ﬁx = Qgo — ﬁa:T (resp- Qgo — ﬁm—Q)- O

Par la suite nous ferons usage de I’ensemble suivant de sommets de G.
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Lemme 2.36. Soit x = (1: P) € X avec P € A. Supposons degn > 2deg P.
(i) Les seuls couples (c,d) € A x A vérifiant degc < degd < degP et x = (¢ : d)

sont les (A, P) avec A € F.

(ii) Considérons l’ensemble de sommets de X :

{zo,z07% x0T%0, 27T}
c’est-a-dire
{(-P:1)=(P:1),(-P—-1:P)=(P+1:P),(—P:P+1)=(—P:—-1-P)}.

Cet ensemble ne contient aucun sommet (c : d) de X vérifiant degc < degd < deg P.
En particulier, il ne contient pas x.

Démonstration. (i) Soit (¢,d) € Ax A avec dege < degd < degPetx = (c:d) € X.

2.5

Alors il existe o € F tel que acP —d =0 mod n.

Supposons acP — d # 0. Il est facile de voir que ¢ est non nul. Le polynéme
acP — d est donc de degré < 2deg(P) — 1 et engendre un idéal contenu dans n,
ce qui contredit I’hypothese.

On a donc acP = d € Fy[T]. Comme degd > deg ¢, on en déduit que ¢ est non nul.
Un raisonnement sur le degré montre que ¢ € F;'. Comme P et d sont unitaires,

onaac=1,doncd=Petc=a"l

Soit (c: d) tel que degc < degd < deg P.
Si zo = (c : d), il existe a € FJ tel que dP — ac = 0 mod n. Le polynéme
dP — ac est non nul : sinon, de I'égalité dP = ac et d # 0 on déduit ¢ # 0, ce qui
contredirait deg c < degd. Par ailleurs, il est de degré degd + deg P < 2deg P.
Si 7 = (c : d), il existe ag € Fj tel que dP + asc(P + 1) = 0 mod n. Si
zom? = (c : d), il existe a3 € F) tel que d(P + 1) + azcP = 0 mod n. Si
zom?0 = (c: d), il existe oy € F* tel que dP + aye(P +1) =0 mod n. Comme
précédemment, on montre que les polynémes de ces congruences sont non nuls et
de degré < 2deg P. Dans tous les cas, n est de degré < 2deg P, ce qui contredit
I’hypothese.

O

Une base explicite de symboles de Manin-Teitelbaum

Lorsque I'idéal n est premier, nous exhibons une famille libre de symboles de Manin-
Teitelbaum. Si n est de degré impair, nous verrons que c¢’est une base de ’espace des
symboles modulaires. Remarquons que dans la théorie classique des symboles modulaires
[Man72], & notre connaissance, on ne sait pas en général exhiber de base de 1’espace
des symboles modulaires.

Proposition 2.37. Soit n un idéal premier de A de degré d. Supposons que R est Z ou
un corps. Alors les symboles de Manin-Teitelbaum (1 :0) et £(P: Q), ot P et Q par-
courent les polynomes unitaires de A premiers entre eux et tels que deg Q) < deg P < d/2,
sont R-linéairement indépendants dans M(R).
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Démonstration. Notons S I'ensemble des couples (1,0) et (P, Q) € A x A avec P et Q
unitaires premiers entre eux et vérifiant deg @ < deg P < d/2. Notons ¥ 'image de S
dans X.

On commence par remarquer que les images des éléments de S dans ¥ sont distinctes
deux & deux. En effet, supposons qu’il existe (P, Q1) et (Pa, Q2) distincts dans S tels
que (P : Q1) = (P2 : Q2) dans X. Alors il existerait a € F tel que aP1Q2 = P2Q1
mod n. Posons R = aP;Qs — P2Q1 € A. Ce polynéme est non nul : en effet, si R = 0,
en comparant les coefficients des termes de plus haut degré, on obtient @ = 1, donc
P1Qo = P,Q1. Ainsi, Pp, qui est premier a @1, divise Po. De méme, P, divise P et, ces
deux polyndémes étant unitaires, ils sont égaux. On a alors ()1 = ()2 et on a montré que
R est non nul. Finalement, comme R est divisible par n, on a degn < deg R < %+% =d.
Ceci est impossible, et 'affirmation est démontrée.

Ainsi, pour démontrer la proposition, il suffit de prouver que la famille de symboles

modulaires (£(x))zex est libre sur R. Dans SLo(F,), on a 072 = (3! 9)) et, pour tout

keZ,
1 0 k -1
(O‘T2)k = (—1)k (—k: 1) , T(O’TQ)k = (—1)k (k‘ 1 _1> )

En particulier, on a 7(o72)P~! = (=1)P(}1). Soit = (P : Q) € . Considérons
P’ensemble suivant de sommets de G
{ar, (@7, (27)70, (27)7(0T?), ( T)7(07m%)0,..., (z7)7(0T?)P7 ).

Ona o = (Q: P~ Q) et (am)r(or®)"! = (17Q: (~1P*IP) = (@ F) = vo
dans X. Donc l’ensemble précédent est {( -P—-Q), (Q :P)JUXUY ou X etY
sont définis comme suit :

X ={zp=(@n)r(or)f = (k+1)P+Q:P)|0<k<p-2}C X,

Y = {yp = (&7)7(0m)o = (P: (k+1)P+Q)|0<k<p—2} CX.

Montrons que X N Y = (). Supposons qu’il existe un entier k, 0 < k < p — 2, avec
zp = (P1 : Q1) dans X. Alors il existerait A € F; vérifiant

Qi((k+1)P+Q)+APP=0 mod n.

Soit D le polynéme du membre de gauche. Il est non nul : en effet, comme k < p — 2,
k + 1 est non nul dans F, donc @ + (k + 1)P est de degré deg P. De plus, on a les
inégalités

deg Q1 < d/2

deg((k+1)P+Q) < d/2

deg P < d/ 2

deg P < d/2,
de sorte que le degré de D est strictement inférieur a d. Cela contredit le fait que
D =0 mod n.

On démontre de la méme fagon que Y N'YX = () et que z7 et xo ne sont pas dans X.
Appliquons la proposition 2.35 : pour tout (P : Q) € X, (P : Q) n’est pas combinaison
R-linéaire des £(P’ : Q') pour (P’ : Q') dans ¥ distinct de (P : @), ce qui traduit
I’indépendance de la famille sur R. O
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Le lemme suivant et son corollaire sont consacrés au dénombrement de cette famille.

Lemme 2.38. Soient m et n des entiers tels que m > n > 0. Le cardinal Ny, ,,, de
lensemble des couples (P,Q) € A x A avec P,Q unitaires, deg @ =n, deg P =m et P
et (Q non premiers entre eur est :

0 stn=0;
Npm = ’
e {qm+”_1 sin > 0.

Démonstration. Fixons un entier [ > 0. Nous allons montrer que pour tout n > 0,

sin=0;

0
N, 1=
e {(JQ"*H sin>0

par récurrence forte sur n. Si n = 0, il est facile de voir que Ny; = 0. Supposons n > 0
et la propriété établie sur Ny, ;4 pour tout k& < n. Soit un couple de polynémes (P, Q)
unitaires non premiers entre eux avec n = deg @) < n + ! = deg P. Le pgcd unitaire D
de P et Q est de degré 1 < r < n. On écrit alors de fagon unique :

P=D- An+l—r
Q=D-Bu,

avec A+, unitaire de degré n+Il—r, B,_, unitaire de degré n—r, premiers entre eux. Il
y a ¢" possibilités pour D. Pour les couples (A, 41—y, Bn—r), il y a g?n=r)+l _ Ny n—rti
possibilités. Ainsi, on a la relation de récurrence :

n
Nn,n—H = Z qr (q2(n—r)+l - Nn—r,n—r—i—l) .
r=1

Pour r = n, No; = 0 et pour r < n, Ny p_ry; vaut (=) =1 par hypothése de

récurrence. En remplacant et en calculant les sommes des suites géométriques, on

obtient : ot l N l
qn+_qn+ qn+— _qn+

N = — =
n,n+l q—l q—l q

ce qu’il fallait démontrer. O

2n+1-1
)

Corollaire 2.39. Soit m un entier > 1. Le cardinal de l’ensemble des couples
(P,Q) € A x A unitaires, premiers entre eux et vérifiant deg@ < deg P = m, est
N,/n — q2m—1'

Démonstration. Notons r le degré de (). Le cardinal de l’ensemble des couples
(P,Q) € A x A unitaires vérifiant deg @ < deg P = m est :

m—1 m( ,m
q"(q™ —1)
gty ¢ =

Parmi eux, ceux avec P et () non premiers entre eux sont, d’apres le lemme précédent,

au nombre de :
m—1 m—1 g?m—1 — 2m
Z Nrm = Z q'r—l—m—l = 4
- - q—1
r=1 r=1
Le cardinal de I’ensemble cherché est la différence, qui vaut ¢>™ 1. O
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Théoréme 2.40. Soit n un idéal premier de A de degré impair d > 3. Les symboles de
Manin-Teitelbaum £(1 : 0) et &(P : Q), ou P et Q parcourent les polynomes unitaires de
A premiers entre eux et tels que deg Q < deg P < d/2, forment une base sur Z de M.

Remarque 2.41. (i) En particulier, si n est premier de degré impair > 3, le Z-module
M est libre, donc sans torsion (voir aussi la remarque de [Tei92a] p. 278).

(ii) Sin est premier de degré pair, la torsion de M est non nulle, donc il sera impossible
de trouver une base de M sur Z. Par contre, on aimerait obtenir une présentation
explicite minimale par générateurs et relations.

(iii) La démonstration ne fournit pas un algorithme ou une formule permettant
d’exprimer n’importe quel symbole de Manin-Teitelbaum dans cette base, qu’il
serait pourtant intéressant d’établir.

(iv) La formule donnant l'action des opérateurs de Hecke sur les symboles de Manin-
Teitelbaum (théoreme 2.28) ne stabilise pas les éléments de cette base. On se
demande s’il serait possible de trouver une formule correspondant & un autre
ensemble de matrices ./, et stabilisant une base explicite.

Démonstration. Posons d = 2m + 1. D’apres la proposition 2.37 appliquée & R = Q,
la famille de I’énoncé est libre sur Q. En reprenant la notation du corollaire 2.39, elle
possede

m m
1+ Np=1+4> ¢+t
k=1 k=1

éléments. Par ailleurs, le genre de Xy(n) est, d’apres la proposition 1.23,

@l g B g -1 +... + ?m=2) 4 qz(m_l)) _ i q2k—1

g(Xo(n)): q2_1 - q2_1

k=1

donc, d’apres la proposition 2.19,
m
dimqgM(Q) =1+ Z ¢t
k=1

Ceci montre que la famille considérée est une base de M(Q). Montrons qu’elle engendre
M sur Z. Soit M le sous Z-module de M qu’elle engendre. Montrons qu’il est d’indice
1 dans M. Pour cela, supposons qu’il existe un nombre premier [ divisant cet indice.
Alors il existe un symbole modulaire m € M, m ¢ M avec Im € M. Cela signifie qu’il
existe (>\P7Q)(P,Q)€A><A € Z vérifiant

Im=> Apg&(P:Q) €M
PQ

L’image de ce symbole modulaire dans M(F;) est nulle. D’apres la proposition 2.37
appliquée & R = F;, Apq est divisible par [ pour tout (P, Q), ce qui contredit le fait
que m ¢ M. Donc la famille est génératrice sur Z; comme elle est libre sur Z, c’est une
base de M sur Z. O

Corollaire 2.42. Soit n un idéal premier de A de degré impair d > 3. Les symboles
de Manin-Teitelbaum §(P : Q), ou P et QQ parcourent les polynéomes unitaires de A
premiers entre eux et tels que deg Q < deg P < d/2, forment une base sur Z de M°.
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Démonstration. Comme n est premier, le Z-module M est la somme directe des sous-
modules M et Z&£(1 2 0). 11 s’agit donc de montrer que le symbole modulaire (P : Q), ol
P, @ sont unitaires premiers entre eux et vérifient deg QQ < deg P < d/2, est parabolique.
1l existe U,V € A vérifiant UP + VQ = 1. La matrice ( }, _QU) est dans GL(2, A) et on
a

u v U Vv
P =|—-——=:=|=]|—%=:0 0:—=1.
«r:Q=|-5 5] =[-g:o|+ [0 5]
Prouvons que ces deux derniers symboles modulaires sont paraboliques. Soit N un

générateur de n. On considere la fraction % comme réduite. Alors, comme N est

premier, @) est premier & UN, et il existe a, 3 € A tels que a@Q + SUN = 1. La matrice

7= (sn _QU) € To(n) vérifie 70 = —%. On procéde de la méme maniére pour %. Donc

P : Q) appartient & M. ]
&(

Remarque 2.43. Sid = 3, Gekeler a explicité une base du Z-module H (voir [Gek85] et
[Gek97b] 6.2.i1). D’apres la remarque 2.20, ce résultat peut étre rapproché du corollaire
2.42 lorsque d = 3.

2.6 L’élément d’enroulement e

Définition 2.44. On appelle élément d’enroulement 'unique symbole modulaire para-
bolique e € M°(Q) qui correspond & la forme linéaire F f[o oo F' sUr H(Q) d’apres
le théoreme 2.24.

Notons que la propriété

/[o,oo] F=[F  (FenQ)

s’étend par C-linéarité aux formes automorphes F' € H(C).

Définition 2.45. La partie d’Eisenstein £ est le noyau a gauche de ’accouplement
d’intégration

(,):MQ)xHQ) — Q.
C’est un sous Q-espace vectoriel de M(Q).

On pourra comparer la définition précédente avec la définition 3.11.4 de [Gek97b],
a la lumiére de nos remarques 2.20 et 2.23.

Lemme 2.46. L’application linéaire composée

M°(Q) — M(Q) — M(Q)/€

est un isomorphisme de Q-espaces vectoriels. Par cet isomorphisme, l’élément d’enrou-
lement correspond a la classe de [0,00] dans M(Q)/E.

Démonstration. Notons ¢ : M?(Q) — M(Q)/E. Son noyau est M%(Q) N &, qui est
nul d’apres le théoreme 2.24. Donc ¢ est injective et dimg M(Q)/€ > ¢g(Xo(n)). Par
construction, &£ est le noyau de

M(Q) — Hom(H(Q),Q)
m +— (Fe— [ F)
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donc M(Q)/€ s’injecte dans Hom(H(Q), Q) qui est de dimension g(Xo(n)). Nous avons
démontré que @ est bijective. Pour la deuxiéme affirmation, il s’agit de montrer que

e — [0, 00] appartient & la partie d’Eisenstein. Cela vient précisément de la définition de
e. ]

Un exemple de calcul de e. Pour un idéal n donné, la détermination du graphe
quotient I'g(n)\7, comme dans [Gek85, GN95], permet d’exprimer e dans une base de
cycles du graphe. L’accouplement

Hi(To(m)\7,Q) x Hi(Lo(n)\7, ptes, Q) — Q ,

(P1,2) = (p1,92) = %wl(é)wz(é)
eclo(n)\7

correspond, d’apres la remarque 2.23, a ’accouplement d’intégration entre formes
automorphes et symboles modulaires. Pour simplifier, supposons ¢ = 2 et n de degré
3, auquel cas chaque aréte du graphe fini (I'g(n)\7)? a une multiplicité, au sens de
I’équation (2.1) page 28, égale a 1 (cela résulte du lemme 5.6 de [Gek85]). On a alors
n(é) = 1 pour toute aréte de (Io(n)\7)°.

Soit ¢(0,00) la projection dans Hi(I'g(n)\7, ptes, Q) de la géodésique de 7 reliant 0
a 0o. Soit ¢ I'élément de Hi(T'g(n)\7, Q) correspondant & e via I’isomorphisme de la
proposition 2.19. Le cycle ¢ est alors I'unique élément de H;(I'g(n)\7, Q) tel que l'on

ait (¢, ¢) = (¥, P(0,00)) POUr tout ¢ € Hi(To(n)\7, Q).

Exemple 2.47 (¢ =2, n= (T3 + T + 1) idéal premier). Le graphe quotient I'g(n)\7
est de genre 2 et possede 2 pointes. D’apres [Gek85] (5.3), sa structure est la suivante :

€0 €1

el e

/ ™~

0 00

(nous avons adopté les notations de [Gek85] pour les sommets du graphe — signalons
qu’'une coquille semble s’étre glissée dans le tableau (5.3) de loc. cit. : avec ses notations,
le représentant du sommet e} est u et non pas 0). Le cycle relatif aux pointes ©(0,00)
est représenté en fleches ondulées.

Soient 1, @2 les deux cycles de longueur respectivement 4 et 2, orientés dans le sens
trigonométrique, indiqués sur le diagramme. Ils forment une base de H1(I'o(n)\7, Z).
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Si p = ap1 +bya, avec a,b € Q, alors (p, c) = a. En utilisant (o1, 1) =4, (2, p2) = 2
et (¢1,92) = (p2,91) = —1, on obtient : e = 1(2¢1 + ¢2) € H1(To(n)\T, Q).

Jusqu’a la fin de cette section, on suppose l'idéal n premier.

Notation 2.48. On pose, pour tout idéal m de A,

sm)y= > ¢**

p idéal
mCp,(p,n)=1

et Nm = Tm — 0(m) dans End(M).
Lemme 2.49. Pour tout idéal m, le symbole modulaire 1[0, o] appartient ¢ M.

Démonstration. Soit N un générateur de n. Ecrivons le générateur unitaire de m sous la
forme P = N/r avec j > 0,7 € Aet (r, N) = 1. Par définition, on a Tiy[0, o00] = 3[4, oc],
la somme portant sur les b,d € A tels que d est un diviseur unitaire de P, (%, N)=1
et degb < degd. Elle vaut donc

Tn[0, 00] = Z L\:}js,oo} ,

la somme portant sur les s,b € A avec s diviseur unitaire de 7 et degb < deg(N7s). Si

b n’est pas divisible par N7, alors le symbole modulaire [ b oo} est de bord nul car

Nis?

N divise -225 . Donc Tn]0, 00] a méme bord que le symbole modulaire

(b,NJs)
|: ]
Z Nis’ ’

ot la somme porte sur les s,b € A avec s diviseur unitaire de r, N7 | bet degb < deg(N7s).
Ecrivons [Nijs,oo] = [ijs,O] + [0,00]. Comme N7 | b, on a (Nb,N7s) = (b, N7s) et
le symbole modulaire correspondant [NL]»S, 0] est de bord nul. Donc T,[0, 00| a méme
bord que le symbole modulaire & [0, 0], ou k est le cardinal de I’ensemble des couples
(s,b) € A x A avec s diviseur unitaire de r, degb < deg(N7s) et N7 | b. Or, k est
aussi le cardinal de I’ensemble des couples (s, 3) € A x A avec s unitaire divisant r et

deg § < deg s, c’est-a-dire

Z qdegs — Z qdegn — 5(1‘!1)

s unitaire,s|r n|NJr, (n,N)=1
n unitaire

Corollaire 2.50. Pour tout idéal m, on a [’égalité
N[0, 0] = Nme
dans MO,
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2.7. Indépendance linéaire dans le module de Hecke engendré par e

Démonstration. Les symboles modulaires [0, c0] et e définissent la méme intégration
des formes automorphes. Par compatibilité de ’accouplement aux opérateurs de Hecke,
il en est de méme de 17y[0, 00] et nme. Comme ils sont tous deux dans M%(Q) par le
lemme précédent, ils sont égaux. O

Définition 2.51 (voir aussi [Pal05] 7.10). On appelle idéal d’Eisenstein 1'idéal de T
engendré par les éléments Ty, — 6(m), ou m décrit les idéaux premiers de A distincts de
n. On le note Ig.

D’apres le corollaire 2.50, on a Ige C M. Par un théoréme de Pal ([P4l07a] th. 1.2),
le groupe T /I est cyclique isomorphe & Z/n(n)Z ou

degn __ . . .
‘1(1_711 si degn est impair ;
n(n) =\ gdeen_1 . .
7—1 S degn est pair.

Proposition 2.52. Il existe un plus petit entier de € Z tel que dee € M. On Uappelle
dénominateur de e. Il est premier d p.

Démonstration. Soit € la classe de e dans le T-module M°(Q)/M". Comme Ige C M°,
on a Ige = 0. L’homomorphisme canonique de T-modules T — Te passe donc au
quotient en un homomorphisme surjectif de T-modules

T/IE — Te.

En particulier, T@ est fini, donc € est d’ordre fini dans le groupe abélien M°(Q)/M?.
Son ordre est le dénominateur de e. De plus, comme n(n) n’est pas divisible pas p,
I'ordre de Te n’est pas divisible par p donc ce dénominateur est premier a p. O

Notation 2.53. On note € la classe de dee dans M°/pM".

2.7 Indépendance linéaire dans le module de Hecke en-
gendré par e

On établit un énoncé d’indépendance linéaire d’opérateurs de Hecke en 1’élément
d’enroulement. Le symbole modulaire [0, 00| est plus explicite que I’élément d’enroule-
ment e : I'indépendance linéaire sera montrée sur [0, co], puis relevée a e, grace a la
proposition qui suit.

Dans cette section, n est un idéal premier.

Notation 2.54. Pour un entier r > 0, on note &, (resp. P<,) I'ensemble des idéaux
de A de degré r (resp. <r).

Proposition 2.55. Supposons que les symboles modulaires {T4[0,00] | g € P<, 41} sont
Z-linéairement indépendants dans M. Alors, pour tout entier 0 < r’ < r, les symboles
modulaires {Tqe | q € P} sont Z-linéairement indépendants dans Te C M°(Q).
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Démonstration. Fixons un idéal p de A de degré 1. Supposons qu’il existe \q € Z
(q € &) vérifiant
Z Aglqe = 0.

qe ‘@7“

En appliquant I’élément 7, de 'anneau commutatif T, on obtient

CIEQZT/

Puis, comme 7nye = 1,[0, 00] d’apres le corollaire 2.50,

Z AT qmp 0, 0] Z AT 4T[0, 00] — 6(p) Z AqT4[0,00] = 0. (2.9)
LIS S qg€P,

Or, d’apres les propriétés des opérateurs de Hecke (page 27), TyT}, s’écrit comme la
somme de Tpq et d'une combinaison linéaire a coefficients dans Z d’opérateurs 1%, ou
degt < deg(pq) c’est-a-dire v € P<,. Le coefficient de Ty4[0, 0] dans le membre du
milieu de I’équation (2.9) est donc Aq. D’apres 'hypothese, on a alors Aq = 0 pour tout
qe P O

Proposition 2.56. Supposons que les symboles modulaires {T4[0,00] | q € P<ri1}
sont Fp-linéairement indépendants dans M(F)). Alors, pour tout entier 0 <1’ <r, les
symboles modulaires {Tqe | q € P} sont Fy-linéairement indépendants dans MO/pMO.

Démonstration. Fixons un idéal p de A de degré 1. Supposons qu’il existe \q € F,
(q € Pp) vérifiant 3 c 5 , AqTq€ = 0. Soit y1q un représentant de Aq dans Z. On a alors

Z HqdeTqe € pMP.
qe@r/

En procédant comme dans la preuve de la proposition 2.55 on obtient
de Z pqLqnpl0, 00] = de Z pqTqTp]0, o0] Z 11qT4[0,00] | € pMY.
9EZ s (S qaeZ 4
Comme de est premier a p (proposition 2.52), on obtient

> AqTyTp[0,00] — Y AgT4[0,00] =0 € M/pM.
a€Z q9EZ 4

Or, d’apres les propriétés des opérateurs de Hecke, T,T}, s’écrit comme la somme de T,
et d’une combinaison linéaire a coefficients dans F,, d’opérateurs Tt, ot degt < deg(pq)
c'est-a-dire v € P<,». D’apres I'hypothese, les T4[0, 00], pour q dans P<,4q, sont
F,-linéairement indépendants dans M(F,) donc il en est de méme dans M/pM. On a
ainsi Ay = 0 pour tout q € &,.. O

Signalons que 1’énoncé qui suit est valable si 1’idéal n n’est pas nécessairement
premier.

o6



tel-00338117, version 2 - 28 Dec 2008

2.7. Indépendance linéaire dans le module de Hecke engendré par e

Proposition 2.57. Soient R un anneau dans lequel ¢ — 1 est inversible et v > 0 un
entier. St degn > 2r + 1, les symboles modulaires Ts[0,00], pour s dans P<,, sont
R-linéairement indépendants dans M(R).

Démonstration. Procédons par récurrence sur r. Si n # A, le bord de [0, co] est non nul
donc [0, o0] est libre sur R. Cela démontre affirmation pour r = 0. Supposons ’énoncé
vérifié pour r — 1 et 'existence d’une relation

> A0, 00] =0, (2.10)

Segzgr

avec \s € R (s € P<,). Soit p € P, de degré r et P le générateur unitaire de p.
Démontrons que Ay est nul. L’hypothese de récurrence permettra alors de conclure que
tous les coefficients correspondant aux polynémes de degré < r sont nuls. Appliquons
la formule du théoreme 2.28 :

T,[0, 00] = > £(c: d).

degd>degc
dega>degb
(ad—bc)=p
a et d unitaires
(¢,d)#(0,0) mod n

On introduit les notations suivantes :

x=(1:P)eX,
Yp ={(c,d) € Ax A | J(a,b),dega > degb,a et d unitaires, ad — bc € P<,,
degc < degd, (c,d) # (0,0) mod n}\{(\, P),A € F}

et Qp I'image de X p dans X. D’apres I'équation (2.10), il existe des coeflicients a.q € R
tels que
(g —1DApE(1:P) = Z acqé(c: d). (2.11)
(c,d)eXp

Appliquons la proposition 2.35 a I’ensemble Q2p et a ’élément x. D’apres la premiere
partie du lemme 2.36, x n’appartient pas a Q2p. La deuxieme partie du lemme 2.36
fournit un ensemble de sommets qui ne contient pas x et qui est disjoint de Qp. Toutes
ces affirmations sont valables car degn > 2deg P.

Supposons maintenant A\, # 0. Comme ¢ — 1 est inversible dans R, I'’équation (2.11)
montre que (1 : P) est dans le sous-R-module de M(R) engendré par {(2p) : ceci est
impossible d’apres la proposition combinatoire 2.35.

O]

Théoréme 2.58. Soit r > 0 un entier. Soit n un idéal premier de A de degré > 2r + 3.
Pour tout entier 0 < r' < r, les symboles modulaires Tge, pour s dans .., sont
linéairement indépendants dans M°(Q).

Démonstration. Comme degn > 2r + 3, d’aprés la proposition 2.57, les symboles
modulaires T5[0, 00|, pour s dans P<,41, sont linéairement indépendants dans M. On
remonte le résultat dans M%(Q) a l'aide de la proposition 2.55. ]

Corollaire 2.59. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
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(i) e # 0 dans M°(Q) ;

(ii) g(Xo(n)) >0;
(17i) degn > 3.
Démonstration. L’équivalence de (ii) et (iii) découle des formules exprimant le genre
en fonction du degré de n (proposition 1.23). Le théoreme 2.58 appliqué a r = 0 donne

I'implication (iii) = (i). Enfin, I'implication (i) = (ii) vient du fait que la dimension de
M(Q) sur Q est égale & g(Xo(n)). O

Théoréme 2.60. Soit r > 0 un entier. Soit n un idéal premier de A de degré > 2r + 3.
Pour tout entier 0 < r' < r, les symboles modulaires Tse, pour s dans P,.., sont
F,-linéairement indépendants dans M /pMP.

Démonstration. D’apres la proposition 2.57, comme g — 1 est inversible dans F,,, les
symboles modulaires T5[0, o], pour s dans P<,1, sont Fp-linéairement indépendants
dans M(F},). On remonte le résultat dans M°/pM? & I'aide de la proposition 2.56. [

2.8 L’analogue de I’'homomorphisme d’enroulement de
Mazur

Dans cette section, n est un idéal premier.

Lemme 2.61. Sip est un idéal premier distinct de n, on a
1p[0, 00] € (¢ — 1)MC.

Démonstration. Soit P (resp. N) un générateur unitaire de p (resp. n). Comme n et p
sont premiers distincts, on a, par définition des opérateurs de Hecke,

b
1p[0, 00] = Z [P,O] )
be A, b£0
degb<deg P

Comme P est premier a bV, il existe des polyndmes A et C tels que la matrice
v= (44 ) est dans To(n). On a 70 = &, donc le symbole modulaire {%,0} est

parabolique. De plus, pour tout A € F, on a [%, 0] = [%, 0], d’ou

b
mood =@-1) Y |50 ela-nM
beA,b#0 unitaire
deg b<deg P

O

Définition 2.62 (voir aussi [Pal07a] 5.7). Suivant Mazur, on appelle homomorphisme
d’enroulement ’homomorphisme de T-modules

IE — MO

te

t — -1

Il est bien défini d’apres le lemme précédent et le corollaire 2.50.
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Lemme 2.63. L’involution wy agit comme —1 sur l’image de I’homomorphisme d’en-
roulement.

Démonstration. Soit t € Ig. Comme wy, commute & T et wy[0, 00] = [00,0], on a les
égalités
( te ) <t[0, oo]) twy[0,00]  t[oo, 0] te
wﬂ = n = = = — .
q—1 q—1 qg—1 q—1 q—1
O

L’énoncé qui suit donne la structure du T-module M lorsque n est de degré 3. Il peut
étre rapproché du théoreme 18.10 de [Maz77] pour ’homomorphisme d’enroulement,
classique, localisé en un nombre premier d’Eisenstein.

Théoréme 2.64. Soit n un idéal premier de A de degré 3. Alors les q symboles

modulaires . .

— =——(T, — 1

q_lnpe q—l(p (g+1))e,
ot p décrit les idéauz de degré 1, forment une base sur Z de M°. En particulier,
[’homomorphisme d’enroulement

Ir = MO
te
qg—1

t —

est un isomorphisme de T-modules.

Démonstration. Soit P le générateur unitaire de p. Comme p est de degré 1, on a
d’apres la démonstration du lemme 2.61

nye = 1p[0,00] = (¢ — 1) |:11370:| =—(¢—-1)&(P:1).

D’apres le corollaire 2.42, les symboles (P : 1) (pour P unitaire de degré 1) forment
une base de MY, donc il en est de méme de (q_%npe)deg p=1- O

Corollaire 2.65. Soit n un idéal premier de A de degré 3.

(i) Les symboles modulaires q_%npe, ou p décrit les idéauz de degré 1, forment une
base sur F), de M°/pM?.

(i1) Les éléments ny de Ualgébre de Hecke, ot p décrit les idéauzr de degré 1, forment
une base sur F,, de T /pT.

Démonstration. (i) D’apres le théoréme précédent, la famille de symboles modulaires
qfllnpe, ou p décrit les idéaux de degré 1, est une base sur Z de M. De plus,

on a MY/pM° = M° @z F,. Donc par extension des scalaires, la famille est une
base sur F,, de M"/pMP.

99



tel-00338117, version 2 - 28 Dec 2008

(i)

Chapitre 2. Symboles modulaires de Teitelbaum

Le Z-module T est libre de rang g(Xo(n)) = ¢, donc T/pT = T ®z F,, est un
F-espace vectoriel de dimension g. Pour démontrer 'affirmation, il suffit de voir
que les 7y, ou p décrit les idéaux de degré 1, sont F-linéairement indépendants.
Supposons qu’il existe A\p € Z, avec degp = 1, vérifiant

deg p=1

Appliquons I'opérateur précédent & dee € MO :

_ 0
> Ampldee) = > dedp(g 1 1epM
deg p=1 deg p=1

La classe de ce symbole modulaire dans M?/pM? est nulle. D’aprés (i), on a
deAp(q —1) =0 mod p, pour tout p de degré 1. De plus, de est premier a p par
la proposition 2.52. Donc Ap = 0 mod p, pour tout p de degré 1. Cela montre
que la famille 7, ot p décrit les idéaux de degré 1, est libre sur F,,.

O

Corollaire 2.66. Soit n un idéal premier de A de degré 3. Alors
(i) M?/pM?° est un T /pT-module libre de rang 1 ;
(ii) H/pH est un T /pT-module libre de rang 1. En particulier, l’action de T /pT sur

H/pH est fidéle.

Démonstration. (i) D’apres [P4l07al, on a

pT+1Ig=T. (2.12)

En effet, supposons pT + Ig C T. I existe un idéal maximal M de T contenant
Ip et pT. Le corps T/ M est donc de caractéristique p et le morphisme canonique
T/Ir — T/M est surjectif. Ainsi 'ordre de T/Ig est divisible par p, ce qui
contredit le théoreme 1.2 de loc. cit.. Cela démontre (2.12).

Le morphisme canonique Iy — T donne donc un isomorphisme de T-modules

Ig/plg — T/pT.

De l'isomorphisme M° ~ I du théoréme 2.64, on déduit Iisomorphisme de
T /pT-modules M°/pM? ~ T /pT. Donc M?/pM? est un T /pT-module libre de
rang 1.

Le théoréme 2.24 fournit la suite exacte de groupes abéliens

0 — (M%)iors — M° — Hom(H,Z) — &, — 0.
Le groupe MO est sans torsion d’apres le théoréme 2.40. De plus, d’aprés Gekeler
[Gek97b] 6.3 (ii), le groupe @, est cyclique d’ordre ¢ + ¢ + 1, donc premier & p.
En localisant en 'idéal pZ, on obtient I'isomorphisme de Z,)-modules

M?p) ~ Hom(H, Z),),
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d’ou 'isomorphisme de groupes abéliens
M"/pM° ~ Hom(H/pH, F,,).
De plus, cette application est compatible & I'action de T/pT. Comme M°/pM°

est un T /pT-module libre de rang 1, il en est de méme de H/pH.
O

Remarque 2.67. Dans le chapitre 4, on donnera une autre démonstration du fait que
T /pT opere fideélement sur H/pH par la théorie des formes modulaires (remarque 4.52

(i))-
Lorsque n est de degré 4, nous nous contentons de traiter un exemple.

Exemple 2.68 (¢ =2, n = (T*+T+1) idéal premier). Les relations entre les symboles
de Manin-Teitelbaum sont

€1:1)=0
§0:1)=—-¢(1:0)
3(T?*+T:1)=0
(T?*+T+1:1)=0
ET341:1)=—¢£(T:1)
ET34+T*4+T:1)=—-¢T+1:1)
ETP+T?+1:1)=—€(T?: 1)
ET34+T+1:1)=—-£T*+1:1)
§T%:1)=&T+1:1)—&T:1)
T3+ T?*+T+1:1)=€&T:1)—&T+1:1)
ET*+T:1)=¢€T?: 1) +&T%+1:1)
ET3+T%:1)=—€(T?:1) —£(T?+1:1)

et la famille de symboles modulaires
(6012 0), €T+ 1), 6(T +1: 1),€(T2 1), €(T% +1: 1)}
est une base de M(Q) sur Q. Par ailleurs, on a
nerye =Tir§(0:1) =3£(0:1) = =¢(T: 1)
nr+1)€ = Tirné(0:1) = 3§(0: 1) = =¢(T +1: 1),

donc le sous-Q-espace vectoriel de M?(Q) engendré par I'image de ’homomorphisme
d’enroulement est de dimension au moins 2. Un calcul montre que la matrice de
I'involution w, dans cette base est

-1 0 0 0 O
0o -1 0 0 -1
0 0 -1 -1 0
o o0 o0 1 0
0 0 0 0 1
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Le sous-espace propre de wyno(q) associé a la valeur propre —1 est engendré par

E(T :1) et &(T +1:1). D’apres le lemme 2.63, le sous-Q-espace vectoriel de M°(Q)

engendré par I'image de ’homomorphisme d’enroulement est donc de dimension 2.
Poursuivons cette étude. La matrice de I'opérateur T{r) dans cette base est

3 0 0 0 O
1 -1 -1 0 1
o 1 2 1 0
0O 0 0 0 1
o o0 0 -1 -3

Ses espaces propres sont décrits dans le tableau suivant.

valeur propre | base de I'espace propre associé

1-v5 my = SBBET 1)+ (T +1:1)

L+y/5 my = =BT 1) 4 (T +1:1)

=345 my = 3BT 1) = Le(T+1: 1)+ &(T2: 1) + E3E(T2 +1: 1)
=3-/5 my= 3BT 1) = Le(T+1:1) + (T2 : 1) + =o=3¢(T2 +1: 1)

Donc la famille {m1, ma, m3, m4} est une base de M(C) formée de symboles modulaires
propres pour T qui vérifient

WnMy = —M1 WMz = —M2
WnMm3z = M3 WMy = My.
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Chapitre 3

Quotient d’enroulement de Jy(n)

3.1 Variétés abéliennes sur les corps de fonctions (rappels)

La fonction-L d’une variété abélienne. Dans ce paragraphe, F' désigne un corps
de fonctions en une indéterminée sur le corps fini F,. Fixons F**P une cloture séparable
de F. On considere une variété abélienne B sur F.

Soit | un nombre premier distinct de la caractéristique p de F. Le module de
Tate l-adique est T}(B) = IEnE[l"], ol B[I"] est le noyau de la multiplication par
" : B(F®?) — B(F*®P). Le Q-espace vectoriel Vj(B) = T;(B) ®z, Q; est de dimension
2dim(B). L’action naturelle de Gal(F*P/F') sur T;(B) fournit une représentation [-
adique p; : Gal(F*P/F) — Aut(V;(B)). Elle a une représentation adjointe p; sur le
dual V;(B)*.

Soit v une place de F. En v, le corps résiduel k(v) est fini, de cardinal ¢, =
g™ . Les sous-groupes de décomposition et d’inertie en v de Gal(F*P/F") sont notés
respectivement D(v) et I,. Le Frobenius arithmétique, c’est-a-dire la puissance n,-éme
du Frobenius dans Gal(k(v)*8/k(v)) ~ D(v)/I,, est noté ¢,. Considérons le polynoéme
suivant & coefficients entiers :

Py(u) = det(id — upi (6;") | Vi(B)™™).

En fait, P,(u) ne dépend pas de [ ni du choix de ¢,. La fonction L de B est alors le
produit infini sur toutes les places de F

L(B,S) = HLU(B7S) = HPv(qQ)_S)_l'

C’est une fonction rationnelle en ¢~ a coefficients rationnels comme conséquence des
travaux de Dwork ou de la cohomologie étale de Grothendieck ([Mil80] chap. VI). En
particulier, L(B, s) est une fonction méromorphe du plan complexe.

La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer pour les variétés abéliennes sur
les corps de fonctions. Le théoreme de Mordell-Weil affirme que le groupe abélien
B(F) est de type fini (voir par exemple [Lan83] pour une preuve sur les corps de
fonctions). La conjecture relie notamment son rang r a l'ordre d’annulation de la
fonction L(B,s) en s = 1.
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Conjecture 3.1 (Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer [Tat66]).
(i) ords=1L(B,s) =r;

(ii) Le groupe de Tate-Shafarevich III(B) = Ker(H'(K, B) — @, H'(K,, B)) est
fini;

| L(B,s)  #II(B)-R-t
(S - 1)7" B #B(F)tors : #B(F)tors

(R désigne un régulateur construit a partir de hauteurs d’un ensemble de générateurs
de B(F), 7 un nombre de Tamagawa et B la variété abélienne duale de B). Nous
terminons par un panorama de résultats connus sur cette conjecture. Pour le quotient
d’enroulement, nous ferons usage de l'inégalité suivante.

(iii) lims_1

Théoréme 3.2 (Schneider [Sch82], Satz 11 (i)). Pour toute variété abélienne B sur
F,ona
r < ords—1L(B,s).

Milne a démontré la conjecture 3.1 pour les variétés abéliennes constantes [Mil68].
En toute généralité, on dispose du résultat suivant.

Théoréme 3.3 (Kato-Trihan [KT03]). L’affirmation (i) de la conjecture équivaut
a lexistence d’un nombre premier | tel que la composante l-primaire du groupe de
Tate-Shafarevich I11(B) est finie. Dans ce cas, les trois affirmations de la conjecture
sont alors vérifiées pour B.

Ce théoreme fait suite aux travaux précédents de Tate [Tat66] (pour les courbes
elliptiques et | # p, la finitude étant obtenue pour la partie premiére a p de II(B)),
Milne [Mil75] (pour les courbes elliptiques sur F' avec p # 2) et Schneider [Sch82] (pour
les variétés abéliennes et [ # p).

3.2 La jacobienne Jy(n) de Xy(n)x (rappels)

3.2.1 La jacobienne Jy(n)

La courbe Xo(n)k est lisse et propre sur K. Sa jacobienne, notée Jy(n), est une
variété abélienne sur K, de dimension égale a g(Xo(n)).
3.2.2 Les correspondances de Hecke sur Xj(n)

Cette présentation suit celles de [Gek86b] 5.3, [GR9I6] 4.12, [Gek97a] §7. Soit m
un idéal de A. Si (m,n) # 1, I'involution wy de Xo(n) est définie sur le probleme de
modules correspondant par

wn(E,C) = (E/C, E[n]/C)

(E/C désigne I'unique module de Drinfeld de rang 2 tel qu’il existe une isogénie
E — E/C de noyau C). On notera wy I'involution qu’elle induit sur Xo(nn’) (pour v’
idéal premier a n).
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Si E est un module de Drinfeld de rang 2 sur un schéma, on note &g, ’ensemble
des structures de niveau I'g(m) sur E. On définit une correspondance Ty, sur Xo(n) par
la formule suivante :

Tw(E.C)= > (E/D,(C+D)/D).

DeElp m

DAC=1{0}
Si m est premier a n, Ty, peut s’obtenir aussi par la construction qui suit. Le schéma
Xo(nm) est un schéma de modules grossier pour le probléeme de modules (E, C, D), ou
E est un module de Drinfeld de rang 2, C' une structure de niveau I'g(n) et D une
structure de niveau I'g(m) sur E. Considérons le morphisme d’oubli ¢ : Xo(nm) — Xo(n)
défini par (E,C, D) — (E,C). L'opérateur Ty, est la correspondance sur Xy(n) définie
par le diagramme suivant :

(nm

m

Xo

Xo(nm)
/ Y"\m
(n) Xo(n

).

Les correspondances wy, ((m,n) # 1) et Ty, laissent invariant le groupe des diviseurs
de Xop(n) a support dans les pointes. Si n est premier, w, échange les pointes 0 et
00; si (m,n) = 1, Ty, agit sur une pointe comme multiplication par (1 4 ¢°&™). Ces
correspondances induisent des endomorphismes de la jacobienne Jy(n), notés wy, et Ty
Comme nous le verrons en 3.2.5, ces notations n’occasionneront pas de confusion avec
les opérateurs Ty, et wy, définis dans le chapitre 2.

3.2.3 La réduction de Jy(n)

Notations : réduction des variétés abéliennes. Soit F' un corps local, d’anneau
des entiers R et de corps résiduel k. Soient B une variété abélienne sur F' et B son
modele de Néron sur R. Sa fibre spéciale est notée By et la composante connexe de
I'identité dans By est notée BY. On a une suite exacte de schémas en groupes sur k

0—B) — B, — &g — 0,

ou ®p est un schéma en groupes étale et fini sur k appelé groupe des composantes
(connexes) de Bj. La variété abélienne B a bonne réduction si By est une variété
abélienne sur k. Elle est dite a réduction torique (resp. torique déployée) si B,g est un
tore algébrique (resp. un tore algébrique déployé) sur k.

Soit Jo(n)4 le modele de Néron de Jp(n) sur A. C’est un schéma lisse, séparé et
de type fini sur A. De plus, comme Xy(n) est lisse, le changement de base de Jy(n)4
a A[1/n] est un schéma abélien, noté Jy(n). La variété abélienne Jy(n) a donc bonne
réduction en-dehors de n. Rappelons des résultats concernant les réductions de Xo(n)
et Jo(n) en les places divisant n.

Soit p un idéal premier de A. Soient L une extension finie de F, de cardinal ¢ et ¢
un A-module de Drinfeld sur L de rang r. Le module de Drinfeld ¢ est dit supersingulier
si ¢[p](L*8) = 0. Comme pour les courbes elliptiques, on dispose de la caractérisation
suivante.
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Théoréme 3.4 ([Gek91]). Avec les notations précédentes, les affirmations suivantes
sont équivalentes :

(i) ¢ est un module de Drinfeld supersingulier;

(ii) il existe une extension finie L' de L telle que Endr/(¢) ® K est de dimension r>

sur K.

Un point L-rationnel de Xy(n) est dit supersingulier si ce n’est pas une pointe et si
le module de Drinfeld sous-jacent est supersingulier.

Proposition 3.5. Supposons l'idéal n premier.

(i) La fibre spéciale Mo(n)p, est réduite et réunion de deux copies de la courbe
Mo(1)g, qui se coupent transversalement aux n(n) points supersinguliers, avec

degn _ . . .
{q L sidegn est impair;

st degn est pair.

De plus, les deux copies de My(1)g, sont échangées par linvolution wy.
(ii) La jacobienne Jo(n) a réduction torique en n.

(iii) L’ordre du groupe des composantes du modéle de Néron de Jo(n) en n est n(n).

Démonstration. La premiere affirmation vient de (5.3) et (5.9) de [Gek86b]. Les deux
suivantes s’en déduisent par le théoréeme de Raynaud sur la spécialisation du foncteur

de Picard ([Ray70], [Gek86b] (5.10)). O

3.2.4 La construction analytique de la jacobienne

Rappelons la description de la jacobienne, en tant que variété analytique rigide sur
Co, comme le tore (Céo)g(XO(")) modulo le réseau des périodes de certaines fonctions
thétas. Ce type de construction est valable pour les variétés abéliennes a réduction
torique en une place. Pour les jacobiennes de courbes modulaires de Drinfeld, la
construction explicite est due & Gekeler et Reversat ([GR96], notamment les paragraphes
54 9). Nous en rappelons les principaux résultats en nous plagant dans le cas particulier
I'= PO (n)

Soit I'®P I’abélianisé de T' et T' = I'*/(I'#P); 4 le quotient abélien sans torsion
maximal de I". Pour un élément + de I', on notera 7 son image dans I'. Une fonction
méromorphe 0 : H — C est appelée fonction théta méromorphe pour I' s’il existe
cg € Hom(T, CX) tel que

0(vz) = co(7)0(2) (2 € H,y D).

On définit une fonction théta holomorphe de fagon analogue. Leurs groupes multiplicatifs
seront notés respectivement ©,,(I') et ©(I).

SiD=(P)+-+(P)—(Q1) — - — (Qr) est un diviseur de degré zéro sur H, le
produit infini

B (Z—’YPI)"'(Z_’YPT)
Op(z) —g (z=7Q1) (2 — Q)
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converge dans H et définit une fonction théta méromorphe pour I'. La fonction cp,, qui
lui est associée est notée cp.

Pour o, € T', la quantité c,(3) = ¢(z)—(az)(B) est indépendante du choix de
2 € C et ne dépend que de @ et (. Elle définit alors une application

c:T — Hom(T,C%)
o

> Co

qui est injective et d’image discreéte.

Sia €T et w € Cx, la fonction 6z = 6(,)—(aw) €st holomorphe, indépendante de
w et ne dépend que du choix de @.

Soit H(7,Z) le groupe abélien des fonctions harmoniques alternées sur 7 & valeurs
dans Z. La dérivée logarithmique de van der Put r : Y(7) — H(7,Z) (voir [GR96] 1.7.3
pour sa définition) donne un homomorphisme de groupes r : ©,(I')/CX — H(T,Z)".
L’homomorphisme de groupes

est un isomorphisme d’aprés [GN95]. L’application
®:Div'(H) — Hom(T,CX)

D — «¢p

induit alors un morphisme ® : Div?(Yy(n)(Cs)) — Hom(T, C%)/c(T) puis un isomor-
phisme

Jo(n)(Cs) =~ Hom(T,CX)/c(T).
Soit Tt le tore déployé Hom(T', G,,). On a alors les suites exactes
1 — T % Tr(Coo) 25 Jo(m)(Cao) — 0
1T S Tp(Kao) 25 Jo(n)(Kag) — 0 (3.1)

([Gek97a], remarque 6.11).

3.2.5 La compatibilité de 1’action des algebres de Hecke

On suit Papproche de [Gek97a]. En utilisant la construction précédente, on peut
réaliser Endg (Jo(n)) comme sous-espace de End(H). En effet, par la suite exacte (3.1),
tout endomorphisme de Jy(n) défini sur K peut étre relevé en un endomorphisme de Tt.
De plus, on a une équivalence de catégories contravariante entre les groupes abéliens
libres de type fini et les tores déployés, donnée par I' + Tt. Enfin, on a l'isomorphisme
j : T ~ H. En rassemblant ces résultats, on obtient un morphisme injectif

Endg (Jo(n)) — End(H) — End(H(C)).

L’image de Ty € Endg (Jo(n)) est T, € End(H(C)) (la compatibilité est vérifiée dans
[GR96], § 9). Donc l'algebre de Hecke T est isomorphe a la sous-algebre de End g (Jo(n))
engendrée sur Z par T}, pour p idéal de A. Dorénavant, on identifie ces deux algebres
qu’on note T. L’algebre T opére fidélement sur la jacobienne Jy(n), 'espace de symboles
modulaires MY et 'espace de formes automorphes H.

67



tel-00338117, version 2 - 28 Dec 2008

Chapitre 3. Quotient d’enroulement de Jy(n)

3.2.6 L’action de l’involution w, sur Jy(n)

Soit Xp(n)} la courbe quotient wy\Xo(n)x sur K. Sa jacobienne, notée Jo(n)™,
s’identifie a la sous-variété abélienne (1 + wy)Jo(n) de Jo(n) de la facon suivante. La
projection 7 : Xo(n)g — Xg(n)}'( donne, par fonctorialité de Picard, un homomorphisme
de variétés abéliennes 7 : Jy(n)" — Jp(n), qui est une immersion fermée car 7 est
ramifié. Il identifie Jo(n)™ & une sous-variété abélienne de Jo(n). Par fonctorialité
d’Albanese, le morphisme 7 donne un homomorphisme surjectif de variétés abéliennes
s : Jo(n) — Jo(n)T. Lapplication composée 7* o 7, : Jo(n) — Jo(n) n’est autre que
1 + wy. Donc Jy(n)* s’identifie naturellement & (1 4 wy)Jo(n).

Soit Jp(n)~ la variété abélienne quotient Jy(n)/(1 4+ wy)Jo(n), définie sur K. On a
alors la suite exacte de variétés abéliennes

0— JQ(I‘l)+ = (1 + wn)Jo(l‘l) — Jo(n) — Jo(l‘l)_ — 0. (3.2)

Soit Jy(n)— la plus grande sous-variété abélienne de Jy(n) annulée par 1 4 wy, définie
sur K. La surjection canonique Jo(n) — Jo(n)_ induit une isogénie entre Jo(n)_ et

Jo(l’l)_.

3.2.7 La théorie d’Eichler-Shimura-Drinfeld

On suppose ici ’idéal n premier. 1l résulte de la théorie des formes automorphes
que la Q-algebre Tq est commutative et semisimple de dimension g = g(Xo(n)). Soit
% Vensemble des formes propres pour T et normalisées. Elles forment une base du
C-espace vectoriel H(C). Le groupe Gal(Q2/Q) agit sur .# wvia son action sur les
coefficients de Fourier de F. Soit {F7,..., F,,} un systéme de représentants des orbites
de .7 sous Gal(Q®2/Q). Soit K; le corps de nombres totalement réel engendré par les
coefficients de Fourier de F; (1 < i < n). On a alors un isomorphisme canonique de
Q-algebres Tq ~ K1 X -+ X K.

Théoréme 3.6. (i) Soit p; le noyau du morphisme

t|—>%

et J; la variété abélienne quotient Jo(n)/p;Jo(n) (1 < i < n). Alors J; est une
variété abélienne simple sur K, de dimension [K; : Q], et qui ne dépend que de
lorbite de F;. Pour toute place v de K, on a l’égalité des fonctions L locales

Ly(Ji,s) = [ Lo(F7.s).
o:K;—C

ot o parcourt les plongements de K; dans C. De plus, l’application canonique
Jo(n) — Jp x -+ X Jy

est une isogénie sur K.
(i) Si I est un idéal de T, on a une isogénie définie sur K
Jo(n)/IJo(n) ~ [] -

te{1,...,n}
ICp;
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Une démonstration se trouve dans [Tam95] (proposition 4.2, remarque 4.3 et lemme
4.10). Ce théoreme découle des résultats de Drinfeld [Dri74] et de la théorie des formes
automorphes, notamment le théoréme de multiplicité un. L’égalité des facteurs L locaux,
en une place v ne divisant pas n, provient de la relation d’Eichler-Shimura et pour v
quelconque, de résultats de Drinfeld et Deligne ([Dri87] th. A et rem. 2 et [Del73]).

3.2.8 La torsion K-rationnelle de la jacobienne

Si n est premier, le sous-groupe cuspidal & de Jyp(n)(K) est le sous-groupe engendré
par la classe d’équivalence linéaire du diviseur (0) — (oc0) dans Jy(n)(K).

Théoréme 3.7 (Gekeler-Pal). Le groupe € coincide avec le sous-groupe de torsion de
Jo(n)(K). Il est cyclique d’ordre égal

n(n) = . g1

dcgnil
q?—1

degn _ . . .
{ 1 L sidegn est impair;

st degn est pair.

La cyclicité du groupe et le calcul de son cardinal sont dus a Gekeler ([Gek86b]
cor. 5.11). L’identification avec Jo(n)(K )tors résulte des travaux de Pal sur 'idéal
d’Eisenstein ([Pal05] th. 1.2 et 1.4).

3.3 Le quotient d’enroulement J.(n)

Définition 3.8. Soit I, 'annulateur dans T de 1’élément d’enroulement e € M°(Q).
Soit IeJo(n) la sous-variété abélienne de Jy(n) définie sur K engendrée par les tx, pour

t € Io et x € Jy(n). Le quotient d’enroulement Je(n) est la variété abélienne quotient
Jo(n)/IeJo(n). Il est défini sur K.

L’involution wy, échange les pointes 0 et 0o, donc wy|0, 0o] = [00,0] = —[0, 0] et,
par conséquent, wye = —e. Donc 'idéal I, contient wy, 4+ 1. On a alors un morphisme
surjectif Jo(n)™ — Je(n), qui fait de Je(n) un quotient de Jy(n)~.

Nous démontrons, grace a la non-annulation de la fonction L de Je(n) en s = 1, que
le groupe Jo(n)(K) est fini.

Proposition 3.9. Le T ®z Q-module M®(Q) est libre de rang 1.

Démonstration. La proposition 2.9 fournit apres, extension des scalaires & Q, un
accouplement parfait entre algebre de Hecke et formes automorphes :

TezQxH(Q) — Q
(t,F) — cr((1)).

Comme T ®z Q est commutative, cet accouplement est compatible a I'action de T ®7z Q.
Par ailleurs, d’apres le théoreme 2.24, 'intégration le long des symboles modulaires
donne un accouplement parfait et (T ®z Q)-équivariant entre H(Q) et M%(Q), ce qui
acheéve la démonstration. O

Proposition 3.10. Si F' € H(C) est une forme propre, les deuz propriétés suivantes
sont équivalentes :
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(i) IF =0;
(ii) L(F,1) # 0.

Démonstration. Une démonstration similaire est présente dans [Oes] prop. 1. Soit €
'ensemble des orbites sous Gal(Q&/Q) des formes pour I'g(n) propres et normalisées.
Si F est une telle forme, nous notons [F] son orbite et ajz 'annulateur de F' dans T (il
ne dépend que de [F]). L’application [F] — ap) est une bijection entre £ et 'ensemble
des idéaux premiers minimaux de T.
Le morphisme canonique ¢ : T — [[jpee T /air) est injectif. Soit by 'annulateur
dans T de a(p). On a alors
by = [ am (3:3)
[F]#[F]

et la somme d’idéaux Z[ F] bip) est directe. Par ailleurs, I'image de ¢ est d’indice fini

donc ) by est d’indice fini dans T. Comme M%(Q) est un T ®z Q-module libre de
rang 1, on a la somme directe

M°(Q) = P bsM°(Q),

[Fleg

ol les sous-modules b[F]MO(Q) sont simples et deux a deux non isomorphes. En
particulier, il existe un sous-ensemble & de £ tel que

QTe= P yrM°(Q). (3.4)

[Fl€€e

L’intégration fournit un accouplement H(C) x M°(Q) — C non dégénéré. On en déduit
que ap) est Pannulateur dans T de byg M%(Q) et

L= () ag- (3.5)
[F]e&e

Soit F' € H(C) une forme propre. Rappelons que L(F,1) = qf11<e,F>. D’apres (3.3),
pour tout [F'] # [F], F est (, )-orthogonale & bypM°(Q). Comme F est propre,
(e, F) # 0 revient a dire qu’il existe ¢ € QTe tel que (¢, F') # 0. D’apres (3.4), cela

revient a [F] € & c’est-a-dire, d’apres (3.5), le C ajp, soit encore [oF = 0. O
Jusqu’a la fin de cette section, on suppose l'idéal n premier.

Théoréme 3.11. La fonction L du quotient d’enroulement est

L(Je(n), s) = 11 L(F,s) (s€C).
FeH(C), propre normalisée
L(F,1)#0

Le quotient d’enroulement est le plus grand quotient de Jy(n) défini sur K dont la
fonction L ne s’annule pas en s = 1. En particulier, Jo(n) n’a qu’un nombre fini de
points K -rationnels.
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Démonstration. Avec les notations du théoréeme 3.6, d’apres la construction d’Eichler-
Shimura-Drinfeld, le quotient d’enroulement est isogene au produit suivant de variétés
abéliennes
Jo(n)~ [
i€{1,...,n}
piDIe
et

L(Je(n),s) = H L(Jlas)
i€{1,....,n}
piDIe
De plus, on a L(J;, s) = [1,.x,..c L(FY,s) ou o parcourt les plongements de K; dans
C. Donc
L(Je(n),s) = 11 L(F,s) (s€C).
FeH(C), propre normalisée
T F=0

D’apres la proposition 3.10, L(Je(n),1) est donc non nul. La finitude de Je(n)(K) s’en
déduit par I'inégalité connue dans la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (théoréme
3.2 dii & Schneider). Le fait que Je(n) soit le plus grand quotient de Jy(n) vérifiant
cette propriété découle de la proposition 3.10 et du théoréeme 3.6. O

Remarque 3.12. D’apres la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, Je(n) serait le
plus grand quotient de Jy(n) défini sur K n’ayant qu'un nombre fini de points rationnels
sur K.

Corollaire 3.13. La restriction de ’lhomomorphisme canonique Jo(n)(K) — Je(n)(K)
au sous-groupe cuspidal € est injective.

Démonstration. Considérons la variété abélienne J = J~ de Tamagawa [Tam95]. Cest
un quotient de Jy(n) défini sur K. D’apres le théoreme 5.7 de loc. cit., le groupe J(K)
est fini et la composante [-primaire du groupe III(.J) est finie, pour tout nombre premier
[ # p. On en déduit que la fonction L de J ne s’annule pas en s = 1, d’apres le théoreme
11 (ii) de [Sch82]. Par le théoréme 3.11, on a alors le diagramme commutatif

Jo(l’l) —J,

|~

Je(n)

qui donne un diagramme commutatif des groupes des points K-rationnels des variétés
abéliennes. D’apres la proposition 4.16 de [Tam95], la restriction du morphisme cano-
nique Jo(n)(K) — J a € est injective. Donc la restriction du morphisme canonique
Jo(n)(K) — Je(n)(K) & € est injective. O

Remarque 3.14. Pour la courbe modulaire classique Xy(n), le morphisme canonique
Jo(n)(Q) — Je(n)(Q) donne, par restriction & ¢, un isomorphisme de groupes finis
€ ~ Je(n)(Q) (voir [Oes], remarque 3 p. 9). On peut s’attendre ici a un isomorphisme
similaire.
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3.4 Une minoration de la dimension de J(n)

Dans cette section, on suppose n premier.
Comme Endg (Jo(n)) est un Z-module de type fini, il en est de méme du Z-module
T. On rappelle que T ®7z Q est une Q-algebre de dimension g(Xy(n)) = dim Jy(n).

Proposition 3.15. Le Z-module T /I est libre de rang égal a la dimension de Je(n).

Démonstration. Le quotient T/Ie est de type fini sur Z. Par ailleurs, il est sans
torsion : en effet, si nt € I, avec n € Z, t € T alors nte = 0 = te dans M°(Q)
donc t € I,. Comme Z est principal, le quotient est donc un Z-module libre. Il reste
a montrer que dimq(T/I¢) ®z Q = dim Je(n). Avec les notations du théoreme 3.6,
on a Tz Q~K; x---x K,. Il existe un sous-ensemble A de {1,...,n} tel que

(T/Ie) ®z Q ~ HieA K; et

dimq(T/Ie) ©z Q =Y [K;: Q].

IS

Par ailleurs, Je(n) est isogeéne a H J;, donc

te{1,...,n}
piDIe
dim Je(n)= > dimJ;= Y [K;:Q]
ie{1,...,n} ie{l,...,n}
piDle piDle
Enfin, on voit facilement que A ={i € {1,...,n} | p; D le}. O

L’homomorphisme canonique T — Te se factorise en un isomorphisme de T-modules
T/l ~ Te. En particulier, la dimension de Je(n) est égale a rgzTe = dimg (T ®z Q)e.
Minorer la dimension du quotient d’enroulement par un entier IV revient alors a trouver
une famille libre de symboles modulaires de la forme te (t € T ®z Q), de cardinal au
moins N. De telles familles ont précisément été exhibées dans la section 2.7.

Théoréme 3.16. Soit n un idéal premier de degré d > 3.
(i) On a la minoration dim Jg(n) > q[%}.

(ii) Il existe une constante C > 0, ne dépendant que de q, telle que
dim Je(n) > C(dim Jo(n))"/2.

(iii) Notons Z l’ensemble des formes propres normalisées de H(C). Il existe une
constante C > 0 ne dépendant que de q telle que

#{F € F | L(F,1) #£ 0} > C(#7F)"2.

Démonstration. (i) Soit d > 3. Posons r = {%} On a alors d > 2r + 3. D’apres le

théoreme 2.58, la dimension de Je(n) est au moins égale au cardinal de &, qui
est q".

(ii) La formule de la proposition 1.23 pour le genre donne l’estimation
g(Xo(n)) = O(¢%) quand d — +o0. L’affirmation découle alors de (i).
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(iii) La dimension de Jy(n) (resp. Je(n)) est égale & #.F (vesp. #{F € .F | L(F,1) # 0}),
d’ou la troisieme assertion.

O

Corollaire 3.17. Soit n un idéal premier. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) la variété abélienne Jo(n) est non nulle;
(i) degn > 3;

(i#i) g(Xo(w)) > 0.

Démonstration. L’équivalence de (ii) et (iii) vient du corollaire 2.59. Si le genre est nul,
la variété abélienne Jy(n) est nulle ainsi que Jg(n), ce qui montre (i)=-(iii). Enfin, si
degn > 3, la variété abélienne Je(n) est de dimension > 1 d’apres le théoréme 3.16.
Elle est donc non nulle, ce qui donne (ii)=(i). O

Remarque 3.18. Notre estimation est meilleure que celle obtenue pour le quotient
d’enroulement classique avec la méme méthode : en effet, en niveau p™, Parent obtient
le minorant C(dim Jo(n))'/¢ ([Par99] rem. p. 89). Des méthodes de théorie analytique
des nombres permettent d’obtenir des estimations linéaires (comme (1 +o(1)) dim Jo(n)
d’apres Iwaniek et Sarnak [IS00] cor. 13).

3.5 Etude du quotient d’enroulement lorsque degn est
petit

3.5.1 Quotients d’enroulement triviaux

Théoréme 3.19. Soit n un idéal premier. On a Jo(n) = Je(n) si et seulement si n est
de degré 3.

Démonstration. Supposons Jo(n) = Je(n). Comme Jg(n) est un quotient de Jo(n)~, on
a alors

Jo(l‘l)_ = Jo(l‘l).

D’apres la suite exacte (3.2), on a donc dim Jo(n)* = 0. Cela signifie que la courbe
Xo(n) est hyperelliptique. D’apres Schweizer ([Sch97] th. 20), les seuls idéaux premiers
n pour lesquels X(n) est hyperelliptique sont ceux de degré 3.

Réciproquement, supposons n premier de degré 3 et démontrons que Jy(n) = Je(n).
Soit F' € .Z. D’apres le corollaire 2.17, L(F, 1) est non nul, donc IoF' = 0 d’apres la
proposition 3.10. Soit p 1'idéal premier minimal de T associé a F'. Alors I, est contenu
dans p. D’apres I’équation (3.5) page 70, I est lintersection des idéaux premiers
minimaux de T contenant Io. Donc I est l'intersection des idéaux premiers minimaux
de T, c’est-a-~dire I'idéal nul. La variété abélienne IoJo(n) est nulle et Jo(n) = Jo(n).

Signalons une démonstration alternative de ce résultat par les symboles modulaires.
D’apres le théoreme 2.64, les symboles modulaires npe, ot p décrit les idéaux de degré
1, forment une base de M°(Q). Ceci montre que dim Jo(n) > ¢. Par ailleurs, Je(n) est
un quotient de Jy(n), qui est de dimension ¢g. On a donc 1’égalité des dimensions et
Je(n) = Jo(n). O
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Remarque 3.20. Le groupe fini Jy(n)(K) est cyclique d’ordre ¢* + ¢ + 1, lorsque n
est premier de degré 3. C’est une conséquence du théoreme 3.19 et de la description de
Jo(n) (K )tors par le sous-groupe cuspidal (théoreme 3.7).

Corollaire 3.21. Toute courbe elliptique E sur K, d réduction multiplicative déployée
en oo et de conducteur n- oo ot n est un idéal premier de A de degré 3, est de rang nul.

(Dans cet énoncé, co désigne la place non-archimédienne +-.)

Démonstration. L’assertion se déduit du théoreme précédent grace au théoréme de
modularité des courbes elliptiques sur les corps de fonctions, dii a Grothendieck,
Jacquet-Langlands, Deligne et Drinfeld ([GR96], §8). O

Remarquons que ce corollaire est un cas particulier d’un résultat connu sur les
courbes elliptiques sur les corps de fonctions : toute courbe elliptique sur Fy(T') dont le
conducteur est de degré 4 est de rang nul (voir par exemple [Shi92], th. 4 et 7).

Exemple 3.22. D’apres [Gek85] §9, les courbes elliptiques données dans le tableau
ci-dessous sont de conducteur oo - (T3 — f), ou f € F, n’est pas une puissance cubique.
Elles n’ont donc qu’un nombre fini de points sur K d’apres ce qui précede.

P ‘ équation affine ‘ discriminant
#2,3 |y =2% - 3T (T3 +8f)x +2(T° — 20fT3 — 8f?) | 21233 (T3 — f)?
2 y* + Tay + (T° + fly = 2° F(T° + f)?

(on signale qu'une coquille s’est glissée dans le premier discriminant de loc. cit.).

Corollaire 3.23. Soit n un idéal premier de degré 3. La fonction L de la jacobienne
Jo(n) est constante égale a 1 et le groupe de Tate-Shafarevich de Jo(n) est trivial.

Démonstration. L’assertion sur la fonction L est une conséquence du corollaire 2.17 et
du théoréme 3.11. Le rang analytique de Jy(n) est alors nul et, d’apres le théoreme
3.2, il coincide avec le rang de Jyp(n) sur K. Par le théoreme 3.3 de Kato-Trihan, la
troisiéme affirmation de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est alors vérifiée et
on a l'égalité
L), 1) = T

(#Jo(n)(K))?

ol ¢y (resp. ¢oo) désigne l'ordre du groupe des composantes connexes de la fibre spéciale
du modele de Néron de Jy(n) en n (resp. co). Evaluons ces quantités lorsque degn = 3 :

(i) Pordre de Jo(n)(K) est ¢* + ¢+ 1 (remarque 3.20) ;
(i) cn = ¢ + ¢ + 1 d’apres Gekeler (proposition 3.5) ;
(iii) coo = ¢® + q+ 1 d’apres Gekeler [Gek97b] 6.3 (ii).
I1 ne reste que L(Jy(n),1) =1 = #III(Jp(n)). O
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3.5.2 Quelques quotients d’enroulement en degré supérieur

Reprenons 'exemple 2.68 (¢ = 2 et n = (T* + T + 1) idéal premier). On a établi
dim Je(n) = dimg QTe > 2.
D’apres 1’équation fonctionnelle (corollaire 2.15), on a
dimJe(n) = #{F € Z | L(F,1) # 0} < #{F € F | w,F = —F}.

Les calculs de 'exemple 2.68 ont montré qu’il existe exactement deux formes propres
normalisées de valeur propre —1 pour wy, : ce sont celles correspondant aux symboles
modulaires mq et ms. Donc on obtient

dim Je(n) = 2 < dim Jp(n) = 4.
L’énoncé suivant généralise cet exemple.

Proposition 3.24. Soit n un idéal premier vérifiant la propriété : toute forme propre
de H(C) est de rang < 1 (c’est le cas par ezemple si degn = 4 d’aprés le corollaire
2.18). Alors les variétés abéliennes Je(n) et Jo(n)~ sont égales.

Soient N le générateur unitaire de n dans A, h(\/f) le nombre de classes de l'ordre
F, [T, f]. Il existe un unique couple (S,R) € A x A tel que N = S? + TR?. Posons
Q=1Ip Porde(R) e produit fini portant sur les polyndmes unitaires irréductibles de A,
distincts de 1. Soit v un carré quelconque dans Fj . Alors la dimension de Je(n) est

(i) si q impair et degn pair : %h(\/aN) —1;
(i) si q impair et degn impair : 3(h(VN) +h(vVaN)) —1;

qdeg n _q2

(iii) si q pair et degn pair : % ( Z it X1 qlesf — 1) ;

degn __
(iv) siq pair et degn impair : (‘1;771(1 +3 10 qles S — 1).

Démonstration. Soit F' € H(C) une forme propre. Par hypothése, on a : w,F = F si
et seulement si L(F,1) = 0. D’apres (ii) du théoreme 3.6 et la proposition 3.10, les
variétés abéliennes Je(n) et Jo(n)~ sont donc isogenes sur K. Comme wy + 1 € I, on
en déduit par un argument de dimension que les sous-variétés abéliennes IoJo(n) et
(wn + 1)Jo(n) sont égales, donc les quotients Je(n) et Jo(n)~ sont égaux.

En posant g = dim Jy(n) et g™ = dim Jy(n)™, la suite exacte (3.2) donne

dim Jo(n)” =g —g™.

Par ailleurs, d’apres la proposition 7 de Schweizer [Sch97], la formule de Hurwitz donne

;-

ou n est le nombre de points fixes de I'involution wy sur Xo(n)x. On en déduit

(2g4+2—n) sigqimpair;

N[ DO~

(g+1—n) siq pair,

—1 si ¢ impair ;

dim Jo(n)i = {

NI NS

(g—1+mn) sigq pair.
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Comme n est premier, wy, échange les pointes, donc les points fixes éventuels de wy ne
sont pas des pointes. Le nombre de tels points fixes est donné par la proposition 11 et
le lemme 12 de loc. cit. :

h(vVaN) si ¢ impair et degn pair;
n =1 h(vN)+h(vaN) siqimpair et degn impair;
21l qdesf si ¢ pair.

3.6 Une version raffinée de J.(n)

Dans cette section, on suppose n premier.

3.6.1 Un raffinement

On rappelle que € désigne la classe du symbole modulaire dee dans M°/pM°
(notation 2.53).

Notation 3.25. Soit fe I'annulateur de € dans T, c’est-a-dire ’ensemble des t € T
tels que dete € pMP.

L’idéal I de T vérifie I, + pT C I.. Rappelons qu'un idéal I de T est dit saturé si
le groupe abélien T /I est sans torsion.

Dans le chapitre 5, nous serons amenés a considérer une variante du quotient
d’enroulement, pour éviter les problemes posés par le passage de suite exactes de
variétés abéliennes aux espaces cotangents de leurs modeles de Néron. Jusqu’a la fin
de cette sous-section, nous faisons l’hypothése (Hy) suivante afin de construire cette
variante.

(H) On suppose qu’il existe un idéal saturé I de T vérifiant les propriétés :
(i) Ie C I;
(i) I C Io;
(iii) T+ Io = T, ou I désigne Pannulateur dans T de 1.
Définition 3.26. Soit IJyp(n) la sous-variété abélienne de Jy(n) engendrée par

{tz | t € I,x € Jy(n)}. Le quotient raffiné J.(n) est la variété abélienne quotient
Jo(n)/IJp(n). Il est défini sur K.

Lemme 3.27. Le Z-module T/I est libre, de rang égal a la dimension de J(n).

Démonstration. On procede comme dans la preuve de la proposition 3.15, étant donné
que l'idéal I est saturé. ]

Proposition 3.28. (i) La variété abélienne JL(n) n’a qu’un nombre fini de points
K -rationnels.

(ii) Soit n un idéal premier de degré d > 3. On a dim J.(n) > q[%]. En particulier,
la variété abélienne JL(n) est non nulle.
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Démonstration. (i) Comme I C I, on a le diagramme commutatif

Jo(n) —"= JL(n) .

7

Je(n)

Donc J4(n) est un quotient de Je(n), et n’a qu'un nombre fini de points K-
rationnels, puisqu’il en est de méme de ce dernier.

(ii) Soit n un idéal premier de degré d > 3. Posons r = [%] Comme degn > 2r + 3,
d’apres le théoreme 2.60, les images dans T/I~e de T, pour s dans &£2,., sont
F,-linéairement indépendantes. Par ailleurs, on a I C I, donc I’homomorphisme
canonique de T-modules T — T/ I se factorise en un homomorphisme sur-
jectif T/I — T/I~e Ainsi, les images dans T/I de Ty, pour s dans &, sont
Z-linéairement indépendantes. On en déduit, par le lemme 3.27, que la dimension
de J.(n) est au moins #Z, = ¢".

O

3.6.2 Quelques situations dans lesquelles I’hypothése (H;) est vérifiée

I1 est raisonnable d’espérer que l'idéal I vérifie ’hypothese (Hj), pour certains
idéaux premiers n. En effet, I'idéal I est saturé et vérifie (i) et (ii). Il vérifie (iii) des
que Ie + I +pT =T.

Proposition 3.29. Supposons l'une des deux conditions suivantes vérifiée :
(i) n est un idéal premier de degré 3 ;

(i) p # 2 et l'idéal premier n est tel que toute forme propre de H(C) est de rang < 1
(c’est le cas par exemple si degn = 4 d’apreés le corollaire 2.18).

Alors lidéal 1o vérifie ’hypothése (Hy).

Démonstration. Sin est de degré 3, I'idéal I est nul d’apres le théoreme 3.19. Donc
Io = T et I, vérifie la propriété (iii) de I'hypothése (Hj).

Supposons p # 2. Soit n un idéal premier vérifiant la condition (ii) de la proposition.
Si F' est propre pour T, on a alors

woF = F siet seulement si L(F,1) =0. (3.6)

Démontrons I + 12 +pT =T. Si I est un idéal de T, on note I3 sa saturation dans
T. Comme (1 + w,)T C I et o est saturé, on a ((1 + wy)T)** C .. Démontrons
I'inclusion réciproque. Soit ¢ € Ie. Soit F' une forme propre pour T. Si L(F,1) # 0, on
a IoF = 0 donc tF = 0 (proposition 3.10). Si L(F,1) =0, on a (1 —wy)F = 0 d’apres
(3.6). Donc (1 —wy)t annule F'. Comme H(C) posséde une base de formes propres pour
T, on a (1 — wy)t = 0 dans T. On en déduit 2¢t = (1 + wy)t, donc 3(1 + wy)t =t dans
T. Or, 1(1 4+ wa)t appartient & ((1 + wy)T)** = ((1 + wa)T ®z Q) N'T. On a donc
Ie C ((14 wn)T)%* et
Io = ((1 + wy)T).
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Démontrons R
Io = ((1 - wn)T)Sat.

Commencons par un résultat préliminaire.

Lemme 3.30. Soit G un groupe abélien. Si I est un sous-groupe de G, on a sal — Jeat,

Démonstration. Comme I C I, on a Isat ¢ T. En passant aux saturations, cela donne
— —sat ~ ~ ~

Tsat ¢ [sal™" et Réciproquement, on a I** = (I @z Q)NT et I’ = (I @z Q)NT,
d’ou %3t C [sat, O

En appliquant le lemme au sous-groupe I de T, on obtient

~ — — sat
Ie = (Ie)** = ((1 + wn)T)

Dans T, on a (1 + wy)(1 — wy) = 0. On en déduit (1 — w,)T C ((1fiu\n)T), donc

—

t — ¢
(1 = wa)T)® C (1 +ww)T) . Démontrons (1 - wy)T) ¢ ((1 — wn)T)?*. Soit
t € (14 wy)T). Ecrivons 2t = (1 4+ wy)t + (1 — wy)t = (1 — wy)t. On a donc
t € ((1 — wy)T)**. Ceci montre ((1+wy)T) C ((1 — wy)T)*, d’olt, en passant

aux saturations,
sat

(1= w)T)™ = (1 F w)T) = Ie.

Comme 2 = (1 — wy) + (1 4+ wy), on a
2T C (1 — wn)T + (1 + wy)T C ((1 — wn)T)* + ((1 + wy) T)*,
d’oit R
2T 4+ pT C Ie + 1o + pT.

Comme p est premier distinct de 2, 2T + pT = T et la propriété I + I:;. +pT =T est
démontrée. O

Nous suggérons maintenant un idéal I qui pourrait vérifier 'hypotheése (Hj), pour
certains idéaux n.

Notation 3.31. Soit S I'ensemble des idéaux premiers minimaux de T. Soit S’ Ien-
semble des p € S tels qu'il existe un idéal maximal m de T avec p C m et [e C m. On
note Ig l'idéal Npegs p de T et I 'annulateur dans T de 1.

L’idéal I}, est donc lintersection des idéaux premiers minimaux p de T tels que
p+ 1. CT.

=

Lemme 3.32. On a[[¢sp C I¢.

Démonstration. Soit t € I, et zp, € p (p ¢ S’). Soit q un idéal premier minimal de T.
Démontrons que y = ¢[],¢s zp appartient a q. Si q ¢ S', alors x4 € q donc y € q. Si
q e S’, comme I, C q, t appartient & q donc y € q. On a donc t € (Mpes p- Rappelons
que S est en bijection avec ’ensemble des classes de conjugaison de formes propres
normalisées dans H(C). Alors t annule toutes les formes propres normalisées. Comme
elles forment une base de H(C) et t est un endomorphisme de H(C), ¢ est nul. On a
montré que Ig contient [,z 7p. Comme ces éléments engendrent [[,¢s p, Io contient

HpgéS’ p. O
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Proposition 3.33. (i) L’déal I, est saturé.
(i) On a I, = ﬂk21(I~9)k. En particulier, I, C I,.
(iti) On a I+ I =T.

Démonstration. (i) Il suffit de voir que le groupe abélien T/I, est sans torsion.
Supposons qu’il existe ¢ € T et n € Z non nul vérifiant nt € I,. Alors, pour tout
idéal premier minimal p € §’, onant € pdoncn € pout € p. Si n € p, alors
une forme propre F' dans la classe de conjugaison associée a p vérifierait nF' =0
dans H(C), d’ott n = 0 ce qui est exclu. Ainsi ¢ appartient a tout idéal premier
minimal p de &’ c’est-a-dire & I..

(ii) Cela découle d’un résultat plus général d’algebre commutative qu’on rappelle ici.

Lemme 3.34. Soient R un anneau noetherien et I un idéal de R. Soit S l’en-
semble des idéauzr premiers minimauz de R. Alors on a

N p=(1"
peS k>1
I+pCR

Démonstration. Un argument similaire se trouve dans la proposition 4.11 de
[Tam95]. Soit £ un idéal maximal de R. Soit R, le localisé de R par rapport a la
partie multiplicative R — £. On a le diagramme commutatif

R T[lpes R/p

|

Re——Ilpes(R/p)c

ou les fleches horizontales sont injectives, et

0 sipZ L
(R/p)c = . . .
le localisé de R/p par rapport a R/p — L/p sip C L.

Ce diagramme montre que le noyau du morphisme R — Rz est [\pes p.
pCL

Comme R est noetherien, on a alors, d’aprés le théoréeme de Krull (voir par
exemple 'exercice 10/3 de [AM69)),

ﬂIk: (1 Ker(R—Rg)= (] [)»

k>1 L maximal L maximal peS
IcL ICL  pce
peS peES
3L maximal avec I+pCL I+pCR

O

(iii) Supposons que cela ne soit pas le cas. Alors il existe un idéal maximal m de T
tel que Ie¢ C m et I/ C m. Pour conclure, il suffit de montrer l'existence d’un
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idéal premier minimal p ¢ S’ contenu dans m. En effet, comme I~e C m, alors p
appartiendra & S’ par définition de cet ensemble, ce qui est impossible.

Supposons que tout idéal premier minimal p ¢ S’ n’est pas contenu dans m. Alors
pour tout p ¢ &', il existe un z, € p qui n’est pas élément de m. Considérons
le produit Hp¢ s Tp. Il n’appartient pas a m car m est premier. Par ailleurs, il
appartient & [[,zq p C I¢. Cela contredit I C m.

O

L’énoncé suivant donne un critére pour que I} vérifie 'hypothese (Hy).
Proposition 3.35. Si dee engendre le T-module Mo/j;MO, on als C I.

Démonstration. Comme dee engendre MC/I.MP, on a les décompositions suivantes de
M?O en sous-T-modules :

M = Tdee + IcM" = Tdee + Io(Te + IM°)
= Tdee + I Te + (I¢)*M° = Tdee + (Io)*M°.

En itérant ce procédé, on obtient M? = Tdee + (INe)kMO, pour tout k£ > 1. D’apres la
proposition 3.33 (ii), on a alors

M = Tdee + I.M". (3.7)

Prouvons maintenant I C I},. L’idéal I/ étant saturé, il est I'intersection des idéaux
premiers minimaux de T le contenant. Soit p un tel idéal, correspondant a la classe,
sous Gal(Q*&/Q), d’une forme propre F € H(C). Il suffit alors de montrer que si
t € I, on a t € p, c’est-a-dire tF = 0. L’accouplement entre M’(C) et H(C) étant
parfait d’apres le théoréme 2.24, cela revient & montrer (m,tF) = 0 (m € M°(C)).
L’égalité (3.7) donne, apres extension des scalaires,

M’(C) = (T ®z C)e + ILM°(C).

Soit m € M°(C). Ecrivons m = t1e + tams, avec t1 € T®z C, ty € I et mg € MY(C).
Calculons 'accouplement :

<m,tF> = <tm, F> = <tt18 + ttQmQ,F> = <t2tm2,F> = <tm2,t2F> =0

(on a utilisé I C p, c’est-a-dire ILF = 0). On a donc tF = 0. O
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4.1 Le module de Tate-Drinfeld (rappels)

Nous rappelons la construction du « module de Tate-Drinfeld », analogue a la
courbe de Tate classique, et son utilisation pour I’étude du voisinage des pointes de la
courbe modulaire Xy(n). Une telle présentation a déja été abordée, par exemple dans
[Gos80c] 1.51, [Gek88b] 11.3 et [vdHO06] §6. Par souci de complétude, nous rappelons
les résultats adaptés a notre situation (module de Tate-Drinfeld sans niveau).

4.1.1 Construction

Considérons le module de Carlitz p de rang 1 sur K((t)) déterminé par
pr=T+7 € K((t)){r}.

Soit A = pa(3) = {pa(7) | a € A} C A((?)). C’est un p-réseau de rang 1. D’apres
I'uniformisation de Tate-Drinfeld (proposition 1.8), la donnée de (A, p) définit un module
de Drinfeld TD sur K ((t)) de rang 2 a réduction potentiellement stable de rang 1. De
plus, les réductions de TD et p, modulo tK[[t]], coincident. On appelle TD le module
de Tate-Drinfeld. Soit ey € K((t)){{7}} 'exponentielle de A. On a alors

TDgep = eppa  (a € A).

Proposition 4.1. Le module de Tate-Drinfeld TD est un module de Drinfeld de rang
2 sur A((t)), a coefficients dans A[[t]].

Démonstration. Les paragraphes 6.4 et 6.5 de [vdH06] contiennent une démonstration
de ce résultat pour le module de Tate-Drinfeld avec structure de niveau n # A. Toutefois,
cette derniére hypothése n’intervient pas dans la démonstration, qui est donc encore
valable pour TD.

O

D’apres ce qui précede, le polynéme TD7p s’écrit sous la forme
TDy = T + g*(t)7 + A*(t)7%  avec g*(t) € A[[t]]* et A*(t) € A((t))* NtA[[t]].
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Il est possible d’adopter un point de vue analytique pour cette construction ([Gos80c]
1.78, [Gek88b] 11.3). Signalons comment relier ces deux définitions.

Par la théorie analytique (voir les rappels du paragraphe 1.1.2), le module de Carlitz
p correspond a un réseau de Co, de rang 1 de la forme 7A, ou 7 € CX est défini a
multiplication par un élément de F pres. Par la suite, on fixe un tel choix de 7. Soit
e4 lexponentielle associée au réseau A. Suivant la convention de [Gek88b] 4.1, on pose

1

Tea(z)

t(z) =

(2 € Cx — A).

En substituant ¢(z) a t dans TD, on obtient un module de Drinfeld TD(z) de rang 2
sur C, qui est le module de Drinfeld associé au réseau w(Az @ A). Ses coefficients
sont reliés aux formes modulaires g et A pour Fy[T'] (voir [Gos80c]| ou [Gek88b] pour
leur définition) par les formules qui suivent :

g (t(z)) =7

A*(t(2)) =TT A,

4.1.2 Torsion

Notation 4.2. Pour Q € A, on fixe :
— une racine primitive Ag de 'équation pg(z) = 0 dans K8
1

— une racine g de I'équation pg(z) = + dans K((t))™e.

Soit N un générateur unitaire de n. D’apres 'uniformisation de Tate (équation
(1.1)), 'ensemble des points de n-torsion du module de Tate-Drinfeld est

TD[n](K((1))™) = ealpy' (A)/A)
= {ea(pa(AN) + pp(7N)) | a,b € A,dega < deg N,degb < deg N }.

Donc I’ensemble des sous-A-modules de TD[n](K ((¢))®8) isomorphes & A/n est
{TDaen(pa(0w) + po(1)) | (a:b) € Afn x Afn, (a,b) dordre n} /(A/n)"
et il est en bijection avec P!(A/n). Les structures de niveau I'g(n) sur TD sont

Cn = TDaea(An) = TD[n](K¥#[[1]]) ;
Cap = TDaen(pp(Aa) + pu (7a))  (d[ N,d# 1,degb < degd).

Le module de Tate-Drinfeld TD(¢) sur A((¢)), muni de son sous-module Cy, définit
par interprétation modulaire une section du morphisme structurel Yp(n) — Spec(A((t))).
Soit u € Fy. Le module de Drinfeld TD(;;) est construit a partir du réseau pa(}) =

t
upa(1). Donc les modules de Drinfeld TD(t) et TD(L) sont isomorphes sur F. De plus,
le A-module Cy(L) de TD(L) n’est autre que uCy(t). Donc les couples (TD(t), C(t))
et (TD(L),Cn(%)) sont isomorphes sur F,. Par interprétation modulaire, les sections
de Yp(n) sur A((t)) qu'ils induisent coincident. Notons-les u : Spec(A((t))) — Yp(n).
L’inclusion A((t971)) — A((t)) donne un morphisme Spec(A((t))) — Spec(A((t?71))).

Le morphisme u se factorise alors en t : Spec(A((t?71))) — Yy(n).
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Proposition 4.3. Le morphisme t se prolonge en un morphisme
t: Spec(A[l/n][[tq_l]]) — Xop(n).

De plus, on a tor = oo, ot r : Spec(A[1/n]) — Spec(A[1/n][[t?~1]]) est le morphisme
induit par t9=1 +— 0. Enfin, t induit un isomorphisme entre le complété formel de Xo(n)
le long de la section oo et le spectre formel de A[1/n][[t?71]].

Démonstration. Pour le prolongement naturel de t, on se réfere a la démonstration du
lemme 9.3 de [vdHO06]. Les autres assertions se déduisent de la proposition 9.1 et des
théoremes 9.2 et 10.3 de loc. cit.. O

Proposition 4.4. Soient L un A-corps local complet et O son anneau de valuation.
Notons v sa valuation discréte et w l'unique prolongement de v ¢ L. Soit ¢ un module
de Drinfeld de rang 2 sur L a coefficients dans O et d réduction stable de rang 1. Alors
il existe tg € LY vérifiant w(tg) > 0 et tel que le module de Drinfeld obtenu & partir
de TD par le changement de base

Al — Lt

est un module de Drinfeld isomorphe & ¢ sur L.

Démonstration. Le module de Drinfeld ¢ posséde une uniformisation de Tate-Drinfeld
(T',9) (proposition 1.8). Il existe v € L8 vérifiant w(y) < 0 et tel que I' = 4 (7). Par
ailleurs, le module de Drinfeld ¢ de rang 1 est déterminé par ¥ = T + b1, avec b € O*.
Soit u une racine (¢ —1)-éme de b~! dans L#'8. Alors uyhu~! est le module de Carlitz p et
I' =u"'pa(uy). Posons tg = % € L&, Comme w(u) < 0 et w(y) <0, on a w(ty) > 0.
Le changement de base de TD par le morphisme d’anneaux A[[t]] — L& défini par
t — to est un module de Drinfeld ¢ sur L*¢ dont I'uniformisation de Tate-Drinfeld est
donnée par le réseau pA(%) = pa(uy) et le module de Carlitz p de rang 1. D’apres ce
qui précede, ¢ est isomorphe sur L8 & ¢. O

Les propositions 4.3 et 4.4, conjointement au lemme 1.9, amenent au résultat suivant
concernant l'interprétation modulaire de la pointe oc.

Proposition 4.5. Soit L une extension finie de K, d’anneau des entiers Op. Soit ¢
un module de Drinfeld de rang 2 sur L muni d’un point P € ? Liors. La donnée de (¢, P)
définit une section x : Spec(Or) — Xo(n). On suppose que ¢ a réduction stable de rang
1 en une place £ de L. Alors P définit un point entier d’un modéle stable de ¢ si et
seulement st les spécialisations en £ des sections x et 0o coincident.

4.2 Théorie algébrique des formes modulaires pour F [T

Les formes modulaires (analytiques) pour F,[T"], parfois appelées formes modulaires
de Drinfeld, ont été introduites et étudiées par Goss [Gos80b, Gos80c| puis notamment
Gekeler [Gek88b]. Dans cette section, nous mettons en place une approche algébrique
des formes modulaires pour F,[T] de poids 2 associées au sous-groupe de congruence

FQ (1‘1)

83



tel-00338117, version 2 - 28 Dec 2008

Chapitre 4. Formes modulaires pour F [T

Pour les formes modulaires classiques, il existe plusieurs théories algébriques (Serre,
Katz [Kat73], Deligne-Rapoport [DR73]). Ces constructions ont notamment été compa-
rées dans [Maz77] I1.4, dans le cas des formes de poids 2 pour I'g(NV). Pour les formes
modulaires pour Fy[T], 'état d’avancement actuel de la théorie est le suivant. Gekeler
a mis en place une théorie a la Serre des formes modulaires pour GL(2, A) modulo
un idéal premier de A ([Gek88b] §12). Pour les formes modulaires de niveau n, Goss
a mis en place une théorie algébrique a la Katz [Gos80c]. Nous introduisons ici une
théorie via les sections du faisceau des différentielles relatives, qui sera suffisante pour
nos besoins. Il resterait a faire le lien entre cette approche et celles de Gekeler et Goss.

La nature des liens entre la théorie des formes modulaires pour Fy[T] et celle des
formes automorphes a valeurs dans C n’est pas claire. Citons toutefois le résultat
important suivant : les formes modulaires analytiques pour F,[T] peuvent s’interpréter
comme la réduction modulo p d’une version un peu affaiblie de formes automorphes
a valeurs dans un anneau de caractéristique nulle. Il est d & Reversat [Rev00] en
poids quelconque, apreés [Tei9l] et un travail préliminaire en poids 2 dans [GRI6]
(voir aussi [Gek97a, Tei92b]). Reversat signale que cet énoncé pourrait apporter un
éclairage nouveau aux obstructions rencontrées dans notre travail. Nous avions tenté
cette approche sans succes, mais estimons que des investigations plus approfondies sont
nécessaires et pourraient peut-étre aboutir.

4.2.1 Définition et t-développement

Soit R une A[l/n]-algebre. Le schéma Xy(n)gr sur R est muni de son faisceau
Q&O (m /R 968 différentielles relatives (de degré 1). On adopte la définition suivante.

Définition 4.6. On appelle forme modulaire sur R (pour I'p(n)) une section globale
de Q}(o(n)R/R'

On note S(R) le R-module H°(Xq(n)g, Qi{o(n)R/R) des formes modulaires sur R.
Le morphisme 1t induit un morphisme

up : Spec(R[[t]]) — Xo(n)r.

Définition 4.7. Soit f € S(R). Il existe une unique série formelle F(t) € t2R[[t]] telle
que le tiré-en-arriere uj(f) soit F(t)f—%. On appelle F(t) le t-développement de f (en la
pointe 00).

Le choix du facteur de normalisation t? sera justifié en 4.2.4. D’apres ce qui précede,
ona F(t)% = F (L) u% d'ot F(t) = uF (L), pour tout u € F;. Le t-développement de
f est donc de la forme

F(t) =" arpiqnt' D e £2R[[t]).
i>1

Cela nous rameéne a poser
bi=aipig-1  (i>1).

Lemme 4.8. Posons s =t971. On a th(f) = — Y ;5 bis' 'ds.
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Démonstration. On a % = —%, donc

) dt io1y dt .
wp(f) = F(t) 5 =Y bit'™ (a 1)72 == bis'lds.
i>1 i>1

Notons i : R[[t?1]] — R][[t]] Pinclusion canonique. Comme tg o Spec(i) = ug, on a

up(f) = Spec(i)*(tr(f)) = tr(f)
d’ou la conclusion. O
L’énoncé qui suit est un principe du t-développement.
Proposition 4.9. L’homomorphisme de R-modules

S(r) — *R[t]
fo— F(@)

est injectif.

Démonstration. La démonstration du théoreme 1.6.1 de [Kat73] est encore valable dans
notre contexte, en utilisant le fait que le schéma Xy(n)r est de Cohen-Macaulay, car
lisse sur R. O

4.2.2 Changement de base
On pourra comparer 1’énoncé suivant a la proposition I1.3.3 de [Maz77].

Proposition 4.10. Soit F' un corps, qui est une extension de K ou le corps F( (pour
un idéal mazimal [ de A avec (I,n) =1). L’application F-linéaire canonique

S(A[L/n]) ®apy/m F — S(F)
est un isomorphisme.

Démonstration. Pour alléger les notations, on pose X = Xp(n) et = Q_lXo(n)/A[l/n}'
Toute extension F' de K, munie de sa structure canonique de A[l/n]-module, est plate.
L’isomorphisme provient alors d’un théoreme de changement de base plat pour la
cohomologie des faisceaux quasi-cohérents et du fait que la formation de Qﬁ( /AL
commute aux changements de base sur Spec(A[1/n]) ([Har77] I11.9.3 et 11.8.10).

Soient [ un idéal maximal de A avec ([,n) = 1 et P un générateur de [. Le morphisme
structurel X — Spec(A[1/n]) étant lisse, le faisceau € est inversible. En particulier, il
est sans A[l/n]-torsion. Le morphisme de multiplication par P sur € est donc injectif.
On a la suite exacte de faisceaux cohérents sur X

1|

0—Q50—Q/PQ=Q®anFi= Ve, — 0

car la formation de Qﬁ( /A[1/w COMMUte aux changements de base. On en déduit la suite
exacte longue en cohomologie

0— H'(X,Q) & HY(X, Q) — H'(Xw,, Ok, p,) — H'(X,Q) & H'(X, Q).
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L’application canonique
HO(X, Q) ®@ap1/m Ft — H°(Xp,, Q}(F[ w) (4.1)

est donc injective. De plus, son conoyau est le noyau de la multiplication par P sur
H(X,9). Le schéma X est régulier donc son faisceau dualisant est ). Par dualité de
Grothendieck, H'(X,) est le A[1/n]-dual de H°(X, Ox) ~ A[1/n]. La multiplication
par P sur A[1/n] étant injective, Papplication (4.1) est un isomorphisme. O

Lemme 4.11. Le A[l/n]-module S(A[1/n]) est libre de rang g(Xo(n)).

Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration précédente. Le A[1/n]-
module H°(X, Q) est sans torsion, donc libre. Par ailleurs, d’apreés la proposition 4.10,
on a

HO(X, Q) @ apym K ~ H (XK, Qx x)-

Donc le rang du A[1/n]-module S(A[1/n]) = H°(X, Q) est égal & la dimension sur K
de HY( Xk, Q&K/K), c’est-a-dire au genre (géométrique) de Xo(n)xk. O

Corollaire 4.12. Soit F' un corps, qui est une extension de K ou le corps Fy (pour
un idéal maximal [ de A avec (I,n) = 1). Le F-espace vectoriel S(F') est de dimension

9(Xo(n)).

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 4.11 et de la proposition
4.10. O

4.2.3 Opérateurs de Hecke

Reprenons les notations de la section 3.2 : Jy(n) désigne le modele de Néron de
Xo(n)g sur A[1/n].

Proposition 4.13 ([Maz78| 2e). On a un isomorphisme canonique
Cot(Jo(n)) — S(A[1/n]).

Démonstration. Pour alléger les notations, on pose X = Xo(n) et S = Spec(A[1/n]).
Comme X est propre sur S, le sous-foncteur Picg(o (n)/S du foncteur de Picard relatif est
représentable par un S-schéma lisse et séparé, qu’on notera Pic% /s ([BLROO] th. 9.4/2).
D’apres [BLR90] th. 9.5/4, le morphisme naturel Picg(/s — Jo(n) g identifie Picg(/s
avec la composante connexe de I'identité Jp(n)?. En passant aux espaces tangents en
la section 0 sur S, on obtient I'isomorphisme H'(X,Ox) ~ Tan(J(n)) ([BLR90] th.
8.4/1). Le schéma Xg est régulier donc de Cohen-Macaulay. Son faisceau dualisant est
le faisceau Qﬁ( /s des différentielles relatives de degré 1. La dualité de Grothendieck
permet alors de voir H%(Xg, Q%{/s) comme le Og-dual de H(Xg, Ox). Par ailleurs,
Cot(Jo(n)) est naturellement le Og-dual de Tan(Jp(n)). L’isomorphisme précédent
donne donc un isomorphisme Cot(Jp(n)) ~ HO(X, Qk/s). O
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Soit m un idéal de A. Les endomorphismes Ty, et wy de Jo(n) s’étendent en des
endomorphismes du modele de Néron Jp(n) (par propriété universelle des modeles
de Néron), de l'espace cotangent Cot(Jp(n)) et, par la proposition précédente, de
S(A[1/n]). Si F est un corps, qui est une extension de K ou le corps F (pour un idéal
maximal [ de A ne divisant pas n), ces endomorphismes induisent par extension des
scalaires (proposition 4.10) des endomorphismes de S(F'), notés Ty, et wy,. L’espace
de formes modulaires S(F') est donc muni d’une action de l’algebre de Hecke T, vue
comme sous-algebre de Endg (Jy(n)). Comme F' est de caractéristique p, T agit sur
S(F') via son quotient T/pT. Nous ignorons si cette action est fidele, et reviendrons
sur cette question dans la section 4.5.

Remarque 4.14. Si (m,n) = 1 et k > 0, on a l'identité T x T = Typr+1 dans End(S(F))
([Gos80c] 3.3). Ainsi, Tpq = TyTy pour tous p et q premiers & n. C’est une différence
importante avec les opérateurs de Hecke sur les formes modulaires classiques et sur les
formes automorphes de H(C), qui est causée par la caractéristique p.

4.2.4 Digression sur la théorie transcendante

Les énoncés de cette section, qui ne seront pas utilisés de facon essentielle par la
suite, resituent la théorie des formes modulaires (algébriques) sur Co, par rapport a la
littérature existante sur les formes modulaires analytiques pour Fy[T.

Définition 4.15 ([GR96] 2.7). Soient k un entier > 1 et m € Z/(q — 1)Z. Une forme
modulaire (analytique) de poids k et type m pour T'o(n) est une fonction f: H — Cy
vérifiant :

(i) f(y2) = (dety)™™(cz 4+ d)¥ f(z) pour tout v = (24) € [y(n);
(ii) f est rigide holomorphe sur H ;
(iii) f est holomorphe aux pointes de T'g(n).

Précisons la signification de la derniere condition. Posons

t(z) = W@j(z) (z€ Cx — A).

La fonction ¢t : H — C est invariante par translation par A. Soient ¢ € RT et
He ={z € H | infrex_ |z — x| > c}. Si c est suffisamment grand, la fonction ¢ induit un
isomorphisme d’espaces analytiques rigides entre A\’H et un disque de C centré en 0
et épointé. La forme modulaire f est invariante par translation par A, donc possede un
développement au voisinage de oo en puissances de t(z). Dire que f est holomorphe en
oo signifie que les seules puissances qui interviennent sont positives ou nulles. Soient
s € PY(K) représentant une pointe de T'o(n)\'H et v € GL(2, K) tel que voo = s. Posons
fo)(2) = (dety)™(cz + d)"*f(vz). La fonction f est dite holomorphe en s si fi) est
holomorphe en oo.

On dit que f est doublement parabolique si son développement en toute pointe
s’annule a 'ordre au moins 2.

Les formes modulaires de poids k et type m pour I'g(n) forment un C..-espace
vectoriel noté My, ,,,(I'g(n)). Le sous-espace des formes doublement paraboliques est
noté M,am(l“o(n)).
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On peut supposer k = 2m mod (¢ — 1). Dans le cas contraire, My ,,(I'o(n)) est
nul, comme on le voit en faisant agir la matrice (&) sur une forme modulaire (pour
u€Fy).

Pour tout u € Fj, on a la relation t(uz) = 1¢(2). Ainsi, le développement de

fe Mim(f‘o(n)) en la pointe 0o est de la forme ;50 ait(2)" = Y55y a1+i(q_1)t(z)1+i(q*1).
Proposition 4.16. On a un isomorphisme de Cs-espaces vectoriels

M3, (To(n)) — H°(Xo(n)™, Q) ~ S(Cu)
fo— —2f(2)dz

ot HO(Xo(n)2™, QL) désigne l’espace des formes différentielles holomorphes sur l’ana-
lytifiée Xo(n)® au sens de la géométrie rigide. De plus, si g € S(Cs) a pour t-
développement Y~ a;t’, le développement de la forme analytique qui lui est associée
est Ym0 ait(2)".

Démonstration. Pour le premier isomorphisme, on consultera [GR96] 2.10 (leur défini-
tion de t(z) differe de celle que nous avons adopté par une constante multiplicative).
L’apparition des formes doublement paraboliques, contrairement aux formes parabo-
liques classiques est due a la relation dz = —ﬁ%, remarquée initialement par Goss
[Gos80c]. Par un énoncé de type GAGA, on peut identifier les formes différentielles
algébriques et analytiques sur la courbe projective Xo(n)c,, . O

Soit p un idéal de A, de générateur unitaire P. On définit un endomorphisme de
Mj, m(To(n)) par la formule

1 a b
LG =5 3 a’“f((o d) ) (f € Mym(To(w)).
a,b,de A
degb<§egd
a,d unitaires
(ad)=p,(a)+n=A

Elle differe de celle de [Gos80c, Gos80b, Gek88b] par le facteur %. Cette normalisation
est justifiée par le résultat suivant : par I'isomorphisme de la proposition 4.16, les
endomorphismes T}, de M3 (To(n)) et S(Cy) coincident.

4.3 L’action de Hecke sur le {-développement des formes
modulaires

4.3.1 Polynémes de Goss

Rappelons les résultats concernant les polynomes de Goss [Gos80c, Gek88b| dans le
cas d'un réseau fini, ce qui couvrera nos besoins. Soit A un F-réseau de C, c’est-a-dire
un sous-F,-module de C,, discret. On suppose A fini. Soit m la dimension de A,
c’est-a-dire log, #A. L’exponentielle associée a A

X
ea(X)=X [ (1 _ A) € Co[X]

0£NEA
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est un polyndéme en l'indéterminée X, qui est F,-linéaire et A-périodique. Il s’écrit

ea(X) = f:aini,
i=0

avec a; € Co (1 > 0) et ap = 1.
Notation 4.17. Pour k > 0, on pose

So=0

Sk(X) = Ska(X) = Xien ﬁ € Cuo(X)
et 1 1

ta(X) = (%) :A%;\X_/\ € Coo(X).
La derniere égalité provient de la relation deg)((X) = 1. Les fractions rationnelles

Sk(X) sont les sommes de Newton associées au polynome réciproque de
eA(Y — X) = eA(Y) — eA(X) S Coo[XHY]

Proposition 4.18 ([Gek88b] 3.4-3.9).

(i) Il existe un unique polynome G = G A(Y) € Cxo[Y], appelé k-éme polynéme
de Goss, défini par les conditions suivantes :

(a) Sik<gq GL(Y)=YF;
(b) Gk(Y) = Y(Gk,1<Y) + Oqu,q(Y) + Ongk_q2(Y) + .. ) (k} — qi > O).
(ii) On a

Geia¥)= > > (‘7->0<iyj“7 (4.2)
0<j<k—1 7 \!
ot i = (ig,...,im) parcourt les (m + 1)-uplets d’entiers naturels vérifiant les
conditions

w+...+im=J
i0+i1q—|—...+imqm:k—1.

s i oL i j : : : J!
On a posé ot = o alm et (2) est le coefficient multinomial p

m im!”
(iii) Ce polynome vérifie les propriétés :
(a) Sk(X) = Gr(ta(X));
(b) Gy est unitaire de degré k ;
(¢) Gr(0) =0;
(d) Gpi, = (Gi)P ot p est la caractéristique de Fy ;
(e) Y2G,(Y) = kG (Y).

(tv) Le polynome Gi(Y') est divisible par Y™ ot n = {qim} + 1.
Pour k =0, on pose GoA(Y) =0si A #0et Gopa(Y)=1si A=0.
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4.3.2 Opérateurs de Hecke et t-développement
Soit p le module de Carlitz de rang 1 sur K. Pour tout d € A, notons

Ag = Ker(pg) C K*P.

C’est un F;-réseau fini de C, de dimension degd. Soit e, , I’exponentielle associée a

Ag.
Lemme 4.19. On a l’égalité de polynomes dans K5P[X] :

pa(X)
.

en,(X) =

Démonstration. L’ensemble des racines de ces polyndémes est Ay. Le coefficient en X
de ep,(X) est 1 et celui de pg(X) est d, ce qui acheve la démonstration. O

Notation 4.20. On note ag(d), ..., adegd(d) les coefficients de I'exponentielle associée

au réseau Ag. On a donc ey, (2) = Z?ﬁ%d ;(d)z?" . Posons

L(P) = Pay(P)  (0<i<degd).

D’apres le lemme 4.19, le module de Carlitz en P est alors donné par

degd '
pp= Y L(P)T" €K{r}.
=0

On a donc [;(P) € A (i > 0) et la relation de récurrence

_ A (P) = lia(P)

li(P) Td T

(i > 1),
avec lg(P) = P et lgega(P) = 1. On note G; 4 le i-eme polynéme de Goss associé au
réseau Ay.

Lemme 4.21. Soit d € A. Le polynome éGi,d(dY) appartient a AlY], pour tout i > 0.

Démonstration. Démontrons-le par récurrence sur ¢. L’énoncé est évident pour ¢ = 0. Si
1 <i < g, d’apres la proposition 4.18 (i), on a G; 4(dY) = d'Y" donc éGi,d(dY) e AlY].
Supposons i > ¢g. On a alors d’apres la proposition 4.18 (i),
1

gGLd(dY) = Y(Gz;l,d(dY) + Oq(d)Gi,qd(dY) + .. ) (4.3)
De plus, da; appartient & A (i > 1). Par hypothese de récurrence, G;_x 4(dY’) € dA[Y].
On a donc ay(d)G;_ gk 4(dY') € A[Y] pour tout k& > 0. D’apres (4.3), on obtient donc
1G;q4(dY) € AlY]. O

Notation 4.22. Pour d € A, on pose pq4(t) = Pd%l) € Allt]]-
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Proposition 4.23. On a
1

i = Gialdpe(t)) (i 20).
beA, degb<degd (pg (Vd) + pb()\d))

Cette égalité a lieu dans dA[[t]].

Démonstration. Remarquons que pp(Ag), pour degb < degd, décrit le réseau
Ker(py) = Ag4. La somme précédente s’écrit donc, en utilisant la proposition 4.18
(iii) et le lemme 4.19,

1

)\gd W = Si Ay (P% (7a))

Comme py(ya) = 1, on a pp(va) = prpa(va) = pr (

d
Gia (ppw) Gialdiz (1)

Enfin, le membre de droite est dans dA[[t]] d’apres le lemme 4.21. O

Jusqu’a la fin de la section 4.3, F' désignera l'anneau A[l/n] ou un corps, qui est
une extension de K ou le corps F| (pour un idéal mazimal [ de A avec (I,n) =1).

Proposition 4.24. Soit f € S(F), de t-développement Y~y a;t’ € F([t]. Alors le
t-développement de la forme modulaire Ty f est donné par

P
> Y paGuales) € Pl (14)
122 4|P,(L ,N)=1
dumtazre

Démonstration. Tout d’abord, on constate que cette expression est bien dans F[[t]]
d’apres la proposition 4.23. Nous démontrons (4.4) pour f € S(A[1/n]); les énoncés
sur les corps considérés s’en déduisent par changement de base (proposition 4.10).

Considérons le module de Tate-Drinfeld TD = TD(t) sur L = K((¢))*P. Ses
structures de niveau I'g(p) d’intersection nulle avec le A-module C,, sont :

Cp TDAGA(/\p)
Cap = TDaea(pp(Ap) + Pg(%l))
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oit (b, d) parcourt les éléments de A x A vérifiant d | P,d # 1,d unitaire, (g, N) —1
et degb < degd. Soit £ I’ensemble de ces structures. On a donc, par définition de T},

comme correspondance sur Xo(n),

Ty(TD(t),Cv) = Y (TD(t)/D, (Cw + D)/D)

Deé&

= (TD(t)/Cyp, (Ca+ Cp) [Cp) + > > (TD(t)/Caps (Co+ Cap)/Cap)-

o 1
Posons xap(t) = o550 20m)

deA beA
d|P,d#1 degb<degd
d unitaire
(P/d,N)=1

Le module de Drinfeld TD(t)/Cy, (resp. TD(t)/Cqyp)

d
est TD(¢p(t)) (resp. TD(xq5(t))). On a alors I’égalité de diviseurs sur Xo(n)

Tp(TD(t),Cn) = TD(pp(t), Ca) + Y (TD(xap(t)), Cn).

Considérons les morphismes d’anneaux

ep  AlL/n][[¢]]
>0 Cit!

et
X+ A[L/n][[t]]

>i>ocit'

Ils induisent les morphismes de schémas

d|P,d#1 degb<degd
d unitaire

(P/d,N)=1

— A/
— ZizociSDP(t)Z

— K*((va))
— ZizoCiXd,b(t)Z~

up = Spec(A[L/n][[t]]) 2 Spec(A[1/n][[H])) % Xo(n)

ugp : Spec(K™P((v4)))

Spec(xd,b)
— 0

Spec(A[1/n][[t]) = Xo(n).

Soit f € S(A[1/n]). L’action de T}, sur le t-développement de f est alors donnée par

u(Tyf) = wp(f) +

> > ui(f)

d|P,d#1 degb<degd
d unitaire

(P/d,N)=1

Un calcul élémentaire montre que

d(xap(t)) _ P dt

et ————5

(xap(®)? @2
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On en déduit

w(Tpf) = (Spec(ep)) v (/) + Y Y. (Spec(xap))u™(f)
d|P,'d7é'1 deg b<degd
(S

. dt . dt
= Specter))’ (FOG )+ Y X (Spectuan)’ (FO )
d\P,.d;é.l deg b<degd
B

dt P dt
=P F(@P(t))tﬁ + ) > ﬁF(Xd,b(t))tfg-
d|P,d#1 degb<degd

d unitaire
(P/d,N)=1

Comme F(t) = 3,59 a;t!, le t-développement de T, f est donc donné par la formule

P 1

Yoai|Pep()'+ D> &5 > :
i>2 d|P,d#1 d degb<degd (pb()\P) + P% (’YP))l
d unitaire
(P/d,N)=1
P 1
i>2  d|P,d unitaire = degb<degd (pg (va) + pb()\d)>
(P/d,N)=1 d
On conclut alors a 'aide de la proposition 4.23. 0

Proposition 4.25. Soit f € S(F') une forme modulaire, de t-développement 37~ a; (f)t'.
Soit p un idéal de A de degré d. Alors on a

-1
a‘I(TPf) - Z (qm )l(P>ma1+mo+m1q+...+mdqd (f): (45)
m
la somme portant sur les (d + 1)-uplets d’entiers naturels (mg,...,mgq) vérifiant

mo+mi1+ ...+ mg =q— 1. La notation [(P)™ désigne lo(P)™0 ---14(P)™.

Remarque 4.26. (i) Quand ¢ = p premier, les coefficients binomiaux (q;Ll) sont
non nuls modulo p. Ce n’est pas le cas en général comme le montre 'exemple
p=3,q=9et m=1(2,2,4).

(ii) La formule (4.5) exprime a4(7}f) comme combinaison linéaire de aq(f) et des
an(f), ou n décrit les entiers naturels dont I’écriture en base g a au plus d + 1
chiffres et la somme de ces chiffres est égale a ¢. En particulier, ces entiers n ne
dépendent que du degré de p. Cette remarque sera exploitée par la suite.

Démonstration. Pour alléger les notations, posons a; = a;(f). Rappelons que, d’apres
la proposition 4.24, le t-développement de T,(f) est donné par

1
PY Y aGislser ). (16)
122 5|p,(L ,N)=1
d unitaire
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Déterminons le terme en t¢ dans G; 5(6¢ p (t)). Le t-développement de ¢ p (t) est divisible
6 B
par 4 **° Comme Gis(X) se factorise par X, le t-développement de Giyg(&pg(t))

est divisible par 4“7 On peut donc supposer d — degd < 1.
D’apres (4.2), le polynéme de Goss est

Gis(X)= D 67 (Duo)ymxo+, (4.7)

0<j<i—1 m

oun =degd, m = (myg,...,my) parcourt les (n + 1)-uplets d’entiers naturels vérifiant
mo+...+mp=jetmg+miqg+... + mpq" =1 — 1.

Supposons d = degd, c’est-a-dire P = §. On a alors Gi’(;(égo?(t)) = G, p(Pt). Sa
contribution en ¢¢ dans ’équation (4.6) est

Z (qil) l(5)ma1+m0+m1 q+...+mgqds
m

la somme portant sur les (n+1)-uplets (my, . .., my) vérifiant mo+ms+...+m, = qg—1.

Supposons d = degd + 1. Comme ¢ P (t) est divisible par t?, en comparant avec
I'équation (4.7), on voit que le seul entier i pour lequel G; 5(dg P (t)) posséde un terme
en t? est ¢ = 1. C’est impossible car i > 2. ]

Digression sur les formes modulaires analytiques en poids supérieur. Les
propositions 4.24 et 4.25 admettent des analogues pour les formes modulaires analy-
tiques en poids supérieur. Plus précisément, en adaptant les démonstrations au cadre
analytique, on obtient ’énoncé qui suit.

Proposition 4.27. Soit p un idéal de A de degré d et de générateur unitaire P.
(i) Soit f € Mym(To(n)) de développement Y ;=g ai(f)t'. On a
_ 1
To(f) =P 1> Y @az‘(f)Gi,d(dtg),
i204|p, (£, N)=1
d unitaire

ot tp désigne la fonction H — Co définie par z — pp (t(2)).
d d

(ii) Si f € M{,(Co(n)), on a

aC](TPf) = Z (qél)l(P)mal—&—mo—s—mlq—&—‘..—s—mdqd(f)

la somme portant sur les (d + 1)-uplets d’entiers naturels (my, ..., mq) vérifiant
mog+m;+...+mg=q—1.

Le deuxiéme énoncé généralise [Gek88b] 7.4 (qui traitait le cas d = 1 et n = A).
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Problématique. L’analogue de la formule (4.5) pour les formes modulaires classiques
est la relation fondamentale suivante :

al(jhjj ::an(f) (ﬂ,E PJ%

ou T, désigne le n-eme opérateur de Hecke. Pour les formes modulaires pour Fy[T7], la
situation présente a priori une différence fondamentale. En effet, la formule (4.5) ne fait
apparaitre, dans son second membre, que la famille de coefficients (a,(f)), ot n décrit
les entiers dont la somme des chiffres de I’écriture en base ¢ est égale a ¢. Ces entiers
sont de densité naturelle nulle dans les entiers naturels. Cependant, rien n’exclut que
les coefficients manquants puissent étre obtenus par un autre procédé. Nous formulons
donc la question qui, a ’heure actuelle, est ouverte.

Question 4.28. Considérons les coefficients du t-développement comme formes linéaires
sur l'espace vectoriel S(F'). Pour tout entier j > 0, existe-t-il un élément 6; de I’algebre
T ®z A vérifiant b; = by 06;7?

Dans la fin de cette section, nous exhibons des opérateurs 61,...,60,, répondant
partiellement cette question. Puis nous suggérons un opérateur candidat pour ¢; lorsque
j vérifie la condition suivante : la somme des chiffres de I’écriture de j en base ¢ est
égale & ¢. Enfin, nous étudierons une variante de la question 4.28 et y apporterons une
réponse positive lorsque n est premier de degré 3.

4.3.3 L’action de Tp lorsque P est de degré 1

Si P désigne un générateur unitaire de p, 'opérateur 7}, vu comme endomorphisme
de S(F), sera noté Tp.

Appliquons la proposition 4.25 dans le cas ou P est de degré 1. On obtient la
formule, pour tout f € S(F) :

ag(Trf) = D (NPT lagrug1)(f) (PEAdegP=1).  (48)
0<v<q

Si Py, ..., P, désignent les ¢ polynémes unitaires de A degré 1, I'équation (4.8) fournit
le systéme linéaire

_ 1 _ _92 _
aq(Tp,) (qol)Pf (qll)qu e (27})1 aq
: = : : : : (4.9)
aq(Tp,) (NP (P e (2)1) \age-1y

ou a; désigne la forme linéaire sur S(F') définie par f +— a;(f).
Lemme 4.29. Le déterminant du systeme (4.9) appartient a F.
Démonstration. Ce déterminant est

prt oprt? o

q—1 1 q—1 1
p(;zf p(;zf

=0



tel-00338117, version 2 - 28 Dec 2008

Chapitre 4. Formes modulaires pour F [T

Par un théoreme de Lucas, le coefficient binomial (atb) est non nul modulo p si et

seulement si la somme a + b en base p s’effectue sans retenue a partir des écritures de a
et b. Comme g = p", ce critére montre que (qzl) # 0 dans F, pour tout 0 <7 < ¢ — 1.
Par ailleurs, pour i # j, P; — P; € F car ces polynomes sont unitaires, de degré 1 et
distincts. O

Nous résolvons ce systéme linéaire, en utilisant des sommes de puissances de
polynémes de degré fixé, qui disposent, en caractéristique p, de propriétés d’annulations
connues.

Notation 4.30. Pour un entier naturel r, on note A, l’ensemble des polynémes
unitaires de A de degré r et

Se(m)= > P™ (meN).
PEAT+
Lemme 4.31 (Carlitz, Lee [Lee43], Gekeler [Gek88al]). Soient m,r € N et I[(m) la
somme des chiffres de ’écriture de m en base q.

(i) Sir > lq(fml) alors Sy(m) = 0.

(i) Si q = p alors S,(m) =0 si et seulement si r > Z(fml).

Signalons que de telles sommes apparaissent dans les sommes partielles de la fonction
zéta de K aux entiers négatifs au sens de Goss [Gos79]. Signalons que les propriétés de
congruence de ces sommes donnent lieu a un critére de Kummer pour les extensions

abéliennes de Fy(T") [Gos82].

Proposition 4.32. Soit f une forme modulaire dans S(F'), de t-développement
22‘22 ai(f)t*. On a

—(qgl)flaq ( Z P”Tpf) 5i0<n<q—2;
aq—l—n(q—l)(f) = Pedis
aq( Z Pq_lTpf+f) sin=gq— 1.

PEA1+

Démonstration. On pose a; = a;(f). En sommant la formule (4.8) pour tout P € Ay,
on obtient, pour tout n > 0,

aq< 2 PnTPf) = 2 ( 2 p”+q_”_1) () ag+o(g-1)

PcAyy 0<v<g—1 \P€A;4 (4.10)
=Y Sinta- v D agen,
0<v<g—1

Pour tout v € [0,q — 1], posons m, =n+q—v — 1.

Supposons 0 < n < ¢g—2. On a 0 < m, < 2¢ — 3. La seule valeur de m, pour
laquelle I(m,) > g — 1 est m, = ¢ — 1, qui correspond & v = n. D’aprés le lemme 4.31,
le seul terme restant dans (4.10) est donc

aq Z P"Tpf | =Si1(q¢— 1)(q;1)aq+n(q—1)'
PeAi+
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Par le corollaire 3.14 de [Gek88a], S1(¢ — 1) vaut —1 d’ou

aq ( Z PnTPf> = _(qgl)atﬁn(q—l)'

PeAi4

Supposons maintenant n =g — 1. Ona g — 1 < m, < 2q — 2. Les seules valeurs de m,,
pour lesquelles I(m,,) > g—1 sont m,, = ¢—1 et 2g—2, qui correspondent respectivement
av=mnetv=0.Dapres le lemme 4.31, les termes restants dans (4.10) sont

ay ( > Pq_lTPf) = S1(q = 1) ({"1)agr(g-1y2 + S1(24 — 2)(*5")aq

PeAi4+

Le corollaire 3.14 de [Gek88a] donne Si(q — 1) = —1 = S1(2¢ — 2), donc

aq ( Z Pq_lTpf) = —Qgq(g—1)2 — dq-

PeAi4

O]

Remargque 4.33. Les valeurs de S;(m) peuvent étre évaluées facilement sans faire
appel au lemme 4.31. Nous avons préféré donner une preuve faisant intervenir ces outils
car une généralisation de la proposition 4.32 aux polynomes de degré supérieur pourrait
faire intervenir des sommes (S,(m))ym. Nous y reviendrons en 4.3.4.

On obtient alors le résultat suivant en direction de la question 4.28.
Théoréme 4.34. Les éléments de T ®z A définis par

_1\—1 . .
0 =—(") > P (1<j<q-1)
P€A1+

0p=— > (PT'—1)Tp
P€A1+

vérifient l'identité de formes linéaires sur S(F') :
bj=biob;  (1<j<q).
En particulier, si f € S(F) est une forme modulaire de t-développement

S (et

i>1
et si, pour tout P € A de degré < 1, on a by(Tpf) = 0, alors by(f) = 0 pour tout
1<1<q.

Démonstration. Posons (9:] = — (ZP€A1+ P 1Tp + T1> € T ®z A. D’apres la proposi-
tion 4.32, on a
bj:bloﬁj (1§j§q—1)

et by = by 09;. Notons que 17 et 6; = — ZP€A1+ Tp vérifient by = by o1} et by = by 06;.
Comme 6, = 0} + T1 — 61, on a donc l'identité by = by o 6, dans End(S(F)). O
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Remarquons que les expressions de 61, ... ,0; sont indépendantes de I'idéal n. On
donnera une application du théoreme 4.34 a un théoréme de multiplicité un pour les
formes modulaires lorsque n est premier de degré 3, dans la section 4.5. Auparavant,
voici une autre conséquence.

Lemme 4.35. Notons Py, ..., P, les polynomes unitaires de A de degré 1. On a
th Tp,
M| : |,
04 Tp,

ou M est la matrice

1 1
o B R
M= (=17 [T ()" : : € GL(q, 4).
=1 Pi? .. pi?
1-pPft L 1-pi!

Démonstration. Quitte a soustraire la premieére ligne a la derniére, on voit que le
déterminant de M est un déterminant de Vandermonde. Il vaut —[[, (P — P;). Si
i < j, les polynémes P; et P; sont unitaires et distincts, donc leur différence appartient
a F. On a donc det M € Fy, ce qui montre que M € GL(g, A). O

Proposition 4.36. Supposons q = p et l’idéal n premier de degré > 5. Les éléments
01,...,04 de Ualgebre de Hecke sont A-linéairement indépendants dans T ®z A.

Le cas degn = 3 sera traité dans la section 4.5.

Démonstration. D’apres le lemme 4.35, la famille 61, ..., 6, est linéairement indépen-
dante sur A dans T ®z A si et seulement si {Tp,,...,Tp,} est A-linéairement indépen-
dante dans T ®z A. Supposons qu’il existe Ay, ..., A; dans A non tous nuls vérifiant
MTp + ...+ ATp, =0 dans T ®z A. Quitte a diviser par leur pged, on peut supposer
que A1, ..., A sont premiers entre eux dans leur ensemble. Soit [ un idéal de A de degré
1. Notons \; € F; ~ F, la réduction modulo I de \;. On a I’égalité

)\71Tp1—|—...—|-)\7quq:0

dans (T®z A)/(T®z A) = T®z Fi =T ®zF,. L’algebre de Hecke T @z F,, = T/pT
agit sur M?/pM°. On a donc

MTpe+...+XTpe=0 €M’ /pM°.
Comme degn > 5, les symboles modulaires Jlﬁév ..., Tp,e sont Fj-linéairement in-
dépendants d’apres le théoreme 2.60, donc A; = 0 (1 < i < g). Ainsi Aj,..., A,

appartiennent & l'idéal [, ce qui contredit le fait qu’ils sont premiers entre eux. On a
donc A\ =...=X; =0. O]
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4.3.4 L’action de 7Tp lorsque P est de degré > 1

A partir de la proposition 4.25, on ne sait pas obtenir une formule générale donnant
tout coefficient a;(f) comme combinaison linéaire de a4(Tpf), pour P € A (voir
remarque 4.26). On peut cependant espérer le faire lorsque i est un entier dont la somme
des chiffres dans I’écriture en base ¢ est égale a q. Nous discutons une généralisation
du théoreme 4.34 aux opérateurs de Hecke dont I'indice est de degré > 1. Pour cela,
nous suivons l'idée selon laquelle des sommes de puissances de polynémes, dont la
plupart s’annulent, permettent d’isoler les coefficients de f dans la formule (4.5). Notre
discussion est motivée par des investigations numériques.

Notation 4.37. Pour tous entiers naturels g, ...,i7_1, on définit la somme de poly-
nomes

Sa(ioy .., iqg—1) = Z lO(P)iO...ld_l(P)id—l cA
PEAd+

et ’élément suivant de T ®z A

O4(igy ... iq-1) = Z lo(P)% - 1g_1(P)"Tp.
PGAd+

On notera a; le i-éme coefficient du t-développement de f. D’apres la proposition
4.25, on a, pour f € S(F),

aq(@d(Zba o 7id—1)f) = Z (qél)sd(mﬂ_*'i(h cee )md—1+id—1)a1+m0+m1q+..‘+mdqd'

m=(mo,...,mq)
mo+...+mg=q—1

Nous traitons des exemples lorsque P est de degré 2 et 3. Les sommes Sy(ig, - . . ,i4—1)
ont été calculées a ’aide du logiciel MAGMA.

SoitP:T2+aT+b€Aaveca,b€Fq. On a

lo(P) =P
LW(P)=T4T+a
lo(P) =1.

Exemple 4.38 (¢ = 3, opérateurs de degré 2).

ag(TPf) = lo(P)2CL3 —+ ll(P)2a7 + a9 + 2l0(P)l1(P)a5 + 2l0(P)a11 + 2[1(P)a13.

i | i1 | a3(O2(io, 1) f) mo | M1 | M2 | 14mot3my+9ms (f)
02| as 2100 |as

1] 1] 2as 1 1 0 |as

2 0 ay 0 2 0 ay

1 2 2@11 1 0 1 ajl

2 1 2@13 0 1 1 ais

2|2 | a9+ az+ay 0 0 2 | ag
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Exemple 4.39 (¢ = 5, opérateurs de degré 2).

as (Tpf) = lo(P)4a5 + ll(P)4a21 + ay01 + 4[0(P)3l1(P)a9 + 4l0(P)3a29 + 4l (P)3a41

+4lo(P)ly (P)3CL17 + 4l (P)agy + 4lo(P)az7 + lo(P)2l1 (P)2a13 + lo(P)2a53
+l1(P)2a61.

io | 11 | as5(O2(ig, 1) f) mo | M1 | M2 | Q14mo+5my+25ms (f)

0 4 as 4 0 0 as

1 3 4&9 3 1 0 ag

2 2 ais 2 2 0 a3

3 1 4(117 1 3 0 ajy

4 0 a1 0 4 0 asy

1|4 |4agyg 3 0 1 | aog

4 1 4a41 0 3 1 a41

2 4 ass 2 0 2 ass

4|2 ae1 0 2 2 ael

3|4 4&77 1 0 3 a7

4 3 4CL81 0 1 3 asy

4 14 | ap + a5+ an 0 0 4 | aiol

Soit P =T34+ aT? 4+ bT + c € A avec a,b,c € Fy. On a

Io(P)=P
L(P)=(T+TY(a+T)+T*+b
L(P) =T +T9+T+a

I3(P) = 1.

Exemple 4.40 (¢ = 3, opérateurs de degré 3).

ag(Tpf) :lo(P>2a3 + 1 (P)2a7 + l2(P)2a19 + as5 + QZo(P)ll (P)a5 + 2[0(P)l2(P)d11
+ 2[0(P)CL29 + 20 (P)ZQ(P)CL13 + 2[1(P)a31 + 2l2(P)a37.

io | i1 | 42 | a5(©3(io,i1,12)f) mo | M1 | My | M3 | @14mg+3my +9mat27ms ()
02| 2] 2as 2 0 0 0 |as
1112 |as 1 1 0 0 |as
2101 2| 2ar 0 2 0 0 |ay
1 2 1 ajl 1 0 1 0 ail
2 1 1 a3 0 1 1 0 a3
2 2 0 2a19 0 0 2 0 aig
1 2 2 ang 1 0 0 1 ang9
21112 asz 0 1 0 1 |as
2 2 1 asy 0 0 1 1 asy
21212 2as5 + 2a3 + 2a7 + 2a19 0 0 0 2 | ass

Au vu de ces résultats, nous sommes naturellement amenés a formuler la question
suivante.

100



tel-00338117, version 2 - 28 Dec 2008

4.4. Sur les points de Weierstrass de Xo(n)g

Question 4.41. Soient ¢ un nombre premier, d > 1 un entier et m = (mo,...,mq)
un (d + 1)-uplet d’entiers naturels vérifiant mg + ... +mg = g — 1. A-t-on les égalités
suivantes :

(i) Si (mo,...,ma_1) # (0,...,0),

qg—1
m

—1
A fmgtmigt.. +maqt (f) = (_1)d< ) aq(©gq(g—1—mog,...,q—1—mgq_1)f).

(ii) Si (mg,...,mg—1) = (0,...,0) c’est-a-dire myg = q — 1,

ayy (-1t f) = ag((=1)0a(q —1,...,¢ = 1)f)
—a4(0q(0,¢g—1,...,¢—1)f —...—O4(qg—1,...,¢g—1,0)f).

pour tout f € S(F)?

D’apres les résultats numériques précédents, ces égalités sont vérifiées pour ¢ = 3 et
q = b5 dans le cas d = 2, ¢ = 3 dans le cas d = 3, et ¢ quelconque dans le cas d = 1. Pour
les démontrer, il semble naturel d’établir des résultats d’annulation sur les sommes
Sa(io, ... ,ig—1) dans F,[T].

4.4 Sur les points de Weierstrass de Xy(n)x

Soit C une courbe algébrique projective lisse de genre g > 2 sur un corps k. Un
point x de C est dit de Weierstrass s’il existe une différentielle réguliere non nulle dans
HO(C,} /k:) s’annulant a 'ordre > g en z. Par le théoréeme de Riemann-Roch, cela
équivaut a 'existence d’une fonction rationnelle non nulle de k(C), réguliére en-dehors
de x et ayant un pdle d’ordre < g en x. Comme C est lisse, le genre est invariant par
extension de corps de k. Donc un point de C est de Weierstrass si et seulement si c’est
un point de Weierstrass de la courbe C; sur k’, pour toute extension &’ de k.

Dans cette section, on suppose l’idéal n premier.

4.4.1 L’argument de Ogg pour les points de Weierstrass de X(n)

Proposition 4.42. Soit n un idéal premier de A de degré > 3. Soit x un point
K -rationnel de Xo(n). 1l s’étend de fagon unique en une section x de Moy(n) sur A.
On suppose que la réduction de x en n n’est pas supersinguliére. Alors x n’est pas un
point de Weierstrass de Xo(n). En particulier, les pointes de Xo(n)x ne sont pas des
points de Weierstrass.

Démonstration. 11 s’agit de Pargument géométrique de [Ogg78] pour les courbes modu-
laires classiques. Soit x un tel point. Soit ¢ un entier > 1 qui n’est pas une lacune en x
c’est-a-dire qu’il existe une fonction f du corps des fonctions de X(n)x ayant un pdle
en x d’ordre c et réguliere ailleurs. D’apres le théoréeme de Riemann-Roch, montrer que
x n’est pas un point de Weierstrass revient a vérifier que ¢ > 1+ g(Xo(n)).

Comme z est K-rationnel, on peut supposer f définie sur K. L’involution w, est
définie sur K ; on pose ' = wy(z) € Xo(n)(K). On peut supposer f(z') = 0, quitte a
ajouter a f une constante de K.
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D’apres Gekeler (voir la proposition 3.5), la réduction en n de My(n) est stable,
formée de deux copies Z et Z' de My(1) sur le corps fini Fy,, qui se coupent transversa-
lement aux n(n) points supersinguliers. De plus, Z et Z’ sont échangées par w,. On
peut donc supposer que la réduction T de = est dans Z et celle 7' de 2/ dans Z'. Quitte
a multiplier f par une constante dans K, on peut supposer que la réduction fde f
en n est une fonction réduite non constante.

Sur Z’, la restriction ﬁzl a un zéro 7’ et aucun pole, puisque le point € Z n’est pas
supersingulier. Donc ﬁ 7 = 0. En particulier, ﬁ 7 s’annule en les points supersinguliers
de ZNZ'. Sur Z, la restriction f‘z a au moins n(n) zéros et au plus un pdle z

d’ordre c¢. Comme deg(div(ﬁz)) = 0, on obtient n(n) < ¢. Enfin, le nombre de points
supersinguliers vérifie n(n) =1+ g(Xo(n)) ([Gek86b] cor. 5.4), d’ott ¢ > 1 + g(Xo(n)).
Donc x n’est pas un point de Weierstrass de Xp(n). O

4.4.2 Hyperellipticité de Xy(n)p, d’aprés Gekeler

Théoréme 4.43. Soit n un idéal premier de A de degré 3. Pour tout idéal mazximal |
distinct de n, la réduction en [ de la courbe modulaire de Drinfeld Xo(n) est une courbe
hyperelliptique sur F.

Démonstration. D’apres le corollaire 3.8 de [Gek86b], la courbe X(n)x est hyperellip-
tique sur K. Comme Xg(n) a bonne réduction en [, un résultat de spécialisation dit que
Xo(n)r, est hyperelliptique sur F| (Schweizer [Sch97] lem. 17, [LK79] th. 5.5, déf. 5.12
et prop. 5.14). O

Corollaire 4.44. Soit n un idéal premier de A de degré 3. Pour tout idéal premier
[ distinct de n, les pointes Op, et oop, ne sont pas des points de Weierstrass de la
réduction en | de Xo(n).

Démonstration. Rappelons que dans le cas d’une courbe hyperelliptique C sur k, les
points de Weierstrass sont les points de ramification de son morphisme séparable de degré
2 de C vers P}C, c’est-a~dire les points fixes de son involution hyperelliptique. D’apres le
corollaire 3.8 de [Gek86b], I'involution hyperelliptique de Xo(n)x est I'involution wy,
donc l'involution hyperelliptique de Xo(n)g, est (wn)F,. Les pointes O, et oo, étant
échangées par (wn)F,, ce ne sont pas des points fixes de (wn)r, donc ce ne sont pas des
points de Weierstrass de Xo(n)g,. O

4.4.3 Application au développement des formes modulaires

Le lemme suivant est une propriété bien connue des points de Weierstrass.

Lemme 4.45. Soit C une courbe sur un corps k. Soient x un point de C et s un para-
métre formel de C en x. Le développement formel d’un élément de w € HO(C, Q}:/k) en x
s’écrit Y, ~ocns"ds. Le point x n’est pas de Weierstrass si et seulement si U'application
k-linéaire

HO(C,Qé/k) — k9

w +— (cgy...,C9-1)

est un isomorphisme.
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Démonstration. Le point x n’est pas de Weierstrass si et seulement si toute différentielle
réguliere non nulle sur C/k s’annule a l'ordre < g en x, ce qui revient a dire que
I'application est injective. Enfin, dim(H°(C, Qé/k)) = g, ce qui permet de conclure. [J

Soit n un idéal premier de A. Soit F' une extension de K ou le corps F| (pour [ un
idéal premier de A avec ([,n) = 1). Comme s = 9! est un parameétre formel de Xo(n)
en oo (proposition 4.3), le développement formel de f € S(F) est — >~ bi(f)s* 1ds
(lemme 4.8). Quelque soit F, le genre de la courbe Xo(n)r est égal a g(Xo(n)), et noté
g. Dans cette situation, le lemme 4.45 prend la forme ci-dessous.

Corollaire 4.46. Supposons que 0o n’est pas un point de Weierstrass de Xo(n)p. Alors
Uapplication linéaire
S(F) — F9
f — (bl(f)>7bg(f))
est un isomorphisme.

Ce corollaire, conjointement & la proposition 4.42 et au corollaire 4.44, donne le
résultat principal de cette section.

Proposition 4.47. Supposons l'une des conditions suivantes vérifiées :
(i) F est une extension de K et degn > 3;
(ii) F =F, ot | est un idéal mazimal de A avec (I,n) =1, et degn = 3.

Alors Uapplication F-linéaire

S(F) — F9
[ 0u(f), - 0e(f)

est un isomorphisme. En particulier, une forme modulaire dans S(F') est alors détermi-
née, de facon unique, par les g premiers coefficients de son t-développement.

On mentionne la conséquence suivante, dont nous ne connaissons pas d’autre
démonstration : si I'une des conditions de la proposition est vérifiée, il existe une forme

modulaire f € S(F') avec by(f) # 0.

4.5 Sur la structure de Hecke des formes modulaires

Dans cette section, on suppose l’idéal n premier. Soit [ un idéal maximal de A avec
(,n) = 1. Soit F' un corps, qui est une extension de K ou le corps F|.
4.5.1 Quelques questions

Proposition 4.48. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) L’accouplement de F-espaces vectoriels

S(F)XT@zF — F
(f’t) — bl(tf)

est parfait.
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(i) L’application linéaire

U:T®z F — Hom(S(F),F)
t — (frbi(tf))

est injective.
(iii) L’application V est surjective.
w) Pour tout j > 1, il existe t; € T Qg F vérifiant b; = by ot; dans Hom(S(F'), F').
J j J

On notera (Hp) n’importe laquelle de ces affirmations.

L’énoncé (iv) n’est qu’une variante de la question 4.28, obtenue en remplagant
T ®z A par T ®z F.

Démonstration. On montre que les espaces vectoriels T ®z F et S(F) ont méme
dimension. L’algebre de Hecke T est un Z-module libre, de type fini et de rang
g = g(Xo(n)). Par extension des scalaires, T ®z F' est un F-espace vectoriel de
dimension g. Par ailleurs, ’espace S(F’) est de dimension g d’apres le corollaire 4.12.
On a ’équivalence des trois premieres affirmations.

L’implication (iii) = (iv) est immédiate. Supposons 'affirmation (iv). Les formes
linéaires (bj);>1 sont alors dans I'image de ¥. On démontre qu’elles engendrent
Hom(S(F), F'). Supposons que le sous-espace vectoriel V' qu’elles engendrent est distinct
de Hom(S(F'), F'). Alors il existe une forme modulaire non nulle f € S(F) telle que
I(f) =0 (I € V). En particulier, b;(f) = 0 pour tout j > 1. D’apres le principe du
t-développement (proposition 4.9), f est nulle, ce qui est impossible. On a donc montré
que ¥ est surjective, c’est-a-dire (iii). O

L’hypothese (Hp) semble étre ouverte a I’heure actuelle. En 4.5.2, on examinera
une situation dans laquelle elle est vérifiée. Etudions quelques conséquences de (Hp),
a commencer par un énoncé de multiplicité un (voir aussi [Gek88b] 7.5 pour une
problématique similaire).

Lemme 4.49. Si l'hypothése (Hp) est vérifiée, alors toute forme propre de S(F') est
déterminée par ses valeurs propres, a un facteur multiplicatif prés.

Démonstration. Comme V est surjective, il existe (t;)j>1 € T ®z F vérifiant b; = by ot;
pour tout j > 1. Soit f une forme propre et A; sa valeur propre associée a t;. Alors on a

bj(f) = b1(t;f) = bi(Aif) = Asba(f) (G = 1)

Donc les coefficients du t-développement de f sont déterminés, a un facteur multiplicatif
pres, par les valeurs propres. Par le principe du ¢-développement, f est déterminée, a
un facteur multiplicatif pres, par (A;);j>1. O

Lemme 4.50. (i) Si I’hypothése (Hp) est vérifiée, T @z F opére fidélement sur
S(F).

(ii) Si Uhypothése (Hy,) est vérifiée, T /pT opére fidélement sur H/pH.
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Démonstration. La premiére affirmation est immédiate. Démontrons la deuxieme. Soit
t un élément de T /pT, nul comme endomorphisme de H/pH. D’apres les travaux de
Gekeler et Reversat, le T /pT-module H/pH s’identifie & une certaine F-structure de
S(Cw) (|[GRI6] §6, notamment le diagramme 6.5). Donc ¢, vu comme endomorphisme de
S(Cw), est nul. D’apres la proposition 4.10, ¢ est nul comme élément de End(S(A[1/n]))
puis, par extension des scalaires, dans

End(S(F)) = End(S(A[1/n]) @ aj1/m F).
Donc t est dans le noyau du morphisme composé
T/pT — T/pT @r, Fi = T ©z F{ — Hom(S(F\), Fy).

Le premier morphisme est injectif, et le deuxiéme 'est par ’hypothese (Hg,). Donc t
est nul dans T/pT. O

4.5.2 Cas ou n est de degré 3
Jusqu’a la fin du chapitre, on suppose n de degré 3.
Théoréme 4.51. L’hypothése (Hp) est vérifie.

Démonstration. Démontrons que I’application ¥ est surjective. Soit ¢; I'image, dans
T®z F=(T®zA) ®aF, de I'élément 6; du théoreme 4.34 (1 < j < q). D’apres ce
théoreme, on a b; = by ot;. La famille (b1 o t;)1<;<q) est libre dans Hom(S(F), F') :
c’est une conséquence de la proposition 4.47. L’espace vectoriel Hom(S(F), F') étant de
dimension ¢, cette famille en est une base. Elle est contenue dans 'image de ¥, donc
I’application W est surjective. O

Remarque 4.52. (i) D’apres le lemme 4.50, T /pT opére alors fidelement sur H/pH.
Cet énoncé avait déja été démontré a l’aide des symboles modulaires (corollaire
2.66 (ii)).
(ii) Il resterait a donner des formules explicites pour (t;);j>¢+1, Ce que nous ne pensons
pas pouvoir faire, en toute généralité, par les méthodes de la section 4.3.

Lemme 4.53. Le F-espace vectoriel Hom(S(F), F') a pour base (b1 © Ty) (deg p—1)-

Démonstration. Dans la preuve du théoreme 4.51, nous avons vu que la famille
(b1 otj)(1<j<q) est une base de Hom(S(F), F). La matrice exprimant (¢;)1<j<, comme
combinaisons linéaires de (Tp)(deg p=1) est de déterminant dans F, par le lemme 4.35.
Donc la famille (by o T}) (deg p—1) €st une base de Hom(S(F'), F). O

Remarquons que les opérateurs (Tp)(deg p—1) appartiennent a la Z-algebre T, ce qui
n’est pas le cas de 61,...,6,. On pourra comparer I’énoncé suivant avec le corollaire
2.65.

Corollaire 4.54. Le F-espace vectoriel T /pT a pour base (Tp)(deg p=1)-

Démonstration. L'hypothese (Hp,) étant vérifiée, application ¥ est un isomorphisme.
D’apres le lemme 4.53, (b10T})(deg p—1) €st une base de Hom(S(Fy), Fy), donc (T}) (deg p—1)
est une base de T ®z F. Soit [ une place de degré 1. Alors T®zF~ T®zF, ~ T/pT,
d’ou la conclusion. O
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L’énoncé suivant compléte la proposition 4.36.

Proposition 4.55. Supposons q = p et l'idéal n premier de degré 3. Les éléments
01,...,04 sont A-linéairement indépendants dans T @z A.

Démonstration. 11 s’agit de la démonstration de la proposition 4.36. On remplace
le recours aux symboles modulaires par le corollaire 4.54, qui assure que la famille
Tp,,...,Tp, est libre sur F), dans T /pT. O

Mentionnons également le résultat suivant, qui est une version forte du lemme 4.49.

Théoréme 4.56. Soit f € S(F') une forme propre pour les opérateurs T, (p de degré
1). Alors f est déterminée, a un coefficient multiplicatif prés, par son systéme de valeurs
propres.

Démonstration. Soit f une forme propre pour (7})(deg p—1), de valeurs propres (Ap) (deg p=1)-
Par le théoreme 4.34, on obtient 'expression suivante des ¢ premiers coefficients du
développement de f en fonction des valeurs propres :

—1\—1 y— . .
_(371) (ZPEAH- pI 1>‘P)b1(f) sil< J <gq- 1

bi(f) =
](f) _(ZP€A1+ Pq_l)\P+1)b]_(f) Sl] =q.

Comme le genre de Xo(n) est égal & ¢, f est déterminée de fagon unique par ses
coefficients (b;(f))(1<i<q) d’aprés la proposition 4.47. Donc f est déterminée, a un
coefficient multiplicatif pres, par son systeme de valeurs propres de degré 1. O
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Application aux points rationnels

de courbes modulaires de
Drinfeld

5.1 Torsion p-primaire des quotients optimaux de Jy(n)

Nous présenterons dans la section 5.3 une approche analogue a celle de Mazur
pour I’étude des points rationnels de courbes modulaires de Drinfeld. La présente
section est consacrée a une difficulté technique rencontrée lors de sa mise en ceuvre
en caractéristique p. Mazur utilisait un résultat de spécialisation pour les schémas en
groupes sur un anneau de valuation discrete de caractéristique nulle : si [ est un nombre
premier > 3 et G est un schéma en groupes sur Z;, un point d’ordre fini de G(Z;) et sa
spécialisation en [ ont méme ordre ([Maz78| 1c, [Ray74] 3.3.6, [BLR9I0] 7.5).

Ce résultat n’est plus valable si on remplace Z par un anneau de caractéristique p,
comme A. Voici un contre-exemple. Considérons la courbe elliptique sur F3((7)) définie
par I’équation affine y? = 22 + T%22 + 2z. Elle a bonne réduction supersinguliére en
(T') et un point (%, T+ %) d’ordre 3 : en la place (T'), ce point se spécialise donc en
0. Cependant, ce cas de figure ne se produit pas pour les courbes elliptiques quotients
de Jy(n), lesquelles ont réduction multiplicative en n, et plus généralement pour les
quotients optimaux de Jy(n) : c’est ce que nous détaillons dans cette section. L’outil
principal est la proposition 5.2 due a Papikian.

Nous gardons les notations sur les variétés abéliennes introduites dans la section 3.2.
Si G est un groupe fini et [ un nombre premier, G[I*°] désigne la composante [-primaire
de G.

5.1.1 Torsion p-primaire de variétés abéliennes a réduction torique
en égale caractéristique

Lemme 5.1 (voir aussi [P4l05], lemme 7.13). Soient F' un corps local de caractéristique
p et k son corps résiduel. Soit A une variété abélienne définie sur F a réduction
torique. Alors le sous-groupe de torsion p-primaire de A(F') s’injecte dans le groupe
des composantes P 4(k).
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Démonstration. Soient R 'anneau de valuation discréte de F' et A le modeéle de Néron
de A sur R. Comme la formation des modeéles de Néron commute aux changements de
base étales, donc aux extensions non ramifiées, on peut remplacer F' par une extension
non ramifiée sur laquelle A a réduction torique déployée. On considére I'homomorphisme
de groupe suivant, noté h,

A(F) = A(R) =% Ay(k) — @a(k),
ou l'isomorphisme est donné par la propriété universelle des modeles de Néron et red
est Iapplication de réduction. La variété abélienne A ayant réduction torique déployée,
le théoreme de Mumford-Raynaud [Ray71] donne une uniformisation analytique rigide
de analytifiée A*" de A et on a une suite exacte

0— A — (F¥)4 — A™(F) — 0,

ot A est un réseau de (F*)? (d entier naturel). De plus, via cette uniformisation, le
noyau de h est isomorphe a (R*)?. Comme R* C F* et F est de caractéristique p, la
p-torsion de (R*)? est nulle. Donc la composante p-primaire de A(F )i s’injecte par

h dans ®4(k). O
Le résultat suivant est une reformulation du lemme 2.3 de [Pap07].

Proposition 5.2 (Papikian). Soit F' un corps local de caractéristique p et de corps
résiduel k. Soient B une variété abélienne définie sur F' a réduction torique, A une
sous-variété abélienne de B et C' = B/A la variété abélienne quotient, définies sur F'.
Alors ’homomorphisme canonique

Cp(k)[p™] — o (k)[p™]

est surjectif.

5.1.2 Application aux quotients optimaux de Jy(n)

Définition 5.3. Soit n un idéal premier de A = Fy[T']. Un quotient optimal de Jo(n)
est une variété abélienne quotient J de Jyp(n) définie sur K telle que le noyau de
7 : Jo(n) — J est un sous-schéma en groupes connexe, c’est-a-dire une sous-variété
abélienne de Jy(n).

Proposition 5.4. Soit n un idéal premier de A. Si J est un quotient optimal de Jy(n),
la composante p-primaire de J(K )iors est nulle.

Démonstration. La variété abélienne Jy(n) a réduction torique en n. Soient K, le
complété de K en n et ky son corps résiduel. Le groupe J(K )iors s’injecte canoniquement
dans J(Ky)tors et en utilisant le lemme 5.1, on a l'injection

J(K)tors[poo] — q)](l{?n)

D’apres la proposition 5.2, le morphisme @ ) (ka)[p™] — @;(ka)[p™] est surjectif.
Or, la composante p-primaire de ® Jo(n)(k'n) est triviale puisque, par la proposition 3.5,
l'ordre de @ j () (kn) divise n(n), qui est premier a p. Donc le groupe ®,(ky) a une
composante p-primaire nulle, et il en est de méme de J(K )ors- ]
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Remarque 5.5. (i) La proposition s’applique par exemple au quotient d’enroulement
et au quotient raffiné, qui ont été définis au chapitre 3.

(ii) 11 n’est pas clair que l'argument de la démonstration soit encore valable en
remplacant la place n par oo, en laquelle Jy(n) a également réduction torique
(déployée) : en effet, 'ordre du groupe des composantes de Jyp(n) en co peut étre
divisible par p (voir 'exemple 5.3.3. de [Gek97b]).

(iii) Lorsque J = Jy(n), la proposition est conséquence du fait que le groupe fini
Jo(n) (K )tors est d’ordre premier & p (théoreme 3.7 de Gekeler et Pal).

5.2 Immersions formelles (rappels)

Soient X et Y deux schémas noethériens. Soit f : X — Y un morphisme de schémas,
2 un point de X et y = f(x). On note Ox 4 et Oy, les anneaux locaux de X en z et
Y en y, ainsi que @X,x et @y,y leurs complétés. Le morphisme f est une immersion
formelle en x si le morphisme d’anneaux fm : @y,y — @X,fc est surjectif.

Proposition 5.6 ([Gro67] th. 17.4.1 et prop 17.4.4). Soient X et Y deux schémas
noethériens. Soit f : X — Y un morphisme de schémas, x un point de X ety = f(x).
Notons m,, (resp. my) lidéal maximal de l’anneau local en x (resp. eny) et k(z) (resp.
k(y)) le corps résiduel en x (resp. y). Le morphisme f est une immersion formelle en
x si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) le morphisme k(y) — k(x) déduit de f est un isomorphisme

(ii) Uapplication my/mz — my/m2 déduite de f par passage aux espaces cotangents
est surjective.

La principale propriété des immersions formelles qui nous sera utile est la suivante.

Proposition 5.7. Soit f : X — Y un morphisme de schémas noethériens avec X
séparé de type fini tel que f soit une immersion formelle en x € X. Soit T un schéma
intégre noethérien, t un point de T et g1, g2 deuxr morphismes de T dans X tels que

g1(t) = g2(t) =z et fogr = foga. Alors on a g1 = go.

Démonstration. Nous rappelons la démonstration donnée dans [Oes] Comme fogy =

fogo, les morphlsmes g1 0 fx et g2, 0 fm entre les completes Oyy et OTt sont égaux. Le
morphisme fx étant surjectif, on a g1, = g2, : @) X,z — OTt Les schémas X et T sont
noethériens, donc leurs anneaux locaux Ox , et O7; le sont aussi et ils s’identifient a
des sous-anneaux de O Xz et @T7t respectivement. Donc les morphismes Ox , — Or;
induits par g; et g2 coincident. Comme X est de type fini, g1 et go coincident dans un
voisinage ouvert de ¢ donc au point générique de T' ([Gro60] 1.6.5.1). Enfin, X étant
séparé et T inteégre, les sections g; et go sont égales ([Gro60] 5.4.7). O

5.3 L’argument de Mazur

Soit d un entier > 1. Soient n un idéal premier de A et Xg(n)(g) la puissance
symétrique d-eme de Xo(n)x (on pourra consulter [Mil86] §3 & 5 pour des résultats

généraux sur les puissances symétriques de courbes). C’est une variété lisse sur K dont
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les points K-rationnels s’identifient aux diviseurs K-rationnels effectifs sur Xo(n) gsep
de degré d (on rappelle quun diviseur D de Xo(n)gser est dit K-rationnel si D7 = D
pour tout o € Gal(K*P/K)). Considérons le morphisme

oD Xom)ig — Jow)
D +—— classe de (D — d(x0)).

Soient n un idéal premier de A et J un quotient optimal de Jy(n) défini sur K.
Par composition de ¢(® avec la projection canonique 7 : Jo(n) — J, on obtient un
morphisme de variétés algébriques sur K

u@ . Xo(n)%) — J.

Soit 7 le modele de Néron de .J sur A[1/n]. Par propriété universelle, u(® se prolonge
de fagon unique en un morphisme de schémas sur A[1/n]

u® : Xo(n) D) — 7.

Notons 0o(® la section Spec(A[1/n]) — Xo(n)(@ déduite de co. Si [ est un idéal maximal

de A distinct de n, on note ooEd) la restriction de co(® & la fibre spéciale en [. On notera
@ (resp. u) pour (I (resp. u(M)). Enfin, on pose w = wy.

Proposition 5.8. Soit [ un idéal premier de A distinct de n. La spécialisation en |
J(K)ors ~ T (A[l/n]) — J(Fy)
est un homomorphisme de groupes injectif.

Démonstration. Notons v cet homomorphisme. Son noyau est un groupe fini. La variété
abélienne Jy(n) a bonne réduction en [ (car [ # n), donc il en est de méme de J d’aprés
le critere de Néron-Ogg-Shafarevich. Comme p est la caractéristique de Fy, le noyau
de v est alors un p-groupe. De plus, la composante p-primaire de J(K )iops €st triviale
d’apres la proposition 5.4. Ainsi, v est injectif. O

On pourra comparer I’énoncé suivant avec le corollaire 4.3 [Maz78], le lemme 3.2 et
le théoreme 3.3 de [Kam92b].

Théoréme 5.9. Soit [ un idéal maximal de A. Soit n un idéal premier de A, distinct
de I, de degré > ddegl tels que les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) J(K) est fini;
(@

(i) uD : Xo(n) D — T est une immersion formelle en oo

Alors pour toute extension L/K de degré d, la courbe Yi(n) n’a pas de point L-rationnel.

Démonstration. Supposons qu’il existe un entier d vérifiant ddeg! < degn, une ex-
tension L de K de degré d et un point dans Yi(n)(L). Par l'interprétation modulaire,
ce point correspond A la classe de L*8-isomorphisme d’un couple (¢, P), oll ¢ est un
module de Drinfeld sur L de rang 2 et P € (?L)tors est un point d’ordre n. Considérons
le couple donné par ¢ et le sous-A-module cyclique de (?L)tors d’ordre n engendré par
P. Ce couple définit un point x € Xo(n)(L). Soient s = [L : K|sep €t p° = [L : Klins
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(e > 0) les degrés séparables et inséparables de l'extension L/K. Notons o1,...,0s
les s plongements de L dans K®2 fixant K. Le diviseur Y.7_; p°o;(x) de Xo(n)gser
est K-rationnel et de degré p® - s = d. Il définit un point K-rationnel 3’ de Xo(n)(@.
Comme Xo(n)@ est propre sur A[1/n], il se prolonge en une section du morphisme
structurel Xo(n)@ — Spec(A[1/n]), notée 3.

Comme ddegl < degn, d’apres le corollaire 1.21, en toute place £ de L au-dessus
de [, ¢ a réduction stable de rang 1, et P ne définit pas un point entier d’'un modele
stable de ¢. Par la proposition 4.5, on a x¢ = O¢ pour toute place £ au-dessus de [,
donc y; = OEd). En posant y = w(y’), on a alors

Y= ooEd) (5.1)

puisque w échange les pointes. Posons z = u(¥ (y) € J(A[1/n]) € J(K). La spécialisa-
tion en [ de z vérifie
Z = 0[.

Comme J(K) est fini, z est nul d’apreés la proposition 5.8. On a donc u(? (y) = u(? (c0)
dans J(A[1/n]). Par ailleurs, y et ool® ont méme spécialisation en [ d’aprés (5.1).
Appliquons la propriété d’immersion formelle (proposition 5.7) & u(® en ooEd) : les
sections y et 0o(® sont égales. On a donc y = 0ol ¢/ = 049 et z = 0. Cela contredit
le fait que = n’est pas une pointe de Xo(n)g. O

Remarque 5.10. Pour n premier, il existe des quotients optimaux de Jy(n) vérifiant
la condition (i) : par exemple, le quotient d’Eisenstein [Tam95, P4l05], les quotients
d’enroulement et raffiné du chapitre 3. Le quotient d’enroulement devrait étre, d’apres
la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, le plus grand quotient de Jy(n) défini sur
K vérifiant (i).

5.4 Application au cas ou n est de degré 3 ou 4

Revenons sur les situations examinées aux paragraphes 3.5 et 4.4. Les résultats de
cette section sont basés sur des variantes de I’argument de Mazur, ne faisant intervenir
ni les symboles modulaires, ni la propriété d’immersion formelle.

5.4.1 Torsion de degré 3 des modules de Drinfeld

Théoréme 5.11. Soit n un idéal premier de A de degré 3. Pour toute extension L de
K de degré < 2, la courbe modulaire de Drinfeld Yi(n) n’a pas de point L-rationnel.
En particulier, il n’existe pas de module de Drinfeld sur L de rang 2 ayant un point
L-rationnel dont l’ordre est un idéal premier de degré 3.

Démonstration. On démontre en fait le résultat suivant : si n est un idéal premier de
A de degré > 3 tel que Jy(n) = Je(n), la courbe Yi(n) n’a pas de point défini sur une
extension de K de degré < degn. La condition Jy(n) = Je(n) se produit si et seulement
si n est de degré 3, d’apres le théoreme 3.19.

Supposons qu’il existe un entier d vérifiant 1 < d < degn, une extension L de K de
degré d et un point x dans Y;(n)(L). Fixons une place [ de A de degré 1 et procédons
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comme dans la démonstration du théoreme 5.9. On obtient un point K-rationnel y de
Yy(n)(@), qui s’étend en une section y du morphisme structurel Xo(n)(@ — Spec(A[1/n]),
et dont la spécialisation en [ vérifie

oD (y); = 0.

Comme Jo(n) = Jo(n), Jo(n)(K) est fini donc (@ (y) est nul d’aprés la proposition 5.8
(voir aussi la remarque 5.5 (iii)). Le diviseur D = 7 ; p®o;(z) — d(o0) est principal
sur K28 donc sur une extension finie purement inséparable K de K. 1l existe alors
une fonction rationnelle non nulle f sur Xy(n) 7z dont D est le diviseur. Elle admet un
unique pole en oo d’ordre d, car y # col®. Rappelons que le genre g de Xo(n) 7 est
donné par 'une des formules

degn _ 2
q q : .
7= g(Xo(n)) = Wi si degn est pair;
4°*"=4 i degn est impair
q2_1 g p

(prop. 1.23). En particulier, si degn > 3, on a deg(n) — 1 < g. Comme d < deg(n) — 1,
f est réguliere en dehors de oo et possede un pdle en oo d’ordre < g. Cela contredit le
fait que oo n’est pas un point de Weierstrass de Xo(n)z (proposition 4.42).

O

Le théoreme confirme partiellement la conjecture 1.14 de Schweizer sur la structure
du module des points K-rationnels d’'un module de Drinfeld. Par ailleurs, une démons-
tration alternative du théoreéme 5.11, utilisant la propriété d’immersion formelle, sera
donnée en 5.5.4.

Signalons qu’il existe quelques cas isolés pour lesquels on sait que la courbe Yp(n) (et
donc la courbe Y7 (n)) n’a pas de point K-rationnel, avec n composé de degré 3 : il s’agit
deq=2etn= (T(T*?+T+1)), (T3) et (T*(T +1)) (lemme 1.3 de [Sch03]). Schweizer
m’a signalé aussi les cas (¢ = 3,n = (T(T — 1)(T +1))), (¢ = 3,n = T*(T — 1)) et
(¢ = 4,n produit de trois facteurs linéaires distincts), pour lesquels la démonstration
est similaire.

Une variante de la démonstration précédente fournit le résultat partiel suivant
concernant les points K-rationnels de Yp(n), lorsque n est de degré 3.

Proposition 5.12. Soit n un idéal premier de degré 3. Soit ¢ un module de Drinfeld
sur K de rang 2 possédant une n-isogénie cyclique K-rationnelle. Alors ¢ a bonne
réduction potentielle en tout idéal premier distinct de n.

Démonstration. On pourra comparer les arguments suivants avec ceux du corollaire
4.3 de [Maz78]. Soit un module de Drinfeld ¢ sur K de rang 2 possédant une n-isogénie
cyclique K-rationnelle C,. Par l'interprétation modulaire, il correspond a un point
y dans Yy(n)(K). Notons encore y son prolongement en une section du morphisme
structurel de Xo(n) — Spec(A[1/n]).

Supposons qu’il existe un idéal premier [ de A distinct de n en lequel ¢ n’a pas
bonne réduction potentielle. Par la proposition 1.6, ¢ a réduction potentiellement stable
de rang 1 donc la spécialisation y; est une pointe de Xo(n)g,. L’involution w permute
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les pointes oo et 0 de Xo(n) et ooy et 0y de Xo(n)g,. Quitte & remplacer y par w(y), on
peut donc supposer que y n’est pas une pointe et que

e(y)r= O

La fin de la démonstration est alors similaire a celle du théoréme 5.11 dans le cas
d=1. O

Remarque 5.13. Lorsque n est de degré < 3, la courbe Yy(n) a une infinité de points
de degré 2 sur K. En effet :

(i) sin est de degré 1 ou 2, la courbe Xy(n) est de genre nul et posséde un point
rationnel (la pointe 0o);

(ii) si degn = 3, la courbe Xy(n) est hyperelliptique d’apres le corollaire 3.8 de
[Gek86b].

Signalons que Schweizer a complété cette étude et obtenu une liste exhaustive des idéaux
n pour lesquels la courbe Xo(n) a une infinité de points quadratiques sur Fy(T") ([Sch01]
th. 5.3). Sa preuve utilise le théoréeme de Hrushovski (ex-conjecture de Mordell-Lang
pour les variétés abéliennes sur les corps de fonctions).

5.4.2 Torsion de degré 4 des modules de Drinfeld

Soit C une courbe projective lisse sur un corps k. La gonalité de C sur k, notée ¢ 1,
est le plus petit degré possible d’une application k-rationnelle dominante (c’est-a-dire
non constante) de C dans P,lg. Si k' est une extension de k, on a v > e Les
courbes de gonalité 1 (resp. 2) sont celles de genre 0 (resp. les courbes elliptiques ou
hyperelliptiques).

Proposition 5.14 (Schweizer [Sch03] lemme 2.2). Soit n un idéal premier de A. Soit
K une extension finie purement inséparable de K. La gonalité de la courbe modulaire
de Drinfeld Xo(n)z sur K vérifie

qdegn

S @0+

T xo(n),K

Rappelons que H(C) désigne l'espace de formes automorphes introduit dans la
section 2.1.2.

Théoréme 5.15. Soit n un idéal premier vérifiant la propriété : toute forme propre de
H(C) est de rang < 1. Soit L une extension de K, de degré

[L: K] < min (degn,1 <qdeg“ —|—1>> .
2 \(#+1(¢+1)

Alors la courbe Y1(n) n’a pas de point L-rationnel.
En particulier, sotent n un idéal premier de degré 4 et L une extension de K de
degré < d, ou

1 siqg=2,3;
d=1<¢2 siq=4,5;
3 siqg>T.
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Alors la courbe Yi(n) n’a pas de point L-rationnel. En d’autres termes, il n’eziste pas de
module de Drinfeld sur L de rang 2 ayant un point L-rationnel dont ’ordre est premier
de degré 4.

Démonstration. Supposons qu’il existe un entier d < min (deg n, % (ﬁ% + 1)),
une extension L de K de degré d et un point z dans Yi(n)(L). Fixons une place [
de A de degré 1 et procédons comme dans la démonstration du théoreme 5.9. Soient
s = [L: Klgep et p° = [L : Klins (e > 0) les degrés séparables et inséparables de
I'extension L/K et o1,...,0, les s plongements de L dans K fixant K. Le diviseur

¢ p°oi(x) de Xo(n) gsep définit un point K-rationnel ¢/ de Yp(n)(@) | qui s’étend en une

section 3’ du morphisme structurel Xo(n)(@ — Spec(A[1/n]), et dont la spécialisation
)

en [ vérifie y| = Ogd . En posant y = w(y'), on a

Y= OOEd)-

Considérons le morphisme

9: X0 — ()
D +— classe de (D —w(D) + d(0) — d(c0)).

L’image de g est anti-invariante par w, donc contenue dans Jy(n)_. Rappelons que
Jo(n)_ est isogene, sur K, & Jo(n)~™ = Je(n) (proposition 3.24). En particulier, le groupe
Jo(n)_(K) est fini, donc g(y) est d’ordre fini dans Jo(n)(K). D’apres le résultat de
spécialisation (proposition 5.8), g(y) est nul dans Jo(n)(K). Le diviseur

y —w(y) +d(0) — d(co) = Y prw(oi(x)) — Y poi(x) + d(0) — d(o0)
i=1 =1

est alors principal sur K28, donc sur une extension finie purement inséparable K de
K. De plus, il est non nul : en effet, comme x provient d’'un module de Drinfeld et
w échange les pointes, on a 0;(z) # 0 et w(o;(x)) # oo pour tout 1 < i < s. Il existe
donc une fonction K-rationnelle de X (n)z dont c’est le diviseur. Cette fonction définit
un morphisme f : Xo(n)z — P}?. Le degré de f étant égal a la somme des indices de
ramification aux points de f~1(0), on en déduit deg f = >>7_; p® + d = 2d. On a donc,
par définition de la gonalité et en appliquant la proposition 5.14,

qdegn

2d > ~> - 11
Z oK T (EZ (gD T

(n),K

ce qui contredit I’hypothése initiale sur d. Donc pour toute extension L de K de degré

[L: K] < min <degn,1 (Qdegn + 1>> ,
2\(@+1)(g+1)

la courbe Y7(n) n’a pas de point L-rationnel.
Ce résultat s’applique au cas ot n est de degré 4, car toute forme propre de H(C) est
alors de rang au plus 1, d’apres le corollaire 2.18. En examinant la valeur du majorant,
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on voit que Yj(n) n’a pas de point L-rationnel, pour toute extension de K de degré
< d, ou

1 sig=2,3;
d=142 siqg=4,5;
3 sig2>T.

O

Remarque 5.16. (i) Supposons n premier de degré 3. Un argument similaire appli-
qué au morphisme

Xo(m)xk — Jo(n)
x — classe de ((x) — (00))

permet de retrouver Yi(n)(K) = 0 (en effet, on a alors Jy(n) = Jo(n)~ = Je(n) et
la courbe Yjy(n) est hyperelliptique, de gonalité 2).

(ii) Lorsque n est de degré 4, le théoreme 5.15 affirme que Y;(n) n’a pas de point
K-rationnel : cela confirme partiellement la conjecture 1.14 de Schweizer.

(iii) Nous n’avons pas eu 'occasion de vérifier si le théoreme 5.15 s’applique a des
courbes Yj(n) avec degn > 5.

Une variante de la démonstration précédente, a la fagon de la proposition 5.12,
fournit le résultat partiel suivant concernant les points K-rationnels de Yp(n), lorsque
n est de degré 4.

Proposition 5.17. Soit n un idéal premier de degré 4. Soit ¢ un module de Drinfeld
sur K de rang 2 possédant une n-isogénie cyclique K-rationnelle. Alors ¢ a bonne
réduction potentielle en tout idéal premier distinct de n.

5.4.3 Isogénies K-rationnelles en degré > 5

On rappelle que 7; désigne I’élément Ty — (¢9°8"' 4 1) de 'algebre de Hecke T, pour |
idéal premier non nul de A.

Théoréme 5.18. Soit n un idéal premier de degré > 5. Si degn =5 (resp. degn =6),
on suppose q > 4 (resp. ¢ > 3). Supposons que n vérifie la propriété : toute forme
propre de H(C) est de rang < 1. Alors la courbe Yy(n) n'a pas de point K -rationnel.

Démonstration.

Lemme 5.19. Soient n un idéal premier de degré > 4 et | un idéal maximal distinct
de n. Considérons application

Xo(m)(K) — Div’(Xo(n)(K))
z o nl(z) = (w(x))).

L’image réciproque du diviseur nul est {0, 00}.
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Démonstration. Soit x € Xo(n)(K) vérifiant n((x) — (w(x))) = 0. Schweizer a établi la
liste des points CM K-rationnels de Xo(n) lorsque degn > 3 ([Sch03], remarque 6) : ils
ne correspondent qu’a des idéaux n de degré 3. En particulier, z n’est pas un point CM
de Xo(n), donc w(x) # z. Comme

Ti(x) + (¢%*" + 1)(w(2)) = Ti(w(z)) + (¢ + 1)(z) = 0,

on a nécessairement I'égalité de diviseurs Ty(x) = (¢ "' + 1)(x).
D’apres 'inégalité de Ramanujan-Petersson pour les formes automorphes de H(C),
les valeurs propres de Ty opérant sur H(C) sont des entiers algébriques de valeur absolue

< 2q%. Les valeurs propres de 7; sont donc non nulles. L’opérateur 7, opérant sur
H(C) est alors inversible dans T ®z Q C Endg (Jy(n)) @z Q. De ni(z) = ni(cc) = 0,
on déduit n((z) — (00)) = 0 donc () — (c0) = 0 dans Jp(n)(K) @z Q. Ainsi, la classe
du diviseur K-rationnel (z) — (c0) est de torsion dans Jo(n)(K).

Rappelons que le sous-groupe Jo(n)(K )iors coincide avec le sous-groupe cuspidal de
Jo(n)(K) (théoreme 3.7). Ce dernier étant annulé par 1+ w, le groupe Jo(N)(K )iors st
contenu dans Jo(n)_ (K). Notons oo™ I'unique pointe de la courbe Xo(n)f = w\Xo(n) .
Considérons le diagramme commutatif

Xo(n) g ——= Jo(n)

+ "
Xo(n) e —= Jo(n)™,

ou 7 est la projection, ¢ 'application qui & P associe la classe de (P) — (00), 7«
Papplication déduite de m par fonctorialité d’Albanese, ¢ I'application qui a P™
associe la classe de (PT) — (co™). D’apres ce qui précede, le diviseur (m, o )(z) est
nul dans Jo(n)"(K). Par ailleurs, la courbe Xo(n)x n’est pas hyperelliptique d’apres
Schweizer, car degn > 3 (([Sch97] th. 20). Donc le genre de Xo(n)% est > 0, et le
morphisme d’Albanese ¢ est injectif. D’apres le diagramme, on en déduit 7 = oo™,
c'est-a-dire z € {0, 00}. O

Supposons que n vérifie les hypotheses du théoreme et qu’il existe un point y dans
Yo(n)(K). Soit [ une place de degré 1 de K. Considérons les morphismes

f:Xo(n)K — J()(n)

x +—— classe de ((z) — (w(x)))

et

h=mnof=(Ti—(qg+1)of: Xom)x — Jo(n).
L’image de f est anti-invariante par w, donc contenue dans Jy(n)_. Rappelons que
Jo(n)_ est isogene sur K a Jy(n)~ = Je(n) d’apres la proposition 3.24. En particulier,
le groupe Jo(n)_(K) est fini. Le sous-groupe Jo(n)(K )tors coincide avec le sous-groupe

cuspidal de Jy(n)(K) (théoreme 3.7). Par ailleurs, 7y annule le diviseur (0) — (c0). Donc
h(Xo(n)(K)) = {0} et, en particulier, h(y) est nul. Le diviseur

D =Ti(y) + (¢ + D(w(y)) — Ti(w(y)) — (¢ + 1)(y)
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est principal sur K, et non nul d’aprés le lemme 5.19. Il existe donc une fonction
K-rationnelle de Xo(n)x dont D est le diviseur. Cette fonction définit un morphisme
Xo(n)g — P, de degré 2(¢ + 1). Par définition de la gonalité et en appliquant la
proposition 5.14, on a

qdeg n

@0+

20+ 1) Z Yxo(m).K 2 Vxym) & 2
Ceci est impossible si I'une des conditions suivantes est vérifiée :

degn=>5et qg>4;
degn=6¢et g > 3;
degn > 7.

O]

Nous n’avons pas eu 'occasion de vérifier si cette proposition s’applique a des
courbes Yy(n) avec degn > 5.

5.5 Etude du cas général

Soit n un idéal premier de A. On pose S = Spec(A[1/n]) et X = Xop(n) sur S. Le
morphisme

P XD — 7w,

qui envoie 0o sur 0, définit une application entre les espaces cotangents

((p(d))* : Cot jo(n) E— COtoo(d) X(d)

5.5.1 Espace cotangent en 0 a la jacobienne

Rappelons que, d’apres la proposition 4.13, on a un isomorphisme canonique
O : Cot(Jo(n)) = S(A[1/n]).
L’énoncé suivant s’en déduit par changement de base (proposition 4.10).

Corollaire 5.20. Soit [ un idéal premier de A distinct de n. Alors on a un isomorphisme
canonique
Cot(Jo(w)r,) > S(F)).

5.5.2 Espace cotangent en 0 au quotient raffiné

Jusqu’a la fin de ce texte, sauf mention contraire, nous supposons l’hypothése (Hr),
page 76, vérifiée.

Reprenons les notations de la section 3.6. L’homomorphisme de variétés abéliennes

sur K
7 Jo(n) — JL(n)
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se prolonge de fagon unique, par propriété universelle des modeles de Néron, en un
homomorphisme de schémas sur S

7 Jo(n) — Ji(n).

Notons 7* : Cot J.(n) — Cot Jo(n) le morphisme induit sur les espaces cotangents
en 0. Tout élément ¢ de T est un endomorphisme de Jy(n) sur K, qui se prolonge de
facon unique en un endomorphisme de Jy(n) noté t. Notons t* 'endomorphisme de
Cot Jo(n) déduit par passage aux espaces cotangents. Si .# est un idéal de T, on notera
Cot Jo(n)[.#] le sous-espace de Cot Jp(n) annulé par {t* |t € #}.

Lemme 5.21. L’image de 7 contient Cot Jo(n)[Ie).

Démonstration. Par U'hypothése (Hy), il existe £ € I, et £ € I vérifiant 1 = £ 4 £ dans
T C Endg(Jo(n)). Comme t € I, on a tI =0 et donc la factorisation

o~

Jo(n) —= Jo(n) .
F
Je(n)

Par propriété universelle des modeles de Néron, ce diagramme se prolonge en

~

Jo(n) ——= Jo(n).
.
Je(n)
On a donc le diagramme commutatif suivant entre espaces cotangents
Cot Jp(n) — Cot JL(n)

7.r*
*

Cot jo(t‘l).

En particulier, 'image de 7* contient £*(Cot Jo(n)[Le]). La relation 1 = ¢ 4 £ est encore
valable dans Endg(Jp(n)), donc

#(Cot Jo(n)[Le]) = (1 — )" (Cot To(n)[le]) = Cot To(n)[Le].
On a montré que 'image de 7 contient Cot Jo(n)[Le). O
L’énoncé qui suit se déduit directement du lemme précédent.
Proposition 5.22. Soit [ un idéal mazimal de A distinct de n. Si Uapplication

(Cot Jo(n)r,)[Ie] — Cot X

est surjective, alors le morphisme u(® : Xéd) — Ji(n) est une immersion formelle en

@),
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Remarque 5.23. L’hypothese minimale dont nous aurons besoin par la suite est en
fait la suivante : il existe un idéal saturé I de T tel que

(i) leCcIC fe?
(ii) Soit Jr le modele de Néron de la variété abélienne quotient Jy(n)/IJp(n). L’image
de I'application Cot J; — Cot Jy(n) contient Cot Jo(n)[I].

Cette hypothese est plus faible que (Hy) et que 'hypothese (H2) de 'introduction.

5.5.3 Espace cotangent en co® a X

D’aprés la proposition 4.3, le complété formel de X le long de la section oo est iso-
morphe, via le module de Tate-Drinfeld, au spectre formel de A[1/n][[t9~!]]. En d’autres
termes, X admet la coordonnée formelle locale s = t¢~! en co. L’espace cotangent & X
en la section oo est alors isomorphe, comme A[1/n]-module, & sA[1/n][[s]]/s%A[1/n][[s]];
il est de libre de rang 1, de base ds.

Le schéma X¢ admet alors les coordonnées formelles locales s1, .. ., sq. Par construc-
tion du produit symétrique, les fonctions symétriques élémentaires :

o1 =8 +...+84, --., O =81""-84
sont des coordonnées formelles locales de X (@ en 0o(®. Donc le A[1/n]-module Cot__ ) X (@
est libre de rang d et admet pour base do, ..., doy.
5.5.4 Application entre espaces cotangents
On pourra comparer 1’énoncé suivant avec la proposition 3.1 de [Kam92b].

Proposition 5.24. Le morphisme (o@)* : Cot Jo(n) — Cot__ay X@ correspond, via
lisomorphisme © de la proposition 4.13, a ’homomorphisme de A[1/n]-modules

S(A[1/n]) — AfL/n]?
f — (_bl(f)abQ(f)>"'7?(_1)dbd(f))7

ou D ;%1 bi(f)tHHa=D) est le t-développement de f.
Démonstration. Posons Q! = Qﬁ( /s On a un isomorphisme canonique
B:HY (X, QY ~ HO (XD Qb

([Mil86] prop. 5.3). Soit v : HO(X( Q1) — Cot_ (@ (X@) le morphisme qui, & une
section, associe sa restriction au fibré cotangent de 0o(® dans X (4. Considérons le
diagramme suivant.

()" ~
Cot(Jo(n)) — Cot_a) (X V) =— A[1/n]¢
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Le triangle est commutatif d’aprés le lemme 2.1 de [Maz78]. Explicitons le morphisme
vo B3. Soit f € S(A[1/n]) une forme modulaire, de t-développement 3,5 bit!+i(@=1),
D’apres le lemme 4.8, le développement formel de f en co est — ) .~ b;s'~1ds. L’image
de f dans HO(X d. Qb), par le morphisme canonique, est une différentielle réguliere
globale, de développement formel

d
— Z Z bksi?_lds,-

i=1k>1

(signalons qu’a partir de cette étape, les calculs menés dans la proposition 3.2 de
[Kam92a] ne sont plus valables en caractéristique non nulle). Posons U; = 4 slds;
( > 0). On a alors

d
Z Z bksf_ldsi = Z kakfl. (5.2)

i=1k>1 k>1

L’image de f par v o § s’obtient en prenant I'image de f dans HO(X(d),Ql) et en
considérant la partie linéaire de son développement.

Lemme 5.25. Soient 01 =81+ ...+ 84, ,09 = 8154 les polynomes symétriques
élémentaires en les indéterminées s1,...,sq et Uj = Zle slds;. Alors on a

(i) pour tout 1 <m <d—1, Uy — 0pm1U1 + ... + (=1)"Up, = dop+1 ;

(ii) pour tout m >d, (—=1)%0qUp_q+ ... — 01Up_1 + Uy = 0.

Ces égalités ont lieu dans le module des différentielles 9}4[1/“ 51l JA[L 0]

Démonstration. (i) C’est le lemme 5.4 de [Mil86].

(ii) Supposons m > d. Les relations de Newton donnent
sd— ot M4 4 (=D)y=0 (1<i<d).

En multipliant cette égalité par szn_d ds; et en sommant sur i (1 < i < d), on
obtient la seconde relation.
O

En évaluant en I'infini les différentielles du lemme, on a les égalités dans Cot @) X (@)

(=1)"Up, = dopmyr (1<m<d-1)
Un = 0 (m >d).

On substitue dans I'expression (5.2) et on obtient finalement

d
(U © B)(f) = - Z(—l)k+1bkd0k c COtoo<d) X(d)
k=1

O

Si . est un idéal de I’algebre de Hecke T, on note S(F()[.#] le sous-T-module de
S(F) annulé par .#.
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Théoréme 5.26. Supposons que l'application linéaire

S(F)[le] — FY{
o= (bu(f),- .-, ba(f))

est surjective. Alors le morphisme u® : X4 — 7/(n) est une immersion formelle en
(d)

Oy

Démonstration. Le corollaire 5.20 identifie les espaces vectoriels S(F) et Cot(Jo(n)r,).
D’apres I’hypothese de I'énoncé et la proposition 5.24, 'application linéaire

Cot(Jo(m)m,) [Te] — Cot(X D),

déduite de (o@)* par restriction & Cot(Jo(n)r,)[Ie], est surjective. D’aprés la proposi-

tion 5.22, cela suffit & prouver que u(¥ est une immersion formelle en oogd). O

Signalons une démonstration alternative du théoreme 5.11, qui repose sur le résultat
suivant.

Proposition 5.27. Sin est un idéal premier de degré 3, le morphisme u(@) Xo(n)(q) —
()

Je(n) est une immersion formelle en oo,
Démonstration. Comme degn = 3, le quotient d’enroulement est Jy(n), donc
ul® = @ Xo(n) @ = Jo(n).
Comme degn = 3, d’apres la proposition 4.47, I’'application
S(F)) — F{
o= (), bg(f)

est surjective. Donc u(? est une immersion formelle en ooEQ) d’apres la proposition 5.24,

ce qui acheve la démonstration.

Signalons qu’il est possible de déduire cet énoncé du théoreme 5.26 précédent.
Comme degn = 3, I'idéal I, est nul. Démontrons de I, C pT. Soit t € I,. Le symbole
modulaire dete appartient & pM?. Comme degn = 3, d’aprés le théoréme 2.64, il
existe § € Ig vérifiant dete = pfe. L’endomorphisme det — pf de MY, qui annule e,
est nul. L’algebre de Hecke agissant fidelement sur MY, on a det = pf dans T. Donc
det € pIg C pT et I'assertion deINe C pT est démontrée. Comme la caractéristique p de
F| est premiere a de, on en déduit

S(Fi)[le] = S(F\)[dele] > S(F)[pT] = S(Fy)

donc S(F\)[I.] = S(F|). Le théoréme 5.26 assure alors que u(? est une immersion
formelle. n

Deuzxiéme démonstration du théoréme 5.11. Soient n un idéal premier de degré 3 et [
un idéal premier de A de degré 1. Appliquons la méthode de Mazur (théoréme 5.9).
D’abord, comme degn = 3, on a Je(n) = Jo(n) et cette variété abélienne n’a qu'un
nombre fini de points rationnels d’apres le théoreme 3.11. Ensuite, la proposition 5.27
assure que le morphisme u(? : Xo(n)? — J.(n) = Jy(n) est une immersion formelle
en ooE2) (c’est vrai a fortiori pour u(9)). D’aprés le théoréme 5.9, la courbe Yi(n) n’a
pas de point L-rationnel pour toute extension L de K de degré 2. ]
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5.5.5 Critere de Kamienny pour le quotient raffiné

Soit [ un idéal premier maximal de A distinct de n.

Proposition 5.28. Supposons les deux conditions suivantes vérifiées :

(i) L’homomorphisme de F(-espaces vectoriels

TRzF — HOIH(S(F[),F[)
t — (f = b(tf))

est un isomorphisme ;

(ii) Soient ty,..., tq des éléments de T ®z F vérifiant b; = by ot; (1<i<d). Leurs
images dans T /Ie @z Fi sont Fi-linéairement indépendantes.

(@)

Alors le morphisme u(¥ : X — J!(n) est une immersion formelle en 00,
De plus, la condition (i) est vérifiée lorsque degn = 3. La condition (ii) est vérifiée
dans les situations suivantes : (1 < d < q,degn >5) et (d =1,degn > 3).

La premiere condition de I’énoncé n’est autre que I’hypothese (Hy,), étudiée au
chapitre 4.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif suivant, dans lequel les lignes
sont des suites exactes de F-espaces vectoriels :

S(F) (] S(Fy) S(F\)/S(Fy)[le] —0

al I |

0 — Hom(T /I, ®z F|,F) — Hom(T @z F(, F|) — Hom(I, ®z F,F;) —= 0.

0

L’application b est un isomorphisme d’apres ’hypothese (i). Une chasse au diagramme
montre que a est injectif et Ker(c) = Coker(a). Démontrons que ¢ est injectif. Soit
f € S(F) vérifiant N

bi(tf)=0 (t€le®zF).

Soit s € Io. Prouvons sf = 0. Comme b est surjectif, il existe t; € T ®z F( vérifiant
'identité de formes linéaires b; = by ot; sur S(F) pour tout j > 1. On a alors

bj(sf) = bi(tjsf) =0 (G =1),

car tjs € I, ®7 F\. Par le principe du t-développement (proposition 4.9), la forme
modulaire sf est donc nulle. On a montré que a est un isomorphisme. Donc le morphisme
dual N _

T/I. 7z F; — Hom(M (Fy)[Ie], Fy) (5.3)

est un isomorphisme.

D’apreés le théoréme 5.26, u(9 est une immersion formelle en ooEd) si les restrictions
de by,...,bg & M(F\)[Ie] sont F-linéairement indépendantes. Par 'isomorphisme (5.3),
cette indépendance linéaire résulte de I'indépendance linéaire des images de ¢, ..., 14
dans T/I, ®z F|, qui est vérifiée d’aprés (ii). Cela démontre la premiére affirmation.

Si degn = 3, la condition (i) est vérifiée d’apres le théoreme 4.51.
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Supposons d = 1 et degn > 3. L’hypothese (ii) revient a dire que ¢; = 17 est non
nul dans T/ I~e ®z F. Par restriction des scalaires, il suffit de montrer que 77 est non
nul dans le Fp-espace vectoriel T'/ fe Or, d’apres le théoréme 2.60, comme degn > 3, €
est non nul dans Te donc T} # 0 dans T/ I~e

Supposons degn > 5 et montrons que (ii) est vérifiée pour d = q. Les éléments
61,...,0; € T ®z A du théoreme 4.34 vérifient b; = by 06; (1 < i < ¢) dans
Hom(S(A[1/n]), A[1/n]). Par extension des scalaires, 1’égalité est encore vérifiée dans
Hom(S(F),Fy). Soient t1,...,t, les images de 61,...,6, dans T @z F|. Il s’agit de
démontrer que les images de t1,...,t; dans T/ I, ®z F| sont F-linéairement indépen-
dantes. D’apres le lemme 4.35, cela revient a montrer que les images de Tp,, ..., Tp, dans
T/ I, ®7 F| sont F-linéairement indépendantes. Par restriction des scalaires, il suffit de
montrer que les images de Tp,,...,Tp, dans T/ INe sont F,-linéairement indépendantes.
Appliquons le théoreme 2.60 : comme degn > 5, les symboles modulaires Tp €, ..., Tp,€
sont F-linéairement indépendants dans Te. L’affirmation est donc démontrée. O

Remarque 5.29. Supposons qu’il existe un ensemble de polynémes & = {Q1,...,Qq}
de A de degrés r fixé et une matrice M € GL(d, Fy) tels qu’on ait I’égalité de vecteurs
dans (T ®z F()?

t1 T,

. = M .

tq To,
Alors, d’apres le théoréeme 2.60, ’hypothése (ii) est vérifiée si d > ¢ et degn > 2r + 3.

Théoréeme 5.30. Supposons qu’il existe un idéal premier | de degré 1 tel que I’homo-
morphisme de F(-espaces vectoriels

T®ZF[ — HOIH(S(F[),F[)
t — (frbi(tf))

est un isomorphisme. Alors :

(i) la courbe Yi(n) n'a pas de point défini sur une extension de K de degré < q
lorsque degn > max(q + 1,5) ; en particulier, la conjecture 1.16 est vraie pour
d<q;

(ii) la courbe Y1(n) n’a pas de point K-rationnel lorsque degn > 3.

Démonstration. Appliquons le théoréme 5.9 & I'idéal premier [. Le quotient J,(n) n’a
qu’un nombre fini de points K-rationnels d’apres la proposition 3.28.

Si degn > max(q + 1,5) (resp. > 3), le morphisme u(? (resp. u) est une immersion
formelle en ooEd) (resp. oor) d’apres la proposition 5.28. Donc Yj(n) n’a pas de point
défini sur une extension de K de degré < g (resp. 1). O

Remarque 5.31. Lorsque n est de degré 3, le théoreme 5.30 est inconditionnel. Ce-
pendant, il apporte un résultat sur les points K-rationnels, plus faible que celui obtenu
précédemment par le théoreme 5.11.

Signalons une variante de cet énoncé sur les points de Xo(n), qui est une généralisa-
tion de la proposition 5.12.
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Proposition 5.32. Supposons que I’homomorphisme de F(-espaces vectoriels

T®ZF[ — HOIH(S(F[),F[)
to— (f = bu(tf))

est un isomorphisme. Alors tout module de Drinfeld sur K de rang 2 possédant une
n-isogénie cyclique K-rationnelle a bonne réduction potentielle en .

Démonstration. Reprenons la démonstration de la proposition 5.12 et ses notations. On
obtient un point y € Xo(n)(A[1/n]) qui n’est pas une pointe et dont la spécialisation
vérifie

u(y)r = 0.
Comme degn > 3, d’aprés la proposition 5.28, le morphisme Xy(n) — J.(n) est une
immersion formelle en co;. On conclut comme dans la démonstration du théoreme

5.9. O
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