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Résumé

On se propose d’étudier la convergence et l’ultraconvergence de

certaine série d’exponentielles complexes dont les coefficients sont des

fonctions entières d’indices bornés, qui permettent, sous certaines

conditions, de localiser la frontière naturelle de la fonction analytique

définie par de telle série.

Dans la deuxième partie, on considère une sous-classe de série dont

les coefficients sont des fonctions entières d’indices bornés n’ayant

qu’un nombre fini de zéros. En appliquant une importante propriété

due à A. F. Leont’ev et à G. P. Lapin, on localise ces singularités.

Introduction

On se propose d’étudier l’ultraconvergence (convergence d’une suite de
sommes partielles) et les singularités de certaine fonction analytique représentée
par une série d’exponentielles à exposants complexes dont les coefficients sont
des fonctions entières d’indices bornées au sens de B. Lepson [18].

Mots clés : convergence, ultraconvergence, singularités, fonctions entières d’in-

dices bornés.
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Pour l’ultraconvergence de la série de Dirichlet classique A. Ostrowski
montre, sous certaines conditions sur les exposants, que certaines sommes
partielles de cette série convergent uniformément dans un voisinage suffisam-
ment petit de chaque point de sa droite de convergence en lequel la fonction
définie par cette série est holomorphe.

T. M. Gallie [13] a inauguré, pour les séries de Dirichlet à exposants com-
plexes, une méthode d’étude féconde affinée par M. Blambert &
J. Siméon [11].

G. L. Luntz [19] montre l’ultraconvergence pour les séries de Taylor-
Dirichlet.

M. Blambert & R. Parvatham [8] étendent le problème de l’ultraconver-
gence à des séries d’exponentielles dont les coefficients sont des polynômes
tayloriens.

Ce travail s’inspire des méthodes introduites par ces deux auteurs [8], [9],
[10].

Dans la première partie, on traite des propriétés de convergence et d’ultra-
convergence d’une série d’exponentielles dont les coefficients sont les fonctions
entières d’indices bornés, dans le but d’utiliser un résultat lié au prolongement
analytique de la fonction définie par cette série dans un ouvert connexe et de
localiser ces singularités.

Dans la seconde partie, on aborde le problème de la localisation des singu-
larités d’une fonction analytique définie par une série d’exponentielles dont les
coefficients sont des fonctions entières d’indices bornés n’ayant qu’un nombre
fini de zéros. Le résultat obtenu est déduit du rapprochement de deux types de
propriétés : l’un relatif à la détermination d’une portion de frontière naturelle
d’une fonction analytique (conséquence d’une propriété d’ultraconvergence)
et l’autre reposant sur un théorème de A. F. Leont’ev [17] et G. P. Lapin [16],
relatif à l’existence de fonctions entières du type exponentiel au sens de
G. Pólya, sous des conditions portant sur la donnée des valeurs de ces fonc-
tions et de certaines de leurs dérivées en des points déterminés.
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Chapitre premier

Définition (B. Lepson [18] et S. M. Shah [20], p. 118). g est une fonction
entière d’indice borné s’il existe un entier naturel fini, que l’on note m tel
que :

∀n ∈ N, ∀s ∈ C :
|g(n)(s)|

n!
≤ max

{

|g(j)(s)|

j!
| j ∈ {0, 1, . . . , m}

}

où g(n)(s) est la valeur au point s de C de la fonction dérivée d’ordre n de g

avec g(0)(s) = g(s) et 0! = 1. Le plus petit entier m ayant cette propriété est
l’indice borné de g.

Lemme (W. K. Hayman [15], p. 121). Soit g une fonction entière d’indice
borné que l’on note m, on a :

∀s ∈ C : |g(s)| ≤ A exp [(m + 1)|s]

où

A = max

{

|g(j)(0)|

(m + 1)j
| j ∈ {0, 1, . . . , m}

}

.

On considère une suite de fonctions entières fn d’indices bornés mn (> 0),
que l’on note (fn)∞1 et une suite (λn)∞1 où les λn sont des constantes complexes

telles que la suite des modules des λn, (|λn|)
∞
1 est une D-suite

(

⇐⇒ ∀n ∈

N r {0}, 0 < |λn| < |λn+1|, lim
n→∞

|λn| = ∞
)

.

Soit l’élément suivant :

{f} :
∞
∑

n=1

fn(s) exp(−sλn).

On désigne par En l’ensemble des points de C qui sont les zéros de fn et par
E∞ l’ensemble des points de C qui sont chacun un zéro pour une infinité de
fn. On a donc :

E∞ =
{

s ∈ C | ∃(ns,j)
∞
1 , fns,j

(s) = 0
}

.
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On pose : E∗ = Ed ∪E∞ où Ed est le dérivé de E =
⋃∞

n=1 En (Ed est donc l’en-
semble des points d’accumulation de E). On supposera, dans tout ce travail
C r E∗ 6= ∅.

Remarque 1. Il est évident que E∗ est un fermé de C (=⇒ C r E∗ est un
ouvert de C).

Remarque 2. Pour chaque point s de C r E∗, on a : fn(s) 6= 0 à partir d’une
certaine valeur de l’entier n dépendant du point s considéré. Sinon :

∀n ∈ N r {0}, ∃n′ ≥ n, ∃s′ ∈ d̄(s,ε) : fn′(s′) = 0

où (d̄s,ε) est l’adhérence du disque ouvert d(s,ε) de centre s et de rayon ε
(

∈ ]0, dist(s, E∗)[
)

.

Il existe une suite infinie d’entiers strictement croissante (nj)
∞
1 et une

suite infinie de points s′j que l’on note (s′j)
∞
1 telles que :

∀j ∈ N r {0}, ∀s′j ∈ d̄(s,ε) : fnj
(s′j) = 0.

La suite (s′j)
∞
1 possède, au moins, un point d’accumulation sur d̄(s,ε) et donc

d̄(s,ε) ∩ Ed 6= ∅, ou, à défaut, un point limite sur d̄(s,ε) et donc d̄(s,ε) ∩ E∞ 6= ∅.
En définitive, d̄(s,ε) ∩ E∗ 6= ∅. La contradiction établit l’assertion.

On pose :

∀n ∈ N r {0} : An = max

{

|f
(j)
n (0)

(mn + 1)j
| j ∈ {0, 1, . . . , mn}

}

,

∀s ∈ C r E∗, ∃n′ (= ns) ∈ N r {0}, ∀n ≥ n′ :

fn(s) exp(−sλn) 6= 0,

δ(n, s) =
− log |fn(s) exp(−sλn)|

|λn|
,

(où log x désigne, pour x > 0, le logarithme népérien de x),

δ∗(s) = lim inf
n→∞

{δ(n, s)}

β∗ = lim sup
n→∞

{

mn

|λn|

}

,

D∗ = lim sup
n→∞

{

∑n

j=1(mj + 1)

|λn|

}

,

∀α ∈ R : D∗,α =
{

s ∈ C r E∗ | δ∗(s) > α
}

.
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On rappelle le théorème suivant :

Théorème 1 (M. Berland [5], p. 56). Sous les conditions :

σ∗ = lim sup
n→∞

log An

|λn|
= 0, β∗ < ∞,

alors :

∀α ∈ R :
{

D∗,α 6= ∅ =⇒ ∀K (compact) ⊂ D∗,α, ∀β ′ > β∗,

∃n′ ∈ N r {0}, ∀n ≥ n′, ∀s ∈ K :

|fn(s) exp(−sλn)| < exp
[

−(α − β ′)|λn|
]

}

.

Remarque I.

©1 On considère l’élément dirichlétien de type classique :

{ϕ} :

∞
∑

n=1

an exp (−s|λn|)

où (an)∞1 est la suite des coefficients complexes an et (|λn|)
∞
1 est une D-suite.

On désigne par σϕ
c son abscisse de convergence simple et on pose :

α = lim sup
n→∞

{

log |
∑n

t=1 at|

|λn|

}

.

La condition α ∈ ]0,∞[ implique σϕ
c ≤ α. En effet, on considère une

constante σ1 > α et on a :

∀ε ∈ ]0, σ1 − α[, ∃n′ ∈ N r {0}, ∀n ≥ n′ :

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

t=1

at

∣

∣

∣

∣

∣

< exp [(α + ε)|λn|] .

Il résulte de cette dernière relation qu’on a :

∀ε ∈ ]0, σ1 − α[, ∃θε ∈ [1,∞[, ∀n ∈ N r {0} :

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

t=1

at

∣

∣

∣

∣

∣

< θε exp [(α + ε)|λn|]
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et

exp
[

(α + ε)|λn|
]

·
[

exp (−σ1|λn|) − exp (−σ1|λn+1|)
]

≤ σ1

∫ |λn+1|

|λn|

exp
[

−(σ1 − α − ε)σ
]

dσ.

Or, d’après l’identité d’Euler, on a :

n
∑

t=1

at exp (−σ1|λn|) =

(

n
∑

t=1

at

)

exp (−σ1|λn|)

+

n−1
∑

r=1

(

r
∑

t=1

at

)

[

exp (−σ1|λr|) − exp (−σ1|λr+1|)
]

,

on obtient

∀n ∈ N r {0} :

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

t=1

at exp (−σ1|λt|)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ θε exp
[

− (σ1 − α − ε) |λn|
]

+
θεσ1

(σ1 − α − ε)
·
{

exp
(

−(σ1 − α − ε)|λ1|
)

− exp
[

−(σ1 − α − ε)|λn|
]

}

·

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

t=1

at exp (−σ1|λt|)

∣

∣

∣

∣

∣

<
θεσ1

(σ1 − α − ε)
· exp

[

−(σ1 − α − ε)|λ1|
]

.

La suite (
∑n

t=1 at exp (−s|λt|))
∞

1 est bornée au point s = σ1 ; il en résulte
que l’élément dirichlétien {ϕ} converge sur {s ∈ C | Re(s) = σ > σ1} et donc
σϕ

c ≤ σ1 or σ1 étant arbitraire sur ]α,∞[, on a donc :

σϕ
c ≤ inf σ1 = α.

©2 La condition σϕ
c ∈ ]0,∞[ implique α ≤ σϕ

c . En effet, on considère
une constante σ1 ∈ ]σϕ

c ,∞[ et l’identité d’Abel :

n
∑

t=1

at =

(

n
∑

t=1

at exp (−σ1|λt|)

)

exp (σ1|λn|)

+

n−1
∑

r=1

(

r
∑

t=1

at exp (−σ1|λt|)

)

(

exp (σ1|λr|) − exp (σ1|λr+1|)
)

.
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Or,

∃Mσ1 ∈ ]0,∞[ , ∀n ∈ N r {0} :

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

t=1

at exp (−σ1|λt|)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ Mσ1

et donc, puisque σ1 est strictement positif :
(∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

t=1

at

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2Mσ1 exp (σ1|λn|) =⇒ α ≤ σ1

)

.

Or σ1 étant arbitraire sur ]σϕ
c ,∞[, on a :

(

σϕ
c ∈ ]0,∞[ =⇒ α ≤ σϕ

c

)

.

©3 La condition α ∈ ]0,∞[ implique σϕ
c ≥ 0. En effet, on considère

un réel θ1 ∈ ]0, 1[ . Il existe une suite infinie strictement croissante d’entiers
(np)

∞
1 satisfaisant aux deux conditions suivantes :

∀p ∈ N r {0} :
|λnp

|

|λnp+1|
≤ θ1

lim
p→∞

{

log |
∑np

t=1 at|

|λnp
|

}

= α.

On a :

∀ε1 > 0 ∃pε1 ∈ N r {0}, ∀p ≥ pε1 :

exp
[

(α − ε1)|λnp
|
]

<

∣

∣

∣

∣

∣

np
∑

t=1

at

∣

∣

∣

∣

∣

< exp
[

(α + ε1)|λnp
|
]

.

On choisit ε1 satisfaisant à la condition :
(

α − ε1

α + ε1

)

> θ1

(ce qui est toujours possible). On a :

∀p ≥ pε1 :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

np+1
∑

t=np+1

at

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≥

∣

∣

∣

∣

∣

np+1
∑

t=1

at

∣

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

∣

np
∑

t=1

at

∣

∣

∣

∣

∣

> exp
[

(α − ε1)|λnp+1|
]

− exp
[

(α + ε1)|λnp
|
]

.
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On a :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

np+1
∑

t=np+1

at

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> exp
[

(α − ε1)|λnp+1|
]

·
{

1 − exp
[

(α + ε1)|λnp
| − (α − ε1)|λnp+1|

]

}

.

Or

exp
[

(α + ε1)|λnp
| − (α − ε1)|λnp+1|

]

= exp

{

−(α − ε1)|λnp+1|

[

1 −

(

α + ε1

α − ε1

)

|λnp
|

|λnp+1|

]}

≤ exp
[

−(α − ε1)|λnp+1|(1 − θ2)
]

avec :

1 > θ2 ≥

(

α + ε1

α − ε1

)

|λnp
|

|λnp+1|
,

en posant :

θ2 = θ1

(

α + ε1

α − ε1

)

.

On a donc :

∀ε2 ∈ ]0, 1[ , ∃pε2 ∈ N r {0}, ∀p ≥ pε2 :

1 − exp
[

(α − ε1)|λnp+1|(1 − θ2)
]

≥ 1 − ε2,

et

∀p ≥ max (pε1, pε2) :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

np+1
∑

t=np+1

at

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> (1 − ε2) exp
[

(α − ε1)|λnp+1|
]

,

d’où σϕ
c ≥ 0. On a donc :

(

α ∈ ]0,∞[ =⇒ σϕ
c ≥ 0

)

.

©4 La condition α < 0 implique σϕ
c ≤ 0 ⇐⇒ (σϕ

c > 0 =⇒ α ≥ 0). En
effet,

∀α′ ∈ [α, 0[, ∃nα′ ∈ N r {0}, ∀n ≥ nα′ :

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

t=1

at

∣

∣

∣

∣

∣

≤ exp (α′|λn|) ,
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et donc :

M = max

{

∣

∣

∣

∣

n
∑

t=1

at

∣

∣

∣

∣

| n ∈ N r {0}

}

< ∞.

Il en résulte que l’élément dirichlétien {ϕ} converge sur le demi-plan ouvert
{s ∈ C|Re(s) > 0} et donc σϕ

c ≤ 0.

De ©2 et ©3 , on déduit :
{

α ∈ ]0,∞[ =⇒ α ≤ σϕ
c

}

et d’après ©1 on a :
{

α ∈ ]0,∞[ =⇒ α = σϕ
c

}

.

De ©2 et ©4 , on déduit :
{

σϕ
c ∈ ]0,∞[ =⇒ α ≤ σϕ

c

}

et d’après ©1 on a :
{

σϕ
c ∈ ]0,∞[ =⇒ α = σϕ

c

}

.

On propose sous le vocable ¡¡ algorithme de E. Cahen ¿¿ – au cas positif –
cet énoncé ci-dessus (V. Bernstein [7], p. 5).

Remarque II.

Si ∀n ∈ N r {0} : an = 1, l’élément dirichlétien {ϕ} :
∑∞

n=1 exp(−s|λn|)
a pour abscisse de convergence

(0 ≤) σϕ
c (= σϕ

a ) = α = L∗ = lim sup
n→∞

{

log n

|λn|

}

.

On énonce :

Théorème 2. Sous les conditions :

σ∗ = 0, L∗ < ∞, β∗ < ∞, ∃s0 ∈ C r E∗ : δ∗(s0) < ∞,

alors l’élément

{f} :
∞
∑

n=1

fn(s) exp(−sλn)

converge absolument sur D∗,L∗+β∗ et uniformément sur tout compact K inclus
dans D∗,L∗+β∗.

{f} diverge sur (C r E∗) r D∗,0 (où D∗,0 désigne l’adhérence dans C de
D∗,0).
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Démonstration.

1) On suppose que D∗,L∗+β∗ n’est pas vide. Soit un compact K inclus
dans D∗,L∗+β∗ . Il existe α > L∗ + β∗ : K ⊂ D∗,α.

Remarque. δ∗ étant la fonction définie sur C r E∗ est uniformément continue
sur chaque compact inclus dans C r E∗ (M. Berland [5], p. 58). L’ensemble
D∗,α pour chaque α de R, est alors un ouvert (s’il n’est pas vide) de C r E∗.

Soit β ′ ∈ ]β∗, α − L∗[. D’après le théorème 1, on a :

α − β ′ > L∗, ∃n′ ∈ N r {0}, ∀n ≥ n′, ∀s ∈ K :

|fn(s) exp(−sλn)| < exp [−(α − β ′)|λn|] .

D’où :

∀n1 ≥ n ≥ n′, ∀s ∈ K :

∣

∣

∣

∣

n1
∑

n=n′

fn(s) exp(−sλn)

∣

∣

∣

∣

≤
n1
∑

n=n′

∣

∣fn(s) exp(−sλn)
∣

∣

<

n1
∑

n=n′

exp [−(α − β ′)|λn|] .

L’élément dirichlétien {ϕ} :
∑∞

n=1 exp(−s|λn|) converge et son abscisse de
convergence est L∗ (< α−β ′). D’où {f} converge absolument et uniformément
dans K. Puisque K est compact arbitraire inclus dans D∗,L∗+β∗ , {f} converge
uniformément dans tout compact inclus dans D∗,L∗+β∗ et converge absolu-
ment dans D∗,L∗+β∗ .

2) {f} diverge sur (C r E∗) r D∗,0. En effet, soit s ∈ (C r E∗) r D∗,0.
Alors :

δ∗(s) < 0 et ∃α > 0: δ∗(s) < −α.

On a donc :

∀s ∈ (C r E∗) r D∗,0, ∃α > 0, ∃(nj)
∞
1 : δ(nj , s) < −α

où (nj)
∞
1 est une sous-suite de N r {0}. Alors :

∣

∣fnj
(s) exp(−sλnj

)
∣

∣ > exp
(

α|λnj
|
)

> 1.

Donc {f} diverge sur (C r E∗) r D∗,0.
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Remarque. Soit D∗,L∗ 6= ∅ et L∗ ∈ [0,∞[. On a :

∀s ∈ D∗,L∗ , ∃εs > 0: δ∗(s) > L∗ + εs ;

∃n′
s ∈ N r {0}, ∀n ≥ n′

s : δ(n, s) > L∗ + εs ;

∀n ≥ n′
s : − log

∣

∣fn(s) exp(−sλn)
∣

∣ > (L∗ + εs)|λn|

et
∞
∑

n=n′

s

∣

∣fn(s) exp(−sλn)
∣

∣ <

∞
∑

n=n′

s

exp
[

−(L∗ + εs)|λn|
]

.

La série à droite converge et donc {f} converge absolument dans D∗,L∗ .

Quand L∗ = 0, {f} converge dans D∗,0(⊂ C r E∗) et diverge dans (C r

E∗) rD∗,0. Sous condition sur β∗, sous les deux conditions σ∗ = 0 et L∗ = 0,
l’ouvert D∗,0 est alors l’ouvert maximal de convergence absolue de {f} dans
C r E∗.

Définition. La suite (λn)∞1 satisfait aux conditions (C) suivantes :

1) La série de Dirichlet {ϕ} :
∑∞

n=1 exp(−s|λn|) converge dans

P0 =
{

s ∈ C | Re(s) > 0
}

.

2) ∀η > 0, la suite de fonctions (θn)∞1 est bornée dans

P̄η =
{

∀s ∈ C | Re(s) ≥ η
}

où :

∀s ∈ P0 : θn(s) =
∞
∑

j=n

exp
[

−s (|λj| − |λn|)
]

.

3) ∀η > 0, la suite de fonctions (θ∗n)∞1 est bornée dans P̄η où :

∀s ∈ P0 : θ∗n(s) =

n
∑

j=1

exp
[

−s (|λn| − |λj|)
]

.
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Théorème 3. Sous les conditions :

1) La suite (λn)∞1 satisfait les conditions (C) (implique L∗ = 0),

2) σ∗ = 0, β∗ < ∞ et D∗,β∗ 6= ∅,

3) Il existe une sous-suite (nν)
∞
0 de N r {0} et une suite de constantes

strictement positives (θν)
∞
0 avec limν→∞ θν = ∞, telles que :

∀ν ∈ N : |λnν+1| > (1 + θν) |λnν
| ,

alors la suite (Snν
(s))∞0 où Snν

(s) =
∑nν

j=1 fj(s) exp(−sλj) converge en cha-
que point s d’un ouvert connexe D inclus dans CrE∗ et tel que D∩D∗,β∗ 6= ∅
dans lequel la fonction analytique f définie par {f} :

∑∞
n=1 fn(s) exp(−sλn)

est holomorphe.

Remarque. Même démonstration d’un théorème de M. Blambert & R. Par-
vatham [8] en remplaçant le polynôme Pn(s) par fn et, p. 251 :

∀s ∈ ∆̄3, ∃n′ ∈N r {0}, ∀n ≥ n′ :

δ(n, s) ≥
− log An

|λn|
−

(

mn + 1

|λn|
+ 1

)

|s|

δ∗(s) ≥ −(β∗ + 1)µ∆3 car σ∗ = 0 et β∗ < ∞.

Théorème 4. Sous les conditions :

1) La suite (λn)∞1 satisfait les conditions (C),

2) σ∗ = 0, β∗ < ∞ et D∗,β∗ 6= ∅,

3) (θn)∞1 étant une suite strictement positive, telle que :

∃n′ ∈ N r {0}, ∀n ≥ n′ : |λn+1| > (1 + θn)|λn| et lim
n→∞

θn = ∞,

alors chaque point de Fr(D∗,0)∩ (CrE∗) est un point singulier pour f définie
par

{f} :

∞
∑

n=1

fn(s) exp(−sλn).

En particulier, si Fr(D∗,0) ⊂ C r E∗, alors Fr(D∗,0) est la frontière naturelle
pour f .
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Démonstration. On suppose faux ce théorème. Il existe alors un point s0 de
Fr(D∗,0) ∩ (C r E∗) et un disque ouvert de centre s0 et de rayon ε > 0, noté
d(s0,ε) pour lequel f est holomorphe. On pose :

∀s ∈ d(s0,ε) : Sn(s) =
n
∑

j=1

fj(s) exp(−sλj).

D’après le théorème 3, la suite de sommes partielles d’indice n de Nr{0},
notée (Sn(s))∞1 , converge dans d(s0,ε). Or {f} diverge dans (C r E∗) r D∗,0

d’après le théorème 2. Il existe nécessairement des points communs de (C r

E∗) r D∗,0 et de d(s0,ε). La contradiction établit l’assertion.

Si Fr(D∗,0) = D∗,0 ∩ ((C r E∗) r D∗,0) ⊂ C r E∗ (où
◦

D∗,0 = D∗,0) est la
frontière naturelle pour f .

Chapitre 2

Définition (R. P. Boas [12]). ϕ est une fonction entière du ¡¡ type exponen-
tiel ¿¿ (au sens de G. Pólya) si ϕ est au plus de l’ordre borélien égal à 1 et
au plus du type fini de cet ordre, par exemple égal à σ, si cet ordre est 1. On
note ϕ ∈ [1,∞) et, plus précisément, ϕ ∈ [1, σ].

Le développement taylorien de ϕ au point z = 0 de C est :

∀z ∈ C : ϕ(z) =
∞
∑

n=0

anzn où an =
ϕ(n)(0)

n!

(⇐⇒ {ϕ} :
∑∞

n=0 anzn est le ¡¡ germe taylorien de ϕ au point z = 0 ¿¿).

L’élément {Φ} :
∑∞

n=0

(

ann!
zn+1

)

est le ¡¡ germe taylorien au point ∞ du plan

gaussien C d’une fonction holomorphe dans C r d̄(0,σ) ¿¿, que l’on note Φ.

On a :

∀s ∈ C : ϕ(s) =

(

1

2πi

)
∮

x

Fr(d(0,σ′)

Φ(z) exp(zs) dz
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où σ′ > σ (R. P. Boas [12], p. 74).

Φ est la transformée de E. Borel de ϕ.

Lemmes (A. F Leont’ev [17] et G. P. Lapin [16]). Sous les conditions :

1) (µn)
∞
1 une suite de constantes complexes telle que : (|µn|)

∞
1 est une

D-suite.

2) (pn)∞1 est une suite d’entiers strictement positifs.

3) ρ est une constante strictement positive et

m = inf {n ∈ N | n > ρ} .

4) (an,i,q), n ∈ N r {0}, i ∈ {1, 2, . . . , pn}, q ∈ {0, 1, . . . , m − 1}, est un
ensemble de constantes complexes satisfaisant à la condition :

lim sup
n→∞

{

log bn

|µn|
ρ

}

< ∞

où

bn = max

{

|an,i,q|

(i − 1)!
| i ∈ {1, 2, . . . , pn}, q ∈ {0, 1, . . . , m − 1}

}

.

Posant :

θ1 = lim sup
n→∞

{∑n

i=1 pi

|µn|
ρ

}

< ∞

et

θ2 = lim sup
n→∞







log
(

max
{

|γn,j |

j!
| j ∈ {1, 2, . . . , pn}

})

|µn|
ρ







< ∞

où :

γn,j =
d(j−1)

dzj−1

[

(z − µn)
pn

F (z)

]

z=µn

et

∀z ∈ C : F (z) =
∞
∏

n=1

(

1 −

(

z

µn

)m)pn

.
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Alors, il existe une fonction entière ϕ ∈ [ρ,∞) satisfaisant aux condi-
tions :

(C1) : ∀n ∈ N r {0}, ∀i ∈ {1, 2, . . . , pn}, ∀q ∈ {0, 1, . . . , m − 1}

an,i,q = ϕ(i−1)(εqµn) où ε = exp

(

2πi

m

)

.

Posant :

γ = lim sup
n→∞

{

log Mn

|µn|
ρ

}

, γ+ = max(0, γ),

Mn = max

{

|γn,pn−i−ℓ+1|

(pn − i − ℓ)!
·
|an,ℓ+1,q|

ℓ!

∣

∣

∣

∣

i∈{1,2,...,pn}
ℓ∈{0,1,...,pn−i}
q∈{0,1,...,m−1}

}

.

Si γ < ∞, et il existe une fonction entière ϕ satisfaisant aux conditions
(C1) et ϕ ∈ [ρ, τ + γ+], avec : F ∈ [ρ, τ ].

Remarque I. La notation :

γn,j =
d(j−1)

dzj−1

[

(z − µn)
pn

F (z)

]

z=µn

signifie que γn,j est la dérivée au point z = µn de l’extension à C r
⋃

j 6=n{µj}
de la fonction définie dans C r

⋃∞
j=1{µj} en lui attribuant pour valeur au

point µn : limz→µn

(z−µn)pn

F (z)
.

Remarque II. La condition θ1 < ∞ implique que le produit infini :

∞
∏

n=1

(

1 −

(

z

µn

)m)pn

est absolument convergent dans C et uniformément convergent sur tout com-
pact dans C et qu’en outre, il existe un réel strictement positif r tel que
F ∈ [ρ, r].

Remarque III. La suite (µn)∞1 satisfait à une condition un peu plus restrictive
que celle figurant dans le lemme de Leont’ev. En effet, ici, la suite des modules
(|µn|)

∞
1 est une D-suite.
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On considère l’élément suivant :

{f} :

∞
∑

n=1

fn(s) exp(−sλn)

où la suite (fn)∞1 des fonctions entières fn est d’indices bornés mn n’ayant
qu’un nombre fini de zéros. Utilisant un théorème (F. Gross [14], p.975 et
S. M. Shah [20]), on a :

∀n ∈ N r {0}, ∀s ∈ C : fn(s) = Pn(s) exp(αns)

où Pn(s) est un polynôme taylorien de degré νn et αn est une constante
complexe. On a donc :

{f} :

∞
∑

n=1

Pn(s) exp(−sµn)

où
∀n ∈ N r {0} : µn = λn − αn.

On suppose que (|µn|)
∞
1 est une D-suite. On pose :

D∗
∗ = lim sup

n→∞

{

∑n

j=1(νj + 1)

|µn|

}

.

D∗
∗ < ∞ implique la convergence absolue et uniforme dans tout compact

dans C du produit infini :

∞
∏

n=1

(

1 −
z2

µ2
n

)νn+1

.

On désigne par L(z) sa valeur au point z de C. La fonction L est une fonction
entière et L ∈ [1, πD∗

∗].

Choisissant, dans le lemme de Leont’ev & Lapin, la constante ρ égale à 1,
on a : m = 2. On suppose que la constante θ2 < ∞ est satisfaite ici, avec
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L(z) en place de F (z). Pour valeurs an,i,q, on choisit :

∀n ∈ N r {0}, ∀i ∈ {2, 3, . . . , νn + 1}, ∀q ∈ {0, 1} : an,i,q = 0

∀p ∈ N r {0} : anp,1,0 = 1, anp,1,1 = 0

∀q ∈ {0, 1}, ∀n 6∈ (np)
∞
1 : an,1,q = 0

Mnp
= max

{
∣

∣γnp,νnp+2−i

∣

∣

(νnp
+ 1 − i)!

| i ∈ {1, 2, . . . , νnp
+ 1}

}

et pour n 6∈ (np) : Mn = 0.

La condition θ1 < ∞ implique γ = θ2 < ∞. Les conditions des lemmes
Leont’ev & Lapin étant satisfaites, il existe, au moins, une fonction entière
ϕ ∈ [1, πD∗

∗ + γ+] telle que les conditions (C1) suivantes sont satisfaites :

∀n ∈ N r {0}, ∀i ∈ {1, 2, . . . , νn} : ϕ(i)(µn) = 0

∀p ∈ N r {0} : ϕ(µnp
) = 1, ∀n 6∈ (np)

∞
1 : ϕ(µn) = 0.

Soit donc une certaine fonction entière ϕ ∈ [1, σ] avec σ = πD∗
∗ + γ+, satis-

faisant aux conditions (C1) précisées ci-dessus.

Remarque. On a donc :

∀s ∈ C : ϕ(s) =

(

1

2πi

)
∮

x

Fr(d(0,σ′)

exp(us)Φ(u) du

où σ′ > σ.

Φ est la transformée de E. Borel de ϕ, et

∀t ∈ N : ϕ(t)(s) =

(

1

2πi

)
∮

x

Fr(d(0,σ′)

ut exp(us)Φ(u) du.

On désigne par Ef un ensemble sur lequel {f} converge uniformément.

On suppose l’ouvert
◦

Ef 6= ∅. Soit G un ouvert connexe inclus dans
◦

Ef et GH

un ouvert connexe tel que G ⊂ GH , dans lequel est holomorphe une extension
f̄ de la fonction f définie sur G. On a, par définition :

∀s ∈ G : f̄(s) = f(s).
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On pose :

Gσ = G r

(

⋃

z∈Fr(G)

d(z,σ)

)

(où σ = πD∗
∗ + γ∗). On suppose que Gσ 6= ∅. Soit un composant connexe de

GH r

(

⋃

z∈Fr(G) d(z,σ)

)

— que l’on note GH,σ — ayant une intersection non

vide avec Gσ (⇐⇒ GH,σ ∩ Gσ 6= ∅). On peut donc trouver un réel stricte-
ment ε0 (suffisamment petit) de sorte qu’il existe un ouvert connexe GH,σ+2ε0

satisfaisant aux conditions :

GH,σ+2ε0 ⊂ GH r

(

⋃

z∈Fr(G)

d(z,σ+2ε0)

)

GH,σ+2ε0 ∩ Gσ+2ε0 6= ∅ où Gσ+2ε0 = G r

(

⋃

z∈Fr(G)

d(z,σ+2ε0)

)

6= ∅.

On a :

∀z ∈ GH,σ+2ε0 , ∀ξ ∈ d(z,ε0), ∀u ∈ d(0,σ+ε0) : ξ − u ∈ d(z,σ+2ε0) ⊂ GH .

Posant G′
σ =

⋃

z∈Gσ+2ε0
d(z,2ε0), on a : G′

σ ⊂ Gσ.

L’élément
∑∞

n=1 Pn(ξ − u) exp [−(ξ − u)µn] converge uniformément par
rapport à (ξ, u) = d(z,ε0)×d(0,σ+ε0) pour chaque point z ∈ Gσ+2ε0 . La fonction
f des deux variables ξ et u : (ξ, u) 7→ f(ξ − u) est holomorphe sur d(z,ε0) ×

d(0,σ+ε0) et continue sur d(z,ε0) × d(0,σ+ε0).

Or le point z étant fixé dans GH,σ+2ε0 , la fonction f̄ définie dans d(z,ε0) :

∀ξ ∈ d(z,ε0) : f̄(ξ − u),

indexée par u dans d(0,σ+ε0) (et plus particulièrement dans Fr
(

d(0,σ+ε0)

)

est
holomorphe dans d(z,ε0).

On considère la fonction Fz, indexée par z dans Gσ+2ε0 , définie dans d(z,ε0),
telle que :

∀ξ ∈ d(z,ε0) : Fz(ξ) =

(

1

2πi

)
∮

x

Γε0

f(ξ − u)Φ(u) du
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où Γε0 = Fr
(

d(0,σ+ε0)

)

.

Fz est holomorphe dans d(z,ε0), donc au point z. On a : ∀ξ ∈ d(z,ε0) :

Fz(ξ) =

∞
∑

n=1

{

(

1

2πi

)
∮

x

Γε0

(

νn
∑

j=0

an,j(ξ−u)j

)

exp(uµn)Φ(u) du

}

exp(−ξµn)

où

∀ ∈ N r {0}, ∀s ∈ C : Pn(s) =

νn
∑

j=0

an,js
j

avec :

an,j =
P

(j)
n (0)

j!
,

Fz(ξ) =

∞
∑

n=1

{

νn
∑

j=0

an,j

( j
∑

t=0

(−1)t

(

j

t

)

ξj−tϕ(t)(µn)

)

exp(−ξµn)

}

exp(−ξµn)

puisque ϕ(t)(µn) =
(

1
2πi

) ∮

x

Γε0
ut exp(uµn)Φ(u) du).

D’où :

∀z ∈ Gσ+2ε0 , ∀ξ ∈ d(z,ε0) :

Fz(ξ) =

∞
∑

n=1

{

νn
∑

j=0

(−1)jϕ(j)(µn)P
(j)
n (ξ)

j!

}

exp(−ξµn).

L’espace des doublets
(

d(z,ε0), Fz

)

, indexés par z dans Gσ+2ε0 , est, en
général, une restriction d’une branche de fonction analytique — que l’on
note F — holomorphe dans

G′
σ+ε0

=
⋃

z∈Gσ+2ε0

d(z,ε0).

Chaque doublet est un germe de F .

On a donc :

∀ξ ∈ G′
σ+ε0

, ∃z ∈ Gσ+2ε0 , ξ ∈ d(z,ε0) :

Fz(ξ) =

(

1

2πi

)
∮

x

Γε0

f(ξ − u)Φ(u) du.
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D’où :

∀ξ ∈ G′
σ+ε0

: F (ξ) =

(

1

2πi

)
∮

x

Γε0

f(ξ − u)Φ(u) du

=

∞
∑

n=1

{

νn
∑

j=0

(−1)jϕ(j)(µn)P
(j)
n (ξ)

j!

}

exp(−ξµn).

On considère la série suivante :

∞
∑

n=1

{

νn
∑

j=0

(−1)jϕ(j)(µn)P
(j)
n (s)

j!

}

exp(−sµn).

Cette série converge uniformément dans tout compact inclus dans l’ouvert
G′

σ+ε0
.

f̄ est une fonction de deux variables ξ et u, en posant ξ − u = s, avec
ξ − u ∈ GH . La fonction f̄ est holomorphe dans GH,σ+2ε0 × Γε0.

La fonction F définie dans GH,σ+2ε0

(

à savoir : ∀s ∈ GH,σ+2ε0 : F (s) =

(

1

2πi

)
∮

x

Γε0

f̄(s − u)Φ(u) du
)

est une extension holomorphe de F à GH,σ+2ε0 .

On énonce :

Théorème 5. Sous les conditions :

1) La suite (µn)∞1 satisfait les conditions (C) en remplaçant λn par µn,

2) D∗
∗ < ∞,

3) (θnp
)∞1 est une suite strictement positive, telle que :

∃p′ ∈ N r {0}, ∀p ≥ p′ :
∣

∣µnp+1

∣

∣ > (1 + θnp
)|µnp

| et lim
p→∞

θnp
= ∞.

4) D∗,0 est une partie stricte de C r E∗ où

∀α ∈ R : D∗,α = {s ∈ C r E∗ | δ∗(s) > α}
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avec

δ∗(s) = lim inf
n→∞

{

− log |Pn(s) exp(−sµn)|

|µn|

}

,

E∗ = Ed ∪ E∞, Ed est le dérivé de E =
⋃∞

n=1 En, En est l’ensemble des points
de C qui sont les zéros du polynôme Pn et E∞ est l’ensemble des points de C

qui sont chacun un zéro pour une infinité de Pn.

5) γ < ∞ avec :

γ = lim sup
n→∞

{

log max

(

|γn,j|

j!
| j ∈ {1, 2, . . . , νn + 1}

)}

où :

γn,j =
d(j−1)

dzj−1

[

(z − µn)νn+1

L(z)

]

z=µn

et

∀z ∈ C : L(z) =
∞
∏

n=1

(

1 −
z2

µ2
n

)νn+1

, L ∈ [1, πD∗
∗].

6) mn ∼ νn, |µn| ∼ |λn|.

On ne peut obtenir une extension holomorphe à D∗,0 ∪ d(s,σ′), où s ∈
Fr(D∗,0) ∩ (C r E∗), de la fonction f définie dans D∗,0, où σ′ > πD∗

∗ + γ+

(⇐⇒ σ′ > σ) avec γ+ = max(0, γ).

Démonstration. Pour toute suite (λn)
∞
1 satisfaisant aux conditions (C), on a :

L∗

(

= lim sup
n→∞

(

log n

|λn|

))

= 0

(

= L = lim sup
n→∞

(

log n

|µn|

))

car |µn| ∼ |λn|.

La condition D∗
∗ < ∞ implique :

lim
n→∞

{

log

(

n
∑

j=1

νj + 1

|µn|

)}

= 0,

on sait qu’alors (Théorème 2, remarque) l’élément

{f} :
∞
∑

n=1

Pn(s) exp(−sµn)
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converge absolument dans l’ouvert D∗,0 est uniformément dans tout compact
inclus dans D∗,0, et diverge sur (C r E∗) r D∗,0 (M. Blambert & R. Parva-
tham [8], p. 243).

De la suite (µn)∞1 on peut extraire une sous-suite (µnp
)∞1 telle que :

lim
p→∞

(

− log |Pnp
(s0) exp(−s0µnp

)|

|µnp
|

)

= 0

et

lim
p→∞

∣

∣

∣

∣

µnp+1

µnp

∣

∣

∣

∣

= ∞

avec :
s0 ∈ Fr(D∗,0) ∩ (C r E∗) 6= ∅

(car D∗,0 est une partie stricte de C r E∗), et s0 étant un point arbitraire de
Fr(D∗,0) ∩ (C r E∗) et δ∗(s0) = 0.

On considère l’élément suivant :

{F} :
∞
∑

p=1

Pnp
(s) exp(−sµnp

)

et on pose :

∀s ∈ C r E∗ : δ1
∗(s) = lim inf

p→∞

(

− log |Pnp
(s) exp(−sµnp

)|

|µnp
|

)

α ∈ R : D1
∗,α =

{

s ∈ C r E∗ | δ1
∗(s) > α

}

.

On a :
∀s ∈ C r E∗ :

{

δ1
∗(s) ≥ δ∗(s) =⇒ D1

∗,α ⊃ D∗,α

}

.

δ1
∗ est une fonction lipschitzienne dans tout compact inclus dans C r E∗.

En effet, soit un quelconque compact K inclus dans C r E∗. On pose :

εK = dist(K, E∗).

On a :

∀ε ∈]0, εK ], ∃p′ (= pε) ∈ N r {0}, ∀p ≥ p′, ∀(s, s′) ∈ K × K, s 6= s′ :
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Pnp
(s) 6= 0 et Pnp

(s′) 6= 0,

log |Pnp
(s)| − log |Pnp

(s′)| ≤

νnp
∑

j=1

log

(

1 +
|s − s′|

ε

)

,

|δ(np, s) − δ(np, s
′)| ≤ |s − s′| +

|s − s′|

ε|µnp
|

νnp
∑

j=1





log
(

1 + |s−s′|
ε

)

|s−s′|
ε





≤ |s − s′| +
νnp

|s − s′|

ε|µnp
|

sup

(

log(1 + x)

x
| x > 0

)

.

Or :

sup

(

log(1 + x)

x
| x > 0

)

= 1.

D’où :

|δ(np, s) − δ(np, s
′)| ≤ |s − s′|

(

1 +
νnp

ε|µnp
|

)

.

On pose :

µ∗
ε = lim sup

p→∞

(

1 +
νnp

ε|µnp
|

)

< ∞.

∃s0 ∈ C r E∗, δ1
∗(s0) < ∞, ∀ε ∈]0, εK [, ∀(s, s′) ∈ K × K

|δ1
∗(s) − δ1

∗(s
′)| ≤ µ∗

ε|s − s′|

et
∀(s, s′) ∈ K × K : |δ1

∗(s) − δ1
∗(s

′)| ≤ µ∗
εK
|s − s′|

en posant :
µ∗

εK
= inf

{

µ∗
ε | ε ∈]0, εK [

}

.

δ1
∗ est donc une fonction continue dans CrE∗. D1

∗,α est un ouvert inclus dans
C r E∗.

On a enfin :

s0 ∈ Fr(D1,∗,0 ) ∩ (C r E∗) =
{

s ∈ C r E∗ | δ1
∗(s) = 0

}

.

Donc {F} converge absolument dans l’ouvert D1
∗,0 et uniformément dans

tout compact inclus dans D1
∗,0 et diverge dans (C r E∗) r D1

∗,0.
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Tout point de Fr(D1
∗,0) ∩ (C r E∗) est singulier pour F définie par le

prolongement de la fonction :

∀s ∈ D1
∗,0 : F (s) =

∞
∑

p=1

Pnp
(s) exp(−sµnp

).

(d’après le théorème 4) (M. Blambert & R. Parvatham [8], p. 260).

Il est impossible d’obtenir une extension holomorphe de la fonction définie
dans D∗,0 telle que :

∀s ∈ D∗,0 : f(s) =
∞
∑

n=1

Pn(s) exp(−sµn)

à D∗,0 ∪ d(s0,σ′) où σ′ > σ = πD∗
∗ + γ+.

Or s0 est un point arbitraire de Fr(D∗,0) ∩ (C r E∗).

On a donc démontré ce théorème.
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