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RÉSUMÉ. Nousmontrons,danscepapier, quelessystèmestemps-réelconstituésdetâchespéri-
odiqueset sporadiquesinterdépendantesà duréed’exécutionvariablespeuventêtre validées
temporellementà partir d’une méthodologie à basede langages rationnels.Ceci établit la
cyclicitédesséquencesd’ordonnancementspour cessystèmesdetâches.

ABSTRACT. We showthat real-timesystemscomposedof bothperiodicandsporadic interdepen-
denttaskswhich CPU timeis not fixedcanbevalidatedfroma methodology basedon rational
languages.Thispropertyleadsto thecyclicityof theschdulingsequencesfor such systems.
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2 ModélisationdesSystèmesRéactifs.

1. Intr oduction

1.1. Lessystèmestemps-réel

Par essencemême,un systèmetemps-réelestd’unepartréactif (cardevantpren-
dreencompte,à la volée,les informationsentrantesqui lui indiquentl’évolution du
procédédanssonenvironnementphysique),et d’autrepartconcurrent (car l’ensem-
ble desopérationsrelativesaupilotage–observationsde l’environnementet actesde
conduite–doivent être réaliséessimultanément).Il estdoncnaturellementcomposé
d’un ensemblede tâchesélémentaires,chacuned’elles implémentantune réaction
(ou unepartiederéaction)quele systèmedevra fournir à unesollicitationextérieure
(qui s’exprimesousla formed’un événement).

Certainesinformationsentrantdansle systèmesuiventdesflotsréguliers: cesont,
généralement,desdonnéestransmisespar descapteurspériodiques.Les tâchesde
lectureet de traitementde ces informationsdoivent donc être synchroniséesavec
les capteursen question.Ce sont destâchespériodiques. Si le systèmecomporte
n tâchespériodiques,nousles appelonsici ������� ���
	 �
� ��� . Dansle modèleclassiquede
tâchestemps-réel[LIU 73], la spécificationtemporellede ��� estconstituéeparla don-
néedequatrecaractéristiques:

– La datedepremièreactivation (notée��� ) estl’instantdecréationde � � (l’orig-
inedestempsest ��������
	 �
� ��� ��� � � )

– Le période (notée��� ) estle délaiséparantdeuxactivationssuccessivesde � �
– Le délai critique (noté � � ) estle délai séparantla dated’activationd’uneoc-

currencede ��� de la dateà laquellel’exécutionde cetteoccurrencedoit être
terminée(cettedateestnomméeéchéancedel’occurrencede ��� )

– La durée d’exécution (notée � � ) est la duréependantlaquellechaqueoccur-
rencede ��� devradisposerd’un processeurpourpouvoir terminersonexécution

Notonsquedatede première activation, périodeet délai critique sont imposéspar
le procédéà piloter. À ce titre, ce sontdesparamètreshérités.À l’opposé,la durée
d’exécutionest un paramètresynthétiséà partir descaractéristiquesdu processeur
cibleet du corpsde � � .

Lessignauxd’alarmes,ou lesinterventionsd’un éventuelsuperviseur, constituent
lesflots d’informationsentrantesnon-périodiques.Les tâchesdepriseen comptede
cesinformations,activéesuniquementlorsquec’est nécessaire,sontappeléestâches
sporadiquesou apériodiques. Unetâchesporadiqueestcaractériséepar la connais-
sanced’un délaiminimumséparantdeuxdesesoccurrencessuccessives.Dansle cas
où un tel délainepeutêtregaranti,la tâcheestdite apériodique.Si le systèmecom-
portep tâchessporadiques1, nouslesappelonsici � �!��� ���
	 �"� #
� .
�
. Nousnousfocalisonsici surlessystèmesconstituésdetâchespériodiquesetsporadiques
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long 3

1.2. Techniquesdevalidation

Avant samiseen exploitation, tout systèmedoit êtrevalidé,de façonà garantir
quesoncomportementcorrespondauxbesoinsaffichés.Ceciestparticulièrementvrai
pourlesapplicationsdecontrôle-commande.Pourlesapplicationstemps-réel,la val-
idationcomportedeuxaspects.D’une part la classiquevalidationfonctionnelle,mais
égalementla validationtemporelle2 : il s’agit de garantirque,quellequesoit l’évo-
lution du procédé,le systèmetemps-réelestapteà traiter correctement(c’est à dire
enrespectantsescontraintestemporelles) l’ensembledessignauxsusceptiblesdese
présenter. Le pilotaged’un systèmetemps-réelestclassiquementabordésuivantdeux
approchesdifférentes(voir unesynthèsefourniedans[GRO 99]) : l’ordonnancement
en ligne et l’ordonnancementhors-ligne.

1.2.1. Politiquesenligne

Le pilotageen ligne consisteà implanterdansla machinecible un ordonnanceur
qui s’appuiesurunepolitiquespécifique(baséesurdespriorités,oùsurlesparamètres
temporelsdestâches,parexemple): chaqueévénement(signalou commutation)voit
l’ordonnanceurélire la prochainetâcheen fonction de sapolitique. Cetteapproche
a motivé un grandnombrede travaux ([CHO 99], par exemple,pour les systèmes
périodiques,[BAK 91] proposedespolitiquesadaptéesà la gestiondesressources
critiques,on trouveradans[DEL 99] unesynthèsesur l’intégration dessporadiques
danscetteapproche).Si l’approcheenligneestsouple,elleesttoutefoislimitéeparsa
non-optimalité3 dèsqueles tâchessontinterdépendantes(c’està dire à peuprèstout
le temps,danslescasréels!).

1.2.2. Politiqueshors-ligne

En toutegénéralité,le problèmede décisionde l’ordonnançabilitéd’un système
temps-réelestNP-difficile [BAR 90]. Il estdoncillusoire derechercherunepolitique
en ligne optimaledansle casgénéral.Cet étatde fait a motivé la miseen placede
stratégiesbaséessur l’énumérationexhaustive desordonnancementspossiblesd’une
configurationdonnée: lesstratégieshorsligne.Ici, l’énumérationpermet,dèslorsque
la configurationestordonnançable,d’exhiberuneséquencevalidequi, implantéedans
un séquenceur, piloteral’application.

Pour les systèmespériodiques4, la productiond’une telle séquencesupposela
connaissancede la duréeminimale de simulation.[LEU 80] en fournit une borne,
et [GRO 99] généralisecerésultat.

Lesméthodeshors-lignes’appuientsurdesmodèlesdetâches,àbasedesystèmes
à états(automateset réseauxde Petri). Certainssont à tempsexplicite [ALU 94]$
. Un bonrésultatrenduhorsdélaiestfaux%
. Un algorithmed’ordonnancementestoptimal si il n’échouequesur les configurationsde

tâchesqui nepeuventêtreordonnancées(voir [GRO 99] pourunedéfinitionformelledel’opti-
malité)&
. i.e. uniquementconstituésdetâchespériodiques
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4 ModélisationdesSystèmesRéactifs.

[FLO 85] [RAM 74] (on parle de modèlestemporisés), d’autresà tempsimplicite
[CHO 96]. Les modèlesà tempsexplicite sontexploitésvia destechniquesde sim-
ulation, ceuxà tempsimplicite via destechniquesd’analyse.Dansles deuxcas,un
premieraxe d’étudeconsisteà produiredestechniquesde modélisationexhaustives
(i.e. qui prennenten comptel’ensembledes configurationsréellespossibles).Par
ailleurs, les complexités temporellesde décisionétantexponentielles,un axe ma-
jeur des travaux est la mise en œuvrede techniquesd’améliorationdes tempsde
calcul (essentiellementpar la détectionprécocedebranchescorrespondantà descas
d’échec).Lessystèmespériodiquesinterdépendantspour lesquelsles tâchesont une
duréed’exécutionfixéesontpris encompte.Évidemment,cecasdefigureesttout à
fait irréaliste,puisquedèsquele corpsd’exécutiond’unetâcheintègreun testdu type
If. . .Then.. .Else.. ., on sort du modèle.Dansce cas,on valide usuellementen prati-
quantla techniquede la pire duréed’exécution. Les matérielsjugésaptesà piloter
l’applicationétudiéesont,engénéral,trèsfortementsur-évalués.Mais à ceproblème
d’inefficacités’ajouteun problèmedefond, qui invalidetotalementl’approche,dans
le casd’interdépendenceentretâches(ressources,communication): l’instabilité des
algorithmesd’ordonnancement5.

1.2.3. Validation

Valider uneapplicationtemps-réel(i.e. un systêmede tâches)consisteà prouver
que,quellequesoit l’évolutionduprocédéqu’ellepilote,ellenesetrouverajamaisen
situationdeviolationdesescontraintestemporelles.Danslecasoùl’objectif estunpi-
lotageenligne,la validations’obtientàl’aide detechniquesdesimulation.Dansle cas
hors-ligne,on utilise destechniquesde model-checkingpourproduireuneséquence
d’ordonnancementenaccordaveclescontraintesspécifiées.

Lesméthodesdevalidationtemporellebaséessurl’approchepirecassontutilisées
danstouslesateliersindustrielsexistants,et supposéesvalidesdanstousles travaux
scientifiquesquenousconnaissonsàcejour. Pourtant,le problèmedel’instabilité des
algorithmesd’ordonnancementmontrequecesapprochessonten fait invalidesdans
la quasi-totalitédescasréels.

Notre proposest ici de comblerce vide en matièrede validation temporellede
systèmescritiques.Dansce papier, nousétablissonsune techniquede décisionde
la validité temporellepourdessystèmesde tâchestmpes-réelcomportantdessurées
d’exécutionvariables,etnousétendonsle résultatdela cyclicité desordonnancements
validesàdetelssystèmesdetâches,enenvironnementmulti-processeur.

'
. Le problèmedel’instabilité s’exprimeainsi: unordonnancementtemporellementvalidepour

un système(*)
+�, +�-/. 021 3�4 de tâchesde duréesd’exécution (�56+ , +*-/. 021 3�4 peutêtrenon valide si la
duréedel’une desoccurrencesdel’une des )"+ eststrictementinférieureà 56+ . On trouveraune
descriptiondétailléede ce problème–en généralnon abordé–et de sesconséquences,dans
[CHO 00], pp 73& 74.
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long 5

1.3. Cadredu travail

Nous avons introduit dans[GEN 00] une techniquede modélisationde tâches
temps-réelàbased’automatesfinis, etnousavonsmontréqu’elleprendencompteles
configurationsdetâchespériodiquesinterdépendantesà duréed’exécutionfixe.Dans
[GEN 01], nousprenonsen compteles tâchessporadiques(qui peuvent être inter-
dépendantesaveclespériodiques),et nousintroduisonsuneméthodeà basedeséries
géneratrices,pourdéciderapriori del’ordonnançabilitédecertainessporadiques.

Le tempsy étantimplicite,notremodèleprésente,parrapportauxautresapproches
orientéesmodèles(automatestemporisés[ACE98], réseauxde Petri [GRO 99]) un
certainnombred’avantages.D’une part, il permetde disposerde processusde déci-
sionbaséssur les techniquesd’analysedesautomatesfinis, dont la puissance,l’effi-
cacitéet la modularitésontétabliesdepuislongtemps.Parexemple,le résultatcentral
de [GRO 99], qui établit la cyclicité desordonnancementsen environnementmono
processeursdesystèmesdetâchesinterdépendants,seretrouve,dansnotreapproche,
commeuncorollairedela rationnalitédel’ensembledescomportementsvalidesd’une
applicationtemps-réel.La rationnalitédecetensemblepersistantenmulti-processeur,
nouspouvonsd’oresetdéjàaffirmerque,pourlestâchesàduréesfixes,la cyclicité des
ordonnancementspersisteenmulti-processeurs.D’autrepart,l’aspectcomportemen-
tal denotreapprochepermetl’expressiondepropriétésassezfines,plusdifficilement
exprimablespard’autresapproches,soit parcequ’ellesnécessitentdesmanipulations
équationnellesélaborées(approchestemporisées), soit parcequ’ellesimposentsdes
définitionsstructurellesassezlourdes(approchesréseauxdePetri, parexemple).

Ici, aprèsunesynthèsede la modélisationet une réflexion sur les méthodesde
calcul lesplusadaptées,nousmontronsquela modélisations’adaptebienauxtâches
à duréesvariables,et nousgénéralisonsle résultatde la cyclicité à ce casd’étude.
Noussommesdoncenmesuredeprendreencomptele problèmede l’instabilité des
algorithmesd’ordonnancement: c’estlà un apportcentraldenotreméthode.

Ce résultatmontreque ce modèlepossèdeune expressivité suffisantepour l’é-
tudede systèmestemps-réelquelconqueset réels.Par rapportaux modèlestempo-
risés[RAM 74][ACE98], il présentel’intérêt d’impliciter le temps,et doncd’utiliser
lestechniquesdemodelcheckinglesplusperformantesqui soient: cellesdu modèle
desautomatesfinis déterministes.

2. Modélisation de tâchesà contraintesstrictes

Nousnousintéressonsici à la validation temporelled’applications.Notre mod-
èle doit doncêtreà mêmede répondreà desquestionscentréessur l’aspectopéra-
tionnel (respectdeséchéances,donc),et non sur l’aspectfonctionnel(ce quefait le
programme).Dansun premiertemps,nousprésentonssuccinctementla modélisation
temporelle[GEN 00] pourlestâchesàduréesfixes.Nousétendonsensuitecettemod-
élisationauxtâchesà duréesvariables.
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6 ModélisationdesSystèmesRéactifs.

2.1. Tâchespériodiquesà duréed’exécutionfixe

Intéressonsnousici à la tâche6 ��� , dont lesparamètrestemporelssont �7� , 89� , :��
et ;<� . À partir desadated’activation(un entierde ���>=?;@��A ), chaqueoccurrencede��� doit impérativementsevoir allouerun processeurpendantexactement8B� unités
de tempssur sa période.En représentantpar le symbole C � l’activité de � � , et par
le symbole D l’inactivité de � � , tout mot de CFEHG�JI DLK G�MHEHG correspond,sur tout inter-
valle temporeldu type [ � � =ON<P ; � ,� � =QN<P ; � =O: � [, à uneconfigurationd’allocation
d’un processeurà � � compatibleavecsescontraintestemporelles.Cetensembleestra-
tionnel.Prendreencomptele fait que,surl’intervalle[ � � =RN<P ; � =S: � ,� � =T� NU=WV��
P ; � [,��� esttoujoursinactive, revient à suffixer tout mot de CXE G� I DYK G�MHEHG par DYZ G�M K G . La
concaténationde cesdeux langagesest le langageCXE[G�TI DLK G MHE G DYZ G M K G , également
rationnel.Sur le planopérationnel,��� estla suite �����*\7� \ �Y] desesoccurrences.Donc,
allouerglobalementà ��� un processeurde manièrecompatibleavec sescontraintes
temporellesrevient à allouerà chacunedesoccurrences� ��\ un processeurdemanière
compatibleavecsescontraintestemporelles.Chaquemot ^ de CFE G�JI DLK G�MHEHG DYZ G�M K G
est de longueur ;@� : il décrit une configurationd’allocation valide7 du processeur

à uneoccurrencede � � . Donc, si �*^ \ � \ �Y]`_ba@a CXE G�TI DLK G�MHEHG2c DYZ G�M K G2c ]
, le mot^!d/P ^e�6P�P�Pf^g� modéliseuneconfigurationd’allocationdu processeurvalide pour n+1

occurrencesde ��� . D’une façongénérale,tout mot ^ de a@a�C EHG� I DLK G MHE G2c DLZ G M K Gfc>h
modéliseuneconfigurationd’allocation de processeurvalide pour � � sur n’importe
quelintervalle temporeldu type i � � =jN<P ; �fk � � =jN<P ; � =Ql ^mlni , et donc,notamment,sur
l’intervalle i � �ok � � =Ol ^mlni . Étantdonnéque � � est inactive sur l’intervalle i p k � � i , tout

mot DLq G ^ , où ^ _ra@a CXEHG�JI DYK G�M<E[G2c DYZ G�M K Gfc h , modéliseuneconfigurationd’allo-

cationdeprocesseurvalidepour � � surl’intervalle i p k � � =Ql ^ml�i . ^ pouvantdelongueur
arbitrairementgrande(le langageestuneétoiledelangagerationnel),il modéliseles
configurationsd’allocationvalidespourn’importequelleduréedevie dela tâche.Le

langageDLq G aHa7C EHG� I DYK G MHE G2c DLZ G M K Gfc>h estrationnel.Le problèmedel’ordonnance-

menttemps-réelconsiste,à un instantt donnédela vie dela tâche,à pouvoir prédire
sespossibilitésd’évolution dansun environnementdonné.Bien entendu,le passéde
la tâcheestconnu.Pourcequi nousintéresseici, cepasséestsimplementl’historique
desallocationsCPU de � � un mot ^ de sLD k C �2t h . Par construction,̂ estde la forme^ � P u , où ^ �m_ DLq G a@a CXEHG�JI DYK G�M<E[G2c DLZ G2M K G2c h etvxw _ sLD k CF� t h tel que u w _ a CXE G�TI D K G�M<E[G c D Z G�M K G
Donc, ^ estun préfixed’un mot de DLq G a@a�C EHG� I DLK G MHE G2c DLZ G M K Gfcyh . Parailleurs,par

constructionégalement,quel quesoit l’instant f appartenantau futur ]t, ={z [, il ex-

isteun mot ^|� dans a@a CXE G�TI DYK G�MHEHG2c DYZ G�M K Gfc h , et tel que ^|u w ^e� soit de longueur}
. Nousneconsidéronsquele casdestâchesnonréentrantes.~
. c’està dire compatibleaveclescontraintestemporellesdela tâche
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FI G. 1. Motsassociésà unetâcheà duréevariable

supérieureà f. À tout instant t, le passé̂ de ��� est donc un mot du centre8 deDYq G a<a CXE G�TI DLK G�MHEHG2c DYZ G�M K G2c h . Réciproquement,pardéfinition, tout mot du centre

estle passéd’uneconfigurationvalided’allocationdeprocesseurà la tâche.

Définition 1 On appellecomportement temporel valide de la tâche ��� tout mot ^
appartenantau langage 8©¨7ª@«2�Y¨ a DLq G a CXE G�JI DYK G�M<E[G2c DLZ G2M K Gfc h
Un comportementtemporelvalide de ��� modélisedoncuneconfigurationd’alloca-
tion deprocesseurà ��� pourlaquelleon estenmesuredegarantirque ��� disposed’au
moinsunepossibilitéde continuersonexécutionen respectantsescontraintestem-
porelles.Dansla suite,nousnotons¬­�����®� ou,plussuccinctement,¬U� , l’ensembledes
comportementstemporelsvalidesde ��� . Celangageestrationnel..

2.2. Tâchesà duréed’exécutionvariable

Dansle casgénéral,les tâchestemps-réels’appuientsur desprogrammesdont
les comportementssont variables.C’est le casdèsque le programmeintègreune
instruction conditionnelleou de boucle.La duréed’exécutionde la tâchedépend
alorsdu comportementfonctionneldu programme.Pourintégrerce genrede tâches
dansle modèletemporel,il faut modéliserdesduréesd’occupationCPU variables,
maiségalementquelesduréesd’occupationCPUpermisespour � � correspondentex-¯
. Le centredeL estl’ensembledespréfixesdeL indéfinimentprolongeablesdansL.
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8 ModélisationdesSystèmesRéactifs.

actementaux comportementsfonctionnelsengendréspar le programmesous-jacent.
Considérons,par exemple, le programmeprésentéen Figure 1. On lui associesa
représentationcanoniquesousforme d’automatefini, en appliquantle morphisme° ªy±�«2��²H³´«2µ�¶�ª¸·[¹ C � à l’ensembledesétiquettes.Tout chemindanscet automate
est étiquetépar un mot de la forme C \

, où j est la duréed’allocation CPU néces-
sairepour l’exécutiondu comportementcorrespondantde la tâche.Dansle casde

cet exemple,l’ensembleest CXºU»FCXº k CX¼F½m¾<CXº k C@»/CXºU»¿C k CXº¿½<½ ¼ÁÀ C@Â , qui s’écrit aussi¾ CFÃ k CXÄ kFÅ CXÃÇÆ>¼YÈ
¼ÇÀÁÆ ��É ���
	 d�� ¼ÁÃ � Â . D’une manièregénérale9, cet ensembleestfini. No-

tonsle ¬ EHG . Pour̂ _ ¬ EHG , 8©¨7ª@«2�Y¨©a�DYq G Å7Å�^ I DYK G M6Ê Ë<Ê É DYZ G M K G É h c collectel’ensem-

ble descomportementstemporelsvalidesde � � pour lesquelstoute occurrencede� � possèdeun comportementde duréed’exécution l ^ml . Ce langageest acceptépar
l’automatedont l’allure estprésentéesur la Figure1.c. Nommons �*^eÌL�oÌ �/Í les mots
de l’ensemble¬ E G . Étantdonnéque ¬ E G est fini, I l’est également.Les comporte-
mentsdesdifférentesoccurrencesde ��� correspondentà des ^ Ì non nécessairement
égaux.Un comportementtemporelvalide de ��� est donc,globalement,élementde8©¨�ª@«2�Y¨ÏÎ>DYq G ÎÑÐÌ �/Í a�^ I D K G MgÊ Ë@Ê c D Z G M K G2Ò h Ò . I étantun ensemblefini, celangage

estrationnel(l’allure del’automateassociéestprésentéenFigure1.d).

Lestâchessporadiquesétantégalementmodélisablespardeslangagesrationnels,
elless’intègrentparfaitementdanscetteétude.Le procédédetraitementestle même.

3. Modélisation desystèmesde tâches

Uneapplicationtemps-réelestconstituéed’un ensembledetâches,indépendantes
ou interdépendantes.Nous nous intéressonsici aux applicationstemps-réelà con-
traintesstrictes,donc uniquementconstituéesde tâchessoumisesà descontraintes
temporellesstrictes.Unetelleapplicationestdéfinieparla donnéededeuxfamillesde
tâches�����®� ���
	 �
� ��� et � �!��� ���
	 �"� #
� : les �!� sontdessporadiques,et les ��� despériodiques.

3.1. Fonctionnementsimultanédel’ensembledestâches

Un systèmetemps-réelétantréactif, les tâchesqui le composentfonctionnentsi-
multanément.Cettesimultanéïtéest modéliséepar desproduits de Hadamard de
langages: si ��Óm�®� ���
	 �
� ��� sontdesalphabets,le produitdeHadamardestle morphismeÔ
. Notrehypothèserestrictive estici deconsidérerquelesprogrammesnecomportent,comme

boucles,quedesinstructionsde type For. . .Do, pour lesquellesle nombred’itérationsestdé-
cidablestatiquement: dansle cadredesystèmestemps-réelsà contraintesstrictes,il s’agit une
restrictionraisonnable.. .

ha
l-0

03
45

91
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

10
 D

ec
 2

00
8



long 9
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FI G. 2. DesproduitsdeHadamard pourmodéliserlessystèmesdetâches

deconcaténation��Ó � � ���
	 �
� ��� ·[¹ Ì
ñ �òÌ
ñ � Ó �ôó ��C � � ���
	 �
� ���|õ·H¹ ö÷ C �óC �ùøú . La sémantique

associéauproduitdeHadamardd’unefamilledelettres(chaquelettrereprésentantl’é-
tat d’activité d’unetâche)estla simultanéïté10(Voir Figure2.Gauche).Dansla suite,

nousnotons
� ñ �û� ñ � ¬U� le produit de Hadamarddeslangages��¬U��� ���
	 �"� �Y� . Notonsquele

produitdeHadamardd’unefamille decentresde langagesrationnelsresteun centre
delangagesrationnels[EIL 76]. La notiondecomportementtemporelvalide,définie
plushautpourlestâches,s’étendnaturellementauxsystèmesdetâches.

Définition 2 On appellecomportementtemporel valided’uneapplicationtemps-réel
à contraintesstrictesconstituéede deuxfamilles de tâches ��� � � ���
	 �
� ��� et ��� � � ���
	 �"� #
�
indépendantestoutmotde ü � ñ �û� ñ � ¬­�����®�fý û ü � ñ #û� ñ � ¬m���g� �2ý
Dansla suitede ce travail, nousnotonsindiféremment¬­�Á��� � � ���
	 �"� ��� k � � � � ���
	 �"� #
� � ouü � ñ �û� ñ � ¬­�����®� ý û ü � ñ #û� ñ � ¬m���g� � ý cetensemble.

3.2. Interdépendancedestâches

Lorsquelestâchescommuniquentou partagentdesressourcescritiques,l’ensem-
ble descomportementstemporelsvalidesde l’application est un sous-ensemblede¬ a ������� ���
	 �"� ��� k � �!��� ���
	 �"� #
� c : certainespériodesd’activité de certainestâchessetrou-

vent retardées,du fait de l’exclusionmutuellesur l’accèsaux ressources,où du fait
de l’attentede messages.Certainescomportementstemporelsvalidesdansle casde
l’indépendancedestâchesnesontplusvalides.Pourdétectercescomportements,nous�"þ

. Dansle cadrede la modélisationde systèmesconcurrents,cetteapprochea étéintroduite
par[ARN 94].
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10 ModélisationdesSystèmesRéactifs.

utilisonsunetâchevirtuelle associéeà la ressource,et dont l’objet estde tracerses
états.Par ailleurs,nousmodifionsle morphismeµ�ªy±�«2��²H³´«2µ�¶�ªÿ¹ C � de façonà ce
qu’il laisseinchangéeslesinstructionscritiques.Commeil gardesapropriétédemor-
phisme, lesrésultatsdécritsplushautrestentvalides.

Nousutilisons la techniqueconçuepar Arnold et Nivat [ARN 94] pour la mod-
élisationde la synchronisationde processusconcurrents.Formellement,le calcul du
langagedescomportementsvalidess’exprime de la façonsuivante.Soit � � ��� ���
	 �"� q �l’ensembledesressources(resp.messages)partagées(resp.transmisou reçus)par
les tâches������� ���
	 �
� ��� . À chaque

� � , nousassocionsle langage¬­� � ��� destinéà tracer
son historique.

� � peutdonc apparaîtreà un ou plusieursexemplaires,à condition
quele nombred’exemplairessoit fini11. Nousconstruisonsensuitele langage¬����ü � ñ �û� ñ � ¬­��� � � ý û ü � ñ qû� ñ � ¬­� � � � ý . Soit maintenantS le sous-ensemblede l’alphabetsup-

portde ¬�� dontchaqueélément� vérifie la propriété

� ��µ k	� � _ i�V k ��

� s�� k��Ït¿k �L� Æ ��� ����� v�� � _ i�V k ª�
 tel que � \ � �
S contientdoncl’ensembledesconfigurationsd’activité instantannéevalidesdu sys-
tème: lorsqu’unetâcheeffectueuneinstructioncritique(PouV, lorsqu’il s’agitd’une
ressource,S ou R lorsqu’il s’agit d’unetransmission),la tâchevirtuelle qui tracel’é-
tat de la ressourcecorrespondantela prendeffectivementen compte.On appellece
langagele produit synchronisédu systèmedetâches.

3.3. Application au calcul d’ordonnançabilité

3.3.1. Casdestâchesà duréesfixes

L’intersectiondelangagesn’estpasinternedansla classedescentresdelangages
rationnels.Dansnotreétude,cettepropriététraduitle fait quele partagederessources
(parexemple)entreª tâchessoumisesàdescontraintesstrictespeutamenercertaines
d’entreellesensituationdefautetemporelle.Cerésultatestbienconnu,et a motivé
dansle passéun grandnombredetravaux[BAK 91], l’objet étantdedéciderdel’or-
donnançabilitédusystèmedetâchesdanscecontexted’interdépendance.Nousallons
voir quenotreapprochepermetunerésolutionextrêmementefficacedeceproblème.

Le produitsynchronisé¬?a/� ����� ���
	 �"� ��� c estpartitionnéen

8©¨7ª@«2�Y¨{a7¬ja¿������� ���
	 �"� �Y� c@c�� a�¬ja¿� ��� � ���
	 �
� ��� c<c�� 8©¨7ª@«2�Y¨©a7¬?a/������� ���
	 �
� ��� c@c
Lacomposante8©¨7ª@«2��¨{a�¬ja¿��� � � ���
	 �
� ��� c<c collectel’ensembledescomportementstem-

porelsvalides,alorsquela composantea�¬ja¿������� ���
	 �"� �Y� c<c�� 8©¨7ª@«2�Y¨©a�¬ja¿�����®� ���
	 �
� ��� c@c���
. Cen’estpasvraimentunerestriction,pourunsystèmeréel.
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long 11

collectelescomportementstemporelsnonvalides: n’appartenantpasaucentredulan-
gage,ils modélisentlesséquencesd’allocationCPUauxdifférentestâchestellesqu’il
est certainque,dansle futur, l’une au moins destâchesne serapasen mesurede
respecterseséchéancestemporelles.Le centredu produit synchroniséfournit donc
exactementl’ensembledescomportementsvalides.L’ordonnançabilitédela configu-

rationestdoncobtenueà partir du prédicat8©¨7ª@«2�Y¨©a7¬?a/������� ���
	 �
� ��� c@c���! .
3.3.2. Casdestâchesà duréesvariables

Lorsqueles tâchessontà duréesvariables,le calcul du centrene suffit plus car,
pourunetâchedonnée,la synchronisationparla techniqued’Arnold-Nivatpeutinter-
direà la tâchecertainsdesescomportementsindividuels(parexemplelespluslongs),
et en autoriserd’autres.Prisetel quel, la méthodede validation temporelledécrite
ci-dessusdécidela propriétépourchaquetâche, il existeaumoinsunchemind’exécu-
tion toujoursvalide. Cettepropriétéest,bienentendu,totalementinsuffisante: il n’est
(fonctionnellement)pastolérableque le champde fonctionnementd’une tâchesoit
restreintpar le système.Il estdoncnécessairededécidersi unetâcheconserve,dans
unmodèletemporelsynchroniséd’application,la possibilitéd’exécuterl’ensemblede
seschemins.Pource faire, il va suffire de renforcerla notion de validité temporelle
descomportements.

Poursimplifier le discours,nousraisonnonsici surdestâchespériodiquesunique-
ment.toutefois,commetout le raisonnementreposesur la rationnalitédesmodèles
temporelsdetâches,il restevalidepour lessystèmesintégrantdessporadiques.Con-
sidérons,par exemple, le cas d’une systèmede tâches ������� ���
	 �"� �Y� , chaque��� pou-
vant (ou non) êtreà duréevariable.Les tâches�7� et � º sontamenéesà partagerune
ressourcecritique.Le programmeassociéà �7� estdonnéenFigure3.Gauche12. Mais
leursprogrammesrespectifssontconçusde elle sorteque,lorsqu’il y a partage,au-
cunedesdeuxtâchesn’est à mêmede respecterseséchéances.Le résultatnormale-
mentattenduestquele systèmen’estpasordonnançable.Or, pourchacunedesdeux
tâches,il existeraunepossibilitéde fonctionnementcompatibleavecsescontraintes
temporelles.Pourla tâche� � , cesontl’ensembledescheminsexcluantle partagede
ressourceavec � º . La partieconsidéréecommetemporellementvalidedu programme
de � � estdonnéeennoir dansle Figure3.Droite,la partieengrisé,considéréecomme
nontemporellementvalide,étantsimplementignoréepar l’analysed’ordonnançabil-
ité. Danscecasprécis,le résultatd’ordonnançabilitéfourni par la méthodeestfaux:
le systèmeestdiagnostiquécommeétantordonnançable,alorsqu’il nel’est pas.Cette
propriétédoit être caractérisée,pour déterminersi la configurationest acceptable:
c’est le cas si chaquetâchedisposede la possibilité de suivre l’ensemblede ses
chemins.Cecinousamèneà la définitionsuivante:

Définition 3 Un systèmedetâches ������� ���
	 �
� ��� estglobalementordonnançablesi tout
chemindetoutetâcheestpossiblepour chacunedesesoccurrences.�
$

. Dansla suite,on appellerachemin d’exécution –ousimplementchemin– dela tâchetoute
traced’un chemindansl’automatecanoniquementassociéà ceprogramme.On notera"Q(*)"+ ,
l’ensemblefini deceschemins.
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12 ModélisationdesSystèmesRéactifs.
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FI G. 3. Comportementsnonglobalementvalides

Un mot ^ duproduitestdela forme ö÷ ^e��*ó^|�,+ øú ö÷ ^ º *ó^ º + øú P�P�PP�P�PP�P�P ö÷ ^ Ê Ë@Ê *ó^ Ê Ë@Ê + øú . Projeté

sursa µ èmecomposante,^ fournit -[�Ç�*^9��� Å ^ � G É Å ^ º G É P�P�P Å ^ Ê Ë@Ê G É , élément
de ¬ �*����� . Si,danscecomportement,onsupprimel’ensembledesD (correspondantaux
instantsd’inactivitéde � � , onobtientunchemind’exécutionde � � . La configurationest

validesi, dans8©¨�ª@«2�Y¨{a7¬ja¿������� ���
	 �"� �Y� c@c , cecheminpeutêtrecoupléavecl’ensemble

descheminsd’exécutionde l’ensembledesautrestâches,dansle respectdescon-
traintestemporellesdel’ensembledel’application.C’estcequenousexprimonsdans
la propriétésuivante,enpréalabledelaquellenousposonsquelquesnotations.
Notation
Dansla suite,pour tout µ _ inV k ª�
 , on note - � le morphisme� � \ � ���
	 �"� ��� ¹ �[� . Pour

toutalphabet. et tout Ó0/1. , onnote -32 le morphisme

4 � _ Ó657-32 � � �8� �� �_ Ó657-32 � � �8�:9 et

par -<; 2 le morphisme

4 � _ Ó157-�; 2 � � �8�69� �_ Ó157-�; 2 � � �8� �
Le résultatsuivantpermetde décidersi le centredu produit synchronisécollecte

exactementl’ensembledescomportementstemporelsglobalementvalidesd’un sys-
tèmedetâches:

Théorème4 Un ensemblede tâches �����2� ���
	 �
� ��� estglobalementordonnançablesur
uneconfigurationmatérielledonnéesi etseulementsi

� � �H� � ���
	 �
� ��� _ � ñ �ò� ñ � �>= ��� � �Ç� k v ^ _ 8©¨�ª@«2�Y¨ a ¬ a ��� � � ���
	 �"� �Y� c<c tel que

� µ _ inV k ª�
 k - ;@? �>- � ��^9�o�8� �[�
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long 13

Les ensembleA s Ressources

R
B

1C
τD 6
E

R
B

2
F τD 5

G
R
B

3
H

τD 4
I

R
B

1C R
B

2
F∩J

τD 2
F

R
B

1C R
B

3
H∩J

τD 3
H

R
B

2
F R
B

3
H∩J

τD 1C τD 7
K

R
B

1C R
B

2
F∩J R
B

3
H∩J

∅
L

M M MN N N N
tO

NombreA  d’états

0
P

12
Q

0
60
P

5
G

10
R

15
G

2
F

0
R

2
F

5
G

30
R

35
G

18S 0

Produit orieA nté tâches
Produit orient

T
é ressources

U
Produit synch

V
ronisé centré

tO
NombreA  d’états

0
P

12
Q

0
60
P

5
G

10
R

15
G

2
F

0
R

2
F

5
G

30
R

35
G

18S 0

Exemple de configW uration de tâches 
partageant des ressources critiques

τD 1CτD 2F τD 3H
τD 4
I

τD 5
G

τD 6
EτD 7KR

B
1C R

B
2
F

R
B

3
H

FI G. 4. Uneconfigurationdetâches

L’ordonnançabilitéglobaleestdoncunecaractéristiqueducentredu produitsynchro-
nisé: soit le systèmeestglobalementordonnançableet,danscecas,le centrefournit
l’ensembledesséquencesd’ordonnancementvalides,soit il nel’est pas,et la spécifi-
cationdoit êtrerevueenamont.

Si le systèmedetâchesestordonnançable,l’ensembledesesséquencesd’ordon-
nancementvalidesestunlangagerationnel.Le lemmedel’étoile permetdonc,àpartir
du théorème4, d’obtenir le résultatsuivant,qui généralisecelui de[GRO 99] aucas
d’une part dessystèmesde tâchesà duréesvariables,et d’autrepart au casdesor-
donnancementsen environnementmulti-processeurs(sousl’hypothèsede migration
totaledestâches):

Corollair e5 Soit ��� � � ���
	 �
� ��� un ensembledetâchesinterdépendantes,à duréesvari-
ables,à ordonnancersur une configuration matériellemono-processeurou multi-
processeurs.Lesséquencesd’ordonnancementvalidespourcesystèmesontcycliques.

4. Recherched’une stratégieefficacepour le produit synchronisé

Notrebut estici d’étudierlesstratégiesdecalculpermettantdelimiter la taille des
automatesrésultantdescalculsintermédiairesintervenantlors de la constructiondu
modèletemporel8©¨7ª@«2��¨{a7¬ja¿�����®� ���
	 �
� ��� c<c .

Considérons,parexemple,uneconfigurationdesepttâchespériodiques,possédant
chacunelescaractéristiques� � � p , 8 � �0X , : � �0Y , ; � �`V�p , le systèmepartageant
trois ressources(voir figure4). Nousappelonsensembleressource lesensembles

� �
contenantlestâches� � qui utilisentla ressource

� � (Voir Figure4).Surcetexemple,le
produitdeHadamardet la synchronisationcorrespondantesontréalisésdela manière
suivante(lesopérationssontréaliséesdansl’ordre d’écriture):��¬ ��� � � û ¬ �*� º � û ¬ �*� ¼ � û ¬ ���[Z�� û ¬ ��� À � û ¬ �*� Ã � û ¬ �*� Ä �o��\^]
Lesautomatesassociésaux ��� comportentchacununecinquantained’états.Le calcul
du modèletemporelpassepar un produit de Hadamard(concernanttrois tâches)deV k�_a` �JV�p Z états,le produitdesepttâchesencomporteb k�c V _d` �TV7p �Ç� et enfinaprès
la synchronisation,le modèletemporelobtenucommerésultatcontient131états.
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14 ModélisationdesSystèmesRéactifs.

La méthodenaïve consisteà calculerd’abordle produitdeHadamarddes ¬ ������� ,
puisà synchroniser. La complexité esten e Î3fdf ³hg���
	 �
� ��� ��; � � Ò .

Le nombred’étatsde l’automaterésultatest nettementplus petit que celui des
automatesintermédiaires.En fait, les synchronisations(partagede ressources),im-
plémentéessousla formed’intersectionsdelangages,ont poureffet desupprimerles
partiesinutiles desautomates.En les effectuantle plus tôt possible,on retardel’ex-
plosioncombinatoire,voiremêmeonl’évite, si le systèmeestsuffisammentcontraint.
Nousintercalonsdoncles synchronisationsavec les ressourcesentreles produitsde
tâches(i.e. on fait systématiquementun produitdedeuxautomatesquel’on synchro-
niseimmédiatement).

Soient] # l’ensembledesconfigurationsinstantanéesdanslesquellesle nombrede
tâchesactivesestinférieurou égalaunombredeprocesseursdisponibles,

� � l’auto-
matevirtuel associéà la ressource

� � [ARN 94], et ] � l’ensembledesn-upletscor-
respondantaux configurationsinstantannéesconformesau protocoled’utilisation de� � . Surl’exemple,la formeduproduitobtenuenintercalantlessynchronisationsest:�o�®¬ �*�7��� û ¬ �*� º �Á�i\j][#L� û ]y� etc.

Nousavonstestédifférentesapproches:
– Un calculorientétâches, qui consisteà fairele produitdeHadamarddestâches

utilisant la mêmeressourcepuis à synchroniseravec ]@� , ceci successivement
pourtouteslesressources

– Un calculorientéressources, qui traited’abordlesensemblesdetâchesqui sont
soumisesaux plus fortescontraintespour maximiserla suppressionde transi-
tionsdueà la synchronisationsurlesressources

Pour le calcul orienté tâches, nousprenonsles ensemblesressourcesun par un et
calculonsd’abordle produit de Hadamard(synchronisésur le nombrede tâchesac-
tives)detouteslestâchesd’un ensembleressource

� � puisnoussynchronisonsavecla
ressourcecorrespondante] q (les

� � sonttraitś dansl’ordre croissantdescardinaux).
La figure4 présentel’évolution del’occupationmémoireenfonctiondu temps,pour
notreexempletest.La croissancedu nombred’étatsen fonction du tempstraduit la
bonnequalitédela stratégiedecoupuredesautomates.

Pourle calculorientéressources, nouscommençonsparlestâchesqui utilisent le
plusderessources.On calculelesensembles

� � , puis lesclassesd’équivalencei � �h
 ,i � º 
 , . . ., i � � k � º 
 , i � � k � ¼ 
 , . . ., i � � k � º k � ¼ 
 , . . ., qui vérifient13

� � _lk a
¾ � � � � ���
	 �"� ��� Â c k i � 
<� ¾ � \ telsque � \ ¹ �
et � \ �¹ a
¾ � � � � ���
	 �"� ��� Â � � c Â

Chacundecesensemblescontientles tâchesqui utilisent les ressourcesindiquéeset
uniquementcelleslà. Ainsi, chaquetâchen’apparaîtquedansun de cesensembles.
Sur la figure4, on constatequele produitorientéressourcesestmeilleur (ausensdu�"%

. On note )nmpo le fait quela tâche) utilise la ressourceo , et par )@qrmso le fait qu’elle
nel’utilise pas.
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nombred’états)quele produitorientétâchespendantlesquatorzepremièressecondes.
À partir decet instant,la courberessourcessetrouve audessusde la courbetâches.
Celàtraduitl’avanceduproduitorientéressourcessurle produitorientétâches.

Si le centredu langageassociéà uneconfigurationde tâchesestvide, alorscette
configurationn’est pasordonnançable,il en estdoncde mêmepour touteextension
decetteconfiguration.Il fautdoncessayerdedéciderdecetteordonnançabilitéle plus
tôt possible,c’estàdiresurle pluspetitsous-ensemblepossibledela configurationde
tâches.La décisionestalorsacquisepourl’ensembledesystème,et la suitedu calcul
estinutile. Aussi,nousentrelaçonssynchronisationsetcalculsdecentre14. Cettetech-
niqueaméliorele produitorientéressources,dansle sensoù, pouruneconfiguration
donnée,elle permetd’obtenir la décisiond’ordonnançabilitéprécocément.Surnotre
exemple,notamment,elle permetunedétectionbien plus précocede la non ordon-
nançabilité(voir Figure4). Nousappelonscettetechniqueproduitsynchronisécentré.
L’outil développéreposesurcettestratégiedecalcul.

5. Conclusion

L’utilisation deslangagesrationnelspour l’analysed’ordonnançabilités’estdonc
révéléetrèsfructueuse.D’unepart,le modèleestadaptéauxtâchesàduréesvariables,
pourlesquelleslesrésultatsétablisdans[GEN 00] restentvalides,etd’autrepartnous
ètendonsle critèred’ordonnançabilitépourlessystèmesconstituésdetellestâches.À
notreconnaissance,à cejour, un tel critèren’a étéobtenuparaucuneautreapproche.
Par ailleurs,nousétendonsle résultatde la cyclicité desordonnancementsd’un sys-
tèmetemps-réel(établipar[GRO 99] pourlessystèmespériodiquesenenvironnement
mono-processeur)aucasdessystèmesdetâchesàduréesvariablesenenvironnement
multi-processeur, sousl’hypothèsedemigrationtotale.

Pourlessystèmesintégrantdestâchessporadiques,notreméthodologiefournit des
résultatssimilaires.Cestâchespouvantsemodéliserà l’aide de langagesrationnels,
lesrésultatsdedécisiond’ordonnançabilitéet decyclicité obtenuspour lessystèmes
périodiquespersistentpourlessystèmesintégrantdessporadiques.

Actuellement,nousétudionsd’une part les capacitésd’analysede notremodèle
pourlessystèmesdistribués,etd’autrepartlesméthodeseffectivesd’évaluationdela
propriétécaractéristiquedu théorème4. Uneétudeencoursdedémarrageestcentrée
sur l’utilisation du modèletemporelcommeoutil de pilotageeffectif d’applications.
Pourles systèmesde tâchesà duréesvariables,en effet, mêmesi l’ordonnançabilité
globaleestacquise,chaquecommutationde contexte posele problèmedu choix de
la tâcheàsélectionner, choix pourl’instant fortementnondéterministe.Lesfonctions
génératricesintroduitesdans[GEN 01] constituentvraissemblablementunepistein-
téressantepourla levéedecenondéterminisme.Parailleurs,lesétudescomportemen-
talesdu procédéde calcul semblentmontrerqu’une explosioncombinatoirereflète� &

. Le calculdecentreestlinéaireenle nombred’étatsdel’automate,unproduitdeHadamardt�uwv
estproportionnelà x8ydz|{}{�~L( t ,���x8y�z|{}{}~Y( v , .
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16 ModélisationdesSystèmesRéactifs.

souventunesous-chargedu système.Nouscherchonsà raffiner le modèlepour lim-
iter cetteexplosion,tout enconservant la puissancedesoutils d’analysede langages
rationnels,et la compatibilitéavecl’enrichissementdu modèle[GEN 01].
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