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9.1.

Transferts d'énergie IX

dans les plasmas chauds homogénes

Au chapitre 5, nous avons étudié les échanges d’énergie dans les plasmas froids,
en utilisant pour le milieu la description « charges dans le vide »; cette description
nous a permis, en utilisant un modéle trés simple pour tenir compte des collisions,
d’interpréter les équations de bilan d’'énergie dans le cas ol le milieu est faible-
ment dissipatif. Nous aurions pu aussi bien choisir la description diélectrique,
méthode plus générale, mais d’interprétation physique plus difficile.

Dans le cas des plasmas chauds, nous avons vu aux deux précédents chapitres
qu’il existe des mécanismes de pertes d’énergie, méme en 1’absence de collision,
C’est pourquoi, la description « charges dans le vide » ne permettant plus des
interprétations simples, nous allons utiliser maintenant la description diélec-
trique; cette derniére s’applique évidemment aux plasmas froids, ce qui nous
permettra de préciser certains aspects rencontrés au chapitre 5.

Nous allons tout d’abord relier la puissance moyenne dissipée dans le milieu,
P =3T“:“, aux propriétés diélectriques de ce dernier. Puis nous établirons le
théoréme de Poynting pour une onde réelle et une onde complexe. Nous mon-
trerons que dans le cas d’un milieu spatialement dispersif, un flux d’énergie vient
s’ajouter au vecteur de Poynting, et correspond & de I'énergie mécanique trans-
portée par les particules : ainsi par exemple un flux d’énergie acoustique sera
associé 4 1’onde psendosonore.

Puissance dissipée dans le milieu

Dans I’équation (5.2.9), établie au chapitre 5

= & — 1
v. W = = (. E . E¥) et
S+3r EM 4( + J.- E*)e
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le terme du second membre a pu étre interprété comme la puissanceir-g—n dis-

sipée dans le milieu, a condition de calculer J pour une fréquence réelle (Cf. § 5.5.).
Dans le cas ol la frégquence est complexe, nous retrouverons ce résultat général
au § 9.4. Pour 'instant, nous allons donc supposer essentiellement & = w réelle,
y=0.

Pour un plasma stationnaire et homogéne, la composante de Fourier de J
est telle que

J(k, ©) = a(k, w) - E(k, o)

et I’énergie dissipée sur ce mode (k, @) a pour expression

—3?:“ =-i(E*-J +E-J9
=—i(E*-u-E +E-o*.E¥
soit
©.1.1) BT“?=%E*,%,E

ollg, = —; (o + ot) est la partie hermitigue* du tenseur . En termes de tenseur
diélectrique € = g%, on a 6 = iwg, (1 — %), d’ou

(9.1.2) Gj = EUX,

3, = zl! (v — ut) étant la partie antihermitique du tenseur x. Alors

Wo _

(9.1.3) 5

%BDE*-mu-E.

Si o,(w) [oux,(w)] est nul, le milieu est dit sans perte.

Reprenons I’'exemple des oscillations longitudinales de hautes fréquences
d'un plasma froid collisionnel, déja étudié au § 5.5. La constante diélectrique
longitudinale »; vaut alors, pour = complexe

9.1.4) (o) = 1 — %’,5(1 _139-*)

et I’équation de dispersion x(«x) = 0 s’écrit, au premier ordre en v et v,

(9.1.5) () = w0 — iy) =1 — =_p

©?
1. of est le conjugué hermitique de o [complexe conjugué du transposé : (gf)afi = a;ﬂ].
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9.2.

THEOREME DE POYNTING POUR UNE ONDE REELLE
2
9.1.6) kale) = o — iy = — 22 (2 M) g
[4}] ()] €
conduisant a la solution & = w, — i“—;”. déja mentionnée au chapitre 5. L’équa-

tion (9.1.6) montre bien que ’expression (9.1.3), en prenant la valeur de %, pour la

Wp

S s ;
fréguence complexe 2, conduirait a = 0 : il n’y aurait pas de pertes dans

le milieu! Au contraire, la valeur x, (w), pour la partie réelle » de la fréquence «,
est différente de zéro; en effet, de

a .

(9.1.7) she) =i _E§(1_f_“9s)

L] L]
on tire
(9.1.8) () 4 %,(2) = 0

2
(9.1.9) () = 222 = % pour o = o,
@ (O]

D’aprés (9.1.3), on retrouve alors le résultat (5.5.13) (avec We = Wy)

SWp 1
3 2

w0 [E[? 0:%,(6) = 3 e 1E|? v, =2 (4Wy)

Wy

= Z*JQGWE = ZVBEWK -

Théoréme de Poynting pour une onde réelle (k réel, fré-
quence réelle)

A 1’aide des équations de Maxwell

; VXE= —yﬂgﬂ
(9.2.1)

f VxH=cex2E
., a1

le théoréme de Poynting instantané s’écrit encore sous la forme (5.1.5), avec
une densité d’énergie totale instantanée W, telle que

022  GR=Z (JuH H I GE - E) = £ W+ W)
ou Wy représente a la fois 1’énergie électrique de I'onde et 1’énergie cinétique
des particules (il représente la somme des énergies instantanées Wy + Wx de
I’équation (5.1.7)).

Pour les grandeurs moyennes dans le temps, associées & un mode ou k et
w sont réels, le théoréme de Poynting s’écrira (Cf. 5.3.1))
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9.3.

TRANSFERTS D’ENERGIE DANS LES PLASMAS CHAUDS

k-8 =Re[(kxE)-H*) =-—%Re[(k>{H*)-E]

20W,, =%mzo(E*-u-E + E-x*.E*).

Par une transformation analogue a celle du paragraphe précédent, avec la partie

hermitique %, du tenseur »x, x;, = %(u +xt), il vient, pour les densités d’énergie

moyennes i3 nd b
(9.2.3) kK-S =20Wy = 20Wg
oit Wy, est défini en (5.2.10), et en posant

(9.2.4) Wap = i eoE* %, - E.
11 résulte de (9.2.3) la relation

(9.2.5) Wu=Wg

qui correspond a (5.5.20), et exprime 1’égalité entre les deux formes d’énergies,
magnétique d’une part, et, d’autre part, électrostatique et associée aux particules.
Mais Wy ne représente pas la somme des énergies moyennes électrostatique et
cinétigue des particules (Cf. (5.20)); par conséquent, nous allons le voir, la somme
Wy + Wi n'est pas la densité moyenne d’énergie totale.

Théoréeme de Poynting pour un milieu faiblement dissipa-
tif (k réel, fréquence complexe)

Pour une variation temporelle en e—'* avec &« = o — iy, les équations de Maxwell
s’écrivent

(9.3.1)
D’aprés (5.2.6), il vient

{ VXE =ixpH
| VXH = — ixgy x-E.

©32) V.S =£[(a—a*) ueH - H* 4 e E* - (s — ). E]e="

ol x = u (x). En développant x (o — iy) au voisinage de o réelle, avec vy « o,
on a, au premier ordre en vy

() = w(w) — iy % u(w)
soit

() = 360(6) + 7 7 0) = 3, 0)
(9.3.3) P
Ky(5) = #,(0) = ¥ - y(0)
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THEOREME DE POYNTING POUR UN MILIEU FAIBLEMENT DISSIPATIF

puisque % (w) est lui-méme du premier ordre en vy (ce que 1’on vérifiera par la
suite). Alors

o) — a*ul(a) = — 2i !:'f () — o ny(x)]
== 20} 1 D@ + 0 2 ()] — 0%, 3}

D’ol
(9.3.4) o (o) — a*uef(a) = — 2:'% Y % [o x,(w)] — wiy(w) .

}
En portant (9.3.4) dans (9.3.2), il vient

©35 V.85= *lz-r [i woH* - H 4 L gE* . (a—i Vs uh(m)])-E]

— % SE* - 0 u,(w) E ge*z‘f
qui peut s’écrire, en interprétant le terme en 2y d’aprés (5.2.5)

aW, _ W,

3. V.S
(9.3.6) S + 5 5

ou, en accord avec (9.1.3) (il n’y avait pas le facteur e~ * puisqu’alors v était nul)

Z

9.3.7)
et ou
(938) Wo=Wu+ W, avec W, —1cE* E?S [ 3, ()] - E e— 27"

Dzl ‘. . _BTI‘-
5 5 gE* -0 x(w)-Ee

apparait comme la densité d’énergie totale, somme de la densité d’énergie magné-
tique Wy et de la densité d'énergie diélectrique W, (sous forme a la fois de I'éner-
gie électrostatique de 1’onde et de I’énergie associée aux mouvements cohérents
des particules). Dans (9.3.6), le second membre représente la puissance moyenne
D
8t
tion thermique.

La relation (9.3.6) établit donc le théoréme de Poynting pour les milieux ani-
sotropes faiblement dissipatifs et précise, méme en 1'absence de pertes, I'expres-
sion W, de la densité moyenne d’énergie totale du milieu, ce que la description
« charges dans le vide » ne nous avait pas permis de faire dans le cas général d'un
milieu anisotrope.

Revenons, une fois de plus, aux oscillations longitudinales d’un plasma froid
collisionnel; on a, d’aprés (9.1.5)

dissipée dans le milieu, par exemple, sous |’effet des collisions ou de 1’agita-

&\
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On en déduit (W, = 0)

(9.3.9) Wo = § wE*

[ %, (w)]-E e =¥
@

W 1 2 @y — 2yt
Wo =L «|E| 1+mé)e

somme de 1’énergie électrostatique moyenne (1¢F terme) et de 1'énergie cinétiq_ue
moyenne des charges (2¢ terme), qui dans ce cas correspond a la somme Wy — Wy
du § 5.5. Ces énergies sont égales : 1’équation (9.2.5) donne en effet

Wosl =l gE*.%,-E e—2Y!

4
2
=4 «lEl* (1 - ‘:—:f) e—ovt
(9.3.10) 0 =Wy — Wx

et qui, nous I’avons déja dit, traduit le fait que 1’énergie instantanée est tantdt
sous forme électrostatique, tant6t sous forme cinétique. On a donc

(9.3.11) Wo = 2Ws =3 & [E[f e~ ™",

Dans le cas d’un plasma chaud, sans collision, la constante di¢lectrique longitu-
dinale, pour o et k réels, est complexe et sa partie imaginaire a été donnée en
(7.5.4) : on a donc

ol (e
(9.3.12) “a (GEED =t 5 (i) I
k
d’on, d’aprés (9.1.3)

identique & I’expression Py trouvée en (8.7.14) pour le modéle multifaisceaux.
Puisque, d’apres (9.3.6) (avec S = 0)

aw;, S SW_D
—_— = — 2 = —
at TWo 3t
I’amortissement v est donc donné par
2
(9.3.13} "'l‘:'ltmzlmxn:._.fﬂﬂm @
2W, o1 2 2k \w/ _a

en accord avec (7.5.10) (noter le changement designe :ici x = @ iy, tandis qu’au
§ 7.5, on avait posé « = o + iyy).

298



cel-00339201, version 1 - 11 Dec 2008

ATTENUATION DES ONDES DANS UN MILIEU DISSIPATIF

9.4. Atténuation des ondes dans un milieu dissipatif. Valeurs

moyennes dans l'espace

Lorsque le milieu comporte des pertes faibles, il peut exister, & c6té de I’amortis-
sement dans le temps d’un mode propre (k réel donné, fréquence complexe),
des modes qui décroissent dans 1'espace en se propageant dans une direction
donnée (e réelle donnée, indice complexe). On devra alors définir les grandeurs
moyennes dans 1’espace (sur une distance grande devant la quasi-longueur d’onde 3)
de la méme maniére qu’on a défini les moyennes dans le temps (Cf. § 5.2) : avec
B=k-+ix (|x|«|k|), on aura, pour un produit de grandeurs de la forme
A = A e®T, une valeur moyenne dans 1’espace (notée fﬁ pour la distinguer
de la valeur moyenne AB dans le temps, en un point donné)

(9.4.1) ﬁ = %(Aﬁ]gg + A*B,) e—2%r,
cette moyenne, définie & un instant donné, conduit 4 une variation spatiale (sur

des distances grandes devant k! ~ 1) de I’onde considérée a cet instant donné,
caractérisée par

(9.4.2) 2 (AB) = — 25 (AB)

en particulier pour

(9.4.3) S = LEXH* + E*x H) ¢~
on aura

(9.4.4) -a‘"‘i /8= L2y i8

Pour une onde complexe, B = k - ix, « = w — iy, on définira donc une valeur
moyenne, dans le temps et dans 1’espace, par !

AB =ﬁ = ﬁ == i{A"B‘ + A By e—Tt—xr
c’'est-a-dire, d’apres (5.2.6)

(9.4.5) AB — ABe—™-r
En particulier
(9.4.6) 6= l (ExH* + E* x H) ¢~ M-,

Multiplions scalairement (9.4.6) par B et par @*. On a, compte tenu des équations
de Maxwell, écrites pour 1’onde en ¢/ 7—a)

1. L'ordre dans lequel on effectue les moyennes est évidemment indifférent.
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B8.5= i[m#uH-H* + agE*. ). E] e— Y2t

B* .S = %[&“HH-H* 4+ a¥eE.u* . E*] e—tv—2x'r
Par addition et soustraction on en déduit
(9.4.7) @ + B*)-S= ; [(x + o*) o H-H*

+ gE*((ax + a*xt).E]e—2rt—2xr,

Dans (9.4.7), » et xt sont évalués pour les valeurso et B : avec y « @ et |x|«|k|,
on a donc

®(B, o) =x(k, w) + fx-a—aku (k, ») — fy%u(k, ®)

et au premier ordre en y et ¥ (x, étant du premier ordre en vy et x)
(o + a*xt)g , = 20 x,(k, @)

(e — ot , = i 2oy — 2y - (asy) + 0 2. ;;uh] :

La somme dans (9.4.7) conduit donc a

(9.4.8) k-5 =0Wy+ W)

ou Wy et Wy sont déduits, avec (9.4.5), des expressions (5.2.10) et (9.2.4). La
relation (9.4.8) est évidemment valable lorsque v oufet % sont nuls, c’est-a-dire
pour un plasma sans pertes, et correspond (9,2.3).

En effectuant la différence dans (9.4.7), on a

zx-S=[ 2y Wi + W W 2% © :"E*(ﬁxh)E]e“‘“’-'f

ou W. et T"

duit scalaire ¥ - ak’ elle s’écrit

sont définis en (9.3.8) et (9.3.7), le signe ~ se référant au pro-

(9.4.9) — 2 B4T) = 2W, — 3‘;‘;#

— EWD
W, et
i

étant définis avec (9.4.5), et en posant

9.4.10) T = -} aoE* - [ (@)] - Bemtvter

ek

—~

vecteur colinéaire a ;l_r. , indiqué par le signe ~,
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9.5,

VITESSE DE GROUPE DANS UN MILIEU SANS PERTES
L’équation (9.4.9) exprime le théoréme de Poynting dans le cas des ondes complexes,
pour les moyennes dans le temps et dans 1’espace, d’aprés (9.4.2.),

A
8t

§, = = B
(94.11) ~ B+ + W= —

Dans (9.4.9) et (9.4.11), le vecteur T apparait comme un flux supplémentaire
d’énergie, qui existera chaque fois que le milieu sera spatialement dispersif
(% fonction de k).

Pour un mode propre (B = kréel, ¥ = 0), (9.4.9) définit I’amortissement de
I’onde (en e —®) [Cf. (9.3.13)]
1 Wn o
=88y

/ 2 SoE* -0 2%,(0)-E
toH - H* + B -~ [03,(0)]-E
L]

(9.4.12)

Pour une onde qui décroit en se propageant (x = w réelle, v = 0), (9.4.9) définit
I'inverse y de la longueur d’atténuation (dans la direction du flux d’énergie)

BWD

(9.4.13) X (S + T} =% [S + TL 2 3

'
Au chapitre 2, nous avons montré (Cf. (2.2.41) que le module la vitesse de groupe

était égal au rapport ¥
b = = 2y
v =121
1]

et s’identifie donc avec la vitesse de propagation de 1’énergie. Nous allons mon-
trer cette propriété d'une maniére plus précise au § suivant.

Vitesse de groupe dans un milieu sans pertes [x,(») =0]
Pour un milieu sans pertes (k et  réels), on a, d’aprés (9.4.8)
9.5.1) kK-S =ow(Wy+ Wg)

A partir de ce mode (k, »), effectuons une variation pour passer 2 un mode propre
voisin k + 8k, ® + 8w (avec E + 8E, H -+ 8H), le milieu étant alors caractérisé

par

(9.5.2) x(k+3k,m+3m)=(l—|—8k E_E_T )u(k,m)
Par variation de (9.5.1), il vient

(9.5.3) 3k« S + k « 38 = 8w (Wy + W) + @ (3Wy + 3Wg).
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On calcule, directement & partir des équations de Maxwell, k - 3S et 8 (Wy + W)
k.38 =§[po(n-an* + H*.8H) + ¢, (S3E-x*-E* + 8E*.x.E)]

ou, puisque ¥, = 0, x = ut =%, ; de _WM et Wyp, ON tire

Wi =1 o (H.3H* | H*.3H)
SWap =1 & (SE* 3, -E + E*-x,-3E + E*.,-E).

Alors (9.5.3) devient

3k - S = 8w (W + Wae) +; zow E*-8) - E
qui, compte tenu de (9.5.2), se met sous la forme
(9.5.4) 8k - (S + T) = Wyde

ou W, et T sont définis en (9.3.8) et (9.4.10), avec y = x = 0. On retrouve le
vecteur T qui représente une densité de flux d’énergie moycnne liée au milieu.
Pour o fix€, (9.5.4) donne

(9.5.5) 3%k -(S+T)=0.

Tragons la surface des indices. Si I'on passe d'un mode propre (k, @) a4 un mode
propre voisin (k + 8k, ), le vecteur 8k est tangent a cette surface. Il en résulte
que le flux d’énergie moyenne S + T est perpendiculaire A la surface des indices
(fig. 9.1), généralisant le résultat déja obtenu au chapitre 5, pour la direction du

flux d’énergie. £
S+T

dk

Surface des
indices

FIGURE 9.1. .

Surface des indices et direction du flux d’énergie

De (9.5.4), on tire I’expression de la composante de la vitesse de groupe dans
la direction § du flux d’énergie

9.5.6) 0= (g—:)z =S+l

qui est donc la vitesse d'énergie, et dont la direction est celle du flux total d’énergie.
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Dans le cas des plasmas froids, » est indépendant de k, et donc T=0:le
vecteur S représente alors le flux total d’énergie, perpendiculaire a la surface des

indices, et on a
Uy = S}’Wﬂ = Tg.

A titre d’exemple, appliquons les résultats précédents aux oscillations longitudi-
nales d’un plasma chaud.

Application aux ondes plasmas

Nous avons déja montré, pour la puissance dissipée dans le milieu, 1’accord entre
le calcul direct (chap. 7 et 8) et I’expression (9.1.3). Pour calculer la densité et
le flux d’énergie associés au milieu, nous prendrons |’expression approchée

1 3 4y o
“h=1_gf_ﬁvi’ V:-:‘E

qui correspond a 1’expression (7.5.3) de Bohm et Gross, en y négligeant 1’amor-
tissement. On a

é w? 3K

t;(““n) = +:;+EV:

By Ve,
( ") = a(k*) w?

D’ou, d’aprés (9.3.8) et (9.4.10)

s o 2 e,
(9.5.7) W, = ( 1+ Ef + %if\ff) Wy = 2W;, d’aprés (7.4.3)
Vi
(9.5.8) T = ﬁw,, 2k = 3w¢.

Le terme supplémentaire dans (9.5.7) apparait comme une correction de tempéra-
ture et va conduire & remplacer 1’égalité Wy = Wy (CF. (5.5.20)) par W = Wx + Wp
oli Wp représente 1'énergie potentielle moyenne liée 4 la compression du
milieu; cette derniére est mesurée par le travail que le milieu peut fournir en
revenant de la pression P 4 la pression P, (le volume variant alors de V a V,);
on a, pour les grandeurs instantanées

v
Wy = [ P,dV, P,=P—P, dV =d (Vo + Vy) = dV,.
lvg
Pour une compression adiabatique, on tire de PVY = C'¢, P, = —yP, % d’ou
1 Vet 1 m\*
9.5.9 We = vPVolF )] == T
( ) P 2'}" 0 B(Vu) 2T?10K (Hn)
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puisque %‘ =— 2. n, €tant la perturbation de densité. Pour les grandeurs
moyennes, on a donc, avec y = 3

o 3 nny
(9.5.10) We = = n KT L.

4 n:

Or, en prenant Wy 3# Wy = i ngm ¥,-vy, le terme correctif, dépendant de k& dans
(9.5.7), s’écrit

3KTkA® &

R

gui, puisque ¥, est colinéaire a k, et en tenant compte de 1’'équation de continuité
wny = nykv,, redonne (9.5.10). On a donc

(9.5.1 I) Wﬂ. = WB + W‘ "‘ Wp d‘otl W'E = WK ""‘ Wp.

Le vecteur T s’interpréte comme le flux moyen d’énergie, transporté par la per-
turbation. En effet, le flux total d’énergie a pour valeur instantanée
D = Wﬁvg [ (Wn ‘+‘ Wt —|_ WP) UT'

On vérifie que, comme dans le cas des plasmas froids, le flux d’énergie Wyv,
associé a 1'énergie électrostatique, compense exactement le flux d’énergie associé
a 'oscillation des particules : il ne restera donc que le flux de 1’énergie d’agitation
thermique. En effet, avec n,v, = ngu,, et ig,kE = gn, on a

Wyt = % R0, = % A (“‘f: + w;), d'aprés (7.5.3)

1 1 3
wav¢ = E EoEavcp — i mﬂ1U1 t_;;f
et, de (9.5.9),

D’ou
@ = 3KTn,v

dont la valeur moyenne est

® = 3KT no, = :iKT (muyd + nsvy) = OKT 1 nev,0*

4 ve 4
— s L i
T 6V3 Wy =|T|
Usp

en prenant encore Wy # Wy pour évaluer T dans (9.5.8).
On vérifie bien que la vitesse de groupe est dans la direction de k et a pour
module
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k

= GWEV -
Ive
9.5.12 = u EORNINE, i
( ) T W, W,  Us

en accord avec (7.5.13).

Application aux ondes pseudosonores 9.5.2

On a, d’aprés (7.3.11) et (7.5.16), avec w, = kp,V,

1 -
(9.5.13) y = 1 _“;:_3"‘“’3 .,.*"w yv: — KT,
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Dans \'_V.,, les termes ioniques s’interprétent de la méme maniére que les termes
électroniques dans I’'exemple précédent : d’on

Wo =W + WP —1—@{.‘3-1—%\_7\73;

cependant on a WY/W; = Q3/a*» 1, et WP /Wy = 3V Vi = 3T,/T, « 1;
de plus,_le der_nier terme (électronique) est du méme ordre que W : en effet
(kDe/K*) Wy = WL,

Donc s e

(9-2;14) Wy ~ 2WP

et T s"écrit, en module

(9.5.15) T =2V [w-fﬂ & VH.J s W9 Vg

(9.5.14) et (9.5.15) montrent que toute 1’énergie est pratiquement contenue dans

2
k“) Ws, et que le flux d’énergie,

comme il fallait s’y attendre, met en jeu la vitesse Vps qui, dans ce cas, se confond

I’onde sous forme cinétique 2W) = (—1‘ +

#

avec la vitesse de groupe v, =




