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Résune

Les moéles @&formables sont un outil classique pour
la segmentation d’'images. Les nédels hautementéor-
mables peuvent de plus extraire des composantes image
arbitrairement complexes. Cependant, la compéexn
temps et en Amoire de ces maédes augmente au moins
aussi vite que la taille des doées. Cela est caéspar

le lien étroit entre €solution de I'image eté&solution du
mockle. Dans cet article, nous proposons une extension
d’'un mockle hautement&ormable qui autorise une adap-
tation locale de la esolution du moéle. Celui-ci pourra
donc avoir une grande gcision dans les zones d'arét

et une Esolution grosdire ailleurs. L'icke gerérale est
d’échanger la rétrique euclidienne de I'espace image
contre une ratrique non-euclidienne &ornte, ai les
zones d'inérét ont étt geonétriguement agrandies. Par
ce biais, nous conservons le contexte robuste de seg-
mentation des mades @&formables en lui rajoutant une
indépendance certaine vésvis de la taille des dorées
d'une part et de la compled@tdes composantes image
d’autre part.

Mots Clef

Segmentation d’image, modele déformable, géométrie
non-euclidienne, adaptation de topologie, optimisation.

Abstract

Deformable models are a classical tool for image segmen-
tation. Furthermore, highly deformable models are able to
extract image components with arbitrary complex shapes.
However, these models have a time and memory complexity
that increases at least as fast as the size of input data. This

where the areas of interest have been geometrically expan-
ded. With this approach, we obtain a new model that fol-
lows the robust framework of classical deformable models
for image segmentation, while offering a significant inde-
pendence from both the size of input data and the geometric
complexity of image components.
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Image segmentation, deformable model, non-Euclidean
geometry, topology adaptation, optimization.

1 Introduction

Les modeles déformables ont été introduits dans le con-
texte de la segmentation d’image par Kass, Witkin et Ter-
zopoulos [7]. lls sont basés sur la minimisation d’une fonc
tionnelle — ouénergie— qui prend en compte a la fois
I'adéquation locale de la forme aux contours de I'image et
sa régularité. Cette formulation permet de segmenter des
composantes dont les contours sont trés dégradésnklle i
clut naturellement I'interaction dynamique de I'utilisat.

Il est de plus tres simple d’'ajouter d’autres types de con-
traintes (forme de référence, points de passages). Les mo
deles déformables sont ainsi utilisés intensivemerirnen

gerie biomédicale, ou les images produites peuvent diffic
lement &tre segmentées en se basant sur les seulsscritere
d’homogeéneéité.

La géométrie des modeles déformables est représeaté

une courbe ou une surface paramétrée. Ces modeles sont
donc intrinsequement limités a la topologie de leur ferm
initiale, en général une courbe fermée pour les images 2D
ou un plan pour les images 3D. Pour que la segmenta-
tion soit correcte il est donc nécessaire de farpriori

is the due to the close dependence between the image reso-une hypothése sur la forme finale du modéle. Dans des do-

lution and the model resolution. In this paper, we propose
an extension to an existing highly deformable model, which
can locally adapt its resolution. With this property a signi

ficant precision can be achieved in the interesting parts of
the image while a coarse resolution is maintained elsew-
here. The general idea is to replace the Euclidean metrics
of the image space by a deformed non-Euclidean metrics,

maines tels que 'analyse d’'images médicales, les objets °
reconnaitre dans les images ont souvent des formes com-
pliquées, et parfois anormales. Faire des hypothesda sur
forme des objets de I'image est donc difficile ou risqué.
Pour ces raisons, plusieurs auteurs ont proposé des esodel
hautement déformables, capables d’adapter leur topologi
aux évolutions géométriques induites par le processus d
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minimisation. Si cette propriété étend considéralgente transparents. On peut montrer que la propagation d’'une
champ d’applications des modeles déformables, les tech- onde dans ce contexte est tres proche d’'une minimisation
niques utilisées pour la mettre en ceuvre sont néanmoins d’énergie [20]. En revanche, cette approche impose une

coliteuses (en temps de calcul ou en mémoire requise). Lesdiscrétisation spatiale de la fonction proportionnelléa’

paragraphes suivants vont mettre en évidence ce défautim
portant en présentant sommairement les différents fraede
hautement déformables existants. Dans la suite de I'argu-
mentation, on se place dans le contexte de I'imagerie 3D
et on suppose que les images a segmenter sont de-tille

Le modéle déformable sera donc une surface fermée com-
portant envirorO(n?) sommets une fois discrétisée.

Une premiéere approche conserve la formulation générale
de minimisation d’énergie ainsi que la définition expli-
cite de la forme. L'adaptation dynamique de la topolo-
gie peut se faire par uneparanetrisationglobale de la
courbe/surface a chaque iteration [13, 14]. Comme elle est
réalisée par plongement du modele dans une grille simpli
ciale de la méme résolution que I'image, le coit de la re-
paramétrisation est linéaire en la taille des donnéesen
O(n?). D’autres auteurs discrétisent directement le mode-
le en une maille triangulée [8, 9, 17], simpliciale [4], ou
spline [11]. Des lors, les changements de topologie se font
par recherche d’auto-intersections de la surface. Comme il
est difficile de transformer la topologie de la surface dans
le cas général, la plupart de ces modeéles ne gérent gu’un
partie des transformations, ou demandent une interaction
de l'utilisateur. Seuls les auteurs de [6] et [8, 9] propdsen
une solution au probleme général.

Delingette et Montagnat échantillonnent leur modele
géomeétrique sur une grille réguliere. Certaines péips

de I'échantillonage ainsi obtenu caractérisent les -auto
intersections significatives du modéle géométriques Le

taille des données. Le colit de chaque évolution est donc e
O(n?). De plus, il faudrait théoriquement calculer la dis-
tance de tout point de la grille au front d’onde; des tech-
niques de fenétrage évitent ce sur-colit important. {Pésu
auteurs [18] proposent une décomposition de tyyesdtree
pour concentrer les calculs autour du front d’onde. Si leur
technique était appliquée en 3D, le coiit de chaquetitéra
d’évolution serait réduit a u®(n? logn).

Une troisieme approche est de poser le probleme de mini-
misation dans un contexte purement discret, avec un espace
fini de formes possibles. Les auteurs de [10] définissent
'espace des formes comme étant 'ensemble des sous-
ensembles de pixels/voxels de I'image. L'énergie de cha-
cune de ces formes est calculée localement sur sa frentier
Les déformations se font par ajouts ou soustractions de
pixels/voxels : les changements de topologie sont donc
transparents. Le colt de cette méthode dépend limaaire

de la taille de la frontiere, soit ef(n?).

Les données issues de moyens d’acquisition comme I'lRM
ou latomodensitométrie ont des résolutions de plus en plu
importantes. D’apres I'argumentation précédente,dles
gorithmes de segmentation basés sur les modeles haute-
ment déformables sont donc de plus en plus prohibitifs.
Une solution est de disposer d’'un modele déformable ca-
pable d’adaptdocalemensa résolution. Le modele pourra
ainsi étre trés précis dans les zones d'intérét et eves

une résolution grossiére loin des contours ou sur desszone
régulieres.

changements de topologie sont détectés en mettant en Notons que les modeles proposés dans [5] et [6] sont ca-

évidence ces propriétés, puis résolus a l'aide d'atgirs
topologiques classiques. Avec une complexité}é(ng—)

(ou £ désigne la longueur du contour, étle pas de la
grille) cette méthode parait efficace. L'extension des al
gorithmes employés au cas tridimensionnel n’est tousefoi
pas immédiate.

Lachaud et Montanvert résolvent le probleme dans les
cas a deux et trois dimensions en imposant une densité
réguliere sur toute la maille du modele géométriquer-C

pables d’adapter la densité de leur maille, ce qui am&lior
la représentation des objets segmentés dans I'image. Tou
tefois, les variations de la densité de sommets sont
guidées par des criteres concernant la forme du modéle
géomeétrique (notamment par sa courbure locale). La po-
sition dans I'image n’est en revanche pas prise en compte.
Il n’est donc pas possible d'imposer au modéle une densité
particuliere dans une zone définie de I'espace. Pour garan
tir que le modele ne passera pas a coté de détails fiest, il

tains criteres de distances sur les couples de sommets nondonc nécessaire d’accroitre significativement la déresit

voisins de la maille permettent de caractériser les rup-
tures de topologie qui, la encore, sont résolues gratesa
opérateurs topologiques classiques. Le colt de cette tec
nique est erd(n? log n).

Une deuxieme approche transpose le principe de minimi-
sation d’énergie en la propagation d’une onde dans un mi-
lieu [16]. Ladéquation modele/données se fait en ralen
tissant I'onde lorsqu’elle traverse de forts contours ienag
[1, 12]. La régularité de la forme est obtenue en imposant
une vitesse de propagation proportionnelle a la courbure
locale de 'onde. Comme l'onde est représentée implici-
tement par I'iso-potentielle d'une fonction scalaire des¥

tout point de la maille, ce qui implique une hausse impor-
tante du colt de la segmentation.

Dans cet article, nous proposons d’étendre le modéle hau-
tement déformable de [9] en lui ajoutant la possibilité
d’adapter localement la densité de sa maille. Cela est
réalisé en transformant la métrique de I'espace image en
une métrique non-euclidienne, ou les distances sont gros
sies autour des zones d'intérét.

Dans un premier temps, nous décrirons succinctement le
modeéle hautement déformable existant. Notre extension
fait appel a des notions de géométrie riemanniennesElle
seront donc rappelées dans un deuxieme temps. Le mode-

pace (-temps), les changements de topologie de I'onde sont le déformable plongé dans un espace riemanien sera en-
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suite présenté. Pour finir, nous montrerons l'intétette
approche sur un ensemble d’expérimentations réalidées
I'aide d’un prototype 2D.

2 Modele hautement é&formable

2.1 Segmentation minimisation

d’énergie

par

Cette section rappelle rapidement la définition et le fonc-
tionnement du modele déformable de Kass, Witkin et Ter-
zopoulos [7], aussi appe#make Elle montre ensuite com-
ment il peut étre interprété comme un systeme mécaniqu
Ceci permet de I'étendre plus naturellement au probleme
de la segmentation d’images tridimensionnelles.

Formulation. Les snakes sont des courbes fermées du
plan qui sont plongées dans I'image a analyser. Elles évo
luent dans cette image de maniére a minimiser une geantit”
appeléeenergiede la courbe. Cette énergie est choisie de
maniére a pénaliser a la fois la distance de la courbe aux
contours et ses irrégularités. Les courbes obtenuessapr’
convergence de la méthode sont donc un compromis entre
régularité et proximité des contours. Classiqueméartelr-

gie d'une courbe” s'écrit sous la forme d’une fonction-
nelle E(C) = Ecyt(C) + Eint (C).

Le termeF.,; désigne la partie de I'énergie liee a la po-
sition de la courbe dans I'image. Cette énergie doit étre
d’autant plus faible qu€’ longe les contours de I'image.
On I'exprime sous la forme de l'intégrale d’'une énergie
appeléeenergie image

1
Bou(C) = /O Eimg (C(1))dt

ou E;n,4(P) désigne I'énergie d’'un point placé éhdans
l'image. Habituellement on I'ecriE;,,,, = —||VI(C(t))],

ou I désigne la fonction image préalablement lissée par un
filtrage gaussien.

Le termekFE;,,; désigne la part de I'énergie liee ala forme de
la courbe. Comme les formes réguliéres sont privilégjié

ce terme sera d’autant plus grand que la courbe sera

contournée. Le choix le plus frequent est :

2
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Les parametres: et 3 déterminent respectivement com-
ment la longueur et la courbure du snake pénalisent ses
irrégularités.

Minimiser les deux fonctionnelles précédentes revient °
trouver le snake d’énergie minimale par approximations
successives.

Analogie avec un systme physique. Le recherche du
minimum de I'énergie est généralement effectuée en dis
crétisant le probleme. La courliéest donc approchée par

une ligne polygonale fermé&e = (C, ...
nergie s'écrit :

,Cy,) dont I'e-

L'énergie en chaque poirtt; du snake s'écrit avec les ex-
pressions discrétisées des dérivée§'de\r; = x; 11 —x;,
etAsz; = wiy1 — 22; + x;—1, Ce quidonne :

B
2
Le probleme de minimisation est résolu itérativement en

déplacant a chaque étape les sommets dans la direction q
fait décroitreE (C) le plus rapidement :

B(Ci) = Bing (Ci) +5 (A7 + Ay?)+ 5 (Aaa? + Agy?).

OE(C)
t+1 _ ~t i
Ci = Cz € GE(Ct)
Ayt

Ces équations peuvent s'interpréter physiquement comme
les équations qui régissent le mouvement d’un ensemble de
particules(C;)1<i<, SOumises a des forces qui dérivent de
I'énergie du snake dans I'image.

En détaillant les calculs, on peut montrer que, pour chaque

particule, cette force s’écrit comme somme de trois forces

élémentaires :

— une force qui attire la particule vers les contours de
'image et qui s'écrit comme le gradient de I'énergie
image,

— une force élastique qu’on peut interpréter physiquémen
comme l'action de deux ressorts qui relient chaque par-
ticule & ses deux voisines,

— une force de courbure enfin, qui pousse les particules
voisines a s’aligner sur une méme droite.

On retrouve donc bien les deux contraintes initiales sur

la courbe : d'une part elle est attirée vers les contours de

I'image, et d’autre part elle est contrainte a rester liege.

Intérét de la formulation dynamique. Avec ces consi-
dérations, le snake devient un modéle dynamique, qu'on
peut adapter pour lui donner un comportement plus proche
de nos besoins.

En particulier, il est trés facile d’introduire de nouwes|
forces qui accélerent la convergence ou améliorentéa qu
lité de la segmentation. On ajoute ainsi tres frequentmen
une force de frottement fluide qui dissipe I'énergie des par
ticules lorsqu’elles se déplacent. La convergence ess$ alo
plus rapide. Certains auteurs proposent de nouvellessforce
qui améliorent la segmentation en attirant la courbe vers
les contours, méme lorsque celle-ci en est €loignée (par
exemple, Cohen [2] introduit une force d'inflation suivant
la normale a la courbe et Xu et Prince [21] définissent un
champ de forces qui guide la courbe dans les concavités
des objets a segmenter).

D’autre part, contrairement a la formulation en termes de
minimisation d’énergie, la formulation a I'aide d’'un mo-
dele physique s’étend facilement au cas tridimensionnel
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Les frontieres des objets sont modélisées par desuksea
maillés identifies a des systémes de particules enaoter

tion. Chaque noeud de la maille est vu comme une masse

soumise a I'action de la force image, des forces élastique
et de courbure imposées par les sommets voisins, et éventu

ellement d’autres forces telles que celles que nous venons

de citer.

2.2 Modele hautement &formable

Motivations. Les modeles déformables classiques sont
incapables de changer de topologie : lors de son évolution,
la courbe (ou la surface dans le cas tridimensionnel) con-
serve sa topologie initiale. Il est donc nécessaire de fair
au départ des hypotheses sur la topologie des objetsa ide
tifier dans 'image. Dans un cadre tel que celui de 'ana-
lyse d’'images médicales, les objets recherchés ont sbuve

une topologie compliquée avec des anses et des cavités, et

révelent parfois des pathologies : on ne peut donc pas fair
d’hypothése sur la topologie de la forme recherchée.

Les mockles hautementadlormablestvitent de définir au
préalable la topologie de la forme finale. Les differentes
sortes de modeles hautement déformables ont étéelecri
dans lintroduction. Dans la suite, nous nous intéressons
a un modele hautement déformable particulier, déymop
par Lachaud et Montanvert [8, 9], et pour lequel nous pro-
posons ensuite une ameélioration.

Modele geomeétrique existant. La forme de ce modele
déformable 3D est définie par un réseau maillé a maille t
angulaire (i.e. une surface triangulée éventuellement n
connexe). En plus des regles d’évolution classiques, des
regles supplémentaires imposent a la maille de toujours
représenter une surface fermée avec une orientatiog coh”
rente (c’est-a-dire qui définit un intérieur et un eiér).

Pour garantir ces propriétés, le modele est capable de

détecter automatiquement quand et comment changer sa

topologie. Ces détections sont effectuées en maintetesnt
contraintes qui assurent I'espacement régulier des sésnme
sur la maille : a chaque instant, la distance entre deux som-
mets voisinsV/ et N vérifie :

0 <d(M,N) <4, avecd > 0et ¢ > 2.

Pour assurer le maintien de cette contrainte, il suffit,a ch
que itération, d’examiner toutes les arétes du réseaus- L
gu’une aréte est trop longue, un nouveau sommet eseinsér”
en son milieu. Lorsqu’une aréte est trop courte, les som-
mets situés a ses extrémités sont fusionnés.

Lorsque le réseau maillé satisfait ces contraintest pes-
sible de détecter les intersections entre parties nordoca
ment connexes de la maille. Cela permet de déterminer si
des changements topologiques doivent étre effectués. Co
sidérons une facet(e, v, w) de la maille, et un point qui

se déplace et traverse cette facette. Comme les cotés de |
facette ont des longueurs inférieureé& il arrive un ins-

tant oup passe a une distance d®uv ouw inférieure a

un certain seuih¢d. La figure 1 illustre cette idée en deux

dimensions. La détection fonctionne de maniére singlair
dans le cas tridimensionnel.

FiG. 1 — La détection des collisions entre parties non loca-
lement connexes de la maille est permise par les contraintes
de distance sur les sommets voisins%i < \, lorsquep

traverse(u, v), il passe a une distance inférieurg@ dew

ouw. En trois dimensions, on montre q%él — % + c% <

A convient pour détecter les collisions.

En détectant les couples de poifitsg) non voisins pour
lesquels\¢é < d(p, q), on repere ainsi les collisions entre
deux parties non localement connexes de la maille. Une
subdivision de I'espace par wttreepar points ramene la
recherche de ces couples a une complexit@en log m),

sim est le nombre de sommets.

Lorsqu’une collision est détectée, il est nécessaireede
configurer localement le réseau maillé, de maniere a con
server la cohérence de la surface. La figure 2 illustre le
procédeé utilisé : on insére de nouveaux sommets etion &l
mine les sommets qui posent probleme. De nouvelles arétes
sont alors ajoutées entre les deux morceaux de surface qui
risquaient d’entrer en collision, et qui sont alors rendues
connexes.

o w2
FiG. 2 — Pour effectuer les transformations topologiques,
(1) on introduit des sommets intermédiaires, et on sup-

prime les sommets en conflit, puis (2) on connecte les nou-
veaux sommets avec de nouvelles arétes.

Inconvénients du moctle. Dans une image médicale,
seules certaines zones souvent assez restreintes présent
un intérét réel pour le praticien. Il n’est pas souhdéate
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traiter avec précision les zones qui ont un intérét Eyniar — Dans un second temps, il est important de constater ce
ces traitements sont colteux. que cela implique sur le fonctionnement du modele. I
Or, pour gue le modéle décrit ci-dessus soit précis a un  convient donc de reformuler son comportement dans un
endroit dans I'espace, il est nécessaire que la maille soit espace muni de notre nouvelle distance. Cela nécessite
fine a cet endroit. La méthode de recherche utilisée pour  en particulier :

détecter les collisions impose gue les distances entre som  — de redéfinir les forces appliqguées aux sommets de la
mets voisins sur la maille soient uniformes sur toute la maille,

surface. On ne peut donc pas augmenter seulement locale- — de modifier les contraintes de distances imposées
ment la résolution du modele. En conséquence, traits av entre sommets voisins de sorte que le modele puisse
une grande précision un endroit restreint de I'image im- adapter sa topologie a ses évolutions géométriques.
pligue de traiter 'image entiére avec une précisioné&ga — Enfin, il convient de s’interroger sur la définition locale
le nombre de sommets de la maille comme le colit des cal-  de la distance dont nous allons munir I'espace image.
culs augmentent significativement. Les paragraphes qui suivent traitent un par un ces différen

L'amélioration que nous proposons permet au modele points.

de travailler a des résolutions differentes dans deggon , s . .
differentes de la méme image. Il est donc possible d'ac- 4 Geometrie riemannienne

croitre sensiblement la précision dans les partiegéste Pour définir une nouvelle notion de distance, nous nous ap-
santes de l'image, sans pour autant augmenter de maniérepuyons sur les définitions et les théorémes énoncésldan
significative les temps de calculs. cadre de la géométrie riemannienne. Ces théoriesnt’éta

T . , pas I'objet de cet article, nous ne décrivons ici que les no-
3 Ameélioration proposee tions utiles pour définir notre nouveau modele déforraabl

Lorsque le modele évolue, la résolution de la maille est L€ lecteur intéressé par les détails pourra se réfexes
contrdlée par les contraintes portant sur les sommets voi Ouvrages classiques de géométrie differentielle [59, 1

sins : lorsque la résolution devient faible (ce qui se titadu Par ailleurs, dans le souci de faciliter la compréhension,
par des arétes trop longues), le modele insére de noxveau NOUS NoUs placerons dans le plan dans la suite. Les notions
points pour rétablir la régularité. Inversement, larsda et algorithmes décrits s’étendent directement au cds tri
résolution devient trop importante (ce qui se traduitr d ~ Mensionnel qui est celui qui nous intéresse.

arétes trop courtes), le modéle_fysionne les points pmch_ 4.1 Meétrique - Longueur d’'un chemin

On constate donc que la densité de sommets sur la maille o i

est entierement conditionnée par des mesures de distance Dans 'espace euclidien, la longueur d'un déplacement
Nous proposons de changer la notion de distance dans I'es- €lémentairels = (dx, dy) ne dépend pas de la position

pace image de maniére & pousser la maille & adopter une d€ I'espace a partir de laquelle il est effectué.
résolution plus importante |2 oi cela est utile : Dans un espace non euclidien au contraire, la longueur

— dans une zone de l'espace ol les distances sont Sur_de ce déplacement infinitésimal reste bien entendu fonc-

evaluées, les distances entre points voisins appansisse 0N des quantitész etdy, mais depend également de la

plus grandes au modele. Pour satisfaire la contrainte de p03|t|or|1 de I%S,pallce ou il adlé'eg' Slur un c!lalanylspherel par
régularité de la maille, il ajoute donc des sommets in- eszmp €, un dep a_cement' e longitude n,,a pas la .
termédiaires, et la résolution augmente méme longueur suivant qu’on est proche de I'équateur ou

— inversement, dans une zone de I'espace ol les dis- (Fj)elun des poltlas. I des chemins d
tances sont sous-évaluées, les distances entre points vo ' CUr MESUrEr IS longueurs des cheémins dans un espace

sins semblent plus faibles au modéle. Pour conserver la N°N euclidien, il est donc nécessaire de connaitre en tout
regularité de la maille, le modele fusionne les poinisvo ~ POiNt 'application qui a un déplacement élementassca
sins. et la résolution diminue cie sa longueur : cette application est déduite de la notion

En changeant localement les notions de distances, il est (ije me,trthue qu? nous delf_mlst_sons mf’;utntetnan_t. q
possible de forcer le modele a travailler a differentes lneme rquees unedaetp |ca| lonquta Oﬂlg? pg'm.’ y) du
solutions suivant I'endroit de I'image. Il est donc envisa- ganlassome ”r_‘t proaul sl_ca ?Wgﬁyé sur ¢ - N impose
geable d’augmenter localement la précision de I'analgse d Ee plus qg? sol udne af’pl'ca 'Od it ev Ie Y f it
limage, sans pour autant augmenter considérablement le =1 Un PoIN (,y) donng, le produit scalairg,,, fourni ,
coiit des calculs. donc un moyen de mesurer les vecteurs : la lIongueur d'un
Modifier la notion de distance sur I'espace pose plusieurs deplace,mertis = (dz, dy) S ecr't9<mvy>(d8,’,d8.) 2. Lalon-
problémes : gueur d’'un cheminy du plan peut alors s’écrire comme la

o . , . S PP somme des longueurs des déplacements élémentaires qui
— Premiérement, il est nécessaire d’avoir une définition

plus générale de la notion de distance. Il est également le composent:
nécessaire de mettre au point des algorithmes permet- . L
tant de mesurer les distances entre les points avec cette / dy dy

_— L(v) = —, = dt. 1
nouvelle définition. ™) 90 (G ) @)
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Tout produit scalaire peut étre identifie & une matrice Nombre de points  Erreur (%) Colts (ms)

symétrique définie positive. En un poifit,y) du plan, 10 0.00120 2.2
9(x,y) PEUt dONC s’écrire comme la forme bilinéaire : 20 0.00030 8.9
30 0.00016 23.7

(@,7) — uT x < gu(z,y)  giz(z,y) ) < T
’ g12(z,y)  g22(z,y '
_(_ ) _), ( ) ) _ . TaB. 1 — Ce tableau donne les temps de calcul moyens
Ce sera notre moyen privilégié pour définir les métrgjue  g'une distance riemannienne entre deux points tires

En utilisant cette formulation, en posani(t) = aléatoirement, ainsi que I'erreur commise par rapport a u
(x(t),y(t)), et en notany;; = g;;(z(t), y()), lintégrale calcul quasi-exact, en fonction du nombre de points eslis”
(1) se réécrit : dans la discrétisation de I'equation d’Euler-Lagrange.

1 N h :

2 (D2 + 2g100" ()0 () + 02V dt 2 ou lesI'y; sont les fonct|(_)r!s connues sous le nonsye-
/0 (9122 (¢) G120 )y (1) + 9220/ (£)7) @ boles de Christoffedt définies par :

Notons au passage qu’en choisissant la métrique constan- rho_ 1 Ogni . Ogn;  O0gij
te donnée par la matrice identité, la longueur d'un dé- ij 5( o, + or; 6xh)'
placement élementairés = (dx,dy) s'écrit ||ds|* = '
dxz? + dy? : la métrique euclidienne apparait donc comme Pour les résoudre, nous utilisons une méthodedétee-
une métrique riemannienne particuliere. laxation voisine d’'un modeéle de snake : la géodésique

. . est approchée par une courbe polygonale initialiséeed’'un
4.2 Distance entre deux points maniere raisonnable (par exemple avec la ligne droite joi-
Le fonctionnement de notre modeéle déformable est ba- gnant les deux extrémités de la géodésique cherchée).
sé sur des mesures de distances entre les sommets de l&chaque itération ses sommets sont déplacés dans la direc
maille. Il est donc nécessaire d’avoir une définition de la  tion qui fait le plus décroitre la version discrétiséelih-
distance entre deux points dans un espace riemanaten  tégrale (2).

un moyen de la calculer. Notons par ailleurs que, lorsque la métrigue est une
constante indépendante de la position dans I'espace, les
géodésiques sont des droites : on retrouve la encoredes p
priétés que I'on connait dans I'espace euclidien.

Définition. La définition que nous utiliserons est tout a
fait analogue a celle dont nous disposons dans un espace
euclidien. Etant donnés deux points et NV, on définit la

distancel(M, N) deM aN par: Résultats. Les expérimentations montrent que, méme
avec une approximation grossiere de la géodésique, la
d(M,N) = inf{L(y)ly € Cun}, méthode de calcul que nous proposons fournit des résultat
assez précis (cf. table 1). En outre les temps de calcul
ol Cyy désigne lensemble des chemifi du plan qui sont suffisament faibles pour qu'il soit raisonnable d’uti-
joignentM aN. liser I'algorithme dans notre modele géométrique.

En termes plus simples, la distance entre deux points est la

longueur d'un plus court chemin joignant ces deux points 5 Modele deformable dans un espace
(certaines hypothéses sur I'espace dans lequel on se place : :

garantissent qu’un tel chemin existe toujours). Les plus remannien
courts chemins du plan seront appaléscesiques Le modele déformable que nous voulons améliorer fonc-
tionne en grande partie en effectuant des mesures de dis-
tance dans un espace euclidien. Il faut donc revoir son fonc-
tionnement dans le contexte plus général que nous nous
sommes fixé. Nous redéfinissons d’abord les forces qui
déterminent le mouvement des particules, puis nous re-
formulons les contraintes de régularité de la maille et la
méthode de détection des changements de topologie.

Méthode de calcul. Pour déterminer la distance d’'un
point a un autre de I'espace, la méthode que nous avons
choisie est de commencer par chercher une géodésique
qui les joint, puis de calculer ensuite l'intégrale (2) le
long de cette géodésique. Dans ce qui suit, nous dé&ivon
une méthode de recherche d'une géodésique joignant deux
points de I'espace.

Une géodésique est un plus court chemin joignant deux 5.1 Dynamique du mocadle
points. Elle est donc solution du probléme de minimisation
de l'intégrale (2), et, a ce titre, elle vérifie les édans
d’Euler-Lagrange (voir [3]). Ces derniéres s’écrivent

Dans le cas euclidien, le modele déformable était gpaté
trois types de forces :
— la force imposée par I'image a tous les nceuds de la
maille ;
g’ + gy’ DL 2y Doy = 0 la forcé élastique imposée a un sommet par ses voisins ;
g122" + ga2y” + THa'? + 2T]ha'y +T3y” =0 ' q P i tp ’
— laforce de courbure, imposée elle aussi a un sommet par
1¢’est-a-dire muni d’'une métrique ses voisins.
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Forces de I'image. Avec notre nouveau modele, les for-

ces images restent les mémes que dans le cas euclidien :
une particule sera donc soumise a une force opposée au

gradient de I'énergie image la ou elle est située dans
l'image.

Forces €élastiques. Les forces élastiques, au contraire,
doivent étre changées a la fois dans leur intensité e$ da
leur direction. Alors que dans le cas euclidien elles pou-
vaient étre modélisées par des ressorts rectilignésntel

est diagonalisable dans une base orthonormée et peut donc

s'écrire :

cosf) —sinf A0 cosf) —sinf

sinf  cos6 0 Ao sinf cosf ’
oud, \; et\, dépendent du point du plan ou I'on se place.
Notons  respectivement A\, €t Anae les
bornes supérieures et inférieures de I'ensemble

{M(z,y), Aa(z,y) | (z,y) € E}, E désignant l'es-

les sommets voisins, nous supposerons maintenant quepace image.

ces forces peuvent étre vues comme l'action de ressorts
courbés poseés sur les géodésiques joignant les paiits v
sins. La force élastique imposée a un sommear I'un

de ses voising est donc dirigée selon la tangente a la
géodésique qui joint a v. Son intensité est proportion-
nelle a la longueur de cette géodésique.

Avec cette nouvelle définition des forces et un espace muni
de la métrique euclidienne (dans lequel les géodésiques

sont des droites), notre nouveau modeéle correspond exac-

tement a I'ancien. D’autre part si I'on se restreint au aas d
plan, si on laisse un sommetde la maille soumis a cette
seule force entre deux autres sommets fixesv, alorsw

se stabilise sur la géodésique qui jairgtv, a équidistance

Donnons-nous maintenant deux poiffs= (z,y) et N =
(z 4 dz,y + dy) du plan. Alors, I'inégalité suivante tient :

Amin (d2? + dy?) < d(M,N)? < Anae(dz® + dy?). (3)

Revenons a notre probleme et considérons une facette
(u,v,w). La distance d’un point de cette facette,& ou

w peut étre majorée en utilisant I'inégalité (3). On pest
timer la plus grande distance possible entre un point de la
facette et I'un des sommets. Nous noterdnse nombre.
Nécessairement, un point qui traverse la facette passe au
distance de:, v, ouw inférieure aA.

Cela nous fournit un moyen de détecter les collisions entre
parties non localement connexes de la surface. La méthode

(riemannienne) des deux sommets. La courbe paramétrée empoyee pour résoudre les problémes topologiquesequi s
représentée par I'ensemble des sommets de notre modelepgsent est similaire & celle employée dans le modeialinit

est donc optimale pour le critére de longueur : c’est bien le
comportement qu’on attendait dans le cas euclidien.

Forces de courbure. Les forces de courbures sont déter-
minées en faisant I'hypothése que localement la métriqu
est pratiquement constante. Cette hypothese est jestifié
par le fait que la métrique est de clagSeet que des som-

L'inégalité (3) permet par ailleurs de réduire consalie-
ment les colts des calculs. Si, pour un couple de sommets
u = (z,y) etv = (x + dz,y + dy) non voisins, on a
(ACO)? < Amin(dx® + dy?), alors I'inégalité nous assure
quers < d(u,v).lIn'yadonc pas lieu d’effectuer une re-
configuration topologique. Ce calcul a un co(t équivatent

mets connexes sont dans la pratique trés proches les unsun calcul de distance euclidienne. Il est donc beaucoup plus
des autres. Elle permet de supposer que sur de courtes dis-avantageux qu’un calcul exact de la distance dans I'espace

tances les géodésiques sont assimilables a des segieents
droite.

On reprend alors la formulation proposée dans le modele
déformable initial en exprimant la force de courbure ap-
pliquée sur un sommdt par I'ensemble de ses voisins
N(U) comme une force dirigée d& vers le barycentre
G(N(U)) de ses voisins. Cette force est d'intensité pro-
portionnelle & la distance sépardhetG(N (U)) (mesurée
avec notre nouvelle métrique).

La encore lorsque la métrique choisie pour I'espace est la
meétrique euclidienne, ce choix des forces de courbures cor
respond a celui du modeéle déformable initial.

5.2 Changements de topologie

Les changements de topologie du modéle déformable que
nous souhaitons étendre sont détectés grace a desamesu
de distances entre sommets non voisins. Il convient donc
de les reformuler dans le contexte plus général que nous
utilisons. On commence par énoncer une inégalité qui est
ensuite utilisée pour redéfinir la recherche des ruptiares
pologiques.

La matrice qui nous sert a définir la métrique est, en chaqu
point, symeétrique et définie positive. Par conséquédet el

riemannien.

Pour exploiter cette propriété, on subdivise régelgent
'espace en cellules contenant les sommets du réseau
maille. Pour une celluleC donnée il est facile de
déterminer quelles sont les cellules proches qui peuvent
contenir des sommets a une distance(tenférieure a
\/ign_‘;n Pour détecter les ruptures de topologie impliquant
un sommet contenu dangg on se contente d’examiner uni-
quement les sommets appartenant a ces cellules proches.
On élimine ainsi sans calcul un nombre important de som-
mets.

6 Choix de la métrique

Nous avons décrit un modele déformable qui évolue dans
un espace image muni d’'une métrique non euclidienne,
mais nous n’avons pas encore précisé comment choisir la
métrique en tout point de cette image. C'est I'objet descett
section.

6.1 Choix supervie

Souvent, c'est I'utilisateur qui est le mieux a méme de
définir les zones de I'image qui I'intéressent. On peutaon
imaginer de lui laisser faire le choix de la métrique.
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Nous appelleronsnétriques isotropeses métriques don-
nées sous la forme :

g(z,y) x <(1) ?)

ol g est une application du plan & valeur d@hstoo].

Ces métriques permettent d’effectuer une dilatationete I
pace d'autant plus importante qgeaura une valeur élevée,
mais indépendante de la direction dans laquelle on se
déplace. Avec une telle métrique tous les vecteurs images
I'un de I'autre par une rotation d’angle quelconque auront
la méme longueur. C'est donc un moyen simple de choisir
la métrique.

Cependant, en ne se limitant pas a ce type de métrique,
on peut manipuler plus précisément le modele déformabl
Nous donnons maintenant quelques indices pour faciliter
le choix d’'une métrique.

Nous avons dit plus haut que la matrice utilisée pour donner
la métrique est diagonalisable en base orthonormée. No-
tonswv, etwy ses vecteurs propres, &f et A2 les valeurs
propres associées.

Un déplacement unitaire le long du vecteyraura pour
longueur);. Un déplacement unitaire le long du vecteur
aura pour longueuk,. Un déplacement unitaire dans une
direction quelconque désignée par un angle non ori¢nté
par rapport &, sera de longueut\; cos? § + g sin® 9)%.

Il est donc possible de contraindre le modéle déformab-
le a n'ajouter des points sur la maille que lorsqu’elle
est orientée dans une direction donnée. Lintérét ast p
ticulierement sensible dans le cas de deux contours pa-
ralleles et proches I'un de I'autre (voir la figure 4 pour un
exemple).

6.2 Choix ba® sur I'image

S'’il peut étre utile de laisser I'utilisateur choisir sdal
métrique a utiliser, il peut également étre intérassie
proposer un calcul entierement automatique. Notre mode-
le étant en cours de développement, il ne nous a pas en-

core été possible de mettre en ceuvre de telles méthodes.

Cependant nous donnons ici quelques pistes qui semblent
prometteuses.

Avec une approche frontiere comme celle que nous pro-
posons, les parties intéressantes de I'image sont situge
voisinage des contours. Nous proposons donc de ne dilater
I'espace qu’au voisinage immédiat des contours. Ligtér
d’'une telle approche est qu’elle permet d’accélérer ta co
vergence : l'initialisation peut avoir lieu avec un faible
nombre de points, et la maille se raffine automatiquement
lorsqu’elle arrive dans un endraitsensible.

Si dans un premier temps on peut se limiter a I'usage de
métriques isotropes, I'usage de métriques plus géeera
peut étre particulierement utile. En effet, les formeg qu

des métriques non isotropes pour lesquelles les longueurs
des déplacements le long des contours sont faibles et les
longueurs des déplacements orthogonalement aux contours
sont importantes. L'intérét est que le modele est alars ¢
pable de distinguer deux contours paralleles proches sans
que le nombre de points utilisés pour les décrire soit trop
important. Cette méthode prometteuse vient en complé-
ment de la précédente. Elle nécessite néanmoins ure con
naissance de la direction du contour et donc un prétraite-
ment de I'image plus important qu'avec la premiere idée
proposée.

7 Expérimentations

Pour valider notre modele, nous avons développé une ap-
plication qui fonctionne pour la segmentation d'images du
plan et que nous comptons étendre au cas tridimension-
nel. Nous présentons des résultats obtenus sur des images
synthétiques.

7.1 Comparaison entre diferentes

métriques

Ce paragraphe valide notre modele et illustre comment le
choix de la métrique influence la résolution de la maille et
le résultat de la segmentation.

Résultats en netrique euclidienne. La figure 3 illustre

la limitation imposée par le modele déformable initid :
maille étant réguliere, pour segmenter avec précisioa
région restreinte de I'espace, il est nécessaire d’antgne

le nombre de sommets sur toute la maille, y compris la ou
c’estinutile.

Fic. 3 — En utilisant une distance euclidienne, il est
nécessaire d’augmenter partout la résolution de la enaill
pour obtenir une bonne segmentation de la concavité. En
particulier, on utilise un nombre de points bien plus grand
gue ce qui est nécessaire pour segmenter la partie convexe
de 'objet : (a) 116 sommets, (b) 30 sommets.

Résultats avec une ratrigue non euclidienne. La fi-
gure 4 montre comment il est possible d’augmenter loca-
lement la résolution en changeant les notions de distance.

nous recherchons sont des formes régulieres. Une surfaceles images 4a et 4b donnent les résultats de la segmenta-

triangulée avec un échantillonnage grossier reste doac u
bonne approximation de la surface des objets que nous vou-
lons reconnaitre. Nous proposons donc de travailler avec

tion, alors que les images 4c et 4d décrivent les métriques
utilisées. Les métriques sont représentées par leatsurs
propres en un certain nombre de points. Chaque vecteur a
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FiG. 4 — Utilisation de differentes métriques riemanniennes
(isotropes et anisotropes) : (a) résultat de la segmenta-
tion avec une métrique riemannienne isotrope represent’
sur I'image (c), (b) résultat de la segmentation avec une
meétrique riemannienne anisotrope représentée suagdien

(d). On constate une accumulation de sommets dans les
zones ou la métrique est importante. Dans le cas ani-
sotrope, cette accumulation est ciblée sur les parties du
contour orientées verticalement.

une longueur proportionnelle a la valeur propre a laguell
il est associé. Ainsi, plus un vecteur est grand sur I'image
plus un déplacement dans sa direction est coliteux.

Les figures 4a et 4c donnent le résultat de la segmenta-
tion en utilisant une métrique riemannienne isotrope : on
observe que la densité de points sur la maille est plus im-
portante dans la concavité de la maille, c’est-a-diida
meétrique est importante.

Les figures 4b et 4d donnent le résultat de la segmentation
en utilisant une métrique riemannienne non isotrope : la
densité de la maille n’est augmentée que lorsque la maille
est orientée verticalement. La segmentation est idestiqu
mais le nombre de sommets utilisés pour décrire le coutour
de I'objet reste faible. Cela illustre I'intérét que poait ap-
porter la définition de métriques anisotropes alongesst |
distances dans la direction normale au contour, et laissant
les distances inchangées dans la direction parallele.

7.2 Changements de topologie

Lafigure 5 valide le fonctionnementde la recherche de rup-
ture de topologie dans un espace muni d’'une métrique non
euclidienne. La métrique est représentée par ses vscteu
propres d’une taille proportionnelle aux valeurs propmes d
la méme maniere que sur la figure 4.

8 Conclusion

Nous avons présenté un modele hautement déformable
a résolution adaptative. Ce modele peut travailler Ilca
ment avec une précision accrue sans que sa complexité
soit affectée de maniéere significative. Il a été valete
deux dimensions par le développementd’un prototype. Les
résultats d’'un ensemble représentatif d’expérimégrat

ont été présentés. Il serait particulierement iégant de le
valider similairement dans le cas tridimensionnel. De plus
nous envisageons d’explorer plus en détails le choix des
meétriques et éventuellement de développer des méshode
de calcul automatiques de ces dernieres, directemenmt a pa
tir de I'image.
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