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' TERMINOLOGLE

% Si X et Y sont deux Variables'aléatoires

E(X) et V(X) réprésentent respectivement l'espérance et la variance de X.

Covariance (X,Y) sera la covariance de X et de Y.
+
* R ={x €ER / x> 0}
+
xR, = R U{o}

* Etant donné n variables aléatoires Y Y2, N Yn’ on notera

l’

- COV(Yl;Yz,'..,, Yn) leur matrice de covariance
- COR(Yl,Yz, cres Yn) leur matrice de corrélation

- DIAG(YI,YQ, ...,Yn) leur matrice de covariance si elles sont

Pd z
non corrélées.
% Une matrice (n x n) aura n lignes et n colonnes.

-C= ((cij)) sera la matrice de terme général iy i indice de

ligne et j indice de colonne.

- Soit C = ((Cij)) une matrice (n x n) ; on notera Cg la matrice

suivante

% Cn’ Rn, Dn représentent réspectivement l'ensemble des matrices de cova-
riance (n x n), l'ensemble des matrices de corrélation (n x n), et l'en-

semble des matrices de covariance diagonales (n x n).
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% Soit C € Cn d'éléments diagonaux qi, og, coas ci non nuls. On dira que

R G.Rn est déduite de C € Cﬁféi‘-

Lo oo\
1 o 1
R = ot ) C . )
\ o L 0 i
o o
n n

% Etant donné une arborescence A = (X,I'), on notera :

- % sa racine

- (x,y) l'arc joignant le sommet x au sommet y

- A(x) l'ensemble des ascendants de x dans A.
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INTRODUCTION

Etant donné un vecteur aléatoire Y dont les composantes

sont les variables aléatoires Yl’YQ

et sa matrice de covariance associée, nous allons définir dans les deux

""’Yn définies sur une population Q,

premiers chapitres une information qui permette de "mesurer" la liaison

entre ces n variables.

Si, en plus du vecteur aléatoire Y, nous disposons d'une
variable aléatoire X, définie également sur £, nous nous proposons dans
le chapitre III de définir une fonction qui puisse '"mesurer' la liaison

entre X et Y.

jayg

Les applications pratiques de ces "liaisons-informations"

o174

l'analyse factorielle et a des problémes de segmentation conduisent
des résultats satisfaisants comme le montreront les résultats numériques

exposés dans le dernier chapitre.
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"CHAPITRE 1

LIAISON - INFORMATION

INTRODUCTION

o Z o o . +

Nous allons nous intéresser aux applications de ¢ - Hio
. + » e . . o * 7 P . Z Pl
soit (¢ - Bio) qui devront vérifier certaines propriétés qul ont éete

introduites en accord avec les résultats suivants

- Le coefficient de corrélation linéaire entre deux variables
aléatoires X et Y est un nombre compris entre -1 et +1, égal & *1 si la
liaison entre X et Y est linéaire. De plus, si l'on modifie lin&airement

le codage de ces variables aléatoires, sa valeur est inchangée.

- Soit R E.Rn et soit D € Dn la matrice diagonale semblable a

R (R est diagonalisable, puisque R est symétrique réelle).
Si V. est le vecteur propre associé d la valeur propre Ay

alors Ai représente la variance de Vi [é]. Donc la matrice D est la matrice

< 1
de covariance des vecteurs propres de R.

I - PROPRIETES DE LA LIAISON-INFORMATION

1. Remarques préliminaires

‘

- Les covariances se calculent d partir des variables prises
deux 3 deux. Nous respecterons cette notion de couple en introduisant une
propriété d'additivité des informations des variables prises deux d deux

(propriété I-1).
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- L'information sera un indicateur de désordre pour les variables
aléatoires, elle croitra donc en méme temps que les variances. De plus,
si nous remarquons que toute matrice diagonale (2 x 2) peut se décomposer

en un produit de deux matrices diagonales de la fagon suivante

u 0 u 0 1 0

nous pouvons introduire une propriété multiplicative faisant intervenir

cette décomposition (propriété I-2).

- Dans l'introduction.du Chapitre I, nous avons vu que la matrice
diagonale d'une matrice de corrélation R est la matrice de covariance
des vecteurs propres de R. Or, la diagonalisation étant uniquement un
changement des vecteurs de base, nous introduirons une propriété de

conservation d'information lors d'une diagonalisation ( propriété I-3).

2. Propriétés

. /@ + P
Les applications I € (¢ - Bio) qui vérifieront les quatre

propriétés suivantes, seront appelées liaison~information.

PROPRIETE I-1

[
Lt

Soit C € Cn alors

n—-1 n R
I(C) = h(n) 2 % I(C?L) ¥n 2 n €N
izl J=i+l

h étant une application de N rR"

i

PROPRIETE I-2

3 3 -~ e 3 2
Soit C € 02 une matrice dont les é&léments diagonaux sont Oi et o, et

soit R la matrice déduite de C alors

1(c) = ¥(oF, 02) I(R)




+

0 X H{g > Ei; vérifiant les propriétés

ol y est une application de IR

sulvantes

- ¢ admet des dérivées partielles continues par rapport a

chacune de ses variables en tous points de l'ensemble de définition.

P . . + +
- y(u,v) est non décroissante en u et v si (u,v) € H{O P HRO
. . . +
et est strictement croissante en u et v si (u,v) € R X Hi+.

+

- p(u,v) = plu,1) w(1l,v) ¥(u,v) € mg x Ry

PROPRIETE I-3
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Soient R € R et D €D semblable & R alors

I(R) = I(D)

PROPRIETE I-u

Si C €C est une matrice unitaire alors

I(C) =1

II - CONSEQUENCES DES QUATRE PROPRIETES PRECEDENTES

[

L1

1. Conséquence I-1

L'application h de la propriété I-1 a pour expression :

2

b(n) = 40573

¥n € N, n = 2.

DEMONSTRAT ION , )

Soit C la matrice de covariance unitaire de dimension (n x n) alors

I(c) =1 (propriété I-i4)




1 0

De plus Cg = <
0 1

) donc I(Cg) = 1.

En vertu de la propriété I-1, on obtient

n-1 n
1 =nh(n) I 1 ¥n 2, n €N.
izl J=i+l
D'ou h(n) = P ¥n 22, n € N.
n(n-1) ?

2. Conséquence I-2

Y(u,v) = P(v,u) ¥(u,v) € [0,2] x [0,2]

DEMONSTRATION
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sont les deux matrices diagonales semblables ad R.

Comme I(R) =_I(Dl) = I(D2) (propriété I-3)

et que I(R) = ¢(l-r,1+r) I (é g) = Y(l+r,1-r) I (é 2)

aloers Y(l-r,l+r) = ¢(l+r,1-v) Ve € [-1,1]

et donc que P(u,v) = P(v,u) ¥(u,v) € [0,2] x [0,2].

3. Conséquence I-3

Soit R € Rn et D € Dn semblable a R.

(propriété I-2)




Si D = ((Ai)) i=1,2,...,n et R = ((rij)) 1,§=1,2,...,1
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5 n-1 n 5 n-1
alors I(R) = —=——~ I pX p(l-r,.,l4r,.) = ———— I
n(n-1) 21 =i+l ij ij n(n-1) i=1 5=
DEMONSTRATION
1 0
Soit R, = ( ) alors I(R,) =1 (propriété I-u)
2 2
0 1
5 n-1 n .
- I(R) = ———— I y I(RJ) ¥n 22, n €N (propriété I-
n(n-1) .7 . i
izl j=i+l

Une des matrices diagonales D(i,j) semblable & Rg est telle que

l—ri. 0
D(i,3) = J
0 1+r..

ij
comme I(Rg) = 1(D(i,3)) (propriété I-3)

et comme I(D(i,j)) = w(l—rij,l+rij) I(R2)

5 n-1 n
alors I(R) = ———— I r  y(l-r,.,1+r..) ¥n € N
n(n=1) 521 5=+l B n 22,
- Ona I(R) = I(D) (propriété I-3)
5 n-1 n .
et I(D) = —mmy 2 5 I(Dg) (propriété I-1)
o iz1 =i+l

Comme I(Dg) = w(xi,xj) I(R2) (propriété I-2)

¢ 5 n-1 n
alors I(R) = ——— I L (AL ,AL)
p=l) g2y gmier o
REMARQUE

I(R,)) = y(1,1) I(R,) (propriété I-2)

donc ¢(1,1) = 1.

X
i+l

1)

w(xi,xj)
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4. Conséquence I-4

+

Pp(u,v) = P(v,u) ¥(u,v) € H{g x Hio

DEMONSTRATION

Soit R € R_.et D€ D_ semblable & R.

On en déduit en appliquant la conséquence I-3 que

)

I3

O A,) = B0,

etdméqw — Y(u,v) = Y(v,u) V(u,v) ER;><RZ.

5. Conséquence I-5

Soit g(r) = y(l+r,1-r) la fonction définie pour r € [-1,1].

i) g(r) est continuement dérivable ¥r € [-1,1]

ii) g(r) = g(-r) ¥r € [-1,1].
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10.

DEMONSTRATION

- Soit Y(r) 1'application de [-1,1] ~» H{g x HQS définie de la fagon suivante :
Wr) = (I+r,1-r) ¥ r €[-1,1]

& est continuement dérivable ¥ r € [-1,1]

Or, la fonction ¢ admet des dérivées partielles continues par rapport a

chacune de ses variables, donc la fonction g = ¢ o ¥ est continuement

dérivable ¥ » € [-1,1].

- y(1+r,1-r) = y(l-r,l+r) (conséquence I-2)

Or, y(1l-r,l+r) = g(-r) par définition de g.

Donc g(r) = g(-r) ¥ p €[-1,1].

6. Conséquence I-6

Soit f(x) = P(l+x,1) ¥ x € [-1,»]

1) f(x%) est continuement dériyable ¥ x €[-1,0]

. 1i) f'&) > O ¥ x € ]-1,»]

f'(x) €0 si x = -1.

DEMONSTRATION

- De la méme facon que l'on a montré que é(r) = y(l+r,1-r) est continuement
dérivable ¥ r € [-1,1], on montrerait que f(x) est continuement dérivable

¥ x € [-1,»].

- p(1+x,1) est une fonction strictement croissante si x > -1 et non
décroissante si x 2 1 (propriété I-2).
donc f'(x) > 0 ¥ x € 1-1,0]

f'(x) =0, si x = -1.
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7. Conséquence I1-7

La fonction y vérifie les deux relations suivantes

1) p(1+r,1) + ¢(1l-r,1) = 2 ¥ pr €[-1,1]

ii) 3y(il+r,1-r) = Y(l-r,1-r) + 2yp(l-r,1+2r) ¥r €0,1]

DEMONSTRATION

- Soit R G.R3 définie de la fagon suivante

1 r 0
R = r 1 0 ol r €[-1,1]
0 0 1

Le polyndSme caractéristique est

P(A) = (1-0)° = p2(1-0) = (1-1) (1-A+p) (1-2-r)

Les valeurs de A qui annulent P(X) sont donc

’

L ! 1+r 0 0
D = 0 1-r O
0 0 1

Calculons I(R) en utilisant la conséquence I-2

I(R) = %-[w(l—r,l+r) + 2 $(1,1)]

]

I(R) [W(1+r,1-1) + W(1+r,1) + w(il-v,1)]

Wk

donc comme $(1,1) = 1

Y(1l+r,1) + y(1-r,1) = 2 Vyr e€[-1,1]

11.
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- Soit R € R, définie de la facon suivante

R = r 1 T our €[0,1]

Le polynOme caractéristique de la matrice R est
PO = (1-0)° + 2r° = 3p2(1-0) = ~(a=1+0)2 (A-1-2p)
Les valeurs propres de R sont donc :

Ay T A, = 1p, Ay = 142

Calculons I(R) en utilisant la conséquence I-3

I(R) :-% [39(1-r,1+p) ]
I(R) = %-[w(l—r,l—r) + 20(1-r,1420) ]

L2

donc  3Y(l-r,l+r) = Y(l-r,1-r) + 2¢(1l-r,1+2r) ¥yr €[0,1].
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Lemme I-1

13.

[IT ~ EXPRESSION DE LA LIAISON-INFORMATION

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer la fonction

f + 3 Pl ./ vl 7z
I €<J7{(C > H{O) qui vérifiera les quatre propriétés et leurs conséquences.

1. Théoréme I-1

1 r
Etant donné une matrice R E<H09 od R :< >
- r 1

la seule fonction I(R) = y(lt+r,l-r) r € [-1,1] vérifiant les quatre

propriétés précédentes est la fonction

glr) = l-a2r2 ol a quelconque € ]0,1]

NOTATION

Soit la fonction f(r) = Y(l+r,1) Yyr €[-1,1].

- f est continuement dérivable sur tout l'ensemble de définition (conséquence

I-6)
- f vérifie la relation :

f(e) + £f(-v) = 2 ¥ r €[-1,1] (conséquence I-7).

i
L .

La dérivée de la fonction f vérifie

F'(r) = £' (2) ¥ v € [-1,1]
2

DEMONSTRATION

Dérivons la relation

2

F(r) + £(-v) = 2 ¥ €[-1,1].

On obtient
£f'(r) = f'(-r) ¥ r €f[-1,1].
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1h.

Dans la conséquence I-7, nous avons démontré la relation :

3 y(ltr,1~r) = Y(l-r,l-r) + 2 (l-v,i+2p) ¥ r €[0,1]
Or, Y(u,v) = Ylu,1) p(1,v) (propriété I-2)
donc 3 ¢(ltr,1) $(1,1-r) = y(l-r,1) ¢(Ll,1-r) + 2 y(i-r,1) $(1,1+2r) ¥r € [0,1}

Ol encore

8 £(r) £(-r) = £ (-v) + 2 £(-p) £(20) ¥ p €[0,1]

Puisque f est une fonction croissante (conséquence I-6) positive ou nulle,

£(-r) ne peut s'annuler que pour r = 1.

Donc 3 f(r) = f(-r) + 2 £(2r) ¥ r € [0,1]

Or, f(r) + £f(-r) = 2 ¥Vr €[-1,1]
done 2 f(r) = 1 + f(2r) ¥r €[0,1f

Dérivons cette derniére relation :

F'{r) = £'(2r) ¥r €[0,1]
Or fl'(r) = F'(-pr) ¥yr €f-1,1]
et £'(2p) = £'(-21) V€[5, -]2;]
Donc f'(-r) = F'(~21r) ¥ r € [O;l]
et donc £'(r) = £'(2r) ¥or € [- 5,1
ou encore f'(r') = f'(%i) ¥yr' e€[-1,1]

DEMONSTRATTON DU THEOREME I-1

Appliquons le théoréme des accroissements finis a4 la fonction
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Soit r € [~1,1], 40 et 6' € ]0,1[ tel que

f(r) = £(0) + » £'(6r)

®

£f(~r) = £(0) ~ » F'(~6"' n)

- Additionnons membre d membre ces deux égalités en remarquant que

£0) = P(1,1) = 1

Flr) + F(~r) = 2 + 2 [F'(Br) ~ £{~0'1r)]

Comme f(r) + f(-r) = 2 ¥Vr €[~1,11

Alors r [£'(6r) - £'(~0'r)] = O

- r#0 => f'(er) = f'(-0'p)
- r =0 => f'(8r) » £'(0)

et Fr(-6'p) » £1(0) puisque f' est continue (conséquence I-6).

Donc F1(B6r) = f'(-0'pn) ¥Vr e€[-1,1]

Or, dans le lemme I-1, nous avons démontré que

£'(r) = f'<-122) Vo €[-1,1]
- or . B C) S
Donc frér) = £'(z=) = ..... = f (“;) T e ¥n € N
e ' < 2
Or, £' est continue
. Or, _ .
Donc lim £'(==) = £'(0)
N
N> 2

et donc , £'(8r) = f'(-8'r) = £'(0)

Reportons ce résultat dans les relations (E)

f(r) = 1 + r £'(0)
f(=r) = 1 - r £'(0)

Or g(r) = Y(l+r,1-r) = f(r) £(-r) ¥ r €[-1,11 (propriété I-2)
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1
Donc g(r) = 1 - r2 f 2(O)
£1(0) > 0 (conséquence I-6)
et g(l) =0 (propriété I-3)

donc f'Q(O) € Jo,1]

Posons f£'(0) = «

2 2 .
alors g(r) = L - o »r r € [-1,1],a € JO,1]

1 r
Si R = r € [-1,1] la liaison-information est
r 1

I(R) = y(l+r,1-r) = g(r).

Il est aisé de vérifier que I(R) vérifie les quatre propriétés I-1, I-2,

I-3 et I-4.

De plus, cette fonction g est unique puisque

£f'(6r) = £'(-0'r) = £'(0) ¥ pr €[-1,1] 06 et 06' €]10,1]

et que g(r) = f(r) f(-r) = 1 - r2 £1(6r) £'(-6'r).
REMARQUE ' .
) " 1.1
Soit R, €R, , R, =
1 2 1 1 1

I(R) = g(1) = 1 - o

2 . . . .
donc a” représente le complémentaire a 1 de 1l'information contenue dans

la matrice Rl°
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2. Corollaire I-1 du théoréme I-1

La liaison-information d'une matrice R = ((r..)) € Rn a pour
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13
expression
5 n-1 n 5
I(R) = —z bX (L - a” ri.) a € 10,1]
nln=1) 51 juien
: Pij € [~1,1]
Vi,7 = 1,2,... 0
DEMONSTRATION
La conséquence I-2
5 n-1 n
I(R) = n—('—r;:"i-)— ) X ll)(l'“ri.,l+ri.) ¥ R ERn
izl =i+l ) ]
et le théoreéme I-1 :
2 2
Y(l+r,1-r) = 1 - a" ¥ o €1]0,1], » € [-1,1]
nous permettent d'écrire
n-1 n :
I(R) = ET%?IT 5 (1 - ol ri.) o € 10,1]
izl =i+l )

REMARQUE

‘
@

Le théoréme I-1 nous a permis de préciser la fonction y(u,v) si

(u,v) € [0,2] x [0,2] ol u = 1+r et v = l-pr.

r -

Y(u,v) = 1 - u2(u—l) (1-v) = 1 ~ &2 + o uv.

I1 nous reste 3 la déterminer si (u,v) € [2,°] x [2,].

il

3. Théoréme 1-2

Soit R € Rn et soit D € Dn la matrice diagonale semblable a
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R = ((r..)) D = ((x.)) 1,3 = 1,2,...,n0.
iy i

n-1 n . n-1 n
alors > % det (Rg) = % Iy A
izl =i+l ©di=l =i+l )
DEMONSTRATION
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Nous allons démontrer ce théordme par récurrence.

1) Le théoréme est vrail si n = 2, n= 3 ; en effet

- n = 3
1 a b Xl 0 0
Soient R = a 1 ¢ et D = 0 A2 0
0
b ¢ 1 0 A3

det(R-AI) -x3+3x2 + x(a2+b2+c2~3) + 2abc - b2 - c - aQ + 1

det(R-AL) 0= - (A"Xl) (XmAQ) (A—AS)

i
!’ .

et par identification, on obtient

A A A, =1+ 2abc - b2 - 02 - a2
17273 5 o o
AlAQ -+ Alks + A2A3 = 3 - (a"+b +c”)

Al + Az + A3 = 3

donc dans le cas n = 3

B 2 3 ) 3
AlAQ + xlxg + AQAS = det (Rl) + det (Rl) + det (RQ)
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2) On suppose le théoreme vrai si R est de dimension (n-1 x n-1),

démontrons-le pour R de dimension (n x n).

Soient R € Rl’l‘”il_ R o= ((Plj )) Lo L2, n-1

et D semblable a R D = ((xi)) i i,2,0.0. 01
n-2 -l . n~2 n~1

alors 1 Poodet(R]) = 3 5 AL,
izl =it * izl g=iv1

Considérons maintenant la matrice sulvante

1 dpp reeee a
921
R' = . R ol R est la matrice définie précé-
demment
an,l

’

et solit D' .= ((Ag)) i=1,2,... n la matrice semblable a R'.

Nous allons chercher dans le polyndme caractéristique de R' le coefficient

de Xan.

Développoﬁs det(R'-AI) par rapport & la premiére colonne.
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n .
1+
det(R'"-AT) = (1-A) det(R-AT) + £ (-1)" 7 a. . A,
‘o 3.1 3,1
3=2
ol A, est le mineur de a. solt
]sl ]31
410 P43 AL5-1 M %1n
RS f |
GRS | : F1n-1
“ -
ol Sea e f |
> S | |
\»\ N '
N l
N s
DN
, r._, 1-A vl oL
Aj,l = j-2,1 N % 2,31
r _ S AN
A PR LS T
~
~
~
~
~
1-a
I11'1“1,1
Le coefficient de Anng dans det(R-AI) est
< n-2 n-1
o [nen T
¢ ' izl g=i+1l I
et celul de Ann2 est (-1)nm2 x (n-1).
Donc le coefficient de Aan dans det(R'-AI) est
‘ n-2 n-1 n . . s .
(-1)"7? [-nml) + (“"1l%3—3— - ) rf. v (DY T
i=1 g=i¢l Y 4=2
. 2
13
o (_1)1(11312,6 i ~l> est la signature de la permutation
i, ~ 2 i, = 3 5 13“2 = g-1 3 l]“L =1 lj = g 51 = n-1

n-1-
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done (~1)F(F10%, L) = (32

d'od le coefficient de A" ° est

» n~2 n-1 n o, ]
(-’l)n“2 nin-1) _ 5 5 r?. - 7 a%, (i)
2 . .. 1] . 19
- =1 J=i+1 =2 -

Comme A; A; o e Aﬁ sont les valeurs propres de R'

(R TY = (138 - - (3
det (R -2I) = (~1)" (i Ai) (A Xé) N & Aé)

, . e s n-2 .
donc le coefficient de A est aussi

n-1 n
-0 3 1Al 2)
i=1 j=isl T

Et en égalant (i) et (§> nous obtenons le résultat cherché

n-1 n - n--1 n
% % det(Ri]) = 3 DRSNS
i=1 j=i+l izl g=i+l

4, Corollaire I-2 du théoréme I-2

La fonction y(u,v) pourra prendre comme valeur

I3

kﬂ2+cxtw o € J0,1] (mv)é]RgxﬁRg

DEMONSTRATION

Soit R = ({r..)) € R et D = ((A.)) € D semblable & R
ij n i n

M

Ai € [0,n] i = 1,2 ... n

Dans le corollaire I-1, nous avons donné la valeur de

21.
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ou encore

I(R) = 1_062 + E—%‘I—{?—-T % bX (l"’ r, )
izl J=i+l
n-1 n 9 n-1 n
Comme % o (I-rl) = % DD (théoréme I-2)
. . . i . . .
i=1 =i+l izl j=1i+l :
on obtient
2 n-1l n n-1 n
- )
Mogey gmier ¢ i1 g=iel J
n-1 n
or TI(R) = 2 b ) w(AiAj) (conséquence I-2)

n(n-1) i=1 j=i+l
donc on pourra prendre comme fonction

2 i
w(xi,xj) =1 -9 + o ALAL kisxj € [0,n]

REMARQUE

. 2 .
Nous avons déja vu que o représente le complémentaire a 1 de

l'information contenue dans la matrice

2
o b - T
1 l(Rl)°

De plus, I(Rl) représente la valeur minimale de 1l'information de toute

matrice de corrélation d'ordre 2.

2

I(R,) = Min  I(R)
Y rer
T2
On pourra donc prendre comme minimum sans restriction de généralité
I(R]) = 0 ou encore a” = 1

donc  yp(u,v) = uv ¥ (u,v) € Hig X H%;
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5. Conséquence I-8

La liaison-information d'une matrice C € Cn dont les éléments

diagonaux sont

02 02 02 est
100 Oy s eee O 3
n-1 n o
ey = B 1 62 6T G
UJ)“’,, i O 3 ] i
“ =1L

DEMONSTRATION
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Soit C € Cn et R € Rn déduite de C.

5 n-1 n 5 9 .
I(C) = —foe 3% Y 9(o®,0%) I(R})  (propriétés I-1, I-2)
n(n-1) .~ . 1275 i
izl =i+l
Or p(u,v) = uv d'aprés la remarque précédente et
1(R}) = 9(1-r.., 140, .) = 1-0°,
i ij? by ij
n~1 n
donc  I(C) = ‘f%iij‘ L Dol ol (1mrl) ¥CE ¢
" izl j=isl . ]
REMARQUE : ,
P;."J covariance (Y.,Y.)/0.0,
i i i
et c% 02 (lmr?.) = 09 o, - covariance (Y.,Y.)
i ij i i
donc , el a i
. e z Shn S . . C
1(C) = =2y 3 det ¢} ¥ C € C

i=1 =i+l
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CHAPITRE 1II

INDEPENDANCE DES PROPRIETES ENONCEES
AU CHAPITRE 1

INTRODUCTION
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Dans le chapitre précédent, nous avons imposé a la fonction
I¢€ c -~ H{g) de vérifier quatre propriétés. Il nous reste a nous
assurer qu'aucune d'entre elles n'est déductible des trois autres. Afin
d'y parvenir nous montrerons que tous les systémes de trois propriétés,
déduits du systéme de départ par la suppression d'une quelconque des

propriétés, nous conduisent a au moins deux fonctions de

LEQ?ZE > nz;).

REMARQUE

La suppression de la propriété,I-4 nous conduit a une infinité
de fonctions'se déduisant toutes de celle définie au chapitre I par

une transformation affine.

I - SUPPRESSION DE LA PROPRIETE I-1

Soit C € C( et prenons comme fonction

@788
I ¢ L,7((0 > Hﬁ;) la fonction I(C) = det(C).
Cette fonction vérifie les propriétés I-2, I-3, I-4.

1) Si C € ( est unitaire alors I(C) = det(C) = 1.
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2) Soit C € 02 d'éléments diagonaux Gi . og et soit R la matrice déduite

de C.

Alors det C = Gi O; det R.
Donc  ¢(u,v) = uv.

Cette fonction ) vérifie évidemment toutes les conditions analytiques

imposées dans la propriété I-2.

3) Soit R € Ret D € D semblable & R alors

det R = det D

donc I(R) = I(D).

4) La propriété I-1 par contre n'est pas vérifiée en général.

Soit D = ((Ai)) € Dn
n—-1 n 10 n-1 n
I(D) = h(n) = Y p(A,AL) IS D) = hin) I 5 AL ®
. .. i) 01 . e 17
1=1 Jj=i+l i=1  j=i+l
d'autre part
I(D) = det D = A A My -v A O

[
v B

Comme en général 1'égalité entre (i) et (:) n'est pas réalisée, alors la

propriété I-1 n'est pas vérifiée.

IT - SUPPRESSION DE LA PROPRIETE I-2

i

Pour cette propriété, nous procéderons en deux étapes. D'abord
Il A

suppression de

W(u,v) = 9(u,1) y(l,v) ¥(u,v) € JR"(; x ]R;

puis suppression de la propriété I-2 dans son ensemble.
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) + +
1. Suppression de y(u,v) = y(u,1) v(1,v) ¥(u,v) € ]RO X IRO
. P . 2 2 2
Soit C € (€ d'éléments diagonaux ¢, 0. .... @
n 1 2 n
/6 + . .
Prenons comme I € (¢~ H{O) la fonction suivante
n
I(C) = 1 pX o?
n i
1=1
Dans ce cas p(u,v) = E%X ¥ (u,v) € H{g X Big
- 81 C € est unitaire alors I(C) = 1
5 n-1 n :
- I(C) = —— L r I(cy)
A R T TS
En effet
sic € R I(C) = I(c) =1
2 2 O§+U§
si C € C-R I(Cij) = W(Oi,cj) I(Rij) = 5
donc 2 2
o n-1 n oi+0. 1 n 5
I(C) = —T—_'_T)— L 7 J - _1'; % Oi
nin i=1 =i+l " i=1
_ II,H‘"V + + . . o .
- Ylu,v) = 5 ¥ (u,v) € H{O X B{O vérifie les conditions analytiques

imposées & Y sauf

Y(u,v) = ¥(u,1) Y(1,v) qui n'est vérifiée que pour u=l ou v=1.
- Soit R € Rn et D € Dn semblable 3 R.

' n
D = ((Ai)) et § Xi = n

donc I(R) = I(D) = 1.
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2. Suppression de la propriété I-2

Soit C € ( alors I(C) = 1.
Ie€ (C—>IR$)

Les propriétés I-1, I-3, I-4 sont évidemment vérifiées et la propriété

I-2 est devenue inutile.

On peut cependant définir la fonction ¥ telle que

1(C) = w(oi,og) I(R) C €C, et R déduite de C.

P sera la fonction constante

+

p(u,v) = 1 ¥ (u,v) emg x Ry

p(u,v) = 1 vérifie la condition

+

P(u,v) = ylu,1) ¥(1,v) ¥ (u,v) € Eig X Hio

mais ne vérifie pas les conditions de croissance imposées d ¢ dans la

propriété I-2.

REMARQUE

’

Nous venons de montrer que deux des conditions imposées d
ne sont pas déductibles des autres propriétés. Il en est de méme évidemment
pour la condition de dérivabilité. La propriété I-2 ne peut donc &tre

déduite des autres propriétés.

IIT - SUPPRESSION DE LA PROPRIETE I-3

ki

Soit C € ( et prenons comme fonction

g + .
I ¢ (¢ ~ Bio) la fonction

o2 H T
I(c) = D) b vy o0, 0. {1-r.;.)
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2.2

+
Dans ce cas  ¢(u,v) = u'v

+
¥ (u,v) € H{O X H{O

Cette fonction vérifie les propriétés I-1, I-2, I-4.

1 - La propriété I-1 est vérifide par définition de I.

2.2

2 - Toutes les conditions imposées a y sont vérifides en effet y(u,v) = uv
est continuement dérivable, croissante en u et v, et décomposable en
Yu, 1) p(1,v) = (uz x 1)(1 x v2) = u2v2.

3 - S1 C est unitaire I(C) = 1.

4 - La propriété I-3 n'est pas satisfaite puisque

L (l—ri.)2 est en général différent de
izl =i+l J
n-1 n 5

z (Xil.)
izl =i+l J

Prenons par exemple les matrices semblables suivantes

1 r 0 1-r 0 0
R = r 1 O et D = 0 1+r O
0 1 ‘ ¢ o 1
I(R) =-26- [(1—f2)2+ 2] = % (3 - 2r2 + r“)
1(D) :-% [(1-v2)° + (1-v)° + (1+1)?] = %—(3 +ph
donc si r # 0 I(R) # I(D).

i

IV - CONCLUSION

Nous pouvons donc conclure qu'aucune des quatre propriétés du
Chapitre I n'est déductible des trois autres puisqu'il nous est toujours
possible de trouver au moins une fonction, différente de celle définie au

Chapitre I, vérifiant trois des quatre propriétés I-1, I-2, I-3, I-Uu.
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CHAPITRE III

LIAISON- INFORMATION CONDITIONNELLE

INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux applications
LEQFZb > H{g) qui permettront de mesurer la liaison existant entre
des variables aléatoires Yl’Y2° cee Yn et une variable aléatoire X. Nous
appellerons ces applications liaisons~informations conditionnelles, et nous

les noterons IX(C) siC = COV(X,Yl,Y ..,Yn). Dans tout ce chapitre,

22"
X sera une variable aléatoire centrée et réduite.

I - DEFINITIONS

Soient nt+l variables aléatoires X,Y

C = COV(K,Y .Yy, .us Y ).

»Y Yn’ et soit

1°72°2

. . . ' ’ . . .
Les deux définitions que nous allons proposer se déduisent immédiatement

de la liaison-information définie dans le chapitre I.

1. DEFINITION III-1

n-1 n

Iél)(c) - __(.271_)_ 5 I det C_..

nin iz1 §=i+l J
ol C .. = COV(X,Y.,Y.)
o1] , 17,3
2. DEFINITION III-2

-1 n

(2) 0y _ 2 " 2 2, 2
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ol po/ij représente le coefficient de corrélation multiple de X par

rapport a Yi et Yj. (L'indice zéro correspond d la variable X).

IT - PROPRIETES

1. Propriété III-1

Si C .. = COV(X,Y.,Y.) et si p ,.. est le coefficient de corrélation
0i]j i’ o/17

multiple de X par rapport a Yi et Yj alors

_ J _ .2
det Coij = (det Ci) (1 po/ij)

DEMONSTRATION

Cette propriété est évidente puisqu'elle représente une

des définitions du coefficient de corrélation multiple.

REMARQUE

det C .. < 0 puisque det C,. et l~p2 .. sont deux quantités
o1j ij o/ij

positives ou nulles.

2. Propriété III-2

Si C € C alors Iél)(c) < 1(0)

DEMONSTRATION
n-1 n
Iél)(c) = _TszT z I detcC_,.
nin i=1 j:i+l ]
5 n-1 n S
I(C) = m z Z det Cg_
: i=1 J=i+1

(1)

Soit AI = I(¢C) - Iﬁl)(c>
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n-1 n .
artt) - _TZ:IT ) I (det ¢ - det C_,.)
T 521 §=ie ]
) o2 P
or det COij = det Ci (1 po/ij) (propriété III-1)

Donc det C3 - det C .. = det CJ x 02
i 017 i

o/1i]
et a1'Y 20 car det cd x02,.. 20.
i o/13
REMARQUE
. (2) _ (2) . PR .

Le signe de AI = I(C) - IX (C) est ilmprévisible puisque

n-1 n
e NI T PP

iz1 =i+l ] J

IIT - CONCLUSION

Deux définitions ont été proposées dans ce chapitre pour la
liaison-information conditionnelle. Il semblerait que la premiére soit
la meilleure en vertu de la propriété II-2. Cependant, nous les
conserverons toutes les deux pour les applications pratiques et nous
déciderons ensuite celle qui paraltra le mieux mesurer la liaison entre

XetyY Y2 N 4

1 n’
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CHAPITRE IV

APPLICATIONS PRATIQUES

INTRODUCTION

La premiére application consiste & "classer' des variables
aléatoires correlées entre elles a 1l'aide de 1'analyse factorielle

et de calculer la liaison-information apportée par chacune d'elles.

La seconde concerne une application de la liaison-information

conditionnelle & un probléme de segmentation.

I - APPLICATION 1

1. Analyse factorielle

L'analyse factorielle a pour but de figurer géométriquement dans
un espace euclidien de faible dimension un ensemble d'informations qui se

présentent sous la forme de variables aléatoires correlées entre elles

[2]1 ; [8].
Soient n variables aléatoires

Y Y

l, 2) e n

et solt R € Rn leur matrice de corrélation

R = ((rkl))
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Si nous diagonalisons la matrice R, nous obtenons n valeurs
propres Al,xz s ses An et leurs vecteurs propres correspondants Vl’ V2,...,V
Géométriquement, R est la matrice d'inertie du nuage de points
. n . . .
constitué dans R a partir des n variables aléatoires, les vecteurs propres
sont les axes principaux d'inertie et les valeurs propres les moments

principaux d'inertie.

Statistiquement Ai est la variance de la variable aléatoire
Vs définie comme une combinaison linéaire des variables aléatoires

Y, Yoo ooy Yoo

Soit D = ((Xi)) la matrice diagonale semblable d R et soit

Vi = a:q Yl + a, Y2 S a, Yn ¥i =1,2,...,n

le vecteur propre associé a Ai.

X représente "l'influence" de Yk sur l'axe

factoriel Vi' I1 nous est donc possible de classer les Yk par ordre

Le scalaire a;

d'influence croissante pour la variable Vi ayant la plus grande variance

KMax'

2. Liaison-information apportée par une variable

’

Etant donné n variables aléatoires Y

L

Y Y et leur
n

l) 2, AR ]
matrice de corrélation R, nous appellerons liaison-information apportée

par la variable Y. (dans R) la quantité

1 n
I[Y,(R)] = I det R3
(n-1) Jj=1
. j£L
REMARQUES
- Si Rz ((r..)) alors
1]
. 2 . . .
I [Yi(R)] =0 si Pij =1 ¥j=1,2, ..., n i # i

n'
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- . 2 _ . .
I [Yi(R)] =1 si rij =0 V¥j#£4i=1,2, ... n.

- La liaison-information de la matrice R est la valeur moyenne des

liaisons-informations apportées par chacune des variables

l n
I{R) == I I[(Yi(R)]

i=1

3. Applications pratiques

Dans le paragraphe 1, nous avons vu comment il était possible
de classer les Yk par ordre d'influence croissante. Nous pouvons maintenant
comparer cet ordre avec celui que l'on obtiendrait en classant par ordre

décroissant les liaisons-informations apportées par toutes les variables

Y..
i

Intuitivement, ces deux classements devraient avoir des simi-
litudes. La propriété suivante va d'ailleurs &tablir que pour n = 3

ces deux classements sont identiques.

Propriété IV-1

Soit R = ((rij)) la matrice de corrélation des variables aléa-

toires Y, , Y, , Y et soit D = ((Ai)) i=1,2,3 la matrice diagonale semblable

1> "2° "3 X
a R.
A la valeur propre maximale AM = Max(xl,AQ,XS) correspond
P
le vecteur propre VM y
Z

. - . . X 2
Alors la condition nécessaire et suffisante pour que x2 > y2 >z est

que

I LY, (R)] < I [Y,(R)] <1 [Y,(R)]

Avant d'établir la propriété IV-1, nous allons démontrer la propriété

sulvante
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Propriété IV-2

Un minorant de (l--)\M)2

information de la matrice R :

2 _
(1~AM) > 1-I(R) =

35.

est le complémentaire a 1 de la liaison-

DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE IV
¥

1 Y12 Ti3

Soient R = P12 1 r23

P13 Tos 1

P(A) = det(R-AI) = (1-))° - (r§2

A

On a de plus Ay = Max(d ,X,, 3

M

et P(Al) = P(AQ) = P(A

Pour plus de commodité, nous cho

1 2 3
Soit %= P 23 - (g,
et soit a, = l—xl’ o, = 1‘X2,
P(l—al) = P(l_uz) - P(l—a3)
ot @y <oy < oy
Y=g X - (o trl i)
et donc Y' = 0 si X = + T12""13

é-[r2 + r2 + r2 1
3 12 13 23
-2
Al 0 0
et D = 0 A2 0
0 0 A

2 2
+r13+r23) (1-2) + 2rl2 Py Toy

)

3) =0

isirons




X |- oy -b @, b Gy +oo
Y! + . + 0 -. - 0 +. +

. +o
Y | -»

Comme Y posséde 3 racines

o, se place entre -» et -b

a, se place entre -b et +b

%3

se place entre b et +=

donc o, < =b

1
r2 +r2 +r
3
donc (l—kl) < - 12 éS 2
r2 +r2 +1
Oou encore (l—)\M)2 > —i2—~%§——g§ = 1-I(R)

DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE IV-1
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Exprimons x, y, z en fonction de Al(supposé maximal),

’

(l—Al) Xt r,ytr,z=0
vy Xt (l—Al) Yyt ryy 8= 0
=0

Pig Xt vyt (l—Al) z

T13 190

= - Ta3 =X ;
Ay,
T19 1=A,

122 13> To3

36.
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l-Al Pl3
_ 10 Tog
y-‘ Z
l—Al Pl2
Pl2 l-Al
F1o 13
) Thy l—kl
x = - y
=A, rog
rl3 l-kl
. (1-2))ry 570 o0q
Soit encore X = -
(1-2,)2 =
1 12
g= - (17, )r)a7ri50 4
- 2 2
(1-2) 12
- - riplimh )P igryg
- 2 2
(l—ll) rig

DEMONSTRATION 1

'
L2 .

2

Si x2 >y > z° alors I, (R)] < TV, (R)] < MY (R)] 2

_ L2 .2
@ <= G ) Lol 037 20 o g o5 (172 )= (1 )

_ 2 2
(:) <=> (1= ) O 24 12r13r23(l A, )=(1=-2 ) 12

© <= G- ) 12 P13 0372 1o 15 g (172 ) (12 )

- - - - - 3—
Or P(Al) =0 => 2. 1. .1 (1 kl)

12713723

donc

) 2 2 2
(& <= (r],ryy) (=)

P10

(r

—(r2 +r

2 2
237 F12

+2r

13

) >0

2
(1—xl)

2 2
12(1—Al)

2 2
rls(l—kl)

2
+r23) (l-Al)

37.




) 2 2 2 _
® <= (r1,7r7g) (1= + vi, (ris-ri,) > 0

) 2 2 2.2 2 2
(©) <= (i) A"+ rig (rp37rig) > 0

et donc
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(:) <=> (:) (1-x.) 19 (:) (1-2.) 19
' 2 L2 e 2 .2
12 23 12 23
_ ~ B 2
® <= @ (a1 2 @ (2% <ol
r2 > r2 o 2 < 2
12 7 Tis T12 ° T13
- _ 2
(:) <=> (:) (1-2.) 13 ] (:) (1-x,) 13
r2 > r2 : I’2 < 1”2
13 23 13 23
) L322 2 2
O RN O e I S S
+ (:) + (:) incompatible entre eux
+ (:) + (:) => incompatible entre eux
(:) + (:) => incompatible avec (1—xl)2

+

+

~+

OOOOOOE ©
@@@@ :

[a¥)
O
o]
¢}

et donc

soit

+

+

s y? s 2
2 L2
12 7 T13
2 2
P10t Py3
22
12 7 oz

I[Yl(R)] <

incompatible entre ‘eux

2 2
12 7 Tog3
2 2
i3 T Tos
2 2
P13 * Tog

I[Y,(R)] < I[Y,(R)]

entre

@ =

(:) => incompatible entre eux
(:) => incompatible
®

=> incompatible entre eux

eux
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DEMONSTRATION 2

Si I[Yl(R)] < I[YQ(R)] < I[Y3(R)] alors x2 > y2 > 22 ?

~ 2
Par hypothése rs > Y3 > Toq

2 2 2 2
x2 | UTATryg rparyg - 2y, ryg rog(-hy) N
2 4oL 2 2 T D
z (1 Al) +r12 2r12(1 Al) 1
Calculons Nl - Dl
) 2 2 PPN N SN
Nl Dl (1-x ) T 3+r12 3 -2r l2r13r23(l Al) (1 Al) rl2+2r12(l Al)

or  P(A) =0 = (l—)\l)3+2r = (r2 4p2 +r BEEEW

1271323 © ‘F13"10
_ > 2 2 2
Done N, =D, = [(1 Al) - 13,1 (rl2 r23)
. . 2 2
Etudions le signe de (1-x,)" - r
1 12
_ .3 2 2 . 2
P(l-r o) =1y, - (r12+r1 tryg) Tyt 200y aryg = ry (e gor )
3 2. 2 2 _
P(Itay) = —ay + (2,07 44005) o) + 20,0 gr,0 = Hrp o0 e
P'(1-r..) - 2r2 -2 -2 >0 par hypothése
12 12 13 23
2 2 2 2 P
1 - - " > -
P (l+al) = 3a) (r12+r134r23) > 0 (propriété IvV-2)
T Py <0
] — —
P'(1 r12) > 0 'et P(l,r12) > 0
donc
a; <1y, < -b (propriété IV-2)
et donc a2 > rQ
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T T 0
t - —_
P'(1 r12) > 0 et P(1 rlQ) <0
donc cf propriété IV-2.
b < v, <A, (propriété IV-2)
de plus b < oy < 4o
comme P(l—rl2) < P(l+ul)
car -r. (r..-r )2 < Yp_ v .1
12713 723 12713723
uisque r, . [r, . +tr ]2 > 0
puisq 127137 23
donc 0 <b < rl2 < —al
2 2
et donc al > rlQ
On a donc démontré que (l—kl) -ry, >0
Comme r2 > r2 ar hypotheése
12 7 Tpg PP
. 2 2 2 2
Nl Dl = [(l_k%) P12] (r12 r23) > 0
et donc x2 > 22
On montrerait de méme que y2 > 22 et x2 > y2
En effet
2 2
y_ - N~ - r oy = N 2 .2 2
7737 T NyDp = [T - r, ] (e,
Z 2 .
2 N
x° 3 i N2 2 2 2
R T R Bl A St R R ST B C T
y 3
2 2 2
donc X >y >z

40.
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L1.

REMARQUE

Cette propriété que nous venons d'établir pour n=3 n'est pas
vraie dans le cas général comme nous pourrons le constater dans les

applications numériques étudiées en Annexe 2.

Cependant, on peut penser que si en plus des relations entre
coefficients de corrélation on fait intervenir une relation entre la
valeur propre maximale et ces mémes coefficients, on pourrait établir

la propriété IV-1 dans le cas général.

IT - APPLICATION 2

1. Introduction

Soit un ensemble @, une tribu ¢ d'événements dans Q et une

probabilité P définie sur q.

Nous supposons donné un systéme complet d'événements E sur
(Q,a) fini soit

12 Bos ves EK)

Nous disposdns par ailleurs dé n systémes complets d'événements
: . . 1.2 a(Qs)
¥ . 1
Ql’ Q2, cees gn. Si 1l'on note Qj’ Qj, o e Qj ] °
Qj, nous dirons que Qj est une question de base a(Qj) et d'issues Qj’
a(Q4)

2
Qja st Q] J

les éléments du systéme

Nous cherchons a opérer une partition ., Q

10 Sps e Qk de Q

d 1l'aide des questions Qj J71,2,...,n telle que si w € @, & 4 tel que

P.. =P . 4‘ T " ) . .
i3 (w € El/w € Q]) solt "grande" et donc que les PlS ¥s#j soient

"petites'.

a

Nous dirons que les Qj sont les questions "explicatives'" et E

la variable "3d expliquer".
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Exemple

42,

Les résultats obtenus ne seront vraiment intéressants que si
le nombre de questions "explicatives" intervenant dans la constitution
d'un Qi i=1,2,...,k sera réduit, c'est-da-dire que pour chaque Ei

on désire connaltre les questions explicatives les plus discriminantes.

Nous allons présenter deux méthodes utilisant la notion de

pseudoquestionnaire.

2. Rappel sur les pseudoquestionnaires [17]

On appelle pseudoquestionnaire construit sur Ql’ Q2,..., Qn le

triplet (A, u, B) ou

- A est un graphe arborescent (X,T)

- u est une application de l'ensemble Y des sommets non terminaux

de A dans (Ql’Q ..,Qn) vérifiant

2°°
i) 1ry] = a (uly)) ¥y €Y
ii) la restriction de u d l'ensemble des sommets de tout

chemin de A est injective

- B = {by ly €Y} ol by est une bijection entre 1l'ensemble des

arcs sortant de y et celul des issues de la question u(y).

L2

u(x) = q question d'issues 4 et 4,

bx((X,y)) a;

bX((X,Z)) q,

X
! Z

Soit K = (A, u, B) un pseudoquestionnaire
- On dit par extension que x est un sommet de K si x est un sommet de A
- On appelle rang d'un sommet de K le nombre de ses ascendants dans A.

- On appelle hauteur le nombre H tel qu'il n'existe pas de sommets de vrang

supérieur 3 H et tel qu'il existe un sommet de rang H.
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- Soit z € K et soit Zy Zgy oeee 2y ses ascendants.

o
1

b ((z,,z.)) = Q.
zl 1272 1l
Q.
b, ((zy525)) = Qiz
2 1

o

k

b ((z, ,z)) = Q.
zk k 1l

On appelle probabilité de z la probabilité de 1'évinement

associé
] o,

< .
E(z) = N Qi]

j=1 1
et vecteur de probabilité associé au sommet z 1'élément P(E/z) ayant

pour composantes
P(Tj/&(z)) J= 1, 2, vee, 8
que l'on note par abus de langége P(Tj/z).

- Etant donné un nombre € € ]0,1[, un sommet z est interprétable 3 ¢
prés si dans K il existe jo €1, ..., 2] tel que

‘

P(E.-/z) = l-¢.
Jo

¥

3. Nouvelle formulation du probléme

Etant donné e, il s'agit de construire un pseudoquestionnaire
K*z (A, u, B) sur Ql’ Q25 cees Qn de hauteur maximale RO tel que la
probabilité de 1l'ensemble des sommets terminaux de K¥* non interprétables

d €& prés soit "minimale'.

Nous construirons ce pseudoquestionnaire par récurrence, c'est-3-

dire si K¥(R) = (Ar’ U, Br) est la restriction de hauteur R de K¥ et si
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X est un sommet de rang R dans K*¥(R), il suffit soit de décider que x est

terminal dans K¥(R+1), soit de définir

— t Z . z .
uR+l(X)' L'arborescence AR+l est alors déterminée en raison
de la condition a(uR+l(x)) = |FX|

- une bijection entre les arcs sortant de x ainsi construits

et les issues de la question uR+l(x).

Afin de déterminer cette application u, nous allons proposer
deux méthodes : l'une faisant appel & 1'information de Shannon, 1'autre

d la liaison-information.
REMARQUE

I1 est inutile de soulever la question d'existence d'un pseu-
doquestionnaire dont la probabilité des sommets non interprétables 3 e

prés soit inférieur 3 un seuil fixé 3 1'avance.

En effet, la construction de K *¥de hauteur RO (RO est en
général inférieur 3 5 ou 6 dans les applications pratiques) est relativement
de faible colit. On se contentera de vérifier 3 posteriori 1'intérét du

résultat.
4. Méthode 1

On appelle entropie du systéme E pour la mesure P la quantité

HP(E) définie par

1

HP(E) = P(E]) Logi:;—(]—_j—j—)—

N j l *

1™

Etant donné un élément A de a, on notera P, la mesure définie

A
sur (Q,a) par :

P(All B)

OS] ¥B € a

PA(B) = P(B/A) =
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Si § = (Sl, S, <y Sn) est un systéme complet d'éveénements, on appelle

entropie de E conditionnée par S la quantité HP(E/S) définie par

HP(E/S) =
1

™M s

P(Si) HP (E)

1 S,
1

On appelle information apportée par S sur E pour la mesure P, la quantité

IP(E,S) définie par :

IP(E,S) = HP(E) - HP(E/S)

Considérons le pseudoquestionnaire Kg = (A,u,B) défini de la fagon

suivante

- un sommet est terminal dans Kg si et seulement si il est inter-
prétable & € prés ou de rang égal A Ry

=~ pour un sommet y non terminal, on choisit u(y) tel que

I (u(y),E) = Max [IP (Qj ,E) / Qj € D(y)]
y J y

ol . D(y) = {Qj jzl,2,...5%n ¢ u(x) # Qj ¥x € A(y)}

Py est la mesure engendrée par P(E/y)

Cette heuristique consiste donc a poser en chaque sommet la

question qui apporte le plus d'information sur 1'état du systéme E.

Le pseudoquestionnaire KS n'est,sans doute pas le pseudoquestion-
f
naire optimum, car l'information transmise par Kg n'est pas nécessairement

maximale bien que 1l'information transmise par chaque question de Kg le

soit, mais on peut toutefois penser que Ké approche de l'optimum si 1l'on

se référe aux résultats obtenus par 1l'algorithme de Fano [5] dans le cas

des questionnaires et 4 de récents développements sur les pseudoquestionnaires

[18] [19].
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L'information de Shannon nécessite des questions de type quali-

tatif.

Dans la méthode 1, on est donc obligé, pour des questions de
type quantitatif, de constituer des classes avant de pouvoir décider quelle

sera la question a poser a un rang donné.

Dans la méthode 2 par contre, les classes ne seront constituées
dans une question de type quantitatif que lorsqu'elle aura été choisie

comme "optimale" & un certain rang.

5. Méthode 2

Considérons d'une part n applications Y., Y - Yn de

1> 22

dans la droite réelle IR de la forme
i i .
Y.(w) = y. siw €Q. = 1,2,....0
] yj Qj j b 5 S

et d'autre part une application X de © dans IR de la forme

X(w) = x. 81 w €F, ,
i i
Si R est la matrice de corrélation de ces n+l variables aléatoires, nous
pouvons calculer la liaison-information conditionnelle de type 1 et de

type 2 soit

n-1 n )
I;l)(R) - _Téjiy y D det Ry,
" izl j=i+l ]
et ,
n-1 n
R e H L S CE
izl =i+l ]

1'indice zéro correspondant & la variable X.
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Nous allons proposer deux critéres de choix des questions en

chaque sommet.

Considérons le pseudoquestionnaire Ki = (A,u,B) défini de 1la

fagon suivante

- un sommet est terminal dans K? si et seulement si il est inter-

prétable d e prés ou s'il est de rang Ry
- pour un sommet y non terminal on choisit u(y) = Qi tel que

o, =

5 det R = Min [ak / Qk € D(y)]

1 0173 K

I ™M 3

3

ol D(y) = {Qk k=1,2,...,n : u(x) # Q. ¥x € A(y)}

Si nous disposons de variables gquantitatives, nous pouvons,
sans constituer des classes, calculer la matrice de corrélation R. Ainsi
nous pouvons constituer des classes dans une variable quantitative Qi

aprés qu'elle ait été choisie comme "meilleure" question.

Une méthode-de constitution de classes a été proposée en annexe 1.

Le principe de la méthode reste le méme, seulement pour
déterminer la question Qi correspondant au sommet non terminal y du pseu-

doquestionnaire Ké nous minimisons

n
_ 2 o '
B, = (1 po/ij) = Min [Bk / Q}'< € D(y)]

ou D(y) = {Qk k=1,2,...,n 4 u(x) # Q. ¥x € A(y)}.
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REMARQUE

Si nous désirons comparer les pseudoquestionnaires obtenus par
les deux méthodes précédentes, nous calculerons les informations transmises

par chacun d'eux soit
T(KE) » T(KE), T(KF)

ou I(K?) = b2 P(z) IP (u(z),B) i=0,1,2.

z€ 7, z
i

Zi représentant l'ensemble des sommets non terminaux de Ki'

En effet I(Ki) sera d'autant plus "grande" que la probabilité de 1'ensemble

des sommets terminaux non interprétables”a € prés sera "petite.
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ANNEXE 1

METHODE POUR CONSTITUER DES CLASSES DANS UNE VARIABLE DE MESURE

tel-00284034, version 1 - 2 Jun 2008

Soient V1> Yg» +e+s Yy les réponses de la population 5 a la question Y,

variable de mesure.

On supposera vy Py, # e # N

et de plus Vi €Yy < v <Yy
Soient dl =V, T Yy
dy = Y3 7 ¥

dy-1 7 Yy T Yn-1

Classons par ordre croissant les valeurs di

soit d. <d. < ... X< di
1 1y N-1 '
ol d, =y. -y, _ d. Y. -y _
g Ty Tyl N-1 Ttye1r T iy-rtd
3 L M1
Seit dy =§m I 4
=1 J

(¥
[aW)
[a¥

al
ol
al

i i i
et fixons-nous une valeur y 2 1 qui nous permettra de décider automatique-

ment du nombre de classes.
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(e}

. d

i
Si k est tel que —— > vy >
d.

1 i

Considérons les valeurs de Y suivantes

On obtient ainsi % = 2(N-k) valeurs différentes si nous supposons qu'aucun

point n'est isoclé.

Classons ces & valeurs par ordre croissant et avec une numérotation conve-

nable, nous obtenons

Si h est un individu de la population 7 et Y(h) sa réponse & la question Y,

considérons les classes suivantes

A, = {h €n/ Y(h) Sya}

1
A2={h €n/y, SY(h)Syu}
2 3
A =1{h €n /y Syn) sy )
- Tk %0-2 %o-1
= &
Akr1 {h € / Y(h) yuz}

Nous obtenons ainsi N-k+1 classes. Assurons-nous qu'aucune classe ne
contienne un nombre d'individus inférieur 3 un "seuil de classe' B fixé
au départ, ‘sinon il conviendrait de regrouper ces individus & la classe

la plus proche.

Bl




tel-00284034, version 1 - 2 Jun 2008

51.

REMARQUES

1 - Si certains points sont isolés, il se peut que dans la suite des valeurs

Y
1. . 5 V. 21 s ceee s Yoo s Ve oo,
N-1 lN—l 1 1k 1k 1

une valeur soit considérée deux fois, auquel cas l'individu qui aura

fourni cette valeur appartiendra 3 la classe la plus proche.

2 - Pour fixer numériquement y, on peut utiliser la formule de Bienaymé-

Tchekyscheff :

2
o
P{lZ—E(Z)| =c}l = —%- ol Z est une variable aldatoire quelconque.
€

La variable Z que nous considérerons aura pour valeur l'ensemble des d...
P i3

Z = {4..}
1]
21 -7
E(Z) = g7 2 dy5 =
2
2 P45
9 T TN-1 i
02 02
Posons 02 = _%- => €2 = _%
€ o
On obtient
. o
P(ld,. - d,] > 21} = o?
ij i o
ou
15 o 2
P{ -_‘_——j—"l 2'—__—-}501.
d. ad.
i i
o d. . o]
P{ 1 - E: < _}] < 1+ —E—‘} > 1 - a2
od d. od
i
di. 5
P{y< ]<y } > 1 -«
1 3 2
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Ce qui nous intéresse c'est la valeur soit
1

On pourrait donc, au lieu de fixer numériquement y, donner une valeur

de o.

52.
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53.

ANNEXE 2

RESULTATS NUMERIQUES

INTRODUCTION

Un programme a été écrit pour chacune des applications définies
dans le chapitre IV. Les données numériques utilisées pour tester les
programmes ne correspondent pas 3 des donndes réelles provenant d'une
enquéte réalisée sur une population, mais ont été définies d'une facon

aléatoire.

I - ANALYSE FACTORIELLE ET LIAISON-INFORMATION

Etant donné les réponses d'une population m aux questions
Yl’ Y2, ey YN le programme Pl calcule
- la matrice de corrélation R des variables Yl’ Y2, cees Yy

- la valeur propre maximale AM,de R.

« - le vecteur propre Vi associé a AM.

- les liaisons-informations apportées par les variables Y Y

1270 ¥y

Des résultats numériques du programme Pl, on peut tirer les consta-

tations suivantes

dans certains cas, l'ordre d' "influence'" décroissante des variables Yi sur

1
1l'axe factoriel VM est le méme gque l'ordre croissant des liaisons-informations
apportées par les variables’Yi, et dans d'autres ils peuvent différer

quelque peu comme dans l'exemple numérique suivant
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S,

ay, = - 0.01492729
ay, =  0-3532097
8y, =  0.3475269
ay, = 0-3520029

Ay = 6,866152 > V, Gys = 0.273424
aye = 0.3455701
ay, =  0.3622366
ayg =  0.3181097
8y = 0.2977010
Ay o = 0-3392907

9 x I[Y,(R)] = 0,3602151

9 x I[Y,(R)] = 4.919536

9 x I[Y,(R)] =  4.737910

9 x I[Y,(R)] = 4.921384

9 x I[Y.(R)] = 3.058548

9 x I[Y(R)] = 4.753138

9 x I[Y,(R)] = 5.203061

9 x I[Yg(R)] = 3.895291

9 x I[Yg(R)] = 3.391309

9 x I[Y, ((R)] = 4.481048

- L'ordre d'influence décroissante des Yi sur VM est donc

’

1

Tgs Yoo ¥yo Yoo Yoo Y00 Yoo Yo, Yo, ¥,

- L'ordre croissant des liaisons-informations apportées par les Yi est

Y Y

25 Y., Y , Y

42 =22 62 °3? YlO’ Y8’ Y9’ YS’ Yl

Donc, malgré quelques exceptions, en fait trés limitées dans les exemples

étudiés, on peut dire que plus 1' "influence' de Y, sur Vy, sera "grande",

M
plus la liaison-information apportée par Yi sera "petite'". Ce résultat

confirme d'ailleurs la notion intuitive de la liaison-information introduite

dans le chapitre I.
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55.

IT - PSEUDOQUESTIONNAIRES

Etant donné les réponses de la population m i la variable

1o Yoo wevs Yy

P2 permet de construire les pseudoquestionnaires K%, K?, Kg, définis dans

a expliquer X et aux variables "explicatives" Y le programme

le Chapitre IV.

A la fin de ce paragraphe, vous trouverez trois pseudoquestion-

naires construits d partir des résultats numériques du programme P2. Dans
ce cas particulier N = 10 et le rang maximal RO a été limité a u.

Si Tos Tys Ty représentent respectivement les partitions de la

population nm correspondant a Ki#, Ki, Kg, on a pu calculer : l'entropie
de X conditionnée par

l'entropie de X conditionnée par w., et 1'entropie

0° 1
de X conditionnée par T, soit
Ho(X/my) = 1,486295
Hp(X/m,) = 1,491720
HP(X/WQ) = 1,906527

De méme, on a calculé les longueurs de cheminement
L[Ki] = by P(x) r(x) i=20,1, 2
x€ Zi

’

ol r(x) est le rang de x dans K? et Zi l'ensemble des sommets terminaux

L1 .

de K%

i
LIKE] = 2,9
LIKZ] = 3,48

L[Kg] = 3,18
Ces résultats numériques nous permettent de constater que la
méthode 1 donne de meilleurs résultats aussi bien pour la longueur de

cheminement que pour 1l'information de Shannon.

Cependant, les résultats obtenus par la méthode 2 sont comparables
d ceux de la méthode 1. De plus, il est impossible, au vu des résultats
numériques, de favoriser 1l'un des critéres de choix de la méthode 2 puisque

si 1'on a
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HP(X/Wl) < HP(X/FQ)
on a également

LIKF] > LIKF]

Nous laisserons donc d l'utilisateur le soin de décider du meilleur

résultat.

56.
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PSEUDOQUEST IONNATRE K

v

100

100

100

U(yl):Yl, u(y2) = Y29 see g u(ylo) = Ylo

57.

L(Kb') = 2,9

= 1,486295

HP(X/WO)
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PSEUDOQUESTIONNAIRE K

00T
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00T 00T 00T 00T 00T 00T 001
€ €
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PSEUDOQUESTIONNAIRE K
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