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SEMI-CONTINUITE DES CELLULES DE KAZHDAN-LUSZTIG
CEDRIC BONNAFE

RESUME. Des calculs dans les petits groupes de Coxeter et les groupes diédraux in-
finis suggerent que les cellules de Kazhdan-Lusztig & parametres inégaux obéissent
& des phénomenes de semi-continuité (lorsque les parametres varient). Le but de
cet article est de fournir un cadre théorique rigoureux a cette intuition qui nous
permettra d’énoncer des conjectures précises.

Soit (W, S) un groupe de Coxeter (ou S est fini) et supposons pour simplifier dans
cette introduction que S = S; [[ Sz, ot S; et Sy sont deux sous-ensembles non vides
de S tels que, si s;1 € Sy et s9 € S, alors s; et so ne sont pas conjugués dans W.
Notons ¢ : W — N la fonction longueur, ¢; : W — N la S;-longueur (siw € W, ¢;(w)
désigne le nombre d’éléments de S; apparaissant dans une décomposition réduite de
w : ce nombre ne dépend pas du choix de la décomposition réduite). Fixons deux
entiers naturels non nuls a et b et posons L, p, : W — Z, w — aly(w) +bly(w). Alors
L, est une fonction de poids (au sens de Lusztig [[3, §3.1]) et il est donc possible
de définir une partition de W en cellules de Kazhdan-Lusztig [[3, chapitre 8]. Il est
clair que cette partition ne dépend que de b/a (et non du couple (a,b)) : nous la
noterons .%,,(W). L'expérience suggere la conjecture suivante :

Conjecture 0. Il existe un entier naturel m et des nombres rationnels
0<r <---<ry (ne dépendant que de W) tels que (en notant ro =0
et Tl = +00), si 0 et 0" sont deux nombres rationnels strictement
positifs, alors:
(a) Si0<i<m et sir; <0,0 <rip, alors LH(W) = Lyp(W).
(b) Si1<i<m et sirig <6 <1 <O <riy, alors £, (W) est
la partition la plus fine de W qui soit a la fois moins fine que
Zy(W) et moins fine que Ly (W).
REMARQUES - (1) On peut évidemment énoncer des conjectures similaires concer-
nant les partitions en cellules a droite et en cellules bilateres.

(2) Dans le cas ou W est fini, I'existence des nombres rationnels 0 < r; < --- <1y,
vérifiant (a) est facile. En revanche, méme dans ce cas, la propriété (b) est encore
A ce jour une conjecture. Une conjecture de Lusztig [I3, §13.12] nous autorise a
esperer qu’elle soit encore vraie pour des groupes infinis. O
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2 C. BONNAFE

On peut interpréter cette conjecture en termes topologiques : les cellules de
Kazhdan-Lusztig devraient obéir a des phénomenes de semi-continuité. Le but de
cet article est de fournir un cadre rigoureux a cette intuition en généralisant la
conjecture 0 simultanément dans les deux directions suivantes:

e On peut tres bien imaginer que la partition de S comporte plus de

deux parties (cela ne se produit pas lorsque W est fini et irréductible).

e On peut aussi s’intéresser aux fonctions de poids a valeurs dans

n’importe quel groupe abélien totalement ordonné, et dont les valeurs

sur les réflexions simples ne sont pas nécessairement strictement pos-

itives.
Ces deux généralisations nous conduisent a définir des classes d’équivalences de
fonctions de poids (dans le cas facile détaillé dans I'introduction, cela a été fait en
introduisant le rapport b/a a la place du couple (a,b)) et a définir une topologie
sur I'ensemble de ces classes d’équivalence. Cela sera fait dans un cadre abstrait
dans les sections 1, 2 et 3. Dans les sections 4 et 5, nous rappelons les définitions
et quelques propriétés des cellules de Kazhdan-Lusztig, en intégrant le formalisme
des sections 1, 2 et 3. Nous énoncons nos conjectures dans la section 6, et nous les
illustrerons dans la section 7 en détaillant les exemples suivants :

EXEMPLES - (1) Groupes diédrauz : Si |S| = 2 et si [S1] = |S2| = 1, alors la
conjecture 0 est vérifiée en prenant m =1 et r, = 1 (voir [[[3, §8.8]).

(2) Type Fy : Si (W,S) est de type Fy et si [S1| = | S| = 2, alors la conjecture 0
est vérifiée en prenant m =3 et ry = 1/2, 1y = 1 et 73 = 2 (voir [f, Corollaire 4.8]).

(3) Type B, : Supposons que (W, S) est de type B, (avec n>2) et |Si|=n—1
et |S2| = 1. Dans [, Conjectures A et BJ, la conjecture 0 est précisée : il devrait
suffire de prendre m =n — 1 et r; = i. Cela a été vérifié pour n <6 (voir §7.H).

(4) Type B(p,q) : Soient p et ¢ deux nombres naturels non nuls et supposons
que |[S| =p+4q, St ={s1,...,5y}, S2 = {t1,...,t,} et supposons que le graphe de
Coxeter de (W, S) soit le suivant

82 1 5] lo

Sp tq

Nous dirons qu'il est de type B(p, ¢). Notons que B(p,q) ~ B(q,p), B(p,1) >~ B,41,
B(2,2) ~ Fy et B(3,2) ~ B(2,3) ~ F;. On peut alors se demander si les exemples
(2) et (3) précdents ne se généralisent pas ainsi : est-il vrai que la conjecture 0 est

valide en prenant m = p+¢—1 et, pour la suite r; < --- < 1rp4,_1, la suite croissante
1 1 1
— < —— << =<l2<--<p—1<p?
q q-—1 2
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4 C. BONNAFE

1. PARTIES POSITIVES D’UN RESEAU

Fizons dans cette section un réseau A et notons V=R ®z A.

Le but de cette section est d’étudier ’ensemble des parties positives (voir §[[LA]
pour la définition) de A. Nous munirons cet ensemble d'une topologie dans la section
suivante.

1.A. Définitions, préliminaires. Une partie X de A est dite positive si les condi-
tions suivantes sont satisfaites :

(P1) A=XU(—-X).

(P2) X + X C X.

(P3) X N (—X) est un sous-groupe de A.

Nous noterons Hos(A) I'ensemble des parties positives de A. Donnons quelques
exemples. Pour commencer, notons que A € Fos(A). Soit I un groupe totalement
ordonné et soit ¢ : A — I' un morphisme de groupes. Posons

Pos(p) = {A e A | () >0}

et Post(p) ={A e A | p(\) > 0}.

Alors il est clair que

(1.1) Ker ¢ = Pos(¢) N Pos(—¢) = Pos(¢) N — Pos(y)
et que

(1.2) Pos(p) est une partie positive de A.

Lemme 1.3. Soit X une partie positive de A. Alors :
(a) —X € Pos(N).
(b) 0 € X.
(c) Sihe A etsireZsg esttel querh € X. Alors A € X.
(d) A/(X N (=X)) est sans torsion.

Démonstration. (a) est immédiat. (b) découle de la propriété (P1) des parties posi-
tives. (d) découle de (c). Il nous reste a montrer (c). Soient A € A et r € Z+
tels que rA € X. Si A ¢ X, alors —\ € X d’apres la propriété (P1). D’ou
A=71A+ (r—1)(=\) € X d’apres (P2), ce qui est contraire a I’hypothese. Donc
A e X. U



SEMI-CONTINUITE DES CELLULES DE KAZHDAN-LUSZTIG 5

Nous allons montrer une forme de réciproque facile a la propriété [1.4. Soit X €
Fos(N). Notons cany : A — A/(X N (=X)) le morphisme canonique. Sl v et
appartiennent a A/(X N (—X)), nous écrirons v <x 7 §'il existe un représentant de
~" — ~ appartenant a X. Il est facile de vérifier que

(1.4) v<x 7 siet seulement si tout représentant de ' — v appartient a X.
On déduit alors facilement des propriétés (P1), (P2) et (P3) des parties positives

que

(1.5) (A/(X N (=X)),<x) est un groupe abélien totalement ordonné
et que

(1.6) X = Pos(cany).

1.B. Conséquences du théoreme de Hahn-Banach. Si X est une partie posi-
tive de A, on pose Xt = X \ (—=X). On a alors

(1.7) A=XU(-XNH=XTU(-X)=XTU((XN(=X)U(=XT),

ou U désigne 'union disjointe. De plus, si ¢ : A — I' est un morphisme de groupes
abéliens et si I' est un groupe totalement ordonné, alors

(1.8) Pos™(¢) = Pos(¢) ™.
Si ¢ est une forme linéaire sur V', nous noterons abusivement Pos(y) et Pos* (i) les
parties Pos(p[x) et PosT(p[x) de A.

Lemme 1.9. Soit X wune partie positive propre de A, soit I' un groupe abélien
totalement ordonné archimédien et soit ¢ : A — T' un morphisme de groupes. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) X C Pos(yp);
(2) X+ C Pos(yp);
(3) Pos™(p) C X+;
(4) Pos™(p) C X.
Démonstration. 11 est clair que (1) implique (2) et que (3) implique (4).

Montrons que (2) implique (3). Supposons donc que (2) est vérifiée. Soit A € A
tel que p(A) > 0 et supposons que A ¢ Xt. Alors, d’apres [, A € —X. Or,
si p € A, il existe k € Zsg tel que o(u — kX) = o(p) — kp(A) < 0 (car T est
archimédien). Donc u — kX ¢ X d’apres (2). Donc p— kA € —X d’apres [[7.
Donc, pt = (u—kXN)+ kX € (—X). Donc A C —X, ce qui est contraire a I’hypothese.

Montrons que (4) implique (1). Supposons donc que Pos™(¢) C X. En prenant le
complémentaire dans A, on obtient (—X*) = (—X)* C Pos(—¢) et donc, puisque
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(2) implique (3), on a Pos™(—¢) C —X*. En reprenant le complémentaire dans A,
on obtient X C Pos(¢p). O

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant :

Lemme 1.10. Soient \1,..., A, des éléments de A et supposons trouvé un n-uplet
ti,..., t, de nombres réels strictement positifs tels que ty\y+- - -+t, A\, = 0. Alors
il existe des entiers naturels non nuls r,. .., r, tels que riA\y +---+r,A, =0.

Démonstration. Notons . 'ensemble des n-uplets (uq, . .., u,) de nombres réels qui
satisfont

i = 1,

UL + -+ up A, = 0.

Ecrit dans une base de A, ceci est un systeme linéaire d’équations a coefficients

dans Q. Le procédé d’élimination de Gauss montre que l'existence d’une solution

réelle implique 'existence d’une solution rationnelle t°© = (t5,...,t5) et 'existence

n
de vecteurs vy,..., v, € Q" tels que

S ={t"+ v+ -+ | (r,...,2,) € R}
En particulier, il existe x1,..., x, € R tels que
(t1,...,ty) =t +x101 + -+ + 2,0,

Puisque ti,..., t, sont strictement positifs, il existe x7,..., 2/ dans Q tels que les
coordonnées de t° + zjvy + -+ + xv, soient strictement positives. Posons alors
(Uy, ... uy) =t°+ vy + -+ 2Lv,.. On a donc u; € Q=g pour tout 7 et

Quitte a multiplier par le produits des dénominateurs des wu;, on a trouvé rq,...,
rn € Z~g tels que
riAL + A, =0,

comme attendu. O

Théoréme 1.11. Soit X une partie positive de A différente de A. Alors :

(a) 1l existe une forme linéaire ¢ sur V telle que X C Pos(y).
(b) Sip et ¢ sont deux formes linéaires sur V telles que X C Pos(p) N Pos(¢’),
alors il existe k € Ryq tel que ¢’ = k.
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Démonstration. Notons €+ 1'enveloppe convexe de X . Notons que X (et donc
€T) est non vide car X # A. Nous allons commencer par montrer que 0 ¢ €.
Supposons donc que 0 € €. 1l existe donc Aq,..., A\, dans X" et ¢;,..., t, dans
R-o tels que

t1++tn:17
B 4+ A, = 0.

D’apres le lemme [[.10, il existe ry,..., r, € Zsg tels que miA; = —(moXy + -+ +
MpAn). Donc miA; € X N —X (voir la propriété (P2)). Donc, d’apres le lemme [[.3
(a) et (¢), on a \; € X N—X, ce qui est impossible car \; € XT = X \ (—X). Cela
montre donc que

0¢g e+,

L’ensemble €+ étant convexe, il découle du théoreme de Hahn-Banach qu’il existe
une forme linéaire non nulle ¢ sur V telle que

¢t C{ANeV | p(A) =0}
En particulier,
(%) Xt CE€TNAC Pos(p).

D’apres le lemme [[.9, et puisque R est archimédien, on a bien X C Pos(y). Cela
montre (a).

Soit ¢’ une autre forme linéaire telle que X C Pos(¢’). Posons U = {\ €
V| @A) > 0et ¢(A) < 0}. Alors U est un ouvert de V. Fixons une Z-base
(e1,...,eq) de A. Si U # @, alors il existe A € Q ®z A et ¢ € Q¢ tels que A,
A+ ¢geq,..., A+ ceq appartiennent a U. Quitte a multiplier par le produit des
dénominateurs de € et des coordonnées de A dans la base (ey,...,eq), on peut sup-
poser que A € A et € € Zg. Mais il est clair que UN Xt =g et UN(—XT) = .
Donc U N A est contenu dans X N (—X). Ce dernier étant un sous-groupe, on en
déduit que ee; € XN(—X) pour tout i. D’ott, d’apres le lemme [ (c), e; € XN(—X)
pour tout i. Donc X = A, ce qui est contraire a ’hypothese. On en déduit que U
est vide, c’est-a-dire qu'il existe kK € Ry tel que ¢’ = kp. D’ou (b). O

Si ¢ est une forme linéaire sur V', nous noterons ¢ sa classe dans V*/R,. Nous
noterons p : V* — V* /Ry la projection canonique. L’application Pos : V* —
Pos(A) se factorise a travers p en une application Pos : V* /Ry — Zos(A) rendant
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le diagramme

V*
D Pos
. Pos
V*Rsg Pos(N\)

commutatif. D’autre part, si X € Z%s(A), nous noterons 7(X) l'unique élément
¢ € V*/Ry tel que X C Pos(p) (voir le théoreme [I1). On a donc défini deux
applications

V*/Rog — L% o os(A) — = V¥/Roy
et le théoréme (b) montre que

(1.12) 7o Pos = Idy/g., -

Donc 7 est surjective et Pos est injective. En revanche, ni 7, ni Pos ne sont des
bijections (sauf si A est de rang 1). Nous allons décrire les fibres de 7 :

Proposition 1.13. Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur V. Alors l'application
ig: Pos(Keryplpy) — ()
X — X UPos™(p)
est bien définie et bijective. Sa réciproque est ’application
7 p) — Pos(Kerp|y)
Y — Y NKerg|\

REMARQUE - 1l est facile de voir que 77!(0) = {A}. Nous pouvons aussi définir
une application ig : Pos(A) — Fos(A) par la méme formule que dans la proposition
. alors 75 est tout simplement ’application identité mais on a dans ce cas-la

7 H0) # ig(Pos(A)). O

Démonstration. Montrons tout d’abord que I'application is est bien définie. Soit
X € Pos(Kerp|A). Posons Y = X U Pos*(p). Montrons que Y est une partie
positive de A. Avant cela, notons que

(%) Y C Pos(yp).

(1) Si A € A, deux cas se présentent. Si () # 0, alors A € Pos™ (p)U— Pos™ () C
Y U(=Y). Sip(A) =0, alors A € Kerp|a, donc A € XU (=X) CYU(-Y) car X
est une partie positive de Ker ¢|x. Donc A =Y U (=Y).

(2) Soient A, u € Y. Montrons que A+ pu € Y. Si p(A+ p) > 0, alors A+ p €
Pos™(¢) C Y. Si o(A+ u) = 0, alors il résulte de (x) que p(\) = o(u) = 0, donc
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A, it € Kerp|y. En particulier, \, g € X et donc A+ p€ X +X C X CY. Donc
Y+Y CY.

(3)OnaYN(=Y)=XnN(-X), donc Y N(=Y) est un sous-groupe de A.

Les points (1), (2) et (3) ci-dessus montrent que Y est une partie positive de
A. Linclusion (%) montre que 7(Y) = ¢, c’est-a-dire que Y € 7 !(p). Donc
I'application iy est bien définie.

Elle est injective car, si X € Pos(Ker p|,), alors X N Post(p) = @. Montrons
maintenant qu’elle est surjective. Soit Y € 77 !(p). Posons X = Y N Ker p|s.
Alors X est une partie positive de Ker ¢|y d’apres le corollaire [[T§. Posons Y’ =
X UPost (). Il nous reste & montrer que Y = Y.

Tout d’abord, Pos*(p) C Y car m(Y) = ¢ par hypothese et X C Y. Donc
Y’ C Y. Réciproquement, si A € Y, deux cas se présentent. Si ¢(A) > 0, alors
A€ Post(p) CY'. Sip(A) =0,alors A € YNKerg|y = X CY'. Dans tous les
cas, A € Y. O

EXEMPLE 1.14 - Si ¢ est une forme linéaire non nulle sur V', alors Pos(y) =
ig(Kerg|p). O

Nous pouvons maintenant classifier les parties positives de A en termes de formes
linéaires. Notons .# (A) 'ensemble des suites finies (¢1, . .., ¢,) telles que (en posant
wo = 0), pour tout 7 € {1,2,..., 7}, ¢; soit une forme linéaire non nulle sur R®z (AN
Ker ¢;_1). Par convention, nous supposerons que la suite vide, notée &, appartient
a Z(N).

Posons d = dimV. Notons que, si (¢1,...,¢,) € Z(A), alors r<d. Nous
définissons donc l'action suivante de (Rsg)? sur Z(A) : si (k1,...,kq)(Rso)? et
si(¢1,...,9r) € F(A), on pose

(K1, ka) - (01, 00) = (K101, -+, Krpr)-

Munissons R" de 'ordre lexicographique : ¢’est un group abélien totalement ordonné
et (¢1,...,¢,) : A — R” est un morphisme de groupes. Donc Pos(¢q,...,¢,) est
bien défini et appartient & Pos(A). En fait, toute partie positive de A peut étre
retrouvée ainsi :

Proposition 1.15. L’application

F(N) — Pos(N)
¢ +— Pos(e)

est bien définie et induit une bijection F(A)/(Rsg)? — Pos(N).
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REMARQUE - Dans cette proposition, on a posé par convention Pos(@) = A. O

Démonstration. Cela résulte immédiatement d’un raisonnement par récurrence sur
le rang de A en utilisant le théoreme et la proposition [[.14. O

Si ¢ € Z(A), nous noterons @ sa classe dans Z(A)/(Rs¢)? et nous poserons
Pos(ip) = Pos(¢). Comme corollaire de la proposition [LI5, nous obtenons une
classification des ordres totaux sur A (compatibles avec la structure de groupe). En
fait, se donner un ordre total sur A est équivalent a se donner une partie positive X
de A telle que X N(—X) = 0. Notons .Zy(A) 'ensemble des éléments (¢1,...,p,) €
F(A) tels que AN Kergp, =0.

Corollaire 1.16. L’application décrite dans la proposition [I.1] induit une bijection
entre l'ensemble Fo(A)/(Rso)? et l'ensemble des ordres totauz sur A compatibles
avec la structure de groupe.

1.C. Fonctorialité. Soit o : A’ — A un morphisme de groupes abéliens. Le résultat
suivant est facile :

Lemme 1.17. Si X est une partie positive de A, alors c=1(X) est une partie positive
de N,
Démonstration. Soit X € Pos(A). Posons X’ = o7 '(X). Montrons que X’ €
Hos(N).

()Ona X U(=X)=0cHYXU(=X))=01A)=A".

(2) Si X et p' sont deux éléments de X', alors o(\') et o(u') appartiennent a X.
Donc o(N) + o(p') € X. En d’autres termes, A’ + p/ € X’. Donc X' + X' C X".

(3) On a X' N (—X'") = 074X N (—=X)), donc l'ensemble X’ N (—X’) est un
sous-groupe de A’. O

Corollaire 1.18. Si A’ est un sous-groupe de A et si X est une partie positive de
A, alors X N A" est une partie positive de N'.

Sio : A’ — A est un morphisme de groupes abéliens, nous noterons o* : os(A) —
Pos(N'), X — o1(X) induite par le lemme [.I7. Si 7: A” — A’ est un morphisme
de groupe abéliens, il est alors facile de vérifier que

(1.19) (Too)" =0 o7
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D’autre part, si on note V' = R ®z A’, alors ¢ induit une application R-linéaire
og : V! — V dont nous noterons ‘or : V* — V'™ I'application duale et ‘op :
V*/Rsg — V™ /R lapplication (continue) induite. Il est alors facile de vérifier
que le diagramme

Pos

V*/Rsg Pos(A) il V* /Rsg

(1.20) - - -

!/

/
V" Rog — L% Pos(N) — = V™R

est commutatif (ou Pos et 7 sont les analogues de Pos et 7 pour le réseau A').

2. TOPOLOGIE SUR J0s(A)

Dans cette section, nous allons définir sur Pos(A) une topologie et en étudier
les propriétés. Nous allons notamment montrer que la plupart des applications
introduites dans la section précédente (Pos, T, ig,...) sont continues.

2.A. Définition. Si E est une partie de A, nous poserons
U(E)={X € Pos(\) | XNE =go}.

Si Ap,..., A, sont des éléments de A, nous noterons pour simplifier % (Aq, ..., \,)
I'ensemble % ({A1,...,An}). Si cela est nécessaire, nous noterons ces ensembles

UN(E) ou Up(M, ..., ). On a alors
(2.1) UE)= (%),

AEE
Notons que

(2.2) U (D) = Pos(N\) et U (A) ={o}.
D’autre part, si (E;);e; est une famille de parties de A, alors
(2.3) (% (E) =% (JE:).
i€l il
Une partie 7 de Pos(A\) sera dite ouverte si, pour tout X € %, il existe une partie

finie E de A telle que X € % (E) et % (E) C % . L'égalité montre que cela
définit bien une topologie sur Fos(A).

Proposition 2.4. Si % est un ouvert de Pos(\) contenant A, alors % = Pos(N).
En particulier, Pos(\) est connexe. Si A # 0, alors il n'est pas séparé.
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Démonstration. Par définition, il existe une partie finie £ de A\ A telle que Z (E) C

% . Mais on a forcément E = &, donc % = Pos(A) d’apres R.3. D’ot le résultat.
Le fait que Pos(A) n’est pas séparé (lorsque A # 0) en découle : le point A de

Hos(\) ne peut étre séparé d’aucun autre. O

EXEMPLE 2.5 - L’espace topologique Pos(Z) n’a que trois points : Z, Zx et Z<y.
Sur ces trois points, seul Z est un point fermé et Z> et Z¢, sont des points ouverts

(en effet, {Z>o} = % (—1) et {Z<o} =% (1)). O

Il est clair que la topologie sur ZPos(A) définie ci-dessus est la topologie induite
par une topologie sur 'ensemble des parties de A (définie de fagon analogue) : cette
derniére est tres grossiere mais sa restriction a Pos(A) est plus intéressante.

Nous aurons besoin de la propriété suivante des ensembles % (F) :

Lemme 2.6. Soit E une partie finie de A. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) % (F)=o.
(2) Il existe n>=1, A\1,..., \n € E etry,..., r, € Zsg tels que Zriki =0.

i=1
(3) Il n'existe pas de forme linéaire @ sur V* telle que p(E) C Ryy.

Démonstration. S'il existe une forme linéaire ¢ sur V* telle que p(FE) C Ry, alors
Pos(—y) € % (F), et donc % (E) # &. Donc (1) = (3).

Supposons trouvés \1,..., A\, € Eetry,..., r, € Z~g telsque ri\i+- - -+r, A\, = 0.
Alors, si X € Z(E),ona —Xg,..., =X\, € X. Mais m\; = =y — - — 1\, € X
donc \; € X, ce qui contredit I'hypothese. Donc (2) = (1).

Il nous reste & montrer que (3) = (2). Supposons que (2) n’est pas vraie. Nous
allons montrer qu’alors (3) n’est pas vraie en raisonnant par récurrence sur la di-
mension de V' (c’est-a-dire le rang de A). Posons

%:{tl)\1+tn)\n|n>1, Al,...,)\nGA, tl,...,tnER>0}.

Alors % est une partie convexe de V contenant E et, d’apres le lemme et le
fait que (2) ne soit pas vraie, on a 0 ¢ €. Par conséquent, il résulte du théoreme
de Hahn-Banach qu’il existe une forme linéaire non nulle ¢ telle que p(%) C Rxy.
Posons A" = (Kerp) N A et E' = ENA. Alors l'assertion (2) pour E’ n’est pas
vraie elle aussi donc, par hypothese de récurrence, il existe un forme linéaire 1 sur
V=R ®z A CV telle que ¥(E') C Ryy. Soit ¥ une extension de ¥ & V. Puisque
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©(E\ E') C Rsy, il existe € > 0 tel que p(\)+e(A) > 0 pour tout A € E\ E’. Mais
on a aussi, si A € E', p(A) +ep(A) = ep(A) > 0. Donc (¢ + €v)(E) C Rsp. O

Si & est une partie de Zos(A), nous noterons & son adhérence dans Fos(A).

Corollaire 2.7. Soit E une partie finie de A telle que % (E) # @. Alors

% (E) = Pos(A <U?/ )

AEE

Démonstration. Posons

o=\Ju(-

AEE
et F = Zos(A)\ 0.

Alors .Z est fermé dans Pos(A) et contient % (E). Donc % (E) C Z.
Réciproquement, soit X € Pos(A) \ Z (E). Nous devons montrer que

(?) Xeo.

Puisque Pos(A) \ % (E) est un ouvert, il existe une partie finie F de A telle que
X e (F)etZ(F)C ¢. En particulier,  (F)N% (E) = @. En d’autres termes,
d’apres ., on a Z (EUF) = @. Donc, d’apres le lemme B.§, il existe m >0, n >0,
Mooy A € B gy ooy iy € Fy 11y ooy Ty S1,0 -, Sp € Zisg tels que

Tl)\1+"'+rm)\m+51u1+"'+5nun:0

et m+n>1. En fait, comme % (E) et % (F') sont toutes deux non vides, il découle
du lemme B.6 que m, n>1.

Si X € 0, alors —\; € X pour tout ¢, ce qui implique que syp1 + - -+ Spftn € X.
Cela ne peut se produire que si au moins I'un des p; appartient a X, mais c’est
impossible car FN X = @. D’ou (7). O

EXEMPLE 2.8 - Le corollaire R.7 n’est pas forcément vrai si % (F) = @. En
effet, si A € A\ {0}, alors Z (A, —\) = @ mais, du moins lorsque dimV > 2, on a
UN)UU(—N) # Pos(N). O
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2.B. Fonctorialité. Si A’ est un autre réseau et si o : A’ — A est un morphisme
de groupes et si E’ est une partie de A’, alors

(2.9) (") (U (E")) = Un(c(E")).
Preuve de -9. Soit X une partie positive de A. Alors X € (0*)} (% (E')) (resp.

X € U\(0(E"))) si et seulement si 07 (X) N E = & (resp. X No(E') = 2). Il est
alors facile de vérifier que ces deux dernieres conditions sont équivalentes. 0

Cela implique le résultat suivant :

Proposition 2.10. L’application o* : Pos(A) — Pos(N') est continue.

2.C. Continuité. D’apres la section [l nous avons équipé espace topologique
Pos(A) de deux applications Pos : V*/Rsg — Pos(A) et m : Pos(A) — V* /Ry
telles que moPos = Idy~ /Rso- Nous montrerons dans la proposition que ces appli-
cations sont continues (lorsque V*/R. est bien str muni de la topologie quotient)
et nous en déduirons quelques autres propriétés topologiques de ces applications.
Avant cela, introduisons la notation suivante : si E est une partie finie de A, on
pose

V(E)={p e V"/Rsy |V A€ E, p(A) <0}.
Si cela est nécessaire, nous noterons ¥4 (E) 'ensemble ¥ (E). Alors

p (Y (E)={peV*|VAECE, o)) <0}

Donc p~1(¥(FE)) est ouvert, donc ¥ (E) est ouvert dans V*/R~ par définition de
la topologie quotient.

Proposition 2.11. Les applications Pos et © sont continues. De plus :

(a) Pos induit un homéomorphisme sur son image.
(b) L’image de Pos est dense dans Pos(A).

Démonstration. Soit E une partie finie de A. Alors
(2.12) Pos (% (E)) = ¥(E).

[— _ X
Donc Pos (% (E)) est un ouvert de V*/R.o. Donc Pos est continue.
Montrons maintenant que 7 est continue. Nous procederons par étapes :

Lemme 2.13. Les ¥V (FE), ot E parcourt ’ensemble des parties finies
de A, forment une base d’ouverts de V* /R<y.
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Preuve du lemme 2.13. Soit % un ouvert de V*/R.q et soit ¢ une
forme linéaire sur V telle que ¢ € %. Nous devons montrer qu’il
existe une partie finie E' de V telle que ¢ € ¥ (E) et ¥ (E) C % .

Si o =0, alors = V*/R.q et le résultat est clair. Nous sup-
poserons donc que ¢ # 0. Il existe alors A\g € A tel que ¢(\g) > 0.
Quitte a remplacer ¢ par un multiple positif, on peut supposer que
©(Ag) = 1. Notons .7 I'hyperplan affine {¢p € V* | ()\g) = 1}. Alors
I'application naturelle 4 — V*/R.( induit un homéomorphisme
vy — V(=X). De plus, p = v~ (p) € 5. Donc p € v (% N
¥ (—Xo)). Il suffit dons de vérifier que les intersections finies de demi-
espaces ouverts rationnels (i.e. de la forme {¢ € 4 | ¥(\) > n} ou
n € Zet A € A\ZX\y) forment une base de voisinages de I’espace affine
6, ce qui est immédiat. O

Compte tenu du lemme P.13, il suffit de montrer que, si E est une partie finie de
A, alors 77 1(¥(E)) est un ouvert de Zos(A). De plus,

V(E)=[)7N.
AEE

Par conséquent, la continuité de m découlera du lemme suivant:

Lemme 2.14. Si XA € A, alors 71V ()\)) est un ouvert de Pos(N).

Preuve du lemme P14 Soit X € 7= 1(¥(N\)) et soit ¢ = 7(X). Par
définition, p(A\) < 0 et donc A € X. Soit ey,..., e, une Z-base de A.

1
Il existe un entier naturel non nul N tel que p(A+ Nei) < 0 pour tout

i. Quitte a remplacer A par N\, on peut supposer que p(A £ e;) <0
pour tout 7. On pose alors

E={A+e,A—e,...; A +e,, A\ —en}.

Alors X € % (F) par construction. Il reste a montrer que % (E) C
7 1Y (). Soit Y € % (E) et posons ) = 7(Y). Supposons de plus
que ¥ € ¥ (A). On a alors ¢(\) > 0. D’autre part, (A £ e;) <0 pour
tout i. Cela montre que 2¢)(A) = (A +e;1) + (A —e1) <0, et donc
PY(A) =9 (A+e;) =0, et donc ¥(e;) = 0 pour tout . Donc 1 est nulle
et donc Y = A, ce qui contredit le fait que Y € % (F). Cela montre
donc que ¥ € ¥ (\), comme attendu. O

Puisque 7 et Pos sont continues et vérifient 7 o Pos = Idy«/r.,, Pos induit un
homéomorphisme sur son image. D’ou (a).
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L’assertion (b) découle du lemme suivant (qui est une conséquence immédiate de
'équivalence entre (1) et (3) dans le lemme P.4) et de P.13 :

Lemme 2.15. Soit E une partie finie de A telle que % (E) # &.
Alors V(E) # @.

La preuve de la proposition est terminée. O

Nous allons maintenant étudier les propriétés topologiques des applications 7.

Proposition 2.16. Soit ¢ € V* et supposons ¢ # 0. Alors :
(a) n U = iQ(ﬁos(Ker <p|A)) =71 (p).

U ouvert de Fos(A)
Pos(p)ew

(d) iz est continue et induit un homéomorphisme sur son image.

Démonstration. (a) Notons I, I'image de iz. On a alors, d’apres le lemme [[.9,
(%) I, ={X € Pos(\) | Pos™(p) C X}.

Si % est un ouvert contenant Pos(yp), alors il existe une partie finie £ de A\ Pos(y)
telle que % (E) C % . Mais, si X est dans I'image de i3, alors X C Pos(y), donc
XNE=g. Etdonc X € %, ce qui montre que

I, C N U.

U ouvert de Pos(A)
Pos(p)ew

Montrons I'inclusion réciproque. Soit X € Pos(A) tel que X ¢ I,. Posons ¢ =
7(X). Alors ¢ # ¢ donc, d’apres la preuve du théoréme [[LT1), il existe A € A tel que
©(A) < 0et ¢(A) > 0. On a donc, d’apres le lemme [[.9, X ¢ % (\). D’autre part,
Pos(p) € % ()\). D’ou (a).

Montrons (b). On note 75 : I, — Pos(Kerp|s), X — X NKery|p. D’apres
la proposition [.13, 75 est la bijection réciproque de iz : Pos(Ker p|p) — I, 1l
nous faut donc montrer que iz et m; sont continues. Si F' est une partie finie de
Ker |5, nous noterons %;(F') I'analogue de I'ensemble % (F') défini a l'intérieur de
Fos(Ker p|y).

Soit E une partie finie de A. Nous voulons montrer que i;' (% (E)) est un ouvert
de Pos(Kerply). S'il existe A € E tel que p(A) > 0, alors Z (E) N1, = @ (voir
(%¥)). On peut donc supposer que ¢(A) <0 pour tout A € E. Il est alors facile de
vérifier que

iz (% (E)) = Us(ENKerply).
Donc ig est continue.
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Soit F' une partie finie de Ker ¢|5. Alors
7 (U(F)) = % (F)N 1.

@
Donc 75 est continue. O

Nous allons résumer dans le théoreme suivant la plupart des résutats obtenus dans
cette sous-section.

Théoreme 2.17. Supposons A # 0 et soit ¢ € V*, ¢ # 0.

(a) Pos(A) est connexe. Il n'est pas séparé si A # 0.

(b) Les applications 7 : Pos(A) — V*/Rsg et Pos : V*/Ryy — Pos(A) sont
continues et vérifient m o Pos = Idy /g, .

(¢) Pos induit un homéomorphisme sur son image ; cette image est dense dans
Fos(N).

(d) 7= 1(p) est Uintersection des voisinages de Pos(yp) dans Pos(N).

(e) iy est un homéomorphisme.

3. ARRANGEMENTS D’HYPERPLANS

L’application continue Pos : V* — Z0s(A) a une image dense. Nous allons
étudier ici comment se transpose la notion d’arrangement d’hyperplans (et les objets
attachés : facettes, chambres, support...) a lespace topologique Pos(A) a travers
Pos. Cela nous permettra d’énoncer les conjectures sur les cellules de Kazhdan-
Lusztig sous la forme la plus générale possible.

3.A. Sous-espaces rationnels. Si E est une partie de A, on pose
ZL(E)={X € Pos(\) | ECXN(-X)}.

Si cela est nécessaire, nous le noterons .Z (F). On appelle sous-espace rationnel de
Fos(N) toute partie de FPos(A) de la forme £ (F), ou E est une partie de A. Si
A € A\ {0}, on notera J# le sous-espace rationnel .Z({\}) : un tel sous-espace
rationnel sera appelé un hyperplan rationnel. Notons que

(3.1) Pos(N) = U (N) UL U U(—N).
La proposition suivante justifie quelque peu la terminologie :
Proposition 3.2. Soit E est une partie de A. Notons A(FE) le sous-réseau A N
Y ep QF de A et soit o : A — A(E) Uapplication canonique. Alors :
(a) Z(E)= () 26 ={X€ Ps(\) | A(E) C X}.

AeE\{0}
(b) Z(E) est fermé dans Pos(N).
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{peV* |VAEE, p()\)=0}=FE"L.
Z(E).

Pos ( (E)).
Z(E) = Pos Pos ' (Z(E))) .

(g) L’application oy, : Pos(AJAN(E)) — Pos(A\) a pour image L (F) et induit
un homéomorphisme Pos(A/N(E)) — ZL(F).

)
(d i(w( (B)
)

|| Iﬂ I

)
)
)
(

Démonstration. La premiere égalité de (a) est immédiate. La deuxieme découle de
la proposition [[.3 (c). (b) découle de (a) et de B.I]. (c) est tout aussi clair.

(d) Si X € Pos(n(Z(E)), alors il existe Y € Z(E) tel que X = Pos(m(Y)).
Posons ¢ = 7(Y), ou o € V*. Alors EC Y N(=Y) et Y C Pos(p). Or, p(A) =0 si
A€eYN(=Y), donc X = Pos(p) € Z(EF).

(e) D’apres (d), on a w(A(F)) C %71(Z(E)). Réciproquement, soit ¢ un
élément de Pos™(Z(F)), alors ¢ = n(Pos(@)) € m(Z(E)). D’ou (e).

(f) Notons .Zp = Pos(Pos ' (Z(E))). On a .y C Z(FE) donc il découle du
(a) que .Fp C Z(E). Réciproquement, soit F' une partie finie de A telle que
U (F)N % = @. Nous devons montrer que Z (F) N Z(E) = @. Or, le fait que
U (F)N.Zp =@ est équivalent a I'assertion suivante (voir (c)) :

VoecELY YAEF, o\)=0.
Or, si p € B+, alors —p € E*, ce qui implique que :

Voc ELY, VAEF, o)) =0.
En d’autres termes, F' C (E+): N A = A(E). Mais, si X € Z(FE), alors A(E) C X
d’apres (a). Donc X & % (F'), comme espéré.

(g) Le fait que I'image de o}, soit Z(FE) découle de (a). D’autre part, o}, est
continue d’apres la proposition P.I0. Notons

ve: ZL(E) — Pos(AJA(E))

Alors g est la réciproque de o},. Il ne nous reste qu’a montrer que g est continue.

Soit donc F une partie finie de A/A(E) et notons F un ensemble de représentants
des éléments de F' dans A. On a

Vo (Unam)(F)) = {X € ZL(E) |VAeF, Mg X/NE)}
{X € Pos(A) | A(E)C X etV A€ F, \¢& X/A(E)}
(X e Pos(A) | A(E)C X etV A€ F, Ng X}
= (X eZ(E)|VYIXeF, A g X}
= Z(B)Nu(F).
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Donc v5' (% a(m)) est un ouvert de £ (E). Cela montre la continuité de v5. O

3.B. Demi-espaces. Soit .7 un hyperplan rationnel de Zos(A) et soit A € A\ {0}
tel que S = 4. D’apres B, 'hyperplan 7 nous définit une unique relation
d’équivalence — sur Zos(A) pour laquelle les classes d’équivalence sont % (\),
et % (—\) : notons que cette relation ne dépend pas du choix de A. De plus :

Proposition 3.3. .77 est un fermé de Pos(N\) et % (\) et % (—\) sont les com-
posantes connexes de Pos(N)\ H. De plus

U(N) = U\ U 4.

Démonstration. La derniere assertion est un cas particulier du corollaire P.7.

Montrons pour finir que % (\) est connexe. Soient % et ¥ deux ouverts de % (\)
tels que Z(\) =2 [[ V. Alors

Pos™ (% (X)) = Pos™ (%) [ [ Pos™ (7).

Mais Pos ™ (% (\)) = {p € V*| ¢()\) < 0}. Donc Pos™ (% (\)) est connexe. Puisque
Pos est continue, cela implique que Pos™' (%) = @ ou Pos™'(¥) = @. Le lemme
R.17 implique que % = @ ou ¥ = &. O

Si X € Pos(A), nous noterons Z,(X) la classe d’équivalence de X sous la
relation ~— . Il résulte de la proposition que Z»(X) est une réunion de classes
d’équivalences pour — .

3.C. Arrangements. Nous travaillerons désormais sous I’hypothese suivante :

Fizons maintenant, et ce jusqu’a la fin de cette section, un ensemble
fini A d’hyperplans rationnels de FPos(A).

Nous allons redéfinir, dans notre espace Zos(A), les notions de facettes, chambres
et faces associées a 2, de fagon analogue a ce qui se fait pour les arrangements
d’hyperplans dans un espace réel [[], Chapitre V, §1]. Les propriétés des applications
7 et Pos établies précédemment permettent facilement de démontrer des résultats
analogues en copiant presque mot a mot les preuves de [[], Chapitre V, §1].

Nous définissons la relation —g sur Zos(A) de la fagon suivante : si X et Y sont
deux éléments de Fos(A), nous écrirons X —g Y si X —, Y pour tout 7 € 2.
Nous appellerons facettes (ou A-facettes) les classes d’équivalence pour la relation
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—g. Nous appellerons chambres (ou 2A-chambres) les facettes qui ne rencontrent
aucun hyperplan de 2. Si .# est une facette, nous noterons

Lu(F)= ) .
S e
FCH
avec la convention habituelle que Zy(F) = Pos(A) si .Z est une chambre. Nous
Iappellerons le support de .# et nous appellerons dimension de .% 'entier
dim.# = dimg Pos™ (%L (.F)).
De méme nous appellerons codimension de .% 'entier
codim.# = dimgp V — dim .%.

Avec ces définitions, une chambre est une facette de codimension 0.

Proposition 3.4. Soit .F une facette et soit X € F. Alors :
(a) F =[] Z#(X).

HeU

(b) 7 = () Z2x(X).
e
(c) F est la réunion de F et de facettes de dimension strictement inférieures.

(d) Si F' est une facette telle que F = ZF | alors F = F'.

Démonstration. (a) est une conséquence des définitions. Montrons (b). Posons
W/ ={H e |7 CH}
Ay = AN\ Ay

Pour tout 7 € A, on fixe un élément A(J) € A tel que S = Hx) : si de plus
H € AUy, on choisit A\(J) de sorte que .F C Z (A()). On pose

E; ={\#) | €}
Par conséquent,
Puisque .Z est fermé, .Z est aussi 'adhérence de .# dans .Z. En utilisant alors

’homéomorphisme o}, : FPos(A/A(E,)) — £ de la proposition B-F (g), on se
rameéne & calculer Iadhérence de o () dans Pos(A/A(Ey)). Mais

05 (F) = 0, (UNEs)) = Unja(ony (05, (En))-
Or, d’apres le corollaire P.7, on a

Unjapn) (05, (B2)) = Pos(AAEN)\ (| Zja) (06 (X))

AeE>
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Par conséquent,

F=ZNoy, (@os(A/A(El)) (U %/A<E1>(0E1(—A))))>

AEE>
et donc
7= 2N ( N (ZosM)\%U(-N) = (| Zwm(X).
A€ E> AeE1UE>
comme attendu.

Montrons maintenant (c¢). D’apres (b), . est bien une réunion de facettes. Si
de plus .#’ est une facette différente de .# et contenue dans .#, l'assertion (b)
montre qu’il existe . € 2y tel que F' C . Donc F' C Ly(F)NIA, et
dim Pos ™' (L (F) N ) = dimPos™! (Lu(.#)) — 1. D’ou (c).

L’assertion (d) découle immédiatement de (c). O

On définit une relation < (ou <y sl est nécessaire de préciser) entre les facettes :
on écrit F < F'si F C F (c’est-a-dire si .F C ?l). La proposition B.4 (d) montre
que :

Corollaire 3.5. La relation < entre les facettes est une relation d’ordre.

4. ALGEBRES DE HECKE

4.A. Préliminaires. Soit (W, S) un groupe de Coxeter (S et, bien str, W pouvant
étre infinis). Si s, ¢ € S, nous écrirons s ~ ¢ si s et ¢ sont conjugués dans W.
Posons S = S/~. Si s € S, nous noterons 5 sa classe dans S. Nous noterons Z[S5] le
Z-module libre de base S.

Soit ¢ : W — N la fonction longueur associée & S. Si w € S et si w € W, nous
noterons ¢, (w) le nombre d’apparitions d’éléments de w dans une expression réduite
de w (il est bien connu que cela ne dépend pas du choix de la décomposition réduite).
Posons

£L: W — Z[S]
W Zﬁw(w)w.

Si I" est un groupe abélien, une application ¢ : W — T est appelée une fonction de
poids si p(ww') = p(w)+p(w') pour tous w, w' € W tels que L(ww') = {(w)+L(w').
Les fonctions ¢, (vues comme fonctions a valeurs dans Z) et £ sont des fonctions de
poids. En fait, la fonction £ est universelle dans le sens suivant :
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Lemme 4.1. Soit ¢ : W — T une fonction de poids. Alors il existe un unique

morphisme de groupes ¢ : Z[S]| — T tel que p = @ o L.

Démonstration. Claire. O

Notons % (S,T') I'ensemble des applications S — T' et notons Poids(W,T") celui
des fonctions de poids W — I'. Le lemme [.T] montre qu’il existe des bijections
canoniques

Poids(W, T') «— Z(S,T) «— Hom(Z[S],T).
Nous identifierons dans la suite ces trois ensembles. Plus précisément, nous tra-
vaillerons avec des applications ¢ : S — I' que nous verrons indifféremment comme

des morphismes Z[S] — T ou des fonctions de poids W — T'. En particulier, nous

pourrons parler aussi bien de p(w) (pour w € W) que de ¢(\) (pour A € Z[S]), en
espérant que cela n’entraine pas de confusion. Par exemple, Ker ¢ est un sous-groupe

de Z[S] (et non pas de W !).

4.B. Algebres de Hecke. Fixons tout d’abord les notations en vigueur jusqu’a la
fin de cet article.

Notations. Soit I' un groupe abélien et soit ¢ : S — I' une applica-
tion.

Adoptons une notation exponentielle pour 'algebre de groupe de ' : Z[['] = & Ze”,
~yel’

ot €7 - e = e pour tous v, ¥ € T'. Nous noterons alors (W, S, ) 1'algébre de
Hecke de parametre ¢, c’est-a-dire le Z[I'|-module libre de base (T,),ew muni d’une
multiplication Z[T']-bilinéaire totalement déterminée par les regles suivantes :

TwT = T si l(ww') = l(w) + L(w'),
(Ty — e?N (T, +e¥)) =0 siseS.

S'il est nécessaire de préciser, nous noterons 7% 1’élément T, pour rappeler qu’il vit
dans l'algebre de Hecke de parametre ¢.

Cette algebre est munie de plusieurs involutions. Nous n’utiliserons que la suiv-
ante : siy € et w € W, posons 7 = e 7 et T,, = Tuj,ll (notons que Ty,
est inversible). Ceci sétend par Z-linéarité en une application Z[I'|-antilinéaire
H W, S, p) — A (W,S, ), h— h qui est un automorphisme involutif d’anneau.

La construction précédente est fonctorielle. Si p : I' — I est un morphisme de
groupes abéliens, alors p induit une application

pi 2 (W, S, p) — F (W, S, pop)
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définie comme étant I'unique application Z[['|-linéaire envoyant T¥ sur T°°¢ (ici,
(W, S, pop) est vu comme une Z[I']-algebre a travers le morphisme Z[['] — Z[I"']
induit par p). Il est alors facile de vérifier que

(4.2) p« est un morphisme de Z[I']-algébres.
Sihe#(W,S,p), alors

(4.3) puh) = p.(R).

D’autre part, si o : [V — I'” est un autre morphisme de groupes abéliens, alors
(4.4) (0 0p) =040 ps.

Il en découle le lemme suivant :

Lemme 4.5. Le morphisme de groupes p est injectif (respectivement surjectif, re-
spectivement bijectif ) si et seulement si le morphisme d’algebres p, l'est.

4.C. Algebre de Hecke générique. Soit R 'algebre de groupe Z[Z[S]]. Notons
i © S — Z[S] lapplication canonique. L’algébre de Hecke 57 (W, S,i) sera alors
notée S (W, S) : elle est appelée 1'algebre de Hecke générique.

Elle est universelle dans le sens que, si on identifie 'application ¢ : S — T" avec
le morphisme ¢ : Z[S] — T, I'algebre de Hecke 52 (W, S, @) se retrouve équipée
d’un morphisme canonique de R-algebres ¢, : (W, S) — F(W, S, ¢), qui fait de
(W, S, ¢) une spécialisation de (W, S).

5. CELLULES DE KAZHDAN-LUSZTIG

5.A. Base de Kazhdan-Lusztig. Pour définir la base de Kazhdan-Lusztig, nous
ferons I'’hypothese suivante :

Hypothese et notations. Nous supposerons jusqu’a la fin de cet
article que I" est équipé d’un ordre total < faisant de lui un groupe
abélien totalement ordonné. Nous noterons respectivement I'sg, I'so,
Iy et I'<o l'ensemble des éléments stritements positifs, positifs ou
nuls, strictement négatifs et négatifs ou nuls de T'.

Si E est un sous-ensemble quelconque de I', nous poserons Z[E] = @ Ze". Par
YeE

exemple, Z[I'y] est une sous-algebre de Z[I'] dont Z[I' o] est un idéal. Posons

oW, S, 0) = @& Z[T <] T
weWw
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Alors, si w € W, il existe un unique élément C,, € J(W, S, ¢) tel que

Uw = Cwa
Cyw € Ty + Ho(W, S, @)
(voir [I3, Theoreme 5.2] en général). Encore une fois, s'il est nécessaire de préciser,
I'élément C', sera noté C¥.
La famille (Cy)wew forme alors une Z[I']-base de (W, S, p) (appelée base de
Kazhdan-Lusztig [[3, Theorem 5.2]). Nous noterons <%, <% et <7 les préordres
définis par Kazhdan et Lusztig [[[3, §8.1] et nous noterons ~7, ~% et ~% . les relations

d’équivalence associées.
Siwe W, etsi?e{L,R, LR}, nous noterons

Cellf(w) ={zx e W | z ~ w}.

Si 7 =L, Rou LR, alors Cell;(w) est appelée la cellule a gauche, la cellule a droite
ou la cellule bilatére de w (pour (W, S, ¢)).

5.B. Représentations cellulaires. Si C' est une cellule a gauche pour (W, S, ¢),

on peut lui associer un J(W, S, ¢)-module M [[3, §8.3]. Notons aug : Z[I'] — Z

le morphisme d’augmentation. Voyons Z (ou Q) comme une Z[I']-algebre a travers

aug, on a un isomorphisme d’anneaux Z Qg (W, S, ¢) ~ ZW. Notons ZMS

(resp. QM) le ZW-module (resp. QW-module) Z @zry M{ (resp. Q @z ME).
Si W est fini, nous noterons x¢ le caractere de QME.

5.C. Morphismes strictement croissants. L’objectif principal de cet article est
d’étudier comment se comporte la partition en cellules lorsque le triplet (I', <, ¢)
varie. La premiere remarque facile est que cette partition ne change pas si on
compose ¢ avec un morphisme strictement croissant:

Proposition 5.1. Soit I'" un groupe abélien totalement ordonné, soit p : T' — T un
morphisme de groupes strictement croissant et soit 7 € {L, R, LR}. Alors :
(a) p« est injectif.
(b) Siw e W, p.(CF) = CE¥.
(c) Les relations <3 et <5°% sont égales (de méme que les relations ~3 et ~5°%).
)

(d) Siw e W, alors Cellf (w) = Cells** (w).

Démonstration. L’injectivité de p, découle du fait que p lui-méme est injectif (voir
le lemme [L.5). D’ou (a). Montrons (b). Posons C' = p,(C¥¢). Alors, d’apres [L.3, on
a C = C. D’autre part, la stricte croissance de p implique que

(5.2) p(Ho(W, S, ) C HLo(W, S, po ).
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Par conséquent, C' — Tr¥ € 5o(W,S,po ). Donc C = CP¥¢ d’apres la car-
actérisation des éléments de la base de Kazhdan-Lusztig.
Montrons maintenant (c). Si z, y et z € W, alors il résulte de (b) que

(5.3) p(hey.) = hey,

Y,z 2,2
(il suffit d’appliquer p, a la relation définissant les éléments h,, ,). L’assertion (c)
découle alors de cette observation, du fait que p : Z[I'] — Z[I"] est injectif et de la
définition des relations <% et <5°%.

L’assertion (d) découle immédiatement de (c). O

5.D. Parties positives de Z[S]. Soit X une partie positive de Z[S]. Posons I'x =

Z1S]/(XN(—=X)) et notons <y l'ordre total sur I'x défini dans [.5. Notons ¢y : S —
I'x l'application canonique. Pour simplifier, les relations <5* et ~¥* seront notées
< et ~. De méme, si w € W, nous noterons Cell;' (w) I'ensemble Cells™ (w) et,
si C est une cellule pour (W, S, px), nous noterons ZM3 le ZW-module ZMEX (et,
si W est fini, nous noterons xg le caractére x&~).

La proposition suivante montre que la famille de triplets ((F X, <x, X)) XeFos(Z[3))
est essentiellement exhaustive :

Proposition 5.4. Posons X = Pos(yp). Alors il existe un unique morphisme de
groupes ¢ : I'xy — T" tel que ¢ = ¢ opx. Ce morphisme ¢ est strictement croissant.

Démonstration. En effet, Ker o = X N (—=X) donc l'existence et I'unicité de ¢ est
assurée. L’injectivité de ¢ est immédiate. D’autre part, si v, v/ € I'x sont tels que
v<4 et si A € Z[S] est un représentant de «' — v, alors A € X d’apreés [.4. Donc
©(A) =20. En d’autres termes ¢(y — v) =0, c’est-a-dire (7)) < @(7'). Donc ¢ est

croissant : la croissance stricte résulte de l'injectivité. O

Corollaire 5.5. Posons X = Pos(y) et soit 7 € {L, R, LR}. Alors :
%)

(a) Les relations <¥ et <& sont égales (de méme que les relations ~% et ~2 ).
(b) Siw € W, alors Cellf (w) = Cell; (w).
(c) Si C = Cellf(w), alors ZME ~ ZME.
REMARQUE 5.6 - Soient A € Z[S] et X € Ps(Z[S]). On a alors les équivalences
suivantes :

(a) X € Z(\) si et seulement si px(A) < 0.
(b) X € J24 si et seulement si px(A\) = 0.

(c) X € % (M) si et seulement si px(A) <0. O
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5.E. Changement de signe. Avant d’énoncer quelques conjectures sur le com-
portement des relations ~% lorsque X varie dans Pos(Z[S]), nous allons étudier
Ieffet du changement de signes de certaines valeurs de . Nous travaillerons ici sous
I’hypothese suivante :

Soit S = S, US_ une partition de S telle que, si s € S et t €
S_, alors s et t ne sont pas conjugués dans W. Soit ¢ : S — T
Papplication définie par

_ {@(5) sis €Sy,

—p(5) siseS_.

Si w € W, on pose

le(w) =Y Ly(w),
weSy
de sorte que {(w) = ¢, (w) + ¢_(w). On note 0 : (W, S, ) — H(W,S,¢)
I'unique application Z[[']-linéaire telle que

0(T¢) = (-1~

w

Un calcul élémentaire montre que :

Proposition 5.7. L’application 0 : (W, S, p) — H(W,S,¢") est un isomor-

phisme de Z[]-algebres. De plus, si h € (W, S, ), alors O(h) = 0(h). Par
conséquent, si w € W, alors

!

0(C%) = (—=1)*-wcy.

w

Corollaire 5.8. Si 7 € {L, R, LR}, alors les relations <% et grﬁf/ coincident. De

méme, les relations ~3 et ~% coincident.

Si w € S, on note 7, la symétrie Z-lindaire sur Z[S] telle que 7,(w) = —w

et 7,(W) = W si W # w. Clest un automorphisme de Z[S] : il induit donc un
homéomorphisme 7% de Pos(7Z[9)).

Corollaire 5.9. Siw € S, si X € P0s(Z[S]) et si? € {L, R, LR}, alors les relations

7'* X . .
N;( et N?‘”( ) coincident.
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Démonstration. L’application 7, induit un isomorphisme strictement croissant

Tw - FT‘Z(X) = Fx.

ToOPr (X)

Lp,r* . . . oy
SO0 et ~o coincident (voir la proposition

Par conséquent, les relations ~s;
B.1)). Posons ¢’y = 7,0 s (x) : S —TI'y. Or,

i Jex(s)  sisdw,
Pxls) = {—ng(s) sis € w.

Donc le résultat découle du corollaire p.§. O

Notons v : W — {1, —1} 'unique caractere linéaire de W tel que

(s) = 1 sisesS,,
)= -1 sise S_.

Notons Z. le ZW-module (irréductible) de dimension 1 sur lequel W agit via le
caractere . Si C' est une cellule a gauche pour (W, S, ¢), alors un calcul élémentaire
utilisant I'isomorphisme 6 montre que

(5.10) ZME ~ 7., @7 LM .

5.F. Parametres nuls. Il résulte du corollaire que le calcul des cellules de
Kazhdan-Lusztig peut se ramener au cas ou ¢ est a valeurs dans I's (. Nous allons
étudier ici ce qu’il se passe lorsque certains parametres sont nuls. Nous travaillerons
sous les hypotheses suivantes :

Dans cette sous-section, et dans cette sous-section seulement, nous
fizons une partition S = I U J de S telle que, sis €I ett € J, alors
s et t ne sont pas conjugués dans W. On note Wy le sous-groupe de
W engendré par I et on pose

J = {wtw™ | we W, teJ}

Soit W le sous-groupe de W engendré par J. Nous supposerons de
plus que,

(%) sis €1, alors p(s) = 0.
D’apres [, théoreme 1], (W, J) est un groupe de Coxeter et
(5.11) W =W;x W

Si # € J, on notera v(f) I'unique élément de J tel que # soit conjugué a v(f) (voir

[B])- On pose
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Il résulte de [, (4)] que, si t et ¢ sont deux éléments de J qui sont conjugués sous
W, alors

(5.12) p(t) = ().
Cela montre que 1'on peut définir une Z[I']-algebre de Hecke % (W, J, ©). Le groupe

Wi agit sur W en stabilisant .J et la fonction @, donc il agit naturellement sur
'algebre de Hecke 52 (W, J,@). On peut alors former le produit semi-direct

W, x W, J,3).

C’est une Z[I']-algebre de Z[T']-base (z - T¥) Pour finir, posons

IGWI,wGW

H = @ I TS CAHW,S, o).
weW

Proposition 5.13. Rappelons que p(s) =0 si s € I. Alors :

(a) S est une sous-algebre de (W, S, p).

(b) L’unique application Z[T)-linéaire 6 : Wy x (W, J,3) — AW, S, ) qui
envoie -T2 surT¢, (v € Wi, w € W) est un isomorphisme de Z[L'|-algebres.
Il envoie %”(W J. @) Zsomorphzquement sur S .

(c) Six e Wretwe W, alors C¢ =T¢, C?, = T¢C%, C?2 = CET?. Side
plus w € W, alors 6(C?) = C¥.

Démonstration. Puisque ¢(I) = {0}, on a, pour tout s € I,
(T#)? =1 et T¢Z =TY.

Cela montre que, si x € Wr et w € W, alors TYT¢Y =T% et TSTY =T . On en
déduit que C¢ = T¥, Cf, = TyCE, Cf, = C{TY. Clest la premiere assertion du
(c)-

D’autre part, si x € Wj et t € J, alors

TS, = TPTA(TE) !

xtx

et donc, en posant t = xtz~ !, on a

(T“" ego(t))(tho + efgé(t)) = 0.

Pour montrer les assertions (a) et (b), il ne reste qu'a montrer I'assertion suivante :
si w et w’ sont deux éléments de W tels que f(ww') = €(w) 4+ £(w') (ici, ¢ désigne la
fonction longueur sur W associée & J ) alors

(?) TETY = T7,

Un raisonnement par récurrence (sur £(w)) élémentaire permet de se ramener au cas
ol E( ) =1, c’est-a-dire w € J. Dans ce cas, w = ztz~', avec t € J et z € W;. La



SEMI-CONTINUITE DES CELLULES DE KAZHDAN-LUSZTIG 29

fonction £ étant Wi-invariante, on a f(tz~'w'z) = 1+ f(z~'w'z). Donc, d’aprés le
[B, corollaire 7], on a £(tz~'w'z) =1+ {(z~ w'z). 1l en résulte que

TET? _T¥

1wz tr—lw'x"

On obtient alors (?) en conjuguant cette égalité par T¥. D’ou (a) et (b).

Pour montrer la derniere assertion de (c), il suffit de remarquer que, si h €

I (W, J. @), alors 8(lt) = B(h), et d’utiliser la caractérisation de la base de Kazhdan-
Lusztig. 0

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 5.14. Supposons que p(I) = {0}. Alors les cellules a gauche (resp.
a droite, resp. bilatéres) pour (W, S, @) sont de la forme Wy - C (resp. C - Wy,
resp. Wy-C - Wy), ou C est une cellule a gauche (resp. droite, resp. bilatére) pour
(W, J, ).

6. CONJECTURES

Nos conjectures portent sur le comportement des relations ~2 lorsque X varie

dans Iespace topologique P0s(Z[S]). On notera R[S] le R-espace vectoriel R®z7Z[S].

Un arrangement d’hyperplans rationnels 2 de P2os(Z[S)]) sera dit complet si , € A
pour tout w € S (rappelons que ., est I'ensemble des X € Zos(Z[S]) tels que
w € X N—=X). Si Aest un arrangement complet et si F est une A-facette, nous
noterons W4 le sous-groupe parabolique standard de W engendré par la réunion
des orbites w € S telles que .% C 7.

Conjecture A. [l existe un arrangement complet fini A d’hyperplans rationnels de
Pos(Z[S)) vérifiant les propriétés suivantes (pour ? € {L, R,LR}) :

(a) Si X etY sont deux parties positives de Z[S] appartenant a la méme A-

. .o . ar
facette F, alors les relations ~2 et N%/ coincident. Nous la noterons ~ .

(b) Soit . une A-facette. Alors les cellules (i.e. classes d’équivalence) pour la
relation ~7 sont les parties minimales C de W satisfaisant auzx conditions
survantes :

(b1) Pour toute chambre € telle que . < €, C est une réunion de cellules
pour la relation ~% ;
(b2) C est stable par translation par We (a gauche si 7 = L, a droite si

? =R, a gauche et a droite si 7 = LR).
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Si la conjecture A est vraie pour (W,S) et deux arrangements complets finis
2 et A' d’hyperplans rationnels de Z0s(Z[S]), alors elle est vraie pour (W,S) et
larrangement complet fini AN2A’. Cela montre que, si la conjecture A est vraie pour
(W, S), il existe un arrangement complet fini d’hyperplans rationnels qui est minimal
et pour lequel les assertions de la conjecture A sont vraies : nous les appellerons
hyperplans essentiels (en référence aux travaux de M. Chlouveraki sur les blocs de
Rouquier des algebres de Hecke cyclotomiques [§, §4.4]) de (W, 5)).

Le corollaire p.9 montre que, si la conjecture A est vraie pour (W,S5), alors
I'ensemble des hyperplans essentiels de (W, S) est stable par 'action de toutes les
symétries 7% (w € S).

REMARQUE - Fixons w € W. La condition (a) de la conjecture A dit que
Papplication Zos(A) — P (W), X — Celly*(w) est constante sur les facettes. La
condition (bl) dit que cette méme application est semi-continue supérieurement
(rappelons qu’'une application f : Z — B, ou & est un espace topologique et B est
un ensemble ordonné, est dite semi-continue supérieurement si, pour tout b € B,
I'ensemble {x € Z | f(x) < b} est ouvert). Notons pour finir que toute cellule pour
~7 est forcément stable par translation par Wz (voir le corollaire f19 : en effet,
si X € F et F C I, alors px(s) =0 pour tout s € w) : cela justifie la propriété
(b2).

En revanche, la condition de minimalité dans (b) apporte une précision étonnante :
pour connaitre les cellules de W pour un choix de fonction ¢, il suffirait de connaitre
les relations ~%, lorsque € est une chambre. O

Il semble raisonnable d’imaginer que la Conjecture A est compatible avec la con-
struction des représentations cellulaires :

Conjecture B. Supposons la conjecture A vraie pour (W, S) et notons 2 l’ensemble
des hyperplans essentiels de (W,S). Soit X € Pos(Z[S)), soit C une cellule a
gauche pour (W, S, px) et soit € une A-chambre dans Pos(Z[S)) telle que X € €.
Soit Y € €. D’aprés la conjecture A, il existe des cellules a gauche Ci,..., Cy
pour (W, S, @y) telles que C = CLUCyU --- UCy. Alors il existe une filtration
My=0C M, C--- C My =ZMZ du ZW -module ZMZ et une permutation
o € By telle que
M; /My =~ ZM,

Une version (beaucoup) plus faible est donnée par :

Conjecture B~. Supposons W fini. Supposons la conjecture A vraie pour (W, S) et
notons A lensemble des hyperplans essentiels de (W, S). Soit X € Pos(Z[S]), soit
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C une cellule a gauche pour (W, S, ¢x) et soit € une A-chambre dans Pos(Z[S))
telle que X € €. SoitY € €. D’aprés la conjecture A, il existe des cellules ¢ gauche
Ci,. .., Cq pour (W, S, py) telles que C = C,LUCy U -+ UCy. Alors

d
Xé‘( = Z ng"
i=1

7. EXEMPLES

7.A. Groupes diédraux finis. Supposons dans cette sous-section, et dans cette
sous-section seulement, que S = {s,t} et que st est d’ordre fini 2m avec m > 2.
Notons wg = (st)™ = (ts)™ I'élément le plus long de W : il est central. Si w € W,
on pose Z(w) ={u € S | wu < w}. Posons

Cs={weW | Zw)={s}} et Ci={weW |Z(w)=/{t}}.

Un calcul facile [[3, §8.7] montre que la partition de W en cellules a gauche pour
(W, S, ) est donnée par le tableau suivant (lorsque ¢ est a valeurs dans I'sg) :

© Cellules & gauche
0=p(s) = ¢(t) w
0=gp(s) <e@)| {1,s}, Cs\{s}, Ci\{swo}, {swo,wo}
0 <@(s) <e(t) | {1}, {s}, Cs\{s}, Ci\{swo}, {swo}, {wo}
0 <p(s) = ¢(t) {1}, Cs, Ci, {wo}
0 <) <epls)| {1}, {t}, C\{two}, Ce\{t}, {two}, {wo}
0=p(t) < ¢(s) {L.t}, Co\{two}, Ci\{t}, {two, wo}

Par conséquent :

Proposition 7.1. Les conjectures A et B~ sont vraies lorsque |S| = 2 et |W] < 0.
Les hyperplans essentiels de (W, S) sont 7, H, ;. et Hiyy.

Démonstration. L’énoncé des conjectures faisant apparaitre la topologie exotique

sur Yos(Z[S]), nous allons ici détailler le passage de la table précédente a la preuve
des conjectures A et B.
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Tout d’abord, on identifie S & S, ce qui permet décrire
Z|S) = Zs ® 7t.

Si on note ™A = {4, I, Hy, Hivy}, alors A est un arrangement complet fini
d’hyperplans rationnels de F%s(Z[S]). Dessinons I'image inverse dans R[S]* (sous
I'application Pos) de 'arrangement d’hyperplans et de ses facettes. Pour cela, notons

(s*,t*) la base duale de la base (s,t) de R[S].
,?1 —

ﬁg -
Les RA-facettes sont donc
y: {Z[S]}7 ’%is‘i7 ’%i7 y@ﬁ (gh 9@ (0<Z<3)

Si 'on veut une définition formelle, voici quelques exemples, qui montrent que 1'on
a bien défini ainsi des facettes :

=N HN Ao N oy,
=N U(—8)=HNU(—s)NU(t —s)NU(—t — s),
Fo=U(—s)N Koy =U(—s)NU(—t) N NU(—s — 1),
et Co=U(—s)NU(s—t)=U(—s)NU(—t)NU(s—t)NU(—s —1).
Soit X € Pos(Z
(a) 0= @x(s
(b) 0= @x(s) < px(
(c) 0< @X(s) px(t) si et seulement si X € %.
(d) 0 < @x(s) (
(€) 0 <ox(t) < ex(
(f) 0= px(t) < px(s) si et seulement si X € 4".

[S]). D’aprés la remarque 5.0, on a les équivalences suivantes :
)

ox(s) < px(t) si et seulement si X € .

©x(t) si et seulement si X € 7.

I
©
~

~

)
)
) si et seulement si X € Z.
s) si et seulement si X € .
)
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En utilisant la table précédente, les assertions (a)—(f) ci-dessus et les symétries 7
et 7, (voir Corollaire (.9), on obtient la table suivante qui donne la répartitions en
cellules a gauche pour (W, S, X) selon la facette a laquelle appartient X :

X e? Cellules & gauche
{Z[S]} W
A {1,s}, Cs\ {s}, Ci\ {swo}, {swo,wo}
¢ (1<i<4) [ {1}, {s}, Cs\ {s}, G\ {swo}, {swo}, {wo}
Fi (1<i<4) {1}, Cs, Ct, {wo}
2 (1<i<4) | {1}, {two}, Co\ {two}, G\ {t}, {t}, {wo}
A {1,¢}, Cs\{two}, Ci\{t}, {two, wo}

On peut alors vérifier sur cette table les faits suivants :

e Si X et X’ appartiennent & la méme facette, alors les relations ~} et ~7%
coincident.
e Si X €.%,, alors les seules chambres € telles que X € € sont €, et Z; : il

. . % . , & 9.
est alors facile de voir que ~;" est effectivement engendrée par ~7' et Nfl.

e Si X € 27, alors les seules chambres % telles que X € € sont 6, et €, : il
est alors facile de voir qu’une cellule a gauche pour (W, S, px) est bien une
partie minimale de W qui est stable par translation a gauche par < s > tout
en étant réunion de cellules a gauche pour (W, S, %) (et réunion de cellules
a gauche pour (W, S,%)), mais, par symétrie, ce sont aussi des cellules a
gauche pour (W, S, %)).

Pour obtenir les autres énoncés de la conjecture A concernant les cellules a gauche,
on peut alors utiliser les symétries (via le corollaire p.9) et I'automorphisme de W
échangeant s et t. Les énoncés correspondants pour les cellules a droite ou bilateres
se montrent de méme. Cela montre la conjecture A.

La conjecture B~ découle de considérations similaires. 0

7.B. Groupe diédral infini. Le méme raisonnement que dans le cas fini permet
de montrer facilement la proposition suivante :
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Proposition 7.2. 5i S = {s,t} et st est d’ordre infini dans W, alors les conjectures
A et B sont vraies pour (W, S). Les hyperplans essentiels de (W, S) sont H;, 4,
Iy et Hiy.

7.C. Type F4. Supposons dans cette sous-section, et dans cette sous-section seule-
ment, que (W, S) est de type Fy. Posons S = {si,s9,t1,t2} de telle sorte que le

graphe de Coxeter de (W, S) soit
So S1 tl tz

O———(Or—Or——O

Notons s = {s1, 82} et t = {t1, 12}, de sorte que S = {s,t}.

Théoréme 7.3 (Geck). Si (W,S) est de type Fy, alors les conjectures A et B~
sont vraies pour (W, S). Avec les notations précédentes, les hyperplans essentiels de

(W, S) sont A, I, Hoor, Har, Hos—t, Haror, Hasr €t Hosiy.

Le dessin de l'arrangement d’hyperplans du théoréeme précédent (du moins, de

son image inverse sous Pos dans R[S]*) est le suivant :

%th -

%t-{-s -

%—t -

/ / /
%s—t jﬁ %s—t

REMARQUE - Tels quels, les résultats de Geck [J] ne démontrent pas compléetement
les conjectures A et B~ en type Fj. Ses résultats ne sont pas non plus énoncés
sous cette forme. Néanmoins, comme le lecteur pourra le vérifier dans le schéma
de la preuve que nous donnons ci-dessous, Geck avait fait ’essentiel du travail: il
a déterminé les hyperplans essentiels. Nous avons de plus utilisé ses programmes
GAP/CHEVIE pour terminer le calcul lorsque certains parametres sont nuls. O
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Démonstration. Dans [f], M. Geck calcule les cellules de W pour tous les choix de
fonction ¢ telle que ¢(S) C I'sg. Pour obtenir les cellules lorsque ¢(S) C I's, il
suffit alors d’utiliser le corollaire B.14 (et la décomposition W = &3 x W (Dy), voir
F.1T) ainsi que la connaissance des cellules pour un groupe de Weyl de type Dy,
ce qui se calcule grace a GAP : nous l'avons fait en utilisant les programmes de M.
Geck. Le corollaire p.9 permet alors de déterminer les cellules pour tous les choix de
fonction ¢. Une discussion similaire a celle du cas diédral, tenant compte de tous
les calculs effectués, permet de vérifier les conjectures A et B~ : elle est simplifiée
par la présence de l'automorphisme de W échangeant s; et ¢;. U

7.D. Type Go. Supposons ici que S = {t, s1, 82}, que (W, S) est un systeme de
Coxeter de type Gs, et que le graphe de Coxeter est donné par
t S1 S9o

C="—"=-=0

Posons s = {s1, 85} et identifions t et {t}, de sorte que S = {s,t}. Les différents
calculs effectués par J. Guilhot (voir [[L{] et [[L1]) Pont conduit a proposé la conjecture
suivante :

Conjecture G (Guilhot). Si (W, S) est un groupe de Weyl affine de type ég, alors
la conjecture A est vraie. Avec les notations précédentes, les hyperplans essentiels

sont jfg, %7 %s—t; jﬁ—l—t: 1%0215—357 %t—i—?)s; t—2s €L %—1—28-
%’fsjtt -

%tJr?;s -

%-}—28 -

FO — .

r%i572s -
%tf?;s -

Iy — I —

COMMENTAIRE - Le lecteur pourra se reporter a l'article [H] pour des résultats
partiels récents corroborant la conjecture G. O
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7.E. Type B. Nous supposons ici que (W,S) = (W,,S,), ou W, est un groupe
de Weyl de type B, (n>2) et S,, = {t,1,52,...,8,-1}, de sorte que le graphe de
Coxeter de (W, S,,) soit

t S1 S2 Sp—1

O—O0—0——0

Identifions ¢ et {t} et posons s = {s1,8,...,8,_1}. On a ainsi S = {s,t}. Dans ce

cas, les conjectures de Geck, lancu, Lam et 'auteur [[], Conjectures A et B] suggerent
la conjecture suivante :

Conjecture C. Les conjectures A et B sont vraies pour (W,,S,). Les hyperplans
essentiels sont 7, A, Hi_is (1<i<n—1) et H ;s (1<i<n—1).

4l [, @], B et H

(dans lordre chronologique) pour des résultats corroborant la conjecture C. O

COMMENTAIRE - Le lecteur pourra se reporter aux articles
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