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��� ��� � 2��� $��)� ���/�� �- 
��1�+ ,� ����$� 
���

�� 
� ��
���.� 
�� �
����0�
�
� 
����)���
 �- ���� ���$���
���3 8� ��-�� 
�� ������

� C E -�� ���� ��
��$� �� �
����0�
�
� ������$��)3 *� 
��� ��
��$�+ ,� ����
� /� �n,k


�� �2���)� ���/�� �- 
��1� �- 
��� k �>���
�� /� Pn ��� 
��� ���
3 *
 ��� /���
���,� �� C E 
��
 -����/$� �
����0�
�
� ��
�� H�3�3+ -����/$� �n,k:�I ���$� /� ���� 
�
����2� �6����
 ��
������� ��� ������� ������$��3 ���
 �� ,�� �� 
��� ��
��$�+ ,�
��$� -���� �� ��
�������) ���� ��
�� �� � -�$$� �����
��$�.�� ,��3

��� �������

��� 
����)���
 �- ���$���
��� k �
 
�� �
���� �
�
� ��� /� ��
�� �k =
∑

n∈N �n,k3
��
 Uk(�k) /� 
�� �
�$�
� �������
�� 
� ���$���
��� k3 8� ��� �
 ��>���.��)

∑
k∈K Uk3

*
 ��� /��� ���,� 
��
 ��5����
 2�$��� �- Uk $���� 
� ��5����
 1��� �- -������� CD&E3
������$$�+ Uk(�k) = log(�k) H������
����$ -�������I �� Uk(�k) = �α

k /(1 − α) Hα0
-�������I3

*� 
��� ��
��$� ,� -���� �� ������
����$ -������� /�
 
�� �$)���
�� ,� ������
 ���
/� �
���)�
-��,���$� ����
�� 
� α0-�������3

��� ����������	� �
	 ���

8� ��� �
 A����) (�n,k)1�k�K,1�n�N 
��
 ��>���.��
∑

k log(�k) ����� 
�� ���0
�
����
�J

�k =
∑
n

�n,k HDI

∀n,
∑

k

�n,kwk � Wn H%I

∀(Pi → Pj),
∑

k

∑
n ���� ����

(Pi→Pj)∈(Pm(k)�Pn)

�n,kbk � Bi,j H"I

����	

in
ria

-0
02

79
99

3,
 v

er
si

on
 2

 - 
19

 M
ay

 2
00

8



���������	
�� ��
��	��� ��� ����	��� ��
��������� ����	���	�� �������	�
 #

��
 
��
 
�� A��
 ����
����
 HDI �� ��
 � ���$ ����
����
 �- 
�� ���
�� /�
 �� ��$�
��
������� -�� ���2������� �- ��
�
����3 ����
����
 H%I ����$� �
�
�� 
��
 
�� ���0
��
�
��� ������
� �- ��������� n �����
 /� �>������3 
���$��$�+ ����
����
 H"I �
�
��

��
 
�� ��
,��1 ������
� �- $��1 (Pi → Pj) �����
 /� �>������3

��
� 
��
 
��� -����,��1 �� 2��� )�����$ �� �
 ���� ��$� ���
��� �� 
�� ������
����

��
 �$$ ���$���
���� ���)���
� -��� 
�� ���� $���
��� ��� 
��
 �$$ ���������� ���
�2��$�/$� 
� �$$ ���$���
���� H���� ���
���
���� ��� ����$���$� /� ���������
�� �� 
��
���2���� ����
����I3

' (�	���� )���

��� !�	" #	��
	� �� ���������� $��"	
%

������$$� �� ��
,��1��) ��2�������
�+ 
�� ��
���$ 4�, ���
��$ ��� /� ,��

�� ��
max�

∑
s Us(�s) ����� 
�� ����
����
�

�k =
∑

n

�n,k H(I

∀(Pi → Pj),
∑

k

∑
����	� n �
�


(Pi→Pj)∈n

�n,k � Bi,j H!I

��� A��
 ����
����
 H(I �� ������
����
�� �- ��$
�0��
� ���������+ 
��
 �� 
� ��� ���0

��� �� ,���� ���� ���1�
 ���
 ��� -�$$�, �
� �,� ��
�3 ��� ������ ����
����
 H!I
��������
� 
�� ������
� ����
����
�3 ���� ������
��� k 
��� ��� nk �����/$� ���
��3
����
����$$�+ ,� ������� 
��
 Us ��� ���
������+ ���������) ��� �
���
$� �����2� �
�$0
�
� -���
����3 8��)+ ��$����,��� ��� ��, C!E �����A��$$� ������� 
��� ���/$�� ,�
�

�� ����
����$ ����
����
 
��
 ���� 4�, ��� ���� ������� ��� ��>���� �������0
���
�J ∀s,∃ms,Ms,mk � �k � Mk3 ���� 1��� �- ����
����
� �� ��
 ���$$� ��$�2��
 ��
��� ���
�>
 ��+ -�� ��1� �- �$���
�+ ,� ��$� ������
 ����$�A�� 2������� �- 
�� ����
����
��� �$)���
��� �������� /� C!E3


��� � ���/$�� ��� /� ��$2�� ����) 
�� ��)���)� ��
���3 � ��)���)��� ��$
�0
�$��� μ �� ��
������� -�� ���� ����
����
 H!I3 ��� ��)���)��� ��� 
��� /� ,��

��J

L(�, μ) =
∑
k∈K

Uk

(
nk∑

n=1

�n,k

)
+

∑
(Pi→Pj)

μi,j

⎛⎜⎜⎝Bi,j −
∑

k

∑
����	� n �
�


(Pi→Pj)∈n

�n,k

⎞⎟⎟⎠ .
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' ������	�� �� ��
���� � ��  ����	

��� ����
����
 ��
 �� ���2�> ��� 
�� Us ��� �
���
$� �����2�3 F����+ 
�� ���)���$
���/$�� �� ����2�$��
 
� ��$2�J

max
��0

min
μ�0

L(�, μ). H I

����) 
$�
��:� �����
����+ ,� 1��, 
��
 �
 
�� ��
����+ ,� ��2� �n,k.
∂L

∂�n,k
= 03

F���� -�� ��� (n, k)+ ,� ��2�

U ′
k(�k) =

∑
(Pi → Pj) ∈ ���
� n

μi,j �- ��� ��$� �- �n,k > 03 H#I

μi,j �� )�����$$� ��$$�� �����, ����� -�� �������� (Pi → Pj) ��� 
���
∑

(Pi→Pj)∈����	 n μi,j

��� /� ���� �� 
�� ����� -�� 4�, k 
� ��� ���
� n3 ��
 �� ����
� �
 pn
k 3 �����
��) 
��

�����, ������ �� )�����$$� ���� /� ���$���) � )������
 ��
��� 
� ��$2� ���/$�� H I3
����
��� H#I ���,� 
��
+ �
 ��
����+ �$$ ���
�� ��2� ����
���$ ���
 pk ��� 
���

�∗k =
∑

n

�∗n,k = U ′−1(min
n

pn
k).

��� ���/$�� �� 
��
 
��� �������� $���� 
� �� �>�������� �- 
�� )$�/�$ 
����)���

�k ��$�+ /�
 ��
 
�� 
����)���
� ��� ��
� �
 ����$
� -��� H�3�3+ 
�� 2�$��� �- �n,kI3
����
����$$�+ 
�� min -���
��� �� ��
 
,��� ��5����
��/$� ��� � )������
 �$)���
��
/���� �� 
��� �������� ��� ����$$�
� ��� �>��/�
 ���2��)���� ���/$���3 ���� �� ���

� 
�� -��
 
��
 
�� ���)���$ ��
���.�
��� ���/$�� �� ���	���" ���2�> �� ��� �- 
�� �k

;2����/$��+= /�
 ��
 ,�
� ������
 
� 
�� �n,k+ ,���� �
 �� ��$� ���2�>3
*� C!E+ 
,� �$
����
�2� �$)���
��� ��� ��������3 8� /���4� ������
 ��� ������


�� 
���� �� 
�� ��������) �- 
��� ���
���3

����� ����� ���������

��� ���� �- 
�� A��
 �$)���
�� �� 
� ����-� 
�� �/���
�2� -���
��� �� �� 
� ��1� �

�
���
$� �����2� �� ���� �- 
�� �n,k3 �������� 
�� �$
����
�2� ����A�� �/���
�2�J

max
��0,e��0

∑
UK

k=1

(
nk∑

n=1

�n,k

)
−
∑

k

∑
n

1
2
(�n,k − �̃n,k)2,

,���� �̃n,k �� �� ��)���
�� 2����/$�3
���� �� � 2��� �$�)��
 
���13 *�����+ �
 
�� ��
����+ �̃n,k = �n,k ��� �����


�� ��$�
��� �- 
��� ��
���.�
��� ���/$�� H��/���
 
� 
�� -����� ����
����
�I �� 
��

����	
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���������	
�� ��
��	��� ��� ����	��� ��
��������� ����	���	�� �������	�
 L

���� �� 
�� ���)���$ ���3 M�
+ 
��� ��
���.�
��� ���/$�� �� �
���
$� �����2� �� �$$

�� 2����/$�� �̃n,k ��� �n,k ��� ����� �$������$ )������
 ��
���� �� ���2��)�3 �
���
��/�
�� )������
 ,�
� � A>�� �
�� ��.� γ /�
� -�� 
�� �����$ H� ��� �̃I ��� 
��
���$ HμI 2����/$�� $���� 
� �$)���
�� D -�� 
�� ������� ��� �$)���
�� % -�� 
�� $��1�3

������ ������ k ���

�����2� 
�� ��
� ������ pn
k 3�

������ n ∈ 1 . . . nk ���

�̃n,k(t + 1)← (1− γ)�̃n,k(t) + γ�n,k(t)
�n,k(t + 1)← [(1− γ)�n,k(t) + γ�̃n,k(t) + γ(U ′

k(�k(t))− pn
k(t))]+

�k(t + 1)←∑nk
n=1 �n,k(t + 1)�


��� �n,k(t + 1) 
� �$$ $��1� �� ��
� n3�

�$)���
�� DJ 7$�, ���
��$ �$)���
�� -�� ������ k

������ ��	
 (Pi → Pj) ���

�����2� �n,k -�� �$$ ���
� n �- ������
��� k+ ���� 
��
 (Pi → Pj) ∈ n ����

�))��)�
� 
���� ��
�� �� �i,j :
μi,j(t + 1)← [μi,j(t) + γ(�i,j(t)−Bi,j)]+�


��� μi,j(t + 1) 
� �$$ ������� k ����) (Pi → Pj)3�

�$)���
�� %J 7$�, ���
��$ �$)���
�� -�� $��1 (Pi → Pj)

����� �
���� ���������

��� ������ �������� �$)���
�� �� C!E �� /���� �� � ��/0)������
 ��
���+ �� 
��
���)���$ ��
���.�
��� ���/$��3 ��� ������ �$)���
�� �� ��$�
 ��
� � #�$ �������
���/$�� 
��
 �����
�� 
�� 
�
�$ 4�, �k -�� ���� ������
��� k ��� � ����	�
 ���%���

��
+ )�2�� �k+ ��
������� ��, 
� ��$�
 
�� 
��6� /�
,��� 
�� ��5����
 ���
��3

��� 4�, ���
��$ �
 ������ k �����
��

�∗k = U ′−1(p∗k)+,���� p∗k(t) = min
����	� n

pn
k(t)

��� ���
��) �$)���
�� ,��1� �� -�$$�,�J

�� �� ����
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D& ������	�� �� ��
���� � ��  ����	

D3 ����
�� �$$ ��
��J

∀n, �n,k(t + 1) = [�n,k(t)− γ(pn
k(t)− p∗k(t))]

+ . H'I

%3 ����+ ���� ������ ���1� ��� ���
� j 
��
 ��� ������� ����� ��� ����
� �
�
��
� 
�

�j,k(t + 1) =

⎡⎣�k(t + 1)−
∑
n �=j

�n,k(t + 1)

⎤⎦+

HLI

����+ -�� ���� ������
���+ 
�� ��� �- �$$ ��
�� 
��
 ���
 ���� 
��� 
�� ������� �����
�� )�����$$� ��������� H-��� ����
��� H'II3 ���� ������� 
��
 �
 
�� ����$�/����+ ��$�
���
�� �- ������� ���
� ��� ����3

����
����$$�+ �
 ���� 
��� �����+ ,��� � ������
��� ��� ��2���$ ���
�� �- ����$
������� ���
+ 
�� ��
� �- ��� ���
� �� �����
�� �� 
��


∑
n �n,k ������� ����$ 
� �k3

��� ,��
��) �- �$)���
�� /���) 2��� ����$�� 
� �$)���
�� D+ 
�� ��
��$� ��� ��

)�2�� ����3 ��� ��
����
�� ������ ,��$� ��-�� 
� C!E -�� � -�$$ �������
���3

��� &�'��''�	�

�� ��� /� �
���)�
-��,���$� ��
��+ 
�� ��
���$ /�)0�-0
��1 ���$���
��� ������$��) ��
)���+ �� ������/�� �� 
��
��� %3! �� 2��� ����$�� 
� 
�� ��
���$ 4�, ���
��$ ���/$��
�� ��$
�0��
� ���
��)3 7�� 
��� ������+ ,� �
��� �� 
��� ����� ��, 
� ����
 �
 
�
��� ���
�>
3 ��� ���� ��5������� /�
,��� 
�� 
,� -����,��1� ��� ��2�$���� �� 
��
��>
 ����)�����3

����� ����
�  � ��� 
�

N���� ��� )�����$$� ��)�0$�2�$ ��-���
���
���� ,���� ������
� ��� ������ ���
���
����
��� �����
��
3 ���� 
���� �� )�����$$� � ���)$� ,�� 
� )� -��� � $���
��� 
� ���
���3
���� ������� �����������$ ���$�����
 
��
 ��� ���� /� ���� )��� ���2���� ��� �
������ H��������$I ���
� -��� � ���
�� 
� � �����A� �$�2�+ �� ���
���� 
� ��$
�0��
�
���
��)3

����� !������
 �����"��
��

���
��� ��5������ $��� �� 
�� ����
����$ ����
����
 H%I �� �����
�
����3 ���� ��,
����
����
 ���� ��
 -�������
�$$� ����)� 
�� ���/$��3 *
 ��$� �����
� 
� ��� ��
�
��� ��)���)��� ��$
��$��� λ ����$�� 
� μ3 �$��+ �� ��� ���
�>
 
���� �� �� ����

����	
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���������	
�� ��
��	��� ��� ����	��� ��
��������� ����	���	�� �������	�
 DD


� �������� ���� ������$ ��� ��>���$ ����������
� Hmk ��� Mk ������
�2�$�I ��
��
������� �� C!E3 ����� ��5������� ��$� ���$� ����$� ����A��
���� �- 
�� �$)���
���3

����� #�"�����

��� 
���$�)� �- 
�� ���
��� �� 2��� ��5����
+ ,���� ��� � ���0��)$�)�/$� �����
 ��

�� ���2��)���� ��
�3 *� )����+ 
�� ���
��0�$�2� ����� ��� ���$�)��� 
� ���
�� �� 
��
4�, ���
��$ ���/$��+ ��� ���$���
���� ��� ���$�)��� 
� ������
����3 �������� 
�

�� 4�, ���
��$ ���/$��+ 
���� �� 
��� � ��)� ���/�� �- ;���
��= ��� � ���$$ ���/��
�- ;�������3= ���� ��� ��2� ���� �����
��
 �����
 �� 
�� ���2��)���� ��
�3

����$ %
������ &��
�

� ��/������
 ��5������ $��� �� 
�� �������� ����
�3 8��$� �� ��
,��1��) ���
�>
+
������� ����
 ��� ������ 
���� 
����������� ��
�+ �� )����+ ,� ,��$� $�1� 
�� ��
��0
�����
� ����� H/�
,��� � ���
�� ��� ���� �- �
� �$�2�I 
� �����
 
�� ��
��+ �� �� 
�
���2��
 �2��$�����) 
�� ���
��3 F���� 
�� ��,$� �������� ������ �$)���
�� ����$�
�
��$- /� �����
��$�.��3

* +������� �	������� ��� %�������� +���������

��� ��)���)��� �� ,��

�� �� -�$$�,J

L(�, �̃, λ, μ) =
∑
k∈K

Uk

(∑
i

�i,k

)
+
∑

i

λi

(
Wi −

∑
k

�i,kwk

)
−
∑
k∈K

∑
i

1
2
(�i,k − �̃i,k)2

+
∑

(Pi→Pj)

μi,j

⎛⎜⎜⎝Bi,j −
∑

k

∑
n ���� ����

(Pi→Pj)∈(Pm(k)�Pn)

�n,kbk

⎞⎟⎟⎠ .

7�� ��1� �- ����$���
�+ ,� A��
 ��
������ 
�� -�$$�,��) 2����/$�� η ��� σJ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ηn

k =
∑

(Pi→Pj)∈(Pm(k)�Pn)

μi,j,

σn
k =

∑
n ���� ����

(Pi→Pj)∈(Pm(k)�Pn)

�n,k.

�� �� ����

in
ria

-0
02

79
99

3,
 v

er
si

on
 2

 - 
19

 M
ay

 2
00

8



D% ������	�� �� ��
���� � ��  ����	

���
 ��+ ηn
k �� 
�� �))��)�
� ����� ��� �/ 
� ���� ��
� -��� Pm(k) 
� Pn ��� σn

k �� 
��

�
�$ �����
 �- 
��1� /� ���$���
��� k ���
 -��� Pm(k) 
� Pn ��� �$$ �
� ���������
�3
����� 2����/$�� ��� /� �����
�� ,�
� � ����$� �����)�
��� �$)���
��J⎧⎨⎩

ηj
k = ηi

k + μi,j

σi
k = �i,kbk +

∑
j �
�
(Pi→Pj)

σj
k

��� ���	
����

����) � A>��0��.� γ �
�� )������
 H,���� 
�� γ 2�$�� ��� ������ �� 
�� ����������
2����/$�I+ ,� ����2� 
�� ����$� -�$$�,��) ����
�� -�� λ+ μ+ � ��� �̃J

pi
k(t + 1)← bkη

i
k(t) + wkλi(t) HD&I

�̃i,k(t + 1)← (1− γ
e�)�̃i,k(t) + γ

e��i,k(t) HDDI

�i,k(t + 1)← [(1− γ�)�i,k(t) + γ��̃i,k(t) + γ�(U ′
k(�k(t))− pi

k(t))]
+ HD%I

�k(t + 1)← σ
m(k)
k (t + 1) HD"I

λi(t + 1)←
[
λi(t) + γλ

(∑
k

wk�i,k −Wi

)]+

HD(I

μi,j(t + 1)←
[
μi,j(t) + γμ

(∑
k

bkσ
i
k −Bi,j

)]+

HD!I

8� ������ 
��
 �� ���� ���� i 
���� �� � ������� -�� ���$���
��� k ,�� �� ��������/$�
-�� �k,i+ �k,i+ ηk,i ��� σk,i3 ���� $��1 �� ��������/$� -�� �
� �,� μi,j ��� ���� ����
�� ��������/$� -�� �
� �,� λi3 *
 �� ���� 
� ��� -��� 
���� ����
���� 
��
 �$$ ����
��
��� /� ��
��$$� ���� -��� $���$ 2����/$��3 �����-���+ 
�� ��
 �- ����
���� ����$
� ��
�$)���
�� " ��� (3

��� (���
�'���� �
	��
���'

��� ��, �$)���
�� ��� ���� ��
����
��) -�$$�,��) ������
���3 7���
+ �
 �� -�$$� ���0

��/�
�� ��� �
� ���2��)���� �� ���2�� ���2���� � ������
 ������ �- γλ+γμ+γ�+ ���
γ

e� H*�����+ �
 ����������� 
� 
�� ��)���)� ��
���.�
��� �- � �
���
$� ���2�> ��
�0
��.�
��� -���
���3I 
�����+ �
 ��$� �������� 2��� ����$� �����
�
���� ��� ���$$
���������
���� ��� 
��� ���� ,��
� ���������3 ���
+ /�
 ��
 $���
+ 
��� �$)���
��
����$���$� ����
� 
� Wi �- Bi,j 2����
���� ��� 
� 
�� ����2�$ �- ��, ���$���
����3

����	
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���������	
�� ��
��	��� ��� ����	��� ��
��������� ����	���	�� �������	�
 D"

������ ���	
 k �	 	��� i ���

N�
 $���$ ����� λi�

N�
 ����� 
� �����2� -��� 
�� -�
��� μi�

�����2� ηi
k3�


��� ηi
k + μi 
� �$$ ����3�

�����2� σj
k -��� �$$ ����3�

σi
k ← �k,i +

∑
j σj

k�


��� σi
k 
� 
�� -�
���3�

�����2� �k ��� -��,��� �
 
� �$$ ����3	

N�2� bkσ
i
k ��� wk�i,k 
� 
�� $���$ ����� ����)��3�


pi
k ← bkη

i
k + wkλi

�i,k ← [(1− γ�)�i,k + γ��̃i,k(t) + γ�(U ′
k(�k(t))− pi

k(t))]
+

�̃i,k ← (1− γ
e�)�̃i,k + γ

e��i,k��

�$)���
�� "J 
�����$�� �$)���
�� -�� ���$���
��� k �� ���� i

������ ����� ����
� �	 	��� i ���

N�
 bkσ
i
k ��� wk�i,k -��� 
�� $���$ ������$�� �- ���� ���$���
���3�

μi,j ← [μi,j + γμ

(∑
k bkσ

i
k −Bi,j

)
]+

λi ← [λi + γλ (
∑

k wk�i,k −Wi)]+�

�$)���
�� (J ������) �$)���
�� k �� ���� i

��� #	�)�
����� (''��'

*� ��� 
��
+ ,� ��� Uk(�k) = log(�k) ��� 
��� 
�� ����
� �- �i,k �� ����
��� D%
,��
�� �� -�$$�,�J

�i,k(t + 1)←
[
(1− γ�)�i,k(t) + γ��̃i,k(t) + γ�

(
1

�k(t)
− pi

k(t)
)]+

.

� ���$$ 2�$�� �- � $���� 
� ��)� ����
�� ��� 
��� 
� ��2��� ����$$�
����3 �� ���
�����
�� C!E+ �
 �� �����/$� 
� ��� ����������
 �
�� ��.�� -�� 
�� �̃ ���
 ��� -�� 
�� ����� pi

k

���
 ��� 
� �����$�.� 
��� ����
� �� -�$$�,�J

�i,k(t + 1)←
[
(1− γ(1)

� )�i,k(t) + γ(1)
� �̃i,k(t) + γ(2)

�

(
1− �k(t).pi

k(t)
) ]+

. HD I

�� �� ����
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D( ������	�� �� ��
���� � ��  ����	

B�� �>�������
� ���, 
��
 
��� �����$�.�
��� �$$�,� 
� �2��� ��2����� /� & 
��
 �-
��
�������� ,�
� 
�� ���2���� ����
� ������ /�
 
��
 �
 �� ��-��
���
�$� ��
 ��6����


� ���� ����$$�
����3 ���� �� ��� 
� 
�� -��
 
��
 ����
��) � ��� �� �����
 �� 
��
������ λ ��� μ+ ,���� �� 
��� �����
 �� 
�� �:� ����
�3 ��� ������ ����
� �- �
����$� ��2� 
�� ���� ����� �- ��)��
��� H�� /� ���$$��I �� 
�� A��
 ��� 
� �2���
��������$ ���
�/�$�
��� 
��
 ���2��
 ���2��)���� �- 
�� �$)���
��3

��
 �� ������ 
��
 ,� ��2� ������� 
�� ����$�/����3 7��
��� ������ 
��
 
��
����� λi �- Pi �� ��������� /� Δλi3 7��� ����
��� HD I+ ,� ����2� 
��
 ���� ��
�������� ������ � 2����
��� Δ�i,k �- �i,kJ

Δ�i,k = −γ(2)
� wkΔλi�k.

*� 
���+ -��� ����
��� HD(I+ ,� ��� 
��
 ���� � 2����
��� ������ � 2����
��� �- λiJ

∑
k

γλ.wk.Δ�i,k = Δλi.

(∑
k

γλ.γ(2)
� w2

k�k

)
.

����+ 
�� ��$�
��� �- ��� )������
 �� �
�/$� ��$� �-∑
k

γλ.γ(2)
� w2

k�k < 1.

�����-���+ ����
��� HD(I ����$� /� ���$���� /�

λi(t + 1)←
[
λi(t) + γλ

∑
k wk�i,k −Wi∑

k w2
k�k

]+

HD#I

��� ����
��� HD!I ����$� /� ���$���� /�

μi,j(t + 1)←

⎡⎢⎣μi,j(t) + γμ

∑
k bkσ

i
k −Bi,j∑

k

∑
n ���� ����

(Pi→Pj)∈(Pm(k)�Pn)
b2
k�k

⎤⎥⎦
+

. HD'I

��
� 
��
 
��� ���$��) ���� ��
 �2�� ������� ����
����$ �))��)�
��� �� �$$ ������0
���� �$����� �����2� �k 
� ���-��� 
�� ����
� �- � H����
��� HD II3 
��� � ���$��)
�� ��
 ���$$� ������ �� 
�� �$������$ ��$
�0��
� ���
��) ���/$��3

����	
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���������	
�� ��
��	��� ��� ����	��� ��
��������� ����	���	�� �������	�
 D!

, -�����
�	 (���	��

*� 
��� ���
���+ ,� ������
 �� �>�������
�$ �2�$��
��� �- 
�� ���2���� �$)���
��� H
��
�����$�� 2������ 2����� 
�� ���$�� ���I3 
��
��� !3D ��
��$� ��, ��� ����$�
���� ,���
������
��3 ��� ���$���� �- 
�� �����$�� �$)���
�� H����) ����
���� HD(I ��� HD!II
�� ������
�� �� 
��
��� !3%3 ��� ���$���� �- 
�� ���$�� 2������ H����) ����
���� HD#I
��� HD'II �� ������
�� �� 
��
��� !3"I3

��� *)������	� ����	
	�	��

'���� (�"�
�
�������

8� ���$����
�� ��� �$)���
�� ����) 
�� ������� ����$�
�� CDDE3 *
 ��� /��� ���,�
�� C E 
��
 -����/$� �
����0�
�
� ��
�� H�3�3+ -����/$� �n,k:�I ���$� /� ���� 
� ����2� �60
����
 ��
������� ��� ������� ������$��3 ���
 �� ,�� ,� ��$� -���� �� ��
�������)
���� ��
�� �� � -�$$� �����
��$�.�� ,��3 *� 
�� ������
 ���$����
�
���+ �$$ �)��
� ���
����������� ���������
���� ��� 
���+ ���� �
�� �������� � ����$�
� 
��2����$ �- 
��
���$�����
 
���3

��$��� �
���,��� �
�
��+ ,� ��� 
�� ���� ��-��$
 �
�� ��.�� ��� ���
��$ 2�$��� ��
�$$ ��� �>�������
�3 ����� 2�$��� ��� �������.�� �� ��/$� D3

��/$� DJ 

�� ������
���

2����/$� γ
e� γ

(1)
� γ

(2)
� γλ γμ

2�$�� 0.02 0.02 100.0 5.10−3 5.10−4

2����/$� ����� λ���� μ����

2�$�� 6.105 2.10−2 2.10−2

'���� )���*��� +
�
������

8� ���-����� � A��
 ��
 �- 
��
� �� � ����$� �$�
-��� ������
��) �- ��$� 5 ����� H���
7�)��� %3 7�� ���� �- ��
�����
�
���+ ,� ������� � ����)������ ��
 �- ����� ���
$��1�+ �$
���)� ���
��� 
�� �$)���
�� ��� ��� ���
�
��� �������� 
��
3

'���� �""�������� +
�
������

�� ���$���
��� �� ����$� ������
���.�� /� �
� ������	���	��������������	�� ���
�	� H���I3 8� ���� 
���� 1���� �- ���$���
���� �- ������
�2� (b, w)J (1000, 5000)+
(2000, 800)+ ��� (1500, 1500)3 8� ���������� 
��
 ���� ���$���
��� ���)���
�� -���

�� �� ����
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D ������	�� �� ��
���� � ��  ����	

B = 5.108

W = 5.108

m(3) m(1)

m(2)

C

A

B

ED

7�)��� %J 
���$� �$�
-��� 
���$�)�3 �$$ ���$���
���� ���)���
� -��� ��5����
 �����3

� ��5����
 ���
��+ �� ��������
�� �� 7�)��� %3 ����$�+ ���$���
��� 1+ 2 ��� 3 ���
���
�� /� ����� D+ A ��� C ������
�2�$�3

'���$ ,���������

9�
�������) ,��
��� ���� �
���
�2� �$)���
��� ��2� ���2��)�� �� )�����$$� ��
 ����3
*� ��� �>�������
�+ ,� ������ 
�� ���2��)���� �- ��� �$)���
��� ����) 
9� H
���0
9�A��
� ���)������)I3 
9� �� � ��
����
���$ ���)��� ,���� ��$2�� 
�� ������.�0

��� ���/$�� �- � $����� ���/���
��� �- 2����/$�� ��/���
 
� 
�� ����
����
 �- ����
�2�
����0��A��
����� �- ���� )�����$ �����
��� ��
��> ,���� ��
���� ��� ��
��� 2����/$��
�� ����
��
�3

*
 ��� /��� ���,� 
��
 
�� -��� �$$���
��� �- ��������� ��/���
 
� $����� ����
����
�
��� /� �>������� �� � 
9� ���)��� CD%E3 �� 
��� ���)��� ��� /� ��$2�� �� ��$������$

���+ �
 ��� ���2��� � ����1 ��� ��$��/$�+ ��
 ���
��$�.��+ 2�$���
��� �- ��� ��������$
����$
�3

7�� ���� �- 
�� ����$�
���� ������
�� /�$�,+ ,� �������� 
�� �/
����� ��$�
����

� 
�� ���� ���2���� /� 
�� -��� ���� ������ 
9� ��$2�� ��$$�� 9
9�
3

��� ��'����
 +�
'�	�

B�� ����$�
���� ���, 
��
+ �2�� �� 
��� ����$� ���� �
��� $�1� 
�� ��� ������
�� ��

��� ���
���+ �
�� ��.�� H-�� �+ λ ��� μI �����
 /� ������$� ��
3

�	
��
��
� �� ����������������������
���
�� �!�

����	
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���������	
�� ��
��	��� ��� ����	��� ��
��������� ����	���	�� �������	�
 D#
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7�)��� "J B/
����� 2�$��� �- 
�� �/���
�2� -���
���
∑

log � -�� 
�� �����$�� 2��0
���� ��� ���������� ,�
� 
�� ��
���$ ���3 9�5����
 ������ �- ��)��
���� �� 
��
��)���)��� ��$
��$���� $��� 
� ��������$ ���
�/�$�
��� ��� )$�/�$ ���6��������3
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7�)��� (J B/
����� 2�$��� �- 
�� �/���
�2� -���
���
∑

log � -�� 
�� �����$�� 2������
��� ���������� ,�
� 
�� ��
���$ ���3 
��$$�� �
�� ��.�� Hγλ = 5.10−4+ γλ = 5.10−5+

γ
(2)
� = 1.0I ��$� �������) 
�� ����$$�
���� ��� ����
�� 2�$��� /�
 ����� � 2��� �$�,

���2��)����3
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D' ������	�� �� ��
���� � ��  ����	

 0

 100000

 200000

 300000

 400000

 500000

 600000

 0  50  100  150  200  250  300  350  400

�1
�2
�3

7�)��� !J �����)���
 �- ���� �- 
�� 
���� ���$���
���� �����) 400 �
���
����J /�
,���

,� �
���
����+ � �������� �� �������� �- ��)��
��� A2� �� ���� ��� ������3

*� ��� �>�������
�+ ,� ���������� � ��
 �- 400 �
���
����3 8� �/���2�� 
��
 
��

�
�� ��.�� -�� γ
e� ��� γ

(1)
� ��� ��
 �����
 
�� ���2��)���� �- 
�� �$)���
��3 B� 
��

���
����+ 
�� �
�� ��.� γ
(2)
� �- � ,�� �- �����
 �����
����3

8� ��������
 
�� ��4����� �- 
��� ������
�� �� 7�)���� " ��� (3 B� ���� ����
��� ��������
�� 4 ����.��
�$ $����3 ��� ����� ��� �� 
�� ��
���$ 2�$��+ �� �����
��
/� 
�� 
9� ���)��� ,��$� 
�� 
���� �
���� ��������
 
�� 99.5%+ 99% ��� 95% �-


�� ��
���$ 2�$��3 7�� ��$�
�2�$� $��)� 2�$�� �- γ
(2)
� H�3)3+ γ

(2)
� = 100I+ 
�� �$)���
��

���2�� 
� /� ���
�/$�+ ���� ����
� �� 
�� 2�$��� /���) 
�� $��)�3 ���)� ����
�� ���

/� �2����� /� ����) � ���$$ �
�� ��.� H-�� ���
���� γ
(2)
� = 0.1+ ��� 7�)��� (I3 M�
+

�$
���)� ���� �
�/$�+ 
��� ������ ���� ��
 ���2��)� ,�$$3

���� /���) ����+ $�
 �� $��1 �
 
�� ����
�� �� 
�� 
����)���
 �- ���� ���$���
���

H�� 
�� ��
��
��� ,���� γ
(2)
� = 100I3 8� ��
� 
��
 ��
 ��$� �� 
�� �/���
�2� -���
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