tel-00280389, version 1 - 16 May 2008

2% Huzg

G. P cOLLIER

AQ66


http://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00280389/fr/
http://hal.archives-ouvertes.fr




tel-00280389, version 1 - 16 May 2008

G. PICOLLIER

ETUDE DE LA STABILITE DES CHAMBRRES D'EQUILIBRE

SOMMATRE

I. GENERALITES
2. EQUATICNS GENERALES DU MOUVEMENT

3. ETUDE DU MOUVEMENT DANS LE CAS OU LA CHAMBRE NE COMPORTE PAS
D'ETRANGLEMENT

3.I. Etude topologique directe

3.2. Approximation par développenment de T E -

3.2.I. Variables réduites

3.2.2. Equations des petits mouvements

3.2.3. Premiére approximation

3.2.4, Application du critére de ROUTH-HURWITZ
3.2.5. Equations du deuxiéme ordre linéarisées

3.2.6. Etude de 1'équation non linéaire
L, CHAMBRE AVEC ETRANGLEMENT

L.I. Equations de base v

L.2. Etude par la méthode de 1l'équivalent harmonigque
k.3. Cycle limite

L4, Cas limite ol F = F

T






tel-00280389, version 1 - 16 May 2008

I. GENERALITES

Les installations hydro-électriques comportant une conduite forcée et
une galerie d'amenée en charge assez longue, sont en général pourvues
3'une cheminfe ou chambre d'égnilibre située entre la galerie et la
conduite forcée. L'exploitation d‘'une centrale dépend pour une part
importante du dimensionnement de la chambre d'équilibre. Cet ouvrage
conditionne les mouvements oscillatoires de l'eau dans 1'installation
provoqués par la manoeuvre des organes de garde des turbines.

Un probléme important & la base du dimensionnement de la cheminée est
celui du réglage de la puissance. Le réglage & puissance constante pro-
voque des oscillations de l'eau dans la cheminée et les conduites et

il est indispensable que ces oscillations soient stables et amorties
d'une facon suffisamment rapide. La période des mouvements du vannage
lors du réglage de la puissance est grande devant cellc l1ifée au réglage
de le vitesse. On peut ainsi séparer ces deux phénoménes en premiére
analyse.

Les facteurs intervenant dans la stabilité du réglage sont nombreux.
Citons principalement, les dimensions géométriques de 1'installation,
les pertes de charge réparties et singulitres s le rendement de la
turbine, le facteur d'autoréglage, etc...

lous étudierons la stabilité en supposant le rendement constant et

le groupe fonctionnant en réseau séparé, l'influence des paramétres

1iés au groupe et au réseau pouvent faire, en général, 1'objet d'une
étude particuliére.

Les équations différentielles régissant le mouvement de 1'eau dans
1'installation ne sont pas linéaires. Les non linéarités proviennent
de la condition de puissance constante et des pertes de charges pro-
portionnelles au carré des débits, ou plus précisément, & QlQql.

La résolution de ces équations n'est en général pas possible directe-
ment par voie analytique. On peut cependant obtenir des résultats in-
téressants moyennant certaines hypothdses simplificatrices. Nous dis-
tinguerons deux grands procédés d'étude employés en fonction des ren-
se’ gnements que 1l'on désire obtenir; les méthodes analytiques et les
réthodes graphiques ou semi-graphiques. Les premiéres ne sont utilisa=-
bles, comme nous 1l'avons dit, qu'aprés avoir fait certaines hypothéses
simplificatrices. Le procédé le plus simple consiste & négliger les
pertes de charge, mais pour 1'étude de la stabilité, il faut nécessaire-
ment tenir compte des pertes de charge dans la galerie.



tel-00280389, version 1 - 16 May 2008

”y
0

Les oscillations dans 1'installation peuvent Etre au51mllee9 d de petits
mouverents, C'est d'ailleunrs ur  des buts recherchés. rveut alors linéari-
ser les équations autour des positions d'équilibre ety en général, les
résoudre.

La stabilité du systére non linéaire newt nins
éqnations 1SP5”T1"P£~4 Dans rertains cas, i1 er t cepnendent nhcessalre
a'étudier 1'évolution du vhéroméne nu rour du tenns. uupposons, par
exemple, qu'une manoeuvre du vannage de la turbine roduise une oscilla=~
tion dans la chemnneeg S1 on réouvre le vannsge au moment ol le niveay
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dens Ya ckeminfe est au rinimum de "oeoﬁ’Tnfﬁunﬁ ce nivean ve oneoore
baisser et l‘or rlsqno we ertrée d'air danc la conduite (mancceuvres

ryiumiques) our connaltre 1'évolution des cherres ot des dAhits on Tonee
tion du temps, or wtilise pénéreerent des nrocédss Vintéeretion prorhique
des fqueticrs tyre epure de Berperon,

La présente etude est consacrée 3 l'analyse des équations différentielles
du mcouvement, lors des manoeuvres de reglape a pul’S&HCC constante,
utiliserons principalement les méthodes topologiques qui permettent de
d5terminer la nature 2es poirts sirgunliers, leur stabhilit? ot per 1'sllure
des courbes intégrales, le comporferent du systime avtour de ces reints.
Ce pr00ede permet de détorminer rapidement 1%influci. - fes différents
parametres de 1'installation et de déduire les conditions de stabilité,

Il permet de rattacher 1'étude particulidre des cheminbes A'équilibre au
probléme npner . de le sterilité des systomes dynamiques non linéeires,

Aprés avoir rappelé les équations générales du nouvement, nous montrerons
comment on obtient la conditior rrincipale 7¢ stabilité (sectzon de Thoma),
Nous étudierons ensuite 1'influence sur le mouvement, des pertes do charge

pour des cheminées comporiant ou non un etranglenent 3 la base,

EQUATTONS GENERALES DU 3 MOUVEMENT

Lfinstallation est renrézentie schéuatigiement par la figure 1. Tes cotes
des niveaux sont comntees positivement vers le haut,

a00Q
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lNous désignerons par @

H : Le chute statique.

3

La cote du plan d'esun dans la cheminée par rapport au niveau amont.

o

L : La longueur de la galerie d'emenée.

f : La section de la galerie.

W : La vitesse de 1'esu dens la galerie.

F : La section de la cheminde qui peut &tre fonction de Z.
V : La vitesse de l'eau dans la cheminée.

L' : La longueur de la conduite forcée.

Q@ : Le débit dans la conduite forcée.

L'indice O caractérise un régime permanent :

Soit P, la perte de charge dans la galerie d'amenée et E, la perte de
charge dans 1'étranglement & la base de la cheminée.

Nous poserons @
P = W2
(1)
E = qu
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t u sont des peramitres constants dont le sirme dépend du signe de

cce,

P\

ta v

1]

§e

t

D

T'adplication du théoreme de e cuantité de mouvement A la nasse d'eau
contenue dsns la calerie dorne irmédiatement ¢

%-‘lil+;f,+?+ﬁ=o (2)

L'équation de continuité an pied de 1z creminée permet d'écrire

S VG (3)

)
=
il
|

.

La relation de ruissance constante dcnne enfin @

Q(H+2z)=0q (H+ Zq) = ¥ = constante (L)
ot @ = fW_ est le d%bit en régime permanent

fe) e}

et Zo = = Py = =k Wl

N a dviderment Vs = O en régime nermanent,
o 7 T

D'autre part, si la chemirfe ne comporte pas d'étranglement & la base,
rous aurons L = o0 avec y = O :

Etude du mouvement dans le cas ou la chambre ne comporte pas

d'2tranglement

32.I. Btude topologigue directe

On a dans ce cas = 0 et les &quations(1)a(%) se rédui:zent au sys-
tome suivant de deux équrtions différentielles du ler ordre.

L av _ 2 ;
z at -~ L=V (5)
rE - ry- X (6)

dt H+ 2
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Ces éguations peuvent enccore se retire sous la forme =

Loy (E +2) =1} - F (4 2) (&4 A u?) X (u+7)

g 24

et en pesant :

X==F (3+2) (Z+ ) v2) (8)

T =

on obtient :

aw__ dz_ _ at (9)
X (W,zZ) Y (W,7) T {7,7)

qui constituent les équetions différentielles d'un systéme dynenique plan,
Nous examinons meintenant 1'allure des courbes intégrales dans le plan W

’._..:

Notons, tout d'sbord, que la courbe T = 0 correspond 2

e _ az o,
at dt

C'est une ccurbe frontilre correspondant & un équilibre instable,
On & tien entendu - Z ¢« K,

nguliers sont les points communs aux deux courbes
X (¥,2) =0 et Y (W,2) =0 (fig.2).

©
n
[

Les points:

Dans notre cas, ces courbes sont respectivement une varabole et une hyner-
bole. Les points singuliers sont au nombre de deux, soit M et M, qui re-
présentent deux états d'équilibre du systdme dont nous devons étudier la
stabilité, W et Z sont constants en ces points.
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seule de la puissance ¥ c'est une courlte 7.
ertele et tompente T 1o perelole, on a stioint
Jilisableo

ot

lisrs sort confondus, soit V. le débit corresronion

e
()
32
8]
oy

J

In chagud v

une courte

int &u vlea WV, @ qul ne soit pas un point sinpulier,
ntégralc et une seulc,

e 5

istijue essociée aux équations {(#) s'éerit

S2 +ES8+ n=c (10)

avec £ = = (X' + Y')) (11)
W n

vo=X'L¥Y e vy

b 1A VAR W12

D'avtre part, la pente X des tancentes aux courbes intégrales aux points
sirguliers, lersgue ces tangentes existent, est icnnée par 1'équat’on.

X', A e It Lyt Yy - X' =0 (12}
La stabilité d'un tel systdme est liée & la naturc des points singuliers.

Il e?t cormode de classer les points singuliers dans le plan paramétrique
n 1 E fig’ 3)0
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Les rérions 4es noceuds et des foyers sont séparees par la parabole ¢ = 0
& re-résente lz discriminant de 1'équation caractéristique (10).
& = 27 - b o= (I4)
[
$=0
Cen
entres Nceuds- ‘Oyer‘s
Foyers foyers
Neuds mekables stables Neeuds
inslfables stables
Neceuds-cols
4 -t
Cols Cols
rig;?)

Danc notre protiéme psriicuvlier, les valeurs des paramétres £ n ¢ sort
n

S Lf i51 A
fo= Y [-.?— + 20 F (4§ + 6,1 (15)
noo LED (H+2) (E+2% = AW ) (16)
44
et ¢ = g2 = ln

T &tant wocitif, 1z promi

suffisante est la suivante
£ >0

soit 22 F(H+2) >

ou encore °

[

Lf

(I7)
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On retrouve la conditilon de Thoma donnant une section minimun de la chambre

~e
L2CH .

d*équilibre pour laguelle les oscillations ne sont pas amplif

X,

Les points singuliers M et N, situés & 1'intersection des courbes ¥ = 0 et
Y = 0 sont déterminds par 1l'éguation sulvante du troisiéme degré en V

«e

MW« FfTHW+EK=0 (18)

Le point M correspond & la plus petite racine positive W, et aux plus faibles
oscillations du plan d'eau,

Nous remarquerons qu'sux points singuliers nous avous :

n=(H+32Z) %‘3} (u+ 2) (19)

n est donc de méme signe que H+ 3 Z puisque E + 7 est toujours positif,
La deuxidme condition de stabilité est donnée par n > o

donec H+ 3% >0

ou encore 7 v o= (20}

L i

Le point ¥ est alors un foyer cu un noeud stableo

Lorsque les courbes X = O et Y = 0 sont tangentes, le point sinevlier corres-
pondant R est & caractére double.

Le Aébit critique correspondant ¥ est donné par la racine double de 1'équa-
tion (I8) on trouve : :

H
wcz\ T - (21)

o

Le paramétre de la puissance maximum correspondante a pour valeur @

K = ambme £\ [ & (22)

La hauteur % critique des oscilleticns dans la cherinfes est &gale 3 3
jif :
Te = =% (23}

>0 6
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TO -

On a dans ce cas n = o et le point singulier est un noeud=ncl,

. 143 A . PN B e NE Y B - r -, .
Tes comlitiors da stahiiglt® Teeocent v F ol {35)
E i
TN T (H e ) > o
- b
Z Lo .
ou Fos o= :_L~.:.. {oi)
7 2 A )
Le roint singulier ¥ oest tel que T > -, done 7 < o . T2 polnt est un
ol et 1'8nuilibre corrosrondant est ingtable.
fopctionenent de Y'irztallaticn zonl iclles
P vt eur maxtmar ¥ AAFTels ma )
a la vnleur raximur N efinie par (20)
- . .
zlers 1'zilurc dornde var 1n fizure kU,
TZ
////i:/’———\\\\\\\\\\ w
—

R Foyer stable

F@;é

o
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3,2. Mrmroximation par dévcloppement de v
s -

3.2.1. Variables réduites

soit un régime de fonctionnement vermanent défini par :

9 débit dans la conduite forcée et la galerie

-

= .ﬁ?— = e
¥o = ¥ T + Zo)

)

Po = - Jo = 1AW, Abaissement du plan d'eau dans la chambre
par rapport au niveau statique (25)

Hous poserons :

w = "::‘-g
Z
Z = 35 (26)
_ H
h " Po
_ fLW? _ L _ ., Pt
@ = s T FYFF S T oY)
T = & Po .
I. Wo
- ) e . section de Thoma .
: 2 g A (I + Zoj
Les équetions de base (5) et (6) deviennent :
dw - . 2 B
ar = = Wie 2 ' (2?)
éz _ h -1 '
ar * Y- T : ~ (28)

Remarquons que ces Aguations en varisbles réduites peuvent étre
”

utilisées A la place des équations (5) et (6) dans 1'étude topo-
logique précédente.

En régime permanent w =1 2z =~ 1
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3.2.2.

- 12 =

Equations des petits mouvenents

Pour #tudicr les petits mouvements autour de ls position d'équi
likre nous poserons de plus

w=1l%+2Xx (29)
Z = -1 %+ (30)
ol x et y représentent respectivement les variations relatives

du Gébit dens la galerie et du riveau de l'eau dans la chambre
par rapport au régime permanent.

Dans ces conditions, les &quations (27) et (28) s'écrivent :

.g—x.z_-gvx-y-xz (31)
dar '

dy _ . Y

TR TTT Y (32)

N

Prerilre approximation

v étant petit devent h - 1 , on peut développer le terme

h'd

3:——jff:1F en séric de pulssance de V.
L - ¥

En conservant seulement le prerier terme du développement,

nous rouvons écrire le systdme (31) { 32) sous la forme :

dx e 2

= T-&x-y- x¢ =¥ (x, y) (31)
Y .

%‘; = ax + F?_-‘i- y=Y (x, (33)

avec -2~? = 2 %;—

Tes positicns d'équilibre 2u systime sont alors défiries
var x =y = 7,

® o ¢
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Ecrites sous cette forme, les équations non linfaires définissant
le mouvement de l'eau dans 1l'installation peuvent &tre aisément
traitées par de nombreuses méthodes analytiques ou topologlques.

Nous donnons ci-dessous quelques exemples relatifs & 1'étude de
lae stabilité,

Arplication du critére de Routh=Hurwitz

Les deux conditions de stabilité se réduisent & :

[lex\ . /et
-1(&) + (&) ] >0 (34)
[ [} (o}
et v
- - - @ o (35)
0 v o} y o
soit :
o -
-2 + m <0 (36)
., h«3 .
ro1 7° (37)

ou encore en #éitundes changements de variables (25) et (26).

Lf

R B W T

On retrouve la condition de Thoma.

étant positif, la condition (37) se réduit

D'autre part,

[+
h«1
a 3 .

. H
H+ 3 Zo >0 solt Zo > - 3

condition déja trouvée dans 1'étude précédente.
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3.2.5. Equations du deuxiéme ordre linéarisées

Les équations (31) et (33) sont équivalentes aux systémes sui-
vants du deuxiéme ordre :

e R (38)
Loz Fy¥ o : (39)
i » ‘ T
R O oS s

B =3yt =e (h1)

I S
-Fi.)v-&u 1Y *% [V'

v = Ex-'}*vitesse de 1'eau dans la chambre. (h2)> 

_ere forme se préte bien & 1'étude de 1l'équation non
linéaire dans le plan de phase, et & la construction des courbes

_intégrales. Nous utiliserons cette forme dans 1'étude des cheml-

nées avec'étranglement.

Pour determzner la nature des points singuliers, nous pouvons
utiliser les équations (38) et (39) linéarisées, ce qui rev1ent
a con91derer, par exemple, 1l'équation S

L(x) =0
FT _
soit en posant : -7 =8
h -3 (43)

FT
e T3 2-1-?—(11 3)=wo

o 00
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1 'équation du deuxidme ordre linéaire a4 coefficients constants :

a%x dx 2 =
3z TEBE T *T° (k)

dont 1'équation caractéristique est :

s2 +2BS+wo=0 (45)

En comparant & 1'équation (L40) on voit que les coefficients get nont
respectivement pour valeur.

14 28

n = wo? (46)

Les conditions dé'stabilité et la nature des points singuliers s'en
déduisent immédiatement.

Dans le cas oil le mouverent n'est pas instable (8 > o) on peut se trou-
ver en présence des configurations suivantes :

a) 8 = 0 la section de la chambre est égale 3 la section de Thoma. Le
mouvement est périodique, entretenu. :

’

x

Les points singuliers sont des centres.

Y =

nies par o2 x2+ y2 = constante.
o

\::%::i/ ~ Les courbes 1nt§grales sont des ellipses homothétiques aéfi-
Fia. 5 , -

<

b) B2 < wo? Cas général,

Les points singuliers sont des foyers.
Les solutions sont de la forme. ;(”‘\\ ‘ =

=4 e BT sin (0t + g) ' K\\i::////
~—

avec w? = wol- B2

Fiq.6

LIS
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Les oseillabions sont amorties, le déerément log@rithmique a pour

Lo w

valeur,

. X 2
8 = LOP; Wl’aﬂt‘l’w = B e
n o+ 2 W
§ °R
ou A= =i
w 43

Tes points singuliers sont des noeuds foyers.

Les solutions sont dz2 la forme.
/

x = A CUBT (1 +a 1)

d) 82 > wo?

Les points singuliers sont des noeuds attractifs,

Les solutions sont de la forme.

=fRT

x = Ae . sh.(wT + q)
, / /

. . . Filq.B
3.2.6, Etude de 1'égquation non linfaire {38) 3

o

Effectuons sur les équations {31) et (33) le changement de variahle ¢

S SV (1)

X oy v -28x=2x2 (L8) B=1_.,,£l
dt R
F ;
R 2-—-*-%? ((h = 3) x = x*} (49)
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Qui est un systéme de la forme.

'-gi:- = v =P {x) (50)
% = -g (x) (51)
avec F (x) = 5’8 x + x2 (52)

e (x)-—-?-?-( (h=3) x-x2) - (53)

Points singuliers : Considérons le plan (x, v) - fig.(3)

Le prerier po singulier est 1'origine.

Le second p01nt singulier A est le point sltue sur la parabole
v = F(x), d'obc1sae x =h -3, -

Av A / F(x)

/
(o}
1K

™
L]

-2 i h-3

fiq.3

€ .
Comme précéde nt la nature des points stngullerq est deternlnee
par la valeur des ‘paramdtres E.n, ¢

On a dans leacggvprcsent :

FT
g =1 -5

n= 2.;; (h - 3 }..» 2x)

<
[}
[lay]
v
]
&
3
"

{(B+x,-2 (h = 3 = 2x);

R

h{( )2+2(x+2-h)-—+(1+x)2}

e o e
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En général on a par exemple :

Pour le point 0 (x = v = o)

£E>o0

n>0o
le point O est un foyer ou un noeud stable suivant le signe de )
Pour le point A (x = h = 3)

g >0

n <o
Le point A est un col.

Construction des courbes intégrales (fig.40)

liser la construction de LIENARD en reprenant la figure 3.

On peut uti

A

(=

Fl"s. 10
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Rappelons que la hormale au point d'abscisse x passe par le point R,
obtenu en décalant la courbe F (x) de - g (x).

. On obtient ainsi la direction de la tangente en tout point d'abscisse
x. )

On notera, en particulier, que ces courbes intégrales coupent la para-
bole 'F (x) avec une tangente verticale et la verticale x = h - 3 avec
une tangente horizontale. Aux points singuliers, la pente-des tangentes
est donnée par l'&quation caractéristique (I3).

. Domaine de stabilité

‘La forme (50) (51) du systéme permet de considérer une fonction V de

Liapounov de la forme :

¥ (x, v) =1/2 v + G(x) ~ (54)

qui représente 1'énergie totale du syst3me non amorti (conservatif)
ou

x ..
G(x) 3] g(x) dax 8-?- ((n-3) x2 -%xa)
o

On a slors :

F e @)F ()

V est positif autour de 1'origine ainsi que pour x = h - 3 en général.
L'équilibre est asymptotiquement stable sutour de 1l'origine si
-gx).F(x) <o

or =g (x)F(x)=25x (28 +x) (h-3-x)

On peut donc définir un domaine de stabilité pour x

-2 x<ha-3
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AV

CHAMBRE AVEC ETRANGLEMDNT. fig.(11)

Certaines installations sont pourvues d'un étranglement situé 4 la base

de le chamhre d'équilibre. Cet étranglement crée vne perte de charge supe
plémentaire E = qu o V étant égal & la vitesse de l'esu dans ls chombre,
y étant de méne signe oue cette vitesse,

- v B P
- T étranglement créeant
,////////,///////’/'une perte de charge +u y2
—_— =
w; fig. 11
——>

e

Hous supposons que la perte de charge est symétrique mais le probléme peut
8tre traité de la méme fagon avec une perte de charge dissymétrique.

4,1, Equations de base :

Nous partons des equations (2) et (3) ainsi que de la relstion (L)

puissance constante qui s'écrit maintenant Q (H+ 7+ E)=K

Le systéme de base est alors le suivant :

AW

%ﬁo+z+xw2+uv2=o (5k)
R R R S— avec v = & (55)
0+ 7 +y V2 de

qui devient avec les variables rfduitcs définies en {(26) et en posant

de plus.

VF _VF uf? Qo

T s T e Y = S vV ® =

o W T NG o
L yv¢= 0 (56)
d't J
dz  _ ¢ n o= 1 ¢
o T av = (Ve gy ) {57)
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LLQ;—)O

- P21

v changeoent dc clgne avec v { dens 1'hypothdse ou W = 0)

pe {(57) nous tirons :

Nous développons cette expression en négligeant les termes d'ordre
supérieur,

2 ,
* = , 2 el y2  (58)

o) o
]
<
<
1
<
+
=
i

2
v oyt l -
h

en posent comme précéderment y =1 + 2

Portant cette valeur de w dans (56) et négligeant les termes d*ordre
supérieurs, on obtient les équations :

Frp

dv ho= 3 h =342 o
-(1-;+2(l-?-)v+h_ly+(l+vh_l)v (59)
2 R S\ A
“FZT YVYUnR S YT O
= 2 &
veE oot (60)

Etude per la méthode de 1'équivalent harmonique :

vy et v sont en générsl des fonctions périodiques. I1 est commode, pour
étudier 1'équation non linéaire (59) de tracer 1%allure des variations
des différents termes de cette équation sur une période.

On suppose que y cst de la forme :

Y = ¥, cOs art (61)

Dans ces conditions

= - & ad 2 = 9—’- 25302

v = ¥, sin at v (a Yo Y2sin® at
.Q‘.Y- T - .-E— y. cos at g g'y' = °—""2a3 2 sin 2 at
aT a YO 1 2 yo

vy = - E%-yg gin 2 art

Compte tenu du fait queychange de signe avec la vitesse v, on obtier.
les courbes de la fig.12.
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La méthode de 1'€quivalent harmonique consiste, rappelons-le & étudier
: cise du oystime 4 une entrée de la forme (61) en négligeant les
rgrnonigues ¢'ordre agal ou supérieur & 2.

Lioxenen des covrbes e Lz Tigure 12 montre que le seul terme non
linfaire donnant une réponse fondamentale est celui en ve,

Le développement de yv¢ en série de Fourier limité au premier terme
en Sinus donne @

v v2 = g Iyllv|v & osin art

. 2a . _ 8 aly?
avec B === ly| [ v| v | sin a1 dr = m‘§?¢y§ =70

2. 8.1 1 &0, (

i 3n b a

O™
a0
-

Le dévelorpenecnt de vo  est limitd & wne seule constante donnée par

n
a ta /: 2 - VA 1623
o ey sin® n 2 G e 4w . )
=y ) i n? oz g (=) =5 vy (63
s s
8 P . .
VMmoo 2ant la vitesse maxirum de 1%2au dans la chambre ce teinme

doiners le velcur noyenne o Ltemnlitude ¥y Jes coscillations,

LYequation (56 la forme Linfoire apnrochfe sulvente s

T
= “:i’;‘“ + k} v o+ - ’., y + “,”;’ V'N[Q = 0 (6&») :

avoeo ¢

(k=3 a (65)
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' la valeur moyenne de 1l'amplitude des oscillations est donnée immédia-
.. tement par : L

h -1

La pulsation des oscillations a pour valeur :

A”.v = a-‘{- =g %si_ | (68)

_ 8i 1'on pose :

2,03
a8 =ah =T

. 'FT
g gl-.ﬁ-*'k:B + k

2 = .2 _ g2
a 8 -8

Comparons 1'équation (66) a 1'&quation (40) des oscillations pour une

. cheminée sans étranglement.

On peut faire les remarques suivantes :

- L'étranglement crée un amortissement supplémentaire proportionnel a
la fréquence et & 1'amplitude maximum des oscillations.

= Les oscillations se font autour d'une valeur moyenne y différente

du niveau dans la cheminée correspondant au régime permanent.

Zm‘= - 1 2 h-1
Zo 1T T1YT W 73

- La cote moyenne du plan d'eau est située au-dessus de Zo = = Py, elle .
~dépend de y,. '

~ La fréquence des oscillations est plus faible.

®oa
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On voit que 1'étranglement ne modifie pratiquement pas le mouvement
pour les oscillations de faible amplitude. La section critique de la
cheminés reste donc toujours celle de Thoma. 51 F = Fy les oscillations

sont tout de méme amorties alors qu'elles ne le sont pas s'il n'y a pas
d'étranglement.

Cyecle limite

Si 1a section de la chambre est inférieure & celle de Thoma, on voit ap=
paraftre immédiatement le ¢vcl» limite tel gue

F
_3n I yv P2 h-1l 1
Vo T T Vo W h -3 ® £9)
On obtient Pour\av}tesSe:
¥ 2
v =i (g =05 By (7o}

Cette dernidre expression a ¢éjd cté obtenmue par Mo 1o EGCANDE par
wne méthode différente (Voir Revue Générale de 1'liydraulique Juillete

Aollt 1561).

Le cyele limite est stable (fig. 13). Il se réduit & un point lorsque
la section de la cheminée est égale a Frpo
A v

Sy
1.

Fiq. 43
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Ce cycle est une ellipse d'équation.

2 (832 2 2 a __'o

v (a) +y° =y, Cavec ¢ R

soit en valeurs réélles :

2 ' . '

y- 2 -y (1)

Cas limite ou F = FT

Nous partons de 1'équation (59) dans laquelle nous négligeons les terme

en y v et v~%§ donnant des harmoniques supérieures.

Dans le cas ol la section de la cheminée est égale d la section de
Thoma cette &quation devient :

& ,b-3 y+ (1 +y g : i) vZ =o (12)

ar h-1

avec v = X 4
a da4r

Cette équation s'intégre en posant :

vZ = N
. dv t du
ce qul donne res =5 -a-y"

et du =22 : >
—— - - u
v dy PY q

h - 3)

(l_tvh_l

h -1 e =73
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On obtient en posent u =g £ et aprds une premidre quadrature.

-2qy
u=v q(y %)*P.

Les conditions aux limites y = Yo V =0 pour 1t = o permettent de
déterminer la constante C et on trouve finalement :

20 (s '
q [aney ©Al
avec
1 _h =3 :
a=3 -y 2z pour v <o

Pour étudier le mouvement dans le plan de phase (v, y) nous dévelop-.
pons l'exnonentidle apparaissant dans 1'exnression (73) de vZ, jus=-
qu'aux termes de degré 3.

On obtient tous calculs faits.

r J -.g 2 YV aw 2
v2np (v, }){yo**y a2 +y v 2Y°)} (T4)
La vitesse v s'annule pour :

Yy =3,

et
yiv -y (1 +‘g_- q Yo , (75)

en négligeant les termes en (q’o)Z-on'peut ainsi déterminer la valeur

)
noyenne approchée de y,

¥ oo+ Y1 '

5i 1'on avait 1limité le développement de 1'exponentielle aux termes
de degr® 2, on aurait obtenu

Yy =2 q'yzo (77)
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La méthode de 1'équivalent harmonique donne approximativement :

t

Y.=-

o

L 11, ‘
) Q’..:O'\"'e a-]i (78)

elle est donec rlus précise maleré que les développements en série de
Feurier soient lirmités au premier terme.

Les courbes intégrales déduites de (T4) ont 1'allure représentée sur
la £ix.
[ i
—
I
f
%4 é S m ] \a'a N \é'o i
1
1
[}
Fl'j .44

Les points d'intersection des courbes avec 1l'axe des y ont pour
abscisses :

o
. = 3. : =31 _yh-=3 o
¥1 ==y, (143 1Y) . avec q = = (L -Y% g l) v<o
- 1 2‘,, 1 h -3
yo=-y; (1 +3 q'}'l) avec q~' =2(1+ X-ﬁ-———z) v>o
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‘'n &tent pair.
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N

o (79)

. = ..3_ '
: ¥n+l = 9n . +_.2_.q yn) v.<o

o - e 3 ’
f-ffyn+2 LTS Q *'2 4 yn-f-l) ' , v >0

' Amortissement des oscillations (cas ol F'= 'T )

. .Le décrément 1cgsri§hmique est donné par :

A = Log -
yn+2

“Par la méthode défl’équivalent harmonique on obtient.

(80)

:‘_ Les relations (?9)f§§nnent pour leur part :

.§ S R ,3
5a ,ywl) (1+5qvy)

et en négliseantflés‘térmes d'ordre supérieur.

L A (1)

‘L'amortissement Aeﬁestvun peut supérieur a 4, pour les premiéres

-veleurs de y, mais il décroft avec le temps.
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