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Résumé

Un plan expérimental est solution d’un probléme de construction de
type polynomial si les coordonnées des points support du plan sont les so-
lutions d’un systéme d’équations et d’inéquations polynomiales, systéme
qui peut toujours étre résolu & l'aide de la programmation semi-définie
positive ou des bases de Grobner. De nombreuses propriétés recherchées,
comme 'optimalité alphabétique ou le blocage orthogonal, se formulent
naturellement ainsi. Nous obtenons le méme résultat pour la recherche de
dispositifs G—faiblement invariants, pour G un groupe de matrices com-
pact quelconque. Pour citer cet article : F. Bertrand, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. 1.

Abstract

Polynomial designs I — Polynomial characterizations of praised
properties of a design

A design is said to be a polynomial design if the coordinates of the points
of the design are the solutions of a system of polynomial equations or
inequations; such a system can always be solved using semidefinite pro-
gramming or Grobner bases. Many praised properties of designs, such
as alphabetic optimality and orthogonal blocking, can be easily stated in
the framework of polynomial designs. The same holds true for G—weakly
invariant designs, G being any compact group of matrices. To cite this
article: F. Bertrand, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
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1. Abridged English version

In this paper, we consider G a compact group of matrices and an experimental
domain x which is a compact subset, whose interior is not empty, of an Eucli-
dean vector space of dimension v. We set, in section 3, the classical statistical
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framework of full polynomial regression models of degree d over the experimen-
tal domain x as defined by equations (1) and (2). Then we recall the definitions
of a design &€. As to the definitions of the (G, Q)—equivariant property of a sta-
tistical model and the G—weak invariance property we follow those of Gaftke
and Heiligers, [GH96].

We then deal with the set of invariant polynomials, denoted by Rz, ..., x,]9,
for the natural action of a compact group G on the algebra of polynomials
R[x1,...,2y]. It is a subalgebra of R[x1, ..., 2,], see theorem 3.2, which enables
us to use computationnal commutative algebra, and especially Grébner bases,
[KR00] and [KRO05], to assess whether a given polynomial is G—invariant. Theo-
rem 4.1 states that a design £ is a G—weakly invariant design if and only if the
E—generating moment function, [Ber08a|, belongs to Rz, ..., ,]Y, i.e. the co-
ordinates of the points of the design are the solutions of a system of polynomial
equations.

Searching the coordinates of the points of the design as the solution of a sys-
tem of polynomial equations and inequations, is the general setting we define
in 5.1 as the problem of finding polynomial designs. We show in the remaining
of section 5 that using such a setting one can formulate many of the most wan-
ted properties of a design. For instance one can search for the weak-invariance
property, orthogonal blocking and alphabetic optimality, [Kie74], the design be-
longing to an experimental domain x of various shape, such as a ball, a cube
or a simplex, either for finding new designs or for augmenting smartly existing
ones. In section 6, we provide a methodology to derive polynomial designs or to
prove that such designs do not exist using either Grébner bases or semidefinite
programming, [Par03], and real algebraic geometry, [Ste74]. In order to reduce
the amount of time required for computing the solutions of the system of po-
lynomial equations and inequations, one can use designs built as the union of
orbits of points by Coxeter groups, [Kan01].

Additionnaly, the exact coordinates of the points of the design can be computed,
which was done in [Ber0O8b| for many rotatable designs, [BH57], in R3, allowing
for the use of the tools provided by algebraic statistics, [PRW00]. Among these
tools, one can find the way to gain full knowledge of the confoundings, to build
lack of fit tests and to derive saturated models. Rotatable designs in R3 share
praised properties both in response surface methodology, [Puk93], and in three-
dimensional shape analysis, [DMP05]. Another interesting application of these
setting and methodology that will be soon investigated by the author is to state
results of non existence for some designs beginning with a conjecture of Hardin
and Sloane, [HS96].

2. Motivation

Dans cette prépublication, nous nous intéressons a la construction de plans
d’expériences satisfaisant a des propriétés fondamentales pour I’expérimenta-
teur comme par exemple I'invariance faible, le blocage othogonal et 'optimalité
alphabétique. Nous définissons pour cela un cadre particulier de construction
que nous appelons probléme de construction de type polynomial. Celui-ci est
équivalent & la formulation obtenue par Stengle en 1974, [Ste74], du théoréme
des zéros réels. Sa résolution peut alors étre obtenue algorithmiquement en utili-
sant des outils récents d’algébre computationnelle, [KR00] et [KR05], et de pro-
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grammation semi-définie positive, [Par03]. Lorsque la résolution algorithmique
du probléme est bien guidée, il est de surcroit possible d’obtenir les coordonnées
exactes des points support du plan, permettant ainsi d’avoir recours aux outils
de la statistique algébrique, [PRW00].

La réduction de la dimension d’un probléme de constrution de type polynomial
est une étape cruciale dans la résolution de celui-ci. Afin de proposer une straté-
gie permettant de réaliser celle-ci, nous nous appuyons sur des résultats qui ont
été obtenus empiriquement par Hardin et Sloane, [HS96], dans le cas particulier
de l'isovaraince. Pour un cardinal donné, parmi tous les plans sphériques isova-
riants certains forment des configurations réguliéres. Ce sont une union d’orbites
d’un point par un sous-groupe d’un groupe de Coxeter, [Kan01|. Cette propriété
rameéne le probléme de construction de dispositifs isovariants & celui du choix
des points dont nous allions prendre 1'orbite ainsi que du sous-groupe du groupe
de réflexions & utiliser pour construire ces orbites. En utlisant cette approche,
nous avons obtenu, dans [Ber08b], de nombreux exemples de résolution exacte
de problémes de construction de type polynomiale pour le cas particulier de
I’isovariance et proposons de généraliser cette idée au cas d’'un plus probléme
de construction de type polynomial quelconque.

3. Notations, définitions et résultats préliminaires

Nous nous intéressons a des modéles de régression linéaire soumis aux hypo-
théses statistiques usuelles. Nous considérons une variable explicative x, dont
les différentes valeurs possibles appartiennent & un domaine expérimental X,
qui est une partie compacte d’un espace vectoriel de dimension finie R¥, v € N
muni de sa structure euclidienne canonique, dont nous étudions l'influence sur
une réponse y & valeurs réelles. Soient d un entier naturel et A4 le sous-ensemble
fini de NV défini par A; = {a € N, |a| < d}, ou || désigne la somme des com-
posantes du vecteur c. Les éléments de A sont notés a = (v, ..., a,). Nous
posons k = Card(Ay) = 54:371 et, pour € RY, f(x) = (%¥)qea, avec
xl@tow) = g0 % g%, Un modéle de régression multiple polynomiale
complet de degré d, noté Ay, sur un domaine expérimental x € RY est alors
défini par :

y(x) = 0'f(x) = S ]2 VE=(11,..1) €x, (1)
a=(ay,...,ay)EAg i=1

ot 0 = (0a)aca, € R*, est un vecteur de paramétres inconnus. Il s’agit de la
part déterministe d’un modéle stochastique défini de la maniére suivante : 1’ob-

servation des valeurs de la réponse y aux points x1,..., &, € X est représentée
par des variables aléatoires & valeurs réelles Y7,...,Y,, telles que

i=1,...,n E[Y;] = y(x;), Var[Y] = o2, (2)

Li=1,...,ni#j Covl]Y;, Y;] = 0. (3)

La variance constante o2 €]0, +oc[ est inconnue et est de ce fait un paramétre
additionnel du modéle.
Nous supposons que les valeurs pour lesquelles les observations sont effectuées
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sont connues exactement et controlées par 'expérimentateur : il s’agit du contexte
usuel de la planification expérimentale.

Définition 3.1. Un plan approché € pour le modéle défini par les équations
(1) et (2) est une mesure de probabilité de support fini sur x, c’est-a-dire un
couple (X, w(X)) ot X = {x1,..., 2.} € x est le support du plan et w(X) =
(wi(x1), ..., w.(xy)) sont les poids des points support du plan.

Nous commengons par quelques généralités sur les polynémes invariants par
Paction d’un groupe de matrices. Nous renvoyons le lecteur a [Hil82], [Hum90]

et [Kan01] pour un exposé détaillé des propriétés des invariants polynomiaux
dans le cas de l'action d’un groupe fini de matrices.

Proposition 3.1. Soit GL, (R) le groupe des matrices réelles inversibles d’ordre

v. Le groupe GL,, (R) opére sur ’ageébre de polynomes R[x1, . .., x,] de la maniére
suivante :
o | 6L, (R) xR[z1,...,2y] — Rlz1,...,2] (@)
GL,(R) (A, P) — P(Ax),

’

ot = (T1,...,Ty) -

Proposition 3.2. Soit G un sous-groupe de GL, (R). Le groupe G opére sur
lageébre de polynomes R[xy, ..., x,] de la maniére suivante :
| GxRlz1,..., ] — Rlzg,...,z]

o { T D M ®)

’

ot x = (z1,...,%,) .

Définition 3.1. Soit G un sous-groupe de GL, (R). Un polynéme P de l’agébre

de polynomes R[xy, ..., x,] est G—invariant si :
Og(g, P) =P, Vg €g. (6)
Nous pouvons alors définir la R—sous-algébre de R[z1,...,x,] constituée des

polynomes qui sont invariants pour l’action de G, un sous-groupe de GL, (R),
obtenue par la restriction de l'action Og ., (), introduite dans la définition 3.1,
a G xRlzy,...,x).

Définition 3.2. Soit G un sous-groupe de GL, (R). La R—sous-algébre de l’al-
gebre R[zy, ..., x,] constituée des polynomes G—invariants, notée R[xy, ..., z,]9,
est :

R[z1,...,2,)9 = {P €R[z1,...,7,] | Og(g,P) = P, Vg € G}. (7)

Remarque 3.1. Chaque élément de G est inversible ce qui implique que le
degré total d’un polynéme est invariant pour laction de G. Nous en dédui-
sons que la R—sous-algébre Rlzy, ..., x,]9 est une R—sous-algébre graduée de
R[z1,...,2y]. De plus si un polynéme P est homogéne alors Og(g, P) est encore
un polynéme homogeéne, pour tout élément g de G. Par conséquent mous pou-
vons restreindre l'action de G a tout espace vectoriel qui est somme d’espaces
Hom;(R)[x1,...,2,], aveci € I CN et Hom; le sous espace vectoriel des poly-
nomes homogénes de degré j pour j € N. Par ezemple nous pouvons restreindre
Uaction de G a Rylxq, . .., x,) Uespace vectoriel des polyndomes 4 v indéterminées
a coeffcients réels et de degré total inférieur ou égal o d.



hal-00277192, version 3 - 12 May 2008

Nous introduisons maintenant les opérateurs de Reynolds pour 'action d’un
groupe de matrices compact et avons pour cela besoin de la mesure de Haar.
Ces opérateurs sont une généralisation de ceux introduits usuellemnt dans le
cas de l'action d’un groupe de matrices fini, [Kan01].

Théoréme 3.1. Soit G un groupe compact. Il existe une unique fonctionnelle
linéaire p définie sur C(G), le C—espace vectoriel des fonctions continues f :
G — C continues, telle que p est invariante o gauche et a droite pour l'action

de G :

/ flgz)u(d) = / f(ag)u(de) = / f@u(da), YieC@) ()
g g€eg

9eg

et
nlg) = 1. (9)

Démonstration
Nous renvoyons par exemple a [MT86] et a [Far06] ou a [Wei65] pour un résultat
plus général.

Définition 3.3. Soit G C GL, (R) un groupe compact de matrices, l'opérateur
de Reynolds associé a G est l'application Rg définie ainsi :

Rg : Rzy,...,z,] — Rlz1,. .., 2] (10)
P(@) — Rg(P)= / P(ga)u(dg),
g€eg

ot v est la mesure de Haar sur le groupe compact G.

Remarque 3.1. Nous avons ici implicitement identifié fonctions polynomiales
sur R? et polyndmes de R[zq,...,x,]. Ceci sera possible dans la suite dés que
le domaine expériemental considéré sera par exemple d’intérieur non vide. Le
symbole fgeg P(gx)u(dg) de I'équation 10 est défini de la maniére suivante. Le
groupe G étant un groupe de matrice il préserve le degré total d’'un polyndme.
Nous restreignons alors I’action de G sur les fonctions polynomiales a celle sur les
fonctions polynomiales homogénes de degré d qui est sous-espace de dimension
finie G—stable. Considérons un polynéme P = aex®™ homogéne de degré
d et la fonction 2p définie par :

JI9xx — C
e { (g’w) = P(g(w)) = Za | |a|=d fa(g):ca. (11)

La fonction Q2p est continue sur G x x pour la topologie usuelle puisque com-
posée d’'une fonction polynomiale homogéne de degré d et de la multiplication
matricielle. Nous pouvons donc intégrer cette fonction par rapport a g sur G en
utilisant la mesure de Haar sur le groupe compact G introduite dans le théoréme
3.1. 11 suffit alors d’identifier la fonction polynomiale obtenue au polynéme de
R[x1, ..., 2] correspondant.

acA

Proposition 3.3.
Soit Rg lopérateur de Reynolds associé au groupe compact de matrices G.

-i- Rg est R—linéaire.
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“ii- Si P € Rlay, ..., x]7 et si Q € R[zy,...,a,], alors Rg (PQ) = PRg (Q).

-iii- L’image de Rg est égale a Rzy, ..., 2,9

-iv- L’opérateur de Reynolds est un projecteur : Rg o Rg = Rg.
Démonstration
La premiére assertion est une conséquence de la linéarité de 'intégrale. La se-
conde assertion est une conséquence de la définition 3.1 de la G—invariance.
La troisiéme assertion et la quatriéme assertion résultent de I'invariance de la
mesure de Haar.

Nous indiquons maintenant un résultat concernant la structure de la R—sous-
algébre R[zy, ..., 2,]9 de R[zy,...,z,].

Théoréme 3.2. Soit G C GL, (R) un groupe de matrices compact. La R—sous-

algebre R[zy, ..., 2,9 deR[zy, ..., x,] est une R—algebre de type fini c’est-a-dire
qu’il existe un nombre fini de polynomes homogeénes fi,..., fr de Rlx1, ..., 2],
tous de degré > 1, tels que :

Rlz1, ..., 209 = R[f1,..., fil, (12)
ot l’ensemble R[f1,..., fi] est la sous-algébre réelle de Rlz1,...,x,] engendrée
par les poynomes f1,..., fr.

Démonstration

Soit I I'idéal de R[zq,...,x,]| engendré par tous les polyndémes homogeénes P €
Rlz1,...,2,]9 de degré total strictement positif. Soit fi,..., fx un systéme de
générateurs homogénes de I. Nous remarquons que les fi,..., fx peuvent étre
choisis dans R[z1,...,2,]9. Supposons que ensemble Rlzy,...,2,]9 G I et
choisissons un polynéme @Q; € I\ R[zy,...,7,]9 de degré minimal. Comme

I'idéal I est homogéne, chacune des composantes homogénes de 1 est dans I.
Par conséquent les composantes homogénes de ()1 de degré strictementinférieur
a celui de @, appartiennent & R[zy,...,2,]9 par minimalité du degré de Q.
Posons @ la composante homogéne de Q1 de degré @;. Il existe des polynomes
homogeénes hy, ..., h;y de R[zq,...,2,] tels que le polynéme @ se décompose
en Q = >0, h;f; avec degh; > 0 et degh; + deg f; = degq, voir par exemple
[KRO00]. Nous appliquons alors 'opérateur de Reynolds a cette décomposition et
nous déduisons de ses propriétés, voir la proposition 3.3, les égalités suivantes :

Rg(Q) = Rg (Z hifi) (13)
i=1
S

= > _Ro(h)fi (14)

i=1
= > hifs (15)

i=1
= Q (16)
ot nous avons, pour ¢ = 1,..., s, les égalités Rg (h;) = h; puisque deg h; < deg Q
et que @ est un polynéme homogéne de I \ Rlxy,...,7,]9 de degré minimal.
Appliquons maintenant le lemme 3.3 : le polyndéme @ = Rg (Q) appartient a

R[x1,...,2,]9 ce qui est en contradiction avec notre hypothése.
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Remarque 3.2. Les générateurs fi,..., f introduits dans le théoréme 3.2
ne sont pas nécessairement algébriquement indépendants mémes dans le cas
d’un groupe fini de matrices. Le théoréme de Shephard-Todd-Chevalley, voir
par exemple [Hil82|, [Hum90] ou [KanOl], affirme, dans le cas d’un groupe
fini G, ’équivalence entre 'existence d’un isomorphisme de R—algébres entre
Rlxy,...,2,]9 et R[f1, ..., fi] et le fait que le groupe G est un groupe de pseudo-
réflexions. Nous serons donc dans cette situation dés que nous chercherons des
invariances pour l'action d’un groupe de Coxeter sur R[zq,. .., x,].

Remarque 3.3. La détermination de tous les polynomes G—invariants consiste
donc a trouver les générateurs homogénes, fi,..., fr de R[zy,...,2,]9. Ceci
peut étre réalisé de maniére algorithmique lorsque le groupe G est fini. Nous
indiquons maintenant dans la proposition 3.4 I'une des maniéres d’y parvenir. Il
existe des procédés plus raffinés, utilisant le théoréme de Molien et la fonction
génératrice de Hilbert en autres. Nous renvoyons par exemple a [KR05] pour
I'exposé de certains d’entre eux.

Proposition 3.4. Lorsque le groupe G est fini, ’algorithme suivant aboutit au

calcul de polynomes homogénes f1,..., fr tels que :
Rz1, ..., 209 = R[f1,. .., fil. (17)
-i- Poser L = (). Choisir un ordre < sur les monémes de R[z1,...,x,] com-
patible avec le degré total. Calculer le vecteur (t1,...,tn) formé des N

termes de degré plus petit que l’ordre du groupe G, |G|, et ordonné de ma-
niére croissante pour l'ordre <.

-t~ Pour tout 1 =1,..., N, calculer Rg(t;). Utiliser le critére d’appartenance
a une sous-algébre, [KROO], pour décider si Rg(t;) € R[P, P € L]. Si cela
n’est pas le cas ajouter Rg(t;) a L.

-iii- Renvoyer l’ensemble L.

Démonstration
Nous renvoyons par exemple & [KR00] pour la preuve de cette proposition.

Remarque 3.4. Nous avons utilisé un ensemble de progammes Maple, le pa-
ckage Invar [Kem93], pour obtenir la détermination compléte de la structure des
invariants polynomiaux pour I'action d’un groupe fini de matrices, c’est-a-dire
aussi bien le calcul d’un systéme de générateurs homogénes de R—sous-algébre
R[z1,...,2,]Y, les invariants principaux, que celle d'un systéme de générateurs
de l'idéal premier Ir des relations, voir [KanOl| pour des définitions de ces
objets.

Corollaire 3.1. Soit G un groupe de matrices compact. Un polynéme P est
G—invariant si et seulement si P appartient ¢ R[f1,..., fr] avec fi, i =1,... k,
les polynémes homogeénes de degré supérieur ou égal & 1 introduits dans le théo-
reme 3.2.

Démonstration
Il s’agit d’une conséquence immédiate du théoréme 3.2.
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Remarque 3.5. La décision de ’appartenance d’'un polynéme P a la sous-
algeébre R[f1,..., fi] se traite de maniére algorithmique & 'aide des bases de
Grébner, [KR00] et [KRO5].

Nous concluons cette section par la caractérisation des polyndmes invariants
pour 'action du groupe orthogonal.

Proposition 3.5. Les polynomes de Rlxy,...,x,] invariants pour laction du
groupe orthogonal O, sont les polynémes « radiaux » :

Z x?] : (18)

R[zy,...,2,]% =R

Démonstration
Nous renvoyons par exemple & [Ven01].

4. Utilisation de la fonction F—génératrice des
moments

Nous avons introduit dans [Ber08a] la fonction F—génératrice des moments d’un
plan £ lorsque le groupe G agit linéairement sur le domaine expérimental x. Nous
en avons déduit une caractérisation nécessaire et suffisante de I'invariance faible
d’un plan par celle de I'invariance de la fonction E—génératrice des moments
du plan lorsque le domaine expérimental x est d’intérieur non vide. Ce résultat
est toujours valide si les fonctions polynomiales appartenant au modéle forment
un famille libre sur le domaine expérimental x donc en particulier si la matrice
des moments du plan n’est pas singuliére.

Théoréme 4.1. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RY et
d’intérieur non vide. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)— équi-
variant pour un groupe G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe
{Uy, g € G}, associé a Vaction linéaire de G sur x, est compact. Soit E l'une
des matrices symétriques réelles définies positives telle que le groupe {U,, g € G}
est un sous-groupe de O, (E), pour lexistence de E voir [MT86]. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.
-11- La fonction E—génératrice des moments, MGng (&), est G—invariante.

-it5- La fonction E—génératrice des moments MGFéd (&) appartient a la sous-
algebre R[ty, ..., t,]9 = R[f1,..., fx], ot la R—sous-algebre R[t1,...,t,]9
de R[t1,...,t,] a été introduite dans la définition 3.2 et les f;, pour i =

1,...,k, sont des polyndomes homogenes tous de degré supérieur ou égal a
1.
Démonstration

Un théoréme de [Ber08a| donne I’équivalence entre les deux premiéres assertions.
La E—génératrice des moments, MGF4?(£), étant une fonction polynomiale sur
RY nous l’identifions avec la fonction polynomiale qui lui est canoniquement
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associée. En effet nous avons par définition de la fonction F—génératrice des
moments :

MGFZ(€)(®) = Ee|(1+(t.X)p)"| vt R, (19)

ou (t,x), = t Ex pour tout (t,z) de R¥ x RY. Nous appliquons alors le théo-
réme 3.2 et le corollaire 3.1 ce qui nous permet de montrer que la deuxiéme et
la troisiéme assertions sont équivalentes.

Nous souhaitons ramener la caractérisation polynomiale de l'invariance faible
pour un sous-groupe compact de GL,(R) a celle de 'invariance d’une fonction
génératrice des moments pour Paction d’un sous-groupe compact de O,(R).
Nous pourrons nous appuyer sur des résultats existants qui faciliteront grande-
ment la détermination de la R—sous-algébre R[t1,...,%,]9.

Nous rappelons I’énoncé du théoréme de [Ber08a| dont nous nous sommes
servis pour réduire la contruction de plans expérimentaux G—faiblement inva-
riants pour 'action d’un groupe de matrices compact a celle de plans expéri-
mentaux —faiblement invariants pour ’action d’un sous-groupe compact du
groupe orthogonal.

Théoréme 4.2. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)— équiva-
riant pour un groupe G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe
{Uy, g € G}, associé a Uaction linéaire de G sur x, est compact. Soit A l'une
des matrices inversibles telle que le groupe {Ug, g € G} est conjugué a K un
sous-groupe de O, pour Uezistence de A voir [MT86]. La matrice E = (AA")~?
est une matrice E définie positive telle que G est un sous-groupe compact de
O, (E). Les assertions suivantes sont équivalentes :

-i- La fonction E—génératrice des moments, MGF‘gd (&), est G—invariante.

-ii- La fonction génératrice des moments, MGFA4 (€A71), est K—invariante.

Nous en déduisons alors la caractérisation polynomiale de I'invariance faible
énoncée dans le théoréme 4.3 suivant.

Théoréme 4.3. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RY et
d’intérieur non vide. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)— équi-
variant pour un groupe G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe
{Uy, g € G}, associé a Vaction linéaire de G sur x, est compact. Soit A l'une
des matrices inversibles telle que le groupe {U,, g € G} est conjugué & un sous-
groupe de O, pour lexistence de A voir [MT86]. La matrice E = (AA,)_1 est
une matrice E définie positive telle que G est un sous-groupe compact de O, (E).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.
-ii- La fonction génératrice des moments, MGF"4 (5‘4_1), est K—invariante.

-i15- La fonction génératrice des moments , MGFA¢ (éAil) appartient & la sous-
algebre Rt1, ..., t,]° = R[f1,..., fx] de Rlty,...,t,], ot R[t1,...,t,]* a
été introduite dans la définition 3.2 et les f;, pouri =1,...,k, sont des
polynomes homogenes tous de degré supérieur ou égal a 1.
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Démonstration
Il s’agit d’une conséquence directe du théoréme 4.1 et du théoréme 4.2.

Nous spécifions ces résultats pour un sous-groupe compact du groupe orthogonal
O,.

Corollaire 4.1. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RV et
d’intérieur non vide. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)— équi-
variant pour un groupe G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe
{Uy, g € G}, associé a Uaction linéaire de G sur x, est un sous-groupe de O,.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.
-ii- La fonction E—génératrice des moments, MGF*4 (&), est G—invariante.

-iti- La fonction E— génératrice des moments MGF4 (&) appartient a la sous-
algebre R[ty, ..., t,]9 = R[f1,..., fx], ot la R—sous-algebre Rty ..., t,]9
de R[ty,...,t,] a été introduite dans la définition 3.2 et les f;, pour i =

1,...,k, sont des polyndomes homogeénes tous de degré supérieur ou égal a
1.
Démonstration

Puisque le groupe G est un sous-groupe compact de @, nous pouvons appliquer
le théoréme 4.3 en choisissant A = I,,.

Remarque 4.1. Il est fréquent de chercher des dispositifs qui présentent la
propriété de G,p—invariance faible. Cette invariance par rapport au groupe hy-
peroctaédral, qui est fini donc compact pour la topologie usuelle sur M,,(R),
est également qualifiée de B, —invariance faible. Le théoréme 4.1 montre donc
I’équivalence entre la B, —invariance faible du plan et la B, —invariance de la
fonction génératrice des moments.

Corollaire 4.2. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RV et
d’intérieur non vide. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)— équi-
variant pour un groupe G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe
{Uq, g € G}, associé a Uaction linéaire de G sur x, est un groupe compact
maximal de GL,,(R). Soit A l'une des matrices inversibles telle que le groupe
{Uy, g € G} est conjugué a un sous-groupe de O,, pour existence de A voir
[MT86]. La matrice E = (AA')~1 est une matrice E définie positive telle que
G est un sous-groupe compact de O,(FE). Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.
-ii- La fonction génératrice des moments, MGF44 (5‘471), est O, —invariante.
-iti- La fonction génératrice des moments, MGF*4 (5‘471) appartient & la sous-

algeébre R [Zle xf] des polynomes radiauz.

Démonstration

Si le groupe G est un sous-groupe compact maximal de GL,R il est conjugué
a O, tout entier car O, est un sous-groupe compact maximal de GL,R. Nous
appliquons alors le théoréme 4.3 puis la proposition 3.5 ce qui permet d’aboutir
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au résultat recherché.

Nous spécifions ces résultats dans le cas de l'isovariance :

Corollaire 4.3. Considérons un domaine expérimental x inclus dans R et
d’intérieur non vide. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RY,
un modele polynomial de degré d (Oortn, Qortn)— Equivariant et un plan expéri-
mental & dont le support est inclus dans x.

-i- Le plan & est isovariant.
-11- La fonction génératrice des moments, MGFA¢ (&), est O,—invariante.
-it5- La fonction génératrice des moments, MGFA4 (&) appartient & la sous-

algebre R [Y°7_| 2] des polynomes radiauz.

Démonstration
Nous déduisons de la proposition 3.5 ’égalité :

> x?] : (20)

=1

Rlzy,...,2,]°% =R

Une application du théoréme 4.3 permet alors de conclure.

Nous pouvons utiliser le corollaire 4.4 suivant pour identifier directement des
dispositifs isovariants.

Corollaire 4.4. Considérons un domaine expérimental x inclus dans R et
d’intérieur non vide, un modeéle polynomial de degré d (G, Q)— équivariant pour
G un sous-groupe du groupe orthogonal O, et un plan expérimental & dont le
support est inclus dans x. Soit D = (dy,...,d:) la suite finie des degrés des
invariants principauzr du groupe G inférieurs ou égaux a 2d. Si D est réduite o
(d1 = 2) alors le plan est isovariant.

Démonstration

Une application du corollaire 4.1 indique que la fonction génératrice des mo-
ments MGF#4 (€) appartient a R[zy,...,2,]9. Or cette R—sous-algébre d’inva-
riants est égale & R[f1, ..., fx] par application du théoréme 3.2. Nous pouvons
supposer que les f;, pour i = 1,...,k, sont ordonnés par degré total croissant.
L’hypothése du corollaire implique alors que le seul polynéme de degré supé-
rieur ou égal & 1 et inférieur ou égal & 2d est un polynéme en f; avec f1 de
degré 2. Puis le polynéme Zle 22 est un polynéme G—invariant de degré 2
puisqu’il est O,—invariant par la proposition 3.5. Ainsi la fonction génératrice
des moments MGF“4(£) est un polynome en Y7_, x? et appartient alors en fait
aR[zy,...,2,]. Une application du corollaire 4.3 permet alors de conclure.

Ainsi I'utilisation de la fonction génératrice des moments nous permet de nous
ramener, dans le cas de ’étude d’un plan appartenant & domaine expérimental
d’intérieur non vide ou pour lequel les fonctions du modéle forment une famille
libre, & des caractérisations d’invariance polynomiales pour un groupe compact
G ou pour un sous-groupe de O, auquel il est conjugué.

11
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5. Problémes de construction de type polynomial

Nous commencons par définir un probléme de construction de type polynomial
d’un plan expérimental.

Définition 5.1. Un probléeme de construction de type polynomial d’un plan
expérimental € de support X, un sous-ensemble de RV de cardinal r, est défini
de la maniére suivante :

-i- Une liste Obj d’objectifs a remplir. Ces objectifs peuvent étre de trois types
et de priorité variable :

(i) Appartenance & un domaine expérimental x inclus dans RY fixé a
Uavance caractérisé par les inéquations polynomiales

gi(x) < O
: (21)

c’est-a-dire x ={x € RV | g;(x) <0, 1 <4< u}.

(i) Les points support du plan € sont les solutions d’un systéme d’équa-
tions polynomiales fi(x) = ... = fs(x) = 0 associé a 'idéal I =
(f1,.--y fs) de Rlxy,...,x,], c’est-a-dire que les points support du
plan € appartiennent & une variété algébrique V (I) réelle fizée.

(it3) Minimisation de critéres polynomiaux hy, ..., hy en les coordonnées
des points support du plan &.

-1i- Un ensemble de rqg points supports du plan Xg, fizés par l'expérimenta-
teur et dont les coordonnées sont connues de maniére exacte, qui doivent
nécessairement appartenir au support X du plan &.

-itt- Un mombre, égal a v — 1o, de points dont nous souhaitons déterminer
les coordonnées de maniére exacte de telle sorte que le plan expérimental
remplisse les objectifs Obj.

Nous utiliserons principalement des techniques liées aux bases de Grobner,
[KROO] et [KRO5], ou & la programmation semi-définie positive, [Par03|, pour
résoudre ces problémes qui sont étroitement liés au théoréme des zéros réel,
[Stu02]. Par résolution nous entendons soit 'obtention des coordonnées exactes
des points support du plan soit la preuve qu’il n’existe pas de dispositif satis-
faisant aux objectifs spécifiés.

Définition 5.2. Un critére d’optimalité est dit polynomial si l'une de ces puis-
sances est un polynéme en les coordonnées des points du plan.

Proposition 5.1. Les critéres ¢,, pour p entier positif, [Kie74], donc le cri-
tere de D—optimalité, et le critere de I—optimalité, [GHI6[, sont des critéres
d’optimalité polynomiauzx.

Démonstration
Il s’agit d’une conséquence immeédiate de la définition.

12
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Remarque 5.1.

Le premier objectif, 'appartenance des points support du plan & un domaine
expérimental x inclus dans R fixé a I’avance caractérisé par les inéquations
polynomiales g1 () < 0,..., g.(x) < 0, couvre les cas suivants :

-i- Une boule centrée ou non a 'origine de R muni du produit scalaire ca-
nonique si les coordonnées de chacun des points support du plan sont
solution de Zle 2? —r <0 avec r > 0.

-ii- Un ellipsoide centré ou non & l'origine de R muni du produit scalaire
canonique si les coordonnées de chacun des points support du plan sont

solution de Zyzl a?x? —r <0,avec a; >0, pouri=1,...,v et r > 0.

-iii- Plus généralement une boule centrée ou non a l'origine de R” muni d’un

produit scalaire quelconque < -, >pg associé a la forme quadratique ¢g
si les coordonnées de chacun des points support du plan sont solution de
qe(x1,...,2y) <7 avecr > 0.

-iv- Un simplexe centré ou non a l’origine de RY puisqu’il est décrit comme ’in-
tersection de demi-espaces affines. Les coordonnées de chacun des points
support du plan devant alors étre solution du systéme d’inéquations affines
associé.

-v- Un cube centré ou non & l'origine de RY comme l'intersection de demi-
espaces affines. Les coordonnées de chacun des points support du plan
devant alors étre solution de du systéme d’inéquations affines associé.

Nous retrouvons dans cette énumération les formes de domaines expérimentaux
les plus couramment utilisées en planification expérimentale.

Remarque 5.2.

Le second objectif, les points support du plan & sont les solutions d’un sys-
téme d’équations polynomiales fi(x) = ... = fs(x) = 0 associé a l'idéal
I ={(f1,...,fs) de Rlzy,...,x,], c’est-a-dire que les points support du plan
& appartiennent & une variété algébrique V (1) réelle fixée, permet de considérer
les domaines expérimentaux suivants :

-i- Une spheére centrée ou non a l'origine de R” muni du produit scalaire
canonique pour > ._ (x; — ¢;)*> —r = 0 avec ¢; > 0, pour i = 1,...,v et
r > 0.

-ii- La frontiére d’un ellipsoide centré ou non a l’origine de R¥ muni du produit
scalaire canonique pour Y., _, aZ(z; — ¢;)*> —r = 0, avec a; > 0, pour
i=1,...,v,c; R, pouri=1,...,v,et r > 0.

-iii- Plus généralement une sphére centrée ou non a l'origine de R” muni d’un
produit scalaire quelconque < -, >pg associé a la forme quadratique qg
pour gg(x1,...,2,) < 7 avec r = 0.

Nous retrouvons ici le cas de la sphére et d’autres domaines expérimentaux
d’intérieur vide.

Remarques 5.1.

Le probléme de construction d’un plan expérimental appartenant & un domaine
expérimental x, inclus dans R" fixé & Pavance caractérisé par les inéquations
polynomiales g1(¢) < 0,...,g.(x) < 0, est un probléme de construction de
type polynomial, tel que nous I’avons énoncé dans la définition 5.1, dans les cas
particuliers suivants que nous développerons dans le paragraphe indiqué :

13
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-i- Construction de plans faiblement invariants pour I'action d’un groupe de
matrices compact, cf. 5.1.

-ii- Construction de plans optimaux pour un critére polynomial, cf. 5.2.

-iii- Construction de plans partiellement invariants pour 'action d’un groupe
de matrices compact et optimaux pour un critére polynomial, cf. 5.3.

-iv- Construction de plans bloqués orthogonalement, cf. 5.4.

-v- Augmentation de plans invariants pour l'action d’un groupe de matrices
compact, cf. 5.1.

-vi- Augmentation de plans optimaux pour un critére polynomial, cf. 5.2.

-vii- Augmentation de plans partiellement invariants pour ’action d’un groupe
de matrices compact et optimaux pour un critére polynomial, cf. 5.3.

-viii- Augmentation de plans bloqués orthogonalement, cf. 5.4.

Remarques 5.2. Par rapport au contexte usuel de la recherche de plans expéri-
mentaux optimaux nous nous sommes imposés la condition supplémentaire de la
détermination exacte des coordonnées des points support du plan. Ainsi les algo-
rithmes numériques couramment utilisés par les planificateurs ne peuvent s’ap-
pliquer dans notre contexte. Il s’agit par exemple de ’algorithme de construc-
tion de plans expérimentaux D—optimaux de Federov-Wynn [NM92], du recuit-
simulé [CMMRA&7] ou de I’algorithme du simplexe [GW00]. Nous renvoyons a
[BOBO7] pour un exemple d’application, réalisé par 'auteur, de ces algorithmes
a des données réelles. Il en va de méme en ce qui concerne la construction de
plans isovariants par des méthodes numériques comme celles proposées par Har-
din et Sloane dans leur logiciel Gosset, [HS91]. Toutefois nous verrons dans la
prépublication [Ber08b] comment il nous est possible d’utiliser leurs résultats
numériques pour guider, en la simplifiant, notre méthodologie de construction
exacte.

5.1. Construction ou augmentation faiblement-invariante
d’un plan expérimental

Les résultats que nous avons obtenus dans la section 3 permettent de montrer
que la construction ou 'augmentation d’un plan expérimental est un probléme
de construction de type polynomial, comme introduit dans la définition 5.1. Nous
renvoyons a la prépubication [Ber08b| pour plusieurs applications concrétes.

Théoréme 5.1. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RY, carac-
térisé par les inéquations polynomiales g1(x) < 0,...,gu(x) < 0 et d%intérieur
non vide. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)— équivariant pour
un groupe G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe {U,, g € G},
associé a laction linéaire de G sur x, est compact. Le probléme de la construc-
tion, si Xo =0, ou de 'augmentation, si Xq # (), d’un plan expérimental & est
équivalent a un probléme de construction de type polynomial.

Démonstration

Nous appliquons le théoréme 4.1 dont les conditions d’utilisation sont remplies.
Soit E I'une des matrices symétriques réelles définies positives telle que le groupe
{Uy, g € G} est un sous-groupe de O,(E), pour Pexistence de E voir [MT86].
Les assertions suivantes sont donc équivalentes :
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-i- Le plan £ est G—faiblement invariant.
-ii- La fonction E—génératrice des moments, MGF 47 (£), est G—invariante.

-iii- La fonction E—génératrice des moments MGng (&) appartient a lal-
gébre Rlt1,...,t,]9 = R[f1,..., fi], ot la R—sous-algébre R[ty,...,t,]9
de R[t1,...,ty] a été introduite dans la définition 3.2 et les f;, pour
i =1,...,k, sont des polynomes homogénes tous de degré supérieur ou
égal a 1.

La derniére assertion permet d’aboutir a un systéme d’équations polynomiales
en les coefficients de la matrice des moments qui sont eux-mémes des polynomes
en les coordonnées des points support du plan. Il s’agit donc d’une condition
qui peut s’exprimer & l'aide du second objectif aussi bien dans le cas de la
construction que de 'augmentation. L’appartenance a un domaine expérimen-
tal caractérisé par les inéquations polynomiales g1 (x) < 0,...,g,(x) < 0 est
une condition du type premier objectif. D’ou le résultat annoncé.

5.2. Construction ou augmentation optimale d’un plan ex-
périmental

Considérons un critére d’optimalité polynomial en les coefficients des points
du plan, il s’agit par exemple des critéres de D—optimalité, de I—optimalité,
[GH96], ou ¢, avec p entier, [Kie74]. Toutefois lors de la recherche de plans opti-
maux pour un critére orthogonalement invariant, il est possible de restreindre sa
recherche & des plans faiblement invariants, [GH96] et en particulier dans le cas
des critéres de D—optimalité et de la I—optimalité il est possible de supposer
que le plan recherché est de surcroit isovariant. Nous renvoyons au paragraphe
5.3 pour plus de détails.

5.3. Plans partiellement faiblement-invariants et alphabé-
tiquement optimaux

Cette idée vient du constat suivant : lors de la recherche de plans faiblement
invariants, suivant la méthode indiquée en 5.1, il est possible si nous obtenons
un ensemble de solutions réelles V (I) non vide que celui-ci comporte plusieurs
solutions voire une infinité. Le premier exemple de ce type que nous avons ren-
contré, [Ber08b], est I’ensemble infini de plans &;;(s), dont la partie sphérique
est de cardinal r = 11, isovariants pour un modéle polynomial de degré 1, et non
déductibles I'un de I'autre par une transformation orthogonale. Or il n’existe pas
de plan isovariant pour un modéle polynomial de degré 2 dont la partie sphé-
rique est de cardinal inférieur ou égal & 12. Toutefois il est possible d’analyser
les plans &;;(s), complétés par un essai a l'origine, avec un modéle polynomial
complet d’ordre 2. Nous ne pouvons pas alors appliquer les résultats de Hardin
et Sloane qui nous assureraient que tous les plans &4 (s), complétés par un essai
a lorigine, minimisent les critéres de D—optimalité et de I—optimalité parmi
les plans comportant une partie sphérique de cardinal 11 et 1 essai a ’origine.
Par conséquent nous sélectionnons parmi cette famille de plans celui qui mini-
mise le critére de D—optimalité. Il s’avére alors qu’il minimise tous les critéres
d’optimalité alphabétique parmi les plans de cette famille.
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La formulation en termes de probléme de construction polynomiale, intro-
duit dans la définition 5.1, est la suivante. Résoudre en premier les objectifs 1 et
2 associés aux contraintes sur le domaine expérimental et la formulation polyno-
miale de Pinvariance faible. Etudier le comportement des critéres d’optimalité
polynomiaux sur l’ensemble des solutions obtenues. Nous pouvons également
nous servir de la progammation semi-définie positive, [Par03], pour résoudre ce
probléme.

De la méme maniére nous pouvons chercher s’il est possible d’augmenter un
plan existant pour qu’il vérifie ou continue & vérifier ces propriétés.

5.4. Plans bloqués orthogonalement

Il s’agit d’une possible extension de la méthode proposée ici puisque les rela-
tions de blocage orthogonal sont également polynomiales en les coordonnées des
points support du plan, voir par exemple [BD88] pour plus de détails a ce sujet.
Pour certains dispositifs de forme simple, les conditions de blocage orthogonal et
d’isovariance ne sont pas nécessairement compatibles pour des modéles polyno-
miaux complets de degré supérieur ou égal a 2, voir [Mon01]. La démarche alors
adoptée est souvent la suivante : réaliser le blocage orthogonal avec un faible dé-
faut d’isovariance ou l'isovariance avec un faible défaut de blocage orthogonal.
Ce défaut d’isovariance peut étre caractérisé par la discrépance du dispositif,
voir [HS96], qui est un critére polynomial en les coordonnées des points sup-
port du plan, ou tout autre mesure polynomiale en les coordonnées des points
support du plan. Il est ainsi possible de chercher des plans bloqués orthogo-
nalement de discrépance minimale & l'aide de la programmation semi-définie
positive, [Par03].

6. Meéthodologie de résolution

Des techniques liées aux bases de Grobner, [KR00] et [KR05], ou & la program-
mation semi-définie positive, [Par03], permettent de résoudre de tels problémes
de construction qui sont associés au théoréme des zéros réels tel que Stengle
la formulé en 1974, [Ste74]. Par résolution nous entendons soit 'obtention des
coordonnées exactes des points support du plan soit la preuve qu’il n’existe pas
de dispositif satisfaisant aux objectifs spécifiés. Cette preuve est une identité
polynomiale appelée réfutation et qu’il est possible de déterminer algorithmi-
quement, [Par03]. Chercher des plans qui sont une union d’ensembles de points
obtenus comme orbite par des groupes de Coxeter, [Kan01], diminue le nombre
d’inconnues intervenant dans le probléme de construction que nous considére-
rons et augmente de ce fait grandement nos chances d’obtenir une résolution
algorithmique de ce probléme en un temps acceptable. En effet, les bases de
Grobner, [KR00], [KRO5], qui sont des outils adaptés pour résoudre ces sys-
témes d’équations polynomiales ont un cotit doublement exponentiel.

Ainsi par exemple, pour obtenir un plan isovariant, il suffit de déterminer quelles
sont les coordonnées des points dont nous devons prendre I'orbite par un groupe
fini. C’est cette stratégie, guidée par des résultats de Hardin et Sloane, [HS96],
dont nous nous sommes servis efficacement pour résoudre les problémes de
construction de type polynomial dans [Ber08b]. Néanmoins, lorsque nous nous
servons de la théorie de I’élimination et des bases de Grobner, nous trouvons
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les solutions complexes du probléme de construction. Or, nous ne nous sommes
intéressés que par les solutions réelles puisque seules celles-ci seront utilisées
comme coordonnées des points dont il faudra prendre I'orbite pour construire
le support d’un plan solution. Une seconde maniére de résoudre ce probléme
passe par la combinaison de la théorie des bases de Grébner et de la théorie de
la programmation semi-définie positive. Cette approche permet non seulement
de déterminer si une solution existe mais aussi de sélectionner parmi toutes les
solutions possibles celle qui minimise un critére de type polynomial. Ainsi nous
pourrons, par exemple, combiner la résolution des équations d’isovariance & la
recherche d’un plan optimal pour un critére d’optimalité qui puisse s’écrire de
maniére polynomiale.

Nous développons des exemples d’utilisation de cette methodologie dans la pré-
publication [Ber08b].

7. Conclusion et perspectives

Nous avons proposé un cadre algébrique permettant de décider de ’existence

d’un plan expérimental satisfaisant & certaines contraintes d’un intérét majeur
pour l'expérimentateur. Celles-ci peuvent porter sur la localisation des points
support du plan, sur une propriété d’invariance faible qui doit étre vérifiée par le
plan ou sur une condition de blocage orthogonal. Parmi tous les plans solutions
il est également possible de déterminer celui qui minimise un critére polynomial
en les coordonnées des points support du plan et donc de sélectionner des plans
qui sont de surcroit alphabétiquement optimaux. L’introduction de ce cadre
algébrique permet d’avoir recours & une résolution algorithmique du probléme
de construction ce qui permet généralement de déterminer les coordonnées des
points support du plan de maniére exacte. Il est alors possible d’utiliser les
techniques relevant de la statistique algébrique, [PRW00], pour analyser ces dis-
positifs. La détermination exacte des confusions d’effets, 'obtention d’un modéle
saturé ou les tests de défaut d’ajustement font partie des outils supplémentaires
alors a la disposition de I’expérimentateur.
Cette méthodologie a été appliquée a la construction de plans sphériques isova-
riants dans R3, [Ber0O8b|, et a servi & démontrer plusieurs résultats d’existence
de plans sphériques isovariants dont les coordonnées des points support du plan
sont connues de maniére exacte. Le cas de la dimension 4 est en cours d’étude,
s’appuyant cette fois-ci sur I’étude numérique préalable débutée dans [SHCO3].
Le calcul de réfutations permettant de démontrer une conjecture de Hardin et
Sloane, [HS96], fera 'objet d’un prochain article.
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