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Résumé

En utilisant ’algébre computationnelle, plus particuliérement les bases de
Grébner, nous résolvons des problémes de construction de type polynomial
et en déduisons un théoréme d’existence de plans isovariants sphériques
dont les coordonnées des points support sont connues exactement dans R3
ce qui permet l'utilisation de la statistique algébrique pour obtenir une
détermination compléte de leurs confusions d’effets. L’intérét de ces plans
est multiple : ils sont utilisables, par exemple, pour I’étude des surfaces
de réponse et des formes tri-dimensionnelles.

Abstract

Polynomial designs IT — Some existence results of exact rotat-
able spherical designs

Using computational commutative algebra, especially Grébner bases, we
first find out several polynomial designs and then state existence results
in R® for spherical rotatable designs whose coordinates of their support
points are known exactly, thus enabling us to derive the ideal of con-
founding polynomials thanks to tools defined in the framework of alge-
braic statistics. These designs can be of use in various settings such as
response surface methodology or tridimensional shape analysis.

1. Abridged English version

In this paper, we consider an experimental domain x which is a closed ball
whose center is the origin of an Euclidean vector space of dimension v = 3. We
set, in section 3, the classical statistical framework of full polynomial regression
models of degree d over the experimental domain x as defined by equations (1)
and (2).

In the preprint, [BerO8b|, we showed that the search for spherical rotatable
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designs, [BH57|, can be stated in the general framework of the construction of
polynomial designs. We successfully derived designs in R? using the methodology
highlighted in [Ber08b] and a preliminary study of Hardin and Sloane, [HS96],
which leads to theorems 4.1 and 4.2.

The first one of the two main benefits of this achievement is that the coordinates
of the points of all these designs are known exactly, thus enabling us to use the
tools arising in algebraic statistics, [PRWO00], and for example finding out all the
confoundings or performing lack of fit tests. As a consequence we provide designs
of many different sizes all featuring not only a praised property, rotatability, but
also, for the first time, state of the art ways to analyse them.

The second one is that not only the designs for which we exactly computed the
coordinates of the points supporting the design but also all the designs in the list
given by Hardin and Sloane in [HS96] are of major interest in three-dimensional
shape analysis. Indeed, the theorem 5.2 states that they are, when one uses
a model defined as a free finite family of spherical harmonics, orthogonal up
to a known degree. They are also optimal for any of the Kiefer’s ®, criteria,
[Kie74], according to a result of Dette, Melas and Pepelyshev, [DMPO05], for
a full model of spherical harmonics of the same degree, see table 1 for more
details. We lay the stress on fact that three-dimensional shape analysis is of use
in many different domains such as medecine, chemistry, architecture, agriculure
and biology.

Such a work is to be carried out in dimension 4, as soon as the preliminary
study of Sloane, Hardin and Cara, [SHCO03|, will be completed.

2. Motivation

N

Dans cette note nous nous intéressons & une série de dispositifs qui ont été
construits ou étudiés par Hardin et Sloane dans leur article [HS96]. Hardin et
Sloane ont mis en libre disposition les coordonnées approchées des points sup-
port de ces plans sphériques combinatoires. Toutefois, comme les coordonnées
des points support du plan ne sont pas connues exactement, ces informations ne
permettent pas d’utiliser les techniques de statistique algébrique développées par
Pistone, Riccomagno et Wynn, [PRWO00], dont il est particuliérement judicieux
de pouvoir se servir pour déterminer complétement les nombreuses confusions
d’effets qui apparaissent naturellement puisque le support de ces plans sphé-
riques combinatoires est inclus dans la sphére unité. En ajoutant un essai au
centre du domaine expérimental, nous obtenons des dispositifs qui sont d’un
intérét particulier en planification expérimentale, en méthodologie des surfaces
de réponse par exemple, puisqu’ils permettent non seulement de construire des
plans G—faiblement invariants, pour G un groupe de matrices compact quel-
conque, [Ber08a], mais sont également exacts, admissibles et isovariants pour
des modéles polynomiaux de degré 2 sur un domaine expérimental pris égal &
la boule unité de R3. Réciproquement, le support de tout plan admissible et
{I5, —I3}—faiblement invariant est nécessairement 'union d’un point au centre
du domaine expérimental et d’un ensemble de points appartenant a la sphére
unité, [GH96|. Si nous considérons un plan dont le support se décompose ainsi,
et pour un nombre total d’essai fixé, la D—efficacité, [BH57], [Kie60] et [NS92],
et la I—efficacite, [HS92] et [HS95], du plan est maximisée s’il est possible d’or-
ganiser la partie sphérique du plan comme un plan sphérique combinatoire de
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force 4. Il est donc primordial de mettre & la disposition des expérimenteurs
des constructions de telles constructions pour le plus de cardinaux différents
posibles.

Dette, Melas et Pepelyshev, [DMPO05], font I’étude des plans optimaux pour
I’analyse de formes tri-dimensionnelles & ’aide d’harmoniques sphériques. Les
domaines d’application de ’acquisition et de ’analyse de formes tri-dimension-
nelles sont nombreux et variés : la médecine, la chimie, I'architecture, ’agricul-
ture et la biologie. Il s’agit de parvenir & décrire la valeur de la distance entre
Porigine du repére et celle 'extrémité de I'objet dans une direction donnée. Les
modéles de régression basés sur des harmoniques sphériques permettent géné-
ralement de décrire de maniére satisfaisante les formes de ces objets & l'aide
d’un nombre relativement réduit de termes. Nous nous plagons dans le cas ot
I'expérimentateur est & méme de fixer les directions pour lesquelles il effectue un
relevé de la distance entre 'origine du repére et celle I'extrémité de 1'objet. Il est
alors d’un intérét primordial de déterminer de bons plans expérimentaux dont
le support est inclus dans la sphére unité de R3. Dette, Melas et Pepelyshev
ont montré que la distribution uniforme sur la sphére est optimale pour tous
les critéres d’optimalité @, proposés par Kiefer en 1974, [Kie74|. Cette distribu-
tion n’étant pas un plan expérimental, les auteurs proposent des plans dont le
support est inclus dans la sphére unité de R3. La méthodologie de construction
que nous avons proposée dans [Ber08b| permet d’obtenir des plans de cardinaux
beaucoup plus variés qui vérifient cette proporiété puisqu’un dispositif isovariant
pour un modéle polynomial complet de degré d est orthogonal lorsqu’analysé
a l'aide d’'un modéle de régression dont les termes sont des harmoniques sphé-
riques de degré inférieur ou égal a d.

Les plans obtenus dans cette note sont donc d’un intérét triple. Premiérement,
ce sont des plans isovariants admissibles et de D—efficacité et [—efficacité maxi-
male parmi des plans dont le support est I'union d’un point au centre du do-
maine expérimental et d'une partie sphérique. Deuxiémement, ils permettent
de construire des plans G—faiblement invariants, pour G un groupe de matrices
compact quelconque, [Ber08a]. Troisiémement ils peuvent étre utilisés avec profit
lors de la reconnaissance de formes tri-dimensionnelles puisqu’ils sont optimaux
pour tous les critéres d’optimalité ®,. Enfin les coordonnées des points support
du plan sont connues exactement, ce qui permet, pour la premiére fois, d’utiliser
les outils de la statistique algébrique pour analyser finement leurs propriétés.
Pour obtenir des résultats explicites de constructions, nous introduisons des pro-
blémes de construction de type polynomial, définis dans [Ber0O8b], et les bases
de Grobner, [KR00| et [KRO5], pour les résoudre.

3. Notations et définitions

Nous nous intéressons a des modéles de régression linéaire soumis aux hypo-
theses statistiques usuelles. Nous considérons une variable explicative x, dont
les différentes valeurs possibles appartiennent & un domaine expérimental ,
qui est une partie compacte d’'un espace vectoriel de dimension finie R, v € N
muni de sa structure euclidienne canonique, dont nous étudions l'influence sur
une réponse y a valeurs réelles. Soient d un entier naturel et A4 le sous-ensemble
fini de N” défini par A; = {a@ € NV, || < d}, ou || désigne la somme des com-
posantes du vecteur c. Les éléments de Ay sont notés a = (v, ..., a,). Nous
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1
v—1

glot ) — 7t X -+ x z2v. Un modéle de régression multiple polynomiale
complet de degré d, noté Ay, sur un domaine expérimental x € RY est alors
défini par :

posons k = Card(Aq) = Cy et, pour x € RY, f(x) = (%¥)qeca, avec

y(x) =0'f(z) = Z QaHx?"', Ve = (z1,...,2,) €x, (1)

a=(ar,...,ap)EAg i=1

ot @ = (Oa)ocn, € RF, est un vecteur de paramétres inconnus. Il s’agit de la
part déterministe d’un modéle stochastique défini de la maniére suivante : ’'ob-

servation des valeurs de la réponse y aux points xq,..., &, € X est représentée
par des variables aléatoires & valeurs réelles Y7,...,Y,, telles que

i=1,...,n E[Y;] = y(x;), VarlYj] = o2, (2)

,j=1,...,n,i%# ] CovlY;, Y;] = 0. (3)

La variance constante o2 €]0, +o0o[ est inconnue et est de ce fait un paramétre
additionnel du modéle.

Nous supposons que les valeurs pour lesquelles les observations sont effectuées
sont connues exactement et controlées par ’expérimentateur : il s’agit du con-
texte usuel de la planification expérimentale.

Définition 3.1. Un plan € approché pour le modéle défini par les équations (1)
et (2) est une mesure de probabilité de support fini sur x, c¢’est-a-dire un couple
(X,w(X)) ou X est un ensemble fini de r points {x1,..., %} € X, le support
du plan, w = (wyi(x1),...,w.(x.)) sont les poids des points support du plan.
Soit n le nombre total d’essais que nous souhaitons effectuer. Un plan approché
&, ne peut étre réalisé dans la pratique que s’il existe r entiers strictement positifs
ni,...,n, de somme n tels que &(x;) = n;/n pour i =1,...,r. Un tel plan est
appelé plan exact de taille n et nous le notons alors &,.

Tous les plans proprosés dans la suite sont exacts puisque les poids sont tous
égaux. La propriété d’amissibilité ne dépendant pas des poids du plan, leur
support permet d’obtenir des plans admissibles pour les configurations de poids
possibles.

4. Plans isovariants dans R?

La construction des dispositifs exacts détaillée dans [Ber07] a comme premiére
conséquence les théorémes suivants sur l'existence de plans isovariants dont les
coordonnées des points support sont connues de maniére exacte pour un modéle
de degré 2.

Théoréme 4.1. Il existe pour N € {13,15} U [|17,4+00[| des plans de cardinal
N qui, analysés avec un modéle polynomial complet de degré 2, sont isovariants.
Le support de chacun des plans est l'union d’un plan sphérique et d’un point au
centre du domaine expérimental. Dans tous les cas, ils peuvent ne comporter
aucune répétition dans leur partie sphérique et en fonction du cardinal du plan
recherché un nombre partiel ou total de répétitions.
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Pour chacune des valeurs de N suivantes 13, 15, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24,
25, 26, 28, 29, 31, 33, 37, 39, 49, 55, 57, 61, 73, 81, les coordonnées exactes
de ces plans sont connues et ces plans ne sont pas construits comme ['union de
deux plans de cardinal inférieur.

Démonstration

L’existence et le calcul des coordonnées exactes des plans sphériques de force
supérieure ou égale a 4 lorsque N est égal a 12, 14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24, 25, 27, 28, 30, 32, 36, 38, 48, 54, 56, 60, 72, 80 découlent de I’étude de cas
réalisée dans [Ber07]. L’ajout d’un point au centre a ces dispositifs les rend donc
isovariants lorsqu’ils sont analysés par un modéle de degré 2 et nous obtenons
les valeurs de cardinaux mentionnées dans le théoréme ci-dessus. Ce qui prouve
la seconde partie du théoréme.

Rappelons que 'union de deux plans sphériques de force ¢ est un plan sphérique
de force ¢. Ainsi pour tout cardinal N pouvant s’écrire comme 1 + Ny + No +
...+ N ou Ny, Ny, ..., N sont k entiers de la liste 12, 14, 16, 17, 18, 19,
20, 21, 22, 23, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 36, 38, 48, 54, 56, 60, 72, 80 sont des
plans isovariants pour un modéle de degré 2. En particulier si nous disposons
d’une suite de 12 valeurs consécutives C1,...,Cq2 pour lesquelles il existe un
tel dispositif alors en ajoutant le nombre convenable de fois un plan sphérique
de cardinal 12, I'icosaédre, nous pourrons obtenir des plans isovariants pour un
modéle d’ordre pour tous les cardinaux supérieurs ou égaux a C' — 1.
Considérons la suite de valeurs 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 28. Il manque
la valeur 27. Or 27=1+12+14, ainsi il existe un plan isovariant de cardinal 27
pour un modéle d’ordre 2. Nous le construisons comme 'union d’un plan sphé-
rique de cardinal 12 de force supérieure a 4, d’un plan sphérique de cardinal 14
de force supérieure & 4 et d’un point au centre. Nous obtenons alors 12 valeurs
consécutives de 17 a 28, ce qui donne I’existence pour N € {13,15}U[|17, +o0]|.
Ces plans peuvent comporter des répétitions.

Nous raffinons la construction précédente de la maniére suivante : 'image d’un
plan sphérique par une transformation orthogonale est un plan sphérique. Nous
éviterons ainsi les répétitions en transformant les dispositifs dont nous prenons
I'union par une rotation. Reste & trouver une famille infinie de rotations dont
les coefficients de la matrice sont algébriques. Ce probléme se réduit a savoir s’il
existe une famille infinie © de valeurs de 6 pour lesquelles cos(f) est algébrique.
Nous pouvons aborder ce probléme & 'aide de la théorie des polygones réguliers
a n cotés constructibles a la régle et au compas. En effet leurs coordonnées dans
un repére s’expriment alors comme (cos(2mxk/n),sin(27*k/n)). Si un polygone
régulier & n cotés est constructible a la régle et au compas alors cos(27m * k/n)
et sin(27 * k/n) sont algébriques sur Q et leurs degrés sont une puissance de
2. Il existe une famille infinie de tels polygones, ceux pour lesquels nous avons
n=2'F]"Fj?> ... F}* ol i est un entier naturel supérieur & 1 et pour p € [|1, k],
Jjp = 0 ou j, = 1 et F; sont les nombres premiers de Fermat c’est-a-dire les
nombres premiers de la forme 22’ + 1, voir par exemple [Car01]. Puisqu’il existe
des nombres de Fermat premiers, par exemple 3, 5, 17, 257 et 65537, il existe
bien une infinité de polygones réguliers dont les coordonnées sont algébriques.

Conjecture 4.1. Hardin et Sloane 1996, [?]
La valeur, conjecturée comme égale & 3 par Hardin et Sloane, de 7(13) et 7(15)
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permet de formuler la conjecture suivante : il n’existe pas de dispositif, union
d’un plan sphérique et d’un point au centre et de cardinal 14 et 16, qui soit
isovariant s’il est analysé a l'aide d’un modéle polynomial de degré 2.

Théoréme 4.2. Pour N € [|13,+o0]|, il existe des plans de cardinal N, dont
les coordonnées des points support du plan sont connues exactement, et qui sont
isovariants s’il sont analysés avec un modéle polynomial de degré 2.
Précisons la nature de chacun de ces dispositifs :
— Le support de chacun d’entre eux est l'union d’un plan sphérique et d’au
moins un point au centre. Il est possible de spécifier le nombre total d’essais
N et le nombre k > 1 de répétitions au centre du domaine arbitrairement
dés que N =2 k+ 16, N = k+ 14 ou N = k + 12. Les valeurs de N et
de k pour lesquelles nous avons N = k + 15 ou N = k + 13 ne sont pas
accessibles, il suffit de prendre a la place de la valeur k la valeur K =k+1
ou la valeur k' =k — 1.
— Pour toutes les valeurs de N possibles, il est possible de construire des
dispositifs ne comportant aucune répétition hormis a l’origine du repére.
— En fonction de la valeur de N, il est possible de construire des dispositifs
possédant un nombre partiel ou total de répétitions dans la partie sphérique
du dispositif.

Démonstration

Puisque nous autorisons plus d’une répétition au centre du domaine, les cardi-
naux de 14 et 16 deviennent accessibles : 14 =12+2, 16 =12+4 =144 2 ce
qui prouve le premier point du théoréme.

SiN>k+16, N=k+ 14 ou N = k + 12, le théoréme 4.1 précédent indique
qu’il existe un plan isovariant pour un modéle de degré construit comme 1’union
d’un plan sphérique de cardinal N — k et d’un point au centre. I’ajout d’essais
au centre ne modifiant pas le caractére isovariant d’un dispositif, un dispositif
formé d’un plan sphérique de cardinal N — k et de k points au centre est isova-
riant lorsqu’il est analysé & 1'aide un modeéle d’ordre 2. Si N = 13 ou N = 15,
le changement de k en k" ouen k" découle des mémes considérations.
Signalons enfin, que les plans construits ici, héritent, pour leur partie sphérique,
des propriétés des plans construits au théoréme 4.1, en particulier la possibilité
de les obtenir sans répétitions dans leur partie sphérique.

La situation se complique lorsque nous considérons des plans analysés par des
modéles de degré supérieur ou égaux a trois en raison des confusions d’effets
qui sont plus complexes & éliminer. En effet il faut alors ajouter d’autres points
que des points au centre du domaine ce qui modifiera la fonction génératrice des
moments du plan et affectera la propriété d’isovariance.

Il existe plusieurs maniéres de traiter cette difficulté. L’approche par les t—me-
sures euclidiennes est une possibilité pour obtenir des dispositifs isovariants.
Une autre maniére de remédier & cette situation est de considérer des modéles
qui sont naturellement adaptés au contexte sphérique.
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5. Plans optimaux pour la reconnaissance de for-
mes tri-dimensionnelles

Nous introduisons pour cela les fonctions polynomiales définies sur la sphére
unité, pour plus de détails voir [CLOY6].

Proposition 5.1. Les fonctions polynomiales définies sur la sphére unité sont
isomorphes & U'anneau quotient Ms = R[z]/(X? + Y? + Z? — 1), nous notons
Ms = Rilz]/(X2 + Y2 + Z2 — 1). Une base de Mgy est constituée par la
somme directe orthogonale del sous-espaces vectoriels chacun engendré par une
base orthonormale de polyndmes harmoniques de degré [, pour 0 <1 < k.

Définition 5.1. Nous appelons modéle polynomial sphérique de degré d, un
modeéle pour lequel, avec les notations de [Ber08af, Vect (f(S)) = Ms 4.

Théoréme 5.1. Si, a la place du modeéle polynomial classique d’ordre k, ou
k est un entier supérieur ou €gal 4 1, nous considérons le modéle polynomial
sphérique pour analyser un dispositif expérimental sphérique, alors il n’y a plus
aucune confusion d’effets systématique liée a la nature du domaine expérimental
considéré : quelque soit le sous-ensemble de fonctions polynomiales linéairement
indépendantes sur la sphere, il existe un plan sphérique pour lequel tous les
termes de ce modéle sont estimables.

Démonstration

Soit d le degré maximal des termes du modéle. Le théoréme non constructif de
Seymour et Zaslavsky, [SZ84], sur I'existence des plans sphériques de force arbi-
traire et donc en particulier de force 2d. Or la preuve de 'inégalité sur le nombre
minimal de points d’un plan sphérique de force 2d, voir [DGS77], implique qu’un
tel plan rend estimable tous les paramétres associés au modéle sphérique d’ordre
k.

Proposition 5.2. Les fonctions polynomiales définies sur la sphére unité sont
isomorphes a 'anneau quotient Ms = Rx]/(X? +Y? + Z? — 1), nous notons
Ms = Rilx]/(X? +Y? + Z2 — 1). Une base de Msy est constituée par la
somme directe orthogonale de k+1 sous-espaces vectoriels chacun engendré par
une base orthonormale de polynémes harmoniques de degré I, pour 0 <1 < k.

La caractérisation des plans sphériques a l'aide des polyndmes harmoniques,
[Ven01], et 'un des résultats de Dette, Melas et Pepelyshev, [DMP05], conduit
au théoréme 5.2 suivant qui concerne dans un premier temps tous les disposi-
tifs mentionnés dans [HS96], puis, dans le tableau 1, ceux pour lesquels nous
avons obtenu les coordonnées exactes des points support du plan. Ces plans ont
des cardinaux plus variés que ceux initialement proposés par Dette, Melas et
Pepelyshev, [DMPO5], ce qui les rend donc d’un intérét pratique direct.

Théoréme 5.2. Les dispositifs de cardinal N=4, 6 a 100 sont des dispositifs
orthogonaux lorsqu’ils sont analysés une famille libre de Ms ;. Ils sont optimauz
pour un modeéle formé par une base de Ms 1 pour tous les critéres d’optimalité
®,.

Les dispositifs de cardinal N=12, 14, 16 a 100 sont des dispositifs orthogonauz
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H Degré Cardinal du plan N H
1 4,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21,
22, 23, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 36, 38, 48, 54, 56, 60, 72, 80.
2 | 12, 14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 27, 28, 30, 32,
36, 38, 48, 54, 56, 59, 72, 80.

3 24, 26, 27, 28, 30, 32, 36, 38, 48, 54, 56, 59, 72, 80.
1 36, 48, 54, 56, 59, 72, 80.
5 60, 72, 80.

TAB. 1 — Plans sphériques orthogonaux exacts et optimaux pour un modéle
formé par toutes les des harmoniques sphériques d’ordre inférieur ou égal a 1
pour tous les critéres d’optimalité @,

lorsqu’ils sont analysés avec une famille libre de Ms o. Ils sont optimauz pour
un modéle formé par une base de Mg o pour tous les critéres d’optimalité ®,.
Les dispositifs de cardinal N =24, 26, 28 a 100 sont des dispositifs orthogonauz
lorsqu’ils sont analysés avec une famille libre de Ms 3. Ils sont optimauz pour
un modéle formé par une base de Mg 3 pour tous les critéres d’optimalité ®,,.
Les dispositifs de cardinal N =36, 40, 42, 44 a 100 sont des dispositifs orthogo-
nauz lorsqu’ils sont analysés avec une famille libre de Ms 4. Ils sont optimaux
pour un modeéle formé par une base de Mg 4 pour tous les critéres d’optimalité
D).

Les dispositifs de cardinal N =60, 62, 64 a 100 sont des dispositifs orthogonauz
lorsqu’ils sont analysés avec une famille libre de Ms 5. Ils sont optimaux pour
un modele formé par une base de Mg s pour tous les criteres d’optimalité ®,,.
Les dispositifs de cardinal N =8/, 86 a 100 sont des dispositifs orthogonauz lors-
qu’ils sont analysés avec une famille libre de Ms . Ils sont optimauz pour un
modele formé par une base de Ms ¢ pour tous les critéres d’optimalité ®,,.

Le tableau 1 indique les plans dont les coordonnées exactes sont connues ainsi
que le degré jusqu’auquel les propriétés d’orthogonalité et de ®,— optimalité sont
vérifiées.

6. Conclusion et perspectives

Cette étude d’un cas particulier de problémes de construction de type poly-
nomial a montré que la méthodologie de résolution, basée sur 'utilisation des
groupes de Coxeter et d’algorithes mettant en jeu les bases de Grobner et in-
troduite dans la prépublication [Ber08b|, permet d’aboutir a la construction
de plans expérimentaux dont les coodonnées sont connues de maniére exacte.
Nous avons alors montré I'existence et indiqué comment obtenir de tels dispo-
sitifs pour tous les cardinaux pour lesquels il existe des plans isovariants pour
des modéles polynomiaux complets de degré 2 en dimension 3. Nous en avons
également tiré ’existence de dispositifs orthogonaux et ®,—optimaux pour des
problémes de régression sphérique dont le modéle est spécifié en termes d’har-
moniques sphériques d’ordre inférieur ou égal a 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 dans le cas
de la dimension 3. Ces dispositifs ont une application particuliérement intéres-
sante dans les problémes de reconnaissance de formes tri-dimensionnelles qui
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sont communs & de nombreux domaines d’application de la planification.
Un prochain article s’intéressera au cas de la dimension 4, dés que 1’étude pré-
liminaire en cours de réalisation par Sloane, Hardin et Cara, [SHCO03], sera

achevée.
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