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Chapitre 1

STRUCTURES
k-SYMPLECTIQUES

Introduction. La mécanique classique conduit & 1’étude des équations
extérieures

0=0

ol 6 est une 2-forme extérieure de rang maximum. Dans le premier chapitre
nous avons rappelé la classification des formes extérieures de degré 2, sans
revenir sur ’étude classique des espaces vectoriels munis de telles formes.
Dans ce chapitre, on se propose de généraliser cette géométrie symplectique
en remplacant ’équation symplectique par un systéme extérieur de type
symplectique. Nous aurions pu élargir la géométrie symplectique en con-
sidérant des formes de degré plus élevées: des travaux récents envisagent
des structures définies par une équation extérieure de degré 3. Notre moti-
vation d’envisager un systéme extérieur de degré 2 plutét qu’une équation
extérieure de degré 3 provient de la mécanique. Cela semble une bonne ap-
proche pour formaliser la mécanique statistique, comme ’envisage Nambu.
Autre source de motivations : la classification des systémes de formes bil-
inéaires alternées. Les systémes multi-symplectiques, que nous allons étudier
dans ce chapitre, apparaissent naturellement en dimension 3. En dimension
supérieure, une infinité de systémes non algébriquement équivalents peuvent
étre mis en évidence. Les systémes k-symplectiques sont définis directement
par des conditions de régularité; ils peuvent étre interprétés comme des
modeéles de systémes extérieurs de rang maximum.
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1.1 Classification de systémes extérieurs

Soit (S) un systéeme différentiel extérieur sur R” engendré par les équations
6" = 0, oi les #° sont des formes différentielles fermées de degré 2. Comme
dans le chapitre précédent, on notera (S) = {6',...,0F} ce systéme et on
supposera que les 2-formes #° sont linéairement indépendantes dans A2 (R™)*.

Si k = 1, la classification des systémes (S) = {#'} est entiérement déter-
minée par le rang de 6'. On se propose d’é¢tudier la classification de ces
systémes pour k > 2 en petite dimension. Rappelons tout d’abord quelques
définitions.

1.1.1 Rang de (5)

L’espace associé au systéme (5) est le plus petit sous-espace A*(S) de R™
tel que A A*(S) contienne un sous-ensemble engendrant I (S).

Définition 1.1 Le rang du systéme extérieur (S) est la dimension de l'espace
associé A*(S).

Notons A(S) = {X € R" | i(X)0 = 0,V0 € S}. 1l est clair que le rang
de (S) coincide avec la codimension de A(S).

1.1.2 Classification pour k=2 et n =3
rg(S) =1

Dans ces conditions dim(A(S)) = 2. Notons par {ej, ez} une base de A(S)
que I'on compléte en une base {e1, ez, e3} de R3. Dans la base {wl,wQ, w3}
duale de {eq, ez, e3} les formes 0! et 2 s'écrivent

1 1 4 )
{ QQ—ZCinwZAw;

o ij sont des constantes réelles. On a i(e1)d! = > C’{jwj =0 et i(e)d =
CLwl = 0 donc CL, = 0 pour tous [,j = 1,2. Ainsi 0! et 6 sont
J 2 Jjk J

identiquement nulles, et donc rg(S) = 0, ce qui est absurde. Ceci montre
qu’il n’existe pas de systéme de deux 2-formes de rang 1.

rg(S) =2

Dans ces conditions dim(A(S)) = 1. Notons par {e;} une base de A(S) que
l’on compléte en une base {e1, e2,e3} de E. Dans la base duale {wl, w2, w3}
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de {e1, eq,e3} les formes 0 et 62 §'écrivent
M )

1 1 4 .
{ 92 —ZCing/\wj

On a i(e)d' = > C’{jwj =0 donc C!, = 0 pour tous [,k = 1,2. D'ou

0 = Claw? A w?
02 = C2w? A w?

et les formes 01 et 62 sont lices dans A%(R3)* ce qui est contraire a ’hypothése.

rg(S) =3

Dans ce cas le systéme (S) est non dégénéré (il est de rang maximal). Sup-
posons @' # 0. On peut toujours trouver une base {wl,wg,w?’} de R3*
telle que 01 = w! A w3. Posons 0% = aw! A w3 + bw? A w? + cw® A w?. Le
systéme {61, 0% — aHl} étant algébriquement équivalent a (S), on peut sup-
poser a = 0. L’hypothése rg(S) = 3 implique que soit b soit ¢ est non nul.
Supposons b # 0. Alors (S) est équivalent a {91, %} ce qui permet de sup-

poser b = 1. Ainsi 6% = w? A w? + cw! A w? et le changement de base o =
P i=1,2et a® = w3+ cw! donne le modéle suivant :

w
' = al Aad
0% = a2 Ao

Un tel systéme sera appelé systéme extérieur 2-symplectique, ou plus générale-
ment systéme 2-symplectique. On en déduit la proposition suivante :

Proposition 1 i (S) est un 2-systéme de rang 3 dans R3, alors c’est un
systéme extérieur 2-symplectique.

Dans ce cas le systéme (S5) posséde une solution maximale F' de dimen-
sion 2 définie par F' = Ker(a?).

1.1.3 Classification pour £k =3,n =3

Soit (S) = {6',6%,63} un 3—systéme (c’est-a-dire les trois formes 6° sont
supposées indépendantes dans A%(R3)*. Si le rang de (S) est 3, chacun des
2-systemes {01,602}, {61, 6%), {62,603} est un systéme 2-symplectique. En ef-
fet, d’aprés ce que nous venons de voir, si ce n’était pas le cas, les formes
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6,62, 63 seraient lices. Comme {91,92} est 2-symplectique, il existe une
base {wl,wQ,w?’} de R3* telle que

' = wl Awd
0% = w2 Awd

et
0% = aw' A WP + bw? A w? + cwt A W2

Le systeme {0',0% 03 — af* — b6?} est algébriquement équivalent a (S). On
peut donc supposer que 62 = cw! Aw?. Par hypothese ¢ # 0, on peut choisir
c =1 et 'on obtient le modeéle

0 = W A W3

0% = w2 A W3

63 = Wl A W2
1.1.4 Classification pour k = 3,n =4,7g(S) = 4.
Solutions maximales

Soit (S) = {61,02, 03} un systéme extérieur de rang 4 dans R*, les formes
extérieures #* étant de degré 2.

Proposition 1.1 Toute solution maximale est au plus de dimension 3

En effet, sinon le rang de (S) serait nul.

Systémes munis d’une solution maximale de dimension 3

Soit H une solution maximale de (S) et {e1, e2, €3} une base de H. Complé-
tons en une base {ei, ez, e3,e4} de R* dont on note {wl,wQ,w?’,w4} la base
duale. Comme H est solution du systéme, on doit avoir

0" = ZC}Ale Awh,
Le rang du systéme étant maximum, le rang de la matrice ( ;:4) est de rang
3. On en déduit que le systéme est équivalent a

' = wl AWt
0% = w2 A wt
0% = w3 A Wt

Un tel systéme est un systéme 3-symplectique dans R*.
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Cas ou la solution est de dimension 1

Supposons que chaque forme 8 = " a;0° du systéme (S) soit de rang max-
imum. Dans ce cas toute solution du systéme est de dimension 1. Sinon
Iexistence d’une solution maximale de dimension 2 montre que 1’idéal as-
socié au systéme est de dimension 2. Il existe alors deux formes linéaires
(wh, w?) telles que

0" = w! /\Bi +w2/\[3§.

Le systéme (ﬁl, 52)Z 1,2,3 est au plus de rang 2. Il existe donc i tel que

= aﬂ] + b3k, avec i # j et i # k. La forme 6 = 6" — af?’ — bO* est au
plus de rang 2 ce qui est contraire & I’hypothése. Ainsi toute solution est de
dimension 1. Le probléme de classification de tels systémes consiste & classer
un systéme de formes bilinéaires antisymétriques de rang 4, telles que toute
combinaison soit aussi de rang 4 (ce probléme est relié a la détermination
du nombre de champs de vecteurs indépendants en tout point sur la sphére
a trois dimension). Le systéme s’écrit alors

' = W Awt + w2 Awd
0% = w2 A wt + w3 AWl
0% = w3 A wt + w! A w?

Remarque

Le systéme 3-symplectique que nous venons de déterminer apparait comme
le systéme le plus "simple” de rang maximum. Tout autre systéme de cette
nature peut étre vu comme une déformation de celui-ci.

1.2 Systémes extérieurs k-symplectiques

Soit E un espace vectoriel de dimension n(k + 1) et soit F' un sous espace
vectoriel de codimension n. Dans tout ce chapitre, le corps de référence K
est un corps commutatif de caractéristique différente de 2

Définition 1.2 Un systéme extérieur k-symplectique associé o F' est défini
par la donnée de 2-formes extérieures 01, --- 0 vérifiant :
1. le systéme extérieur {91, e ,Gk} est mon dégénéré, c’est-a-dire

A(0Y) NN A(6F) = {0},

2. 0%(z,y) =0 pour tous x,y appartenant o F et « =1, ..., k.



12 CHAPITRE 1. STRUCTURES K-SYMPLECTIQUES

Un tel systéme k—symplectique sera noté (91, 08 F ) . Rappelons que
A(6) désigne lespace associé a la forme 6 (voir chapitre 1). Un sous espace
Eq de F est totalement isotrope pour la forme 6 s’il est solution de I’équation
0 = 0, c’est-a-dire s’il vérifie

O(z,y) =0

pour tous x et y appartenant a F7. Le sous espace F' est donc totalement
isotrope pour chacune des formes 0¢.

1.2.1 Solutions d’un systéme extérieur k-symplectique

Soit (S) un systéme extérieur k-symplectique (on suppose fixé le sous espace
F' ce qui évite toute référence a ce sous espace). Un sous espace H de F est
une solution de (S) si on a %(z,y) =0 pour tous = et y appartenant a H.
D’aprés la définition du k-systéme (.S), le sous espace F' est une solution.
Nous allons voir qu’elle est maximale.

1.2.2 Exemples

1. Considérons I'espace vectoriel R™*+1) muni de sa base canonique (eais €i),
1 <a<k 1<i<n Soent (w",w)i<a<k 1<i<n la base duale
et F le sous-espace vectoriel de R™*+1) engendré par les vecteurs
(€ai)1<a<k,1<i<n- Considérons le systéme extérieur

ol = Sici w AW =0

ok = > i1 Wk A wl =0

Ce systéme définit un systéme extérieur k-symplectique sur R(++1)

associé & F', qui sera dite canonique.

2. Un espace vectoriel symplectique est un espace vectoriel E de dimen-
sion 2n muni d’une 2-forme extérieure ¢ de rang maximum. Un sous
espace lagrangien de E est une solution maximale de I’équation ex-
térieure o = 0. Une telle solution existe toujours et est de dimension
n.

Considérons k espaces vectoriels symplectiques (E', o), ..., (E*, %) et soit
L® un sous-espace lagrangien de (E“,o%). Chaque espace quotient £ /L%
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étant de dimension n, il existe un espace vectoriel B de dimension n et des
applications linéaires surjectives 7@ : E“ — B telles que

Kern® =L%

pour tout a(a = 1,...,k). Considérons l'espace symplectique produit
(B! x ... x E* o) ou o est la forme symplectique définie par

o((z1,. k), (Y1, - ) = 0 (@1, 91) + oo+ 0" (T, Yi)-

Soit E le sous-espace vectoriel de E' x ... x EF défini par :
E = {(xl,...,xk)EEl X xE* | mtz) = ... = TFk(:Uk)}
L’ application linéaire m : E — B telle que
_ 1 _ _ .k
(X1, ,x) = 7 (T1) = ... =7"(xf)
pour tout (x1,...,x) € E est surjective et vérifie
Kerm = L' x ... x L*.

Soient i : E — El x...x EF Iinjection canonique et pr® (a =1,...,k) la
projection canonique E' x ...x E¥ — E®. Pour tout «a (a=1,...,k),le
composé pr®oi est la restriction de pr® a FE'; c’est une application linéaire
surjective. Il est clair que l'espace F est de dimension n(k+ 1). Pour tout
a(a = 1,...,k) on pose % = (pr® oi)*c®. Alors (8,...,0% Kerm) est
un systéme extérieur k-symplectique sur F.

1.2.3 Classification des systémes k—symplectiques

Théoréme 1.1 Si (01, .. .,Hk;F) est un systéme extérieur k-symplectique
sur E, il existe alors une base (w™, w')i<a<k, 1<i<n de E* telle que

n
90‘:Zw°‘j/\wj ., F=Kerw'n---NnKeruwh.
j=1

Démonstration. Soient {f1, ..., fuk, 91, .-, gn} une base de E telle
que F soit engendré par {fi, ..., fur} et {7}, ..., 9™, Wl ..., W") sa
base duale. La seconde condition de la définition d’un systéme extérieur
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k-symplectique nous permet de voir que les formes bilinéaires 8% s’écrivent
sous la forme suivante :

n nk n
0« = Z (Zb?j’ys + Zc‘;“jws) A w

7=1 s=1 s=1

avec b2, ¢ € K. Pour tous a,j (a=1,...,k et 5=1,...,n) on pose

nk n nk
aj aj s aj, t aj aj s
w]—EbSJ’Y+Eth ,,uj—gbsjv.
s=1 t=1 s=1

Les formes linéaires y® forment une base de 'espace dual F* de F. En
effet, si un élément x de F vérifie u®(x) = 0 pour tous «, j, alors les
formes linéaires i(x)0“ sont nulles et il découle de la non dégénérescence
du systéeme {91,...,9k} que z = 0. Les formes linéaires u® sont donc
indépendantes dans F™* et forment par conséquent une base de F™*. Les
formes linéaires w® étant alors indépendantes dans E*, le systéme

(W™, W) 1<a<k, 1<i<n

est une base de E* dans laquelle les 2-formes 6% s’écrivent
n . .
0 = Z wY AW
j=1

Soit (eqi, €i)i<a<k,i<i<n la base de E ayant (w™, w')i<a<k,1<i<n pOUr
base duale. Les bases (fi, g¢)i<i<nk,1<t<n €t (€ai, €i)1<a<k 1<i<n sont
liées par les relations :

k n k n

fi = Z(Zb?seas) y g9t = Z(chjeaj) + e

a=1 s=1 a=1 j=1

Ceci montre en particulier que les vecteurs e,; appartiennent a F' et que
F = Kerw!'n---N Kerw® d’ot la proposition.

Corollaire 1 Le sous espace F' est une solution de (S).

Définition 1.3 La base (eqi, €i)i<a<k 1<i<n de E ayant pour base duale
(W™, W") est appelée base k-symplectique de E.
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Considérons a présent les sous espaces F'“ définis par :

Fe = (1) A(6%).
B#a

Proposition 1.2  Dans les hypothéses et notations ci-dessus on a 1. F =
F'a®...@ F* (somme directe),

2. pour tout o (v =1,...,k) Uapplication iy : © — i(x)0* définit un
isomorphisme d’espaces vectoriels de F* sur l'annulateur Ann(F') de F'.

Ceci se déduit directement du théoréme de classification. Rappelons
que Ann(F) est formé des éléments f € E* tels que f(z) = 0 pour
tout x € F'. Cet espace est isomorphe & (E/F)*. Si (eqi, €i)i<a<k,1<i<n
est une base k-symplectique de E et (w™, wi)lgagk,lgign sa base duale,

alors Ann(F) est engendré par w!, ..., w", et F® est engendré par les
vecteurs eqi, ..., €an-
Définition 1.4 Les sous-espaces F, ..., F¥ sont appelés sous espaces car-

actéristiques du systéme extérieur k-symplectique.

Pour tout a« =1, ...k, on pose

E
G =Fogp=.
“F

On a
0%(z,y + f) = 0%(x,y)

pour tous € F*, y € E et f € F, donc 0%(x,y) ne dépend que de la classe
y de y modulo F, ceci nous permet de poser

ga(x +yv JI/ +J) = Ha(*xay/) - Ha(’xlay)‘

6" définit bien une structure symplectique sur G* = F* @ %

1.3 Endomorphismes k-symplectiques

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n(k+ 1) et (6',...,0% F) un
systéme extérieur k—symplectique.

Définition 1.5 On dit qu’un endomorphisme f de E préserve le systéme
extérieur k-symplectique (91, LS F) s’il laisse invariants le systéme des
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formes extérieures {61, - ,Gk} et le sous espace F, autrement dit, si les
conditions suivantes sont satisfaites :
1. f(F)CF

2. il existe une permutation o de {1,...,k} telle que

0°(f(x), f(y)) = 07 (z,y)

pour tous a(a=1,...,k) et z, y € E.

1.3.1 Le groupe Sp(k,n; E)

Les automorphismes de E qui conservent la structure k-symplectique de E
forment un groupe G. Le sous ensemble de G formé des automorphismes
qui laissent invariante chacune des formes #“ est un sous groupe de G, noté
Sp(k,n; E) et appelé groupe k-symplectique de E. Comme tout élément de
G s’écrit comme une composée d’éléments de Sp(k,n; ) et de permutations,
I’étude de G se ramene a celle de Sp(k,n; E) .

Soit Sp(k, n; K) le groupe des matrices des automorphismes k-symplectiques
de FE exprimées dans la base k—symplectique.

Proposition 1.3 Le groupe Sp(k,n;K) est formé des matrices du type

T 0 5
: 1.1)
T Sk (
0 Hr=h)
ouw T, S, -+, Sk sont des matrices nxn a coefficients dans K, T in-
versible et T'S, = S, 'T pour tout a (a = 1,..., k).
Démonstration. Soient f € Sp(k,n; E), ala = 1,...,k) et j,j7 =

1,--- ,n. Ecrivons

Ztm/ez + Z Zth@/leﬁz

=1 i=1

avec t’;, et t’f,i sont des scalaires. Les éléments du groupe Sp(k,n; E)

laissent invariant le sous-espace vectoriel F'; on peut donc écrire

eaj = Z Ztageﬂs

p=1s=1
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La relation 6%(f(eq; ), f(ej)) = 0 (eqa;,€j:) = 9,5, donne

n

St — dy

s=1

Désignons par 1" (resp. Tg a,B = 1,..., k) la matrice de coefficients
t’§ (resp. tg;) Les matrices T" et T, g( = 1,..., k) sont inversibles et
sont liées par :

TS = YT’

Pour 8 # «,on a Hﬁ(f(eaj),f(ej/)) = Gﬁ(eaj,ej/) =0, et donc
Bsyrs
Ztaj p

d’ou Tg ‘7" = 0. Comme la matrice 7" est inversible, les matrices Tg
sont nulles. La relation 6%(f(e;), f(e;/)) = 6%(ej,e;) donne

n n

lat gl 1% 4l
Dt =Yt
=1 =1

et par conséquent les matrices S, de coefficients t’jo-‘i(z',j =1,..., n)
satisfont a

ST = 'T'S,
pour tout o (o = 1,..., k). Pour T = T¢ = {(T'"1), la matrice de f
s’écrit par rapport & la base k-symplectique sous la forme voulue. D’ou la
proposition.

1.3.2 L’algeébre de Lie sp(k,n; E)

On suppose dans tout ce paragraphe que K = R ou C. Dans ce cas le groupe
Sp(k,n; E') est un groupe de Lie. L’algébre de Lie de ce groupe, notée
sp(k,n; E), qui s’identifie & 1’espace tangent de ce groupe en l’application
identique de E est constituée des endomorphismes u de E tels que idg+cu
soit dans le groupe Sp(k,n; E) a 2 prés. Les éléments de cette algebre de
Lie sont les endomorphismes u de FE satisfaisant a :

wF)CF o, 0%u(),y) + 0%, u(y)) =0

pour tous z,y € K et a=1,...,k.
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Soit sp(k,n;K) Dalgebre de Lie du groupe de Lie Sp(k,n;K). Clest
I’algebre de Lie des matrices des endomorphismes de F appartenant a ['alge-
bre de Lie sp(k,n; E).

Proposition 1.4  Les éléments de sp(k,n;K) sont les matrices du type

A 0 5
A Sk
0 —tA
ou A, S1,---, Si sont des matrices n xn a coefficients dans K telles que
tSe = S pour tout a (o = 1,..., k).
Démonstration. Soient u € sp(k,n;E),a =1,..., k. et 5 =1,...,n.

Ecrivons

k h
u(eaj) = ng:1<22:1 cgjem) + Yhoichien
u(ej) = Shoy(Snoy & egn) + Sy chen.

La relation 6“(u(x),y) + 0%(z,u(y)) =0, pour tous x,y € E , donne
cg.=0 c%‘ijsia#ﬁ

as
S j as _
cad + =0, g = e’

La matrice de u s’écrit par rapport a la base k-symplectique sous la forme
voulue, d’otu la proposition.

Corollaire 2  Le groupe Sp(k,n;E) est de dimension n? + w .

Corollaire 3 Le groupe k-symplectique et son algébre de Lie laissent invari-
ants les sous-espaces caractéristiques du systéme extérieur k-symplectique.

Dans les hypothéses et notations du paragraphe précédent, on considére
lespace G* = F* @ % muni de sa structure symplectique naturelle définie
par B B

0" (x+7,2" + ) = 0°(z,9) — 0°(«', ).
pour tous ¢ + 7,2’ +y € G* ou e =1,...,k.
Corollaire 4  Pour tout f € Sp(k,n; E), la correspondance
faiz+7— f(@)+ f(y)

définit un élément du groupe symplectique Sp(?a,Ga) de l’espace vectoriel
symplectique (G®, Qa).
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Corollaire 5  5i ((91, 0 F ) est un systéme extérieur k-symplectique
sur un espace vectoriel de dimension n(k + 1) alors les formes o, ..., 0"
sont de rang 2n.

1.4 Géomeétrie k-symplectique

1.4.1 Orthogonalité k-symplectique

Soit E un espace vectoriel de dimension n(k + 1) sur un corps commu-
tatif K de caractéristique différente de 2, muni d’un systéme extérieur k-
symplectique (8*,...,0% F) .

Définition 1.6  Deux vecteurs = et y de E sont dits orthogonaux par
rapport au systeme {0,--- 0}, et on écrit x Ly, si 0%(z,y) =0, pour
tout a (@ = 1,..., k).

Deuzx sous-espaces vectoriels L et M de E sont dits orthogonauz par
rapport au systeme {0%,--- 0%}, et on écrit L L M, si x Ly pour tout
(xz,y) € L x M.

L’orthogonal k-symplectique d’une partie non vide A de E est le
sous-espace vectoriel de E défini par :

At = {ze€E | 0%z,y)=0,YeA Ya(a = 1,..., k)}

Deux sous-espaces vectoriels L et M de E sont dits supplémentaires
orthogonauzr si E=L&M et L =M",

Remarques
La non dégénérescence du systéme {0',--- 0¥} est équivalente a
E+ = {0}.

L’orthogonal 2-symplectique X+ d’un élément X de E n’est pas
nécessairement un hyperplan. Considérons par exemple 'espace R? muni
du systéme k-symplectique défini par

0! = wl Awd

0% = w? Aw?
et F = Kerw? , ot {w!,w? w3} est la base duale de la base canonique
{e1,e2,e3} de E. L’orthogonal 2-symplectique ef- de e; est 'hyperplan

engendré par {ej, ea} tandis que lorthogonal 2-symplectique egL de e3
est la droite Regs.

Proposition 1.5  Pour toutes parties non vides A et B de E, on a :
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1. ACB = BltC A,
2. A cCAHL.

Définition 1.7 Un sous-espace L de E sera dit totalement isotrope si
LCL*.

Les sous espaces totalement isotropes sont caractérisés par la propriété
suivante :

0%(xz,y) =0

pour tousz,y € Leta = 1,..., k. Tout sous-espace totalement isotrope est
contenu dans un sous-espace totalement isotrope maximal.

Définition 1.8 Un sous-espace totalement isotrope maximal sera appelé
sous-espace lagrangien de E.

Proposition 1.6 Les éléments du groupe k-symplectique Sp(k,n; E) trans-
forment les sous-espaces totalement isotropes (resp. lagrangiens) en sous-
espaces totalement isotropes (resp. lagrangiens).

Démonstration.  Soient f € Sp(k,n; E) et L un sous-espace vectoriel de
FE totalement isotrope. Pour tous z,y € F on a

0%(f(2), f(y)) = 0%(2,y) = 0

pour tout o =1,..., k. Le sous-espace f(L) est totalement isotrope.
Supposons que L soit lagrangien et montrons qu’il en est de méme pour
f(L). Si f(L) est contenu strictement dans f(L)* alors il existe a’ = f(a)
appartenant f(L)* — f(L) tel que pour tout = € f(L) on ait 6*(a,z) =0.
Posons A = L ®Ka. On a 0%(u,v) = 0 pour tous u,v € A, et A C A+,
par conséquent L n’est pas maximal ce qui est contraire & 'hypothése; donc
f(L) est lagrangien.

Proposition 1.7 Soit L un sous-espace lagrangien, My un sous-espace
totalement isotrope de E supplémentaire & L. Alors il existe un sous-espace
lagrangien M de E, supplémentaire a L et contenant My .

Démonstration. Soit M un élément maximal de ’ensemble des sous-espaces
totalement isotropes de E transverses & L contenant M. Alors M est
un sous-espace lagrangien.
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Proposition 1.8 Pour tout sous-espace vectoriel L de E les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. L est un sous-espace lagrangien de F

2. L=L".

Démonstration. Montrons 1 = 2.
Si L est contenu strictement dans L, alors il existe un élément a
de E— L tel que
0 (a’ y) =0

pour tous y € L et a=1,...,k. Soit L' = L ®Ka. On a évidemment
LclL. Soit z=xz+XdaelL',aveczeL et A\€K. Ona

0%(z,2") = 0%+ Xa, 2’ + Na)
= 0%x,2") + N (z,a) + N0%a,)
=0

pour tous 2z’ = 2z’ + Na appartenant & L' (z' € L et N € K) et a =
1,..., k et donc z € L'*. Do L' C L'", ceci contredit le fait que L est
un sous-espace totalement isotrope maximal.

L’implication 2 =1 est immédiate.

Proposition 1.9 Soit L un sous-espace vectoriel de E.
1. Si L est un sous-espace totalement isotrope alors dim L < nk,
2. Si L est lagrangien alors n < dim L < nk.

Démonstration. Soient L un sous-espace vectoriel de E' totalement isotrope,
{fi,..., fp} une base de L que l'on compléte en une base de E notée

* * * *
ooy fpoua sy umep} et {ff ..., fyul ..., up,_p} sa base duale.
Les 2-formes 6% s’écrivent :

m—p p ‘ m—p '
2D S DSUERV AR S PN
j=1 s=1 s=1

avec a® 7 b*7 € K. Considérons la matrice suivante:

gl 1 ql2 1 . g1
all m—p CL12 m—p ... alp m—p
akl 1 ak2 1 . ak:p 1

akl m—p ak2 m—p .. ak:p m—p
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et montrons qu'elle est de rang p. Pour tout X = (z1,---,z,) € KP,
la relation A*X = 0 entraine que le vecteur zif1 + -+ + z,f, est dans
ABY) N --- N A(B%); la non dégénérescence du systeme {#,...,0%} donne
X =0, et donc, la matrice A est de rang p. Il résulte qu’on a en particulier
p < k(m —p), d’'on p < nk et la premiére assertion est démontrée.

Supposons maintenant que L soit un sous-espace lagrangien de E
et considérons la matrice

11 g2 ... gllmp
vl glp2 ... glpm-p

B = .. .. e
k1l gkl 2 . gkl m—p
afp 1l gkp2 ... gkp m-p

Montrons que B est de rang m—p. Pour tout Y = (y1,- -+ ,ym—p) € K™ 7P,
la relation B'Y = 0 entraine que le vecteur y = Z;n:_lp yju; vérifie

m—=p
004(:% fs) — _ Z aoasjyj =0
j=1

pour tous a (o = 1,...,k) et s(s = 1,...,p); donc

0%(y,9) =0

pour tous a(a=1,...,k) et g € L. Ceci montre que le vecteur y est dans
lorthogonal k-symplectique L+ de L; L étant un sous-espace lagrangien
de E,le vecteur y appartient & L, d’ott Y = 0. On a montré 'implication

BY =0=Y =0,

par conséquent la matrice B est de rang m —p, et donc m—p < kp; d’ou
n < p, ce qui montre la seconde assertion.

Corollaire 6 Les sous-espaces vectoriels F' et G = Vect(ey,...,e,) sont
des solutions mazximales du systéme

' =0

0% = 0.
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Remarques

1. Pour k£ = 1, on retrouve le cas classique ol tous les sous-espaces
lagrangiens sont de dimension n.

2. Les sous-espaces vectoriels F' et G = Vect(ey,...,e,) sont des sous-
espaces lagrangiens de E de dimensions respectives nk et n. Il existe aussi
des sous-espaces lagraniens de dimensions comprises strictement entre n et
nk; considérons par exemple, dans le cas ot n = k = 2, le sous-espace
vectoriel L de E engendré par ej; +e1, €12 et esn; L est un sous-espace
lagrangien de F de dimension 3.

1.4.2 Endomorphismes adjoints

Soient E un espace vectoriel de dimension n(k 4 1) et (6,... 6% F)un
systéme extérieur k—symplectique sur E. Soit 7 I'application de F dans
le K-espace vectoriel Hom(E,KF) définie par

(@) (y) = (91(% Y)y- s 9k(£> Y))

pour tous x,y € FE. La non dégénérescence du systéme {91, . ,Hk} im-
plique que ’application 7} est injective.

A tout endomorphisme w de E, associons l'application linéaire de
H om(E,Kk) dans lui méme, notée 'u et appelée transposée de u, définie
par :

u(§) =€ou
pour tout ¢ € Hom(E,KF) .
Proposition 1.10  Pour tous u,v € End(E) et A€ K on a :
1 Yutv)=tu+to , ) =Au,
2. Huow)=two tu,

3. Yidp est Uapplication identique de Hom(E,KF),
4. i u € GL(E) alors ‘v € GL(Hom(E,K¥)) et (fu)~' = t(u™!).

Soit % un endomorphisme de F vérifiant I’hypothése suivante :
Imtuon C Imi. (1.2)
Pour chaque t € F, il existe un unique t' € E tel que :

(wom)(t) = 7t
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La correspondance t —— t' permet de définir une application de E dans
lui méme, notée u*, telle que pour tous ¢ et x appartenant & FE, on ait :

(0 (t, u(x)),. .., 0%t u(x)) = (O (u*(t),x),...,08(u*(t), ).

On déduit que pour tous u,v € End(E) satisfaisant la relation (1.2) et
A € K, on a les propriétés suivantes :

0%(t,u(x)) = 0%(u*(t),z) pour tous ala=1,...,k) et t,z € F,
I'application u* est linéaire,

(u+v)* =u*+v* , (Au)* =¥,

(uov)* =v*ou* , uw*=u , (dg)*=idg,
si u € GL(E) alors u* € GL(E) et I'on a (u*)~! = (u

Ol o=

—1)*‘

Réciproquement, soit u un élément de End(E) pour lequel il existe un
endomorphisme u* de E satisfaisant a :

0%(t, u(x)) = 0%(u (1), x)

pour tous a(a = 1,...,k) et t,x € E; on a donc "u(f(t)) = nlu*(t))
pour tout t € F, et, par conséquent, u satisfait la relation (1.2). On a
donc montré la proposition suivante :

Proposition 1.11  Pour un endomorphisme u de E les propriétés suiv-
antes sont équivalentes :

i) il existe un endomorphisme u* de E tel que 0%(t,u(x)) = 0%(u*(t),x),
quels que soient a(a=1,...,k) et t,x € F,

i) Imluon C Imi.

Définition 1.9 Si un endomorphisme u de E satisfait l'une des condi-
tions équivalentes de la proposition ci-dessus, I’endomorphisme u* est appelé
endomorphisme adjoint de u .

Remarque. Pour k = 1, 'application I'm 7 est un isomorphisme d’espaces
vectoriels de F sur E* et la relation

Imtuon C Im 7 = E*

est satisfaite pour tout endomorphisme u de FE;ainsi a tout endomorphisme
de E est associé, dans ce cas, un endomorphisme adjoint. Cette situation
n’est pas automatique lorsque k > 2, puisque Im 7) est de dimension n(k+
1); il est donc contenu strictement dans Hom(E,K*) qui est de dimension
kn(k+1).
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Proposition 1.12  On suppose k > 2. Pour un endomorphisme u de
E |, les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) w posséde un endomorphisme adjoint,
i) u(FY) C F pour tout o = 1,...,k) et uypn =+ = U|pk 5
iit)  la matrice de u par rapport & la base k-symplectique de E s’écrit

A 0 @1
A Qk
0 B
ot A, B,Q1,...,Qr sont des matrices n x n & coefficients dans K.

Démonstration. Cherchons tout d’abord & exprimer la matrice de u par
rapport a la base k-symplectique (€qi, €i)1<a<k, 1<i<n de E, sachant que
u vérifie la condition

Im(tuof) C Im7.

Désignons par (fu)i<u<k la base canonique de KF. Les éléments EZ de
Hom(E,K*) donnés par :

EZ(ea) = 5qu

ot aetbe {11, ... a4,...,kn,1,...,45,...n et p € {1,..., k}, forment
une base de Hom(E,KF). Posons

- b
€q) = Z*yngu.
b,u

Sia=as(a=1,....,k;s=1,...,n) ona
0 = ﬁ(eas eﬂt Z’yasb eﬂt nyasb(;ﬁtfﬂ - nyasﬁtfﬂ
b,u

pour tous 5,¢t (8 =1,...,k;t =1,...,n), dou

ﬂylotsﬁt =0

pour tous u, a, B, s,t. De méme on a :

Ostfa = eas nyoasb Z’yasb5 fu ngstfua
1
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donc
Vgst = 55581‘/

pour tous «, u, s, t; ainsi
77(6018) = ZPYZSSEZ = Egz
o
Sia=s(s=1,...,n),ona
~ b
iies) = > AMED
b,p

onb=...aj...,...75...(a=1,...,k;j=1,...,n); ainsi

0 = n(es)(er) = VZbEZ(et) = Z’Y?b(slt)fu = ZVgtfua
b, b, M

d’ou
Ve = 0

pour tous u,s,t. Des égalités

= b

fi(es)(ept) = Zb,u ngEﬁ(eﬁt) = Zb,u ngfsﬂtfu = Zu ’Y';mfﬂ

= - ﬁ(eﬂt)(es) = - 53tfﬂ>
il résulte que 'on a
755t = _531‘/5u = _’ygts’
et par conséquent
k
ies) = D Bl == D 0udhEll = = G5B = - Y Ey =,
Bvuvt 61M7t B,[J a=1

ceci montre que I'm7 est engendré par les applications linéaires

k
O =E,, Q=-> E
a=1

ot a=1,...,k,s=1,....,n. On a donc montré que, pour un endomor-
phisme u de E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
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i) il existe un endomorphisme u* de E satisfaisant & :
0%(t, u(x)) = 6(u (1), 2)

pour tous a(a = 1,...,k) et t,z € F,

ii) Im(*uof) est contenue dans le sous-espace vectoriel de Hom(E, KF)
engendré par Q2 et Q° (a = 1,...,k,s =1,...,n).

Ecrivons
k n n
u(€as) = Z(Ztgieﬁt) + thyset
B=1 t=1 t=1
et
k n n
u(es) = Z(thteﬂt) + Zt’;et.
p=1 t=1 t=1

On a les relations suivantes :

- k i
(‘uoi)(ess) = Zazl(Z}Ll thEEJ) + 2 th;é
(tuoi)(es) = = Yo p tas B = Su,th Bl

Pour que 'endomorphisme (‘uof)(eps) appartienne a Im 7 il faut et il suffit
que 22:1(Zn t5 .E37) soit une combinaison linéaire des °; 'expression

j=1tajtp
2221(22;1 tangJ ) se réduit donc au seul terme :

n

k

ofy _ 45 b
YO By =3By
a=1 1

j=

L’hypothése k& > 2 entraine que les coefficients t3; sont nuls.
Pour que (‘uo)(es) soit dans I'm 7 il est nécessaire et suffisant que pour

tout s(s = 1,...,m), > 0B tg;Egj soit une combinaison linéaire des Q°.
L’expression Za, 8. tg‘;Egj s’écrit alors sous la forme :

D taBY = D taEY.
a?ﬁhj ahj
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Dans ces conditions on a :

D tesEY = i \€Y,
=1

a7]

et donc,

Dt (egg) = Y taioFifa = 155

a,t a,l
et

n

Z)\ 65] Z)\ ZEM egj Z)\ Z(S zfa = —)\jf/g.

=1

Ainsi t%% = aj = —)\; ne dépend pas de a(a = 1,...,k). Par conséquent

on a :
u(€aqi) E a’ eaj

et

On a donc montré que la matrice de u par rapport & la base k-symplectique
s’écrit sous la forme demandée.

Corollaire 7 Si u est dans le groupe k-symplectique Sp(k,n; E), alors u*
existe et Uon a u* =u"'.

1.5 Transvections k-symplectiques

L’étude des symétries d’une structure donnée (i.e. les applications qui con-
servent cette structure) permet une étude fine de la géométrie sous jacente.
Dans chacune des monographies de E.Artin [1] et de J.Dieudonné [15] on
trouve une étude détaillée sur les générateurs du groupe linéaire et du groupe
symplectique. On y dégage le role que jouent les dilatations et les transvec-
tions. Ces transformations engendrent le groupe linéaire dés que le corps de
base K est différent de Fy (corps fini & deux éléments). Si E est un espace
vectoriel sur Fa, alors le groupe linéaire Glg(F) coincide avec le groupe spé-
cial linéaire SLk(F). Quant au groupe symplectique Sp(f, E), relatif & une
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structure symplectique 6 donnée sur F, il est engendré par I’ensemble de ses
transvections symplectiques.

Dans cette partie, nous allons étudier, conformément a 1’étude classique
correspondant au cas symplectique, les transvections k-symplectiques, i.e.
celles qui conservent un systéme extérieur k-symplectique ((91, LT F) sur
un K-espace vectoriel E afin de voir leur role dans I’étude des générateurs de
Sp(k,n; E'). Nous verrons que, contrairement au cas classique d’une struc-
ture symplectique, les transvections k-symplectiques n’engendrent pas le
groupe Sp(k,n; E); elles engendrent un sous-groupe normal noté T'p(k, n; E).
Cette propriété s’explique aisément pour k = 1. Le groupe 1-symplectique
Sp(1,n; E) ne comcide pas avec Sp(n, E). En fait Sp(1,n, E) est le sous-
groupe de Sp(n, E) formé des éléments qui laissent invariant la structure
symplectique € sur E et qui laisse aussi invariant un sous-espace lagrangien
L. Les transvections de Sp(1,n, E) sont donc les transvections de Sp(n, E)
qui laissent invariant ce sous espace lagrangien. Il est étonnant de voir
que le sous groupe T'p(1,n, E') engendré par ces transvections apparait aussi
naturellement dans le cadre de la quantification géométrique de Kostant-
Souriau et également dans I'approche que fait Kirillov pour I’analyse har-
monique dans les groupes de Lie nilpotents.

1.5.1 Transvections

Définition 1.10 On dit qu’un élément T € GL(E) est une transvection s’il
laisse fize les éléments d’un hyperplan H et il déplace tout vecteur x de F
d’un vecteur de H, c’est a dire pour tout © € E, le vecteur 7(x) —x € H .

Définition 1.11 On dira que T est une transvection d’hyperplan H .

Proposition 1.13 Si 7 est une transvection d’hyperplan H, alors il existe
te E tel que

(@) =2+ plo)t
pour tout x € E, ot @ est une forme linéaire sur E dont le noyau contient
H.

On dira que 7 est une transvection d’hyperplan H et de direction la
droite Kt

Proposition 1.14 Soit 7(x) =z + p(z)t une transvection d’hyperplan H
et de direction Kt. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) T #idg,

i)t £0 et p#0.
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Ceci résulte directement de la caractérisation d’une transvection.

1.5.2 Transvections k-symplectiques

Définition 1.12 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n(k+1) muni
d’un systéme extérieur k—symplectique ((91, 0" F). Une transvection T
de E d’hyperplan H et de droite Kt est dite k-symplectique si elle appartient
au groupe Sp(k,n; E).

Il en résulte qu'une transvection 7(z) = x + ¢(z)t d’hyperplan H et
de droite Kt est k-symplectique si et seulement si la propriété suivante est
satisfaite

e(@)0%(y,t) = ¢(y)0°(z,1) (1.3)
pour tous z,y € E et a(a=1,...,k).

Proposition 1.15 Si 7(x) = z+p(x)t est une transvection k-symplectique
d’hyperplan H et de droite Kt avec T # idg alors H = t+.

Démonstration. Larelation (1.3) montre que H C t*, tandis que l'inclusion
t+ C H résulte la non dégémeéréscence du systeme {6',---,0%} et de la
relation (1.3).

Proposition 1.16  Soit 7(x) = z+p(z)t une transvection k-symplectique
d’hyperplan H et de droite Kt avec T # idg. Alors pour tout o (o =
1,...,k) les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) il existe x € E— H tel que 0“(t,x) # 0,

ii) pour tout x € E—H, %(t,x) #0.

Cette proposition est une conséquence immédiate de (1.3).

A tout élément ¢t € E — {0} on associe le sous-ensemble I(t) de
{1,...,k} constitué des éléments « tels que (t)0* # 0. La non dégénéres-
cence du systeme {#',... 6%} permet de voir que ensemble I(t) # 0.
Soit 7(x) = = + ¢(x)t une transvection k-symplectique d’hyperplan H et
de droite K¢; la relation (1.3) et la proposition précédente montrent que
l'on a

p(x) 0%t x)
ely)  0%(ty)

pour tous z,y € E — H et a € I(t). Il existe donc des scalaires non nuls
u® (a € I(t)), tels que

(p(:[)) = Maea(xvt)



1.5. TRANSVECTIONS K-SYMPLECTIQUES 31

pour tous x € F — H et « € I(t). Comme cette équation ne dépend pas
de o dans I(t), on a
Maea _ IU,BHB
pour tous «, 3 € I(t).
La proposition suivante permet de donner une caractérisation des transvec-
tions k-symplectiques.

Proposition 1.17 Soit t un vecteur de E. Pour que t soit une direction
d’une transvection k-symplectique T avec T # idg il est nécessaire et suff-
isant que t prenne la forme suivante :

n

k
t=> O t°A%as) (1.4)
a=1

s=1

ot t5 (resp. A\ ) sont des scalaires non tous nuls.

Démonstration. Pour k = 1, il suffit de montrer que t € F. En effet on a
tt = H=Ker ¢ et F est r-invariant. Ainsit € F.

Supposons que k > 2. Soit 7(x) = = + ()t une transvection k-
symplectique d’hyperplan H et de droite Kt avec 7 # idg . Les relations
qui précédent montrent qu’il existe un sous-ensemble I(t) de {1,...,k} tel
que les formes linéaires i(¢)0“, o € I(t), soient proportionnelles. On peut
supposer que 1 € I(t). Ecrivons

n

k n
¢ = Z(Z teqs) + Z toes.
a=1 s=1 s=1
Si I(t) est réduit a {1}, alors i(t)§“ = 0 pour tout a > 2, et t =
S t'¥ers. Ceci montre que t s’écrit sous la forme (1.4). Supposons
maintenant que I(t) ne soit pas réduit & {1}. Pour tout 8 € I(t), il existe
M e K* tel que i(£)0% = Ni(t)0; d’ou

9 =Ml =0

pour tout s € {1,...,n} et ¢ s’écrit sous la forme demandée.
Réciproquement, soit ¢ un élément de E — {0} s’écrivant sous la

forme (1.4). Il est clair que I(¢) est la partie de {1,...,k} formée des

éléments 3 tels que A\’ # 0 et H est 'hyperplan de E d’équation

n

Z t*w® = 0.

s=1
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i0)0° =X () tw) (1.5)
s=1
pour tout [ € I(t), et donc,
H = Ker (i(t)0Y) n--- N Ker (i(t)0%) = t+.
La relation (1.5) montre qu'il existe des éléments ¢” (8 € I(t)) de K non
nuls, et une forme linéaire ¢ de noyau H tels que
Ai(t)0? = ¢
pour tout 5 € I(t). L’endomorphisme 7 de E donné par
T(z) =z + o(x)t

pour tout = € F, définit bien une transvection k-symplectique de FE.

Corollaire 8 Pour toute tranvection k—symplectique d’hyperplan H de E,
onal CH.

Corollaire 9 Pour une transvection T de E , les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) T est une transvection k-symplectique,

ii) T s’écrit sous la forme

n

n k
T(z) =2+ (Z tmwm(x)> (Z Etm)\aeam> .
m=1 m=1a=1

1.5.3 Le groupe Tp(k,n; E)

On désigne par T'p(k,n; E) le sous-groupe de Sp(k,n; E) engendré par les
transvections k-symplectiques de E. Comme dans les sections précédentes,
nous noterons T'p(k, n; K) le groupe des matrices des éléments de T'p(k, n; E)
relatives & une base k-symplectique.

Proposition 1.18 Le groupe Tp(k,n;K) est le sous-groupe de Sp(k,n;K)
formé des matrices du type :

I, 0 S5
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ou I, est la matrice unité d’ordre n et Sy,---,S, des matrices n X n
symétriques a coefficients dans K. En particulier Tp(k,n;K) est un sous-
groupe abélien normal dans Sp(k,n;K).

Démonstration. 11 découle du corollaire ci-dessus, que pour toute transvec-
tion k-symplectique 7 de E on a 7(z) = x pour tout x € F'. Ainsi tout
élément de T'p(k,n;K) s’écrit sous la forme (1.6).

Réciproquement, soit M une matrice du type (1.6). Considérons les endo-
morphismes 75" et p§¥ de E définis par :

757 (x) =z + (0wP(x) + wi(z)) (beap + €ag) 5 Py (x) = & + 0wP(x)eqp.

ot a=1,....,k, pjg=1,...,n et 6 € K. Les applications 75" et p5”
sont des transvections k-symplectiques, contrairement au composé

apq _ _oapq_( opy—1_/ oqy—1
o5 =75 o(pg) (P !)
et on vérifie sans peine les relations suivantes :

app _ _op
I = P(11e)2)

2. O‘?pq(.%') =z + 0 (WP(z)eaq + wi(x)eap),

3. a?pq(ep) = ep + deqq,

4. og™(eq) = eq + Oeap,

5. ogPi(es) = es si s#pet s#q.

Pour tout a(a = 1,...,k), considérons le produit

_ ap apq
Oq = | I P gpp | | 0 pq
() o

1<p<n 1<p<g<n

ot les sf){ (i,7 =1,...,n) sont les coefficients de la matrice S, , pour tout
a(a =1,...,k). Par rapport a la base k-symplectique canonique de FE,
la matrice de o, s’écrit sous la forme (1.6) avec Sz = 0 pour 8 # .
Il en résulte que, par rapport & cette base, M est la matrice du composé
01000 .
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1.5.4 Le groupe affine Hp(k,n; E)

Nous supposons dans tout ce paragraphe que K =R ou C. Le groupe des
transformations affines
X+— AX + B

de K™5+1) ou A est dans T'p(k,n; K) est un groupe de Lie noté Hp(k,n; K).
Les éléments de ce groupe sont les matrices du type

I, 0 e 05 T

0 v e LSy T

0 e e 0 I, Q@

0 B 1
ou I, est la matrice unité d’ordre n, Si,---, Sk sont des matrices n X n
symétriques a coefficients dans K, et 11, . .., T}, ) sont des matrices colonnes

d’ordre n.

On désigne par (S1,...,S% Q,T1,...,Tk) les éléments de ce groupe. Pour
tous g = (S1,...,5, Q. Th,...,Ty) et ¢ = (51,...,5,,Q,T1,...,T}) ap-
partenant & Hp(k,n;K) on a :

i)gg = (S1+851,....5:+5,Q+Q,$1Q +Th +T71,...,5:Q +Ti + T}),
ii) g_l = (—Sl,...,—Sk,—Q,SlQ —T1,...,5:Q — Tk),

iii) [9,¢'] = (0,...,0,0,9.Q' — $Q,...,5%Q — S.Q).

Proposition 1.19 Le groupe Hp(k,n;K) est un groupe de Lie nilpotent
connezxe et simplement connexe dont le groupe dérivé coincide avec le centre.



Chapitre 2

VARIETES
k-SYMPLECTIQUES

Sauf mention du contraire, les variétés différentiables considérées ici
sont supposées connexes, séparées, paracompactes a base dénombrables d’ouverts,
et tous les éléments introduits dans ce travail sont supposés de classe C.

2.1 Introduction

L’un des problémes majeurs de la géométrie différentielle concerne la
détermination et la classification des variétés différentielles munies d’une
structure géométrique donnée. Ces derniers temps, de nombreux travaux
se consacraient & ’étude des variétés feuilletées, que nous pouvons voir
dans le contexte de ce livre comme des variétés différentiables munies d’un
systéeme de Pfaff intégrables. L’étude des variétés de contact et symplec-
tiques connait en ce moment un développement intéressant. Ces variétés
sont définies par l'existence soit d’un systéme de Pfaff de rang 1 de classe
maximum, soit d’'une 2-formes extérieures différentiables fermées de rang
maximum. Nous pourrions nous intéresser ici & un cadre plus général con-
cernant ’étude des variétés munies d’un systéme de Pfaff non intégrable, de
classe constante donnée. Par exemple la détermination et la classification
des variétés connexes (simplement connexes) éventuellement compactes de
dimension 5 munies d’une structure définie localement par un systéme de
Pfaff de type Si'(f) semble des plus prometteuse. Des considérations lides
a la mécanique statistique et 'originalité d’une étude portant sur les sys-
témes de formes exterieures nous ont guidées vers une recherche de variétés
dont la géométrie est définie localement par des systémes k-symplectiques.
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Rappelons également un des résultats établi au chapitre 3: les systémes ex-
térieurs k-symplectiques sont des modeéles de systémes extérieurs de rang
maximum. Une étude générale des systémes extérieurs passent, dans cette
optique, par celle des systémes k-symplectiques. On se propose dans ce
chapitre de définir de telles variétés et d’approcher les théorémes d’existence.
La démarche est classique : on étudie les variétés munies d’une presque
structure (en tout point l’espace tangent est muni d’un systéme extérieur
k-symplectique) et on dégage des conditions d’intégrabilité, c’est-a-dire des
conditions pour que la presque structure soit associée a cette structure. Le
cadre de la théorie des G-structures se préte bien a cette démarche. Nous
renvoyons les lecteurs a 'ouvrage de géométrie différentielle de S. Sternberg
pour tout ce qui concerne les notions de base.

2.2 Variétés k-symplectiques
2.2.1 Définition

Soit M wune variété différentiable de dimension n(k + 1) munie d’un
feuilletage F de codimension n et soient 0',...,0% des formes différen-
tielles sur M fermées de degré 2.

Le sous-fibré de T'M défini par les vecteurs tangents aux feuilles
de F sera désigné par E, I’ensemble des sections du M-fibré TM — M
(resp. E — M) sera désigné par x(M) (resp. I'(E)) et I’ensemble des
p-formes différentielles sur M sera désigné par AP(M).

Pour tout « de M , on désignera par C, ('), ..., C,(8%) les espaces
caractéristiques des 2-formes 0!, ..., 0% au point z. Rappelons la définition:

Co(f) = (X, € TLM | i(X2)0% =0}

ou i(X,)0" désigne le produit intérieur du vecteur X, par la 2-forme 6.

Définition 2.1 On dit que {01, ceey Hk} est un systéme différentiel extérieur
k-symplectique associé au sous-fibré E ( ou que le (k+1)-uple (6%, ...,0%; E)
est une structure k-symplectique sur M ) si pour tout x € M , les conditions
susvantes sont satisfaites :

1. Co(0HN---NCL(6F) = {0},

2. 0X,Y)=0 pour tous X, Y € '(E) et a(la=1,...,k).
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2.2.2 Exemples
1. Structure k-symplectique canonique sur R™(*+1)

Considérons R™* 1D muni de ses coordonnées (Y, ") 1<a<k,1<i<n. Soient
E le sous-fibré de TR™*+1) d¢fini par les équations

da' = ... =da" =0

et 0%(a = 1,..., k) les 2-formes différentielles données par
n . .
0 = da™ A da’.
i=1

Le (k+1)-uple (8%,...,0%; E) définit bien une structure k-symplectique sur
R™* 1) dite canonique. Cette structure induit une structure k-symplectique

naturelle sur le tore T7(*+1),

2. Produit de fibrations lagrangiennes

Considérons k fibrations différentiables
¢ = (MY B,wY, ..., & = (M*, B,
au dessus d’'une méme variété différentiable B, n le produit trivial
n=(M"x...xMFBx...xB,mtx...xz"

et d l'application diagonale © —— (z,...,x) de B dans B x...x B. Le
produit fibré
5251 XB...XBfk

des fibrations % (a = 1,..., k) est par définition la fibration image ré-
ciproque par § de 7. C’est une fibration £ = (M, B, ) dont 'espace to-
tal M est formé des éléments (z',...,2%) de M! x ... x M* tels que
al(z!) = ... = 7%(2¥); c’est une sous-variété fermée de M x ... x MF.
Pour tout b € B, la fibre 771(b) est le produit (71)71(b) x ... x (7%)~1(b).
Soient

it M — M'x ... x MF

I'injection canonique (¢ est un plongement) et

pr& s MY x o ox MF — M©
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(e =1,...,k) laprojection canonique sur M“. Pour tout o (v =1,...,k),
le composé pr< oi est la restriction de pr® a M ; c’est une submersion.

On suppose que les fibrations £ sont lagrangiennes (c’est & dire M est
munie d’une structure symplectique ¢® pour laquelle les fibres définissent
un feuilletage lagrangien). Si 2n est la dimension commune aux variétés
M| alors les fibres de £ sont de dimension nk et la variété M est de
dimension n(k + 1), n étant la dimension de la variété B. Pour tout
a(a =1,...,k) on pose 0% = (pr* oi)*c®

Proposition 2.1 Dans les hypothéses et notations ci-dessus, le (k + 1)-
uple (91, 0" E) définit une structure k-symplectique sur M , E étant
le sous-fibré de TM défini par les fibres de & .

Démonstration. Pour tout a(a=1,...,k) on a
do* = (pr®oi)*do®,

donc les formes 6% sont fermées. Soient X et Y des sections du sous-fibré
E, z unpoint de M et a(a=1,...,k). On a
03 (Xa, Ya) = 0(paoiym (™ © )3 Xz, (pr® 0 )7 Y2),

(pr® o)™ étant I’application tangente associée & (pr® o). Les applications
(pr® o i) envoient les fibres de & sur les fibres de £, donc les vecteurs
(preoi)T X, et (pr®oi)lY, sont verticaux dans M ; le feuilletage défini
par les fibres de £ étant lagrangien par hypotheése, ainsi 65 (X,,Y,) = 0.

Si pour un point x de M et un vecteur tangent X, & M en z on a
i(Xz)0% =0 pour tout o (v = 1,...,k), alors

0%(X,,Yy) = 0.

pour tous a(a =1,...,k) et Y, € T,(M). Le fait que pour tout a (o =
1,...,k), (pr* o) soit une submersion et ¢® de classe 2n montre que
iIX, =0; don Cp(0h)N---NCL(6F) = {0}.

Remarques

a) Siles variétés M® sont compactes, il en est de méme pour M et
toutes les feuilles du feuilletage défini par £ sont compactes.

b) Si M!',...,M* coincident avec le fibré cotangent T*B d’une variété
B(M" = ... = M* = T*B), on obtient une structure k-symplectique sur
la somme de Whitney T*B & ... ® T*B au dessus de B.



2.2. VARIETES K-SYMPLECTIQUES 39

3. Structure k-symplectique sur le fibré des k'-covélocités.

Cet exemple, souvent étudié dans le cadre des structures p-presque cotan-
gentes réguliéres, correspond a la structure k-symplectique canonique de la
somme de Whitney. Soit M une variété différentiable de dimension n.
On désigne par 175 M le fibré cotangent des kl'-covélocités de M ; cest la
variété des 1-jets des applications différentiables de M dans RF de but
0 € R*. La variété Ty M est localement caractérisée de la fagon suivante :
A un systéme de coordonnées locales (27)1<j<, de M on associe le systéme
de coordonnées (z°, z} -,xf)lgign de T} M défini par :

R

2" (Jp o1 f) = ' (2)

W ) = (So)(),

pour tous i = 1,...,n, a =1,...,k, ot J,mf estle l-jet en z € M de
I’application

F=0Y M — R

telle que f(z) =0. T} M est une n(k+1)-variété différentiable. T}, M est
un fibré vectoriel au dessus de M de fibre type R™ . Soit = : Jporf —
de T M dans M, la projection canonique. On a un difféomorphisme
canonique

A:TiM —T"M&...eT*M (k— fois)
de T;y M sur la somme de Whitney T*M & ... ® T*M défini par

A<Jx,01f) = (Ja:,()lfla sy J:c,Olfk)'

Pour tout a(a = 1,..., k), on a une forme de Pfaff canonique A* définie
par :
A (w)(X) = u®(z)(m.X)

ou u = (u,...,u*) € THM, X € T,(T;; M) et m(u) = x. Posons 0% =
d\* pour tout a(a = 1,...,k). Le (k+ 1)-uple (8',...,0% Ker =,)
définit bien une structure k-symplectique sur 77 M.

2.2.3 Modéle local

Théoréme 2.1 ( de Darboux) Si (0',...,0% E) est une structure k-
symplectique sur la variété diffentiable M , alors pour tout point p de M
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il existe un voisinage ouvert U de M contenant p de coordonnées lo-
cales (™, x")1<a<k1<i<n dites adaptées, tel que les formes différentielles
0% soient représentées dans U par

¢ = i dz® A dz
i=1

et le sous-fibré I soit défini par les équations

det = ... = da" = 0.
Démonstration. 1l résulte du théoréme de Frobénius qu'’il existe un sys-
téme de coordonnées locales (z1,...,Znk, 2, ..., 2") défini sur un voisinage
ouvert U de M contenant p tel que les dérivations
0 0
Oxr1’ T Owpg

engendrent 1’espace tangent aux feuilles en tout point de U . Le probléme
étant de nature locale, on peut supposer que U est un ouvert de R™(*+1)
et que p = (21(p),...,zuk(p), 2 (p),...,2"(p)) = O en est l'origine. Les
formes 6 étant localement exactes (lemme de Poincaré ), on peut supposer
que dans ouvert U les expressions des formes 6< soient les suivantes :

nk n
0~ = d(Zfa“d:ru + Zg?d:ns)
u=1 s=1

ou f et g< sont des fonctions différentiables sur U ; ainsi

1 afew  of
2 Z ( Ox; awu) Tu A G
1<u,j<nk
n nk n
dgs  Of™ 1 dgs  Ogi*
— d = s — det | Adx®.
+ Z (Z(axu oxs Jdzo + 2 (8xt 8.173) v v
s=1 \u=l1 t=1
La seconde condition de la définition d’une structure k-symplectique donne
afau 8faj
or; Oz
Pour tous a(a=1,...,k) et i(i =1,...,n) on pose :
B nk Zj 8f04j
¥ = g% — Z/o o, (0,...,0,t, %11,y Ty T, 2™)dE

j=1
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La relation 0% = >°1 | dz™ A dx' est équivalente &

0z Odgg 3 afes ox®® Oxt 09y Ogy
Ory Oy oxs Oxt ors Ozt Oxs’

Comme la deuxiéme condition est satisfaite, la premiére I’est aussi. Un
raisonnement analogue & celui de théoréme de la classification des systémes
extérieurs k-symplectiques linéaires nous permet de voir que les formes dif-
férentielles dz® et da' sont indépendantes. D’otl le théoréme.
Remarque Si (6%,... ,0F ; E) est une structure k-symplectique sur M ,
alors les formes différentielles 0 sont de rang 2n.

2.2.4 T'-structures associées a une k-structure symplectique

Proposition 2.2 Une structure k-symplectique sur une variété différen-
tiable M de dimension n(k + 1) est équivalente o la donnée d’une T -
structure intégrable, ou, I' est le pseudo-groupe des difféomorphismes locauz

de R 41 qui laissent wariante la structure k-symplectique canonique de
Rr(k+1)

Démonstration. 1l résulte du théoréme de Darboux que si M est munie
d’une structure k-symplectique, alors elle admet un atlas A appelé atlas
de Darboux, dont les changements de coordonnées locales appartiennent au
pseudo-groupe I'; autrement dit, I'atlas A définit une I'-structure inté-
grable sur M .

Réciproquement, si la variété M admet une I'-structure intégrable,
alors elle admet un atlas A dont les changements de cartes conservent la
structure k-symlectique canonique (91, LS E) de R™k+1) | cest A dire
pour toutes cartes (U, ), (V,9) € A on a:

i) (poy1)*6% =60 pour tout a(a = 1,..., k),

i) (poyy B, = E(poy-1y(z) POur tout = € o(U)Mp(V).
Sur le domaine U d’une carte quelconque (U, ) de 'atlas A, on pose
= SO*HQ ) Py = (Qo_l)*Ega(x)a

T

pour tous a(a=1,...,k) et z € U. Sur U'intersection UNV des domaines
des cartes ¢ et 1, on a

oy =0y, P? = PY.

pour tous a(a=1,...,k) et € UNV; ce qui montre que (o',...,0"; P)
définit une une structure k-symplectique sur M .
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2.3 Variétés a structures presque k-symplectiques

2.3.1 Définition

Soit M une variété différentiable de dimension n(k +1).

Définition 2.2 On dit que M posséde une structure presque k-symplectique
st pour tout point x de M [’espace tangent T, M admet une structure k-
symplectique d’espaces vectoriels

0L,....0% F,)

ot 0% € A2(M).

Bien entendu, on suppose que cette structure dépend de fagon C°
du point z. Ceci revient & dire que pour tout zg de M, il existe un voisi-
nage Uy de zg dans M et une section locale C°° du fibré des corepéres
notée (wai,wi)lgagkylgign telle qu’en chaque point z de Uy les 2-formes

0 s’écrivent
n
Py — Zwaz AWt
i=1
1 _ _

et le sous-espace F' soit défini par les équations w* = ... = w" = 0.
Une telle section locale du fibré des corepéres de M sera dite adaptée a la
structure presque k-symplectique de M .

2.3.2 Connexion adaptée

Définition 2.3 On dit qu’une connexion linéaire 11 sur une variété presque
k-symplectique est adaptée o la structure presque k-symplectique si la 1-
forme de connexion (II%) prend ses valeurs dans l'algébre de Lie sp(k,n;R)
lorsqu’elle est exprimée par rapport & une section adaptée.

Autrement dit, les composantes de la connexion notées par rapport a la
section adaptée
(5, T, 13, 05
satisfont a
I, =0 , M =0si a#p

g + I =0, , I -1 = 0.
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Rappelons que la torsion d’une connexion linéaire II est une forme vecto-
rielle T' dont les composantes T sont liées & celles de la forme de connexion
(II%) et de la forme fondamentale w* du fibré tangent par la relation

T = dw" + Zﬂqjﬁ/\wf.
f

2.3.3 Intégrabilité des structures presque k-symplectiques
1. G—structure

Soient M une variété différentielle et F (M) le fibré des repéres. Ce fibré est
principal au dessus de M, le groupe linéaire GIl(n) agit naturellement sur
chaque fibre (la fibre au dessus d’un point € M est ’ensemble des repéres
de Vespace vectoriel T, (M)). Soit G un sous groupe de Lie de Gi(n). On
appelle G—structure, une réduction du fibrée F(M) au groupe de Lie G
c’est & dire une sous variété Bg de F(M) vérifiant : pour tout p € Bg et
g € Gl(n), le point p.g défini dans F (M) appartient & B¢ si et seulement
si ¢ € G (autrement dit, il est permis de faire des changements de bases
modulo G).

Le fibré des corepéres de M se définit en considérant pour tout point
x € M lensemble des bases duales des repéres de T'(M).

Une G-structure sur une variété différentiable M est dite intégrable s’il
existe au voisinage de chaque point de M un systéme de coordonnées locales
telles que leurs différentielles forment une section du fibré des corepeéres
adaptée a la structure. En général une G—structure n’est pas intégrable.
Une condition nécessaire d’intégrabilité est la nullité du tenseur de Bernard.

2. Etude de la Sp(k,n; R)—structure

Se donner une presque structure k-symplectique sur la variété M équiv-
aut & se donner une G—structure avec G = Sp(k,n;R). Dire que cette
G —structure est intégrable revient a dire que la presque structure k—symplec-
tique correspond & une structure k—symplectique. Nous pouvons donc nous
ramener au calcul du tenseur de Bernard pour intégrer cette G—structure.
Mais la nullité de ce tenseur est équivalente & l’existence d’une connex-
ion adaptée sans torsion. Nous allons donc étudier le probléme d’existence
d’une telle connexion. Notons que si intégrabilité d’une G-structure im-
plique la nullité du tenseur de Bernard, la réciproque n’est en général pas
vérifiee. La proposition suivante précise que dans le cas des structures
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presque k—symplectiques, il y a équivalence entre la nullité de ce tenseur
(ou lexistence d’une connexion adaptéee sans torsion) et I'intégrabilité.

La structure presque k-symplectique est intégrable si et seulement si on
peut trouver au voisinage de chaque point x¢g de M des coordonnées locales
(%, 2")1<a<k 1<i<n telles que les 2-formes 6% s’écrivent

0 = Zn;dxo‘i A dxt

et le sous-fibré F défini par les équations
del = ... =da" = 0.

Proposition 2.3  Soit M wune variété munie d’une structure presque k-
symplectique avec F intégrable. Alors la structure presque k-symplectique
est intégrable si et seulement si la variété M posséde une connexion adaptée
a torsion nulle.

Démonstration.  Soit II une connexion linéaire adaptée a torsion nulle

c’est & dire pour toute section adaptée (w™,w")1<a<k,1<i<n, 0D &

n
dw® = = (MY Aw® + TG A w™)

s=1

et
dw’ = — Zﬂg A w?.
s=1
Les différentielles extérieures des formes 6% sont nulles puisque
n
o™ = — > (MY Aw* Aw? + T Aw™ Aw! — w ATH Aw®).
s,j=1

Il résulte du théoréme de Darboux qu’il existe un systéme de coordonnées
locales (2™, 2")1<a<k1<i<n tel que les 2-formes 0% s’écrivent

¢ = z": dz® A dz
i=1

et le sous-fibré F soit défini par les équations dz! = ... =daz" =0.

Remarque Une Sp(k,n;R)-structure intégrable est du type infini car
lalgebre de Lie sp(k,n;R) posséde des éléments de rang 1.
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2.4 Systémes hamiltoniens

Nous allons dans ce paragraphe généraliser pour k > 2 le formalisme de la
géométrie symplectique classique.

2.4.1 Champs hamiltonniens

Soient M une variété différentiable de dimension n(k + 1) munie d’une
structure k-symplectique (6',...,0%; E) et j lapplication de x(M) dans
A (M) x ... x AY(M) définie par :

JX) = (X)L gMX)) = GO0 L i(X)65)
pour tout X € x(M).

Définition 2.4 Un champ de vecteurs X sur M est appelé automor-
phisme infinitésimal de F ( ou de E ) si au voisinage de tout point de M ,
le groupe o un parameétre local associé & X respecte le feuilletage F .

Proposition 2.4 Pour tout champ de vecteurs X € x(M) les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

i) X est un automorphisme infinitésimal pour F,

it) [X,Y] € T'(E) pour tout Y € I'(E).

i11) Dans un systéme de coordonnées locales distinguées

($u7 xi)lgugnk, 1<i<n »

le champ de vecteurs X prend la forme

X = ;gsm, e T T .,x”)axs + Znt(xl,...,a:")—.
On notera Z(M,F) l'algébre de Lie des automorphismes infinitési-
maux pour F.

Définition 2.5 Un champ de vecteurs X sur M est appelé systéme hamil-
tonien si X est un automorphisme infinitésimal pour F et pour les 2-formes
0% a la fois; autrement dit, s’il satisfait les conditions suivantes :
1. X est un automorphisme infinitésimal pour F ,
2. les formes de Pfaff i(X)0',...,i(X)0% sont fermées.
Le champ de vecteurs X sera appelé automorphisme infinitésimal pour
la structure k-symplectique (91, 0" E).
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2.4.2 Applications hamiltonniennes

Soit X un systéme hamiltonien. Il résulte du lemme de Poincaré, que
pour tout = € M, il existe un voisinage ouvert U de M contenant = et
une application différentiable H de U dans RF vérifiant sur U la relation

§(X) = —dH .

Inversement, si H est une application différentiable de M dans R”
telle que dH € j(Z(M,F)), il existe un unique champ de vecteurs sur M
noté Xp, et appelé systéme hamiltonien associé & H , tel que j(Xg) =
—dH.

Les applications différentiables H de M dans R* telles que dH €
J(Z(M,F)) sont appelées applications hamiltoniennes de la structure k-
symplectique (0*,...,0%: E).

Proposition 2.5  Soit H = (H%)i1<a<k une application hamiltonienne
et Xy le systéme hamiltonien associé. Dans un ouvert U de M muni
d’un systéme de coordonnées locales adaptées (x™, xi)lgagk,lgign , les com-
posantes H* de H et Xy s’écrivent respectivement :

n
= ij(xl,...,mn)azaj + ¢%(zt, ..., 2"
=1

et

n k

_ - 8f] ny .S 89& 1 n 8
= ZZ 8:US R L 8:cs($"“’$) 50

s=1la=1 \j=1

= 0
30 L

ot f; et g* sont des fonctions différentiables dans U .

Démonstration.  Dans un ouvert U de M muni d’un systéme de coor-
données locales adaptées (z,2")1<q<k i<i<n le systéme hamiltonien Xg

s’écrit
Xy = ZZXas 5 + ZXJa 7

s=1 a=1
Les relations

§"(Xu) = i(Xp)0" =Y (Xpda! — Xda'l) = —dH" (r=1,...,k)
j=1
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donnent
OH" OH" OH" ,
X = e Xs = 90rs 0 Dgos =0sia # 1.
X étant un automorphisme infinitésimal, donc par rapport au systéme de
coordonnées locales adaptées (™, 2")1<a<k,1<i<n O &
00X,
axas

et, donc, les composantes H® de H s’écrivent sous la forme

=0,

n
HY = Efj(:nl, I T A Ry e |
j=1
ou fj et g% sont des fonctions différentiables sur U .

Remarque Supposons que k£ > 2. Il résulte de la démonstration de la
proposition précédente que si les formes de Pfaff i(X)6%,...,i(X )Hk sont
fermées, X est nécessairement un automorphisme infinitésimal pour F .

2.4.3 Crochet de Poisson

Proposition 2.6 Soient H, K deux applications hamiltoniennes et X,
Xx les systémes hamiltoniens associés. Le crochet [ X, Yi| est un systéme
hamiltonien. Plus précisément application notée {H, K} de M dans Rk
définie par:
{H,K} = (08(Xg, Xk),...,08(Xu, XK))
satisfait
(Xu, Xk] = X{u iy

En effet, on a
i([ X, Xk])0 = [Lx,,1(XK)]0" = d0*( X, XKk)) = —d{H,K}"

pour tout (« =1,...,k). Dans un systéme de coordonnées locales adaptées
(2%, 2")1<a<k1<i<n les composantes {H, K}* de {H, K} s’écrivent
n
OH® 0K* OH* 0K“
H K} = -
{ ’ } Z < Oxs Oxes 9rs Ors )

s=1

Soit (M) lensemble des applications hamiltoniennes de la struc-
ture k-symplectique (6',...,6%; E). La correspondance (H, K)+— {H, K}
de A(M)xh(M) dans (M) est une application R-bilinéaire antisymétrique
satisfaisant l'identité de Jacobi.



48 CHAPITRE 2. VARIETES K-SYMPLECTIQUES

Proposition 2.7  (W(M),{,}) est une algébre de Lie réelle de dimension
nfinie.

2.5 Liens avec la mécanique statistique de Nambu

Le théoréeme de Liouville sur la conservation des volumes est le point central
de la mécanique classique. Ce théoréme joue un roéle important dans la
mécanique statistique. Le formalisme ”"hamiltonien” classique n’est pas le
seul décrivant cette mécanique statistique. Tout systéme d’équations qui
conduit au théoréme de Liouville convient également. Nambu propose une
généralisation possible de la dynamique hamiltonienne pour un espace de
phase de dimension 3. Nous allons voir, aprés avoir rappelé le systéme
d’équations de Nambu, que les applications hamiltoniennes de la structure
2-symplectique sur R3 engendrent les solutions de ce systéme.

Les équations régissant le mouvement de la mécanique statistique
de Nambu sont données par le systéme suivant :

dz D(HG)  dy

i T Dz  dt T Dea) ' A Dy

D(H,G) dz D(H,G)

ou H et G sont deux fonctions réelles définies sur ’espace de phase M
décrit par le systéme de coordonnées (z,y, z)et ou %% désigne le Jaco-
bien

D(H,G) 0HOoG 0HOG

D(y,z) 9y 9= 9z dy
Les équations ci-dessus sont appelées équations de mouvement de Nambu
et le champ de vecteurs dont les trajectoires sont définies par les équations
de mouvement de Nambu sera désigné par X(”H’G) , et appelé systéme dy-
namique de Nambu.
Munissons 'espace M de la structure 2-symplectique canonique
(6,6% F) définie par

0! = dz Adz,
0% = dy A dz,
E = Ker dz.

Les applications hamiltoniennes de la structure 2-symplectique sont les
applications du type
H: M — R?

dont les composantes sont données par

{ H' = f(z)z+ g'(2),
H? = f(2)y+g°(2),
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ou f, g' et ¢g? sont des fonctions réelles définies sur I'espace M . Les
trajectoires du systéme hamiltonien Xz de la structure 2-symplectique sont
données par les équations suivantes :

de  9H' dy  OH® dz

de __OH! oH? oH. _ oH?
a9z 'dt 0z dt  oxr Oy

Théoréme 2.2 Soient H = (H', H?) avec H' = f(2)x + g*(2) et H? =
f(2)y+g2(2)), une application hamiltonienne de la structure 2-symplectique.
Alors le systeme hamiltonien X et le systéme dynamique de Nambu X7,
sont liés par la relation X7, = f(2)Xg.

Démonstration. Cela résulte directement des relations suivantes:

D(H',H?*) _f(z)ﬁHl DH'H?*) (Z)8H2
D(y,z) 0z ' D(zx) 0z’
et
1 2 1 2
D(H', H?) _ _f(z)aH _ _f(z)aH '

D(z,y) Ox

Corollaire 10 La fonction
(f(2)) " H = (z + b (2),y + h'(2))

est une solution des équations du mouvement de la mécanique statistique
de Nambu sur le domaine de l’espace ot f(z) ne s’annule pas, ici

W) = (f(2))7'g'(2) et R*(2) = (f(2))7'6%(2).

2.6 Algeébres de Lie k-symplectiques

2.6.1 Définition

Soit G un groupe de Lie de dimension n(k + 1) d’algebre de Lie G, muni
d’une structure k-symplectique

6',...,0% E).

On suppose que cette structure est invariante a gauche c’est-a-dire. pour
tous g,z € Geta=1,...,kona
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L Lyo® = 0%

2. (Lg)+Er = Eyp.
Soit F le feuilletage invariant & gauche défini par le sous-fibré E. La
feuille H de F passant par I’élément neutre e de G est un sous-groupe de
Lie connexe de G de codimension n. Désignons par H 'algébre de Lie du
sous-groupe H. On a donc associé au sous-fibré E une sous-algébre de Lie
‘H de G telle que:

04(X,Y) =0

pour tous X,Y € H (on identifie la forme différentielle 0%(e) en ’élément
neutre de G avec la forme bilinéaire sur G correspondante, notée également
0).

Réciproquement, soit H une sous-algeébre de G. Pour tout x € G on
pose

Py = {X, € T,G | 7(Xa) € H}

7 étant la 1-forme de Maurer-Cartan de G. Le champ d’éléments de contact
P, ainsi construit, définit bien un sous-fibré intégrable de T'G. La feuille H
du feuilletage F associé au sous-fibré P passant par ’élément neutre e de
G est un sous-groupe de Lie connexe H de G d’algebre de Lie H tel que les
orbites de H agissant par translations & droite dans G soient les feuilles de

F.

Définition 2.6  Soient G une algébre de Lie de dimension n(k + 1) sur
K (K=R ouC), 8,...,0% des 2—formes fermées de A*(G) et H une sous-
algébre de Lie de G de codimension n. On dit que (91,...,0k;H) est une
structure k-symplectique sur G si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. le systéme extérieur {91,02,~-- ,Gk} est mon dégénéré, c’est a dire
A NN AB%) = (0)

2. La sous-algébre de Lie H est un sous-espace totalement isotrope par
rapport & chacune des 2-formes 0, c’est a dire 0“(x,y) = 0 pour tous
x,y appartenant a H.

Exemple Soit A un espace vectoriel de dimension n(k+1) sur K (K =R
ou C) et (wj)lgjgn(kﬂ) une base de I'espace dual A* de A.
Considérons I’application 6 de A* dans A%(A*) définie par :

S = Z?:_ll WkET A rktitl pour 1 <i <k,
owt =0 sik+1<a<nk+1,
5wnk+z —_ _wnk+1 A wnk+i pour 2<i<n.
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On a 0 o6 = 0, donc application ¢ confére a A une loi d’algebre de Lie.
Soit (Xj)i1<j<n(k+1) la base de A ayant pour base duale (wj)lgjgn(kﬂ), et
soit J I'idéal de A engendré par (X;)i<j<nk- Le (k+ 1)-uple

(0 = ow?, ..., 08 = 6wk )

définit bien une structure k-symplectique sur A.

2.6.2 Algeébres de Lie 1-symplectiques nilpotentes
Rappelons le théoreme de A. Medina ([32])

Théoréme 2.3  Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie G complétement
résoluble. Si Q0 est une forme symplectique invariante sur G alors (G,Q)
posséde un feuilletage lagrangien invariant.

Rappelons qu’une algébre de Lie G est dite complétement résoluble si la
représentation adjointe de G est trigonalisable, autrement dit s’il existe une
suite décroissante d’idéaux de G de dimensions n, n —1, n —2,..., 0, ol
n = dim G. Par exemple toute algébre de Lie nilpotente est complétement
résoluble.

Corollaire 11 Toute algébre de Lie symplectique nilpotente est 1-symplectique.
Conséquence : Classification des algébres de Lie nilpotentes 1-symplectique
de dimension < 6.

dimG = 2
L’algébre de Lie est abélienne. Ses équations de structure sont

do; =0 (i=1,2).

dimG =4
1. L’algebre abélienne dont les équations de structure sont
da; =0 (t=1,...,4).
2. L’algébre hs @ a définie par

dayp = ag N ag
da; =0 (i=2,3,4).
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3. L’algébre n4 définie par

day = a1 N ag

das = a1 N g
do; =0 1=2,3.

dimG =6
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Toute algebre de Lie nilpotente de dimension 6 munie d’une structure 1-
symplectique est isomorphe a 'une des algébres suivantes:

dag = a1 A as
n doyg = a1 N ag
6,3 das = a1 Nag + as A ag
\dOéGZOél/\Oé5+062/\Oé4
( das = a1 A ag
dayg = a1 N ag
n
6,4 dos = a1 N oy
\dagzal/\o&—i—ag/\ag
( dag = a1 A as
n dog = a1 N ag
6,5 das = a1 N ay
L dog = a1 N ag
( das = a1 A as
n day = a1 N as
6,6 das = ag N ag
\daﬁzal/\a4+a2/\a5
dag = a1 A g
n dog = a1 N as
6,7 das = ag N ag
dog = a1 Nayg — as A as
dasz = a1 N g
day = a1 N ag
ne,8
' das = a1 N oy
L dog = ag N\ a3

doy = a1 N ag
16,9 das = a1 ANag+as Aoy
dog = ag N as + ag A ay

dog = a1 N o
16,10 das = a1 A oy
dog = a1 Nas +as Aag+as Aoy
dog = a1 N o
ng,11 das = a1 A oy
dog = a1 A\ as + ag A as
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doy = a1 N\ ag
n6,12 doas = a1 ANag+ a1 Aoy
dog = a9 N\ oy
doy = a1 N\ ag
dos = a1 ANag+ as Aoy
dog = a1 N\ oy

16,13

doy = a1 N ag
doas = a1 ANag —ag Aoy
dog = a1 N ag + ag A\ ag

16,14

dog = a1 N o
das = a1 A ag
dog = a9 N\ oy

76,18 {
dog = a1 N o
dos = a1 A ag

dag = a1 Nag 4+ as A as

6,19

dog = a1 N o
dos = a1 A ag
dog = a1 N\ oy

16,20

dog = a1 N o
dos = a1 A ag
dog = a9 N ag

ng,21

dos = a1 Nag — a3z A\ oy

16,2
6,23 dog = a1 Nag+ as Aoy

n dos = a1 A\ as
6,24 dog = a1 Nag + ag Aoy

dag = a1 A g
ns1 ® K doz4:a1/\a3
5 =1 Nag+ as N\ asg
3 =01 N\ Qg
4 =01 \Nas
5 =1 N\ Qg

ns,Q@K{
dog = a1 N g
n5’4@K{ das = as ANag+ a1 Aoy
do
das

aq = a1 A

n K
5,5 D — a1 Ao



2.7. ALGEBRES DE LIE K-SYMPLECTIQUES EXACTES 95

dag = a1 N oy

K2
na1 @ { das = a1 N as

s B 1 daz = a1 N g
3 3 dag = ayg N a
ng@K?){dag:Oq/\OQ

abélienne { da=0

les notations sont celles correspondant aux classifications données dans [27].
Les équations de structure triviales (daw = 0) non pas été écrites dans les
définitions ci dessus.

2.7 Algeébres de Lie k-symplectiques exactes

Soit A une algebre de Lie k-symplectique définie par (91, 0T ) . Nous
allons supposer, dans ce paragraphe, que les formes définissant la structure
k-symplectiques sont exactes :

o' = dw',... 0% = duF,
ot wl,...,wF sont des formes linéaires indépendantes sur I'algébre de Lie A

vérifiant:
A=J+ (Kerw'n-- N Kerw")

Nous allons également supposer que la sous algébre J est un idéal de A de
codimension n. Ces algebres de Lie seront dites exactes du type (k,n; 7).

Lemme Dans les hypothéses et notations ci-dessus, il existe une base
(Xj)1<j<nk de T telle que

w'(X;) =43
pour tous r,j (r=1,...,k et j=1,...,nk).
Démonstration. Soient ey, ..., ex des éléments de A tels que w”(e;) = J7.
L’hypothése ci dessus montre que pour tout (i = 1,...,k), les vecteurs e;
s’écrivent sous la forme e¢; = X; + Y; avec X; € J et Y; € (Kerwl N---N
Kerw"). Pour tout i(i =1,...,k on a

W'(X;) =w(e) =9;.

Les vecteurs Xi,..., X sont linéairement indépendants. Montrons tout
d’abord qu’on peut les compléter en une base (Xi,..., Xp, X; . 1,..., X))
de J telle que w" (X)) ne soit pas nul pour r = 1,..., k et u > k. Complétons
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en effet (X1,...,Xg) en une base quelconque (X1,..., Xg, X\ ;... X))
de J. Pour tousr=1,...,ketu=k+1,...,nk, on pose

pu = W' (Xu)

et pour 7 n’appartenant pas a lensemble {pI, | r = 1,....k, u =Fk+
.,nk} NK*, on définit

X =X — (X1 + ...+ Xg)-

Les vecteurs X1, ..., Xz, X,’H_l, ..., X, déterminent une base de J telle que
w'(X,) = py, —y#0pour tous r =1,..., ket u=Fk+1,...,nk. Pour tout
A= (a}) € Gl(n — 1,K) on pose

1)k (n—1)k
RN DD O EERET e
=1 j=1 7j=1
pour tout v =1,...,n — 1. Les vecteurs (Xj)lgjgnk forment une base de J

tellequew(X)—(STpourtousr—l Lketj=1,...,nk

Proposition 2 . Si (6! = dwt,. .., 0F = dwP; J) est une structure k-

symplectique exacte, alors on peut compléter (wl, e ,wk) en une base

de A* telle que la loi d’algebre de Lie de A soit définie par

n(k+1)
dw® = Z (ZC?GWS) Aw?, a=1,...,k,

a=nk+1 \s<a

dw” = Z Cr.w' AW, r=nk+1,...,nk+1),
nk+1<u<v<n(k+1)
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et la matrice

Cll,nkJrl CQI,nk+1 CrlLk,nkJrl
Cluien) Ohieny - Clintory
Cf,nkJrl Cg,nk+1 C:Lk,nkJrl
Cloierry Congry - Chngionn
Chiri Chunr - Chipn
.Cf,n(k-‘rl) b§,n(k+1) .Cjik,n(k—‘rl)

est inversible.

Démonstration. Soit (X;)i1<j<nk une base de J telle que

(X)) = 8
pour tous 7,5 (r=1,...,ket j=1,...,nk) et soit (Xpgs1,... Xp@y1)) une
base quelconque de Kerw! N---NKerwk et (W7, ... W k1 . wnb+D)

la base duale de (X1, ..., Xk, Xg11,. .., Xpq1)). La relation
w'(X;) = w"(X;) = 0}

pour tous r,7 = 1,...,k, montre que w® = w® pour tout o = 1,...,k.
CommeJ est un idéal de A

n(k+1)
[XSaXa] == Z CoaXr € T
r=1
pour tous s =1,...,nk et a=1,...,n(k+ 1), et par conséquent on a
Ci,=0
pour tous r =nk+1,...,n(k+1), s=1,...,nk; ce qui montre que
dw" = Z Cr,w" Aw?,

nk+1<u<v<n(k+1)
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avecr =nk+1,...,n(k+1). Lorsque r = 1,..., k écrivons
n(k+1)
dw” = Z 5@ N Wl + Z (Z(J;awS) A w®.
nk+1<s<j<nk a=nk+1 s<a

La deuxiéme condition de la définition d’une structure k-symplectique mon-
tre que

pour tousr =1,..., ket s,j=1,...,nk, dou

n(k+1)

dw” = Z (ZC;aws)/\w“.

a=nk+1 s<a
L’inversibilité de la matrice C' résulte de la non dégénéréscence du systéme
{0,602, 0%} .
Les algebres de Lie k-symplectiques en codimension 1 (c’est a dire n = 1)
sont complétement détérminées par le

Corollaire 12 Dans les hypothéses et notations ci-dessus, st n = 1 la loi
d’algébre de Lie de A est donnée par :

dw! = (a}w! + ... + atwh) AWkt

dwt = (afwt + ... + afwk) A Wkt
duFtl =0

la matrice A = (a)1<up<k est inversible.

2.7.1 Algébres de Lie du type (2,2;7)

On se place ici dans le cadre des algébres de Lie 2-symplectiques du type
(2,2; 7). Ces algebres de Lie sont données par

dw: ~ (25:;1:1 gsaf)ws) Aw® + (22:1 Cow®) A w® a=1,2
dw® = uw® AN w
dwb = vw® A Wb

avec u = C24 et v = C%. Les équations de Jacobi ddw® = 0 vont permettre
de déterminer dw? et dw*. Pour simplifier les calculs nous allons nous placer
dans le cas suivant

Cis = C35 = Cig = Ci = 1,
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les autres constantes de structure C’Slj et C’fj étant nulles. L’algébre de Lie
dont les constantes de structure non définies par ces conditions sont nulles
est l'algebre 2-symplectique modele (toute algébre 2-symplectique est une
déformation de ce modele) définie dans 'exemple du paragraphe 6.1. Les
relations ddw! = ddw? = 0 donnent

CH=14+v , C}=u
Ci)’z:C§3:C%4:C§320234:C§5203?4:02520
Cih=1+v , Ck=u
CfQ:Cf3:Cf4:Cf5:C§3:C§4:C§4:C§5:O.

Les relations ddw? = ddw* = 0 impliquent

2u+v(Cis +u) =0
—u? — 2003 +uC3; =0
—2'UC236 + UCEG = O
—27)0:[[16 + 'UzCéG = O

2u +uv +vCig =0

—u? — 2003 +uCls =0
’UC:;% =0

Si v = 0, alors on a aussi © = 0; on obtient ainsi une famille d’algébres de
Lie qui dépend de 10 parameétres :

dw' = wh Awd 4+ w3 A Wb
dw? = w? Awd + wh A Wb
dw? = w3 A wd + C3swt A wb + Cisw? A wb + C3sw? A wb + Ciswt A w®
+C3swd A Wb
dw* = Clgw! A wb + Cgw?® Aw® + Chwd A wb + wh A wd + Clgw? A w®
+C3swd A Wb
dw® =0
[ dw® =0

Lorsque v # 0 on obtient :

026 = C§6 = 05)62: 0%6 =0
1
C§6 = 0%6 = (v;rv)
2-+v)
C§)6 = 05116 = - v s

)
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les constantes Cgg et Cas étant arbitraires; on obtient ainsi une famille d’
algeébres de Lie qui dépend de 4 paramétres :

(dw' = w! Aw® + w3 AW
dw? = w2 A w® 4+ w* A Wb

(2+v) 6

dw?® = uw! Aw® — (UHv)w Awl + (14 v)wd Awd — WIAw
+C’§’6w5/\w
dw* = uw? A w? — (Hv)w Awb 4+ (1 +v)wt Awd — (2;rv)w4/\w6
C'Gw A wb

dw® = uwd A Wb
dwb = vw® A Wb

ot u, v, C3s, Cfs sont des paramétres avec v # 0.



Chapitre 3

VARIETES
E—SYMPLECTIQUES
AFFINES

3.1 Variétés affines

3.1.1 Définition

Soit M une variété différentiable de dimension n. On dit que M est une
variété affine §'il existe un atlas (U,, p,) de M dont les changements de
cartes soient des restrictions d’applications affines de R™. Se donner une
structure affine sur M équivaut & se donner une connexion

V:I'(TM)xT(TM) - T'(TM)
telle que les tenseurs de courbure et de torsion
E(X,Y)=Vixy — (VxVy — VyVx)
T(X,Y)=VxY —-VyX — [X,Y]

soient identiquement nuls.

3.1.2 Exemple

La sphére S' est une variété affine. C'est en fait la seule sphére affine.
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3.2 Groupes de Lie affines

3.2.1 Définition

Un groupe de Lie G est dit affine s’il existe une structure affine invariante &
gauche, c¢’est-a-dire telle que pour tout x € G l'application

L,:G—G

définie par

Ly(y) = xy
est affine. Autrement dit, G est muni d’une connexion plate invariante a
gauche.

3.2.2 Produit symétrique a gauche

Soit G l'algebre de Lie du groupe de Lie affine G. En identifiant les champs
de vecteurs invariants & gauche sur G et les éléments de G, on définit un
nouveau produit sur G en posant

X Y =VyxY.
Comme V est a courbure nulle, ce produit vérifie
XY -Z2)-Y - (X-2)=[X,Y]-Z

Un tel produit est dit symétrique a gauche. Le crochet de Lie de G en est
I’anticommutateur.

Tout groupe de Lie symplectique est affine. En effet le produit dans
I’algébre de Lie G donné par

0(X Y, Z) =—0(Y,[X, Z])

ou 0 est la forme symplectique invariante & gauche, est symétrique & gauche
et associé au crochet. On en déduit

Proposition 3.1 Tout groupe de Lie 1—symplectique est affine.

Notons toutefois qu’il existe des groupes k—symplectiques non affines.
Prenons par exemple le groupe simple SI(2). Il existe une base (w!,w?, w?)
de sl(2)* vérifiant

dw! = w? A WP
dw? = 2wt Aw
dw3 = —2w! A WP
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Les formes 6% = dw? , 62 = dw? et le sous groupe associé & Ker w' définissent
une structure 2-symplectique sur le groupe Si(2). Comme ce groupe est
simple, il n’admet aucune structure affine invariante & gauche. Le probléme
est donc posé de déterminer les groupes k—symplectiques affines. Dans ce
chapitre, nous allons montrer que toute variété munie d’une structure k-
symplectique est affine en restriction & chacune des feuilles des feuilletages
canoniquement associés a cette structure.

3.3 Feuilletages caractéristiques

3.3.1 Définition

Soit M est une varié¢té différentiable de dimension n(k + 1) munie d’une
structure k-symplectique (81, ...,6%; E). Soient TM/E le fibré quotient de
TM par E c’est-a-dire la réunion des espaces quotients T, M/ FE,. Notons
v la projection canonique TM — TM/E = vE et soit v*E le fibré dual
de vE, cest-a-dire le fibré dont les fibres v*E, sont égales a (T, M/E,)".
Le sous fibré F étant par définition intégrable, il définit un feuilletage sur M
que 'on désignera par F. D’aprés le théoréme de Darboux, il existe pour
chaque point © de M un voisinage U et un systéme de coordonnées locales
(2 $i)1§a§k71§i§n définies sur U, dites adaptées, telles que

n
v = Zd:ﬂai/\d:ni ., By = Kerdz'n ... N Kerdz"
i=1

pour tout a(a = 1,..., k).

Ceci est équivalent a dire qu’il existe un atlas A de M , appelé atlas
de Darboux, tel que les changements de cartes soient dans le pseudogroupe
des difféeomorphismes locaux de R™* 1 laissant invariante la structure k-
symplectique canonique de cet espace. Il résulte des expressions canoniques
de Darboux que les formes différentielles 6% (o« = 1,..., k) sont de classe
2n. La distribution

z — Cyx(0%)

ou C,(0%) est I'espace caractéristique au point = de la 2-forme 6%, définit
un sous-fibré intégrable de T'M .
Pour tout a(aw=1,...,k) on pose

E* = () C(6°).
B
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En termes des coordonnées locales adaptées (2, x")1<q<k 1<i<n , ON &
el

1. vE est engendré par les dérivations R
ox o™
2. vxE est engendré par les formes différentielles dz?, ..., da",
3. E“% est engendré par les dérivations %, ey 890% .
Proposition 3.2 On a :
Proposition 3 i) pour tout a(aw = 1,...,k), le sous-fibré E* est inté-

grable,

ii) E = E'®...®E" (somme directe) et [E*, EP] C Va5 C(07)
dés que a # 3,

iii)  pour tout a(a = 1,...,k) Uapplication X +—— i(X)0% définit un
isomorphisme i, de fibrés vectoriels au dessus de M de E* sur v*E.

Démonstration. Seule la deuxiéme partie de la propriété ii) nécessite un
commentaire. Soit X € E* et Y € Ef. On a
i([X,Y)0" = Lxi(Y)0" —i(Y)Lx0"
= —i(Y)Lx0"
= —i(Y)(i(X)dO" 4+ d(i(X)07))
=0

des que v # a et B.

Définition 3.1 Les feuilletages F* (o = 1,...,k) de M définis par les
sous-fibrés intégrables E% sont appelés feuilletages caractéristiques de la
structure k-symplectique.

En termes de coordonées locales adaptées (2, wi)lgagk,lgign I’application
i exprime la dualité 8;% —— dx® entre la géomeétrie le long des feuilles
F© et la géométrie transverse.

3.3.2 Structures affines des feuilles de F©

Considérons 'atlas A de Darboux de M. Les changements de cartes locales
s’expriment par

ST (L B L T (a0

" .

i ox’

Y = E —
L O’
Jj=1

On constate que ces expressions sont affines par rapport aux coordonnées
i
X .
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Proposition 3.3  Toute feuille de F*(a=1,...,k) et de F est munie
d’une structure affine.
3.3.3 Connexion associée
La connexion de Bott 57 de F est définie par application R-bilinéaire
v : I(E)xI'(vE) — T(VE)

donnée par .
VXZ = V[Xa 7] )

pour tous X€I'(E) et Zel'(vE) ou Z € x(M) tel que v(Z) = Z. La
Valeir de 7y Z ne dépend pas du choix de Z. Rappelons que la courbure k&
de v/ est donnée par

E(Xv Y)Z = gxgyz - §Y§XZ - §[X7Y]Zv
pour tous X,Y € I'(E) et Z € T'(VE).
Proposition 3.4 k(X,Y) = 0 pour tous X ,Y € I'(E).

Démonstration. Soient XY € I'(E), Z € T(WE) et Z € x(M) tel que
v(Z) = Z. Posons

on obtient

X,Y)Z =

D’ou la proposition.

Nous allons définir sur chacune des feuilles de F¢ , a partir de cette
connexion de Bott, une connexion affine. Soit £ une feuille de F%. Pour
tous X, Y € x(£) on pose

VY = i (Vi (ia(Y)))
ou v/ est Papplication de T(E®) x ['(v*E) dans I'(v*E) définie par

(Vx0)Z = Lx(o(2)) — o(Vx2)
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pour tous X € I'(E?®), 0 e '(WV*E) et Z € I'(vE); Lx dénote la dérivée de
Lie par rapport & X. vy définit une connexion sur la feuille £. Calculons
les tenseurs de torsion et de courbure de cette connexion.

Soient T le tenseur de torsion de la connexion T/, Z une section locale du
fibrée vE — M et Z une section locale du fibrée TM — M telle que
v(Z) = Z.0Ona

04T (X,Y),Z) = 0°(VxY — vy X.Z) - 0°(X.Y].Z)
et
0 (VxY = vy X.Z) = 0%, (Vx(ia(Y)) — Vy (ia( X)), Z)
= (Vx(ia(Y))(2) = (Vy (ia(X))(2),

donc

0°(VxY — VyX,Z) = Lxia(Y)(Z2) —ia(Y)VxZ — Lyia(X)(Z)
+ia(X)VyZ = Lx(6°(Y,2)) — 0%(Y.[X, Z])
+ Ly (04(Z, X)) + 04(X,[Y, Z])

et par conséquent

04(T(X,Y),Z) =Lx(0°(Y,Z))+L (9“(7 X)) _
+0%(X [Y, Z2]) — 0°(Y, [X, Z]) — 6°([X, Y], Z)
= d9*(X,Y,Z).

La forme 6% étant fermée, 6*(T(X,Y),Z) = 0. Mais 0*(T(X,Y),Z) =
—io(Z) (T(X,Y)), et comme Z est arbitraire et i, est un isomorphisme,
ona T'(X,Y) =0.

Soient k, k et k*les tenseurs de courbure de v/, v/ et 5* respectivement.
Ils sont reliées par

la(k(X1, X2)Y) = k*(X1, X2)(ia(Y))

o X1, Xo,Y €x(L£). Mais k = 0, donc k* =0 et k = 0.
On a donc montré la proposition suivante :

Proposition 3.5 La connexion <7 est plate. Elle définit une structure
affine sur la feuille L.

Nous allons & présent définir une connexion plate sur chacune des
feuilles du feuillettage F induisant les autres connections affines plates que
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nous venons de définir sur chaque feuille des feuilletages caractéristiques.
Cette connexion se construit de la maniére suivante : soit M une feuille de
F. Pour tout X,Y € x(M), on pose

DxY = Z VX ia(Y?)))

oitles Y € T'(E?) sont tels que Y = Y+ .+ Y* Il est clair que D définit
une connexion sur M qui en restriction a £ vaut V. Cette connexion est &
torsion nulle. En effet si X et Y € I'(E) , alors

0*(T(X,Y),Z) = 6*(DxY — DyX,Z) — 0°(|X,Y],2)
et
0% (DxY = DyX.Z) =Y 02035 (Vx (YD) ~ Ty (15(X7)). Z)
= 0%(i, (Vx(ia(Y?)) = Vy (ia(X?))). Z)
donc

04(DxY — DyX,Z) = Lxia(Y*)(Z) —ia(Y*)VxZ — Lyia(X*)(Z)
+ia(XY)VyZ = Lx(0°(Y?, Z)) — 0°(Y,[X, Z])

+ Ly (0°(Z, X)) + 6%(X,[Y, Z)),

et par conséquent

0°(T1(X,Y),Z) = Lx(0*(Y,Z)) + Ly (6°(Z,X)) .
+07(X, [V, Z]) - (Y, [X, Z]) — 0°([X,Y], Z)
= d0°(X,Y,7)

Ainsi la torsion 77 de D est nulle. Ceci montre en particulier que si X
€T (EY) et Y € I'(E®) alors

(X,Y] =DxY — Dy X.
Quant a la courbure, sa nullité se démontre d’une maniére identique.

Théoréme 3.1 Soit M une variété munie d’une structure k-symplectique.
Alors les feuilles du feuilletage F et des feuilletages caractéristiques sont

affines.
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3.3.4 Conséquences

Rappelons le théoréme de R. Blumenthal :

Proposition 3.6  Soit M une variété différentiable compacte dont le groupe
fondamental est fini. Alors M n’admet pas de feuillettage avec une connezx-
ton de Bott plate

Corollaire 13 Soit (M,F) une variété feuilletée possédant une connex-
ion de Bott plate. Si Hy(M,Z) = 0, alors le feuilletage F admet un
élément de volume transverse; c’est o dire F est défini par une q-forme
fermée sans singularité sur M ou q = codim(F).

On déduit
Proposition 3.7  Soit M une variété k-symplectique. Alors :

Proposition 4 1. Si M est compacte alors le groupe fondamental w1 (M)
de M est infini.

2. Si Hi(M,Z) = 0 alors le feuilletage F est défini par une n-forme
fermée sans singularité sur M, n = codim(F).

Rappelons qu'un automorphisme infinitesimal X du sous-fibré E est

un systéme hamiltonien si les formes différentielles i(X)8",...,i(X)0* sont
fermées. Soit X un systéme hamiltonien de la structure k-symplectique
6. ,0F: E). En termes des coordonnées locales adaptées

(2, 2" 1<a<k 1<i<n »

le champ de vecteurs X prend la forme

ou f; et g* sont des fonctions différentiables. Le champ de vecteurs X
satisfait a

LxovyZ — VyolxZ = VxyZ,

pour tous X ,Y € TI'(E). Comme ceci caractérise les transformations in-
finitésimales affines, on a :
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Proposition 3.8 Soit X un systéme hamiltonien. Alors le flot du champ
de vecteurs X respecte la structure affine des feuilles de F. i.e. X est une
transformation affine infinitesimale de ’espace M muni de sa structure de
variété différentiable de dimension nk définie par les feuilles de F.

3.4 Connexion en drapeaux de sous-fibrés

Soient M une variété différentiable, F un sous-fibré de dimension
q de TM, AP(M) Vespace des p-formes différentielles sur M et I'(E)
(resp. x(M)) le A°(M)-module des sections de E (resp. TM ). Soient
TM/E le fibré quotient de TM par E, v la projection canonique T'M —
TM/E = vE et v*E lespace dual de vE. Lorsque le sous-fibré E sera
intégrable, on désignera par F le feuilletage qui lui est associé.

Un repére transverse en un point « de M est un isomorphisme linéaire
de R? sur 'espace transverse (VE),. L’ensemble de tous ces repeéres est
un espace fibré principal Ep(M, vy, Gl(g, R)). Rappelons ([13]) qu'une con-
nexion w sur Ep est basique si et seulement si 'opérateur de Koszul associé

v : x(M)xT'(vE) — T'(VE)

satisfait la condition
VXZ = I/[X7 7]

pour tous X €T(E) et Z€T(vE), ot Z est un champ de vecteurs sur M
se projettant sur Z (v(Z) = Z).

En choisissant une métrique riemannienne sur M , on peut regarder
vE comme un sous-fibré de TM supplémentaire & £ (TM = EGvE).

Sous ce point de vue, 'opérateur v/ vérifie
VXZ = I/[X7 Z]

pour tous Xel'(E) et ZeI'(VE).
Soit T/ une connexion de Bott (basique) de E. Elle vérifie :

ngY = fuxY , UxfY = X(f)Y + fuxY.

pour tous X€I'(E), YET'(vE) et fEA’(M).

Nous allons, dans ce paragraphe, élargir la notion de connexion de Bott
a notre structure. Rappelons dans un premier temps un résultat relatif aux
structures symplectiques.
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Proposition 3.9  Soit (M,0) une variété symplectique munie d’un feuil-
letage lagrangien F . Alors toute feuille de F est munie d’une connexion
affine plate.

Ceci étant, soient M une variété différentiable connexe, F un sous-fibré
de T'M de codimension ¢ et F un sous-fibré de T'M contenu dans E
(FCE). Si E est intégrable, alors [X,Y] € I'(E) pour tous X,Yel'(F).

Soit Z€I'(vE), alors il existe un champ de vecteurs Z € x(M) tel que
7Z = v(Z); Z est bien défini modulo T'(E), donc pour tous XeI'(F)
et ZeT'(vE), VxZ = v[X,Z] est bien défini. On construit ainsi une
application R-bilinéaire

v : I(F) xT'(vE) — T'(vE)
vérifiant

ngY = fuxY , UxfY = X(f)Y + fuxY.
pour tous X€I'(F), YET(vE) et fEAY(M).
Definition 5  Une connezion en drapeau sur (E,F) est une application
R—bilinéaire .
v I'(F)xI'(vE) — I'(VE)

telle que o _
VXZ = V[Xv ]’

pour tous XEI'(F) et ZeT(vE), ou Z € x(M) satisfaisant ¢ v(Z) = Z.

Une telle connexion sera appelée F'-connexion sur FE.
Proposition 3.10 Soit E un sous-fibré de T M tel que
E = F'o.. oF?

ot F1 ... FP sont des sous-fibrés de TM tels que pour tout a(a=1,...,p)
il existe une F*-connexion va sur E. Alors le sous-fibré E admet con-
nexion de Bott.

Démonstration. Soient X =>P | X* e '(E), X*€l'(F*) et ZEL'(VE).
Si 'on pose

p
gXZ = Zgiaza

a=1
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on obtient
P

VxZ =Y v[X* 7] = v[X,Z],
a=1
ot Z € x(M) satisfait vZ = Z; ceci montre que 1/ est une connexion de
Bott sur E.

Prog)sition 3.11 Soit F un sous-fibré intégrable de T'M tel que FCE;
soit 7 une F-connezion sur E et soit k sa courbure. Alors k(X,Y) = 0
pour tous X ,Y € I'(F).

Démonstration. La courbure k de la F-connexion Y/ est une corre-
spondance qui associe a tout couple (X,Y) € I'(F) x I'(F') I’application

E(X,Y) : I'(vE) — T'(vE) définie par
KX, Y)Z = xVyZ — VyVxZ — Vixy)Z ZeT(VE).

Soient X,Y € I'(F), Z € '(vE) et Z € x(M) tel que v(Z) = Z. Sil'on
pose

V[X77] = [X>7] ) V[Y>7] = [Y, Z],

on obtient

E(X,Y)Z

Cette notion de connexion en drapeaux permet de retrouver l’existence de
structure affine sur les feuilles des feuilletages caractéristiques.

3.5 Variétés k-symplectiques affines

3.5.1 Structure des variétés k-symplectiques affines

Définition 3.2 Une variété M de dimension n(k+ 1) munie d’une struc-
ture k-symplectique
0,...,0%; E).

est dite k-symplectique affine si l'atlas de Darboux associé o la structure
k—symplectique définit sur M une structure de variété affine.
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Nous avons vu qu’il existait des variétés k—symplectiques non affines. Le
groupe de Lie SI(2) en est un exemple. Par contre, les feuilles des feuilletages
caractéristiques sont toujours munies d’une structure affine. Dans le cas de
S1(2), ces feuilles s’identifient a des 2-plans symplectiques donc affines.

Soit Gp(k,n;R) le groupe des transformations affines de R7(k+1)
laissant invariante la structure k-symplectique canonique de R™*+1) . Le
groupe Gp(k,n;R) est ’ensemble des transformations affines X —— AX+B
de R™*+1) telles que A € Sp(k,n;R) (défini dans le chapitre 3).

Proposition 3.12  Soit M une variété k-symplectique connexe affine
compléte de dimension n(k+1). Alors M est un quotient M = R*++1) /T
de groupe fondamental T', ou T' est un sous groupe de Gp(k,n;R) qui opére
de maniere proprement discontinue sans point fize sur R**k+1)

M =R/ p (M) =T,

Rappelons qu’une variété affine est compléte si les géodésiques de la
connexion plate sont définies sur R.
Démonstration. La variété M étant connexe affine compléte, c’est un
quotient R"*+1) /T dont le groupe fondamental (M) est isomorphe & T,
ot I' est un sous groupe de A(n(k + 1)) opérant proprement discontinu
sans points fixes sur R *1) (voir [46]) . Soit

q: Rn(k-f—l) - M = Rn(k-‘rl)/r
la projection canonique (¢ est un revétement), et soit P le sous-fibré de
TR 1) défini par ¢, Py = Ey) pour tout x € R +1) | Le (k+1)-uple
qo,...,q" 0% éfinit une structure k-symplectique I-invariante sur
g *9%, P) definit tructure k lectique T-invariant
R™*+1) Les changements de coordonnées de M sont des transformations
affines de R™*+1) laissant invariante la structure k-symplectique canonique

de cet espace. La définition de la variété quotient M = R”(k“)/F, nous
permet de voir que I' est contenu dans Gp(k,n;R).

3.5.2 Cas ot le feuilletage F est de codimension 1

Soit Hp(k,n;R) le groupe affine k-symplectique

I, 0 S T
I, S Ty
0 I, Q

0 0 1
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ou I, est la matrice unité d’ordre n, Si,---, Sp sont des matrices réelles
symétriques du type n xn et 11,...,T, @ sont des vecteurs colonnes de
rang n. On désigne par (S,Q,T) les matrices de cette forme ou S =
(S1,...,5), T = (T1,...,Tx).

Proposition 3.13  Soit M une variété k-symplectique connexe locale-
ment affine compléte de dimension k+1. Alors M = RFY/T ayant pour
groupe fondamental T', o T' est un sous groupe de Hp(k,1;R) agissant de
facon proprement discontinue sans point fize sur RFt1 :

M =RFUT | m (M) =T.

Démonstration. Il découle de ce qui précéde que la variété M est un
quotient RkH/ I'" dont le groupe fondamental est isomorphe & I', ou I' est
un sous-groupe de Gp(k,1;R) opérant de maniére proprement discontinue
sans point fixe sur R¥*1. Une transformation affine g € Gp(k, 1;R) est sans
points fixes si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) g=1(S4q7T) € Hp(k,1;R).

(2) T ¢ R.S.

En particulier on a I' C Hp(k, 1;R).

Cas particulier n=1 et k=2.
Soit 192912 le sous groupe de Hp(2,1,Z) engendré par

(SoaoaTO) ) <m50707T1) ) (527(]27T2)

ot SO 82, 10 TV 1T? € 72, qa € Z* , m € Q avec qo # 0, Det(T°,TV) #
Oet § = mDy ici § et Dy désignent les déterminants Det(T%,S°) et
Det(T?, S%) respectivement.

Proposition 3.14 On a

(i) le sous groupe 192012
sur R3,

(ii) le quotient M = R3/T9?012 est une variété 2-symplectique compacte
conneze affine orientable et compléte.

(i4i) La variété M = R3/T92012 est homéomorphe au tore T3 si et seule-
ment si SO = 0.

opére proprement discontinu sans points fixes

Démonstration.
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(i) Tout élément g de T92012 gécrit g = (S,q,T) avec

S = (X)) + m(Ei, 8:))S° + (i, 7:)8?

0 a= (Liv)e
T = (23:1 (Z?zl(%‘ + mﬁj)) Vp) @S’ + @Pyr )5
+ (X ) TO + (7 BT + (i va)T?

ou m est un entier naturel, «;, 8;, v; € Z quelsquesoient 7,5,k =1,... , net P, =
¥(y—=1)/2. Si g a des points fixes alors > ;" ;v; = 0 et il existe A € Q tel
que T'= AS; ceci montre que

p

Z(O‘j + mp;) | =0,

j=1
et aussi que g = (0,0,0). Si Dy # 0 alors

p
Z(a]‘ + mB]) Dy =0

j=1
et ¢ = (0,0,0). Si Dy = 0 alors 6 = 0 et on a deux possibilités :
1. Si S° = 0 alors g = (0,0,0).

2. Si SO #£ 0 alors T, Tt € R.S? et det(T°, T') = 0; ceci contredit le
fait que det(T°,T') # 0. Ainsi Dy # 0 et g = (0,0,0).

Nous avons prouvé que le sous groupe G = FgQOlQ agit librement sur R3.
Montrons maintenant que I'action de G est proprement discontinue. Pour
cela les conditions suivantes doivent étre satisfaites :

1. tout point Qo € R? posséde un voisinage ouvert U tel que I’ensemble

{9€G | gUNU #0} est fini,

2. si deux points Q; et Q2 de R3 ne sont pas congrus modulo G,
alors 1 et Qo possédent des voisinages ouverts Uy et Us tels que
gUiNUy = ) pour tout g € G.

Deux cas sont possibles.
1. S° #£o.

Soient pg € Z et qo € N* tels que m = Z)—g. Soient Qo = (0,0, 20) €

R3,

1 | D,

£ = min(=—

2q0 " 2qo(|SY| + 155])

) )
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et soit Up la boule ouverte B(Qo,e) de centre Qo et de rayon ¢ (pour la
norme ||(u,v,w)|| = maz(|u|, |v|,|w])). Soient g € G tel que gUNU #
et soit Q = (z,y,2) € U tel que ¢(Q) = («/,y',2') € U. On a

lz—2'| <2 , Jy—9|<2 , |z-2]<2e.
Il résulte de (a), (b), (¢) que l'on a
n
2= 2 = [(Q_ i)l <26 < 1
i=1

et, donc, | > 1" ;| est un entier naturel inférieur strictement a 1, donc
Yy v; = 0 et z = 2. Les inégalités |z —2'| < 2e et |y —¢/| < 2¢
impliquent

[3(a" — @) = SY(y —y)| < 2e(SY] + |S3]).-

De nouveau on obtient (en vertu de (a), (b), (c))

| ((Za» + m<2m>> wl <1,
=1 =1

donc (30 i) + m(>2,B;) = 0; dou golz — 2’| et goly —y'| sont
des entiers naturels inférieurs strictements a 1, donc z = 2’, y =3’ et par
suite g = (0,0,0); en d’autres termes, on a

(g€ G| gUNUAD} = {idgs}.

Considérons maintenant deux points Q1 et @2 de R? non congrus modulo
G, soit K une partie compacte de R3. Soit 7 > 0 tel que K C B(Q1,7);
ou B(Q1,r) estlaboule ouverte de centre ()1 et derayon r. Les ensembles
suivants

Er = {vy€Z]| |yl <r}
Ey =  {(a+mB)qg | la+ mp| <2r(|SP|+153]) , «, B €Z}
et

Es3) = {(a + mB)z1SY + T2 +u | (a+mB)xnS? +~T2 +ul <7,
(a+mpB)g € B2,y € E1, ueZ} (s=1,2)

sont finis, donc G.Q1NK est fini; ceci implique que

inf{d(Q, Q1) = [|QQ1|| | Q € G.Q1} = a > 0.
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Soient
g = min(l Do g)
q ~ 4qo(|S?| +1S5]) T 27

et Uy (resp. Us) la boule ouverte de centre @1 (resp. Q2 ) et de rayon &’.
On a

G.UiNU; = 0.

2. SY=o.
Cette partie se traite de la méme maniére que le premier cas. Obser-
vons dans ce cas que I'92012 est un groupe abélien libre a trois générateurs.
(ii) Le fait que les vecteurs (T9,0), (T*,0) et (T2, gz) sont linéairement
indépendants nous permet de voir que le quotient R3 /192912 est une variété
compacte. L’orientabitité de cette variété résulte du fait que tout élément
du groupe Hp(2,1,R) est de déterminant positif.
(iii) Deux variétés compactes connexes complétes localement affines M

et My sont homéomorphes si et seulement si les groupes fondamentaux
m1(My) et m1(Mz) sont isomorphes; ceci implique que M = R3 /92012 est
homéomorphe au tore T3 si seulement si 71(M) = T929'2 est un groupe
abélien ce qui est équivalent a S = 0.



Chapitre 4

VARIETES
k-SYMPLECTIQUES
HOMOGENES

4.1 (G-espaces k-symplectiques

4.1.1 Systémes hamiltoniens stricts

Soit M une variété de dimension n(k + 1) munie d’une structure k-
symplectique (6',...,60%; E). On désigne par F le feuilletage défini par le
sous-fibré E . De la relation

Lxw =i(X)dw + d(i(X)w)
pour tout w € AP(M), on déduit :

Proposition 4.1 Pour qu’un automorphisme infinitésimal de F soit un
systéme hamiltonien il est nécessaire et suffisant que 'on ait

Lx0' = ... = Lx0* = 0.

Définition 4.1  Un systéme hamiltonien X sur M est dit strict s’il existe
une application H € C®(M,RF) telle que

§(X) =—dH

ou
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On désigne par Z(M) I'ensemble des systémes hamiltoniens et par H (M)
I’ensemble des systémes hamiltoniens stricts de la structure k-symplectique
(01,...,6% E). La variété M étant supposée connexe, on a alors

Proposition 4.2 Soient H wune application hamiltonienne de la structure
k-symplectique (01, .. .,Hk;E) et Xg le systéme hamiltonien associé. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

2. Xg =0,

3. H est constante sur M .

Conséquence. La suite d’algebres de Lie
0— RF ™ (M) % H(M) — 0
est exacte, v étant I'application de h(M) dans H(M) définie par
v(H) = Xy
pour tout H € h(M)et inj l'injection canonique.

Proposition 4.3 On a les propriétés suivantes :
1. [E(M),Z(M)] © H(M),
2. H(M) est un idéal de =(M).

Démonstration.  On a :
i([X, Y] = [Lx,i(Y)]0" = Lx(i(Y)0?) = —d(0°(X,Y))
pour tous X et Y appartenant & =(M), d'ou [X,Y] € H(M). La deux-
iéme propriété s’en déduit.
4.1.2 G-espaces k-symplectiques

Soient G un groupe de Lie connexe d’algebre de Lie G et M une
variété connexe de dimension n(k+1) munie d’une structure k-symplectique
6... ,0F: E). On suppose que G opeére différentiablement & gauche sur
M par :

o : GXM — M.

Pour tout g € G, on désigne par ¢, le difféeomorphisme

z — ¢(g,2).
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Définition 4.2 On dit que M est un G-espace k-symplectique si pour tous
geEG et xeM ona:

1. g0 = 0% pour tout (o = 1,..., k),

2. (pg)sEr = Epga) -

Si de plus Uaction de G sur M est transitive, on dira que M est un
G-espace k-symplectique homogéne.

Pour tout X € G, on désigne Xj,; le champ fondamental associé a
X par Paction de G sur M . Il est défini par

Xu(x) = d/dtj—o (p(exp(tX), x)).

Ce champ de vecteurs Xps est complet et la correspondance o : X +——
Xun , de G dans x(M) est un anti-homomorphisme injectif d’algebres de
Lie c’est-a-dire

(X, Y]y = =X, Y

Si de plus l'action de G sur M est effective, alors o est injective ([35]).

Soit x € M. On désigne par G.z la G-orbite de = et par G,
le sous-groupe d’isotropie de x par rapport a cette action. G, est un
sous-groupe fermé de G et l'espace homogeéne G/G, admet une structure
naturelle de variété différentiable; on conviendra de munir la G-orbite G.x
de la structure de variété différentiable pour laquelle la bijection ¢.G, ——
©(g,x),de G/G, sur G.z, est un isomorphisme de variétés différentiables.
Pour M non nécessairement connexe on a

Proposition 4.4 ([28/).  Pour tous © € M et y appartenant a la G-
orbite G.x de x, l'espace tangent T,(G.x) de G.x au point y est formé
des vecteurs tangents du type Xpr(y) tels que X € G et l'algébre de Lie G,
du groupe G, est formée des vecteurs X de G tels que a Xp(xz) =0:

T,(Gx) ={Xu(y) | XeG} , G ={XeG | Xu(z)=0}.

Il existe une action naturelle du groupe G sur Hom(G,R*) dite
coadjointe, définie par :

<AdY(f), X > = < f,Adg1(X) >,

pour tous g € G, f € Hom(G,R¥) et X € G. Les orbites de cette action
sont appelées G-orbites coadjointes.

Il résulte aussitot de la définition d’'un G-espace k-symplectique que
I'on a



80 CHAPITRE 4. VARIETES K-SYMPLECTIQUES HOMOGENES

Proposition 4.5  Soit M un G-espace k-symplectique. Pour tout X €
G, le champ de vecteurs Xps est un systéme hamiltonien.

Définition 4.3 Un G-espace k-symplectique M est dit strict si pour tout
X € G, le champ de vecteurs Xy est un systéme hamiltonien strict.

Proposition 4.6  Pour qu’un G-espace k-symplectique M soit strict, il

est nécessaire et suffisant qu’il existe une base (X',...,XP) de G telle que
les champs fondamentaux (lew .o, XB ) soient des systémes hamiltoniens
stricts.

Proposition 4.7 Un G-espace k-symplectique M est strict dans les cas
sutvants :

1. Le groupe de cohomologie de De Rham H'(M,R) est trivial.

2. G wvérifie [G,G] = G.

Démonstration. Soient M un G-espace k-symplectique et X € G. Si le
groupe de cohomologie de De Rham H!(M,R) est trivial, alors les formes
de Pfaff i(X)6",...,i(X)0" sont exactes. Il existe H € C°(M,R¥) tel que
j(Xg) =—dH , et donc M est un G-espace k-symplectique strict.

Si [G,G] = G, il existe des vecteurs (X', Y1... XV Y¥) € G tels
que

X = ZV;[X%',YZ‘]

et par conséquent on a

v

=1

Comme [E(M),Z(M)] C H(M) et que les champs de vecteurs fondamen-
taux sont des systémes hamiltoniens, alors

(X Yig] € H(M)

pour tout (i =1,...,v), et par conséquent Xj; est un systéme hamiltonien
strict, ce qui montre que le G-espace k-symplectique M est strict.

Définition 4.4  Soit M un G-espace k-symplectique strict. On appelle
relévement de M un homomorphisme d’algébres de Lie J de G dans h(M)
tel que pour tout X € G, le champ de vecteurs Xy coincide avec le systéme
hamiltonien associé & Uapplication hamiltonienne —J(X); autrement dit,



4.1. G-ESPACES K-SYMPLECTIQUES 81

un homomorphisme J de G dans h(M) est un relévement de M s’il rend
commutatif le diagramme suivant :

g
—J | N O

0 — RF M M) L H(M) — 0.

Un G—espace k-symplectique strict muni d’un relévement est appelée
G—espace hamiltonien.
4.1.3 Applications moments

Définition 4.5  Soit M un G-espace hamiltonien muni d’un relévement
J. On appelle moment de J, Uapplication J de M dans Hom(G,RF)
définie par

pour tous T € M et X €G.

4.1.4 Etude de ’espace k-symplectique canonique

Considérons l’espace réel R™*+1) muni de sa structure k-symlectique
canonique (#*,..., 0" E) définie par les 2-formes

¢ = z": dz® A dx’.
i=1

et par le sous-fibré E de TR™*1) defini par les équations
de' = ... = da" = 0.

(x xi)lgagk,lgign étant les coordonnées cartésiennes de R**+1) Soit M
lespace M = R™ x(R"—{0}) muni de la structure k-symlectique induite
par la structure k-symplectique canonique de R™*+1) - L’action naturelle
du groupe k-symplectique Sp(k,n;R) sur M est effective et M est un
Sp(k,n;R)-espace k-symplectique homogene strict. En effet tout élément
X de sp(k,n;R) s’écrit

A 0 S

A Sk
0 —tA
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ou A, S1,---, Sp sont des matrices n X n a coefficients dans R telles
que 'S, = S, pour tout a (« = 1,..., k). Désignons les coefficients
de la matrice A par wu;; et ceux de la matrice S, par s.i;. Le champ
fondamental Xj; associé & X par Paction de Sp(k,n;R) sur M est donnée
par

Xy(z) =Xz

pour tout z € M = R™x(R"\{0}). Dans les notations ci-dessus avec
v = (2, 2")1<a<k,1<i<n ON A :

i=1 a=1 j=1
1 n 9
a5 )
ou
n 1 n
7 o i,.J
fi ==Y uuxt , g* = —5 2 Saij@w.
i=1 ij=1

Il résulte aussitot que Papplication H de M dans R* de composantes

n
HY =Y fi@,.. 2"z + g2, 2"
=1

est une application hamiltonienne de Xj;. La correspondance X — —H
permet de définir, grace a la construction précédente, une application J de
sp(k,n;R) dans h(M) satisfaisant a

et

On vérifie aisément que J est un morphisme d’algébres de Lie. Donc
Papplication J confere & M une structure de Sp(k,n;R)-espace hamil-
tonien.
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Les composantes J* de I’application moment du relévement J est 'application
de M dans sp(k,n;R)* définie par :

n n

o T -

JH (2", 2")(X) = —( 'Zl ujr' e + 5 "Zl Saijt'T”)
,]= L,]=

pour tous z € M et X € sp(k,n;R).

4.1.5 Propriétés de ’application moment

Soient M un G-espace k-symplectique. Pour tous H € i(M) et g € G,
¢, € M(M) et plus précisément on a :

Xopir = (05 X1

Si a présent M est un G-espace hamiltonien muni d’un relévement J, alors
pour tous X € G et g€ G on a

Xerg(x) = (g )X (x) -

Il en résulte :

Proposition 4.8 Soit M un G-espace k-symplectique. Pour tout g € G,
Uapplication ¢ est un isomorphisme d’algébres de Lie de (M) dans lui
meéme.
Rappelons ([43]) que pour tout X € G, g€ G et t € R on a
exp (tAdyX) = gexp (tX)g "
En dérivant par rapport & ¢t on obtient
(Pg)e X = (AdgX) s

Si M est un G-espace hamiltonien admettant J pour relévement, on a
alors la relation suivante :

Xy a0) = (AdgX )

pour tous X € G et g € G. Autrement dit, pour tous g € G et X € G,
I’application
O(9)(X) = (p-1)"J(X) — J(AdyX)



84 CHAPITRE 4. VARIETES K-SYMPLECTIQUES HOMOGENES

définie sur M et & valeurs dans R¥ est constante sur M ; ainsi il existe une
application différentiable de G dans Hom(G, R¥), notée également O, telle
que pour tous g € G et x € M on ait :

O(g) = J(pg-1(x)) — Ad} -1 (J(2)).
Soit ¢ I’application de G dans Hom(G,R¥) définie par
c(g9) = O©(g™H).

pour tout g € G. On a

(g, (g, (2))) — Ady, (Ady, (J()))

(wgl( ,(2))) = Ady, (J (g, (2)))

+Ad* (J (%2( z))) — Ad* ,(Adg, (J()))
— c(g1) + Adg, (c(g2)),

pour tous ¢1,92 € G et z € M, donc les composantes ¢ de ¢ (qui sont

des applications de G dans G*) satisfont la condition

c*(g192) = c*(q1) + Ad}; (c*(g2))

caractérisant les 1-cocycles de G pour la représentation coadjointe, d’ot

c(g192) =

T _ pgg%o T 77T
¢g = Adyoc, oL,

pour tout g € G (voir [31]), ot ¢! désigne I’application tangente de ¢, e
I’élément neutre de G et L la translation a gauche du groupe G .

Proposition 4.9 Pour tous g € G et X,Y € G on a
O(g9)([X,Y]) =0.
En effet on a
J(Ad)[X.Y]) = J(Ad,X, AdyY]) = {J(Ad,X), J(Ad,Y)},
O(g9)(X) et O(g)(Y) étant constantes sur M, d’ou

J(Adg[X,Y]) = {(pg-1)"T(X), (py-1)"J(Y)}
= pg-1)"{J(X), J(Y)}
= (p—1)"J([X,Y]),
d’on
©(g)([X,Y]) =0.
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Proposition 4.10 Pour tous g € G et X € G, lapplication © est
constante sur la courbe v(t) = gexp (tX).

Démonstration. Pour tout Y € G, on a :

(FOOYM=0)(Y) = F((Pgeapix)-1) T (Y))ji=0 — J(Adg[X, Y])
= dJ(Y) o (%((@emp (—tX) © wg*1)|t:0) - J(Adg[X7 Y])
= —dJ(Y)(Xn) o g, ' — J(Adg[X,Y])
= () I (X), J(Y)} = J(Ady[X, Y])
= (¢y) 1 I([X,Y]) — J(Ady[X,Y])
=0(g)([X,Y]) = 0.

Y étant quelconque, donc on a (%@(’y(t)‘tzo)(Y) =0.

La proposition ci-dessus montre que @Z =0, et cz = 0; par suite
cg = 0 pour tout ¢ € G. Comme® est constante sur les composantes
connexes de G, on a

O(9)(X) = O(e)(X) = J(X) — J(X) =0,
pour tous g € G et X € G, d’ou,
go0J = JoAdy

pour tout g € G. On a donc démontré la proposition suivante :

Proposition 4.11 L’application moment J est équivariante c’est a dire
pour tout g € G on a 3 y
Joyp, = AdjoJ.

Corollaire 14 Soient M un G-espace hamiltonien, H wune application
hamiltonienne G-invariante; c’est a dire H(p(g,x)) = H(x) pour tous
ge G et xe M. Alors J est constante sur les trajectoires du champ
de vecteurs X .

Considérons maintenant un G-espace k-symplectique strict, X?',..., XP
une basede G et H',..., HP des applications hamiltoniennes de X}W, . ¢
respectivement. L’application linéaire Jy de G dans A(M) définie par

Jo(X%) = —H*
pour tout i(i =1,...,p) satisfait la relation

XJQ(X) = —XM
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pour tout X € G. Lorsque Jy est un morphisme d’algébres de Lie, M
est un G-espace hamiltonien. Supposons que Jy ne soit pas un morphisme
d’algebres de Lie. Considérons a cet effet, 'application

p o GxG — h(M)
(X,Y) +— {Jo(X), Jo(Y)} = Jo([X,Y]).

Pour tout (X,Y)€ G x G ona

Xuxy) =0,

donc p(X,Y) est constante sur M et par conséquent p définit une appli-
cation R-bilinéaire anti-symétrique 8 de G x G a valeurs dans RF .

Proposition 4.12 Dans les hypothéses et notations ci-dessus on a les pro-
priétés suivantes :

1. 68 =0,

2. s’ existe o € Hom(G,RF) tel que B = b, en particulier si le
groupe de cohomologie de De Rham H?*(M,R) est trivial, alors M admet
un relévement (qui n’est pas unique en général),

3. si H*(M,R) est trivial et [G,G] = G, le G-espace M posséde un
relévement unique,

4. si B mnlest pas un cobord, il existe un groupe de Lie connexe et
simplement connexe dg d’algébre de Lie g}; = G x R¥ pour la loi

B((X,T),(Y,9)) = (X, Y], B(X,Y))
tel que M soit un ég-espace hamiltonien.
Démonstration. Soient Z',72,7Z3 € G. On a:

56(Z1> Z27 ZS) = _ﬁ([zlv 22]7 Zg) + ﬁ([zlv 23]7 Z2) _B([sz 23]7 Zl)
= —{Jo([Z", Z2%]), Jo(Z°)} + {Do((Z", Z°)), Jo(Z?)}
~{ (2%, Z2%)), Jo(Z")},

et pour tout a(a=1,...,k) ona:

{Jo([Z", Z%)), Jo(Z%)}> = —0%([Z", Z%m, Z3y) ;
= —[Z', Z2\m(J§(2%)) = [Zyy, 2305 (Z
= [Xjo(z21), Xso(22))(J§(Z?))
= X{jo(z)0(22}(J§(Z2%))
= —(i(Z3)0%) (X o (21),00(22)})

=0 (X021, 000220 X 0(2%))

= —{{J(Z"), Jo(Z2?)}, Jo(Z%)}*

I
=3
=
Z
N
N
=
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donc,

{I([2, Z2%), Jo(Z°)} = —{{Do(Z"), Jo(Z*)}, Jo(Z%)}
par suite on a :

6B((Z4, 22, 2%) = {{I(Z"),Jo(Z*)}, Jo(Z%)} — {{Io(Z"), Jo(Z3)}, Jo(Z%)}
+{{Jo(2?), Jo(Z®)}, Jo(Z")}
— 0,

et Passertion 1 est démontrée.

Supposons qu'il existe o € Hom(G,R¥) tel que f = da. Soit J
lapplication de G a valeurs dans /(M) définie par

J(X)(z) = Jo(X)(z) — a(X)
pour tout X € G et x € M. On a

{J(X), J(V)} = J[X, Y])(z) = {Jo(X), Jo(YZ}(ﬂﬁ) - J)o[X, Y](z)

pour tous X, Y € G et x € M. L’application J définit bien un relévement
de M , ce qui montre ’assertion 2.

Montrons l'unicité du relévement. Supposons que H?(M,R) = {0} et
[G,G] = G. La propriété 2 montre que le G-espace k-symplectique M
admet un relévement. Soient Jp, Jy deux relévements de M . La relation

Xneo = Xp)
pour tout X € G, montre que I'application
J1(X) — J2(X),

de M dans RF est constante pour tout X € G; donc J; — Jo définit une
application de G dans R* qui est un homomorphisme d’algébres de Lie de
G dans R*; d’on

(J1 =L)X, Y]) =0

pour tout X,Y € G. Ainsi la restriction de 'application J; — Jo a [G,§]
est nulle, et I’égalité [G,G] = G montre que J; — Jo = 0.
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Démontrons le point 4. Supposons que [ ne soit pas un cobord.
Soient Gg l'espace produit
g~5 = GxRF
et B l'application
B g~5 X g~5 — g~5
(U,U) — B(u7v) = ([XvY]’/B(va))
ot u = (X,T) et v = (Y,S) € Gs. Cette application est R-bilincaire
antisymétrique. La relation 08 = 0 montre que 'identité de Jacobi est sat-
isfaite, et donc, (Gs, B) est une algebre de Lie réelle. Soit J l'application
de Gg dans R(M) définie par :
Jw) = Jo(X)+T
pour tout u = (X,T) € Gg. On a
{J(w), J(v)} = J(B(u,v)) = {Jo(X), Jo(Y)} = Jo([X,Y]) - B(X,Y) = 0,
pour tous u = (X,T),v = (Y,5) € ng, donc J est un morphisme
d’algebres de Lie de Gg dans h(M) vérifiant :
X Ju) = —Xum
pour tout v = (X,T) € g}. Soit G~5 un groupe de Lie connexe et simple-
ment connexe d’algebre de Lie Gg et Hg le sous-groupe de Lie connexe de
G ayant pour algebre de Lie Hg = Og X R* . La sous-algebre de Lie Hp
est un idéal de QBJ donc Hp est un sous-groupe de Lie normal de Gg. La
variété quotient Gz, Hg est un groupe de Lie connexe et simplement con-
nexe dont l'algébre de Lie est isomorphe & G; il existe donc un revétement
différentiable } .
p: Gg/Hg — G
de base G et d’espace total ég/ﬁg. Soit p 'application de ég dans G
définie par : .
p(g) = p(3Hp)
pour tout g € Gg. Le groupe é/g opére différentiablement sur M par:
?(9, %) = ¢(p(g), )
pour tous g € G[g et x € M. Par rapport a ’action ¢ on a
Xjw = —um = —Xu,

pour tout u = (X,T) € g} c’est a dire J est un relévement du GNB—espace
M ; ce qui montre que M est un Gg-espace hamiltonien.
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4.2 Le groupe de Heisenberg d’ordre k.

Soit M lespace réel R™**+1) muni de sa structure k-symlectique cano-
nique définie par les 2-formes 0% = > 7" | dz®Ndz® et par le sous-fibré E de
TR™*+1) donné par les équations dz' = ... = dz" = 0; (2%, 2%)1<a<k.1<i<n
étant les coordonnées cartésiennes de R™*+1). Le groupe additif G =
R™*+1) gpere différentiablement et transitivement sur M par Papplication
© définie par

p(g,z) = x+g.

Cette action est effective (elle est méme libre). L’algebre de Lie G du
groupe de Lie G est espace R™*+1) muni de sa structure triviale d’algebre
de Lie, les actions adjointes et coadjointes de G sur M et Hom(G,RF)
respectivement sont également triviales. Pour tout X € G, le champ de
vecteurs X s associé & X est défini par

Xm(z) = X
pour tout = € M.
Proposition 4.13 La variété M est un G-espace k-symplectique.

La famille
0 0

(W ) @)gagmgign

défini par les dérivations associées au systéme de coordonnées cartésiennes
(x**, 2")1<a<k,1<i<n forme une base de G. Les applications H*, H* (1 <
a<k1<i<n),de M dans R¥, définies par

HY = —(6%a%,...,002%) | H' = —(z%,... M)

satisfont a
0 0

Xpei = (W)M , Xgi = (8a:i)M'

Soit Jy 'application R-linéaire de G dans A(M) définie par

Jo ZXOU% - ZXJ‘% = — | D_XVHY + Y XIH
J

aj a,j J

Cette application satisfait a

Xiox) = =X,
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pour tout X € G, donc M est un G-espace k-symplectique strict. Le fait
que G est une algebre de Lie abélienne et que (M) ne le soit pas montre
que Jyp n’est pas un morphisme d’algébres de Lie et que I'application [
définie ci-dessus n’est pas un cobord. Considérons ’algebre de Lie

Gs = G xR

munie de la loi

B((X,T),(Y,5)) = (0,5(X,Y))

avec
B(X,Y) = {Jo(X), Jo(Y)} = Jo([X,Y]) = {Jo(X), Jo(Y)}.
Soit H, (n,k) 1€ groupe de Lie
ﬁ(n,k) =R+ RF

dont la loi du groupe est donnée par

1
uv = (X+Y,T+S+§B(X,Y))
pour tous u = (X,T),v=(Y,S) € [:I(n,k)'

Définition 4.6 Le groupe de Heisenberg d’ordre k est le groupe de Lie con-
nexe et simplement conneze de dimension (k+1)n+k dont le groupe dérivée
coincide avec son centre.

Ce groupe posséde une r-structure de contact invariante a gauche (voir
chapitre 4). 11 joue le méme role que le groupe de Heisenberg par rapport aux
structures de contact. Il peut se représenter comme le groupe des matrices
de la forme

I. P T
0 I, Q
0 0 1

ou I, désigne la matrice identité d’ordre n. Son algebre de Lie H, 1) est
I’algébres de Lie des matrices du type

0 X T
(X,Y,T) = [0 0 Y
00 0

ou X une matrice réelle k x n et T (resp. Y) est une matrice colonne
d’ordre k (resp. m).
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Proposition 4.14  H, ;) est un groupe de Lie connexe et simplement

connexe ayant pour algébre de Lie Gg et est isomorphe au groupe de Heisen-
berg H(n,k) d’ordre k.

Démonstration. Soit

(X,Y,T) =

S O O
OON
SR

un élément de H, 1). L’application
(X,Y,7) — (X,Y),T)
de H,x) dans 65 est un isomorphisme d’algébres de Lie.

Proposition 4.15 L’application J de H, ) dans h(M) définie par
JX,Y,T) = Jo(X,Y)+T

pour tout (X,Y,T) appartenant a Hnk) » est un reléevement de M , et donc,
M est un H,y)-espace hamiltonien.

Le moment correspondant est I’application de M dans H om(H(n’ k) ]Rk)
définie par

J(2)(X,Y,T) = Jo(X,Y)(z) + T

pour tous z € M et (X,Y,T) € H, -

4.3 Opération coadjointe associée

Soient M un G-espace hamiltonien homogene muni d’un relévement
J de moment J et soit H¥ le sous-ensemble de G formé des éléments X
tels que Xy € T'(E). H¥ est une sous-algébre de Lie de G .

Proposition 4.16 Soit x € M. L’espace tangent au feuilletage F au
point = est domné par :

E, = {Xy(z) | X eHE}
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Démonstration. 1l résulte aussitot de la définition de H¥ que l'on a
Xu (x) € FE,

pour tout X € HE . Réciproquement soit v, € E, . En munissant la variété
M de la structure de variété différentiable définie par le feuilletage F. Cette
variété est de dimension nk et les feuilles sont les composantes connexes.
L’espace tangent & M au point x pour cette structure de variété n’est rien
d’autre que FE,. L’opération de G sur M étant transitive, il existe X € G
tel que

Vg — XM(ZL‘) .

Or pour la structure initiale de variété différentiable de M, Xj; est une
section de E, donc X € HF; autrement dit :

vy = Xy (z)
avec X € HE.

Proposition 4.17 Si l'action de G sur M est effective, alors la sous-
algebre de Lie HF est abélienne.

Démonstration. Comme les champs fondamentaux sont hamiltoniens, pour
tous X,Y € HF et a(a=1,...,k) ona

Ly, 0% = Ly, 6% = 0,

M

et par conséquent on a :

(X, Ym)0" = —i([Xa, Yu])0® = — [Lx,,,i(Yar)]0”
= — Lx,, (i(Ya)0%) = d(0%(Xnr, Yor))
=0
pour tout (o =1,...,k), puisque X et Yas sont tangents aux feuilles
de F, et donc,

(X, Y]a € Co(0h) N ...NCL(0%),

d’ou
(X, Y]y = 0.

L’action de G sur M étant effective, on a

[X,Y] =0,
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ce qui montre que P’algébre de Lie HE est abélienne.

Exemple. Reprenons le cas de I'espace k-symplectique canonique. HY est
la sous-algebre de Lie tp(k,n;R) du sous-groupe Tp(k,n;R) de Sp(k,n;R)
engendré par les transvections k-symplectiques. La sous-algébre de Lie
tp(k,n;R) est un idéal abélien de sp(k,n;R).

Pour tout X € G, on désigne par X* le champ fondamental associé a
X par l'action coadjointe de G sur Hom(G,R¥); il résulte de 'égalité

MY = (XY,

que 'on a

Proposition 4.18 Pour tous X,Y € G et f € Hom(G,R¥) on a
<XM(f),Y*(f)>= - < f,[X,Y] >.

Soient O une G-orbite coadjointe, f = (f*)i1<a<k un point de la G-
orbite O et X1, Xs,Y € G tels que

X1(f) = X3(/)-
Pour tout a(a=1,...,k) on a
< fYUXL Y] >=< f4][X - Xo, Y] > + < f9 [ X, Y] >

En effet X; — X5 est dans I'algébre de Lie Gy du sous-groupe d’isotropie
Gy de f relativement & I'opération coadjointe, donc

< JO XD - X2, Y] > =< (X1 — X2)*(f%),Y >=0,
et par conséquent on a

< fUXLY] >=< Y[ X, Y] >
Ceci montre qu’on a

Proposition 4.19 Sur toute G-orbite coadjointe O , on a k formes différen-
tielles QY,...,QF de degré 2 définies par :

QFX(), Y () = = <[4 X Y] >

pour tous f = (f*)i<a<k appartenant & la G-orbite O, X*(f),Y*(f) €
TiO et a = 1,..., k. Ces formes différentielles QL ..., QF sont fermées.
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Démonstration. Soient f = (f*)i<a<k € O, XY, Z €G et a=1,...,k.
Les égalités
Q?‘([X*,Y*],Z*) —Q‘}‘([X*,Z*],Y*) + Q?‘([Y*,Z*],X*)
=< f% [[XvY]>Z] > — < f9, [[X,Z],Y] >
+ <f4Y.Z],X]>=0
impliquent
dQF (X", Y*, Z%) = X3(QF (Y™, Z7)) = YF(QF (X5, Z7)) + Z3(QF (X*,Y7)).

Or
XHQR,Z%) = 1, (WAL (1)
= %|t:0(Qid21p(tX)(f)(Y*’ Z%))
= — im0 < f* 0 Aderp—ix), [Y, 2] >
=< f X, [V,Z]] >
avec 1 = QY™ Z*); et donc,

dQ?(X*7Y*7Z*) =< fe, [X7 [Y>ZH > — < fe, [Yv [XaZH >
+ < f[Z,[X,Y]] >= 0,

ce qui montre que les formes différentielles 2% sont fermées.

Proposition 4.20 Si l'action de G sur M est effective, alors
QU XH(f),Y(f) =0

pour tous X, Y e HE | fecO et a=1,...,k.

Soient M un G-espace hamiltonien homogéne muni d’un reléve-
ment J, J le moment associé & J et zg un point de M. La transitivité
de l'action de G sur M montre que pour tout x de M il existe g € G tel
que = = ¢(g,xo) et 'équivariance de J donne

J(z) = J(p(g.0)) = Ady(J(0)),

ce qui montre que j(M) est une G-orbite coadjointe. Soient f € Hom(G,RF),
O = G.f une G-orbite coadjointe de f et Jy l'application de G dans
C>=(0,RF) définie par

Jr(X)(p) =<p, X >
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pour tout X € G et p€ 0. On a:

T (Jp(X))(z) = Jr(X)(J(2)) =< J(2), X >= J(X)(z)
pour tous X € G et x € M, d’ou
Jtoldp = J.
Il résulte qu’on a la

Lemme 4.1 Pourtout X € G, si J¢(X) est constante sur O, alors J(X)
est constante sur M .

L’application moment étant équivariante, pour tous X € G et x € M
on a

(LX) (@) = TE X () = JE (4 ,_pleap(tX), )
= o (Plezp(tX). )
= dt|t OAd:xp tX( J(2))
= X*(J(@)),

et ~
J Xy = X*.

Soient X,Y € G, f € Hom(G,R¥), O = G.f une G-orbite coadjointe
de f,peOet a=1,....,k.Ona

d(J¢(X)p(Y*) = dij 0§ (X (A, ) (0) = & W . <Adexp(ty)(p‘”‘),X S
= dt|t=0 <p* Ademp( )X > = [X Y]
= —(X*(p),Y*(p)) = ((X*)Qa)(Y*).

D’ou

Proposition 4.21 Pour tous X € G et a = 1,..., k ona
I(XHAY = —d(JJ?‘(X)).

Soient X € G , f € Hom(G,R¥) et O = G.f. Les trois proposi-
tions qui préceédent montrent que I’égalité J. Xy = 0 entraine que J #(X)
est constante sur O; et donc J(X) est constante sur M , par conséquent
i(Xp)0% = 0 pour tout o =1,...,k; il résulte de la définition d’une struc-
ture k-symplectique que X3y =0 et application J est une immersion; en
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particulier on a dim G < dim (O). L’équivariance de 'application moment
montre alors que

= "EO)

ou Gy, G J(zo) SODE les sous-groupes d’isotropie de zg et de J(zg) re-
spectivement; d’ou dim(M) > dim(O). Il en découle que les composantes

connexes de 'unité G, et Gej(x ) coincident, et par conséquent, le quotient
0

G F(z0) /G, est discret; ceci montre que la fibration
J:M=G/Gyy — O=G/Gjps
dont la fibre type est discréte, est un revétement.
On a donc montré le résultat suivant :

Proposition 4.22  Soient M un G-espace hamiltonien homogéne muni
d’un relevement J de moment J. Alors J(M) est une G-orbite coadjointe
et Uapplication J définit un revétement de M sur une G-orbite coadjointe

0.

On suppose que 'action de G sur M est transitive et effective. Soit
E©) 1e sous-fibré de TO défini par

0] E
E© ={Xx; | XeHP)
pour tout p € O. La proposition précédente montre que la variété O est

de dimension n(k+1) et que le sous-fibrée E(©) de TO est de codimension
n et est intégrable.

Proposition 4.23 Soient M un G-espace hamiltonien homogéne, xo un
point de M et f = J(xg). Alors

Q... QF EO)
définit une structure k-symplectique sur O = G.f.

Démonstration. Si pour un point p = (p“)i1<a<i de O et X € G on a
i(X*)0* =0 pour tout « =1,...,k, alors

<pH Y, X] >=< X*(p*),Y >=0;
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pour tout Y € G; Y et a étant quelconques, X*(p) = 0, ce qui montre
que la premiére condition de la définition d’une structure k-symplectique est
satisfaite; quant a la deuxiéme condition, elle résulte du fait que

QNX*(f),Y*(f)) =0,
pour tous X,Y € HE.
Proposition 4.24 Dans les hypothéses et notations de la proposition précé-
dente on a :
1. La G-orbite coadjointe O = G.f de f est un G-espace hamiltonien
homogéne et Jy en est un relévement,

2. L’application moment J est un morphisme de variétés k-symplectiques;
plus précisément on a

JO* = 6%, a=1,..k
J.(E) = E©),
Démonstration. Pour tous X, Y € G, a(a =1,..., k) et p€O ona:
(W5Q)p(X*(0), Y (1)) = Q) (g)5 X (0), (), Y ()
ou ¢, = Adgy. Or

(Wg)p X*(0) = ((Vg)eX")p = (AdyX)*(p),

donc,

(WgQ)p(X5(p), Y (p)) = 2 () ((AdgX)"(p), (AdgY)"(p))
= — <p% Ady-1([Ady X, AdyY]) >
= —-<pYX,)Y]>
= Q7 (X*(p), Y*(p)).

On donc montré que la premiére condition de la définition d’un G-espace
k-symplectique strict est satisfaite; quant a la deuxieme condition, elle
provient de la relation J,X; = X*. La relation

i(XHQ = —d(J} (X))

montre que 'orbite O est un G-espace k-symplectique strict. Soient X,Y €
G,ala=1,....,k) et p€O.Ona:

{Jr(X), J;(Y)}(p) == (X0 Xsy00)) 5 - WX g, (x0, Xy (1)
= —(Q(X*(p), Y*(P) s -+, Q((X*(p), Y*(p))
=<p [Xa Y] >

= Jf([Xv Y])(p)
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donc Jy est un morphisme d’algebres de Lie de G dans h(O), et par con-
séquent la G-orbite coadjointe O est un G-espace hamiltonien homogéne,
et la propriété 1 est démontrée. La propriété (b) provient de la relation
J. Xy = X* et de la proposition 8.22. Soient maintenant X,Y € G,
ala=1,....,k) et zp e M. Ona:

(J*Q) 2o (Xas(20), Yar (o)) = Q4 ((j*XM)(ﬂio),(j*}iM)(ﬂCo))
(

ceci achéve la démonstration de (a) et la proposition est démontrée.
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