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Résumé. Dans le modele de diffusion considéré, la fonction de dérive est lipschitzienne sur R mais non
dérivable en ro. Notre but est d’estimer ce parametre de seuil a partir d’une observation discrétisée a pas h,, du
processus stationnaire et ergodique. Les moindres carrés associés au schéma d’Euler fournissent un estimateur
consistant de ro lorsque nh,, — +o0o et h, — 0. Si de plus, nh? — 0, estimation est asymptotiquement
normale avec la vitesse standard v/nh,,.

Abstract. We consider a diffusion model for which the drift b is Lipschitz continuous on R but its
derivative is not continuous in r9. Our aim is to estimate this threshold parameter from discrete observations
at step h,, of the stationary and ergodic process. The least squares method based on the approximate discrete-
time Euler’s scheme provides a consistent estimator when nh,, — +o0 and h,, — 0. Moreover if nh? — 0, this
estimator is asymptotically normal with a standard rate of order v/nh,,.

1 Introduction
Soit le modele de diffusion défini sur I'espace de probabilité (2, F,P) :
dX; =b(Xy —ro)dt +dB;, Xo=¢ (Ery)

La fonction b est continue sur R et de classe C? sur R — {0} telle que, si 'on note b’ sa dérivée premiere,
lim, ,,+ b (z) = (07) existent et sont finies avec b’ (07) # b’ (0~). Nous dirons alors que b est un élément de

0{20} et nommerons diffusion & seuil un tel modele. Sous ’hypothese b € 0{20}, le modele étudié appartient

a la classe plus générale des modeles réguliers :  — b (x,r) continue et différentiable en moyenne quadratique
par rapport a r. Dans [7], Kutoyants montre que, pour un modele régulier, 'estimateur du maximum de
vraisemblance (E.M.V.) associé & une observation continue du processus stationnaire ergodique sur [0, 7]
est consistant, asymptotiquement normal & la vitesse standard VT et asymptotiquement efficace au sens des
estimateurs asymptotiquement minimax selon le critére de Hajek [4] (T — +0o0). Notre but est de fournir, dans
le cas d’une diffusion a seuil, une estimation de ry, consistante et asymptotiquement normale avec une vitesse
et une variance asymptotique identiques a celles de ’estimateur du maximum de vraisemblance, mais basée
sur une observation discrétisée a pas fin hy, (h, — 0) du processus, (Xgn,);—g . avec nh, = T. Nous nous
basons pour cela sur l'estimateur des Moindres Carrés (M.C.) associés au schéma d’approximation d’Euler.
Lorsque (X;),s, est ergodique et la fonction de dérive est de classe C? sur R, les résultats de Florens-Zmirou
[3] entrainent que cet estimateur est comsistant, lorsque nh, — oo et h, — 0. Si de plus nh3 — 0, il est
asymptotiquement normal & la vitesse v/nh,, et sa variance asymptotique est égale a 'inverse de I'information
de Fisher. Nous montrons que les propriétés asymptotiques de cet estimateur sont préservées lorsque b € Cfo} si
I’on suppose que b est de Lipschitz sur R. Nous établirons également que cet estimateur est asymptotiquement
équivalent & ’E.M.V. basé sur une observation continue de la trajectoire sur [0, 7.
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2 Propriétés asymptotiques

1
On définit L3 (1) = {f : R =R, u(f) =0, u(f?) < oo} et pour tout p € N*, ||f|], , = [ (|f]")]".
On suppose que rg € ]a,b[, ot a et b sont deux réels tels que a < b. Posons les conditions suivantes (A) :
(A 1) b appartient a C{o} et il existe K > 0 telle que : V (z,y) € R%,|b(2) —b(y)| < K |z — y|.

On suppose de plus que b est & croissance polynomiale.
Sous (A 1), pour tout r € R, (E,) admet une unique solution forte X" = (Xtr)te[o,T]' Notons PT la loi
de ce processus.

(A 2) Notons s,, (z) = exp (—2 f:; b(y —ro) dy) la dérivée de la fonction d’échelle associée & (E;, ) et supposons

que:fooosro()dx—f Sro (z)dz =00 et [7 [sro()] Ydz = C (ro) < 0.
Notons gy, la loi de densité g,, (z) = [C (ro) sr, (2)]”" par rapport i la mesure de Lebesgue.

(A 3) Laloi de £ est py,.
Sous (A1), (A 2) et (A3), X" = (X{°)co,1) est stationnaire stricte, de loi invariante juir,, et ergodique.

(A 4) Notons 7r le semi-groupe associé a (E,,). On suppose que ,uro admet des moments de tous ordres et
qu’il existe 8 > 0 tel que pour tout ¢ > 0, on a : Vf € L3 (11r,) ||7r,,0f||2 i < exp (—dt) ||f||2,ur0

Sous (A), 7 — b(- — r) est dérivable au point ro dans L? (pi,,), de dérivée —b(- — 7o) ot
b(y) =0 (y") I(y>o0) + V' (y7) I(y<o)- L’information de Fisher asymptotique au point ro associée & la famille

de lois (PT

& )Te]a’b[ est ainsi donnée par : I (ro) = [ [ (x —19) ] Gro (x) dz. Sous (A), on vérifie que : I (rg) > 0.

La fonction d’estimation couplant la méthode des M.C. au schéma d’Euler est donnée par :

2
Un ( nh2 Z Xin, — X(k=1)hn, — bnb (X(k—1)n, — 7))
n p=1
Sous (A), r — U, (r) est le processus de contraste relatif & la fonction de contraste r — U (r,ry) =
Job(x—r)—b(z— 70))% ¢r, () dz (définition 3.2.7, [2]). On note alors 7, Pestimateur du minimum de
contraste (E.M.C.) défini par : 7, = inf,¢c[q,5 Un ()

2.1 Consistance

Dans la suite, on note : V¢ € [0,T], X;° = X;. Soit F; la tribu engendrée par (X;), <, et E I'espérance sous P .
On définit, pour tout n € N*, la martingale centrée M, et le reste R, T
n
= b (X(k—l)hn - 7“) (thn -E [thn | f(k—l)hn])

k=1

Ro(r) = [0 (Xe-1yn = 70) = b (Xp—1yn = 7)] [B [Xiny | Fp—ypn] = Xtb=1)hn = hind (X(-1)n, = 70)]

k=1

L’accroissement U, (u) — U, (v) s’exprime en fonction de ceux de M,, et R,,. Utilisant la propriété de Lipschitz
de b, on a en particulier : Supj,_y <y, (v,u)efa,p? [Un (W) = Un (v)| <V, (1), ol

2 2 .

= sup | M, (v) — M, (u)| + — N sup |R, (v) — Ry, (u)| + 2K% (b —a) 7
M jy—u|<n,(v,u)€la,b]? M o —u|<n,(v,u)€[a,b]?

Vi () =
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Or, sous (A), on montre que : Vn € [0,b—a], E [SUP|v—u|§n,(v,u)e[a,b]2 |Ry, (v) — Ry, (u)|] <CnnhlK.

De plus, si (hn)n20 est bornée, il existe C telle que pour tout couple (u,v) € [a, b]2 et tout n € N* :

E [(Mn (u))2] < Cnh,, E [(Mn(v) - Mn(u))Q] < Cnhy, (v —u)®. Par une adaptation du théoréme 19 de
Ibragimov et Has’minskii ([5], annexe I, p.372), on obtient alors : Vn € [0,b — a],

E [sup|v_u|§n’(v’u)€[a’b]z | M, (v) — Mn(u)|] < C\/qv/nhy, ot C est une constante finie indépendante de n.

1
Donc : V, (n) L) o2 (b—a)n
La consistance de 7,, découle alors directement de I’application du théoréme 3.2.8 de [2] :

Théoréme 1 Sous (A), si nh, = +oc et hy, — 0 alors 7, P, 0.

2.2 Vitesse de convergence et Normalité asymptotique

Puisque la fonction de dérive n’est pas dérivable en rg, ces résultats ne peuvent pas étre obtenus par la méthode
classique basée sur le développement de Taylor de la dérivée du contraste. Ainsi, aprés avoir identifié la vitesse
de convergence de 7, vers rg, nous développons directement le contraste autour de rg en mettant en évidence
une décomposition qui satisfait une propriété LAN (Local Asymptotic Normality, cf. [5]).

L’identification de la vitesse de convergence de 7, vers rg repose sur la transposition d’arguments développés
par Chan [1] dans le cadre de modeles autorégressifs & seuil & temps discret.

Théoréme 2 Sous (A), si (hy),, est telle que nh,, — oo et (”h%)n est bornée, alors pour tout e > 0, il existe

Hy >0 et np, € N* tels que pour n > ng, : P(|Fn—r0|§\/%) >1-¢

Si nh, — 400 et (nhﬁ)n est bornée, la suite (\/nhn (P — ro)) est tendue. On introduit alors : Z,, (u) =
nhy, (Un (ro + \/%) -U, (ro)). Généralisant la formule de Taylor dans le cas d’une fonction de C’fo}, nous
exhibons une décomposition de Z, de la forme : Z, (u) = 2I (ro)ud, + I (ro)u® + ¥, (u), ot I (ry) est

'information de Fisher définie précédemment et A,, = % >y b (Xtk—1)h —70) [Xih — E [Xin, | Fh—1yn,]]-

Nous appuyant sur le théoreme de limite centrale pour les suites triangulaires (théoreme 2.8.43., [2]), on
montre que A,, converge en loi vers la loi Normale N (0, 1 (ro)_l). Par ailleurs, sous (A), ¥, est une fonction

presque stirement continue telle que, si nh, — co et nh3 — 0, on a, pour tout B > 0, sup|y<p | ¥n (u)] P

Le reste ¥, (u) est la somme de cing termes dont R, (ﬁ) Le résultat de convergence est obtenu en

majorant le SUP|y|<B de la somme par la somme des cing sup|,|<p €t en montrant que chacun de ces termes

tend vers 0 au sens de la convergence L' (P). Pour le terme R, (\/%), on utilise la majoration suivante :

E [sup|u|§ B |Rn (ﬁ) ” <O (\/nh%). Le résultat de convergence est ainsi obtenu par le renforcement de

I'hypothese de décroissance de (hy,),, vers 0.

La propriété satisfaite par la fonction ¥,, est plus forte que celle requise pour établir le caractere LAN du
contraste au point 79. On adapte alors le théoreme 1.2 de Ibragimov et Has'minskii [5] : ce résultat assure
la normalité asymptotique de ’estimateur du maximum de vraisemblance lorsque la vraisemblance du modele
considéré satisfait, en outre, une condition LAN. On obtient ainsi le résultat de convergence en loi de 7, :

Théoréme 3 Sous (A), si (hy), est telle que nh,, — oo et nh3 — 0, on a :

n

Vnhy (T —10) + Ay, P, 0, nhy, (7, —19) — 0
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3 Comparaison de 'E.M.V. et de ’E.M.C.

Un E.M.V., 7p, basé sur une observation continue sur [0,7] du processus solution de (E,,) est défini par :

T 1 T
—Ly (Fr) = reil[sz] (=Lp (), Ly (r) = /0 [b(X; — 1) — b (X, — ro)]dX, — 5/0 [02 (X; — r) — b (X; — )] dt

Sous (A), ( PT)TG]G oy €5t LAN au point rg et le terme principal du développement local de Ly (ro)— Ly (ro + \/LT)

est Ay = I(TO fo (Xt —ro) [dXy — b (X¢ — 7o) dt] qui converge vers une loi N (O,I(ro)_l) (théoréme

Nous montrons que 7 et 7, sont asymptotiquement équivalents en nous basant sur les trois résultats de
convergence suivants :

1. lorsque T — 400, VT (Fr — o) + Ar P, 0. Ce résultat est une conséquence du théoreme 3.4.4. de [7].
2. lorsque T = nh,, = 400 et nh3 = 0, VT (7, —ro) + Ay L0 (théoréme 3).

3. lorsque T = nh, — +oo et h, — 0, A, — Ap P, 0. Ce résultat est obtenu en montrant que

E [(b (Xp — o) — b (Xo — ro))Q] = o(1).

1l suffit alors d’écrire : VT (Fr —7y) = (\/T (Pr —ro) + AT) + (A — A7) = (Vnhy (7, = 70) + Ay). De ce
qui précede, on déduit :

Théoréme 4 Sous (A), lorsque T = nh,, — 400 et nh3 =0, T (Fr —7y) 250
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