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Résumé : La modélisation océanique s’est développée ces derniéres années notamment
grace a la mise en place de modeéles régionaux & haute résolution et leur couplage avec des
modeles grande échelle de faible résolution [BD0O6]. Nous nous intéressons ici & la réalisation
et a 'optimisation d’un tel couplage au moyen d’algorithmes de Schwarz globaux en temps.

Ces algorithmes (optimized Schwarz waveform relaxation algorithms) ont été développés
en particulier dans le cadre de la modélisation océanique, a savoir des équations de type
advection-diffusion pour les traceurs (température, salinité) et du systéme bidimensionnel
de Saint-Venant linéarisé autour d’une advection nulle [Mar03, [Mar(05).

Dans le cadre du projet ANR, COMMA, nous souhaitons étendre ces travaux dans un
vral modeéle océanique, et nous en présentons ici diverses étapes : nous avons d’abord défini
les conditions absorbantes pour les équations de Saint-Venant avec advection, dans la suite
directe des travaux de [HS89] et [Mar03]. Ensuite nous avons étudié une équation des traceurs
modifiée, ou le laplacien est remplacé par un bilaplacien.

Mots-clés : Conditions aux interfaces, Frontiéres ouvertes, Conditions absorbantes, Couplage,
Algorithme de Schwarz, Modélisation océanique
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Efficient interface conditions for the coupling of ocean
models

Abstract: Model coupling is an important present problem in ocean or atmosphere mod-
elling, where regional modelling systems are designed by coupling high resolution local mod-
els to lower resolution large scale models.

In this study, we investigate the use of global-in-time Schwarz algorithms for such a
coupling. The efficiency of these iterative methods is closely related to the transmission con-
ditions between the subdomains interfaces. The absorbing boundary conditions and their
approximations proved to be an extremely powerful tool to deduce good transmission con-
ditions for domain decomposition methods and coupling. The limitation of the iteration
count can be achieved by developing Schwarz optimized methods : they are based on the
use of absorbing boundary conditions, with optimized transmission conditions, and on the
minimization of the convergence rate of the algorithm over all frequencies propagated by
the numerical scheme.

Several systems of equations encountered in ocean models are addressed in this study :

— The 2-D shallow-water model, either under hyperbolic and incompletely parabolic form
(i.e. systems without or with viscosity)

— The scalar 2-D and 3-D advection-diffusion equations, which describe the evolution
of tracers like temperature or salinity. Two different parameterizations of diffusion,
laplacian and bi-laplacian, are considered.

Efficient interface conditions for those systems are derived, and implemented in numerical
experiments, in idealized or realistic testcases.

Key-words: Interface conditions, Open boundaries, Absorbing conditions, Coupling, Schwarz
algorithm, Ocean modelling



Conditions auz interfaces pour le couplage de modéles océaniques 3

Table des matiéres

RR n° 6512



4 Elise Nourtier-Mazauric

53
53
o4
58
59
61
64
65
67
70
70
72
73
74
78

5.3 Reésultats de simulations dans le cas transitoird . . . . . . . . . . . .. 81

INRIA



Conditions auz interfaces pour le couplage de modéles océaniques

Premiére partie

Introduction

RR n° 6512



6 Elise Nourtier-Mazauric

La circulation océanique est particuliérement hétérogéne, a la fois en temps et en espace :
les modeéles doivent pouvoir gérer des phénomeénes aussi variés que les tourbillons méso-
échelles, les fronts, et la circulation générale. Un modéle de circulation générale (OGCM)
seul ne peut pas décrire complétement une physique aussi variée. Un moyen d’améliorer la
modélisation est de coupler les OGCMs avec des modéles océaniques régionaux (ROMs) a
haute résolution. L’utilisation de ROMs s’est accrue ces derniéres années, en particulier du
fait du développement de I’océanographie opérationnelle et de I'océanographie cotiére.

(1) Que le modeéle soit utilisé seul sur un domaine € ou (2) qu’il soit couplé avec un autre
modéle couvrant un domaine géographique différent (et contigu du premier), il faut pouvoir
limiter la propagation des erreurs aux bords du domaine 2 (Figure[ll). Dans le premier cas,
ces bords sont des frontiéres ouvertes. On peut alors considérer qu’on couple virtuellement,
le modeéle avec un modeéle extérieur qui nous fournit des données aux bords. Dans le second
cas, le bord est une interface entre les deux modéles, qui sont couplés effectivement. Notre
objectif est d’optimiser le couplage de ces modeéles en posant les "bonnes" conditions aux
limites, appelées respectivement (1) conditions aux frontiéres ouvertes ou (2) conditions de
transmission aux interfaces.

Fia. 1: Exemple de couplage d'un modele de circulation générale (Atlantique Nord) avec un modeéle
océanique régional (Golfe de Gascogne)

Bien que ’emboitement double (two-way nesting) soit la méthode de couplage la plus
utilisée dans la communauté océanographique, cette méthode ne permet pas d’aborder le
probléme exact mais seulement une approximation. En outre, elle n’assure pas une régularité
suffisante & travers 'interface entre les deux modeles [BD06|. L approche exacte qui consiste
en un couplage complet est beaucoup plus difficile et beaucoup plus chére que 'emboite-
ment double, car elle requiert de trouver et d’implémenter un algorithme qui assure que
les solutions dans chaque domaine satisfont les conditions de régularité & travers 'interface.
L’algorithme de Schwarz sans recouvrement global en temps convient tout particuliérement
pour un tel couplage, et peut mener a une amélioration des résultats physiques .

Soit, 2 le domaine océanique. Soit I'intervalle de temps [0, 7] C RT. Le modéle océanique
est décrit dans Q) par le systéme d’équations

(1)

Lu=f dans Q x [0,7],
ult=o = ug dans Q.

INRIA
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cakulated solution

F1a. 2: Couplage au moyen d'un algorithme de Schwarz global en temps (a) d'un modeéle de cir-
culation générale avec un modéle régional (Eric Blayo, communication personnelle), (b) de
modeles d’advection-diffusion harmonique [Mar(3)]

Décomposons le domaine en deux sous-domaines’ Q= et QF (Figures [ and BJ). Dans le
cas d’un recouvrement, on définit deux interfaces, par exemple I'y le bord de Q% et I'y,
celui de 2. Dans le cas ou les deux sous-domaines sont bien distincts (sans recouvrement),
linterface, notée I, est unique (i.e. QT NQ~ =0 et ['y, =T =T).

L’algorithme de relaxation de Schwarz consiste & résoudre de maniére itérative le systéme
dans chaque sous-domaine en assurant la cohérence par des conditions aux interfaces. On
considérera toujours dans ce travail un algorithme de Schwarz additif? :

Lu™ = f dans Q~ x [0,T], Luth = f dans Q% x [0,7],
u =0 = uo dans Q7, w0 = uo dans Q7
B~u™ =B~ut sur T'p x [0,77, Brutt = Btu™  sur Ty x 0,77,

(2)
ot lexposant n est le numéro de litération. Les opérateurs aux interfaces B sont choisis de
sorte que chaque sous-probléme dans chaque sous-domaine est bien posé et que I’algorithme
correspondant converge rapidement, méme sans recouvrement,.

Mettons en évidence que Defficacité de la méthode de couplage dépend du choix des
conditions d’interface entre les sous-domaines. On introduit les erreurs e’} & l'itération n
dans les sous-domaines Q7 :

e =ulg- —u et e =ulg+r —ul, (3)

ot u est la solution du probléme (). Ces erreurs satisfont l’algorithme (@) avec f =0 et
up = 0. Si les opérateurs aux interfaces sont choisis de sorte que lS”ul+ = Btul =0, les
sous-systémes associés aux erreurs deviennent homogeénes, les erreurs e} définies dans chaque
sous-domaine convergent alors vers zéro en seulement deux itérations : ce sont les conditions
aux limites absorbantes.

Une partie du probleme a déja été traitée en choisissant des conditions absorbantes
[NRS95], ce qui conduit & une convergence en un nombre d’itérations égal au nombre de
sous-domaines. L’inconvénient de ces conditions est leur complexité d’utilisation. Une al-
ternative aux conditions absorbantes a été exposée par Martin [Mar(5)] : elle consiste &

LSelon les chapitres, on pourra aussi noter les sous-domaines Q et Q.
2car il permet naturellement une implémentation informatique paralléle
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minimiser le taux de convergence de I’algorithme, ce qui conduit & des conditions aux inter-

faces plus simples.

Ce travail a pour but d’améliorer le couplage océanique en déterminant des conditions aux
interfaces efficaces pour les équations océanographiques classiques. Ces équations, appelées

"équations primitives",

sont, constituées de plusieurs équations :

— La dynamique océanique est modélisée par des équations de conservation de la quantité
de mouvement et de conservation de la masse :

ou 1 Op
o U- - — . = us
En +U -Vu—fo+ oo Oz F.
v 1 dp
8t+U Verfqu—ay = Fu,
. dp
(approx. hydrostatique) 5% - P9
2
(approx. de Boussinesq) V-U = 0.

Sous certaines approximations (bathymétrie localement assez plane, linéarisation au-
tour de la vitesse barotrope), on peut décomposer les variables

o0
w(@,y,z,t) = Y un(w,y,t) My(2),
n 1
’U(‘Tayazat) = Zvnxya n(z)a
pla,y,z,t) = pogzh ,y,t) My (2),

ou M, sont les modes verticaux (vecteurs propres de Briint-Vaisala), et représenter
alors les équations de la dynamique 3-D comme une superposition de modéles de Saint-
Venant (shallow-water) 2-D.

B T, o By "I T
O g 8 g D0y g2 1,2
at "0y T, TIUnT I T n=52
Oh,, u Oh,, o Oh,, +cn2 % vy, —0
ot T Ty Ty Uar T oy

— La conservation des traceurs, tels que la température et la salinité, est modélisée par
des équations d’advection-diffusion :

oT

= T = F
gngU v T
5 U VS = Fs

ou F est un opérateur de diffusion, qui est introduit pour prendre en compte les
phénomeénes turbulents méso-échelles. En effet, le pas d’espace du maillage n’est générale-
ment pas suffisamment petit par rapport a I’échelle des tourbillons. Il faut alors pouvoir
dissiper 1’énergie qui se propage de 1’échelle sous-maille vers I’échelle de la maille. La
prise en compte de la physique & I’échelle sous-maille doit permettre d’assurer la sta-
bilité du modéle sans interférer avec ’activité méso-échelle déja résolue.

Deux paramétrisations différentes de la diffusion peuvent étre considérées [MDILIS] :
la diffusion harmonique (Fr = AT) et la diffusion biharmonique (Fr = A(AT)). La

INRIA
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premiére, ol 'opérateur est un laplacien, est la plus fréquemment rencontrée dans les
modéles. Ceci dit, il est généralement préférable d’utiliser la deuxiéme, plus sélective
quant aux longueurs d’ondes dissipées.

— Enfin, une équation d’état

p=p(T,S,p),

des conditions initiales et des conditions aux limites viennent fermer le systéme.
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Deuxiéme partie

Dynamique 2-D : équations de
Saint- Venant
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12 Elise Nourtier-Mazauric

La dynamique océanique peut étre décrite en 2-D par les équations de Saint-Venant
linéarisées : W + A10,W + A20,W — vPAW + BW, et Wli—o = Wp, ot W = (u, v, ¢)",
avec (u,v) la vitesse horizontale, ¢ la hauteur de surface libre et v la viscosité. A; et Ay
sont des matrices, P est une matrice diagonale de projection sur le plan horizontal, et B est
une matrice antisymétrique qui exprime la rotation due a la force de Coriolis dans le plan
horizontal.

Apreés une transformation de Fourier-Laplace, la solution du systeme est supposée pouvoir
s’écrire sous la forme W = ® e, avec ® un vecteur et £ une racine & déterminer. Dans le
cas général, on est alors amené & résoudre une équation d’ordre 5 en £. Dans le cas simplifié
sans advection, elle se réduit & une équation bicarrée du 4éme ordre, dont les racines peuvent
étre déterminées facilement. La formulation variationnelle donne la forme des conditions de
transmission. En combinant ces deux approches, on obtient les conditions absorbantes idéales
non locales. Dans le cas sans advection, c’est suffisant pour imposer des conditions sur les
variables horizontales [Mar03] : B = (B,0)!, B; = —vd,+c(¢,0)! — A;, avec A; un opérateur
pseudo-différentiel. Une approximation A;(;y des matrices A;, i = 1,2, & 'ordre 0 ou 1 peut
conduire & des conditions locales. Martin [Mar03] a démontré que ces problémes sont bien
posés, et que les algorithmes convergent vers la solution globale pour des matrices A; ;)
diagonales. Dans le cas sans advection, ’équation du 5éme ordre ne peut pas étre résolue
explicitement et il faut faire des approximations [Hal91].

INRIA
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Chapitre 1

Equations hyperboliques (sans
viscosité)

1.1 Introduction

Engquist et Majda [EMT7| ont développé une théorie des conditions aux limites ab-
sorbantes parfaites et approchées dans le cas des systémes hyperboliques symétriques d’or-
dre 1. Ils ont notamment illustré leur théorie en calculant explicitement les conditions ab-
sorbantes pour les équations shallow water linéarisées sur une frontiére Est.

Le but de ce mémo est d’expliciter leur théorie pour les systémes hyperboliques symétriques
d’ordre 1, & partir de ’étude des équations shallow water linéarisées hyperboliques, et d’éten-
dre leurs résultats a toutes les frontiéres du domaine. Nous avons obtenu quelques différences
dans la justification de la démarche de [EMT7] et dans les résultats, que nous avons mis en
évidence en bleu.

1.2 Probléme initial

On se place dans un repére normé dont ’axe Ox est orienté vers I’Ouest et 'axe Oy est
orienté vers le Nord.

Soit u et v les composantes de la vitesse du fluide, h 1’élévation de la surface de ’eau, hg
la profondeur de 'eau, g la gravité réduite, f le paramétre de Coriolis. Les équations shallow
water linéarisées s’écrivent,

ou ou ou oh
. — R —_— D, =
gt T gy T, TSty gn+Da=0,

ov ov ov Oh

ov gv ov o p =

gr Ty trog, Tlutgg Dy =0,
@ oh oh (8u 61})0

4+ ug =— +vo =— + ho 8x+8y

ot Ox oy
ot les termes dissipatifs D,, D, correspondent & la partie non hyperbolique. Les termes de
forcage n’ont pas été pris en compte.
Soit ¢ la célérité ¢ = \/ghg. Aprés un changement de variable ¢ = chi0 = 1/hioh, les
équations shallow water linéarisées hyperboliques prennent la forme

oUu 0 0
— + A —U+A,—U+BU=0 1.1
ot + e + Qay + (1.1)

RR n° 6512



14 Elise Nourtier-Mazauric

avec
m uw 0 ¢ v9 0 0 0 —f 0
U= v , A= 0 wuw O , As= 0 v ¢ , B=1|f 0 0
10) c 0 wug 0 ¢ v 0 0 0

Ces équations présupposent que le relief du fond marin est trés faible, c’est-a-dire que la
hauteur d’eau entre le fond et la surface moyenne (correspondant & une eau parfaitement
calme) est & peu prés constante.

1.3 Frontiére Est

Dans cette section, on étudiera les conditions aux limites absorbantes & la frontiére
I'g = {(z,y) € R? /2 = 0} du probléme restreint au domaine Qp = {(z,y) € R?/z < 0}.

1.3.1 Diagonalisation ou méthode des caractéristiques
Une premiére étape consiste & diagonaliser la matrice A = Ay ny+Aany, o7l = ( ZZ )
y
1
0 ) donc Ag = A;.
Notons 7 le vecteur tangent & la frontiére considérée. Soit Pr la matrice de passage qui
permet de transformer la matrice Ag en une matrice diagonale A, = Pr ' AgPg. En posant

W= r]

on peut réécrire le systéme ([Tl sous la forme

est le vecteur sortant normal & la frontiére considérée. Ici, 7ig =

oW p) B
—— + P ApPa—W + P ' A Pe—W + Pa 'BPeW =0 (1.2)
ot on or
c’est-a-dire
oW 0 0
—— + P A1 Ps—W + Py Ay Pe—W + P ' BPgW =0 (1.3)
ot ox oy
ou encore
oW B 0
4 AW+ A=W+ B'W =0| 1.4
TR T i (1.4)

La diagonalisation de Ag € M,, est obtenue en cherchant ses n valeurs propres \; puis
ses n vecteurs propres & gauche L;. Ici, les valeurs propres de A; sont

uo , ug — C, ug + ¢,

et les vecteurs propres L; & gauche de Ap associés aux valeurs propres \; sont tels que
ITA, = NI
Ce changement de variable W = Py~ U utilisé pour diagonaliser le systéme () revient
a utiliser la méthode des caractéristiques. En effet, les variables caractéristiques dans la
w1
direction 77 sont les composantes wy, du nouveau vecteur W = , telles que w; = LT U
w3
Attention : L’ordre dans lequel sont rangées les valeurs propres est choisi de sorte que
les valeurs propres de méme signe soient contigués et que les k premiéres valeurs propres
correspondent aux variables caractéristiques entrantes, k < n.
Ici, comme ¢ > |ug| <0,

INRIA
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— la valeur propre (ug — ¢) est toujours négative, donc la variable caractéristique associée
va vers I’Ouest ;

— la valeur propre (ug + ¢) est toujours positive, donc la variable caractéristique associée
va vers ’Est.

Par conséquent, a la frontiére Est du domaine Qg,

— siug < 0, (ug—c) et up sont négatives, donc les variables caractéristiques associées vont
vers I’Ouest, c’est-a~dire vers I'intérieur du domaine Q, tandis que (uo+c) est positive,
donc la variable caractéristique associée va vers I’Est, c’est-a-dire vers ’extérieur du
domaine : k = 2;

— si ug > 0, (up — ¢) est négative, donc la variable caractéristique associée entre dans le
domaine Qp, tandis que ug et (ug+c) sont positives, donc les variables caractéristiques
associées sortent du domaine : k = 1.

Les valeurs propres sont donc classées comme ceci :

Al =up—c, A=uy, A3=ug+c,
et les vecteurs propres associés sont
1 0 1
L1:Oé 0 , LQZB 1 et L3:’)/ 0 , VO&,B,’YER*.
-1 0 1

Chaque ligne de la matrice Pg~' correspond & la transposée du vecteur propre a gauche
associé & \;, i.e. LI, On choisit les coefficients «, 3, v de sorte que la matrice Pp~! soit
unitaire. On obtient ici :

-1
Pr~ = 0 1 0 ou encore Pp = 0 1 0
19 L _1 1
V2 V2 V2 V2

w1:i2(u—q§):i2(u— hioh)
Wy =V

w3 = —( +¢)fi( +/Z&h
3—\/5’[1, —\/5 U o

Récapitulatif : Ici,

— si ug > 0, la seule variable caractéristique entrante dans le domaine Qg est donc wy ;
— si ug < 0, les variables caractéristiques entrantes sont w; et ws.

La matrice diagonale contient alors les valeurs propres de A; :

A 0 ug—c 0 0
A, =Py YA Pg = = 0 g 0 ici.
0 >\n 0 0 Ug + ¢
Les matrices A, et B’ sont ici
c _L
Vo 775 0 0 2 0
Ay=Pe ' APr=| —%5 w 5 | et B=P 'BRr=| %5 0 L
< !
0 NG Vo 0 —E 0

RR n° 6512



16 Elise Nourtier-Mazauric

La matrice A, étant inversible, on peut multiplier & gauche le systéme (L) par

a 0 L0 0
A, = = 0 4 0 ici.
1
0 ﬁ 0 0 woFo
On obtient alors le systéme
ow e O 0
—— =AW+ AT —W + B'W 1.5
an o e TR (1-5)
équivalent ici au systéme
ow e O 0
—— =AM W L AT W + B"W 1.6
oz o TG T ! (16)
ot Atime = A4, "1 AT = A, 7'A et B" = A, 'B.
Ici,
—re 0 0 —wre Cuwiovi Y
time __ 1 T _ c _ o __c
A - 8 —80 ? ’ AT = uo V2 uCO %%\/5
—up—c 0 " (uo+c)vV2 —up—c
I A
Of (—uo+c)V2 Of
" _ _
et B" = w3 0 w3
" oY

1.3.2 Triangularisation et conditions absorbantes exactes

Les conditions auzx limites absorbantes qu’on impose au systéme doivent permettre de
modéliser le probléme considéré comme si les frontiéres ouvertes n’existaient pas, en consid-
érant que les quantités entrant dans le domaine sont égales de part et d’autre de la frontiére
(de maniére & ne pas introduire artificiellement une information erronée dans le domaine con-
sidéré). Lorsqu’on ne dispose d’aucune information a l’extérieur du domaine, les quantités

entrantes & la frontiére peuvent étre prises égales a 0.
Pour déterminer les conditions absorbantes exactes, on cherche & se ramener 4 un systéme

de la forme o 5 9

sur la frontiére I'g, pour les quantités entrantes. Les vecteurs 7 et 7 correspondent respec-
0 0 0 0

tivement & la normale et a la tangente a la frontiére I'. Ici, —— = — et — = —.
Ong ox or Oy

Définissons la transformée de Fourier en temps et en espace
1 o0 o0 .
TF (uw(e,p.0) = 00, = o= [ [ wlote ©r ey
2 —o00 J —0o0

et la transformée de Fourier inverse

TE (@0, €) = (e t) = 5= [ [ (0,9 Odude,

INRIA
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ow N ow

Comme TF| — | =iéw et TF| —

ot dy

sont constantes (car les vitesses ont été “gelées”), la transformée de Fourier du systéme ([LH)

donne

= jwi, et comme les matrices A"™¢ AT et B”

o

o = (Ame ¢4 AT jw+ B)W |, (1.8)

Rappelons que A'"™¢ est une matrice diagonale, qu’on peut décomposer par "blocs entrants
ou sortants" :

_ A™ | Ok
Atime _ c Mn(R)a (19)
Onfk,k Aout
avec
1 1
. py) 0 Akt 0
Ain — € Mi(R™) et A= € My_(R")
1

0 - 0 "

ou n est le nombre de variables caractéristiques w;, et k le nombre de variables caractéris-
tiques entrantes. Ici, n = 3 et £k =1 ou 2 selon le signe de ug.

En posant '
M(&,w) = i (A ¢ 1+ A7 w), (1.10)
le systéme s’écrit encore
oW —
T

Définissons A = M + B” comme un opérateur pseudo-différentiel :
A (% 6%) W = TF ! (A(i&, iw) W)
1 . —~
= 3 / / e WYTED A (i€ iw) W (€, w) dE dw

La transformée de Fourier inverse du systéme ([[IIl) donne alors le systéme (L), qui cor-
respond aux conditions aux limites absorbantes exactes qui s’appliquent aux k variables
caractéristiques entrantes :

ow o 0
[%‘A(a’a—y) W]-

K2

=0 Viel[lk.
=0

Dans le cas des équations shallow water linéarisées hyperboliques, ’opérateur pseudo-différentiel

ot’ dy
initial (CH).

Ceci dit, ce systéme ne permet pas de décorréler les k caractéristiques entrantes des (n—k)
caractéristiques sortantes, du fait que les matrices A™ et B” sont pleines, contrairement 2
la matrice A%™¢ diagonale. Pour obtenir une séparation des variables entrantes/sortantes, il
faudrait que les matrices A™ et B” soient triangulaires inférieures par blocs entrants/sortants.

A ( 9 9 ) est local en temps et en espace, et le systéme précédent est identique au systéme

On va chercher & transformer le systéme de sorte que les variations a travers la fron-
tiére (0/0x) des nouvelles variables associées aux variables caractéristiques entrantes (les k
premiéres) ne dépendent pas de celles associées aux variables caractéristiques sortantes (les
(n — k) derniéres), quelles que soient les fréquences en t et en y.
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Pour cela, on effectue un changement de variables

o 0
W=V (&’ a_y> W (1.12)

a ’aide d’une matrice V' qui représente un opérateur pseudo-différentiel, i.e.
W = TF~! (V(ig,z'w) W) ,

ou encore - -
W=V(i&, iw)W.

Supposons que la matrice V soit inversible et indépendante de la variable x. Cette

hypotheése est admissible dans la mesure ot les vitesses ont été “gelées” au voisinage de la

frontiére, de sorte que les variations de V a travers la frontiére sont constantes. Le sys-
téme ([CII) se rééerit alors
M v+ BV, (1.13)
ox
D’apres Taylor [Tay75], il est possible de construire une telle matrice V', qui soit inversible
lorsque |w|/|&|+|w| < ¢o pour un ¢ particulier et telle que le systéme ([LI3)) soit triangulaire
par blocs.
La condition |w|/|¢] + |w| < co revient & supposer que les ondes considérées entrent avec
un angle proche de 'incidence normale. En effet,
— siw est borné, les fréquences en y sont bornées, les variations tangentielles & la frontiére
sont limitées ;

At
— si w/¢ est borné, N est borné, donc 3a € R/ At < a Ay
Y

Par conséquent, 'opérateur V' est tel que le systéme ([CH) puisse se réexprimer sous la
forme

o 9
ow _ [ Aunlaeay Ok W (1.14)
o 0 o 0 ’ '
Oz Aoy (57035 ) Aoz (Eaa_y)

ou la taille des blocs est déterminée par le nombre de caractéristiques entrantes (k) et
sortantes (n—k) : Aj1 € My, Aoy € My_p i et Agg € M, _, sont des matrices d’opérateurs
pseudo-différentiels d’ordre 1. Ay;(1,0) correspond & la matrice A™ des k valeurs propres
entrantes, au B” preés :

1
bv
A (1,0) = A4V BV = +VB"V. (1.15)

1
Ak

D’aprés Oliger et Sundstrom [OS7]], il semblerait que les conditions aux limites entrantes
a appliquer pour ce type d’équations ne dépendent que des éléments propres de la matrice
A = Aing + Asny (= —A; ici), ce qui ameéne & s’affranchir de la matrice B”. Par con-
séquent, A11(1,0) (sans le terme V B”V 1) identifie les caractéristiques entrantes a
la frontiére.

Les conditions aux limites absorbantes parfaites sont alors données par

Wi=W®™), Viec[l,k] enaz=0, (1.16)
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c’est-a-dire

(VW)= (VW) Vie[l,k] enz=0] (1.17)

En supposant que la solution exacte est nulle & I’extérieur, les conditions aux limites
absorbantes parfaites deviennent

(Wil,g = (VW)il,_y =0 ¥ic[LK] (1.18)

Reste donc & déterminer la matrice V.

1.3.3 Construction de la matrice de passage V({,w)

La matrice de passage V, qui représente un opérateur pseudo-différentiel, est construite

de la fagon suivante [NirZ3, [Tay75] :
V(gaw) = Vo(f,w) + 5_1‘/—1(5’(“}) + 5_2‘/—2(67“]) T (119)

ot les matrices (V_;),, représentent des opérateurs pseudo-différentiels (de degré 0). D’aprés
[EMTT|, ces matrices vérifient la relation

w
).
3
Ceci étant, nous ne savons pas si cette relation est vérifiée par hypothése ou si elle découle
d’une propriété qui nous a échappé.

La propriété d’hyperbolicité stricte du systéme implique que M(1,0) est une matrice
diagonale avec n valeurs distinctes. En effet, M (1,0) = At™me  Ici,

V*J- (55 w) = V*j(la

— 0 0
up+c
M(1,0) = 0 — 0

0 0 —u(,1+c

Par conséquent, lorsque |w|/|¢| + |w| est majoré par une certaine valeur, M (&,w) posséde
également n valeurs propres distinctes. Attention : Cela n’est vrai que dans le voisinage de
I'incidence normale (w = 0).

On choisit alors V5 (€, w) de sorte que VoM VO_1 soit triangulaire inférieure par bloc

VoMVt = Mu 0 (1.20)
Moy Moo

Considérons en premiére approximation V' =~ Vj. Effectuons le changement de variable
, comme dans l’équation ([CIZ). W, satisfait le systéme (CId), au B” pres.
La raison pour laquelle Engquist et Majda [EM77] "évacuent" le terme B” ne nous semble
pas claire. Cette matrice est pourtant prise en compte — judicieusement — dans le calcul
suivant de Wj.

On cherche ensuite & déterminer un nouveau vecteur Wi qui satisfait le systéme ([CId) au
moins jusqu’a ordre (-1) en &. D’aprés (CTY), ce vecteur peut s’écrire Wy = (Vo+£ Vo)W
Le probléme revient donc & chercher le terme V_; de I’équation ([CIH).

En posant ¢'V_; = KV}, le nouveau vecteur s’écrit ‘ Wy =T+ K)W ‘ Le but est donc

de déterminer la matrice K telle que W, satisfait le systéme (CI4) jusqu’a Pordre O(£71),
donc telle que la partie en haut a droite de la matrice ([ (I + K)Vo] (M + B”)[(I + K)Vy]™* )ij
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soit identiquement nulle & 'ordre O(£71). Aprés calculs, on montre que K doit avoir la forme

K<8 Ig) (1.21)

ot K € M, n—1, existe & condition que
J/\le = Ain et MQQ = Aout y (122)
et doit alors vérifier B L
KA®Y — AMK + By =0 (1.23)

avec B =B — 0, Vp. Comme on a supposé que V ne dépend pas de z, B =B.
Une fois que la matrice K est déterminée, on peut calculer

Vo, =¢K V|, (1.24)

c’est-a-dire Wj.

1.3.4 Approximation des conditions absorbantes

Pour que la transformée de Fourier inverse (implicite dans les opérateurs pseudo-différentiels)
soit locale, et non globale, en temps et en espace, il faut approcher la matrice V' par une
forme polynomiale en £ et w.

Les approximations locales sont construites en approchant la matrice V (£, w) a I'incidence
normale (w = 0). On approxime donc chaque V_;(§,w), V j < 0, de I"équation (CI) par
un développement de Taylor :

w T fw\* ok w|mrt
Volew) = VL D = v+ S (%) Wv_ju,o)w(\g\ )

a) Premiére approximation

Les conditions absorbantes ([LIX) deviennent, a Vordre O(|w/&| + [1/£]),

| (Vo(1,0)W)il,_o =0 Vie[LK]| (1.25)

Dans notre application au systéme shallow-water 2D linéarisé hyperbolique, on prend
Vo(1,0)=1.
Les conditions approchées s’écrivent alors

Wil,_o=0 Yiel[lkl.

Cas d’un flux entrant : ug <0

Les variables caractéristiques entrantes sont w; et ws. Les conditions approchées sont
donc

"LU1|I:0:0 et w2|z:0:0.‘
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Cas d’un flux sortant : ug >0

La seule variable caractéristique entrante est w;. On obtient alors comme condition

approchée

b) Deuxiéme approximation

A Tordre O(Jw/€&|? + [1/£[?), les conditions absorbantes approchées s’écrivent

((%VO(LO) + a%vo(m)a% + V_1(1,0)) W)i =0 vielH, (2
w 0 1 .
((Vo(l,o) e L0+ g\/_1(1,0)) W)i =0 vie 1,4 (1.27)

La seconde approximation conduit toujours & un probléme bien posé.

Mo(1,0) p )
R

w
cela, on suppose qu’il existe une matrice R € M,, telle que Vj peut s’écrire sous la forme

Pour expliciter la seconde approximation, il reste encore & déterminer

Vo(§w) =1+ %R (1.28)

a lordre O(|w/§|2), de sorte que
a% (L 0)
Ow
La seconde approximation des conditions absorbantes s’écrit alors

=R.

=0 Viel[lk, (1.29)

((%Vo(l, 0)+ Ra% e o)) W)

1lx=0

La matrice R € M,, est déterminée par la propriété ([CZ0) en identifiant la partie en
haut & droite de la matrice VoM (1, %)‘/071 a la matrice nulle a 'ordre O(|w/&]?). Apres
calculs, on montre que, en choisissant R de la forme

R:(g )0() (1.30)

X € My, doit vérifier
XA —AMX 4 AT, =0 (en O(jw/€])) . (1.31)

Dans le cas ou
— les variables caractéristiques entrantes sont plus nombreuses que les variables sortantes,
re. k<n-—k,
— la matrice X est de rang n — k,
on peut construire une approximation pour Vy de la forme (C2¥) en O(|w/£|?), de sorte que

les conditions approchées sont vérifices a ’ordre O(|w/«£|3 + |1/£|2).
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La matrice R telle que VoM (1, %)VJ1 soit triangulaire inférieure en O(|w/&|?) doit alors

étre de la forme
Y X
R= < 0 0 > , (1.32)

o X € My, ,—j, doit vérifier ’équation ([L3T) et Y € My, doit vérifier
7AT11X + Y(*AinX + AT12> + AinYX + XATQQ = (en O(|w/§|2)) .
En posant
Z=YX € Mk,n—k s (133)

cela revient & résoudre le systéme

{ XA —ANX 4+ AT =0 (en O(lw/¢1)) (1.34)

7ZAOUt+AinZ7AT11X+XATQQ:0 (en O(|w/§|2)) .

On détermine alors Y en résolvant le systéme ([L33)), mais comme la matrice X est creuse,
on ne peut pas toujours déterminer toutes les colonnes de Y. On choisit alors de construire
la matrice Y en identifiant les termes des colonnes indéterminées a 0.
Le calcul de Y permet alors de trouver R d’aprés (L32).

Apreés avoir déterminé V_; d’aprés ’équation (C2Z4)), on peut exprimer les conditions

absorbantes & 'ordre O(|w/§|3 + |1/§|2) d’aprés (LZ9).

Passons & notre application au systéme shallow-water 2D linéarisé hyperbolique.

Cas d’un flux entrant : ug <0

Les variables caractéristiques entrantes sont w; et ws. Les matrices A™ et A°"* sont
alors définies par

> 0.

. L 0
Aln — ( —ug+c 1 ) <0 et Aout - _

0 —uo up +c¢

On cherche alors la matrice R telle que Vj soit sous la forme (CZ8) en résolvant I’équa-
tion (C3T). On obtient

0
X = ug + ¢

V2

Ici, le nombre de variables entrantes (2) est supérieur au nombre de variables sortantes
(1) et X est de rang 1, donc on peut chercher a obtenir une approximation a l'ordre

(|w/§ 1?4+ 1/¢ |2) en déterminant R suivant ([32). Il faut donc calculer Z en résolvant
le systéme (C34). On obtient

(uo+o)?

_ 4
Z = vo(ug + ) )

V2
ce qui donne, d’aprés (L33),
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donc Pexpression ([C32) s’écrit ici

2
0 —%(uo—i—c) 0
R= 0 V) wote
’ V2
0 0 0

Par construction, V5 (1,0) = I. Il ne reste donc plus qu’a déterminer V_1(1,0). D’apres ([C2Z4),
V_1(1,0) = KV(1,0) = K, ou K, défini par (LZI)), est obtenu en résolvant le systéeme (C2Z3).
On obtient

0 0 0 0
B={ turar | done x=| 00 I
C\/§ 0 0 CO

Par conséquent, la deuxiéme approximation des conditions absorbantes a 'ordre O (|w JEP +|1/¢ |2)

s’écrit
dun _ V2(up+)dun|
ot 4 ) -
Y le=o (1.35)
Owy | Ows  (wot)dws  (wtof | _,
ot 0 ay \/5 ay C\/§ ’ =0

Cas d’un flux sortant

tug >0

La seule variable caractéristique entrante est wy. Les matrices A™ et A% sont alors
définies par
) ~0.

“uo
0 1

ug+c

Ain _

<0 et AO‘“:(

X:(_TUQO 0).

Le nombre de variables entrantes (1) est inférieur au nombre de variables sortantes (2), X est

—ug + ¢

Apres calculs, on obtient

de rang 1, donc on va chercher une approximation a I'ordre (|u}/§|2 + |1/§|2) en déterminant

R suivant (L30)

—uo
0 — 0
_ V2
R=19 0o o
0 0 0
et K suivant (CZI) et (CZ3)
—ug f
0 —— 0
[~(<u0f 0> donc K = V2
G 0 0 0
0 0 0

Comme Vj(1,0) = I et V_1(1,0) = K, on peut alors écrire les conditions absorbantes
approchées a lordre O(|u}/§|2 + |1/§|2) :

uo f o
V2

awl () ng

AT (1.36)

=0
=0
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1.4 Frontiére Ouest

Dans cette section, on étudiera les conditions aux limites absorbantes & la frontiére
I'w = {(z,y) € R? /2 = 0} du probléme restreint au domaine Qw = {(z,y) € R?/z < 0}.

Une premiére étape consiste & diagonaliser la matrice A = Ay ny+Aany, o7l = *
Ny
N . A .o -1
est le vecteur sortant normal & la frontiére considérée. Ici, riww = ( 0 , donc Aw = —A;.

Rappelons qu’ici, les valeurs propres de A; sont
ug, Ug—C, Up+C.
Les valeurs propres de Aw sont alors
—Uup, —Up+cC, —Uy—C,

et les vecteurs propres L; & gauche de Aw associés aux valeurs propres \; sont les mémes
que ceux de A; : LT Aw = N LT

La méthode des caractéristiques consiste & appliquer le changement de variable :

— —Pw’lAWPWEW+PW’1A2PW2W+PW’1BPWW =0 (1.37)
ot ox dy

Ici, & la frontiére Ouest du domaine Qyy,

— la valeur propre de Aw (—up—c) est toujours négative, donc la variable caractéristique
associée va vers I’Est, c’est-a-dire vers l'intérieur du domaine;

— la valeur propre de Aw (—uo+¢) est toujours positive, donc la variable caractéristique
associée va vers I’Ouest, c’est-a-dire vers 'extérieur du domaine.

Par conséquent,

— siug < 0, (—ug) et (—up—+-c) sont positives, donc les variables caractéristiques associées
vont vers I’Ouest, c’est-a-dire vers l'extérieur du domaine Qw, tandis que (—ug — ¢)
est négative, donc la variable caractéristique associée va vers I’Est, c’est-a-dire vers
Iintérieur du domaine : k =1;

— si up > 0, seule (—ug + ¢) est positive, donc la variable caractéristique associée sort
du domaine Q, tandis que (—ug) et (—ug — ¢) sont négatives, donc les variables
caractéristiques associées entrent dans le domaine : k£ = 2.

Les valeurs propres de Aw sont donc classées comme ceci :

M =—-up—c, AX=-uy, A3=—ug-+c,

et les vecteurs propres associés sont

1 0 1
Li=al 0|, Ly=p3]| 1 et L3=r 0 , VapB,veR".
1 0 -1
On choisit les coefficients o, 3, v de sorte que la matrice Py ', dont les lignes sont les
vecteurs propres transposés LI, soit unitaire : o = %, b=1v= f%, c’est-a-dire
1 Bl 19 _L
V2 V2 V2 V2
Py ! = 0 1 0 ouencore Py=| 0 1 0
~1 g i 1 9 L
V2 V2 V2 V2
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Les variables caractéristiques w;

= LT U sont donc

wlzT(u—i—qb
wo =V

1
U}g—ﬁ

(—u+9¢) = —( u+\/>h)

RN

Récapitulatif : Ici,

— si ug < 0, la seule variable caractéristique entrante dans le domaine Qw est donc wy ;
— si ug > 0, les variables caractéristiques entrantes sont w; et ws.
Le systéeme ([C37) se réécrit comme le systéme Est (), avec

ug+c 0 0
Az = 7PW71AWpW = PW71A1PW = 0 Uo 0 ,
0 0 wug—-c
vo < 0 o —L o0
0 NG 7
Ay=Py 'AHPy=| 5 w et B =Py 'BPy = % 0 *%

< f

0 V2 Vo 0 E 0

On peut alors multiplier & gauche le systéme ([C37) par (—A,~

teme (LCH), avec ici

1
_ “are 00
Atlme _ 0 1 0
0 1 ’
0 0 ——
0
" o_ __f
et B" = w3
0

) pour obtenir le sys-

Vo . C 0
up+c (uo+c) V2
T c o __c
AT = uoV2 uo uoV2
c Vo
0 (7u0+c)\/§ —uo+tc
S
(uo+c)V2 0
0 f
f uoV'2
(—uo+c)V2 0

En faisant les mémes calculs qu’a la frontiére Est, on obtient les mémes conditions
absorbantes en premiére approximation. En deuxiéme approximation, les conditions ab-

sorbantes deviennent

— cas d’un flux entrant : ug > 0
owr  V2(—ug + ¢) dwy
o T4 ay|
Ows Ows —ug + ¢) Ows ug —c)f
— + — W =0
ot 8y ay \/5 ay C\/§ ’ =0
— cas d’un flux sortant : ug <0
8w1 () 8w2 uof
it =0 1.39
ot V2 0 cx/_ (1.39)
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1.5 Frontiére Nord

Dans cette section, on étudiera les conditions aux limites absorbantes & la frontiére
I'y = {(z,y) € R? /y = 0} du probléme restreint au domaine Qx = {(z,y) € R?/y < 0}.
Une premiére étape consiste a diagonaliser la matrice Ax = Ay ny + Axny, via le change-
ment de variables
W =Py U,

avec Py une matrice de passage. Le vecteur sortant normal & la frontiére considérée est ici

. z 0
nN<Zy ><1>,d0ncANA2.

Les valeurs propres de Ay sont
v9, Vg—C, Vg+C.

Ici, & la frontiére Nord du domaine Qy,

— la valeur propre de Ax (vg — ¢) est toujours négative, donc la variable caractéristique
associée va vers le Sud, c’est-a-dire vers 'intérieur du domaine ;

— la valeur propre (vg + ¢) est toujours positive, donc la variable caractéristique associée
va vers le Nord, c’est-a-dire vers ’extérieur du domaine.

Par conséquent,

—si vg < 0, vo et (vgp — ¢) sont négatives, donc les variables caractéristiques associées
vont vers l'intérieur du domaine Qy, tandis que (vy 4 ¢) est positive, donc la variable
caractéristique associée va vers I’extérieur du domaine : k = 2

—si vg > 0, seule (vg — ¢) est négative, donc la variable caractéristique associée en-
tre dans le domaine Qy, tandis que vy et (v + ¢) sont positives, donc les variables
caractéristiques associées sortent du domaine : k = 1.

De maniére & ordonner les variables caractéristiques entrantes puis sortantes (cf. frontiére

Est), les valeurs propres de As sont classées comme ceci :

A =vg—¢C, A=vy, A3=1vy+cC.

Les vecteurs propres & gauche de Ay associés a ces valeurs propres sont

0 1
L1:Oé -1 s LQZB 0 et L3:’y 1 , VO&,B,’YER*.
1 0 1

Chaque ligne de la matrice Py~ correspond a la transposée du vecteur propre a gauche
associé & \;, i.e. LT. On choisit les coefficients «, 3, v de sorte que la matrice Pyt soit
unitaire. On obtient ici :

11
PNTh=11 0 0 ouencore Px=| —5 0 5
1 1 ! 1

0 % 7z 07

Les variables caractéristiques sont donc

wy %(fkub):%(flﬂr\/hzoh)
wy = U
wgz\%(v—kqﬁ):%(v—i— hioh)

Récapitulatif : Ici,
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— si vy > 0, la seule variable caractéristique entrante dans le domaine Qx est wy ;
— si vy < 0, les variables caractéristiques entrantes sont w; et ws.
La matrice diagonale contient alors les valeurs propres de A :
v—c 0 0
A, = Py 'AsPy = 0 v 0 ici.
0 0 wvg+c
Les matrices A, et B’ sont ici
< I
u 5 0 0 7 0
Ap=RTAPx=| 5 w 5 | et B=RK'BAi=| % 0 -4
0 - Uo 0 L 0
V2 V2
La matrice A, étant inversible, on peut multiplier & gauche le systéme () par
L0 0
-1 1 .
A, = 0 o 0 ici.
0 0 +r
Le systéeme ([H) devient alors
ow e O 0
— =A"C—W + AT —W + B"W 1.40
3y at T TP (1.40)
ot Attme = —A "1 AT = —A,""A, et B' = —A,'B.
Ici,
U C
b —'Ui-i—c (1) 0 —U00+C (*Uo+c)\/§ 0
1m C ug o C
AT = 0 —vo 0 ’ AT = v V2 T wo V2
0 0 ! 0 S ——
—vp—c (vo+c)\/§ votc
.
Of (—votc)V2 (f)
"
B = v O w03
0 -——t 0
(vo+c)V2

En suivant la méme démarche qu’a la frontiére Est, on obtient les mémes conditions
absorbantes en premiére approximation. En deuxiéme approximation, les conditions ab-

sorbantes deviennent
— cas d’un flux entrant : vg <0

ow;  V2(vo + ¢) dwy

ot 4 oz =0
y=0
Owo Owy  (vo+¢)ows  (vo+c¢)f
2 fugo— + = =0
ot oz V2 o Ox V2 ’ y=0

— cas d’un flux sortant : vg >0

8w1 Vo (9102 Vo f

ot T B or ™

y=0

0
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1.6 Frontiére Sud

Dans cette section, on étudiera les conditions aux limites absorbantes & la frontiére
I's = {(z,y) € R? /y = 0} du probléme restreint au domaine Qg = {(z,y) € R?/y < 0}.
Une premiére étape consiste a diagonaliser la matrice A = A; n, + A2 ny, ot le vecteur
N c 1 AP 0
sortant normal & la frontiére considérée est ici fig = ( ZI ) = ( 1 ), donc Ag = —As.
” _
Les valeurs propres de Ag sont

—v9, —Vg+cC, —vg—CcC.

Ici, & la frontiére Sud du domaine (g,

— la valeur propre de Ag (—uvg — ¢) est toujours négative, donc la variable caractéristique
associée va vers le Nord, c’est-a-dire vers I'intérieur du domaine ;

— la valeur propre de Ag (—wvg + ¢) est toujours positive, donc la variable caractéristique
associée va vers le Sud, c’est-a-dire vers I'extérieur du domaine.

Par conséquent,

— sivg < 0, (—vp) et (—vp+c) sont positives, donc les variables caractéristiques associées
vont vers 'extérieur du domaine {2g, tandis que (—vg —c) est négative, donc la variable
caractéristique associée va vers l'intérieur du domaine : k = 1;

— sivg > 0, seule (—uvg + ¢) est positive, donc la variable caractéristique associée sort du
domaine Qg, tandis que (—vg) et (—vy — ¢) sont négatives, donc les variables carac-
téristiques associées entrent dans le domaine : k = 2.

Les valeurs propres de Ag sont donc classées comme ceci :

Al =—-v—c, A=-v, A3=—Up+c,

et les vecteurs propres associés sont

0 1 0
L1:Oé 1 s Lgiﬂ 0 et Lgi’}/ -1 , VO&,B,’YER*.
1 0 1
Pour que la matrice Ps~! soit unitaire, on choisit o = %, B=1~v= —%, c’est-a-dire
1 1
) 0 73 75 (1) 1 (1)

Py = 1 0 0 ou encore Pg = 7 0 3

1 1 i

0 % V%

Les variables caractéristiques w; = LT U sont donc

wlzﬁ(ij(b):%(qu\/hI;h)

V2 2
Wo = U
w3=%(v—¢)=%(v—\/hz;h)

Récapitulatif : Ici,

— si vy < 0, la seule variable caractéristique entrante dans le domaine €)g est donc wy ;
— si vy > 0, les variables caractéristiques entrantes sont w; et ws.

Soit le changement de variables W = Ps~!U. Le systéme shallow-water initial se réécrit

oW ) )
o +Ps’1A1Ps£W—Ps’lAsPsa—yW—i-Ps’lB’PsW:0, (1.43)

INRIA



Conditions auz interfaces pour le couplage de modéles océaniques 29

ou encore

oW 9 9
4t A=W+ A=W +BW =0 1.44
ot gy TN (1.44)
avec
v+c 0 0
Ay = —Ps 'AsPs = Ps ' Ay Ps = 0 w 0 :
0 0 wvg—c
T 0 o L o
0 V2 7z
A =P '"APs=| 5 w % et B =Py 'BPs= —% 0 —%
—765 Vo 0 \/Lﬁ 0

La matrice A, étant inversible, on peut multiplier & gauche le systéme () par (fAyfl)
pour obtenir le systéme ([CA0), avec ici

1

— e 0 0
time -1 X 1
Atime — 4 =1 R ,
0 0 =%
L o voic o (vo+c)V2 0
T - N — % c
AT =4y As = V2 vo vo V2 et
. c ug
0 (77104’6)\/5 —vop+c
_
) (f) (votc)v2 (f)
" __ -1 _
B"=-A,"" B = —v 0 —
0o —L— 0
(—votc)v2

En suivant la méme démarche qu’aux autres frontiéres, on obtient les mémes condi-
tions absorbantes en premiére approximation. En deuxiéme approximation, les conditions
absorbantes deviennent

— cas d’un flux entrant : vy > 0

dwi | V2w +c)duws|
ot 4 ox B
y=0 (1.45)
Ows 22wt gows  (w-of | _,
ot "0 V2 or o L

— cas d’un flux sortant : vy <0

8w1 Vo (9102 Vo f

=0
y=0
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Chapitre 2

Equations incomplétement
paraboliques (avec viscosité)

2.1 Introduction

On considére les équations de Saint-Venant dissipatives linéarisées, constituées d’équa-
tions de réaction-advection-diffusion 2D pour décrire la dynamique horizontale et de 1’équa-
tion de continuité (incompressibilité) pour la dynamique verticale, dans l’espace entier
Q=R 9 ou D 9
8_::+u08_z +v08_Z_fU+68_i —vAu=7Fy,

v v v

oles B
EJFUO%Jona—yﬁquJrca—y*VAv—fg, (2.1)

o oo o Ou Ov\
ot "o Ty +C(8:c * ay) =0,

avec f la force de Coriolis. La variable ¢ est définie comme suit : ¢ = ch/hg = \/g/ho h,
avec h la hauteur de la surface libre de ’eau, et hg la profondeur de ’eau.

Notre objectif est de décrire pour ces équations des conditions aux frontiéres ouvertes &
la fois optimales et utilisables numériquement.

Halpern [Hal91]| a déterminé des conditions artificielles pour des systémes plus généraux
qui peuvent décrire le systéme d’équations de Saint-Venant sans termes de Coriolis. Elle a
considéré des systémes hyperboliques avec des perturbations incomplétement paraboliques.
Afin que les conditions aux limites soient compatibles avec celles obtenues en considérant
un probléme purement hyperbolique (sans dissipation, i.e. v = 0), les conditions aux limites
transparentes ont, été développées en v a 'ordre 1 et 2, et approchées en supposant que v
est trés petit. En suivant la démarche d’Engquist et Majda [EMTT|, le probléme a alors été
simplifié en supposant que l’angle d’incidence des ondes qui traversent la frontiére artificielle
est quasiment nul (9, ~ 0).

Une approche légérement différente a été choisie par Martin [Mar03], qui a étudié dans
sa thése le probléeme de Saint-Venant avec termes de Coriolis mais sans advection (Uy = 0),
en développant les conditions en v, la viscosité, puis en la négligeant, ainsi que la force de
Coriolis (plutot que la viscosité et 'angle d’incidence comme Halpern [Hal91])). Cette ap-
proche peut étre adaptée au probléme de Saint-Venant complet (cf. annexe [A]).
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On va reprendre ici Papproche de Halpern [Hal91] pour pouvoir traiter le systéme de
Saint-Venant @J)). Les différences avec les travaux de [Hal91]], qui découlent de la prise en
compte d’un nouveau terme du a la force de Coriolis, seront mises en évidence en bleu, que
ce soit dans I'explication de la démarche ou dans les résultats.

Soit w = (u, v, ¢)t. Ce systéme peut se réécrire

ow

N —Quw—Fw=0F,

avec ) un opérateur différentiel défini par

Q=AY9, + AP 9, +vPA,

ol
—Ug 0 —c —vg 0 0 1 0 0
AW = 0 —u 0 |, A® = 0 —v —c |, P=]01 0 |et F=
—c 0 —Up 0 —c = 0 0 O
0 f 0
—f 0 0
0 0 0

Soit un domaine Q C RY, de repére de cordonnées z = (z; ...z y)*. Soit w une variable
de dimension n, i.e. w = (w; ...wy)". Le probléme de Saint-Venant s’inscrit dans le cadre
plus général des problémes

ow
{E—Qw Fw = F dans Qx]0, T, (2.2)

W(ay s, 0) = wo dans Q,

ou @ est un opérateur diférentiel hyperbolique incomplétement parabolique, de la forme

(J)_ k) __ 2
Q= ZA +u Z P a:cj o (2.3)

J, k=1

F est un opérateur non différentiel tel que F®-® = 0 V&, et les matrices F, PUF) et
AU) € M,, sont supposées s’écrire

[ F 0 oo (P9 0 o ( BY ¢O
F(o o)’ P < o o) A"=\pvw av )

avec F' et PU*) des matrices inversibles de rang r, PU¥) = P& et AN une matrice
diagonale, inversible, de rang (n — r). De plus, 'opérateur (9, — Z;V:1 AW 9;) est supposé

hyperbolique, loperateur partiel (O — Z k=1 (Jk)ajk) Petrovski parabolique, et 'opérateur

réduit (0 — Z L AW 9;) strictement hyperbolique.
Suivant la demarche de Halpern [Hal03], on va retracer ici les étapes nécessaires pour

déterminer les conditions sur la frontiére artificielle I' = {x; = 0} dans Q= = {z; < 0} =
R—* x RV-1,

Remarque : Le systéme de Saint-Venant est formulé dans (] en fonction des variables
(u, v, ¢), de sorte que les matrices AD) et A®) soient symétriques. Il peut étre formulé
differemment en choisissant une autre variable que ¢. Le choix de cette variable différe
d’ailleurs dans chacun des textes déja cités :
— Dans larticle de Halpern [Hal91l, p.1278], le probléme est posé en fonction de ¢ plutot
que ¢, ol ¢ = g h.
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— Dans son mémo, Halpern [Hal05]' utilise h, la hauteur de la surface libre de 'eau.

— Dans sa thése, Martin [Mar03}, p.156] fait un changement de variable b — 7 h(VM)” tel
que h = ho(1 + h(VM)), de sorte que les coefficients de I’équation d’incompressibilité
soient unitaires.

2.2 Notations

On considére le probléme ([Z2). Les notations utilisées dans ce mémo, et leur valeur dans
le cas du systéme de Saint-Venant (1)), sont les suivantes

m 1+p nombre de valeurs propres négatives de A1) (donc (n — m) v.p. positives)
N 2 dimension du vecteur z
n 3 dimension du vecteur w et des matrices carrées AU) et PUF)
P 0 (siup <0) nombre de valeurs propres négatives de A()
oul (si ug > 0) (donc (n —r — p) v.p. positives)
q 1+p nombre de valeurs propres de partie réelle négative de (AME + F —s1)
r 2 rang des matrices PU¥) (et PU))

2.3 Probléme de Cauchy

Le probléeme Z2) avec F = 0 s’écrit

ow

= (@+F)u (24)

On suppose que 'opérateur (Q+F) posséde un "symétriseur" S, ce qui implique notam-
ment, que le symbole de la transformée de Fourier de Q+F en x est diagonalisable via une
transformation analytique. S est une matrice symétrique définie positive.

Rappelons que la transformée de Fourier en y = (22,...,2x) et de Laplace en ¢ d’une

fonction w est
—+oo
@(z1,7, s) 27T// w(wy,y,t)e” VT dt dy

ou s € C. Le symbole de la transformée de Fourier-Laplace de Q en (y,t) est alors

0 0 02
i) =AM 2 ©) (11) - (15),,. _ (jk)
Q(am’m)iA 0x1 ZAJHJFVP 82+12V ZP 7 VZP] M -
J#1 J,k#1
La transformée de Fourier-Laplace en (y,t) du systéme ([ZZ)) donne le systéme différentiel

sw = (Q(9/0x1,in)+F) w

INotons d’ailleurs des coquilles dans la formulation du probléme sans termes de Coriolis :

—ug 0 —g —v0 0 0
A = 0 —up O , AR = 0 —w -g |,
—ho 0 —up 0 —ho —wo

et dans les résultats : ©1 = (uo, 0, —ho)7,

cas inflow : ¢1 = s/, h =37 (N71)y;®hw;, N = ( g (1] > o N7 = ( 1(/)g (1) )

- g 0 uo -
cas outflow : ¢ = s/A\1, ( = s/d2, N = 01 0 et N1 =
c 0 —ho
1 —ho 0 —uQ
_ 0 c¢(—c—wug) O , ce qui donne D druy = — === (—cui + gh).
c(—c—ug) —c 0 g
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2.3.1 Modes normaux du probléme de Cauchy

On résout le systéme précédent en cherchant les racines & de I’équation caractéristique
associée. On obtient les modes normaux [Hal9]

W = ST Tmytsty - avec Re(s) > 0.
Les inconnues (&, ®) vérifient le systéme
(Q(&,in)+F —sI)®=0. (2.5)

Les racines £ sont appelées abusivement "valeurs propres généralisées".

Nota : Dans €7, les modes normaux ne sont définis que pour des valeurs propres £ de
partie réelle négative (pour que 'exponentielle reste finie en —o0).

Le systéeme (ZH) s’écrit encore

AW+ yPIE 10> AV 4208y Pin; —v Y PUpm+F —s1 | ©=0.
j#1 j#1 j kA1

(2.6)

Comme les termes du bloc diagonal de dimension r en haut & gauche de la matrice

Q(&,in) sont en &2 et que ceux du bloc diagonal de dimension n — r en bas & droite de

Q(&,in) sont en &, le déterminant de @ contient des termes (£2)" - €77, il est donc d’ordre
(n+7)en¢.

Lemme 2.3.1. Si Re(s) > 0, les (n + r) valeurs propres généralisées se décomposent en

(r 4+ p) valeurs dont la partie réelle est négative, et (n — p) dont la partie réelle est positive.

Démonstration (similaire o celle du lemme 1.2. de Halpern [Hal91).

1. On peut prouver qu’il n’y a pas de valeur propre purement imaginaire, puisque F' n’est
pas positive. En effet, F® - & = 0.

2. Soit N le nombre de valeurs propres de partie réelle positive /négative respectivement.
Ces nombres ne dépendent pas de (7, s) ni des matrices (AY), PUR)) pour peu que les
hypothéses de départ soient vérifiées (par exemple, on ne peut pas avoir A1) = 0). La
justification pour(n, s) vient d’un raisonnement par 1’absurde (raisonnement identique
pour (A(j),P(jk))) : si c’était faux, 'une au moins des racines serait de partie réelle
négative pour un certain couple (71, s1) et positive pour un autre couple (72, $2). En
supposant que la partie réelle de la racine en question soit une fonction continue
de (n,s), elle doit nécessairement s’annuler pour un couple (ns,s3), ce qui est en
contradiction avec le premier résultat.

3. L’équation (ZH) ne peut étre vérifice pour ® # 0 que si
det(Q(&,in)+F —s1,) =0.

On a vu que cette équation était d’ordre n+r en &, donc N_+ N4 = n+r. Du point 2,
on déduit qu’on peut choisir n = 0 et B = C1) = DM = 0 pour étudier les nombres
N_.. Dans ce cas, comme les matrices résultantes sont diagonales par blocs, on a

det(Q(&,in)+F —sI) = det(AM¢ —ve2POVLF —51)
det[pPAVE24LF — s 1,] det[AVE — sT,,_,].

Cette expression est nulle si et seulement si chaque déterminant est nul : det[yPOD g2 -
sI4+F = 0 et det[AM¢ — 51, ,] = 0. Comme P est de dimension r et que la
premiére équation est en &2, cette équation permet de déterminer 2r racines positives,
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dont r sont de partie réelle positive et r sont de partie réelle négative. Soit Xj les (n—r)
valeurs propres de A() (dont p sont négatives par hypothése). La deuxiéme équation
donne pour racines s/)\;. Comme Re (s) > 0, cette équation donne p racines de partie
réelle négative et (n — r) — p de partie réelle positive. On obtient donc

N_=r+p e Ni=r+fn—-r)—pl=n-—p.

Remarque. La démonstration de ce lemme repose sur le fait que

— S est une matrice symétrique définie positive,

— Dopérateur Zj,k P(jk)’l/)ji/)k est non négatif, avec » = (¢, n2,...,m,) et £ =1i(.
Ces propriétés n’ont pas pu étre justifiées.

Théoréme 2.3.1. Si Re(s) > 0, lorsque v tend vers 0, r valeurs propres généralisées
tendent vers Uinfini en 1/v, ie. &€ = 0/v + O(1), et n valeurs ont une limite finie, i.e.

E=a+0().

Démonstration. On va faire un développement en v dans ’équation [3) et garder les termes

d’ordre le plus faible. On suppose que vecteurs ® peuvent s’écrire sous la forme ® = U+O0(v).
— Posons £ = a + O(v). L’équation (6l s’écrit

(A(l)oz +id i AW pi+F — sI) ¥ 4+ O(v) = 0. Ce systéme admet une solution si

det (A(l)a +iY iy AV +F — s[) = 0. Cette équation d’ordre n en « doit avoir
n solutions. On va noter q le nombre des valeurs propres a de partie réelle
négative?34.

~ Posons & = 0/v+ O(1). L'équation ZB) s’écrit 0/v (A + PADY) U +O(1) = 0. Ce
systéme admet une solution si det (A1) + P(1Dg) = 0. Cette équation d’ordre r en §
doit avoir r racines. Comme on a r + p valeurs propres de partie réelle négative (lemme
précédent) et qu’on en a déterminé ¢ précédemment, r + p — ¢ des termes 6 sont de
partie réelle négative. O

Conclusion : Les (r+p) solutions (¢; , %) de ’équation () correspondant aux modes qui
se propagent (du domaine Q% vers la frontiére I'), i.e. tels que Re (&;) < 0, avec Re (s) > 0,
sont, de la forme

§i(5,777V):Ci(5,77)+0(V), 1§Z§q7
1 2.7
£i(sanay):;Ci(San)+O(1)a Q+1§@§T+Pa ( )
@(s,m,v) = Wi(s,m) +O(v), 1<i<r+p, (2.8)
oit les (¢;, ¥%) sont définis comme suit :
(a) 1<i<gq
{ Cz(san) = ai(san) ) (29)

| W(s,m) =1I'(s,m) _
2Nota : Le nombre de valeurs propres « associées & A(l)oz—l—izj751 A(J)nj +F—SI) de partie
réelle négative est difféerent du nombre de valeurs propres négatives associées a sa partie réelle, i.e. a
(A(l)Re (@) + F —Re(s)).

3Nota : si F = 0, on retrouve, comme Halpern [Hal9], m valeurs propres de partie réelle négative (m
étant le nombre de valeurs propres négatives de A(l)).

4 Nota : Quand on fera Papproximation en 7, ¢ sera le nombre de valeurs propres de partie réelle négative
associées a (AMNG+F —sT).
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tels que
(AMa; + Y inAV+F — s =0, (2.10)
J#1
(b) g+1<i<r+p

i\9 = Gi— ’
Gils,m) a (2.11)
Ui(s,m) =071,
tels que )
(PUVg;_, + AD) "1 = 9. (2.12)

2.3.2 Conditions de transmission

Comme S, le “symeétriseur” de (Q+F), est symétrique défini positif, il définit un produit
scalaire :

s&mv)zzlkSuu@dx.

La formulation variationnelle du probléme [Z2)) dans un domaine € de fronti¢re réguliére
0f) peut, alors s’écrire

s<a—w,v>+l/p(v,w)+a(v,w)l/ (Sé'w,v)afy:/]:v, Yo,
ot 2 Joo Q

ou les formes bilinéaires a et p, définies par

1 N ov ow
_ = () 22 _ () 22
0=g [ Sl ) - (0055 o
Jw Ov
(k) 22 27
p(v,w) / Z < P ox;’ 8$k>

J,k=1
sont respectivement antisymétrique et symétrique non-négative, et ot £ est la contrainte
normale & la frontiére®

N N

N
(SEw,v) Z jzlSP(]k)g + SAF v nk*Z VZSP(jk)w,% N .

k=1 k=1 j=1 J
Soit v & support compact dans €. La décomposition du domaine 2 = Q= U QT permet
d’écrire

/ (SEw, )0y —|—/ (SEw,v)dy =0
a0+ o0

et donc de déterminer les conditions de transmission & la frontiére I' = 0Q~ N oNT :

(Ew)” = (Ew)™ sur T.

Dans le cas particulier ou I' = {x; = 0}, ces conditions de transmission deviennent

o pun QU o pun 0T
v PV — + AV = v PYY — + A%
7= ] sur I',
5Cette dinmon n’est pas EanBI(ﬁe arcelle de HM[E mijhals est cohérente avec le résultat d’Eric
Bla,yo P 9] ] 1 ] i
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ou encore’

N N
V3 P Jl)aw _ Vzpm)aw
= = Ox; sur I', (2.13)
w- = wt
ol on a posé
I t
w' = (wy,...,w.)",
notation qui revient & décomposer les variables pour ne considérer que les (r premiers) termes
qui correspondent aux matrices P.

2.4 Deérivation des conditions aux frontiéres artificielles

On va utiliser les conditions de transmission pour dériver des conditions de frontiéres
transparentes.

Si F et w® sont & support compact dans Q~, le probléme de Cauchy, constitué du sys-
téme (Z2) et d'une condition initiale w(0) = w’, est équivalent au probléme de transmission

ow™ ow™
ot (Q+F)w™ = F(,1)  gans Q- , ot (Q+F)uwt =0 dans Q7 ,
w=(0) = w° wt(0)=0

avec les conditions de transmission (ZI3).

2.4.1 Conditions aux frontiéres transparentes

Introduisons dans Q7 le probléme complet avec condition initiale et conditions aux limites

. _ (Q+F)wt =0 dans QF,

q 2.14
wr(t=0)=0 (2.14)
(wf...w,ﬂrp)t:g sur I'.

Théoréme 2.4.1 (LH 2.1.). Le probléeme ZI4) est "fortement bien posé". La solution en
variables de Fourier-Laplace (n,s) est donnée par

r+p
@t (z1,m,s Z,u eSiTLPpt

ol les (&;, @) sont définis par 'équation [ZT) et les coefficients p; sont déterminés grace
aux conditions aux limites.

Remarque : L’hypothése selon laquelle @ est diagonalisable assure que la matrice M €
M, 4p, définie par '
Mji:q);'; 1§Z,j§r+p,

est inversible, si bien que les conditions limites déterminent les coefficients u; :

r+p
E M~ j g -
Comme les conditions de transmission sont w™ = w™, ici § = @~

60n retrouve bien les conditions de transmission de Halpern [Hal91].
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Théoréme 2.4.2 (LH 2.2.). Les conditions aux frontiéres transparentes sur I' pour le
demi-espace 2~ sont constituées de (n — p) équations de deuz types :

N o 6@1 B T+p r+p g B
v Z P B =V Py Z Z & M*ilj " W +v Z im P @l (dimension r),
j=1 J j=1i=1 1#1
r+p r+p _
Wy = ZZM_ZIJQJ L, k=r+p+1,....n.
i=1 j=1
(2.15)

Nota : Dans ce théoréme, les variables notées w sont en fait restreintes & Q, i.e. W = W~

2.4.2 Conditions aux frontiéres approchées en v (non locales)

On cherche des conditions aux limites qui soient consistantes avec le probléme hyper-
bolique (i.e. v = 0). On va donc approcher les conditions transparentes (ZI3) par rapport
av.

On étudie la limite des termes de droite dans le systéme (ZIH) lorsque v tend vers
0. D’apres (EZ3), I}ii%d) = W, ou encore l%M = N, en définissant la matrice N € M,.4,
comme _

Nij:qjgy 1§Z,]§7’+p

o ' o, l<i<gq,
Drapres @D), lim(v&) =\ " 1 <i<r4p.

transparentes (2IH) deviennent alors

Lorsque v tend vers 0, les conditions

N ol r+p r4p ,
pls) — p(1l -1 gil . )
uj_ZIP( 7) Ox; = pt )i:;rlg;]\f Z.j\II w;  (dimension r),
A , (2.16)
B = Y Y N L@ 0, k=r+p+1l,....n.
i=1 j=1

2.4.3 Rappel des conditions absorbantes pour le probléme hyper-
bolique

Soit le systéme hyperbolique

w XN: A s F (2.17)
_— = _— w . .

ot = 89@

Les solutions de ce systéme dans l’espace entier, avec F = 0, sont obtenues par une trans-
formée de Fourier-Laplace en (y,t) :

n
D=3 eI,
=1

oit (av, IT*) sont les valeurs propres et les vecteurs propres définis en EI0).

Ici, dans le cas sans dissipation, la direction de propagation des modes & la frontiére T’
est donnée par le signe des valeurs propres \; de A(M)| indépendamment de la matrice F
[OS78, [ENTT)|. Ces modes se propagent vers 'extérieur du domaine Q= (i.e. dans la direction
x1 > 0) lorsque \; < 0.
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Les conditions pour que la frontiére I' = {z; = 0} du demi-espace Q™ soit transparente
expriment le fait qu’aucune onde ne se propage de la frontiére vers 'intérieur du domaine,
et donc

ni=0, m+1<i<n,

ou encore
(T7'w); =0, m+1<i<n, (2.18)

ot la matrice 1" est définie comme T;; = Hg .
Nota : Ces conditions ne sont pas locales en temps et en espace.

De la méme maniére qu’Engquist et Majda [EMZ77|, on peut approcher ces conditions
pour les rendre locales en supposant que les ondes arrivent perpendiculairement a la frontiére,
ce qui revient & supposer que ’angle d’incidence est nul :  =10.

L’équation (ZI0) est alors approchée par I’équation

(AVqG4+F —s I = 0. (2.19)

Au premier ordre en 7, les conditions aux limites absorbantes pour le systéme hyper-
bolique (ZI7) dans Q~ sont finalement

(T7'@), =0, m+1<i<n, (2.20)

ol ﬁj = ﬁf , 1 <1,j <n, ie les caractéristiques entrantes du systéme doivent étre nulles
a la frontiére.

2.4.4 Conditions approchées en 7

Les conditions non locales ([I6) obtenues lorsque ¥ — 0 pour le systéme hyperbolique
avec perturbation incomplétement parabolique peuvent étre approchées de la méme maniére
que celles obtenues précédemment pour le systéme hyperbolique, en supposant que 7 = 0.

Soit W7 les (r + p) vecteurs définis par

Ui=@i4, g4+1<j<r+p

et N la matrice telle que Nij = \Tlf, 1 <i,5 <r+ p. En substituant { et ¥ par leurs
expressions (Z9) et [ZI), les conditions absorbantes approchées en v et n s’écrivent

& ( )awl (11) 7+p r+p~ ,
p(1j _  p ' 1 i ‘ . .
VJZ_;P J o, = P i:zq;l@l_q;N ij@ e’ w;  (dimension r),
GEQAT U (2.22)
wy = Y > N Lw U, k=r+p+1l,....n.
i=1j=1

Remarques :

— Ces conditions aux limites ne sont pas nécessairement locales (¢f. application
au probléme de Saint-Venant, section ZAH), car a priori IV fait intervenir le nombre
complexe s. Il parait alors nécessaire de faire une nouvelle approximation (&
déterminer) (cf. approche de Véronique Martin en annexe [A]).

— Etapes des différentes approximations des conditions transparentes :

Em — Em —— BB — &2

v—0 v=0 n—0

™ — B2

n—0
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— La solution du systéme général ([Z2) avec les conditions aux limites transparentes (non
locales) (Z1H) ou ([ZI6) doit converger vers celle du systéme hyperbolique [I1) avec
les conditions transparentes (non locales) ([ZIH).

- La solution du systéme général [Z2) avec les conditions aux limites absorbantes [Z22)
doit converger vers celle du systéme hyperbolique ([ZI7) avec les conditions locales (ZZ20).

2.4.5 Cas particulier : le systéme de Saint-Venant linéarisé

Pour déterminer les conditions aux limites transparentes [Z2Z2) du systéme de Saint-
Venant (ETI), il faut déterminer les vecteurs propres II* tels que

(AVa+F —sDIT' =0,

otl les valeurs propres a; sont déterminées en résolvant det(A™M@;+F —sI) = 0, les éléments
propres (6;—q, ©'~7) sont tels que

(p(ll)giiq + A(l))@i*q =0,

et les matrices AN F et PUY sont définies page BA )
Nota : AV = —uq donc p dépend du signe de ug et PUD =1, = (0i5); j—1, donc r=2.
On obtient

US — \/—f2u3 + 82¢2 + f2¢2
a1 =
A — ug ’
- s
Qg = ——,
Uo
B ugS + \/—fQUg + 82¢2 + f2c2
3 = )
A — ug
de vecteurs propres’
—Up &z — S
" = ! ;
co
et ) )
us — ¢
_ Yo 1 _ 2\t
91* u ) © *(Uanvic) )
0
_ 2 _ t
92—“0, S} —(0,1,0).

Comme ¢ > |ug| en océanographie (cas subsonique), on a’

Re(ay) <0, 01 et Re(az) sont de signe opposé & wug
Re (as) >0, 0y est du signe de wug .

Distinguons alors le cas d’un flux sortant et celui d’un flux entrant.

i) Flux entrant : ug <0
Ici, p=0:o0n an—p=3 conditions aux limites.
Les r + p = 2 valeurs propres de partie réelle négative sont a; et 6s.

ii) Flux sortant : ug > 0
Ici,p=1:0n an—p=2 conditions aux limites.
Les r + p = 3 valeurs propres de partie réelle négative sont ay, as et ;.

"Nota : &1 et ag vérifient (—upa — s)% + f2 — c2a? =0.
car ¢ —uf > 0 et (/—f2ug + s2¢c 2 =/ugs 2 —ug)(s onc la partie réelle de cette
8 2—u2>0 et 2u2 4 s2¢2 + f2¢2 252 + (c2 — u2)(s2 + f2), donc la partie réelle de cett

racine carrée est supérieure a celle de ugs.
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2.5 Cas particulier du systéme sans termes de Coriolis I

Si on ne considére pas de termes Fw dans la formulation [Z2HZ3) du probléme, on se
rameéne au cas traité par Halpern [Hal97].

2.5.1 Conditions absorbantes pour le probléme hyperbolique

Dans le cas d’un probléme sans terme F', I’équation ([ZIJ) est équivalente &

(A — 2 DI =0.

Q;

Soit, A’ les vecteurs propres de A1), i.e. (AN —\; I)A*=0, 1 <i<n.Onadonc &; = )\i

o~ . X3
et II* = A*. Les modes se propagent vers lextérieur de Q~ lorsque Re(sa) < 0. Les
conditions aux limites absorbantes [ZZ0) pour le systéme hyperbolique sont alors vérifiées

pourﬁj:Ag,lgi,jgn.
2.5.2 Conditions locales pour le probléme complet

Les conditions non locales ([I6) obtenues lorsque ¥ — 0 pour le systéme hyperbolique
avec perturbation incomplétement parabolique peuvent étre approchées de la méme maniére
que celles obtenues précédemment pour le systéme hyperbolique, en supposant que n = 0.

On a vu a la section précédente que

Hm ¢ = — et lmWi=A", 1<i<m.
n—0 )\i n—0
On retrouve alors les conditions ([ZZ22) avec UJ les vecteurs définis par
U=A,  1<j<m,
U =07"" m+1<j<r+p.
2.5.3 Conditions aux limites d’ordres plus élevés (en v)

Cette étude peut étre étendue en développant les valeurs propres généralisées a 'ordre
supérieur :

&i(s,m,v) = Gi(s,m) +vxi(s,n) + O(?) 1<i<m,
(5,7,) = Gls,n) +xi(s,0) + OW), m+1<i<rtp,
tout comme les vecteurs propres :
®'(s,n,v) = W(s,n) +vE(s,n) + O(W*), 1<j<r+p
On fixe = 0. En substituant dans le systéme 3), qui se simplifie en
(€AW 2Pt _sNd =0,

les éléments propres (&;, @) par leur expression ci-dessus, et en identifiant les termes d’ordre
le moins élevé, ainsi que ceux a 'ordre au-dessus, on obtient une expression plus précise des
valeurs propres généralisées et de leur vecteur propre :

&i(s,v) = Gi(s) + vxis® + O(V?), 1<i<m,

1 . (2.23)
fi(st):;CieriSJrO(y), m+1<i<r+p,
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Pi(s,v) =V +VE's+00?), 1<j<r+p (2.24)
ot les inconnues (;, x;, ¥¢, =%) sont définies comme suit? :
(a) 1<i<m
S
CZ(S) - )\_Z ;
W= A7
et les (i, Z%) sont tels que'®

(XiA(l) + %P(“)) A+ (%A(l) — I) = =0,

X2

G =0i—m ,
\I,i — @ifm ,

3

(by m+1<i<r+p

et les (s, Z%) sont tels quel
(9i,mA<1> n 93,mP<11>) =i 4 (xiA(l) - 1) ei~m =,

On obtient alors ’équivalent des conditions approchées [Z2Z2) au premier ordre en v,

dans lesquelles apparaissent des termes T

2.5.4 Cas particulier : le systéme de Saint-Venant linéarisé

On va déterminer les conditions transparentes locales pour le systéme de Saint-Venant
sans termes de Coriolis linéarisé autour de I’état (uo,vo)

ow ow ow 5w 5w
AW A panZ = | p(22)Z ~
ot Ox + dy T or? + oy )’

réexprimé en fonction des variables w = (u, v, ¢)'? de sorte que

—ug 0 —1 0 0 0 100
AW = 0 —u 0 |, A®=[0 0o -1 ], PPW=p@@P |0 1 0
- 0 —U 0 -2 0 0 0 O

D’aprés les sections précédentes, les conditions aux frontiéres transparentes sont données
par le systéme ([E2), qui fait intervenir les éléments propres (\;, A?) de la matrice A et
les éléments propres (6;,0%). Ces derniers ont été déterminés a la section ZZZ On obtient
pour les premiers

)\1:711'0707 Al:(lvoac)tv
)\2:711'05 A2:(07150)t7
A3 = —up +c, A3:(1,0,—C)t.

En océanographie, ¢ > |ug|.

90n rappelle que (\;, A?) sont les éléments propres de la matrice A
10Cette équation n’a pas été explicitée par Halpern [Hal91].
LL¢ef note m
12, h
Y=g
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i) Flux entrant : ug <0 (p =0)
Le nombre de conditions aux limites est de n —p = 3. Les deux valeurs propres négatives
sont )\1 = —ug —cet 92 = UgQ-

Les conditions aux frontiéres transparentes ([Z22) s’écrivent

ou
-~ =0
V@:c ’
ov
V% = U,
Y = cu.

ii) Flux sortant : ug >0 (p=1)
Le nombre de conditions aux limites est de n—p = 2. Les trois valeurs propres négatives
2 2
ug — ¢

sont )\1 = —UuUgp — C, )\2 = —Up et 91 =
uo

Les conditions aux frontiéres transparentes [222) s’écrivent

du uo—c( )
V— = cu —
ox c v
ov
I/% = 0
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Troisiéme partie

Conservation des traceurs :
équations d’advection-diffusion
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Dans le cadre de la dynamique océanique, le modéle complet fait intervenir des équations
de natures diverses. On s’intéresse ici aux équations représentatives de la dynamique des
traceurs que sont la température et la salinité.

L’évolution des traceurs est décrite par des équations scalaires d’advection-diffusion.
Deux différentes paramétrisations de la diffusion, en laplacien et bi-laplacien, sont habituelle-
ment considérées pour représenter la turbulence méso-échelle en fonction des parameétres de
grande échelle.
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Chapitre 3

Equations d’advection-diffusion
harmonique

3.1 Introduction

Soit = R™ le domaine considéré (m = 2 en 2D, 3 en 3D), Q= = (—oo,L) x R™~!
et QT = (0,4+00) x R™~! les sous-domaines. Les interfaces sont I'y, = {z = L} x R~ ! et
Iy = {ac = 0} x Rm—1,

On considére I’équation d’advection-diffusion harmonique. L’opérateur du systéme ()
est alors défini ainsi :

£:8t+€-V—z/A,

ou ¢ est un champ de vitesse constant et v > 0 est la viscosité.

On résout dans chaque sous-domaine QF le systéme (@) vérifié par erreur e’} (avec f = 0
et wg = O)

Le probléme a été traité complétement par Martin [Mar03, Mar05] dans le cas 2-D. On
va présenter ses travaux, puis les étendre au cas 3D.

3.2 Espace R?
Dans 2 = R? (m = 2), 'opérateur d’advection-diffusion harmonique s’écrit
L=0+0a0;+b0y — v (0pe + Oyy)

3.2.1 Algorithme appliqué aux transformées de Fourier des erreurs

Rappelons que la transformée de Fourier par rapport aux variables y et ¢ d’une fonction
w dans L?(QF x R) est définie comme

1 )
w(z, k,w) = o //w(z,y,t) e Uky+9t) gy dt .
T
R R

On va étudier les transformées de Fourier des systémes vérifiés par les erreurs (). Pour cela,
on étend leur domaine de définition QF x R* quand ¢ < 0, i.e. au domaine QF x R :

et =0 sur QF x R*,
el =e? sur QOF x RT.
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Aprés transformation de Fourier, 'algorithme de Schwarz vérifié par les erreurs s’écrit

L& =0 dans (—oo,L) x R™ ! xR, L& =0 dans (0,400) x R™ ! x R,
"o =0 dans (—oo,L) x R™~!, e ;—o =0 dans (0,400) x R™~1,
B—ant! — IS'*eJr sur I'y;, x R, IS”FA”Jr1 Bte" sur ToxR,

(3.1)

ot L = —v0yp + ady + [i(w+bk)+ vk?. A chaque équation différentielle ordinaire de
chaque sous-domaine correspond 1’équation caractéristique

—vol4ao+fi(wH+bk)+vk =

Notons
R=a?>+41%k* et I=4v(w+bk).

Le discriminant du polyndéme caractéristique est
0=R+il (3.2)

et ses racines sont

o= g (a—VE) e a+:$(a+\/5), (3.3)

ou

Vo= {\/R+\/R2+12+zsgn \/ R+VR?+12 (3.4)

1
1l
On peut remarquer que Re(c~) < 0 et Re(ot) > 0, ce qui permet de déterminer les

termes qui restent finis dans chaque sous-domaine. Les erreurs solutions de (B sont alors
définies comme suit :

%|

et le signe de I est sgn(Il) =

{ " (z, k,w) = a"(k,w)e” * V(z,kw) € (—00,L) x R xR, (3.5)

e (z,k,w)=p"(k,w)e” * V(x,k,w) e (0,+00) xR x R,

ou les fonctions o™ et 5™ sont calculées & partir des conditions aux limites sur I'g et I'f.
Par exemple, si les conditions aux interfaces sont des conditions de Dirichlet, i.e. BX = Id

,alors @' =8% sur I', xR et &' = 8" sur I'p x R. On en déduit que &} =

elo” oML 8!, Le taux de convergence de I’algorithme (B, défini par

€]

(3.6)

TR
dépend donc de la largeur du recouvrement L pour des conditions aux interfaces de Dirich-

let : ppir = el )L| = ¢Re(@ =o)L Plys le recouvrement est grand, plus I’algorithme
converge vite. Et si L = 0, 'algorithme ne converge pas.
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3.2.2 Conditions optimales aux interfaces

On cherche des conditions aux interfaces telles que ’algorithme de Schwarz converge vite
méme sans recouvrement. On considére désormais L = 0 et on note I' I'unique interface en
{z =0}.

D’apres le résultat [B3), les transformées de Fourier des erreurs vérifient

oe” el
— +an + —an _
— —o0'el =0 et ———o0"ey =0. 3.7
ox B ox * (3:7)
Notons ST la transformée de Fourier inverse de lopérateur o*. En choisissant
comme opérateurs des conditions sur 'interface I'

B* = (,% - S5*|, (3.8)

le probléme (Bl) vérifié par 'erreur dans chaque sous-domaine se raméne, dés que n = 2, &
un probléme homogéne avec une condition initiale et une condition a I'interface nulles, dont
la solution est nulle : €} = 0 Vn > 2, si bien que u” = w|g- et u} = w|gr Vn>2 :la
convergence de ’algorithme de Schwarz vers la solution générale du systéme ()
est atteinte en deux itérations.

3.2.3 Conditions approchées

Les opérateurs ST obtenus ne sont pas définis localement en temps et en espace du
fait de la complexité de 'expression BA) de \/d(k,w). On va donc chercher des opérateurs
approchés, d’ordre 0 et 1, faciles & mettre en ceuvre numériquement.

En suivant 'approche de Véronique Martin [Mar05], on propose comme approximation
alordre 0 (V3),=p et alordre 1 (V§), =p+i2v(w+bk)q, de sorte que!

1 1 .
g’étzﬁ(aj:p) et aﬁzﬁ(aip)iz(w—i—bkz)q,

et les opérateurs différentiels correspondants, d’ordre 0 et 1, sont

1 1 0 0
i—_ i:— —_— —_—
Sp —QV(aip) et 87 2V(aip)iqatibqay . (3.9)

Martin [Mar05] a montré que les problémes associés sont bien posés et que les algorithmes
avec ces conditions aux interfaces convergent vers la solution générale du probleme (), a
condition que p > 0 4 ’ordre 0 et que ¢ > 0 et p — a?q/2 > 0 a l’ordre 1.

On note les opérateurs différentiels des conditions approchées a I’ordre 0 et 1 sur U'inter-

face I’
gEo 9 gt o pro s (3.10)
O oz 0 L Lo '
ot les opérateurs Si et Si sont, définis en (E3).
Remarques :
— Ces formulations conservent la propriété o+ + 0~ = a/v aux symboles de Fourier des

opérateurs approchés 03[ et of[.
— Une approximation de Taylor de v/8 aux basses fréquences, i.e. lorsque w ~ 0 et k ~ 0,
donne p = |a| alordre O et (p =lal,g =1/|a|) & l’ordre 1.

1
L Autre approximation & étudier a I’ordre 1 : of = 2—(a +p) £ [i(w+bk)+vk?q,
14
1 9 ) 22
associée a l'opérateur différentiel S = —(atp)+tq— +bg— — .
i pérateur différenti 1 2V(a D) q@t q8y$quay2
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3.2.4 Optimisation du taux de convergence pour les conditions ap-
prochées

Les fréquences considérées en océanographie ne sont pas forcément petites. On ne peut
donc pas faire d’hypothéses a priori sur la valeur de (k,w). Il faut donc que le taux de
convergence de ’algorithme de Schwarz (avec la condition approchée (BIM) & 'ordre 0 ou 1)
soit minimisé en fonction de p ou (p, ¢) quel que soit (k,w). Autrement dit, pour déterminer
les valeurs optimales de p et (p, ¢), on est amené a résoudre les problémes d’optimisation

min max po
p>0 (k,w)eD

a lordre O et

min max
¢>0, (kw)eD

2
—%q>0

a lordre 1, avec pg et p1 les taux de convergence de l'algorithme de Schwarz avec les condi-
tions approchées & l'ordre 0 et 1 respectivement.

Le domaine spectral D dans lequel varient les fréquences (k,w) est restreint, en pratique,
du fait que la résolution numérique fait intervenir une discrétisation sur des pas d’espace et
de temps non nuls et non négligeables. Notons L, la taille du domaine (dans la direction y)

et Ay celle de la maille (i.e. le pas d’espace dans la direction y) : |k| € {Lly, Aiy} . Notons

T la durée totale de la simulation et At le pas de temps : |w| € [Z, & . Autrement dit, le
domaine spectral est [FledT]

D— T Gl O B x({ 0 W}U{ﬂ' 77})
N Ay’ L, L, Ay At T T Atl)
On va maintenant expliciter ’expression des taux de convergence p;, Vj = {0,1}, des

algorithmes avec les conditions approchées & ’ordre j. Comme les solutions de I’algorithme

sont données par les équations [B3), le taux de convergence, défini par I’équation ([BH), vaut

pj = |a™*1]/|a™~]. En introduisant les expressions () dans les conditions B;@’j“ =

B;e% et gj@ﬁ‘fl = g;“/e\’l sur interface I' = {z = 0}, on obtient a"*'(¢F —0) =

mn( — — n-+1 — +\ _ n -+ 2 :
B (o —o;) et BT (o7 —0)) =a"(e" — o). On en déduit que

(07 —0o;)(o" —U;-r)
— ]+)

pj = , Vji={0,1}.

(67 — 0!

Comme (0~ +0%) = (0] +0}), Vj ={0,1}, on obtient

2

ot — ot
Pj = _71 , Vji={0,1}.
o —0j

Autrement dit, le taux de convergence est

p Vo-p
o= |—F7—=
\/5+p

2 2
Vo—p—i2vq(w+bk)

alordre 1.
Vo+p+i2vqgw—+bk)

alordre 0 et p; =
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3.3 Espace R?
Dans Q = R3 (m = 3), I'opérateur d’advection-diffusion harmonique s’écrit
L=0+a0;+by0y+b;0. —vp (Opa + Oyy) — V0.5 . (3.11)

Rappelons que la transformée de Fourier par rapport aux variables y, z et ¢t d’une fonction
w dans L2(QF x R) est définie comme

1 .
w(x, k,l,w) = 2—//w(:c,y,z,t) e WkyHlztwt) g do dt |
™
R R

La transformée de Fourier de I’algorithme vérifié par les erreurs donne I’algorithme (B)
avec L = —vp, Oy + a0y + [i(w+byk+b. 1)+ vy k% + v, 7).

Le discriminant du polynome caractéristique est toujours donné par ’équation ([BZ) &
condition de prendre pour notations

R=a*+4vi k> +4v,v. 1 et I=4dv,(w+bk+b.1).

et ses racines sont

0" =—(a—Vb) et 0+:ﬁ(a+\/g), (3.12)

ot V0 est défini en ([BF).
Comme on a encore Re(07) < 0 et Re(ot) > 0, les erreurs solutions de B qui
restent finies sont

e" (w, k,l,w) = a"(k,l,w) o' e V(z,k,l,w) € (—00,0) x R? x R,
el (z, k,l,w) = B"(k,l,w)e” © V(z,k,l,w) € (0,+00) x R x R.

Elles vérifient toujours les propriétés (), si bien que les opérateurs B+ des conditions
a linterface T' donnés par (B8) permettent une convergence optimale de ’algorithme de
Schwarz.

Afin d’approcher ces opérateurs par des opérateurs différentiels locaux en temps et en
espace, on propose les approximations suivantes : a ’ordre 0 (\/3)0 = p et a Pordre 1
(Vo) =p+i2uvn (w+byk+0b.1)q, de sorte que?

1

1
+ + )
00:2Vh(aip) et o} :2—Vh(aip)iz(w+byk‘+bzl)q7

et les opérateurs différentiels correspondants, d’ordre 0 et 1, sont

1 1 0
Sf=—(at t St=_"— =4 7 |-
0 2Vh(a p) € 1 2Vh qaz

) )
+p)tqg—+b,q——+
(a£p) 95 byqay b

On peut montrer (annexe [Bl) que les problémes associés sont bien posés et que les
algorithmes avec ces conditions aux interfaces convergent vers la solution générale du prob-
léme (), & condition que p > 0 4 I’ordre 0 et que ¢ > 0 et p — a?q/2 > 0 a or-
dre 1.

2 Autre approximation & étudier a Pordre 1 :
1
of = E(a +p) & [i (W by k+bs1) 4+ vy k2 + v2 1] ¢, associée a Iopérateur différentiel
1 d d d o2 a2

St= —(a+p)tqg—Fbyg—F+b,qg— - .
1 2y(a p) qat yqay zq8z$th8y2 $ql/zaz2
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Les problémes d’optimisation qu’il faut résoudre pour déterminer p et (p,q) demeurent
inchangés par rapport & la dimension 2 :

min max po
p>0 (k,l,w)eED

a Pordre 0 et

min max
¢>0, (klw)eD
2
p=%5q>0

a lordre 1, avec pg et p1 les taux de convergence de ’algorithme de Schwarz avec les condi-
tions approchées & l'ordre 0 et 1 respectivement :

Vé—p
\/5+p

Notons L. la taille du domaine dans la direction z et Az le pas d’espace dans la direction

2 2

\/g—p—iQth(w—i—byk:—i—bzl)
Vo+p+i2unq(w—+byk+b.1)

po =

)

oo (&gl S S S A

Remarque : Pourquoi faut-il traiter le cas 3D (et non se limiter au cas 2D) en océanogra-
phie?
La réponse & cette question est apportée en étudiant I'importance relative des termes verti-
caux par rapport aux termes horizontaux dans le calcul des racines o de 'EDO qui résulte
de la transformée de Fourier de I’équation d’advection-diffusion harmonique. Ces racines
dépendent du discriminant ([EZ) de PEDO en question. Ce discriminant § dépend des co-
efficients de Fourier (k,l,w), des coefficients de viscosité (vp,,v.) et de la vitesse linéarisée
(@, by, bs).
1. Les coefficients de Fourier (k,[,w) varient dans le domaine spectral D.

En océanographie, les grandeurs caractéristiques du probléme sont les suivantes : L, ~

109, L, ~ 5.103-10%, dy ~ 10* et dz ~ 10-10%. On en déduit le domaine spectral

D. Par conséquent, on a k ~ 10721,

z: |l € { T T } . Le domaine spectral D dans lequel varient les fréquences (k,1,w) est

2. Les grandeurs caractéristiques des coefficients de viscosité (v, v,) sont les suivantes :
vp ~ 10%-7.102 m?/s, v, ~ 10~* m?/s. Par conséquent, on a vp ~ 10% v, .

3. Lordre de grandeur relatif des vitesses est le suivant : b, ~ 1072 b, .

On en déduit 'importance relative des termes verticaux par rapport aux termes horizontaux
dans le calcul du discriminant, constitué d’une partie réelle et d’une partie imaginaire.
x Dans la partie réelle R = a? +4vy, (v k? +v.1%), on a v, 12 ~ 1072y, k%, donc le
terme vertical est négligeable.
* Dans la partie imaginaire I =4 vy, (w+ b,k +b,1),ona b,l ~ b, k, donc le terme
vertical n’est pas négligeable.
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Chapitre 4

Equations d’advection-diffusion
biharmonique

4.1 Introduction

L’équation d’advection-diffusion biharmonique est parfois utilisée pour caractériser I’évo-
lution des traceurs (température, salinité) en océanographie, comme par exemple dans le
logiciel OPA /NEMO [MDIL9S].

Considérons le couplage de deux modéles qui couvrent deux domaines contigus (avec ou
sans recouvrement), notés Q; et Qo, de frontiéres respectives 991 et 9Qs. On cherche quelles
conditions de transmission appliquer aux interfaces (Fi)i:I,Q entre les deux domaines pour
que ’algorithme converge rapidement. Autrement dit, on cherche & déterminer les conditions
(Bi)i=1 o qui interviennent dans I’algorithme itératif de Schwarz suivant :

ubtl = f dans O x RT, Lubtt = dans Qs x RT |
k+1|t —o=u" dans Q, uk o =u®  dans Qs (4.1)
Biubtt = gk sur I'y x RT, Boub™! = gk sur 'y x RT, )
g§+1 Bouf™ sur Iy x RT, gitt = Biuktt sur Ty x RY
qu’on peut présenter de facon plus succincte sous la forme
bt = f dans Q1 x RT | Lub™t = dans Q, x RT,
+1| =0 =u’  dans Q, ub—o =u®  dans Q, (4.2)
Blu’”l BluéC sur I'y x RT, BgukH Bgu’f sur I'y x RT.
L’opérateur £ d’advection-diffusion biharmonique est défini par
2 & 2
L=—+CV+vA~, (4.3)

ot

ot ¢ € R? est un champ de vitesse constant, avec d la dimension de I’espace auquel appar-
tiennent Qq et Q9 (1, 2 ou 3), et ¥ une constante positive.
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4.2 Formulation variationnelle, existence et unicité de la
solution

Supposons que wu soit une solution du probléme

Lu=f dans Qx (0,7),
ujp—o = u’ dans €,

avec des conditions aux limites (& préciser) pour tout ¢ > 0, et les fonctions f € L?(Q2x(0,7))
et u’ € L?(Q) sont données.

On cherche la formulation variationnelle du probléme d’advection-diffusion biharmonique
en I’absence de conditions aux limites prédéterminées. On multiplie 'équation par v € H?()
et on intégre sur le domaine Q x (0,7), puis on utilise les formules de Green. On cherche
alors

d
we L2(0,T; V) solution de d_féj(t)’z) +o(u(t)v) =bv) VoeV, (4.4)

avec
V = {v e H*(Q); C.L. sur 99 a définir},

alu,v) :/ [(E-ﬁu)v—i—uAuAv} dx + aga(u,v),
)

bv) = /Q F(t) vdz + boo(v),

aga(u,v) —bapa(v) = v / (O Auv — Au dzv) ds,
o0
ou 77 est le vecteur normal unitaire sur 0f) dirigé vers I'extérieur. La dérivée directionnelle
Oj est définie par Jzv = Vo - .
La répartition du terme de bord dans a(-,-) ou b(-) dépend des conditions aux limites.
Tllustrons cela avec deux exemples, dans lesquels le terme bilinéaire de bord, agq, est nul,
de sorte que

a(u,v) = /( z[(5- Vu) v+ v AuAv] da. (4.5)
e Exemple 1 :
V = Hg(Q),
bv) = / F(t)vda.
Q
e Exemple 2 :

V= H2(9),

b(v) = [ f(t)vde —v / (hsv — hg Ozv) ds
Q [219]

et il faudra vérifier en faisant l'interprétation du probléme variationnel
que la solution faible u(t) vérifie les conditions 0z Aujpq = hs € L?(0N)
et A’uwg = hg € L2(6Q)
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Afin d’assurer 'existence et I'unicité d’une solution, il faut vérifier les hypothéses du
théoréme de Lax-Milgram, & savoir

— l'espace V est un espace de Hilbert,

— la forme bilinéaire a(-,-) est continue et coercive,

— la forme linéaire b(-) est continue.

Pour déterminer les conditions de coercivité de la forme bilinéaire a(-, -), on la décompose
en une forme symétrique

s(u,v) = / v AuAvdzx + Spq(u,v) (4.6a)
Q

et une forme anti-symétrique

B(u,v) = % /Q [(é’ Vu)v — (- Vo) u} dz + Boo(u, v), (4.6b)
de sorte que
VoeV, a(u,v)=s(u,v)+Ru,v). (4.6¢)
En notant
o0 (u,v) = 3a0(u,v) + Roq (u, v), (4.6d)
on a alors
b(v) = 5 F(t)vdz + baa(v), (4.7)

doa(u,v) — bog(v) = /

[(V@,;Aqulaﬁu)vl/Auaﬁv] ds. (4.8)
09 2

On peut remarquer que B
f(u, u) — Boqa(u,u) =0

et que
s(u,u) — Saa(u,u) = v|ulza,
oil | - 2,0 est la semi-norme dans H?(2). Comme la constante v est positive, on en déduit
que la forme bilinéaire a(-,-) — asa(-,-) est "coercive" par rapport & la semi-norme H?((2).
On peut alors montrer la coercivité de la forme bilinéaire a(-,) par rapport a la norme
H?(Q), sous certaines conditions sur les coefficients de agq (-, ), de deux maniéres différentes :

— Méthode I. Soit on admet que I'inégalité de Friedrichs exprimant 1’équivalence entre la
norme et la semi-norme H' peut étre étendue & H?2, de sorte que a(-,-) —
apa(-,-) est coercive par rapport & la norme H?(2). Il ne reste plus qu’a
préciser les conditions sous lesquelles agq (u, u) est positive, i.e. sous lesquelles

apa(u,u) > 0. (4.9)

— Méthode II. Soit on détermine les conditions sous lesquelles apq (-, ) est "coercive" par
rapport & la norme H'(9Q), i.e. sous lesquelles

Ziag(u,u) >(C ||u||H1(aQ). (4.10)

La coercivité de a(-,-) découle alors de la propriété | - |20 + || - [|g1(90) >
|-l 72 () - Celle-ci peut se démontrer par I’absurde! : Supposons qu’il existe une

Ldémonstration similaire & celle du théoréme existant dans H*(Q)
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suite (un)nen € H?(2), de norme unitaire, telle que |un|2.0 + [|tn| g1 (00) <
1 -
—. Donc u,, — 0 dans L%(09), Vu, — 0 dans L?(99) et Au,, — 0 dans

n
L?(2). Supposons que u,, — u dans H?(£2). Alors on a Au = 0, Vujpq =0,
ujpo = 0. On en déduit que |[u| g2(q) = 0. Or on a supposé initialement que
llunlll2() = 1. Et on a [[us||g2() — ||ullg2(q). Dol la contradiction.

Pour préciser les conditions sous lesquelles la forme bilinéaire a(-,-) peut étre coercive,
on étudie les termes de bord agq(-, ).

Examinons les cas ol les conditions aux limites sur u et ’espace V' sont définis de sorte
que le terme bilinéaire de bord, agq, est nul, si bien que la forme bilinéaire est définie par

1 - -
a(u,v):/ {5 [(E-Vu)v—(é’-Vv)u} —l—VAuAU} dx (4.11)
Q
et est coercive. Cela correspond aux conditions aux limites suivantes :
Voo =0 VveV (4.12a)
ou
1
<y OnAu+ =¢- ﬁu> = hz € L*(09) (4.12b)
2 |oQ
et
Oivjpn =0 VYveV (4.13a)
ou bien
Aujgg = hy € L*(09). (4.13b)

Ces conditions aux limites? donnent alternativement les quatre formulations suivantes :
1. Cas (EIZa)- ([EI3a) (conditions de Dirichlet—Neumann nulles) :

V = HZ(Q), (4.14)

b(v):/Qf(t)vd:E, (4.15)
2. Cas (ET2a)-EI3D) :

Vo= Hj(Q)nH*Q),
bv) = f@vde+v / he Ozv ds
Q X9)

et il faudra vérifier en faisant l'interprétation du probléme variationnel que la solution
faible u(t) vérifie la condition (EET3H),

3. Cas (12D)-EI3a) :

Vo= {ve HQ); Opvion =0},
bv) = /Qf(t)vdzf/m)hgvds

et il faudra vérifier que la solution faible vérifie la condition ([EI2H),

2qui pourraient aussi étre "mixées" en décomposant le bord 9
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4. Cas (ET2D)-EI3D) :
Vo= o),
/Qf(t)vdx—/BQ (hsv — v hge Ozv) ds

b(v)

et il faudra vérifier en faisant l'interprétation du probléme variationnel que la solution

faible u(t) vérifie les conditions (LI2H) et EI30).

Revenons au cas général ot aga(-,-) # 0 et V. = H?*(Q2). Considérons les termes de
bord [ER) de la formulation variationnelle page On constate qu'une fagon peu contraig-
nante de borner? le terme de bord de la forme bilinéaire selon I'inégalité [EEX) ou EID) est
d’exprimer les termes en 0z Awu et en Au comme des combinaisons linéaires de u et dzu sur

o0 :

{ Oalu = a1 Oputaz u+ gy sur 0f) (4.16)

Au = [10zu+ Pau+ go

Ces conditions aux limites impliquent que

~ 1
apa(u,v) —baa(v) = / [(ua2+55-ﬁ)uv+u(a1 Oru v — By u Ozv) — v By Ozu Ozv
Q

3]
+V(ggvgg(?ﬁv)] ds,

de sorte que

= o

€~ﬁ>uv+y(a18ﬁuvﬂguﬁﬁv)Vﬂlaﬁuaﬁv ds

N | =

et

boa(v) = / v (g2 Ozv — g3 v) ds.
o0
On réexprime le terme de bord de la forme bilinéaire sous la forme
ago(u,u) = / Ay u? 48y u Ou + a3 (Ozu)” ds
0

en notant

—

51=Va2—|—§5-n,

ag =v (a1 — fa),
ag=—vph.
Ces coefficients doivent appartenir & un domaine particulier pour que la forme bilinéaire

puisse étre coercive. Ce domaine dépend de la méthode envisagée page BA pour démontrer
la coerciviteé.

— Méthode I. Tl faut déterminer pour quels coefficients @1, ag, ag ’équation [EEX) est vérifice.
Il apparait que agq(-, ) est positive & condition que

5120 0u5320

3sous certaines conditions supplémentaires qui seront précisées plus loin (inégalités (EEID) ou EIR)
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— Méthode IL

et que
a2 —4a,a3<0.

Les coefficients a1, ao, 31 et B2 doivent alors vérifier ’ensemble des conditions
suivantes :

/1 <0, (4.17a)

L
ag > 5,61 (4.17b)

lar = o < \/451 (042 + 2—1ygﬁ> : (4.17c)

Il faut déterminer pour quels coefficients @, as, az ’équation EEID) est véri-

fiée. "
P 1/2 oul?
On a / u—qj §(/ |u|2ds) / —ﬁt ds .
oq O o0 o |01
1
En outre,ona AB < 2—A2+§BQ, Ve>0, A, B > 0.
€
1 du? 9 1
Donc ——/ |u|2ds—£/ —Q_L, ds < / u—g < — lu|? ds +
2€ o0 2 o0 an o0 an 2€ o0
2
E/ 8—1_{ ds.
2 a0 on

Par conséquent,

~ 52 2 ~ 526 ou
> _ 2 d -2 =
wnton)z [ (=2 o [ (0-59) |5

Il faut donc vérifier qu’il existe un € > 0 tel qu’on puisse avoir

2
ds.

~ a
al——220

2¢

et _

~ ag €

ag— — >0.

3 5 =
Cette condition s’écrit encore en fonction des coefficients oy, as, (1 et Oo :
— —2
JeeRT: v(o fi)# <e< 20 (4.18)
2(ua2+§c-n) a1 — o

On remarque que la coercivité de la forme bilinéaire a(-,-) dépend du signe de - 7i. Par
conséquent il faudra décomposer le bord du domaine en une partie 9€2;, ot ¢- 7 < 0, et une
partie 9yt ot ¢- 7 > 0. On fixera alors des conditions différentes sur les bords 92;, et

aQout -

4.2.1 Cas d’un seul domaine (sans couplage)

Considérons le cas des conditions aux limites de Dirichlet—Neumann nulles (122~
(EI3a), pour un espace V, une forme bilinéaire et une forme linéaire définis respectivement
par (EI4), @IN)* et (ETH). Le probléme aux limites sur le domaine € est donc le suivant

Lu=f dans Qx (0,7),
up—o = u’ dans Q,

(4.19)

u=0 sur 00 x (0,T),

4equivalent a (EET) dans ce cas l dsu =0 sur dQ x (0,7,
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ou l'opérateur £ est défini par [3), et éventuellement v — 0 quand ¢t — oo si T = oo. On
suppose que f € L2(Q x (0,T)) et &€ L*(0,T; (L>=(2))9).

Comme on est dans le cas ou le terme de bord agn est nul, la coercivité de la forme
bilinéaire a(-,-) est attestée. L’existence et I'unicité de la solution s’ensuivent.

4.2.2 Cas d’une décomposition en deux sous-domaines a coupler

On décompose le domaine Q considéré section EEZT] en deux sous-domaines ); et
(), sans recouvrement et on note I' = 7 N Qs la frontiére commune & €7 et Q5. On
note (u;);_, , les restrictions de la solution u de (EEIH) aux domaines respectifs (€2;),_; ,, et
(Mi);_1 o les normales sur I' dirigées vers I'extérieur de (€2;),_, 5. Le probléme (EIJ) peut
alors étre reformulé ainsi : trouver (u;),_, , tels que

Lu; = f dans ; x (0,7,

Uijp—0 = u? dans €,
u; =0 sur 002 NI, x (0,7T),
g:_;z = sur 902N oY, x (0,7),
Siu1 = Sjus sur I'N Qi X (O, T), (4.20&)
Tiuy = Toug  sur 'NQ; x (0,7T), (4.20b)

ou S; et 7; sont des champs d’opérateurs différentiels, associés aux conditions de transmission
pour uy et ug sur I'. Ces conditions d’interface sont déterminées de fagon que

1. la solution u appartienne a I’espace des fonctions définies dans tout I'ouvert 2, ce qui
requiert une certaine régularité de ujg, € 01 et u|q, € 2 et de plus une adéquation
convenable sur 'interface I,

2. chacune des restrictions u g, soit une solution distributionnelle de I’équation initiale
dans ;. Un autre champ de conditions d’interface résulte du fait que wu satisfait ’équa-
tion au sens des distributions dans tout €2, en particulier & travers l'interface I' (et pas
seulement de part et d’autre dans chaque sous-domaine).

Ici,
1. weV C H*(Q).
~ En 1-D, H*(Q) c C*(9), donc u € C(Q), de sorte qu’on doit avoir

Uy =1u
! 2 sur I".
aﬁi’llq = (9.7”’(/42

— En 2-D et 3-D, H?(Q) C C°(Q), donc u € C°(Q), de sorte qu’on doit avoir
up = ug sur .

2. Au sens des distributions, [3) s’écrit

/ <ag(tt) 0+ (& Vu(t))p + vAu(t) Ap — f(t) w) de =0 VoeD(Q)
Q
c’est-a-dire

/Q (agff) + (& Vu(t) + vARu(t) - f<t>) pdz=0 VocD(Q)

done v A2u(t) = (f(t) — (- Vu(t)) — dyu(t)).
Or f(t) € L*(0,T; L*(Q)), et comme u(t) € L*(0,T; H*(Q)) N H'(0,T; L*(Q2)) et
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ce L2(0,T; (L>®(2))%), donc &- Vu(t) € L2(0,T; L*(Q)) et dyu(t) € L2(0,T; LA(Q)).
Par conséquent, A%u(t) € L%(0,T; L*(Q)), de sorte que u(t) € L*(0,T; H4(Q)) N
HY(0,T; L3(%)).

Or H*(Q) C C?(22) dans R, d < 3 (et méme H*(Q) C C3(Q2) en 1-D), de sorte qu’on

doit avoir
Uy = uz,
Op,u1 = O, uz , sur I".
Au1 = AUQ y

t
L’opérateur S; est donc défini par S; = (Id, ai_,, A) .
Uz

Posons

Vi = {vi € H*(); vijaansq, = 07, vijsanaa; = 0},
VY = H§ (%) = Vi N {v;; vir = 9z, = 0},

définissons ’espace des traces sur I' des fonctions de V'

A={ne H*T); n= v et Oz,m = O, vjp pour un certain v € V'},
ou encore, du fait que 'N 9N = @,

A= H(T),

et enfin posons, de maniére similaire aux équations {E8), ) et ESR),

a;(u;,v;) = /Q {% [(5 61;1)1)1 —(c- ﬁvz) uz} + v Ay sz} dx + ap;i(u;,v;),

bi(vi) = [ f(t)v; dz + bri(vi),
Q;

- ~ 1
ari(ui,vi) — bri(v;) = / |:<l/ On, Au; + 2 -1 uz> v; — v Ay, 8ﬁivi] ds.
r
Soit R; un opérateur d’extension de A sur V; quelconque, i.e. un opérateur continu de A sur
Vi tel que Rinjr = 7. Autrement dit, R;n représente une extension quelconque de n sur ;.

Alors la formulation variationnelle (4l peut étre reformulée sous la forme : trouver u; € V;
tels que

0
&(ui,vi) + ai(ui,vi) = bz(’Uz) V’Ui c ‘/Z-O,
Siu = S;us sur I'N Qi,

2
Z% (ui, Rim) + ai(ui, Rin Zb Rin) VneA.
i=1

La derniére équation est la formulation faible des conditions de transmission ([EE200) sur T
Cela revient & annuler la somme sur chaque sous-domaine des termes sur 'interface I :

2

1
Z/ [(VaﬁiAui+§5~ﬁiui) vil/Auiaﬁivi] ds =0,
i=1 7T
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cest-a-dire 7; = (v 9z, A+ 3 ¢ i, A)t . Finalement

d oA 1. .\
(51’/]—’;><Ida a—ﬁi7A,Va_ﬁi+§c.ni> .

On peut aussi remplacer ces conditions de transmission par des combinaisons linéaires de S;

et 7;. Posons
~ s,
s=( %)

~ 0, A
()

Soit A; une matrice quelconque de Mo (R*). On peut montrer que si (7;—A; S;)(u1—u2) =0,
alors S;(u; —uz) = 0. Il suffit donc d’utiliser 'unique opérateur

et

plutot que les deux opérateurs §Z et ’]3 (ou encore S; et 7;), pour fixer les conditions de
transmission. Les deux types ([EE20a]) et (200) de conditions sont donc remplacés par un seul
type de conditions sur I'. Les opérateurs des conditions & 'interface dans les algorithmes (1)
et (2 de Schwarz sont simplement définis par

de sorte que les conditions de transmission de l’algorithme [EZ) s’écrivent
Oy Aub ™! D, uk O, Aub i, ub N
_A i1 1 = LS St S | mn2 sur ' N QO
("Rt ) - (M Au” ) A T 3

O, Aubtt O, uktt iy Ak sy uk -
( Auk-‘?l — Az ukfl = Auk L) — A4, k ! sur ' N Q.
2 2

On retrouve ainsi les conditions ([EI6), en notant, Vi € {1,2},
Q1 Q24
A = ) )
’ ( Bri Bo )

g3t K
( iil ) =(T; *Aisi)%ﬂ'-
92,;

Les coefficients aq 4, a2, P14 et [B2; devront alors vérifier les conditions [EID) ou EIR)
pour que la forme bilinéaire soit coercive, de sorte que la solution existe et soit unique.

et

4.2.3 Cas général d’une décomposition en plusieurs sous-domaines

On décompose ici le domaine ) considéré section EEZT] en plusieurs "bandes verti-
cales" sans recouvrement. On note (£2;)1<i<n, ces sous-domaines, I'; = Q-1 NQ,; leur
frontiére gauche, et 'l = Q; N Q41 leur frontiére droite. On a ainsi (Ng — 1) interfaces
I =T, entre les sous-domaines, et deux bords externes I';" et I'y, € 99. On note en-
core (7i*) les normales sur Ff dirigées vers D'extérieur de €;, de sorte que 0z- = —0, et
O+ = Oz .

En notant (u;), ;< , les restrictions de la solution u du probléme ([EIJ) aux domaines
respectifs (£2;), <i<Ny le probléme aux limites peut étre reformulé ainsi :

RR n° 6512



62 Elise Nourtier-Mazauric

Q —x
Qi1 ; Q; : Qi1
a i i
- R
Lut =0 : Lutt=0 : Luli=0
: —n+l _ R—,n : —,n+l __ Rr—,mn
Buj™ =B u) B ull = B u;

Ity F; FT I

+,,n+tl _ R+, n
Bui™ = Bruj,

Brurtl = Bru?

trouver la solution u; sur le sous-domaine €21 correspondant & I'extrémité Ouest de €, telle
que

Luy = f dans ©Q x (0,7,
Ul|g—0 = u? dans €,
S up =0 sur 'y x (0,7), (4.22a)

(%"" — AT §+)u1 = ("Zv"" — AT §+)u2 sur I'f x

—

0,7),
trouver les solutions (Ui>2<z'<Nd—1 sur les sous-domaines internes (£;)2<i<n,—1 , telles que

Lu; = dans Q; x (0,7,

0
i dans €,

£

Uilt=0 =
(%7 — A" :S'v*)ul =
(;Z:Jr — AJr §+)ul =

T~ — A8 )uiy surI; x(0,7), (4.22D)
Tt - At §+)ui+1 sur ' x (0,7),

P

et trouver la solution uy, sur le sous-domaine €2y, correspondant a 'extrémité Est de €2,
telle que

Lun, = f dans Qu, x (0,7),
UN, 4= = u?vd dans Qp,,
(T~ A8 )un, = (T~ — A~ 8§ )un,—1 sur Iy, x (0,7), (4.22¢)
§+uNd =0 sur F}d x (0,7,

avec

S i F - + +
St = < 8}‘5 ) T = < anZA ) et At = ( g%t ggﬁ > € Mz (R). (4.23)

L’existence et I'unicité de la solution (u;); <<y, sur chaque sous-domaine ne sera assurée

que si les coefficients de la matrice A* vérifient les conditions ([ETI7) ou [EIR) de coercivité
de la forme bilinéaire.
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L’algorithme de Schwarz est alors défini & chaque itération k+ 1 sur chaque sous-domaine
interne (€;),<,<y,_; Par

Luftt = f dans Q; x (0,7), (4.24a)
ub o = uf dans Q; , (4.24b)
Byul™ =Brul ; sur Iy x (0,7), (4.24c)
Bfuft = Bfuk,, sur I x (0,7), (4.24d)

ou l'opérateur d’advection-diffusion biharmonique £ est défini par I'équation ([E3) et 'opéra-
teur des conditions de transmission est Bii =T+ — A*S*. Autrement dit, les conditions
de transmission sont

(T~ — A S )Wt =(T-—A- S )b, surD; x(0,7),

3

(TH — AY SHyultt = (T+ — A SHyub,,  sur Tf x (0,7),

K2

ou encore
On— Ault! o Bz-ultt O AUk _ [ Op-ul_ _
( Au’.ﬁll -4 ul.”ll - Au’.cjl o Rt u’.cjl ' sur 17" < (0,77,
(4.25a)
O At O ult? Ot Auk O+ ul
n i _A+ n i — n i+1 —A+ n i+1 FJr 0.7).
( Auf""l uf"'l Auf_,_l “f-i-l sur 7" x (0, T)
(4.25Db)

A Titération (k+1) de l’algorithme de Schwarz, la formulation variationnelle du probléme
d’advection-diffusion biharmonique dans chaque sous-domaine (€2;), ., ~, C Q) g’écrit alors

d 1 k41 k+1
— ; t i g, t , V) = b i v 7 ‘/7, )
trouver u¥ 1 € L2(0,T; V;) solution de dt (1), v) + aiug™ (1), i) = b (v3) v <

“erl(O) = “?a

(4.26)
ou l'espace fonctionnel, la forme bilinéaire et la forme linéaire sont définies par les relations

(cf. page BT)

V; = {’Ui c H2(Qi); Ui\@ﬂﬂl“ii = 8ﬁivi‘69ﬂrl¢ = O},

1 - —
ai(ufﬂ,vi) = /Q z/Aui.“rl Av; do + E/Q [(5 VUfH)vi — (¢ Vvi)ufﬂ} da
1
+Z {/ N |:<l/ Oé;t + 5 C- ﬁi> u?"t‘l v; + v (aiﬁ 3ﬁiuf+1 v; — 53: uf-ﬂ,—l (9,,71‘:(:1)1')
£ r;
— uﬁf &ziuf“ aﬁj:’()i:| ds} ,

k k
bf“ ’Ui):/ ft)v;de + / v gii aﬁivi—gii v; ) ds p .
)= [, fOude+ 34 [ v ( i)

Les termes gijE = (ggjfi, gfi)t correspondent aux conditions de transmission appliquées & la

valeur de la solution de 'autre coté de 'interface a 'itération précédente, c¢’est-a-dire

k ~ ~
g-i = Bf“fﬂ = (Ti — A* Si)ufﬂ )

2
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ou encore
£k _ Auk 9y + .k
93, = Ut RAUjpy — 07 Oy — Qg Uiy,

k
E k + k + &
92,i = Augyy — By Ozxuiyy — By uiyy -

k
Ces relations nous permettent de redéfinir les termes gijE par récurrence. En effet, en appli-
quant aux relations

k + k +y .k
93i = — (a?ﬁA —af Op= — Oész) uipy — (af —a7) Ogzuiyy — (F +a3)uiy,
+F k + k ok
92 = (A = BF 0= — BT ) wisy + (B7 + B7) Oz uiey + (B3 — B3) uis,
les conditions de transmission de part et d’autre des interfaces, on obtient :
k k—
930 = = (Oae A = af Oz —af ) uf ™ = (af —ay) dg=uly, — (a3 +ag)ufyy,
k
+ k-1 + k 4+, k
9ai = (A= B7 On= — B ) ui ™ + (B + 87) Oz uiys + (B — 0y) wiss -

Les relations de récurrence s’écrivent donc

k k-1
% _ T F + k T £y .,k
93,4 = —7Y3,i+1 — (af —a7) Onsuiyr — (aF +ay)uiy,

k k-1
ggc,z' =931 + (B + Bi) O ulyy + (B — By) ubyy .

Si les matrices sont égales sur toutes les interfaces, i.e. si A~ = A" (comme dans les cas
sans advection, c¢f. B7 et BY), ces relations deviennent

k k—1
+% F k
93 = —93i11 —202Ui1y,
&5

k-1
k
=09541 + 201 0=y -

4.3 Conditions absorbantes exactes et approchées dans
le cas sans advection

La forme des conditions aux interfaces a été déterminée dans la section On va main-
tenant chercher quelles valeurs doivent prendre les coefficients des matrices (A¥), introduits
dans I’équation [E23), pour que l'algorithme de Schwarz (24 converge le plus rapidement
possible. Notons w¥ = u¥ —u les erreurs & l'itération k par rapport & la solution exacte. La
convergence optimale de ’algorithme est atteinte en Ny itérations si

Bwl,, =0 sur I'f Vie[2,Ny—1].

k+1

7 )

En effet, ’algorithme associé aux erreurs w

Lwktt =0 dans Q; x (0,7), (4.27a)
witZo =0 dans 9, , (4.27b)
B wktt = Brwk | sur Ty x (0,7T), (4.27c)
Bfwht = Bfwk | sur T} x (0,7), (4.27d)

devient alors un probléme homogeéne.
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Considérons par exemple 'unique interface F;r = I';,, entre les sous-domaines (2; et
Q;11. Il faut déterminer pour quels coefficients des matrices A™ et A~ les relations

(TH - A*SHwl,, =0 sur T}, (4.28)
(T~ A8 )w} =0 sur [, (4.29)

sont, vérifiées.
On va désormais considérer le probléme dans le cas simplifié
— en 1-D,
— sans advection (¢ = 0),
de sorte que I'opérateur de réaction-diffusion biharmonique est défini par

L = 8t + 1/641 .
Si on ajoute un terme de réaction a cet opérateur, i.e.
L :8t+7’1d+7/84z7

avec r € R, les conditions de coercivité de la forme bilinéaire demeurent inchangées a
condition que r > 0. Le probléme de réaction-diffusion simplifié vérifié par ’erreur,

Orw—+rw—+vogw=0,

est alors défini & un changement de variable x = z¢+u prés. Le probléme autour de n’importe
quelle interface peut donc se ramener a celui autour d’une interface I' = {x(}. Pour plus de
simplicité, on choisira zo = 0.

4.3.1 Cas simplifié stationnaire avec réaction

Dans le cas stationnaire, le probléme de réaction-diffusion vérifié par ’erreur w est
rw+ vOgw=20.

On va chercher la solution sous la forme w = ke**. L’équation caractéristique associée est
. r .
r+vA* =0, dou l'on déduit A\* = ——. Comme 7 et v € R, les quatre racines sont
v

A= (1)1/4 c(5+18) vieN,

14

On note A1, A2 les deux racines de partie réelle positive et A3, A4 celles de partie réelle
négative, telles que

Az = —Aq1, (4.30)
A= =2, (4.31)
Ao =AM e % =i\, (4.32)
c’est-a-dire
/4 1/4 . 1/4 . /4 4.
A= (Z) e'T, A= (Z) e 't A3 = (f) e A = (Z) e
v v v v
(4.33)
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Ay \‘\;«-"' A1

As Ao

La solution dans chaque sous-domaine est
W=k eMT 4 kye™2? +I€3€/\3$ + g™,

Ceci dit, pour que ce résultat soit valable quel que soit la taille du sous-domaine (par exemple
R~ ou RT), la solution ne doit pas «explosery loin de l'interface (quand & — +o00). Il faut
donc conserver uniquement les termes croissant (respectivement décroissant) dans le sous-
domaine situé a gauche (resp. a droite) de l'interface.

Considérons I'interface I';+ = I';, | = {0}. Les solutions de part et d’autre sont

w; = k1 eMT + ke e’ dans Q,

Wit1 = K3 GASI + K4 6/\4I dans QiJrl .

On en déduit qu'en £ =0, on a
= O+ wj A3 A K
+ ... _ 2! i+1 o 3 4 3
S = (M) = (v ) ()
~ Op+ 02, Wiy 1 PYSIED VE K
e () () (2)
Wiy1 ( Douttsin < A2 A2 ke )
()
w;
,j:_ Wi — a’r‘i* a2:nwi _ 7)\13 7)\23 K1 .
! OoW; A2 Ao K2
Les relations [28) et ([EEZ) sont alors vérifiées si
g (NP PP VI
- )\32 )\42 1 1 )

_ PYLIED VO VIRED VRS VD VRO X D V)|
A3+ Ay —A3 N\ ’

_ VLRV P
A = 2 2 9
M h 11
M2+ A+ X% A (A + o) )
—(A1+ A2) —A1 A2 '

et

I
7N
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D’apreés les relations [E30)-E32) entre les racines, ces équations s’écrivent encore en fonc-
tion d'une seule racine :

. 2 . 3
+ A= 71)\1 7(1+Z)A1
At =4 ((11)/\1 i : (4.34)

Enfin, en utilisant la valeur ([33) de la racine A;, on détermine I'expression exacte de la
matrice qui fait des conditions de transmission ([EL2H) les conditions absorbantes idéales :

rN\ 1/2 r\3/4
A=At = A = (;)T » v2 (r;)l/g . (4.35)
~2(;) -()

Cette matrice permet la coercivité de la forme bilinéaire. En effet ses coefficients vérifient les

conditions ([EID). Ils vérifient également les conditions [EEIR) pour tout € € {% (5)—1/4 V3 (D) —1/4} )

Il y a donc bien existence et unicité de la solution.

Comme les conditions absorbantes rendent le probléme associé aux erreurs homogeéne,
la convergence est atteinte «immeédiatementy, & savoir en Ny itérations lorsqu’on couple Ny
sous-domaines. Le taux de convergence est alors nul.

4.3.2 Cas simplifié transitoire
Dans le cas simplifié transitoire (sans terme de réaction), le probléme vérifié par Ierreur
w s’écrit
Ow +v 0w =0.

Soit w € R. La transformée de Fourier en temps donne

1w+ v 0w =0,

dont ’équation caractéristique est iw + v A* = 0, de sorte que \* = —i )
v
Supposons que w < 0. On a alors Supposons que w > 0. On a alors
x = a2 yien =l zem ey
v ' v ’
donc donc
o] /4 o] /4
A= (—) ¢i(3+3) vyieN, A= (—) ¢i(-3+%) vyieN,
v v

i.e. on a 4 racines complexes dont deux, notées A1, A2, sont de partie réelle positive et deux,
notées A3, A4, sont de partie réelle négative :

1/4 .= 1/4 _.3x 1/4 3= 1/4 _.=
T s RV Pl s M= |2 e, A = |2 it
1% 1% 124 124
1/4 _.ix 1/4 5= 1/4 _.5=x 1/4 1=
)\3:£ e '® )\4:£ e's )\322/618 )\422/618.
v ? v ) v ) v
(4.36) (4.37)
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Comme ces racines vérifient encore les proprié¢tés (E3M)-[E3D), les transformées de Fourier

des matrices AT et A™, notées At et A—, s’écrivent toujours sous la forme [EE3D). En
remplacant la racine A\; par sa valeur ([EE30) ou [3T), on obtient des matrices de la forme

P ‘w ‘1/2 ‘w ‘3/4

o= (i 2 ).
avec a, b, ¢, d des coefficients complexes indépendants de w et v (et différents selon que
w < 0 et w > 0). Les conditions absorbantes idéales s’obtiennent par une transformée
de Fourier inverse. Comme la transformée de Fourier inverse de A% est un opérateur non
local en temps, on est amené a chercher des conditions approchées (locales). On peut
alors env1sager diverses approximations de la transformée de Fourier inverse des matrices
At = A~ définies par (E34).

Par exemple, en faisant I'approximation TF_l( (1—4)A1) &~ p1, ot py est un réel a

définir, on peut donner une approximation des matrices AT = A~ en fonction du seul
parametre (i :

- 2 2
Coo
! 2

On vérifie aisément que les conditions alternatives de coercivité D) et EZIR) sont vérifices
pour tout ;1 € RT. Dans un souci d’homogénéisation, on peut encore effectuer le changement
de variable = v'/* 1y, de sorte que la matrice approchée s’écrit

20)" 2"

= 2 \v 2 \v

A - l 1/4 7#_2 1 1/2
H v 2 \v

Comme ces conditions sont approchées, elles ne permettent pas que l'algorithme de
Schwarz associé, défini par EEZ) avec B = — AS*, converge en seulement Ny itéra-

(4.38)

tions. Afin d’optimiser le couplage, on va chercher quels coefficients de A minimisent le taux
de convergence de cet algorithme.

Déterminons ce taux de convergence. Les conditions sur I'interface I'j = I', 11 =10} ap-
pliquées aux erreurs, définies par les relations {L27d)) dans Q; et [EZTd) dans Q; 1, s’écrivent,

INRIA



Conditions auz interfaces pour le couplage de modéles océaniques 69

a l'itération k + 1,

N k+1 — k
K K
Bf< ,1c+1>B§r<H%> sur I,
2 4
N k+1 — k
— ([ K — ([ K _
B; ( %Jrl):B1 (n’lc) surl"Hl,
4 2
avec
(N i N A ,
et
—F A A ~( X A
Bt = J J+1 _A J J+1 1
! ( AT A ) ( L1 et
Par conséquent,
k+1
K1 _ar K1
() =7 ()

avec

a condition que les matrices B et By soient inversibles, i.e. a condition que leur déterminant
soit non nul.
Comme les racines sont liées entre elles par les propriétés ([E30)-E3D), ces relations se
simplifient :

— 1 ~—\2
M:(Bg Bd) , (4.39)
avec 3 3
~ = = A i SR
_ _pt_ 1 I 1 1
Bi=B; =B < N > A( S >
et 5 5
= AP VLENE DY ~ (A —i)
_pt_p _ 1 1 7 1 1
Bg131133<A12 MQ) A(l ) >

En utilisant 'expression ([E38) de la matrice g, on constate que la matrice M , si elle est bien

définie, ne dépend pas du terme v. Comme la matrice M permet de relier les coefficients

(k¥ kA1) de la solution a Pitération (k + 1) a ceux de litération (k — 1), le taux de

convergence est défini comme la norme de M. On peut utiliser par exemple la norme [? :
p=IIMll2 = sup [[Mv]s = (p(M*M)'/? = max{|li},

veC=,
llvlla=1

en notant [; les valeurs singuliéres de M, i.e. les racines carrées positives des valeurs propres

de M*M = tM M. Les coefficients de la matrice A qui donnent les conditions absorbantes
approchées optimales sont donc ceux donnés par la résolution du probléme d’optimisation

min max p, (4.40)
Aj wED

o D est tel que |w| € [%, T], avec dt le pas de temps et T' la durée de la simulation.
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4.4 Meéthodes numériques en 1-D

4.4.1 Semi-discrétisation en espace par éléments finis

Considérons un des sous-domaines (Qi)lgigNUﬂ qu’on discrétise en espace en N nceuds
(z}) par un pas d’espace constant (b = z; ; —7). On construit une approximation variation-
nelle interne du probléme (EE28) en introduisant un sous-espace discret V;, de V; € H?(Q;) :

a l'itération k + 1 de P’algorithme de Schwarz, trouver uf**(¢) : (0,T) — Vj, solution de

h
d
E(ui“(t),vh)y(gi) + ai(uiﬂ(t), vp) = bf-‘rl(vh) Vopb eV, 0<t < T,

(4.41)
uptH0) = uf,

ott uY € V}, est une approximation de la donnée initiale u!.
Comme H?(;) C C*(Q;) en 1-D, on va chercher des fonctions contintiment dérivables
aux points (zé)je[LN;.] du maillage. On a 4 degrés de liberte (v(z), v(a’ ), dpv(z}) et

dpv(h,1)), ce qui conduit & utiliser des éléments finis de Hermite IP3. L’espace discret
est alors

Vi={vn e CY Q) : v, ., €Ps Vje[l,Ni—1]}.

[mjl'amjurl]
Les fonctions de base sont obtenues en cherchant les polynémes (¢,)

nuls en dehors de [z}, 2z, ] et de [z}_,,z ], tels que

¢j(x)) = 051, Bugpj(a}) =0,
w](‘r;) = Oa am%(ﬂﬁi) = 041-

1<j<ni @ (Wiigjanis

Ces fonctions de base sont définies par ot Vl(z)=a(1+2)?, V' (zx)=2(1-2)2.

b3(w) = (5.

bi(a) = n (). VR
// ] \\
avec /0757 \
(I)I(CE) VCE (S [—1, 0], /:/ : \\\
O(x)=| ®'(z) Vael0,1], 05— \
0 si |ZL'| > 1, :/ ] \\
/ - \
ol //I 0,25: \\\
(z)=(1+2)2(1-22),
T _ 2 A
@ (1.) — (1 . .Z') (1 + 21.), T I_]!O T |_0|5| T ‘V‘J_OI T |0.|5| T |1'|0| 1
X
et
Ul(z) Vael[-1,0]
U(z)=| ¥'(x) Vazelol], Fonctions @ (tirets) et ¥ (ligne continue)
0 si|z] > 1, pour les éléments finis de Hermite Py

Toute fonction vy, de V}, est alors définie de maniére unique par la relation

Ni Ni
vp () = Z on(z}) ¢ (x) + Z Dvn(ah) v (x) .
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Notons Uj = up(x}) et 0;U; = dyun(xh). On cherche up(t) sous la forme

N, N,
up(t) = Z U;(t) ¢; + Z 9.U;(t) ;
i=1 i=1

Seules les coordonnées U; et 0,U; sont des fonctions du temps. De maniére similaire, on
pose U = up(z%) et 9, U =0y uh( %), de sorte que

i i

up =Y U ¢+ U
j=1 j=1

En utilisant ces relations, on transforme le probléeme @Z) : VI € [1, N{],

NE k+1 N k41
du; d(0.,UFTH(t)
Z<¢g,¢z>L2(Q Y — Z Vi, 1) 12 () +
Jj=1 Nz =1 N7/
+Zal b5, 01) Uk+1 )+ ai(wy, ¢) U (1) = o (g0),
j=1 j=1
NE k+1 Ni k+1
U d(0,UsTH)(1)
Z<¢]v"/’l>L2(Q ) — Z Vi, Y1) L2, 57
j=1 N’ =1 N’
Jrzai ) Ufﬂt Jrzai(?/fjﬂ/fl)afoH(t) = 0w,
j=1 j=1
Ul]?ffl(o) = Ul?ha
U5 0) = 0.Up,.

En introduisant la matrice de masse My, matrice carrée de dimension 2 N, définie par bloc
en fonction des sous-matrices

(M;z:(b)lj =(¢j, d1)r2() = (D1, D) L2 () >
(Mf:w)lj = (Y5, 1) 12(00) = (D1, ¥i) 2y, 1<1j < NE,
(M;fw)lj = (Y5, Vi) 2y = (Ui, ¥5) L2 ()

et la matrice de rigidité IC;, définie par bloc en fonction de

(’Ci¢)lj = ai(¢;, 1) ,

(/Ciw) = ai(Y;, d1)
(;cw)lj:ai(@,wz), 1<1,j<NE,
(’C;fw)lj = a; (v, 1)
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selon®
MR? | MEY kg | K
Mh: 5 ICh: )
/
(Mﬁw) MYV Kpe | ke
en notant
by (@) Uit
b= | ———| e U= |————|. 1<Li<N
k+1- k-+1
b (W) 0xU;(2)

on peut écrire I’approximation variationnelle sous la forme matricielle d’un systéme linéaire
d’équations différentielles ordinaires & coefficients constants :

Ilfl k+1 k+1
D+ K, UMY = o), o<t<T,
It () hYhp () h () (42)

Urtto) = Up.

My,

Les coefficients des matrices et vecteurs de ce systéme sont donnés en annexe.

Remarque. La décomposition des fonctions selon N! fonctions de base est valable dans les
sous-domaines internes (Qi)%iSNd—l de €. Par contre, dans les sous-domaines {2y et Qp,
aux extrémités Ouest et Est respectivement, les espaces discrets respectifs sont

Vol = {u, € CHQ) ¢ oy eP; Vje 2N},

|[z§,z§+l]

VN = {p, € CHQ) o ePs Vjel[l,N —1]}.

|[zj,zj+1]
Les sommes de 1 & N deviennent des sommes de 2 & N! dans Qy, et de 1 a (N — 1)
dans Qy,. De méme, les sous-matrices de dimension N! se réduisent & des sous-matrices de
dimension (N! —1).

Remarque. Soit Ey, = U — Uy, Perreur commise en résolvant le probléme discret. La matrice
de masse permet de calculer la norme L? de Perreur :

|Enll2: = Ef My, By, .

4.4.2 Discrétisation totale en espace et en temps

Discrétisons lintervalle de temps [0,7] en N; pas de temps dt. Plusieurs schémas en
temps ont été envisagés. Compte tenu de la forte contrainte imposée par la condition de
stabilité d’un schéma d’Euler explicite,

vdt
-1 < C, (C constante d’ordre 1,

5T.a notation M’ désigne la matrice symétrique de M.
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ce schéma a été écarté au profit d'un schéma implicite. L’ordre 1 d’un schéma d’Euler
implicite impliquerait la prépondérance écrasante des erreurs en temps sur celles en espace,
compte tenu de la qualité du schéma de Hermite en espace (d’ordre 4). On a finalement
utilisé un schéma de Gear, c’est-a-dire un schéma implicite d’ordre 2 en temps :

3Uh(tn+1) —4U,(t") + Uh(tnil)
h

M 2dt

+ K Uh(thrl) = bh(thrl) .

4.5 Simulations pour le probléme de diffusion biharmonique

Des simulations ont été réalisées pour le probléme de diffusion biharmonique sans advec-
tion dans le cas 1-D ...

1. stationnaire avec terme réactif (¢f. section EEZTI)

(a) avec les conditions absorbantes idéales aux interfaces :
BE =T% - A8%,

ou la matrice A est définie par ([E3H),

(b) avec des conditions de transmission non idéales :
B =T* - AS*,

ou la matrice A est quelconque,
2. transitoire (cf. section EE32)

(a) avec des conditions de transmission de Dirichlet-Neumann (avec recouvrement) :
B* = §*
(b) avec des conditions absorbantes approchées non optimisées :
BE— T A&,
ott la matrice A est définie par @3 et le coefficient 1 de A est un réel quelconque

permettant la convergence de ’algorithme,

(c) avec des conditions absorbantes approchées optimisées :
B =T* - AS*,

ot la matrice A est définie par [E3Y) et le coefficient p de A est le réel obtenu en
résolvant le probléme d’optimisation ([EZ0).

Seuls les résultats obtenus en décomposant le domaine global [0, 1] en deux sous-domaines
de part et d’autre d’une interface unique seront présentés ici.

Remarque. Les simulations sont réalisées en initialisant les conditions de transmission avec
des valeurs quelconques (random), de sorte qu’il faut une premiére itération de Schwarz
pour obtenir des valeurs qui respectent 1’équation de diffusion biharmonique. On peut donc
considérer que les simulations présentées a 'itération 1 sont les conditions initiales, et que
celles de l'itération 2 sont en réalité les résultats obtenus aprés 1 seule itération de Schwarz
(et ainsi de suite).
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4.5.1 Cas de conditions de transmission de Dirichlet-Neumann

Formulation variationnelle
Dans le cas Eal ou les conditions de transmission sont de type Dirichlet-Neumann, on
est amené & résoudre sur chaque sous-domaine le probléme suivant (a la place du prob-

leme ([E22)) :
Lu;=f dans Q; x [0,T7,
Uij—o = uy  dans Q, (4.43)
S*u; = gF  sur 9QF x (0,7),

avec L l'opérateur de diffusion biharmonique et St I'opérateur de Dirichlet-Neumann :

76 2 ~i7 aﬁi
E—a‘i’l/A et S (Id)'

Les conditions de transmission entre chaque sous-domaine impliquent les relations g’zi =
Siuiil‘ 007 Par conséquent, sur les interfaces,

g #0,

sauf aux bords du domaine global 2, ou 7 =0 et g3 = 0.
La formulation variationnelle associée est

d
trouver u; € L*(0,T; Vi) solution de E(uz(t)’ vi) + ailuilt), vi) = bi(vi) Vi € Vi,

_,0
ou 'espace fonctionnel, la forme bilinéaire et la forme linéaire sont définies par les relations

‘/i = {Ui S HQ(Q’L>a ’Ui‘aﬂmagzt = aﬁivila(zﬁaﬂ? = 0},

a;(u;,v;) = v Au; Av; dz +
(wirvi) = | >

/ v (8ﬁ:tAu1 V; — Auz 8,;1 ’Ui) ds 5
s ooF
bi(’lji) = /Q f(t) (% dr .

Les conditions de transmission ne permettent pas de déterminer les intégrales traces qui
interviennent dans la forme bilinéaire.

On transforme alors le probléme grace a une fonction de relévement u; € L?(0,T;V;),
telle que w;—¢ = 1) dans €, et construite de sorte que

Stu; = gt sur 90F x (0, 7).
Le changement de variables
U; = U; + W,

permet de ramener le probléme [EZJ) au probléme aux limites suivant sur chaque sous-
domaine :
Lw; = f—Lu; dans Q; x (0,7,
w”t:O = u? — u? dans Qi,

Stw; =0 sur 9 x (0, 7).
La formulation variationnelle associée est
d B _ _
trouver w; € L*(0,T; V;) solution de E(wi(t)’ vi) F @s(wi(t), vi) = bi(vi) Vs €V,
w;(0) = uf —u?,
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avec
‘7i = Hg(QZ) 3
a;(ui,v;) = / v Au; Av; dx
Q;

bz(’Uz) = o f(t) (3 dﬂC — {%(uz(t),vz) —+ di(ui(t),vi)

Pour que l'algorithme de Schwarz converge, il est indispensable que les sous-domaines se
recouvrent, d’au moins une maille. On remplace donc les sous-domaines €); par des sous-
domaines "étendus", notés €;.

Discrétisation numeérique
On utilise les mémes schémas de discrétisation en espace et en temps que dans le cas des
conditions absorbantes approchées (section B, et notamment des éléments finis de Hermite

P3. On définit le sous-domaine Q; = [z}, z%,] comme le sous-domaine sans recouvrement
Q = [a1,2%;] étendu dans toutes les directions de N, mailles, c’est-a-dire [z, 963\7@] =

[xll — Ny b, x?\/’i + Np, h]
En introduisant ’espace discret

Vi, = {v, € C’l(éi) Do,

(Z5,%5 1]

on cherche la solution wj, du probléeme semi-discret en espace

—(wh(t),vh>Lz(Qi)+@i(wh(t),vh) ZBi(Uh) Yy, € Vh, 0<t<T, (4 44)

wy(0) = wy,

ot wj, € Vj, est une approximation de la donnée initiale (uf — uf).
On décompose les fonctions de Vj, selon les fonctions de base de Hermite ¢;(x) et ¥;(x).

Notons W; = wp,(Z}) et 0, W; = d,wy (%) . On cherche wy,(t) sous la forme

Ni-1 Ni-1
wa(t) = > Wit)d;+ Y 0W;(t) ;.
j=2 j=2

Par contre, la fonction de reléevement n’est pas nulle aux interfaces, elle se décompose donc
sous la forme

N, N,
uh(t) = Z Uj (t) ¢j + Z (%CU] (t) 1/}j .
j=1 j=1
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En utilisant ces relations, on transforme le probléme @) : VI € [2, Ni — 1],

N:-1 Ni-1

dW 0. W;
Z<¢],¢1>L 2(0;) + Z (Y, d1) LZ(Q)%
i=2 Ni-1 == Nial
+ ) @i, e) Wit + > ai(vy, é) :Wi(t) = bi(en),
Jj=2 j=2
Ni-1 Ni—1
< dW;(t - d(0,W;
Z (D7, V1) L2 djt( ) + Vs, 1) 12(0)) %
i=2 Ni-1 J=2 Ni-1
+ > iy, ) Wyt) + Z ai(i, ) :Wi(t) = bi(),
j=2 j=2
Wl,h(o) = Wl(,)h’
anVl,h(O) == aIWl?ha
ou
(_lz(ébﬂ/)) = v <A¢7 A’l/)>L2(Q.L)7
bi(¥) = (f(t), ¥)r2(q,) — Ri(un(t), ¥),
N’L N’L
- dU;(t = d(0,U;)(t
avec Rz(uh(t)ﬂ/’) = jzzl<¢j)w>[/2(ﬂi) d]t( ) + Z(wj’w>L2(Sli) %
N’L
Z (@5, 9) +Zaz Vj,1) 0 Uj (¢).
j=1
Notons
bi(6)
bi(t) = , 2<I<N.I-1,
Bi(lwz)
le vecteur de dimension 2(N! — 2) associé au second membre discret, ainsi que

Fiu(t) = (f, ¢2>L2(Q ) (s Oni—1) 2@y [ (s 1/)2>L2(Q ), (N —1) 2 (0)" et Ra(un(t) =
(R (un(t), d2), - (uh() Oni—1), | Ri(un(t),¥2), ..., Ri(un(t), ¥:_1))" les deux vecteurs

qui le composent de sorte que

En notant

Un(t) = S .1

IN
.
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le vecteur de dimension 2 N associé & la fonction de relévement discréte (différente a chaque
itération de Schwarz), on peut redéfinir le second membre sous forme matricielle en remar-

quant que

_ _du, _

Ru(un(t)) = My —=(t) + Kn Un(?),
otl les matrices de masse M, et de rigidité ICj, sont des matrices rectangulaires de dimension
2 (N} —2) x 2 N! respectivement identiques aux matrices de masse M, et de rigidité K,
(définies page ) privées de la premiére et de la derniére ligne de chacune des sous-matrices
blocs.
En notant

le vecteur de dimension 2 (N{ —2) associé & I'inconnue, 'approximation variationnelle s’écrit
sous la forme matricielle d’un systéme linéaire d’équations différentielles ordinaires

o AW, 5 _
Mp—— )+ KnWi(t) = bp(t), 0<t<T,
=g () + K Wi (1) h(t) (4.45)

Wi(0) = Wy,

ou les matrices de masse Mh et de rigidité I%h sont des matrices carrées de dimension
2 (N} — 2) respectivement identiques aux matrices de masse My, et de rigidité K, privées
des 4 lignes et des 4 colonnes correspondant aux termes d’interface (i.e. sans les premiéres
et derniéres lignes et colonnes des sous-matrices blocs).

Construction de la fonction de relévement
A chaque itération (k+ 1) de Palgorithme de Schwarz, la fonction de relévement dans le
sous-domaine §; = [T}, 7', ] doit vérifier

ukJrl = ’U,k +
7 - Yitl o0 0.7
[ i sur 0935 x (0,7).
{ anui = a’ﬂuiil ‘

Les fonctions de Hermite (c¢f. page ) permettent de construire aisément une fonction qui
vérifie ces relations :

. _ gt . z—iiﬁ
wat) = uf(3,1) ‘I)r(mf 23) +“§+1($3V;’t) (I)l(zi _;§>

i 0
NE
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4.5.2 Reésultats de simulations dans le cas stationnaire avec terme
réactif

Les simulations 1-D présentées ici correspondent au probléme de réaction-diffusion bi-
harmonique
ru+vu® = f dans €,

avec r = 1, dans le cas d’'une décomposition du domaine Q2 = [0, 1] en deux sous-domaines
(sans recouvrement) de part et d’autre de 'interface {zp = %} Le domaine €2 est discrétisé
en 20 mailles uniformes, avec un pas d’espace h = 0, 05.

On a construit deux solutions analytiques u; et us de sorte que ui, uy € HZ(Q), la
premiére basée sur un polynome de degré 4, le seconde sur la fonction trigonométrique
cosinus (figure E) :

ur(x) =122 (z — 1)? est solution si  f(z) = c1 [ra? (z — 1)2 + v 24],
uz(w) = co (cos(2mx) — 1) est solution si  f(z) = ¢z [r (cos(2mx) — 1) + v167* cos(2T )] ,

ol on a choisi arbitrairement comme constantes ¢; = 143, 2 et ¢y = 6, 54.

10 0
g -2
-4
_:I 61 55 -6
5 E
S gt 5 -8
-10
2l
-12
0 _
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 14 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

F1c. 4.1: Dans le cas stationnaire, solutions discrétes de référence dans © = [0,1] : (1) & gauche
un1, (2) & droite up2

Dans le cas d’un seul domaine, diverses simulations (non présentées ici) en fonction de
plusieurs pas d’espace ont permis de vérifier que 'ordre de convergence du schéma est en
h4 .

4
||u — uhHLz(Q) <Ch |’U/|4,Q.

Cette condition est utilisée dans le cas de la décomposition du domaine pour controler la
convergence et mettre fin a la boucle itérative de I’algorithme de Schwarz (avec C' = 1).
En pratique, la convergence "apparente" est atteinte plus tot. Dans le cas u; par exemple,
on peut constater sur la figure que la convergence de l'algorithme — avec des con-
ditions absorbantes idéales — vers la solution globale semble atteinte aprés seulement 3
itérations (comme le stipule la théorie®), avant Iitération 5 & laquelle cette inégalité est
vérifiée (cf. tableau ETI).

_ Les conditions de transmission entre les deux sous-domaines sont de la forme Bt =
T+ — AS*. Dans le cas de conditions absorbantes idéales, la matrice A est définie par la
relation [EE3H). Le taux de convergence de I’algorithme de Schwarz est alors nul (figure EE2).

6T.a théorie stipule que I’algorithme de Schwarz doit converger en N = 2 itérations. Comme on ’a indiqué
en introduction, dans ces simulations, la premiére itération de Schwarz sert a construire un itéré initial qui
vérifie le probléme. La solution & I’itération 3 correspond donc en pratique & une solution obtenue aprés
seulement 2 itérations.
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I
IN

o o s
@ © kN

convergence rate

o
IS

3
u

F1G. 4.2: Dans le cas stationnaire, taux de convergence de I'algorithme de Schwarz avec des con-
ditions de transmission de la forme BT = 7% — AS*, ou la matrice A est définie par la
relation (BEXR). Les conditions absorbantes idéales sont réalisées si p = /2 r1/%,

25

Schwarz iteration no.1

20

Schwarz iteration no.2

Schwarz iteration no.3
20,

*+
+
i 15 5
#
! . £
5 + = X 5510 /
; v ;
-5 J +
* ,
X 5]
_10 ¥
K
0.8 15 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8
X X
Schwarz iteration no.4 Schwarz iteration no.5
20,
;
15 /
+
= 5510
X )
J/ 5
-10 X
_ o=

B 0.2 0.4 0.6 08 1 0 0.4 0.6 0.8

X

X

Fic. 4.3: Dans le cas stationnaire avec v = 0,01, solution de référence up; dans le domaine global
(ligne continue, -), et dans les deux sous-domaines, inconnues uj1 aux 5 premiéres itéra-
tions de 'algorithme de Schwarz, avec des conditions de transmission absorbantes idéales
(ligne continue, o et [1) ou non idéales (tirets, + et x).
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v=20,01 v=0,1
(a) | (b) | ()] (b)
Casu; | 87 5 57 13
Cas us | 91 5 65 15

TaB. 4.1: Dans le cas stationnaire, nombre d’itérations nécessaires a ’algorithme de Schwarz pour
converger (a) avec des conditions de transmission quelconques, (b) avec des conditions
absorbantes idéales

NN N T
£ i ! 7 - N R
k * 10"} - L F e
¥ ¥y
0 * ¥
10
S =
= S
K s 10
S 5
E10 £
2 g
N ~, 107"
107
1077
10° 10" 10° 10! 10°
Shwarz iteration number Shwarz iteration number
S S
@ @
k] k]
E E
o o
c c
~ ~
- -
10° 10" 10° o'
Shwarz iteration number Shwarz iteration number

FIG. 4.4: Dans le cas stationnaire, norme L?(Q2) de P’erreur commise avec des conditions de trans-
mission absorbantes idéales (ligne continue, o) ou non idéales (tirets, x), en fonction du
numeéro de litération de lalgorithme de Schwarz (échelles logarithmiques) : (a) en haut
siv=0,01, (b) en bassi » =0,1; (1) a gauche dans le cas u1, (2) a droite dans le cas us

Dans le cas non idéal, la matrice A est définie arbitrairement par

(a5

de sorte que les conditions d’existence et d’unicité [EID) ou (EEIR) sont vérifices et que
I’algorithme de Schwarz converge au taux p = 0,954091 dans le cas v = 0,01 et p = 0, 394903

dans le cas v =0, 1.
Les résultats sont illustrés dans le tableau Bl et la figure 3 La figure B2 indique
I’évolution de la norme L2(€2) de I'erreur commise & chaque itération, en fonction des deux

types de conditions de transmission considérés.
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4.5.3 Reésultats de simulations dans le cas transitoire
Le probléme considéré ici est le probléme de diffusion biharmonique

du

T +rvu® =f dans Qx [0,T7],

dans le cas d’une décomposition du domaine Q = [0, 1] en deux sous-domaines de part et
d’autre de Vinterface {zp = 2}, sur I'intervalle de temps [0, 7] = [0, 1]. La discrétisation du
domaine (2 est réalisée avec un pas d’espace uniforme h = 0, 05, celle de I'intervalle de temps
avec un pas de temps dt = 0, 05.

Les deux solutions analytiques u; et ug construites (figure EEH) sont telles que u; = u} =0
etug=uh=0sur I ={zx=0, z=1}:

uy(z,t) = ¢1 cos(wi t) 22 (x — 1)2
est solution si f(z,t) = 1 [—wy sin(wy ) 2% (x — 1)? + v 24 cos(wy 1)), et
us(x,t) = co (cos(2ma) — 1) sin(wy t)

est solution si f(z,1) = ¢z [wy cos(we t) (cos(2mx) — 1) + v 16 7* cos(27x) sin(we t)], ot on

a choisi arbitrairement comme constantes ¢; = 154,3, ¢co = 6,54 et w; = %ﬂ.
1 domain 1 domain

=R

ST
S 0026568,

“?QW%‘:‘.‘;‘
I

solution u,
solution u,

—
7
NS 7 Z S

F1a. 4.5: Dans le cas transitoire, solutions discrétes de référence dans Q = [0, 1] : (1) & gauche up1,
(2) A droite UR2

Les simulations sont réalisées alternativement avec des conditions de transmission de
Dirichlet-Neumann avec recouvrement, ou avec des conditions absorbantes approchées, quel-
conques ou optimisées, sans recouvrement.

On met fin & la boucle itérative de Schwarz lorsque la solution n’évolue plus dans aucun

NN,

€ (ma;xu — migl u), avec € = 1074 On constate en pratique que la convergence "apparente"
x, x,

1
des sous-domaines €;, plus précisément lorsque — Z Z lug ™ (), tn) — ufi (2, tn)] <
g n

est atteinte plus tot. Dans le cas u; par exemple, on peut constater sur la figure 7 que la
convergence de l'algorithme — avec des conditions absorbantes idéales — vers la solution
globale semble atteinte aprés seulement 5 itérations, avant l'itération 9 & laquelle cette
inégalité est vérifice (c¢f. tableau EEZ).

Pour des conditions de transmission de Dirichlet-Neumann, le recouvrement est de deux
mailles. Plus précisément les sous-domaines Q; correspondent aux sous-domaines €; étendus
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Fic. 4.6: Dans le cas transitoire, maximum sur toutes les fréquences temporelles du taux de con-
vergence de l'algorithme de Schwarz avec des conditions de transmission de la forme

B* = — AS%, oil la matrice A est définie par la relation [E38) : (1) & gauche quand
0,5 S 1 < 3000 (échelle logarithmique), (2) a droite zoom quand 0 < g < 10 (échelle
linéaire)
v =20,01 v=0,1
(@) | ()| (| (@] (b) | (¢
Caswuy | 574 | 29 9 768 11 8
Cas ug | 548 | 29 9 742 11 9

TaB. 4.2: Dans le cas transitoire, nombre d’itérations nécessaires a ’algorithme de Schwarz pour
converger (a) avec des conditions de transmission de Dirichlet-Neumann (avec recouvre-
ment des sous-domaines), (b) avec des conditions absorbantes approchées quelconques
(sans recouvrement), (c¢) avec des conditions absorbantes approchées optimisées (sans
recouvrement)

d’une maille dans toutes les directions (i.e. & 'Est et & ’Ouest) : 4 = [0,2p + k], Q2 =
[.TF — h 1]

Dans le cas de conditions absorbantes approchées, les conditions de transmission sont de
la forme B = 7% — AS®, out la matrice A est définie par la relation E3y).

Dans le cas optimisé, le coefficient p de la matrice A est obtenu en minimisant le taux de
convergence de l'algorithme de Schwarz maximisé sur toutes les fréquences temporelles :
min, max,, p = 0,442037 pour p = 2,73799.

Dans le cas non optimal, il est défini arbitrairement de sorte que ’algorithme de Schwarz con-
verge. La figure L@ illustre la variation du maximum (sur toutes les fréquences temporelles)
du taux de convergence de l'algorithme de Schwarz avec des conditions absorbantes ap-
prochées, en fonction du paramétre . On choisit ici p = 5, de sorte que max,, p = 0,9906211.

Les résultats des simulations sont présentés dans le tableau 22 et les figures B et
On constate que l'erreur commise & l'itération 9 avec les conditions optimales est beaucoup
plus petite (d’un facteur 10) que celles commises avec les autres types de conditions (aux
itérations 23 et 477 resp).

Les figures £ et LT montrent les normes des erreurs commises a chaque itération de
Schwarz. On a choisi de montrer la norme L>(0,7; L?(Q2)) (resp. L>=(0,T; H?(Q2)) de ler-
reur, c’est-a-dire le maximum sur tous les pas de temps de la norme L?(Q) (resp. H2(f2)) en
espace. On remarque que les conditions de transmission transparentes approchées permet-
tent une convergence trés nettement améliorée (en qualité et en rapidité) par rapport aux
conditions de Dirichlet-Neumann.
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solution u,

Schwarz iteration no.1, t=1

Schwarz iteration no.2, t=1

Schwarz iteration no.3, t=1

Schwarz iteration no.7, t=1

Ofsk + + Ci
*‘+~+\+ g “‘+++ %

-1 S % % X x- XX K =1 Tk s xex X

-2 A -2
=3 =3 El
c c c
8 -4 8 -4 8
E E y E
S _g| e S _g v —— 4 ]
’ ge a ’ e a ’

6| -6 v ASOT A

Yo A ApL
=7 A A -7 v
-8 Baat -8 Vo
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
X X
Schwarz iteration no.4, t=1
[
F -

SN P %

-2 T e
F-3 = -
S -4 5 5
El El El
3 5 . R 3 3

-6 v oa A

-7 v

-g| N2 -

0 0.2 0.4 0.6 0.8

solution u,

solution u,

0 0.2 0.8

Fia. 4.7: Dans le cas transitoire, au temps final ¢ = 1, avec v = 0, 01, solution de référence up; dans
le domaine global (ligne continue, -), et dans les deux sous-domaines, inconnues uy; aux 9
premiéres itérations de 'algorithme de Schwarz, (a) avec des conditions absorbantes ap-
prochées optimisées (sans recouvrement) (ligne continue, o
absorbantes approchées quelconques (sans recouvrement) (tirets, X et +), (c) avec des
conditions de transmission de Dirichlet-Neumann (avec recouvrement des sous-domaines)

error

-0.01
-0.02

-0.03
1

(pointillés, V et A)

Schwarz iteration n0.574, 2 domains vs. 1 domain

error

Schwarz iteration no.29, 2 domains vs. 1 domain

error

Schwarz iteration no.9, 2 domains vs. 1 domain

N
pOSSs——
",‘:""‘ >

2O
'&;:7 "!“

et 1), (b) avec des conditions

Fic. 4.8: Dans le cas transitoire avec v = 0,01, erreur entre la solution de référence up; dans le
domaine global et les solutions obtenues dans les deux sous-domaines aprés convergence
de l'algorithme de Schwarz, (a) a gauche avec des conditions de transmission de Dirichlet-
Neumann (avec recouvrement des sous-domaines) a l'itération 574, (b) au centre avec des
conditions absorbantes approchées quelconques (sans recouvrement) a l'itération 29, (c)
a droite avec des conditions absorbantes approchées optimisées (sans recouvrement) a

l'itération 9
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F1G. 4.9: Dans le cas transitoire, norme L (0, T; L?(2) de Perreur commise avec des conditions de
transmission absorbantes approchées, optimisées (ligne continue, o) ou non (tirets, x), ou
avec des conditions de Dirichlet-Neumann (tirets-pointillés, ), en fonction du numéro de
litération de l'algorithme de Schwarz (échelles logarithmiques) : (a) en haut si v = 0, 01,
(b) en bas si v =0, 1; (1) a gauche dans le cas u1, (2) & droite dans le cas us

10
s s
@ @
5 10 ks
13 13
o o
= =
I 10 T
2 2
& E
£ £
— —
10°

Lnfinite 42 norm of error
Lnfinite 42 norm of error

° 0" 10°

10° o' 10 10 1
Shwarz iteration number

1
Shwarz iteration number

FiG. 4.10: Dans le cas transitoire, norme L>(0,T; H?(Q2) de I’erreur commise avec des conditions
de transmission absorbantes approchées, optimisées (ligne continue, o) ou non (tirets,
%), ou avec des conditions de Dirichlet-Neumann (tirets-pointillés, ¢), en fonction du
numeéro de l'itération de lalgorithme de Schwarz (échelles logarithmiques) : (a) en haut
si v =0,01, (b) en bas si v = 0,1; (1) a gauche dans le cas u1, (2) a droite dans le cas
uz2
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Quatriéme partie

Annexes
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Annexe A

Equations de Saint-Venant
incomplétement paraboliques

Nota : Les termes en bleu mettent en évidence les différences avec la démarche et les résultats
de [Mar03, p.156], dues & la reformulation du probléme du fait du changement de variable
verticale ¢ = ch/ho = ¢ (1 +" hi14in 2003) €t de la prise en compte de I'advection.

On considére les équations de Saint-Venant linéarisées avec dissipation, constituées d’équa.
tions de réaction-advection-diffusion 2D pour décrire la dynamique horizontale et de ’équa-
tion de continuité (incompressibilité) pour la dynamique verticale, dans l’espace entier
Q=R?:

aa—g+(U0-V)U+BU+cV¢—uAU:f,
96 (A1)
E‘F(U@-V)(ﬁﬁ-cv-(]:o,
o [ u _ [ uo (0 —f
OUU_(v>’UO_(UO)etB_(f 0).

Remarques :

— La variable ¢ est définie comme suit : ¢ = ch/hg = \/g/ho h, avec h la hauteur de la
surface libre de I'eau, et hg la profondeur de ’eau.

— La formulation du systéme précédent est équivalente a celle utilisée par Halpern [Hal05]
dans son mémo, ot le probléme est formulé en fonction de h, la hauteur de la surface
libre de I'eau.

Soit W = (u, v, ¢)*. Notons L I'opérateur de Saint-Venant, tel que le systéme précédent

avec condition initiale puisse se réécrire

{EW = F  dans Qx]0, T7, (A.2)
W(.,.0) = W, dans{, '
i.e. _
Ez@t—i-Al(')m—i—AQ@y—i—B—uPA,
u 0 ¢ v 0 0 B 0 —f O
avec A1 = 0 () 0 s AQ = 0 Vo c s B = f 0 0 et P =
c 0 wup 0 ¢ v 0 0 O
1 0 0
0 1 0
0 0 O
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Nous supposons que les résultats de Martin [Mar(3, chapitre 13| pour le systéme sans
advection! sont généralisables au cas présenté ici et que le probléme avec une condition
initiale est bien posé.

A.1 Transformée de Fourier-Laplace des équations de Saint
Venant

On décompose le domaine Q = R? en deux demi-plans Q= =] — oo, L[xR et QF =
10, +00[xR et on étudie le systéme aprés une transformation de Fourier selon la variable y
et de Laplace selon la variable t.

Etant donnée le choix de la décomposition du domaine 2, la normale & chaque interface
est selon l'axe z. Cette étude nous permettra d’écrire les conditions aux frontiéres Est et
Ouest. Il faudra adapter les calculs pour obtenir les conditions absorbantes aux frontiéres
Nord et Sud.

Notons T'y, = {(z,y) € R?/ x = L} la frontiére ouverte & 'Est du domaine Q™ et
o= {(z,y) € R?/ 2 =0} celle & 'Ouest du domaine Q.

Rappelons que, soit ¢ une fonction de (z,y,t) € R? x R telle que 3 a > 0, K > 0 :
ld(x,y, )| < Ket V(x,y) € R2, la transformée de Fourier en y et de Laplace en t de la
fonction ¢ est

Y 1 +oo L .
P(x,m,5) = _27T/]R/ B,y t) e dt dy |
0

avec s = 0 +iw, o > « > 0, la variable de Laplace associée a la variable temporelle ¢ et n
la variable de Fourier associée & la variable d’espace tangentielle y.

Aprés intégrations par parties, la transformée de Fourier-Laplace du systéme ([AJ]) sans
terme source donne le systéme suivant?

ot 0 0%
(S+Vn2+invo)ﬂ+uoa—z—fﬁ—i—ca—i—ya—;:(),
L~ 0%
(s+un2+inv0)v+uoa—z+fu+znc¢—y@:0’ (A.3)
~ @A N ou
(3+invo)¢+uo—¢+incv+c—u:0.
ox ox

-~

En cherchant la solution W = (,7,¢)t du systéme précédent avec une condition initiale
nulle sous la forme .
W=oe ",

avec ® € R? un vecteur indépendant de la variable x, on est ramené & résoudre le systéme
indépendant de = suivant
M(fanas)@(faUaS) = 0; (A4)

!Remarque : La démonstration de la convergence de ’algorithme de Schwarz classique dans la thése de
Martin [Mar03, p.191] repose sur I’inégalité

A1l +|x2| < [S]2+2P],

avec S = (|a|? + b2 +|c|2 +|d|?) et P = |det A|2. Dans le cas oii |[A1| > 1 et |[A2| > 1, cette relation découle
de I’inégalité [A1]|2 4 |A2|? < |S|? +2|P|. Dans le cas contraire, rien ne permet de 1’étayer. La démonstration
compléte requiert donc de faire la preuve de cette inégalité.

2Contrairement au cas sans advection, on ne peut plus exprimer directement la variable $ en fonction de
u, v, n et s dans le cas avec advection.
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avec
stvntinvg —upé —vE  —f —c§
M mn,s)= | f s+vnPtinue —ugé —vE  inc
—cé inc s+invg —upé
(A.5)

Ce systéme admet une solution non nulle si et seulement si le déterminant de M est nul,
c’est-a-dire ssi £ est solution d’une équation du cinquiéme degré, qu’on ne sait pas résoudre
telle quelle. On est alors amené & faire une approximation. Cette approximation dépend no-
tamment de la situation du probléme physique considéré, qui permet de choisir le paramétre
(viscosité, force de Coriolis, nombre de Rossby, ...) en série duquel cette équation sera
développée.

Pour aller plus loin, on va admettre que cette équation admet cinqg racines &1, &, &3, &4
et 65.

Comme le déterminant de M (&;,7,s) est nul Vj € [1, 5], les trois équations correspon-
dant au systéme ([A4)) sont liées. En résolvant ce systéme privé de la deuxiéme équation, on
obtient une des expressions possibles du vecteur ®; associé a la racine &; :

A; —f (st+invo —uo &) +inc*é;
;= B | =| & 532 — (s+invo —ug &) (s +vn*+inuvg —upé; — ng?) . (AB)
Cj inc(s+vn+inve —upé —vEF) — f ek

La solution du systéme de Fourier-Laplace peut alors s’écrire

5
W: Zozjq)jefgjz,
J=1

ou encore, sous forme matricielle,

— —

W(z,n,s) = M(n,s)D(z)a, (A7)
e~Str 0 0 0 0
N A1 A2 Ag A4 A5 0 €_£2I 0 0 0
oun M = By By By B, Bs , D(:L') 0 0 e G 0 0
Ci Cy C3 C4 Cj 0 0 0 e Caw 0
0 0 0 0 e 857

et
a= (a1, as, ag, ag, as)t.

On obtient finalement la solution dans chaque sous-domaine en éliminant les termes
exponentiellement croissants, i.e. ceux qui font intervenir les variables &; dont la partie
réelle est négative dans TFL(Q™) et positive dans TFL(Q2T), ot on a noté TFL I'opérateur
de transformation de Fourier-Laplace.

Notons £ I’ensemble des racines {; dont la partie réelle est négative, et £, celui des
racines &; dont la partie réelle est positive. La solution du systéme de Fourier-Laplace est
notée

W_(z,m,8) = M_(n,s) D_(z)a—  pour (z,n,s) €] — 00, L[xR x C,  (A.8)
dans TFL(Q), ott M_, D_(z) et c_ sont associés aux racines £_, et
W (2,1,5) = My (1,5) Dy(z) oy pour (2,7, 5) €)0,+00[xR x C (A.9)

dans TFL(QT), ot My, Dy(x) et oy sont associés aux racines &4..
Les constantes «; doivent pouvoir étre déterminées & partir des conditions aux limites,
comme nous allons lillustrer dans la section suivante.
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A.2 Algorithme de Schwarz classique de type relaxation
d’ondes

Considérons a présent la résolution des équations de Saint-Venant par décomposition du
domaine selon l'algorithme de Schwarz classique de type relaxation d’ondes.

Avec des conditions aux frontiéres ouvertes de Dirichlet, I'algorithme de Schwarz s’écrit,
a litération (n + 1),

LWt = F  dans Qx]0,T],
wWrt(.,.,0) = Wy dans Q—, (A.10)
wntt = W7 surI'px]0, 7],

et
LWt = F  dans Qtx]0,T],
WitH(.,.,0) = W, dans QF, (A.11)
Wt = W" surIox]0,T].

Remarque : Contrairement au cas sans advection, il faut stipuler les conditions aux interfaces
pour toutes les composantes de W.

Introduisons ’erreur de 'algorithme & 1’étape n dans chaque demi-plan : EQVJF = WIQJL —
W1, ot W est la solution du systéme ([A2). Ces erreurs vérifient alors I’algorithme suivant,
a litération (n + 1),

LE," ! =0 dans Q~x]0,T7,
By (.,.,0) = 0 dans Q~, (A.12)
By, = By surpx]0,TY,

et
LBy =0 dans QF x]0, 77,
EWf“(.,.,o) = 0 dans O, (A.13)
Byt = Ep"  sur [xx]0,T].

Dans chacun des demi-plans, la transformée de Fourier-Laplace des erreurs vérifie un systéme

~

d’équations similaire au systéme (AZJ) avec comme condition a linterface FEy, "t = Byt

Comme on ’a vu dans la section précédente, la solution est donnée par les équations ([AS)

et (A9 :
E," =M_D_(x)a™ pour (z,7,s) €] — oo, L[xR x C,
EWZ = My D, (x) o} pour (x,1,s) €]0,+oo[xR x C.

Comme D_(0) = D4 (0) = I, les conditions aux interfaces s’écrivent

M_D(L)o™™ = M, Dy(L)e},
Miat™ = M_a™.

Hypothése : on suppose que les matrices Mt (dont la forme dépend des racines
&4+) sont inversibles. On peut ainsi déterminer les vecteurs a_ et a :

o = D(—L) MZ' My Dy(L) M M_ o™,
o =M M_D(-L)M-' My D(L) o},
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A.3 Conditions aux limites absorbantes (ou optimales)

Considérons désormais un algorithme de décomposition de domaine a la fois plus per-
formant et qui converge dans le cas sans recouvrement (L = 0, i.e. ', = T'g). Notons T’
I'interface {(z,y) € R?/ z = 0}.

A.3.1 Recherche de conditions absorbantes ‘“classiques”

On pourrait chercher les conditions absorbantes de ’algorithme de Schwarz suivant

LWt = F dans Q~x]0, 7],

wWnt(,,.,0) = Wy dans (A.14)

oWIT S wrtt = oWy _ STWP  surI'x]0,T| '
Ox - Oz + Y

et

LWt = F dans QF x]0, 7],

wit(.,.,0) = W dans Q7 (A.15)

Wi STwitt = oWz _ STW" surIT'x]0,T| .
Ox + Oz - Y

ot S~ et ST sont des opérateurs pseudo-différentiels & définir.
L’algorithme vérifié par les erreurs associées & W, a l'itération (n + 1), est le suivant :

LE,," " =0 dans Q~x]0,T7,
Ey ", ., 0) =0 dans Q~, (A.16)
(0, —ST)E"T = (0, —S87) Byt sur I'x]0, T,

et
EEWfH =0 dans Q1 x]0, 77,
EWf“(., ., 0) =0 dans Q| (A.17)
(0 —S“')EWerl = (0, —ST)E," surI'x]0,T7].

D’aprés la section [AJ] le systéme de transformée de Fourier-Laplace des erreurs a pour
solution R .

EW}: = MJ_r DJ_F(,T) al .
D’apreés la définition de Dy (x), on a 9, Dy (z) = —E4 Dy (x), ou E4 est la matrice diagonale
dont les termes diagonaux sont les racines £+. En supposant toujours que les matrices Mi
sont inversibles, on a &EEW: = fﬁi =+ M;l EW: . Par conséquent, en choisissant comme

symbole de Fourier-Laplace de 'opérateur S—
~M,=E, M}

et comme symbole de Fourier-Laplace de 1'opérateur ST
~M_=_M~',

les seconds membres des conditions & l'interface dans ([(AJ6) et (AID) s’annulent. Les er-
reurs sont alors solutions de deux systémes homogeénes avec des conditions initiales nulles
et des conditions aux limites homogenes sur I'. Par conséquent, EWi =0 dans QF : I’algo-

rithme converge dés la deuxiéme itération vers la solution globale du probléme. Comme les
opérateurs Sy ne sont pas locaux, il faut les approcher.
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A.3.2 Recherche de conditions absorbantes “naturelles”

La formulation variationnelle du systéme de Saint-Venant, décomposé de part et d’autre
des interfaces, nous permet d’établir que le saut de certaines quantités & travers les interfaces
est nul, ce qui nous ameéne & déterminer des conditions de transmission physiques & I'interface.

Dans le cas avec advection®, les quantités conservées & travers I'interface, outre U, sont

les suivantes [Bla06, p.9] :

ouU
*V?ﬂL(UO MU +coi,

c(U i)+ (Uo - 7i) ¢,

ce qui nous conduit & considérer I’algorithme de Schwarz suivant :

LWt = F dans Q7 x]0,T7,
W, 0) = Wo dans O,
—v vzt +uo U 4 ot L) _ar wntl
ox 0 u
ou’t 1 I'x]0,T
= Va—+UOUn+C¢+ ( 0 > A-[EW_? sur X] ) [
cu™ ™ +ug " — AT W = cult 4 ug ¢t — AT W
(A.18)
et
Lwptt = F dans Q*x]0, 77,
Wit (..., 0) = W dans QF,
aUver_l n+1 n+1 1 A— n+1
v S bug U el () - Ap
" 1 — sur I'x]0, [,
= - n ( o) -agwr
cutt 4 g ¢n+1 Ay Wit = cu® +ug g™ — Ay wn
(A.19)

ou AJE et A;fr sont des opérateurs qu’il faut définir de sorte que la convergence de cet algo-
rithme soit optimale.

Considérons les systémes vérifiés par les erreurs, ce qui revient a considérer F = 0 et
Wy = 0, puis leur transformée de Fourier-Laplace. Les conditions aux limites de ces systémes
s’écrivent

8E n+1

—V7+u E ”+1+cE ntl
ox

1
0
8EU" ~ 1
— + n
= —v - +u0EU++cE¢+< 0 >
1
0

A E n+1

3Dans le cas sans advecti degux conditions sur u et, v_suffisent a poser le probléme, du fait que les

autres conditions sonf_autopia éﬁgr%@e&lt E@I‘lﬁeﬁ‘é @Ea ©0 vel' e ce[?{a% @%‘t}mthme Martin [Mar(03l p.196]
0

avait ainsi utilisé la proprlete cogslervamon de la quan te\ e +1:¢ 7, Ol 7l est le vecteur normal &
¢ o 1t Hcions abschm Py BT E
Pinterface, pour définir les 3l fons absortyan éé/ ok o e AW+ ’
cE, " tug B, - AL By, "+1—cE "+ugE," —Ag By,
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sur I'x]0,T[ (en notant AT les symboles de Fourier-Laplace des opérateurs AT). On va

.. . + + . .
choisir les opérateurs A;; et A & de sorte que les termes de droite s’annulent, afin d’obtenir
une convergence en deux itérations. On a déterminé a la section [A] la solution du systéme
de transformée de Fourier-Laplace des erreurs :

qu’on peut, décomposer en

Byl = MYy Dy(a) o},

Ed’«z =M%y Dy(z) al}

N N — — 1
En supposant que les matrices MU sont inversibles, on a 81EU; =-MUVLEL MYy Ey

(cf. section précédente). Par conséquent,

aEUf non mon 1 ~/\[} = /x(}_l Ul n
—V 81‘ +U0EU+ +CE¢+ 0 = DM +:+M + +H EW+

aE‘Uﬁ non mon 1 ~/\[} = /x(}_l U non
—v o +uop B " —|—cE(ZL 0 = (DMY_=_MY_ +H By,

cE,"+ugE," = HO Ey"

et cB," +uoB," = H%Ey"

avec

~ (v 00 v_(u 0 ¢ b _
D_(OVO)’H_(O uo()) etH-(cOuo).
Les conditions absorbantes sont alors obtenues en choisissant comme symboles de Fourier-

+
Laplace des opérateurs pseudo-différentiels A;;

1
+ MYy +HY

= DMU,

A

[1]

S H

<+

= H9.

At

et comme opérateurs (non pseudo-différentiels) A

A.4 Conditions aux limites optimisées

Jr
Comme les opérateurs pseudo-différentiels A;; ne sont (probablement) pas locaux et
ne peuvent pas étre utilisés directement, il faut les approcher. Les conditions d’ordre 0
correspondent au cas ou la forme des opérateurs approchés est la plus simple :

Ai' o )\uu )\uv )‘u¢>
vo ™ )\'Uu )\’UU )\’U¢ '

avec \,, € R.
L’approximation des conditions de transmission exactes peut étre réalisée en développant

les matrices KJEF, obtenues dans la section précédente, selon certains paramétres. Pour cela,
il faut connaitre I’expression exacte de ces matrices, et donc celle des racines ;. Il faut donc
choisir un parameétre relativement petit et reprendre le probléme [AZ4] en développant les
termes en séries du paramétre choisi.
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Ce travail a été réalisé dans le cadre du projet COMMA par Véronique Martin (commu-
nication personnelle), qui a déterminé les conditions absorbantes locales pour le probléme de
Saint-Venant complet en adimensionnalisant et en développant le probléme en ¢ = U/(£ L),
le nombre de Rossby, avec U la vitesse et la longueur caractéristiques du probléme, puis en
négligeant le nombre de Rossby. Les résultats devraient paraitre prochainement.
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Annexe B

Equations d’advection-diffusion
harmonique 3-D

B.1 Démonstrations de convergence dans R?

On va suivre la méme démarche que Martin [Mar05, section 7] pour démontrer la con-
vergence de l'algorithme de Scharz () avec les conditions approchées d’ordre 0 ou 1 vers la
solution du probléme général ().

(-,+) représente le produit scalaire dans L?(12).

On définit un nouvel opérateur

S° = [Or+by Oy +b,0, —vp Oyy — 1 0,2] .

1
Vn
L’opérateur d’advection-diffusion harmonique BI]) s’écrit alors

2

EZ—V}L@-FG%—V}LSS,

ou encore

0 o L .
Ez—uh(%—é’f) (g—sj)wh(sjsj ~ 8%, Vje{0,1}.

Remarque : Comme les coefficients des opérateurs différentiels S;, Vj € {0,1}, sont con-
; . c—ct _ cto— + - _ - +

stants, ils commutent : S; 8" =878, et (0, —8)(0: —&;) = (0, =S, )(0: = S;).

Lemme B.1.1. Siu est solution de Lu =0 dans Q= X Rt alors Vj € {0,1}, on a

2

v, ou 2 vp ou ou Ou
- —~ _S8t - = _ 8 +_ST) — =
2 //r oz Sjul dydz 2 //r Oz Sy ul dydztvn ((SJ S )836’8:0)9
ou L O0u s + _
+a <%,Sj u>Q —a <Sj %,U)Q — (S U, (Sj =S )u)sr =0.
(B.1)
Démonstration. Identique a celle du lemme 21 de Martin [Mar(3]. O

B.1.1 Conditions d’interface d’ordre 0
Théoréme B.1.1. Si f est dans L>(R*; L2(2)) et si wo est dans H(2), alors, pour p > 0,

Dalgorithme @) initialisé avec
Lu® = f dans Q7 xR,
L1° = f dans QF x RT, 29(

0) =wo dans Q~, Byu'=g sur I xRT,
0) =woy dans QF, Bjv’=h sur T xRT,

ERR)
BEE
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ot g et h sont dans H'/?1/*(R? xR"), converge dans L= (R*; L2(Q))NL2(RT; H(Q7)) x
L®°(RT; L2(QT)) N LART; HY(QT)) vers la solution du systéme ().

Démonstration. L’erreur dans Q~ a l'itération n 4+ 1 de V'algorithme @) vérifie I’équation
homogene Le™ ! = 0 dans O~ x R*. On peut donc appliquer le lemme [BZT1l En remarquant

que (&cu,SO u)Qf = (sgaxu,u)m, la formulation variationnelle (Bl appliquée a e™*!
devient,
e+l 9ent1 n+1 |2
// SJ@"H dydz — O_e"+1 dydz+p 8;0
aen+1 aen+1 aen+1 82€n+1 82 n+1
+ = by —— b —— — 5 - e =0,
Up ( ot Y oy 0z h oyy? e o
Orona (9™ e g = Ld,|e”" || . En outre, comme la normale a interface I' =
{z = 0} a pour coordonnées (n,n,,n.) = (1,0,0),ona (9ye"* " )q- =0, (0", et =
0, (Byye" e ™)g- = —[|0,e™ % et ((?ZZe"Jrl e" g = —[|0.e™||?. On obtient alors
e t1 2 Qe 1 nt1 ||?
// —Sfe™t dyd — Sy e dydz+p 8;0
2 2
P [ n+1H2 n de’ pv. || 0! _ 0
2up, dt " e oy o Vp 0z 0 '

D’aprés les conditions a l'interface ', 9,e" ™! — Sy e = 0,e7 — Sy et . L'équation précé-
dente devient

BN

+p

n+1
oe™ S+e”+1

p d
dydz + 50— | S

2
dydz .

n+1 aen+1

0z

Hen ! ?

dy

oe™
Ox

8e+

Vn

—_n
- Sy el

Q- ‘ Q- Q-

Une équation similaire est vérifite dans Q7. En ajoutant les deux équations, en faisant la
somme de ces équations pour les itérations n € [0, N] et en minorant les coefficients des

termes || Ve"™!||2, on obtient
N+1 N+1

Vh // de_ S+ N+l dydz+ —S&ef“ dy dz
+izi(u o+ e )

dt 2y, a- a+

me p:p (HW"“Hm + Ve "“Hm)

2
// Sy e’ dydz+ Sy el| dydz

Comme p > 0 par hypothése, aprés minoration des termes de litération N + 1 (positifs) et
apreés intégration sur (0,¢) de I'inégalité, on obtient

N
0<> (Fr+F!<C, (B.2)
n=0
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avec

t
P = win(p, 225, 220 (e e + [ (1950 )

t
’ e 0 02 0 — 012
C:—/ // (](’)mef—Sgre,’ + |0pel. — Sy el | )dydzda
2 Jo JJr

ne dépend pas du nombre d’itérations N. Les deux séries >~ F™ et Y > F!' sont con-
vergentes. Par conséquent, I et F'!' tendent vers 0 : 'algorithme converge dans les espaces
spécifiés par le théoréeme. O

B.1.2 Conditions d’interface d’ordre 1
Théoréme B.1.2. Si f est dans HV'/2(Q x R*) et siwq est dans H?(Y), alors, pour ¢ > 0

et p— % > 0, Valgorithme @) initialisé avec

Lu® = f dans Q7 xR,
L1° = f dans QF x RT, 29(

50)=wo dans Q, Byu'=g sur I x RT,
0y =wy dans QF, B’ =h sur T xR*,
ol g peut s’écrire

a—p
2Vh

g=g1+ (- +q0;+byq0y +b.q0-) g0,

avec

go € HY/?3/HR2 x RY) et gy € HY?3/4R? x RT),
gol-0) = wo(0,,) et gu,0) = T2
converge dans L (R*; HY(Q7)) N L2RY; HY(Q7)) x L®(RT; HY(QT)) N LART; HY(QT))
vers la solution du systéeme ().

(07 Bl ) sur Fv

Démonstration. De la méme facon que dans la démonstration du théoréme[B.11l on applique
le lemme BTl & Perreur ™™ de I’algorithme a Pitération n + 1. Dans un premier temps,
on explicite les quatre derniers termes de la formulation variationnelle (B) :

2

ou Ou oul? d || 0u
+_s )= = — e 1=
h <(Sl 51 )890’890)Q P H@x Q,erhth H@x o
ou L, L Ou Ju Ou Ou Ou ou Ou
gu B (e = 2q (&4 2b,q [ 22, 28 2b.q (24,24
(690’81 “>Q <51 ax’“)g e (ax’ at>Q tebyd (ax’ ay>Q t2bq (ax 0z
_ad 2
2dt//p|u| dy dz
et
_ d P ou|? oul|? ou|?
_ s + _ - | = 2 - - -
n (S, (SF -~ ST ) = <2Vh|u|g+uthay a3 )2 |G

2

2 v ou
(oo
a- vp 0z

ou
+(p+2b2q H—
w+250) |5

).

ou Ou ou Ou ou Ou
+4b ( > +4b, < ) +4b,b, <—,—) .
ve Q- 7 Q- yO=4 0y’ 0z ) -

dy’ ot 92t
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car (Oyyu,Oyu)g- =0, (0::u,0:u)g- =0, (Oyyu,0:u)qg- =0 et (0::u,dyu)o- =0, du
fait que la normale & l'interface I' dans Q7 est (ng,n,,n.) = (1,0,0). Dans un deuxiéme
temps, la formulation variationnelle (B appliquée a ™' donne

n+1 n+1
// Oc” +e7ﬁ+1 Sye™ dydz
d 41 T_”rl eﬁ“ 8671“ ag 41
el n . . n dud
+dt 2u oy 1 o+ g Ox tng dy trag 0z //|6 | yaz
Q- Q-
2
aen—i-l n+1 v n+1 aen—i-l
= 272 — —= 2b2 2q || —;
+p |5 + (p+2b2q) o9 +<Vhp+ +24 || =,
Q- Q- Q- Q-
aenJrl aenJrl aenJrl aenJrl aenJrl aenJrl
2 — — 2ab _— 2ab, _
el Tor Tar Trebva\ T Ty ) TR T T
Q- Q- Q-
et Pentl et gentt et e tt
4b — — 4b,q | ——, — 4b,b, — — =0.
TR T Ty TR T Ty tAbba| 5
Q- Q- Q-
Comme les termes des deux derniéres lignes sont égaux a
n+1 n+1 n+1
||\/ \/_ + by\/_ + b, \/_
a-
2 2 2 2
a n+1 2 a n+1 a n+1 a n+1
—2q i~ _a gy —2qb? — —2qb§ — ,
ot 2 ox Y oy 0z
Q- Q- Q- Q-

la formulation variationnelle se simplifie. En remarquant que le terme de la premiére ligne
ci-dessus est positif et que les conditions & linterface impliquent que d,e™™* — Sy et =
Oz€’} — Sy €’} , on obtient I'inégalité :

2
a n+1
// - — Stett dydz
n+1 n+1 aq n+112
+E< €™+ [&- + min (v, g, v g HVe HQ* - ?//Fle— ’ dydz)
2 2
. a’q e t1 n et . v, et
P 2 ox p dy Vp p 0z
Q* 0- Q-
de”
e+ = Syey| dydz.

En ajoutant l'inégalité similaire vérifiee dans Q7 en intégrant sur (0,¢) et en faisant la
somme pour les itérations n € [0, N], on obtient une inégalité semblable & (B2). En faisant
tendre N vers l'infini et en suivant un raisonnement analogue a celui de la démonstration
du théoréme [BI0] on obtient la convergence des erreurs e’} vers 0 dans L= (R*; H1(Q%))N
L2(RY; HL(OF)). O
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Annexe C

Equations d’advection-diffusion
biharmonique

C.1 Systéme discret dans le cas simplifié 1-D sans advec-
tion

On indique ici U'expression des coefficients des matrices et du vecteur charge du systéme
discrétisé [AA) dans le cas ou Padvection est nulle (¢ = 0). On donne aussi la matrice
jacobienne des fonctions de base des éléments finis de Hermite, qui permet de calculer la
semi-norme H'(2) de l'erreur, et donc sa norme H?(().

C.1.1 Matrice de masse

La matrice de masse M, fait intervenir les coefficients (¢;, ¢1), (¥;, ¢1), (¥, ¥r), donnés
dans le tableau ci-dessous.

(D, 01) | Wy, 1) | (j,9)
l=j=1 %h 21110 h? 155 h?
l=7-1 79Th 420h2 14110h3
l=j€[2,N, —1] =-h 0 o5 1°
l=j+1 79Th 41236 h? 14110h3
l=j=N, %h 21110h2 1é5h3
ailleurs 0 0 0

C.1.2 Matrice de rigidité

Sans advection, les coefficients de la matrice de rigidité KCp, sont

( ) =v [(A¢;, Ady) + 051 6;1CT1(¢1,¢1) + 65105 n, CTn, (ON,, ON,)]
( ) = v [(Ay, Adr) + 851 01 CT1 (1, 1) + 05i 5, v, CTw, (YN, ON,)] 5
ai(¢j, ) = v [(Adj, Ay) 4+ 051051 CTi (1, ¢1) + 85005, 8, CTN, (ON,, ¥UN,)],
ai(j, ) = v [(A¢j, Ay) + 050 00 CT1 (41, 91) + 051 05N, CTN, (Un,, ¥N,)] -
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(Ag;, Ady) | (A, Ady) | (Avy, Ady)

l=7=1 12 6 4

n3 2 h
=1 o & :
l=j€(2,N, —1] = 0 8
=it o N
==~ Z & :
ailleurs 0 0 0

Dans le cas de conditions aux interfaces de type B* = 7+ — A S* (cf page B2 avec
AT = A7), les coefficients CTy et CTy, induits par les conditions de transmission sont

donnés dans le tableau suivant.

CTi(dj,95) | CTj(y,05) | CTj(94.%;) | CTy(¢4,¢5)
j=1 Qo —aq B2 —1
Jj=N, oy aq —53 -5

C.1.3 Vecteur charge

Sans advection, dans le cas de conditions aux interfaces de type B = T+ — A S* (cf.
page B3 avec AT = A7), les coefficients du vecteur charge by, sont

bi(¢n) = (f, A¢u) — v (61 95, + O, 93,)
bi(thr) = (f, M) — v (011 92, — 01N, 934) -

Les produits scalaires (f, ¢;) et (f, ;) peuvent étre calculés par des formules de quadrature.

C.1.4 Matrice jacobienne

La matrice jacobienne des fonctions de base des éléments finis de Hermite fait intervenir

les coefficients (9y¢;, Dutr), (0%, Ox 1), (Oxtbj, Dxtlr), donnés dans le tableau ci-dessous.

<893¢j7 8I¢l> <8a:7/)j7 8I¢l> <8a:7/)j7 8I7/)l>
l=j=1 o & Zh
l=5-1 —55 1o —3gh
l=j€[2,N,—1] = 0 h
| = ] —+ 1 756_}7( 7% *310}7,
=i, 5 E 2
ailleurs 0 0 0
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C.2 Cas 2D : approche par développement en série de la
viscosité v

C.2.1 Transformée de Fourier-Laplace

Dans le cas d’une équation d’advection-diffusion bi-harmonique, l'opérateur du sys-
teme () est défini par la relation

L=0+7 V+A(AA), (C.1)

ot ¢ = (a,b)! est un champ de vitesse constant et A, > 0 dépend de la taille des mailles!.
On suppose ici que le pas d’espace est constant, de sorte que le terme Aj, = v est constant.
Dans 2 = R?, cet opérateur s’écrit alors

L=0,+a0,+b0, + v (Ose + Oay + 20sa2y) - (C.2)

Les erreurs vérifient I’algorithme &]), ot la transformée de Fourier-Laplace® de I'opérateur
L est R
L=0014 —20k*0 +a0, + (s +ibk+vk?).

L’équation quartique correspondant & 1’équation caractéristique dans chaque sous-domaine,
4 2 2 . 47 _
vo' —2vkioc +aoc+[s+ibk+vk'] =0, (C.3)

a 4 racines complexes 0., 0p, O¢, 4.

C.2.2 Racines de I’équation quartique

Maple permet, de trouver les quatre solutions complexes de I’équation quartique corre-
spondant a la transformée de Fourier du probléme (équation ([C3) dans laquelle s = iw) :

1 1/2
Oq = — )\+ - — s
S | A+ (a9
1 1/2
op = ——=| A—(—a-— ,
o= gl A e
1 1/2
o = —=|=A+(—a+ s
S5 A a2
1 1/2
a = —=|-A- —Oé+ﬁ )
¢ = S|t
avec
1/2
8k2l/141/3+41/3 A2/3+B
A= ,
v AY3
—16 k20 AY3 4413 A2/3 116 - 423 L2 K 401242 v (w4 bk)
i v 1/3 ’
IDans le logiciel ?’f%r}lographie OPA, Aj, (ﬁ_x) .
X
(y,1) R R =(FB)7 (ik,5) € Cx C 0
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ol
A = v {12802k + 270 +i144vk? (w+ bk)
+3v3[256 2 k* (b2 k* + 2bkw + w? + k% a?) + 2T a*
+z‘32y(8b3k3+24b2k2w+24bkw2+8w3+9k3ba2+9k2wa2)]1/2},
B = 483 412k +i3v(w+bk)] .
Lorsque le domaine 2 est décomposé en deux sous-domaines Q= = {z < 0} et QT = {z >

0}, la solution dans le sous-domaine Q= (resp. Q1) s’exprime en fonction des racines dont la
partie réelle est positive (resp. négative). Malheureusement, il est impossible de déterminer
le signe de la partie réelle de chacune de ces racines & partir des expressions ci-dessus.

C.2.3 Approximation en v

Afin d’obtenir une approximation locale, on fait un développement des racines en série
de v : on pose 0 = av~ /3 + B+ O(v'/?3). L'identification des termes aux ordres les moins
élevés dans I'équation ([C3) donne les équations suivantes :

L.en O3, a(a®+a)=0,
2.en O(1), aB+4a3B+(s+ibk)=0.
La résolution de la premiére équation donne o = 0 et a = (—a)'/. Celle de la deuxiéme

donne 8 = —(s+ibk)/(a+ 4a?). Les solutions de 1’équation quartique sont donc de la
forme -
OA = — % + O(Vl/?’),
1/3 .
— bk
opcp = (_a) + (S+Z ) + O(ul/?’).
v 3a

Nota : la derniére équation est en fait constituée de plusieurs équations dans C. En effet,
(7(1)1/3 _ (7(1)1/3 ei(2'm71')/3 _ a1/3 ei(w+2m/ﬂ')/3, m e {71,07 1}, m € {71,07 1}
-~ Sia<0,alors (—a) = |a] et (—a)'/3 = |a|'/3 e ?m™)/3 m € {-1,0,1}. Les racines
s’écrivent

o1 = 04 = s +|c:-|bk) + OW'?),
o2 = 0Oc = ‘%‘1/3 - % ow'?),
o3 = op = —;‘3]1/3(1+i\/§) - % v oWy,
oy = op = 7; ‘%’1/3 (1-iv3) — % + O3,

~ Si a>0,alors (—a)/3 = |a|'/3 el (TH2m'T)/3 p/ e {~1,0,1}. Les racines s'écrivent

B _ Lya\1/3 . (s+ibk) 1/3
oy = op = 5 (;) (1 — ’L\/g) + T + O(l/ ) ,

B _ Lyan\1/s . (s+ibk) 1/3
() = op’ = 5 (;) (1 + ’L\/g) + T —+ O(l/ ) y

ay1/3 (s+ibk) 1

= ! = _— —_ —_— /3
3 oc (z/) + 3a O,
oy = oA = BN ChLLL)) +;bk) + O3y,
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Nota : Si a =0, I'équation (C3) devient bi-carrée. Elle admet alors 2 racines doubles. 11
devient alors aussi simple de résoudre ce cas que celui sans advection déja traité par Martin
[Mar05]. On ne détaillera pas davantage ce cas ici.

On distingue deux cas.

1. On considére la transformée de Fourier-Laplace (Re (s) > 0) a ’ordre O(v'/3). Dans ce
cas, les racines oy et oy sont de partie réelle positive, o3 et o4 de partie réelle négative.
Les erreurs solutions de ’algorithme (BJ) sont alors

e" (x,k,s) =
el (z,k,s) =
2. On consideére la tranformée de Fourier (ou celle de Fourier-Laplace a I'ordre O(1) en

v). Dans ce cas, la partie réelle de o4 est nulle.
— Si a <0, les erreurs s’écrivent

(k,s)e”® + ul(k,s)e??® dans TF(Q7),

T
n (k. s) 7% 4 i (k. )7 dans TF(QF). (C4)

T =

e (x,k,s) = uy(k,s) + us(k,s) e’ dans TF(Q7), (C.5)

e (z,k,s) = ui(k,s) e’ + uf(k,s) e’  dans TF(QT). )
— Si a > 0, les erreurs s’écrivent,

e (x, k,s) = utt(k,s)e”® + py(k,s)e”* dans TF(Q7), (C.6)

el (x, k,s) = py(k,s) e’ 4+ ui(k,s) dans TF(QT). :

C.2.4 Conditions de transmission
Aucune des formulations précédentes ne permet de se ramener a une simple condition de
la forme "
oe’y _\an
ox *
dans chaque sous-domaine. . .

La forme des conditions & l'interface est choisie en se basant sur celles issues de la
formulation variationnelle :

P ) va(20) o (28 0) o [(Z2 o) ¢ (220 w2 (28 0)] = ()
at,v a ax,v ay,v v 8z47v ay4,v 8z2y2’v = (F,v).

Selon le choix de l'intégration par parties, on obtient diverses conditions de transmission
proches les unes des autres :

1. Si on utilise ﬂ — ﬂ 8_21) +/ ﬂ ,(1, )ﬂ@
' oz20y?’ )= 0xdy’ 0xdy r Vazay” 7 0xdy Oy Mt
V~ € [0,1], on obtient la formulation variationnelle
@U +la @v—u@ +lb @v—u@
ot’ 2 ox’ "0z 2 oy’ " Oy
(P Y (P e\ (0 o
0x*’ 0x? oy?’ 0y? Oxdy’ dxdy

+/ [(guﬁ-u@—i—u _63u )v—u@@—u(l— )82u @]n = (F,v)
r\2 0z 7(?:Eagﬁ dx? Ox 7 dxdy oy | ’
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et par conséquent les conditions de transmission s’écrivent

[a N d3u N Pu ] 0
—“U+v— trvy—s| =
2 oz® 78x8y2 ’
0*u
—v|—5]| =0, vy € [0,1],
v [ aﬁ} v €10,1]
0%u
—(1- =0
(1= | 503] =0,
en notant [-] le saut a linterface.
4 2 2
2. Si on utilise (%, v) = (8_@2@, 6—12}), on obtient la formulation variationnelle
ox“dy ox* Oy

% +1 @ _ @ +1b % _ @

o) T2 oz “ or 27 [\ 8y % oy
N [(82u 320) N <82u 82v> 49 <82u 821))]

v 27 g - gr v

0z% 0x? oy?’ Oy? 0z%" oy?

+/ 2+& f@@ — (F)
P2 T 027 ) T Y| T T

ce qui donne comme conditions de transmission

. . o*u %u 0% &u 5%u v )
3. Si on utilise | ———=,v|=|—-5,75 |+ 5V — —5 5 | Nz, on obtient
0x°dy y* Oz r \ 0zdy oy* Oz

les conditions de transmission

4. Par une combinaison des deux étapes précédentes, on obtient
a 0
— —(A =0
{2 u+v e ( u)} ,
—v[Au] =0.

C.2.5 Conditions optimales dans un cas particulier

Considérons le cas particulier (et incorrect au point de vue de la formulation variation-
nelle) ou on stipule que parmi les conditions & l'interface figure une condition de Robin.
On déduit des conditions de transmission ci-dessus la forme de la deuxiéme condition : par

exemple,
Ou | 0
el ul =
O p )

[32u

Py ) <. “
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a) Transformée de Fourier ou transformée de Fourier-Laplace a ’ordre O(1)

On applique ces conditions selon ’algorithme de Schwarz
— n+l e
B~e"" =B7el}
B"’eT‘l = Bten
aux erreurs définies par (CI) ou (CH).

Considérons le cas a < 0. On obtient les relations suivantes valables & l'interface

{x =0}

sur I

{ WP A g (o2 +p7) = i(oy +p7) + (00 +p7),
P sy (03 +q7) = pE (03 +q7) + pi(0f +a7),
{ 1 (0s + 1)+ i (00 +p7) = pitpt + oz + 1),
s o3 +a) +py T of + ) = piat + g (o3 +qt),
autrement dit
+1 n +
—(nr )_ —(ug) + <p 02+P)
N. = N. : N = :
1 ( s (i 1 ¢t o2 +qt
n1 n e o3 +p* o4 +p*
N+ Msl e ! N??: <gpi 3pi)
3 M’ZJF 1 Mg ’ 03 + q Oy + q
On en déduit que
+1 n
I _p—( M3 _ N
(ug-‘rl)Pl(’uZ : P =(N;)  N;,
il B avec
I I 1
() =m (), P = (Nf) N
Hy 2
ou encore
it T o
M721+1 u Mg—l . M1:P1 P3 s
n+1 - n—1 5 , ou T
Msﬂ Hs Mz = P3P .
T T 0 [ M
Le taux de convergence de ’algorithme de Schwarz est
n+1 n+1l osx
+ e
n+1 Mrll,l M72171 P dans Q,
o= ey protpy e
= | Tn—1 +1 +1
" ‘ ug—l - HZ_I e dans Q7.
Mg eo’gm 4 ,LLZ 6041
Soit || - || une norme matricielle subordonnée. On a ||(u )| < M| ||(z2~Y)|. La min-

imisation d’une norme subordonnée de la matrice M permet donc de majorer le taux de
convergence. On résout alors le probléme d’optimisation

P g
pt.at

min max || M||
k,s

avec s = iw, (k,w) € D, ou le domaine D est celui défini a la section
Remarque. A Pordre O(1) en v, les racines (0;);=1,4 ne dépendent pas de (k, s), de sorte
que le probléme d’optimisation se réduit & chercher

min || M]|
P g

pt.at
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Choix de la norme subordonnée. On utilisera
— soit la norme matricielle subordonnée & la norme ! :

4
1M, = max STIM| = max(Mally. [Mall).
=/=% =
— soit la norme matricielle subordonnée a la norme [*° :

4
M, = 121)512'%”' = max([|M| ,[[Ms]l)-

b) Transformée de Fourier-Laplace & I’ordre O(v'/3)

En appliquant les conditions (C7) selon lalgorithme de Schwarz aux erreurs (CA), on
obtient les relations suivantes valables a l'interface {z = 0}

{ ”*1(0’1 +p~ )+u"+1(02 +p7) = (o3 +p7) + ph(os+p7),
TP ot+ a7 )+ 0d +q7) = pi (o3 +q7) + i (o +q7),
{ ”*1(03 +) ”*1( os+pT) = pl(or+p*) + pgloa +pT),
o3+ )+t od + ") =i (of +q) + ph (o3 + qt),
autrement dit
B Mn-l—l _ ‘un n o1 +pi o9 +pi
M (/ﬁ“ =N g ) A Rt A
nal avec 4 4
N+ M3 _ N+ M NE_( o3tpT ostp
P\ gt t\ g ) ’ of+at oi+aqr

On en déduit que

un—i—l
( i+ >

\ \
7N 7N
§

&

\

—

5

S—

L

5

e P avec 1
() =m (4, P = ()N
Hy
ou encore
prtt prt My | 0 o
ot ! My =Py P5",
24 |=M 2., |, avec M , oil
M3 M3 M = Pp;.
M’Z"Fl /J/Z 1 0 ]\43

Le taux de convergence de ’algorithme de Schwarz est

en+1 ,Ltn+1 61I+‘u77/+1 o2
p i = nT gorr 4 T goan par exemple.
Soit || - || une norme matricielle subordonnée. On a ||(u )| < M| ||(12~Y)|. La min-

imisation d’une norme subordonnée de la matrice M permet donc de majorer le taux de
convergence. On résout alors le probléme d’optimisation

min max ||M]| |,
pq ks

pt.at

avec s = n+iw, (k,w) € D, ot le domaine D est celui défini & la section BZA et n € RT*
fixé de sorte que la partie réelle des racines soit toujours du méme signe.
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