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COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD DES SURFACES DE KLEIN
Frédéric BUTIN'

Résumé

Etant donné un systéme physique (M, F(M)), ot M est une variété de Poisson et F(M) algébre des fonctions
réguliéres sur M, il est important de pouvoir le quantifier pour obtenir des résultats plus corrects que ceux donnés
par la mécanique classique. Une solution est fournie par la quantification par déformation qui consiste & construire
un star-produit sur lalgébre des séries formelles F(M)[[h]]. Un premier pas vers 1'étude des star-produits est le
calcul de la cohomologie de Hochschild de F(M).

Le but de l'article est de déterminer cette cohomologie de Hochschild dans le cas des courbes singulieres du plane
— on précise ainsi, par une démarche différente, un résultat démontré par Fronsdal — et dans le cas des surfaces
de Klein. L’utilisation d’un complexe proposé par Kontsevich et 'emploi des bases de Grébner permettent de
résoudre le probleme.

Abstract

Given a mechanical system (M, F(M)), where M is a Poisson manifold and F (M) the algebra of regular functions
on M, it is important to be able to quantize it, in order to obtain more precise results than through classical
mechanics. An available method is the deformation quantization, which consists in constructing a star-product
on the algebra of formal power series F(M)[[h]]. A first step toward study of star-products is the calculation of
Hochschild cohomology of F(M).

The aim of this article is to determine this Hochschild cohomology in the case of singular curves of the plane —
so we rediscover, by a different way, a result proved by Fronsdal and make it more precise — and in the case of
Klein surfaces. The use of a complex suggested by Kontsevich and the help of Grobner bases allow us to solve the
problem.
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1 Introduction

1.1 Quantification par déformation

On considére un systeme physique donné par une variété de Poisson M, munie du crochet de Poisson {-}.
En mécanique classique, on étudie 'algebre (commutative) F (M) des fonctions régulieres (ie, par exemple,
C®°, holomorphes ou polynomiales) sur M, c’est-a-dire des observables de la mécanique classique. Or la
mécanique quantique, ot le systéme physique est décrit par une algebre (non commutative) d’opérateurs
sur un espace de Hilbert, donne des résultats plus corrects que son analogue classique. D’ou l'intérét
d’obtenir une description quantique du systéme classique (M, F(M)) : une telle opération s’appelle une
quantification. Une des solutions est la quantification géométrique qui permet de construire explicitement
un espace de Hilbert et une algebre d’opérateurs sur cet espace. Cette méthode, fort intéressante, a
I'inconvénient de ne pas toujours s’appliquer. C’est pourquoi on a introduit d’autres quantifications telles
la quantification asymptotique et la quantification par déformation. Cette derniere, décrite en 1978 par
F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal, A. Lichnerowicz et D. Sternheimer dans ’article ], constitue
une bonne alternative : au lieu de construire une algebre d’opérateurs sur un espace de Hilbert, il s’agit
d’obtenir une déformation formelle de F (M), donnée par Palgebre des séries formelles F(M)[[A]], munie
du star-produit associatif (mais non commutatif)

o0
Frg=>Y_m;(f, g’ (1)
j=0
ou les applications m; sont bilinéaires et ot mo(f, g) = fg. La quantification est alors donnée par

Papplication f — f, ou f(g) = f *g.

On peut se demander dans quels cas une variété de Poisson admet une telle quantification. Une réponse
a été donnée par Kontsevich dans son article @] : il a en effet construit un star-produit sur toute
variété de Poisson. En outre, il a démontré que si M est une variété lisse, alors les classes d’équivalence
de déformations formelles du crochet de Poisson nul sont en bijection avec les classes d’équivalence de
star-produits. De plus, d’apres le théoreme de Hochschild-Kostant-Rosenberg, tout star-produit abélien
est trivial.

Dans le cas ou M est une variété algébrique singuliere, de la forme

M={zeC"/ f(z) =0}

avec n = 2 ou 3, ol f est un polynéme de C[z] — et c’est le cas que nous étudions dans la suite —
les fonctions régulieres a considérer sont les fonctions polynomiales sur M, dont 'algebre s’identifie a
Palgebre quotient Clz] / {f). Le résultat énoncé précédemment n’est donc plus applicable. Cependant, les
déformations de I'algebre F(M), définies par la formule ([l), sont toujours classifiées par la cohomologie de
Hochschild de F(M), et on se trouve ainsi ramené a I’étude de la cohomologie de Hochschild de C[z] / (f).

1.2 Cohomologies et quotients d’algebres de polynomes

Dans la suite, on considéere R = C[z1, ..., z,] = C[z] lalgeébre des polynoémes & coeflicients com-
plexes et a n indéterminées. On fixe aussi fi, ..., fn m éléments de R, et on définit l'algebre quotient

A=R /[ (f1s ooy ) =Clets ooy 2l [ U1y ooy ).

Plusieurs articles ont été consacrés a I’étude de cas particuliers :



C. Roger et P. Vanhaecke, dans l'article [RV0J], considerent le cas ot n = 2 et m = 1, et ou f1 est un
polynéme homogene. Apres avoir rappelé la définition de la cohomologie de Poisson, ils la calculent
en fonction du nombre de composantes irréductibles du lieu singulier {z € C? / fi(z) = 0} (dans ce
cas, on a une structure symplectique en dehors du lieu singulier).

M. Van den Bergh et A. Pichereau, dans les articles [VB94], [P0g] et [P0d], s’intéressent au cas
oun =3 et m=1, et ou fi est un polynome quasi-homogene a singularité isolée en l’origine. Ils
présentent le calcul de I’homologie et de la cohomologie de Poisson, qui s’exprime en particulier en
fonction du nombre de Milnor de V'espace Clz1, 22, 23] / (02 f1, Oz J1, 025 f1)-

En s’intéressant toujours au cas ou n = 3 et m = 1, dans larticle [], J. Alev et T. Lambre
comparent I’homologie de Poisson en degré 0 des surfaces de Klein a ’homologie de Hochschild en
degré 0 de A;(C)%, ot A;(C) est I'algebre de Weyl et G' le groupe associé a la surface.

Quant a C. Fronsdal, il étudie dans 'article I’homologie et la cohomologie de Hochschild dans
deux cas particuliers : le casoun =1 et m =1, et le cas ou n = 2 et m = 1. De plus, ’appendice de
cet article donne un autre moyen de calculer la cohomologie de Hochschild dans le cas plus général
des intersections completes.

Dans cet article, on se propose de calculer la cohomologie de Hochschild dans deux cas particulierement
intéressants : le cas des courbes singulieres du plan, avec des polyndémes f; qui correspondent a leurs
formes normales (ce cas a déja retenu l'intérét de C. Fronsdal); et le cas des surfaces de Klein (n = 3
et m = 1). Ces derniéres ont fait ’objet d’un nombre important de travaux ; leur rapport aux sous-groupes
finis de SLoC, aux solides de Platon, et a la correspondance de McKay explique cet intérét manifeste. Par
ailleurs, les algebres préprojectives, dont il est question dans l’article ], constituent une famille de
déformations des surfaces de Klein, paramétrée par le groupe qui leur est associé, ce qui motive encore
le calcul de leur cohomologie.

Le résultat principal de I'article est donné par les deux propriétés :

Propriété 1
Soit une courbe singuliere du plan, définie par un polynéme f1 € Clz], de type A, Dy ou Ey. Alors
H® ~Clz]/ (f1), H' ~Clz] / {(f1) © C*, et pour tout j > 2, HI ~ CF.

Propriété 2

Soient T un sous-groupe fini de SLoC et fi € Clz] tel que Clz, y|'' ~ Clz] / (f1). Alors H® ~ C[z] / (f1),
H'~VfiA(Clz]/{f1))® ® C*, H> ~Clz] / (f1) ® CH, et pour tout j > 3, HI ~ CH, ou u est le nombre
de Milnor de Xr.

Pour calculer explicitement ces espaces de cohomologie, on s’appuiera sur la démarche proposée par M.
Kontsevich dans I'appendice de [], démarche que ’on développera.

On étudiera d’abord le cas des courbes singulieres du plan dans le paragraphe 3 : on utilisera cette
méthode pour retrouver le résultat que C. Fronsdal a établi par des calculs directs. Puis on l'affinera en
déterminant les dimensions des espaces de cohomologie au moyen de la division multivariée et des bases
de Grobner.

Puis, dans le paragraphe 4, on considérera le cas des surfaces de Klein (Xr = C? /T, avec I' sous-groupe
fini de SLyC). On démontrera d’abord que H° s’identifie & I’espace des fonctions polynomiales sur la sur-
face singuliere Xr. On poursuivra en montrant que H' et H? sont de dimension infinie. On déterminera
aussi, pour j supérieur ou égal & 3, la dimension de H7, en montrant qu’elle est égale au nombre de
Milnor de la surface AT.

Avant I’étude de ces deux cas, le paragraphe 1.3 rappelle des résultats importants sur les déformations.



1.3 Cohomologie de Hochschild et déformations d’algebres

e Etant donné une C—algebre associative, notée A, le complexe de Hochschild associé & A est le complexe

do d1 d4

C2(A) —2 - 08(4) B oha) M

Co(4) C(4)
dont l'espace CP(A) des p—cochaines est défini par CP(A) = 0 pour p € —N*, C%(A4) = A etV p €
N*, CP(A) = L(A®P, A), oun L(A®P, A) désigne I'espace des applications C—linéaires de A®P dans A, et
dont la différentielle d = ;" d, est donnée par la formule

p—1

vV feCP(A), d, flag,..., ap) =aof(a,..., ap)—z flao, ..., aiair1,. .., ap)+(=1)P" 1 f(ao,. .., ap_1)ap,
i=0

c’est-a-dire dp, f = (=1, fle,

ou p est la multiplication de algebre A, et [-]¢ le crochet de Gerstenhaber.
On définit alors la cohomologie de Hochschild de A comme la cohomologie du complexe de Hochschild
associé & A. On note HH?(A) =Ker dy et V p € N*, HHP(A) = Ker d,, / Im d,,_;.

e On note C[[A]] (resp. A[[h]]) 'algebre des séries formelles en 'indéterminée £, & coefficients dans C (resp.
A). Une déformation de l'algebre A est définie comme une application m de A[[A]] x A[[A]] dans A[[A]]
qui est C[[A]]—bilinéaire et telle que

V (s, t) € A[[D)]?, m(s, t) =st mod hA[[A]],
V (s, t, u) € A[[R])2, m(s, m(t, u)) = m(m(s, t), u).

Cela signifie qu’il existe une suite d’applications bilinéaires m; de A x A dans A dont le premier terme
my est le produit de A et telle que

VY (a, b) € A%, m(a, b) = ij(a, b,
=0

VneN, Z mi(a, m;(b, ¢)) = Z m;(m;(a, b), ¢), c’est-a-dire Z m; em; =0,

i+j=n i+j=n i+j=n

en utilisant le produit de Gerstenhaber, noté e.
On parle de déformation d’ordre p si la formule précédente est vérifiée (seulement) pour n < p.
Deux déformations m et m’ de A sont dites équivalentes s’il existe un C[[h]]—automorphisme de A[[A]],
noté ¢, tel que
V (s, t) € A[[R], @(m(s, 1)) = m'(¢(s), @(t))
Vs € Alh], p(s)=s mod hA[[H]],

c’est-a-dire s’il existe une suite d’applications linéaires ¢; de A dans A dont le premier terme g est
I'identité de A et telle que

VaeA, oa)=> pia),
Jj=0

VneN, Z wi(mj(a, b)) = Z m;(ej(a), ¢r(b)).

i+j=n i+jtk=n

e Un des intéréts de la cohomologie de Hochschild est de permettre de paramétrer les déformations de
I'algébre A. En effet, si 7 € C?(A), on peut construire une déformation m d’ordre 1 de A telle que m; = 7
si et seulement si m € Kerdy. De plus, deux telles déformations sont équivalentes si et seulement si leur
différence est un élément de Im d;. Ainsi, I’ensemble des classes de déformations d’ordre 1 est en bijection
avec HH?(A).



Si m est une déformation d’ordre p, alors on peut étendre m en une déformation d’ordre p + 1 si et
seulement s’il existe mp11 tel que

P
¥ (a, b, ¢) € A3, Y (mi(a, mpi1—i(b, €)) = mi(mps1-i(a, b), €)) = —damp41(a, b, ©),
i=1
wp(a,b,c)
P
ie Zm1 ®Mptr1—i = dgmerl.
i=1

Or le terme w, appartient & Kerds, donc HH?(A) représente les obstructions au prolongement d’une
déformation d’ordre p en une déformation d’ordre p + 1.

2 Présentation du complexe de Koszul

On rappelle dans ce paragraphe les résultats sur le complexe de Koszul qui sont donnés dans ’appendice

de Particle [FKO07)].

2.1 Théoréeme de Kontsevich et notations

e Comme indiqué au paragraphe 1.2, on considere R = Clz] et (f1, ..., fm) € R™, et on note A =

R/ {f1, ..., fm). On suppose qu’il y a intersection compléte, ie la dimension de ’ensemble des solutions

du systeme {f; =--- = f,, =0} est n — m.

e On définit aussi la superalgebre supercommutative A= RN, j=1...m} =Clz1, ..., Zn, 01, -+, Q).

On introduit ensuite n; = 6% et b; = %.
On note les variables paires avec des lettres latines et les variables impaires avec des lettres grecques.
e On considere I'algebre différentielle graduée

T C[Zlv R Zn]

T:A[Th, ceey 7’]n, bl, ceey bm]:ﬁ[’/}l, ey T]n, bl, ey bm],

munie de la différentielle

dfizza—zjbza%‘

j=1i=1

et de la graduation de Hodge, définie par deg(z;) = 0, deg(n;) =1, deg(a;) = —1, deg(b;) = 2.

On peut alors énoncer le théoreme principal qui permet le calcul de la cohomologie de Hochschild :

Théoréme 3 (Kontsevich)
Sous les hypotheéses précédentes, la cohomologie de Hochschild de A est isomorphe a la cohomologie du
complexe (T, dg) défini par Ualgébre différentielle graduée T

e Il n’y a pas d’élément de degré strictement négatif. On a donc le complexe suivant :

5 a® d? a®
-~ T -~ T T

()
T(0) —— T(1) — T(2) 7(3) T(4) r




Pour chaque degré p, on choisit une base B, de Tv(p) Par exemple pour p=0...3, on prend :

T(0)=A
T()=Am @ - & An,
T(2) = Aby © - @ Aby, © @D Anin;
1<J
T3)= @ Abn;o @ Anmim
i gk

On peut alors expliciter les matrices Matg, 5,,, (dgf)).

e Onnote p : Clz] — A=Cl[z]/{(f1,..., fm) la projection canonique.

Pour tout idéal J de CJ[z], on notera J4 l'image de cet idéal par la projection canonique.

De méme, si (g1,..., gr) € A” on notera (g1,..., gr)a l'idéal de A engendré par (g1,..., g.).
Par ailleurs, si g € Clz], et si J est un idéal de CJ[z], alors on note

Anny(g) :={h €Clz] / hg=0 mod J}.

En particulier, g ne divise pas 0 dans C[z]|/J si et seulement si Ann;(g) = J.
Enfin, pour tout polynéme g € C[z], on note Vg son gradient.

2.2 Cas particulieroun=1etm=1

e Dans le cas oun =1 et m = 1, d’apres ce qui précede, on a pour p € N*|

T(2p) = AW | et | T(2p 4 1) = Ab¥n;.

On en déduit
HY=A H'={gim / g1 € Aet g10., /1 =0}

AbP
£V N*, H? = L t H2PHL = {gy bP Aet g0, f1 =0}
€ p S 9 {91(321f1)b€ / gl c A}’ € {gl 1771 / gl S € gl 1f1 }

e Si maintenant f; = zf, alors

H° = A=Clz] / (zF) ~CF1!

H'={gim /g1 € Aet kgi1zF"1 =0} ~CF!
P AP

et VpeN, H? = e ~

{g1(k2y )07 / g1 € A}

et HPH = {gi ¥ / g1 € Aet kgizf ™t =0} ~CF- 1.

k—1

3 Casn =2 m=1.— courbes singulieres du plan

3.1 Description des espaces de cohomologie

On utilise le théoreme B pour calculer la cohomologie de Hochschild de A. On commence par expliciter
les cochaines et les différentielles.

e Les différents espaces du complexe sont donnés par

T(0) = A T(5) = Ab3m @ Ablr
T(1) = Am © Any T(6) = Ab} @ Abming
T(2) = Aby ® Amny | T(7) = Abm @ Abin
T(3) = Abym @ Abiny | T(8) = Abt @ Abmins
T(4) = Ab2 ® Abymins | T(9) = Abiny @ Abns,



ie, dans le cas général, pour p € N*, T(Qp) = AW @ AP iy | et Tv(2p +1) = Abim & Abin |

On a zo-(m Am) = 1 A= —m A1, done d2) (nem) = —5bim + Gbin.
On note désormais 62 =0, = 0;.

Les matrices de dz sont donc données par

@)y _ (0 O2fr
Mat62p762p+1 (df )_ ( 0 781f1 )

1 oifi Oof
Mat32p+1152p+2 (d(2p+ ) ( 10 ' 201 ) .

e On en déduit une expression plus simple des espaces de cohomologie :
H=A

= g+ g | (o2 € 4% et g0+ n0nfi =0} = {g = (4 ) €2 /g v5 =0}
VpeN*

{ —( It )6142 / 9231f1—g232f1—0}
H2r — {g10P+g2b 'minn / (g1, 92)€A? et g2 01 fi=g2 D2 f1= 0} 92
- {(91 01 f1+9g2 92 f1)b] / (g1,92)€A?} RV,
g-Vh .
0 / g€EA

e ®lo€ A/ gofi =g f1 =0}

{ —( 91 caz / &V f1=0
H2p+1 _ {g1b7m+g2b7n2 / (91792)6142 et g1 01 f1+g2 02 f1=0} ~ g2

{g2(82 f1bY N1 —01 f1bn2) / g2€A} -
g2 62f1 / g2€A
-0 f1

Il reste a déterminer explicitement ces espaces. C’est 'objet des deux paragraphes suivants.

3.2 Calculs explicites dans le cas particulier ou f; est a variables séparées

Dans ce paragraphe, on considere le polynéme f; = alz{“ + agzz, avec 2 <1 < ket (a1, a2) € ((C*)Q.
Les dérivées partielles de f; sont 01 f1 = k:alzf_l et o f1 = lagzl !

e On a déja
H® = Clz1, 2]/ ({a12¥ + aq2b).

1 1
e De plus, comme f; est quasi-homogene, la formule d’Euler donne Eaclalfl + 7x262f1 = f1. Ainsi, on a

’ : Clz1, z2 i . .
I'inclusion (f1) C (01 f1, O2f1), donc (621f1,ABZ2f1)A o <6211[‘1, azjf1> ~ Vect (zlz% /i€]0,k—2], j€]0,1— QH)

Or 04 f1 et f1 sont premiers entre eux, de méme que 9o f1 et f1, donc si g € A vérifie gd1 f1 =0 mod (f1),
alors g € (f1), ie g est nul dans A.
Ainsi,

H? ~Vect (22 /i€ [0, k—2], j€]0,1—2])~Ck-DU-1),
172

e On détermine maintenant 1’ensemble {g = ( zl ) €A’ /g-Vfi= 0} :
2

On a d’abord (f1, 01 f1) = (a12F 4 azz, 2F71) = (24, 2871, Les seuls mondémes qui ne sont pas dans cet

idéal sont donc les éléments zizJ avec i € [0, k — 2] et j € [0, I — 1].



Tout polynéme P € C[z] peut donc s’écrire sous la forme

P=afi+Boifi+ Y aiziz.
1=0...k—2
7=0...1—1

Les polynoémes P € C[z] tels que Pdaf1 € (f1, 01 f1) sont donc les éléments

P = Oéfl + ﬁ@lfl + Z aijzizg.

i=0...k—2
j=1..1—1
On a ainsi calculé Ann g, s, 7,)(02/f1).
L’équation
g-Vfi=0 mod (f1) (2)
entraine
9202 f1 =0 mod (f1, O f1), (3)
ie g2 € Anny, o, 1,)(02f1), ie encore
g =afi+B0fi+ > ayziz, (4)
i=0...k—2
j=1...1—-1
avec (a, () € Clz]2.
Il s’ensuit que _
POLfL+ afidafr + BOLAOLFL+ Y ai2izioaf1 € (fi). (5)
PR
Et, avec 'égalité 2002 f1 = If1 — £2101 f1,
l
Oufu | g1+ B0 — o Z az] A7 | € () (6)
i=0...k—

J:l

Comme f1 et 01 f1 sont premiers entre eux, cette équation équivaut a

= 7682.]01 + -7 Z az] Z+1 2 + 5f17

avec § € Clz].
On vérifie ensuite que les éléments g, et g2 ainsi obtenus sont bien solutions de 1’équation (H)
Finalement, on a

« Oaf i g L
{geA’ /g - VH=0}= ( 5 )fl—,ﬁ( _51}1 )+ 702% Qaijzlz; ! ( '221 ) / (o, B, 8) € Clz)® et a;; € C
oy
On en déduit aussitot les espaces de cohomologie d’indices impairs :
Ck—1)(1-1)
ChR=DU=1) @ Clzy, 20]/{a12F + azzb).

Vp>1, H?PH!
Hl

~
~

Remarque 4
On obtient en particulier la cohomologie pour les cas ot fi = 281 4 23, f1 = 2% 4+ 23 et f1 = 25 + 25,
cas qui correspondent respectivement auz fonctions quasi-homogénes de types Ay, Eg et Eg données dans

1VGZ84] p. 181.



On regroupe ces trois cas particuliers dans le tableau ci-dessous :

N S | 72 | B
A || Clz] / (8T +23) [ Clz] / (X +23)@CF | CF | CF
Es || Clz] / (2§ + 23) Clz] / (2} + 23) ® C" C* CS
Es || Clz] / (2§ + 23) Clz] / (23 + 25y ® CB C8 C?

Les cas ol fi = 2320+ 2571 et f1 = 25 4 2123, ie respectivement Dy, et E7, sont étudiés dans le paragraphe
suivant.

3.3 Calculs explicites pour D, et E;

Pour étudier ces cas particuliers, on utilise le résultat suivant sur les bases de Grobner :

Définition 5

Pour g € C[z], on note lt(g) son terme dominant (pour Uordre lexicographique).

Soit J un idéal de Clz] et Gy :=[g1, ..., gr] une base de Grébner de J. Un polynéme p € C[z] est réduit
relativement a G s’il est nul ou bien si aucun terme de p n’est divisible par le terme dominant lt(g;) de
l'un des éléments de G j.

L’ensemble des termes G j—standards est l’ensemble des mondmes de Clz] privé de l’ensemble des termes

dominants It(f) des polynémes f € J\{0}.

Théoreme 6 (Macaulay)
L’ensemble des termes G j—standards forme une base de 'espace vectoriel quotient Clz] / J.

3.3.1 Casde f; =23z + 2571, ie D,

On a ici fl = 2%22 + 2’571, 81f1 = 2212’2 et 82f1 = Z% + (k - 1)2572.

Une base de Grébner de Uidéal (f1, daf1) est B := [by, ba] = [2§ + (k — 1)25=2 A1,
L’ensemble des termes standards est donc {2323 /i € {0, 1} et j € [0, k — 2] }.

On peut alors résoudre I'équation p 91 f1 = 0 dans C[z] / {f1, 02/1).

En effet, en écrivant p := g a;j2173, Péquation devient
i=0,15=0...k—2

a= Y atH e (L dah),

i=0,15=0...k—2

On cherche donc la forme normale de I’élément ¢ modulo I'idéal (f1, d2f1).

La division multivariée de ¢ par B s’écrit ¢ = q1b1 + q2b2 + 1 avec r = Zf;g ao_,jzlzjﬂ
La solution est donc i
-2
p= a07k7225_2 —+ Z alﬂjzlzg.
7=0
Or I’équation
g Vfi=0 mod (f1) (7)
entraine
9101 f1 =0 mod (f1, O2f1), (8)
ie
k—2 ‘
g1 =afi+ B0af1 +azs 2+ bizmal, 9)
j=0



avec (a, () € C[z]? et a, b; € C.

D’ou
k—2

9202 f1 + BOLf1O2f1 + azb 201 f1 + Z bjz12301f1 € (f1). (10)

Jj=0

Et, avec les égalités zk 1= ik (f1—2202f1) = *ﬁZQanl mod (f1), et %zlﬁlfﬁrzzagfl =(k-1)f
(Euler) on obtient

02 f1 gg+ﬁ81f1—2mkz1z2+]§bj2kaﬁﬂ € (f1)- (11)
j=0
Mais f1 et 0o f1 sont premiers entre eux, donc
= —Phf+ gz = Y by A,
avec 6 € Clz].
Donc

(et rwnoh-{(5)nea( )+ (L) Ema( 2 ) Jenoecnaonee).

Par ailleurs, une base de Grobner de (01 f1, O2f1) est [23 + (k — 1) , 2122, z§ 1],
donc C[z] / (01 f1, O2f1) ~ Vect (zl, 1, 20 ..., z§*2).

En résumé,

H° =Clz] / (212 +Z§ 1>

H' ~Clz] / (z3z0 + 25"y @ CF
H2p ch

H2r+1 ~ CF.

3.3.2 Casde f; = 23 + 2,23, ie E;

On aici 91 f1 = 322 + 25 et Do f1 = 32123,

Une base de Grobner de I'idéal {f1, 01f1) est [327 + 23, 2123, 28], et une base de Grobner de (9; f1, d2f1)
est [322 + 23, 2123, 23].

Par une démonstration analogue, on obtient :

H° =C[z] / (2} + 2125)

H' ~Clz] / (2} + z123) & C”
H?* ~ C7

H?+l ~ 7,

4 Casn =3, m=1.— surfaces de Klein

4.1 Surfaces de Klein

Etant donné un groupe fini G agissant sur C", on lui fait correspondre, selon le programme d’Erlangen
de Klein, la variété quotient C™/G : c’est la variété dont les points sont les orbites sous laction de G.
Les fonctions polynomiales sur cette variété sont les fonctions polynomiales sur C” invariantes par G.

Dans le cas de SL2C, la théorie des invariants permet d’associer a tout sous-groupe fini un polynome.
Ainsi, a tout sous-groupe fini de SLyC est associée la variété algébrique constituée des zéros de ce

10



polynome, appelée surface de Klein.
On rappelle dans ce paragraphe quelques résultats sur ces surfaces. Voir les références et [CCK99|
pour plus de détails.

Propriété 7

Tout sous-groupe fini de SLoC est conjugué a l'un des groupes suivants :
o A, (cyclique), n > 1 (JA,| =n)

e D, (diédral), n > 1 (|D,| = 4n)

o Eg (tétraédral) (|Eg| =24)

o I (octaédral) (|E7| = 48)

e Eg (icosaédral) (|Es| = 120).

Propriété 8
Soit G l'un des groupes de la liste précédente. L’anneau des invariants est

Clz, Y] = Clex, ez, €3] = Clex, e2] @ esClex, €] ~ Clz1, 22, 23]/ (f1),
ot les invariants e; sont des polynomes homogeénes, avec ey et ex algébriquement indépendants, et ot fi

est un polynome quasi-homogene a singularité isolée en l'origine.
Ces polynomes sont donnés dans le tableau suivant.

|G [ e e e | A | Clz1, 22, z3]/(01f1, Oaf1, Ds3f1) |
€1 = " n—2
A, || ex =y (212 — 28) (‘i/'ect(l, 21,1. o 2870)
im=n—
es =y
ey = $2y2 n+1 n+1 2 n 2 n—1
D €9 = $2n + (_1)ny2n )‘”(4Z1 +(_1) Z1Z12+(_1) ZS) VGCt(l, 22y 1y « ooy R1 )
n = — op(—1)"F im —
e3 = a2y 4 (—1)n gyt avec Ay n(—1) dim=n+1
€1 =2 74zy5 2 .2
_ 4 8 8
B || e2= 14y8z4 + :E12+ Yy s b A(22 — 23 + 10820) V'ectil, 29, 21, 2122, 21, 2i29)
es = 33y°x* —y °+33y“x° —x dim = 6
e1 = ldyda? 4+ 28 + 48
e = —3y'022 4 6026 — 342210 Vect(1, za, 22, 21, 2122, 2123, 22
Fr 27795137?/17 %13 i 8(3z§—122§’+zzz?) ' £ 2, 29, 21, 2122, 2123, %1)
es = —34x’yC—yx '+34y’x - +ay dim =7
e = zuy + 11x6y6 — xyn
eo = 220 — 2281595 + 494510410 ‘
+228z5y'% + 20 Vect(zi23)i=0..3,
Es en = 230 1 53%25 ys 10(1 72827 + 23 — 23) (=4 2)3‘:0...1
3 Y dim =8
—1000522%919 — 10005210420
7522$5y25 +y30

On appelle surface de Klein I’hypersurface algébrique définie par {z € C3 / f1(z) = 0}.

Théoréme 9 (Pichereau)
On consideére le crochet de Poisson défini sur Clzq, 21, 23] par

{3} =03f101 ANO2+ 01 f1 02 N O3 + Oaf1 O3 AN O1 = igp, (01 A D2 A O3),

11



et on note HPy, (resp. HPfl) la cohomologie (resp. ’homologie) de Poisson pour ce crochet. Sous les hy-
pothéses précédentes, la cohomologie de Poisson H Py, et Uhomologie de Poisson HP! de (Clz1, 21, 23]/ {f1), {}n)
est donnée par
0 _ 1~ 2 _
HP]}1 =C, ]{{Pfl ~ HP; = {0}
HP01 ~ HP21 ~ (C[Zl, Z2, Zg]/(@lfl, 82f1, 83f1)
dim(HP{") = dim(HP") —
HP{' = HP] = {0} sij > 3.
L’algebre C[z, y] est une algebre de Poisson pour le crochet symplectique standard que 1’on note {-} 4.
Comme G est un sous-groupe du groupe symplectique Sp,C, I'algebre des invariants Clz, y]¢ est une
sous-algebre de Poisson de Clz, y]. La propriété suivante permet alors de déduire du théoréme E la
cohomologie de Poisson et I’homologie de Poisson de Clx, y]“ pour le crochet symplectique standard.
Propriété 10
L’isomorphisme d’algebres associatives
m: (Cla, 9l {Fsta) — (Cler, 21, 28]/ (1), {}n)
€ 0z
est un isomorphisme de Poisson.
Dans la suite, on va calculer la cohomologie de Hochschild de C[z1, 21, 23]/(f1). On en déduira alors

immédiatement la cohomologie de Hochschild de C|z, y]G, grace a 'isomorphisme d’algebres associatives
.

4.2 Description des espaces de cohomologie

e Dans ce cas, on change lordre des vecteurs de base : on prend (172, 1213, n3n1) au lieu de (9112, MmNz, N213)-
Les différents espaces du complexe sont alors donnés par

T(0) =

T(1) = Am @ Any & Ang

T'(2) = Aby © Amnz @ Anzns ® Angm

T'(3) = Abim & Abinz & Abins & Aninzns
T(4) = Ab? @ Abimnz @ Abinans © Abinzm
T(5) = Ab%nl S Ab1772 &b Ab 1713 S Ab1771772773

ie, dans le cas général, pour p € N*, | T(2p) = AbY & AWY ™ nimy & AP 'nams & ABE ™ ngmy

et T(Qp + 1) Abzfnl @ AbY 1M2 D AVY M3 D Abl 11213 |-

Ona 5~ (771 Az A1s) = L A1z Atz =12 Anig AL, donc d& )(771772773) 6Z1 Lbinams + 2 o Ly gmy + S0 P L by mins.

Les matrices de dz sont donc données par

O f1 Ot O fa

( 0 0 0
MatB1 B2 (d )) 0 0 0
0 0 0
0 azz fl 0 7823 fl
. 2 0 -0, 0. 0
VpEN, Matny,m,u(d”) = | 01 . aif}l 0. f1
0 0 0
21 1 622 fl 623 fl 0
vV pe N, Mat32p+1152p+2 d(2p+1 8 8 gZ3 ;i
21
0 0 aZQ fl

12



e On en déduit

H°=A
g1
H = {gim+gon2+gsn3 / (91, 92, g3) € A% et g1 02, f1+92 02, f1+93 0., f1 =0} 2 cg=| g2 | €A% /g-Vfi=0
g3
H?2 — {gob1+gzmnz+gim2nz+gansn / (9o, 91,92 93)EA® et g3 .y f1—92 Dz fr=g1 Dzg f1—93 D2y f1=g2 D2 f1—g1 D2y f1=0}
B {(91 021 f1+92 025 f1+93 025 f1)b1 / (g1,92,93)€EA3}
go a
g= gl cA / VAaA| g2 [=0
2
g3
~ 93
g - Vfl / gEAB
03,1
~ A 3 —
~ T oL ons 0 lge A/ ViiAg=0}
Vp>2,
—1 —1 -1 (90,91, 92 g3)EA* et
Ho {gobg)ﬂ-gsb? mn2+g1b7 " manz+gabl T nzm / 95 Dz f1—g2 Oy 1 :gloaz;fligz 02y f1=g2 02, f1—g1 O, flzo}
- {(91 02, f1492 02y F1+93 Bzg F1)0V +90 (024 F1 7~ " mina+0z, f1 07 "nanz+0z, f1 07 "nam) / (9o, 91,92, 93)EA3}
9o 7
g= gl cA* / VAA|l go |=0
2
3
~ 93 g
g-Vfi
90 0z, f1 A
/ BEAS3 et go€EA
gO aZQfl
go azsfl
~ A ® {g€A® | Vfing=0}
= (0:1f1, Oy f1, 025 f1)a {9V /[ geA}
VvV pe N,
_ 91,92 g3)EA?L 3. 9. 3 024 f1=0
ol 910801 +g2bEn2+g3bPn3+g0bt T nin2ns (90,91, 92 Q;O)SZSfleiggolaz11f{1i-gg[)26222f{1:093 3f1
B {(93 029 F1—92 025 F1)07 M1+ (91 25 f1—93 02y F1)b)M2+(92 D21 F1—91 D25 F1)0T 03 / (91,92, 93)EAZ}
A
g= 92 €At / Vfi-| g2 |=0 et godz5f1=9go 92y f1=go 0z, f1=0
3
3
~ 9o g
g1
vfl A 92 / gCc A3
g3
0

A% ) Vf-g=0
= {{géfl/\; 7 gegAa}} D {g S / 9823f1 = gazlfl = gaZQfl = 0}

Le paragraphe suivant va permettre d’expliciter ces espaces.

By

4.3 Calculs explicites dans le cas particulier ou f; est a variables séparées

Dans ce paragraphe, on considére le polynoéme f; = a;2% + (ZQZ% +azzk avec2<i<j<ket a; € C*.
Les dérivées partielles de f; sont 01 f1 = ialszl, Oaf1 = jagzg_l et O3f1 = k:agz;f*l.

e On a déja

HO = Clz1, 2, z3)/{a12} + az7) + asz) |
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1 1 1
e De plus, comme f est quasi-homogene, la formule d’Euler donne ;zlalfl + 32282f1 + E2:383f1 = f1.

Ainsi, on a linclusion (f1) C (01 f1, O2f1, O3f1), donc

A __ Cle, 29, 23]
(O1f1, O2f1, O3f1)a  (O1f1, Oaf1, O3f1)

gveaﬁ(zf’zgzg/pe[[oalf2ﬂa qE[[O,ij]], TG[[Oak*ﬂ])'

Enfin, comme 0, f1 et f; sont premiers entre eux, si g € A vérifie gd1 f1 = 0 mod (f1), alors g € (f1),
ie g est nul dans A.

g1
e On détermine maintenant 'ensemble S g = [ g2 | € A% /g-Vf1 =0
. 93 . .
On a d’abord (f1, O f1, o f1) = (12t +aszl +aszh, 2171, 2571 = (2171, 271 25). Les seuls monomes qui

ne sont pas dans cet idéal sont donc les éléments 272325 avec p € [0, i —2], ¢ € [0, j—2] et r € [0, k—1].

Ainsi tout polynéme P € Clz] s’écrit sous la forme

P=afi+Bofr+v0fi+ D apgratzizl.

Q3
Iyl
coo
ESNSES
NN

Les polynomes P € C[z] tels que Pdsf1 € (f1, O1.f1, O2f1) sont donc les éléments

P=afi +pofi+y02fi+ Y apgratzisl.

p=0...5—2
q=0...j—2
r=1...k—1
On a ainsi calculé ATLTL<f17 81 f1,02f1) (83f1>
L’équation
g - Vf1 =0 mod <f1> (12)
entraine gz € Ann(ys, o, f,, 0,5 (03/f1), ie
g3 =afi + PO fr+y02fr+ Y apgrilaiz, (13)
p=0...5—2
q=0...7—2
r=1...k—1
avec (a, 3, v) € C[z]>.
D’ou
9202f1 + 702 f103 1+ Y apgr2t 282505 f1 € (f1, O1f1). (14)
=0...9—2
5:0.. Jj—2
r=1...k—1
Donc d’apres la formule d’Euler,
k _
O2f1 | g2 + 703 f1 ~5 Z apgr A2 25T | € (1 Ouh). (15)
=0...i—2
402
r=1...k—1

Comme Ann g, o, £,y(92f1) = (f1, O1f1), cette équation équivaut a

k _
2= =0sfi+ = 3 a4 O+ o0,

sSQm3
[Nl
=20
S,
— NN
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avec 9, ¢ € C[z]. Il s’ensuit que

k
9161f1 +ﬁ81f163f1 +€81f182f1 + Z aquzfzgzgagfl + ; Z apqrzfzg+1zg—1a3f1 S <f1> (16)

p=0...1—2 p=0...5—2
q=0...j—2 q=0...7—2
r=1l..k—1 r=1..k—1
Et, d’apres la formule d’Euler,
k p+1_q_r—1
Ofr| 91+ BOsf1+e02f1 — 7 Y. A € {f1)- (17)
p=0...i—2
q=0...j—2
r=1...k—1
Mais f1 et 01 f1 sont premiers entre eux, donc
k p+1_q _r—1
g=—B0sfr—edrfit~ D apgal 282 afi, (18)
p=0...i—2
q=0...7—2
r=1...k—1
avec 1 € Clz].
Finalement

n - =
{gGAS/g-Vh:O}: ( 5>f1+vf1/\< 8 >+ > apqrzlfzgz;1<
(o7 —€

2 23
=)
k=1

=00

3Q

On en déduit directement les espaces de cohomologie d’indices impairs :

Vp>1, H?PT! ~ CE-DU-D(k-1)
H' Vi A (Clz)/(f1)? @ CO-DU-D(k-1),

12

Remarque :

On a aussi Vf1 A (Clz]/(11))* = (Clz)/(f1))" /{& / Vi Ag=0} = (Clzl/(f)" / (Clzl/(f))V fr.

De plus, 'application
(Cl/(f1)? — VAACE/ (1)

g g1
(5) = w3
92 0

est injective, donc | Vf1 A (Clz]/(f1))° est de dimension infinie |

g1
e Il reste & déterminer 'ensemble S g = [ g2 | € A / VAiAg=0
g3
O2f195 — 03f192 =
Soit g € A3 tel que V fiAg = 0. Cela signifie que, modulo (f1), g vérifie le systétme { d3f191 — A figs =
O1figa—0fign =
La premiere équation donne, modulo {f1, d2f1), 95f1 g2 = 0.
Or Ann<f1132fl>(63f1) = (fl; 82f1>, donc go = O, donc go = Oéfl + ﬁagfl.
Donc

D2 f1(gs — B3 f1) =0 mod (f1),

15
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%zZ ) /(a, 8,7, 9, &, 77)€A6 et apgr € C
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ie g3 = /1 + 8Os f1.
Enfin, on obtient

d3f1(g1 — BO1f1) =0 mod (f1),
ie g1 = (Sfl + ﬁ@lfl.
1)

Ainsi, {ge 4% /Ving=0}=¢fi| a | +06Vfi/a B,7,6€A
Y

On en déduit les espaces de cohomologie d’indices pairs :

Vp>2, H? ~ A/ (0fi,0:f1,05f1) ~Clz] / (z{7", 270, 571 o
~ Vect (212525 [/ p€[0,i—2], g€ [0, —2], r€[0, k—2]) ~ CE-DE-1)(k-1)
H?> ~ {BVfi/BeA@Cli-DU-DE-D) ~Clzg] / (a12} + agz) + azzh) @ CO-DE-D(=1),

Remarque 11
On obtient en particulier la cohomologie pour les cas ot f1 = 2% + 23 + z§+1, fi =22+ 25+ 23 et
f1 =23+ 23 + 23, cas qui correspondent respectivement auz types Ay, Eg et Es des surfaces de Klein.

Le tableau suivant résume les résultats pour ces trois cas particuliers :

S [ 4’ [ 1° EEEREEE
Ar || Clz) / 2+ 22+ 25T [ VAA(C[Z] / (f)’ @ CF [ Clz) / 2+ 3 +5TheCk [ CF | CF
Es | Clz] / (3+23+28) [ VAA(C[E]/(f1)°®C® [Clz] /(3 +23+24)@C® | C° [CS
Es | Clel / (2+23+20) | VAACE/ (/1) &C [ Cla/+8+)@eC® [C® |C®

Les cas ot fi = 27 4+ 2323 + 267 et fi = 27 4 23 + 2223, ie respectivement Dy, et Fy sont étudiés dans le
paragraphe suivant.

4.4 Calculs explicites pour D, et E;

4.4.1 Casde f; = 27 + 2323+ 2871, ie Dy,
Dans ce paragraphe, on considere le polynome fi = 27 + 2323 + 2571,
Les dérivées partielles de fi sont 0y f1 = 221, Oa2f1 = 22023 et O3f1 = 22 + (k — 1)z§72.

e On a déja

HC = Clz]/(23 + 2323 + z§71>.

e De plus, comme f; est quasi-homogene, la formule d’Euler donne

k—1 k—2
21011+

2o Oof1 + 2303f1 = (k—1)f1. (19)

Ainsi, on a l'inclusion <f1> C <61f1, agfl, 63f1).
De plus, une base de Grobner de (91 f1, O f1, 3 f1) est [2571, 2023, 25 + (k — 1)2572, 2], donc

A _ Clz, 29, 2]
(O1f1, O2f1, O3f1)a  (Oif1, O2f1, O3 f1)

~ Vect (22, 1, 23,..., z§_2) .

Enfin, comme 0; f1 et f1 sont premiers entre eux, si g € A vérifie gd1 f1 = 0 mod (f1), alors g € (f1),
ie g est nul dans A, donc {g € A/ g0., /1 =90:,f1 =¢g0.,f1 =0} =0.
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e On détermine maintenant I'ensemble { g = | g2 | € 43 /g -Vfi =0

93
Une base de Grébner de (f1, 01 f1, 95 f1) est [z1, 2871 224 (k—1)2572], donc une base de C[z] / (f1, D1 f1, D3 f1)
est {2823 /i€ {0, 1}, j [0, k—2]}.

On a déja résolu I'équation p 02 f1 dans cet espace; sa solution est p = ag j— 223 2y Z ay ]2223

L’équation

entraine
g202f1 =0 mod (f1, 1 f1, 03f1), (21)
d’ou
g2 = afi + BOLf1 +70sf1 +az§ 2 + Z bj 222, (22)
avec (a, 3, v) € C[z]>.
Et
k—2
9305 f1 + 103 f102f1 + azy 20a fr + Y ;202300 f1 € (f1, O fr). (23)
7=0

Or d’aprés la formule d’Euler (1) et 1’égalité

1 1 1
2l = T (22f1 — 292303 f1 — §Z22151f1) =5 k222353f1 mod (f1, 01f1), (24)
équation () devient
Osf1 | 93 +702f1 — 5222 = ) big— A € (fr, h). (25)

Comme Ann g, o, £,)(93f1) = (f1, 01f1), cette équation équivaut a

AT 4 6f1 +edf,

g3 = —y0f1 + g

avec 9, € € C[z].

On trouve
k—2

k—
= —[0>f1 —e03f1 + ij P 1+ ﬁZQZl +nfi, (26)
avec 1 € Clz].

Finalement, on a

. n v k—2 =3717 Tog 2221 X
3 k—2 6
{geA /g‘Vflzo}: ? f1+VfiA EB +ij Z2Zé‘+1 +a 2Z3 /(a,ﬁ,'y,é,e,n)EA eta,bj €C),
j=0 E J f .

ainsi que les espaces de cohomologie d’indices impairs :

Vp>1, H?»t ~ CF
H' ~ VfiA(C[/{f1)’ & Ck

2
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e Pour montrer que {g € 4% / Vfing =0} ={fig+68Vfi /g€ A% B € A}, on procede comme dans
le cas des variables séparées.
On en déduit, en utilisant le premier point e, les espaces de cohomologie d’indices pairs :

Vp>2 H?
H2

A / (alfl, agfl, 63f1> ~ Vect (22, 1, 23y ey Z§_2) ~ (Ck
(8Vfi/BeAy®CF~Clz] / (22 + 232 + 25~ ") @ CF.

R

4.4.2 Cas de f; = 27 + 23 + 2023, ie Er

Ici, on a 01 f1 = 221, Oaf1 = 325 + 25 et D3 f1 = 32223.

La méthode de démonstration est analogue a celle des cas précédents.

Une base de Grobner de (01 f1, Oaf1, O3f1) est [25, 2023, 323 + 23, 21].

De méme, une base de Grébner de (f1, 01 f1, af1) est [25, 2223, 323 + 23, z1].
On obtient les résultats suivants :

Vp>1, H?»* ~ (C7
H' ~ Vi A(CE/(f) aC.

HY = Clz] / (2f + 25 + 2225)
Vp>2 H?® ~ A/ (01f1, O2f1, O3f1) =~ Vect (,22, 23,1, 23, 23, 23, z4) ~C7
H? ~ {BVfi/Be€A®CF~Clz] / (2? + 25 + 223) o C".

Remarque 12
Dans tous les cas étudiés précédemment, il existe un triplet (i, j, k) tel que {4, j, k} = {1, 2, 3}, et tel
que Uapplication

Clz] / (01 f1, Oof1, O3f1) — {Solutions dans Clz] / (f1, 0;f1, O f1) de Uéquation g 8;f1 =0}
P — 2z P mod (f1, 0;f1, Oxf1)

soit un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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