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Résumé

L’étude des structures fondamentales du traitement de l’information quantique
est un défi majeur, dont l’un des objectifs est de mieux cerner les capacités et les
limites de l’ordinateur quantique, tout en contribuant à sa réalisation physique
notamment en s’intéressant aux ressources du calcul quantique. Les ressources
d’un calcul quantique incluent le temps et l’espace mais également la taille des
opérations utilisées et la quantité d’intrication.

Cette thèse contribue de plusieurs manières à la recherche de ressources mi-
nimales dans le cadre de modèles de calcul quantique ouvrant de prometteuses
perspectives de réalisations physiques. Ces modèles sont le calcul par consomma-
tion d’intrication et le calcul par mesures projectives. Cette thèse a également
permis de réduire les ressources en temps et en espace nécessaires à la préparation
de certains états quantiques, les états graphes.

Etudier la réduction des ressources nécessite l’abstraction et la formalisation
des modèles de calcul quantique mettant en évidence les structures même du trai-
tement de l’information quantique. Le q-calcul et les machines de Turing contrô-
lées classiquement, introduits dans cette thèse, ont cet objectif. Des modèles plus
spécifiques au calcul par consommation d’intrication, ou au calcul par mesures
projectives sont également considérés.
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Abstract

The study of foundational structures of quantum information processing is a
key issue to gain a deeper insight into what quantum computation is in general, its
scope and limits. It also contributes to the physical realisation while minimising
the resources of quantum computing. The resources consist of the space and times
as well as the size of the operations and the amount of entanglement.

This thesis contributes in several ways to minimise resources for recently deve-
loped models of quantum computation which open new promising perspectives of
physical realisation. These models are the one-way quantum computation and the
measurement-only quantum computation. This thesis has also permitted to reduce
the resources in time and space necessary for the preparation of some quantum
states called graph states.

The reduction of the resources requires abstraction and formalisation of quan-
tum computing models which point out the structures of the quantum computing
processing. The q-calculus and the classically-controled quantum Turing machines,
introduced in this thesis, contribute to this objective. More specific models dedi-
cated to one-way and measurement-only quantum computations are considered as
well.
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Préambule

L’informatique quantique

La physique quantique a mis en évidence des phénomènes dans le comporte-
ment des particules élémentaires, qui sont désormais considérés sous l’angle de leur
exploitation pour représenter, traiter et communiquer l’information.

La rencontre entre la physique quantique et les sciences de l’information débute
en 1982 quand Richard Feynman [Fey82, Fey84, Fey86], Prix Nobel de Physique,
propose l’utilisation de la physique quantique au lieu de la physique classique
comme support matériel de l’information et du calcul. Des problèmes hors de portée
de l’informatique actuelle (dite classique) pourraient alors être traités efficacement.

Paul Benioff [Ben80, Ben82], puis David Deutsch [Deu85] remarquent que la
machine introduite par Alan Turing [Tur36] est fondée sur la physique classique,
celle de Newton. La machine de Turing est un modèle abstrait d’ordinateur sur
lequel s’appuie l’informatique classique. Une réinterprétation des fonctions calcu-
lables amène Deutsch à introduire, en 1985, une généralisation quantique de la
classe des machines de Turing, dont il prouve quelques propriétés remarquables
car non reproductibles en temps polynomial par les machines classiques.

Dans les années 90, des résultats algorithmiques, théoriques puis expérimentaux
sont venus confirmer l’intérêt d’un fondement quantique des sciences de l’informa-
tions. En 1993, Charles Bennett, Gilles Brassard, Claude Crépeau, Richard Jozsa,
Asher Peres et William Wootters [BBC+93] publient les principes théoriques d’un
protocole de téléportation, qui repose sur l’usage d’états quantiques intriqués :
l’état d’un système quantique a localisé en A peut, après avoir été détruit, être
attribué à un autre système quantique b localisé en B sans que l’état de a ne soit
connu ni en A, ni en B, ni qu’il soit transporté dans l’espace sur une trajectoire
reliant A et B. Un an plus tard, Peter Shor [Sho94] montre que le calcul quantique
permet la factorisation d’un entier en nombres premiers en temps polynomial, alors
que le meilleur algorithme classique connu est exponentiel.

En 1996, Lov Grover [Gro96b] publie un algorithme quantique qui réalise la
recherche d’un élément dans une base de données non ordonnée de taille n, en√
n appels à un oracle, là où le calcul classique requiert Θ(n) appels à ce même
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oracle. En 1997, Anton Zeilinger [BPM+97] réalise la première expérience de télé-
portation de l’état d’un photon. Isaac Chuang [CVZ+98, VSB+01], de 1998 à 2002,
conçoit et réalise un ordinateur quantique possédant 7 bits quantiques. Cet ordi-
nateur quantique confirme que la physique quantique permet de mettre en œuvre
expérimentalement les algorithmes pensés par Peter Shor et Lov Grover.

Ces splendides résultats théoriques sur l’information quantique et son traite-
ment, puis leurs confirmations expérimentales, montrent bien que des problèmes
hors de portée de l’informatique classique peuvent, en principe, être traités en
exploitant ce paradigme de calcul non classique. Cela ouvre des perspectives scien-
tifiques et technologiques lointaines, certes, mais immenses.

A présent, la recherche en informatique quantique ne se limite plus à l’algorith-
mique quantique et à l’expérimentation. En effet, l’étude formelle des structures du
traitement de l’information quantique, l’étude de modèles formels de calcul quan-
tique, et l’utilisation de méthodes de haut niveau pour le calcul quantique sont des
sujets émergents dans le domaine, et qui comptent déjà des résultats prometteurs.

Par exemple l’axiomatisation catégorique du traitement de l’information quan-
tique permet une meilleure compréhension des phénomènes quantiques, ainsi que
la mise en évidence de nouvelles propriétés [Coe04, Abr04b, AC04a, Sel04c, Sel05,
AD06].

Le développement de langages de programmation et de modèles abstraits pour
le calcul quantique vise une représentation plus formelle de l’évolution quantique
que la représentation traditionnelle par des circuits quantiques, et permet la mise
en évidence de propriétés des algorithmes et protocoles quantiques. Différents pa-
radigmes de programmation ont été et sont encore étudiés : λ-calcul ou calcul
fonctionnel [Sel04b, vT04, AD04, AG05, SV06], langages séquentiels [Ome03], ou
algèbres de processus [JL04, GN05, Lal06, FDJY06]. Le problème central est évi-
demment l’adéquation de la sémantique de ces langages aux lois de la mécanique
quantique. En retour, l’élaboration de modèles sémantiques pour ces langages ap-
porte non seulement une compréhension plus profonde de ce qu’est le calcul quan-
tique, mais jette aussi un éclairage nouveau sur la mécanique quantique elle-même.
Une description comparative de ces langages est donnée dans [Gay06].

Thèse

Comme cela vient d’être dit, en plus de l’algorithmique quantique et de l’ex-
périmentation physique, le développement de l’informatique quantique passe par
l’élaboration de modèles formels et abstraits. Tout d’abord, des modèles formels
sont nécessaires pour les modèles émergents de calcul quantique comme le calcul
par consommation d’intrication ou par mesures projectives uniquement. L’émer-
gence de ces nouveaux modèles montre l’intérêt qu’il y a à ne pas limiter le calcul
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xi

quantique à son fragment unitaire (c’est-à-dire réversible). Or, la formalisation dé-
sormais traditionnelle du calcul quantique se limite souvent à ce fragment. Un des
objectifs de cette thèse est de proposer et d’étudier des modèles formels de calcul
quantique pour ces modèles émergents.

Il faut aussi remarquer que l’exécution d’un calcul qui utilise des ressources et
opérations quantiques s’inscrit dans un cadre classique. En effet l’algorithmique
quantique s’attache, le plus souvent, à résoudre des problèmes classiques comme
la recherche d’un élément dans une base de données, la factorisation d’un entier,
ou encore la résolution de problèmes sur les graphes [DHHM06]. Cette utilisation
des phénomènes quantiques pour résoudre des problèmes classiques, avec une en-
trée et une sortie classiques, inscrit l’ordinateur quantique dans une interaction
entre classique et quantique, ou autrement dit à la frontière entre les mondes clas-
sique et quantique. L’environnement classique a également pour rôle de contrôler
l’évolution quantique. En effet, durant une exécution quantique, des transforma-
tions, unitaires ou non, sont appliquées à un système quantique. D’un point de
vue expérimental, cette application nécessite une intervention classique qui rompt
l’éventuel isolement du système quantique. Il s’avère donc nécessaire de formali-
ser les évolutions quantiques, mais également l’interaction avec l’environnement
classique.

Une des applications de la formalisation du calcul quantique contrôlé classique-
ment est la minimisation des ressources nécessaires à un calcul. La construction
d’un ordinateur quantique de taille raisonnable est encore un défi, et chercher à
diminuer les ressources nécessaires au calcul quantique contribue à diminuer ainsi
les difficultés de réalisations physiques.

Ainsi l’objectif de ma thèse est le développement de modèles formels et abs-
traits de calcul quantique, permettant une représentation de l’état d’un système
quantique, de son évolution, mais aussi de l’évolution de son éventuel environne-
ment classique. Le développement de ces modèles formels et abstraits s’appuie sur
des outils d’informatique théorique : réécriture, sémantique, machines de Turing
et théorie des graphes.

Plan de la Thèse

Cette thèse se découpe en cinq parties :
– La première partie, introductive, présente les postulats de la mécanique quan-

tique. Cette présentation de postulats vénérables rompt avec la tradition.
En effet, les évolutions quantiques y sont présentées via le formalisme des
transformations admissibles, formalisme qui permet de représenter l’évolu-
tion des systèmes quantiques aussi bien ouverts que fermés. Nous montrons
que les transformations admissibles sont alors particulièrement adaptées à
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l’informatique quantique, notamment grâce à leur compositionnalité. Une
transformation admissible peut être interprétée comme une évolution proba-
biliste sur les états quantiques, ou comme une transformation linéaire sur les
matrices de densités.
Cette partie introductive met en évidence l’existence de relations d’interpré-
tation entre trois domaines sémantiques différents utilisés pour la représenta-
tion des évolutions quantiques. Le plus concret est celui des transformations
admissibles, le plus abstrait est celui des matrices de densité. Les fonctions
probabilistes sur des distributions de probabilités d’états purs forment un
domaine intermédiaire.
Les modèles traditionnels du calcul quantique réversible, circuits quantiques
et machines de Turing quantiques, sont également présentés dans cette partie.

– La deuxième partie est dédiée à des modèles de calcul plus généraux, dans le
cadre du calcul quantique contrôlé classiquement, incluant le calcul quantique
réversible mais également les modèles alternatifs comme le calcul par mesures
projectives ou par consommation d’intrication. Un nouveau modèle formel,
le q-calcul est alors introduit et étudié.
Alors que la machine de Turing quantique introduite par Deutsch [Deu85]
puis développée par Berstein et Vazirani [BV97] est un modèle abstrait de
calcul quantique réversible, nous introduisons une machine de Turing quan-
tique possédant un contrôle classique, que nous étudions et comparons avec
les machines de Turing quantiques traditionnelles, mais aussi avec d’autres
modèles formels du calcul quantique.

– La troisième partie est consacrée au modèle de calcul quantique introduit
par Nielsen [Nie03], le calcul quantique par mesures projectives. Le travail
effectué sur ce modèle de calcul a un double objectif. Le premier objectif
est de diminuer les ressources nécessaires à ce modèle. Ces ressources sont
de deux types : d’une part l’ensemble des observables nécessaires au calcul
(c’est-à-dire le nombre de mesures différentes effectuées pendant un calcul),
d’autre part l’espace nécessaire au calcul.
Le second objectif est l’introduction d’un modèle formel permettant de re-
présenter un calcul quantique par mesures projectives. Le q-calcul et les ma-
chines de Turing contrôlées classiquement s’avèrent être adaptés à ce modèle
de calcul, à condition de ne considérer qu’un fragment des modèles formels
développés dans le cadre du calcul quantique contrôlé classiquement.

– La quatrième partie traite de la représentation de l’intrication et du calcul
par consommation d’intrication. Le formalisme des états graphes permet de
représenter certains états quantiques à l’aide d’un graphe. Cette représenta-
tion établit des relations entre théorie des graphes et informatique quantique.
Ceci permet d’une part de découvrir les propriétés de ces états quantiques
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xiii

particuliers, grâce à la structure combinatoire des graphes. D’autre part, de
nouveaux résultats en théorie des graphes peuvent être obtenus en faisant ce
détour quantique par les états graphes.
Le m-calcul, modèle formel pour le calcul par consommation d’intrication,
introduit par Danos, Kashefi et Panengaden [DKP04a] est également présenté
dans cette partie. Nous nous intéressons tout particulièrement aux conditions
permettant de décider si une ressource est suffisante ou non pour effectuer
un calcul, les ressources étant ici des état graphes.

– La cinquième et dernière partie résume les résultats obtenus au long de cette
thèse, et présente des perspectives. J’évoque aussi d’autres sujets auquels je
me suis intéressé au cours de ces trois années et qui ne sont pas présentés
dans ce manuscrit.
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Chapitre 1

Les postulats de la mécanique

quantique

La mécanique quantique est un modèle mathématique élaboré par les phy-
sicien de la première moitié du XXe siècle pour rendre compte de phénomènes
mis en évidence par l’expérimentation sur les particules élémentaires. Ce modèle
mathématique est construit de manière axiomatique à partir de postulats. A la
fin du XXe siècle, des physiciens, des informaticiens et des mathématiciens ont
montré que les phénomènes quantiques, tels qu’ils sont formulés par la mécanique
quantique, peuvent être exploités pour représenter, traiter et communiquer l’in-
formation. Ceci invite à revisiter les postulats de la mécanique quantique avec un
regard d’informaticien : quelles contraintes ces postulats imposent-ils aux objets
et opérations que l’on peut effectuer, quelles propriétés leur confèrent-ils ? En bref,
à quoi peuvent ressembler les domaines sémantiques du calcul quantique ?

1.1 Vecteur d’état et notations de Dirac

Postulat 1. [Dir47] A tout système physique isolé est associé un espace de Hilbert
séparable appelé espace d’état. Le système est entièrement décrit par son vecteur
d’état, vecteur de norme 1 dans l’espace des états associé.

Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel sur les complexes muni d’un
produit scalaire. H est séparable si et seulement s’il admet une base dénombrable.
On notera H1 la sphère unité de H, i.e. H1 = {|ϕ〉 ∈ H | || |ϕ〉 || = 1} et H≤1 la
boule unité de H, i.e. H≤1 = {|ϕ〉 ∈ H | || |ϕ〉 || ≤ 1}.

Les vecteurs, les produits scalaire et externe sont exprimés à l’aide de la nota-
tion introduite par Dirac en 1920. Les vecteurs sont notés |ϕ〉 (ket ϕ) ; le produit
scalaire de deux vecteurs |ϕ〉 et |ψ〉 est noté 〈ϕ|ψ〉.

3
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4 CHAPITRE 1. LES POSTULATS DE LA MÉCANIQUE QUANTIQUE

Une base orthonormée de cet espace de Hilbert séparable H est décrite par
{|τ〉 , τ ∈ B}, où B est un ensemble dénombrable. Ainsi un vecteur d’état quel-
conque |ϕ〉 ∈ H1 du système physique peut être décrit comme une superposition
d’états de base :

∑

τ∈B
ατ |τ〉 ,

avec
∑

τ∈B |ατ |2 = 1 car |ϕ〉 est un vecteur normé.

Etant donné un ensemble dénombrable B,HB désigne l’espace de Hilbert ayant
pour base {|τ〉 , τ ∈ B}. Si |ϕ〉 =

∑

τ∈B ατ |τ〉 et |ψ〉 =
∑

τ∈B βτ |τ〉, alors le produit
scalaire de |ϕ〉 et |ψ〉 est 〈ϕ|ψ〉 =

∑

τ∈B α
∗
τβτ (où α∗ représente le conjugué de α).

La partie gauche 〈ϕ| du produit scalaire est un vecteur bra, alors que la partie
droite |ϕ〉 est un vecteur ket. Un vecteur bra est défini comme l’adjoint du vecteur
ket correspondant : si |ϕ〉 =

∑

τ∈B ατ |τ〉, alors 〈ϕ| = |ϕ〉† =
∑

τ∈B α
∗
τ 〈τ |. La

notation bra-ket permet de représenter le produit scalaire : 〈ϕ| |ψ〉 = 〈ϕ|ψ〉. Cette
notation peut également être utilisée pour décrire le produit externe : |ϕ〉〈ψ| est
un opérateur linéaire tel que (|ϕ〉〈ψ|) |χ〉 = 〈ψ|χ〉 |ϕ〉.

Etant donné une base B, le phénomène de superposition désigne la capacité
d’un système quantique à être dans un état qui est une combinaison linéaire d’états
de bases.

1.2 Système composé

Postulat 2. L’espace des états d’un système physique, composé de sous-systèmes,
est le produit tensoriel des espaces des états des sous-systèmes.

Etant donnés deux systèmes S1 et S2 dont les espaces d’états sont respec-
tivement H1

B1
et H1

B2
, l’espace d’état du système S composé de S1 et S2 est

H1

B1
⊗ H1

B2
∼= H1

B1×B2
. Si le système S1 est dans l’état |ϕ1〉 ∈ H1

B1
et le sys-

tème S2 dans l’état |ϕ2〉 ∈ H1

B2
, alors S est dans l’état |ϕ1〉 ⊗ |ϕ2〉, noté parfois

|ϕ1〉 |ϕ2〉 ou encore |ϕ1ϕ2〉. Un cas particulier est le celui d’un espace d’états de
dimension 1, il s’agit alors de l’espace de Hilbert C. L’unique état de base de C

est noté |〉. C est un élément neutre pour le produit tensoriel car pour tout espace
de Hilbert H,

H⊗ C ∼= H

Il est important de remarquer que l’état |ϕ〉 d’un système composé de deux
sous-systèmes ne peut pas toujours être décomposé en un produit tensoriel de la
forme |ϕ1〉 ⊗ |ϕ2〉, où |ϕ1〉 serait l’état du premier sous système et |ϕ2〉 celui du
second. De tels états non séparables sont appelés états intriqués.
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1.3. EVOLUTION QUANTIQUE 5

Propriété 1.1 Pour tout espace de Hilbert HB1 et HB2 de dimension supérieure
ou égale à 2, il existe |ϕ〉 ∈ H1

B1
⊗H1

B2
tel que pour tout (|ϕ1〉 , |ϕ2〉) ∈ H1

B1
×H1

B2
,

|ϕ〉 6= |ϕ1〉 ⊗ |ϕ2〉

Preuve : L’état |B0〉 = 1√
2
(|00〉 + |11〉) ∈ H{0,1} ⊗ H{0,1} est intriqué. En effet

pour tout a, b, c, d ∈ C, |B0〉 = (a |0〉 + b |1〉)⊗ (c |0〉+ d |1〉) = ac |00〉+ ad |01〉+
bc |10〉+ bd |11〉. On en déduit que ad = 0 or a 6= 0 car ac = 1 et d 6= 0 car bd = 1.
Donc |B0〉 est un état intriqué. Dans le cas général, une analyse sur les dimensions
des espaces de Hilbert permet de conclure. �

Cet état |B0〉 est appelé état EPR pour Einstein, Podolsky et Rozen [EPR35].
L’état EPR est, historiquement l’état qui a permis la mise en évidence de l’intrica-
tion. Les auteurs pensaient alors que la possibilité de décrire de tels états remettait
en cause le formalisme de la mécanique quantique car ils violeraient le principe de
causalité. Un modèle alternatif, à variables cachées, a même été élaboré [Boh52],
concurrent du modèle standard de la mécanique quantique. Alain Aspect [AGR81]
a confirmé, par l’expérience, la violation des inégalité de Bell par les états intriqués,
démontrant ainsi que la mécanique quantique rend compte de façon adéquate des
phénomènes constatés, aussi surprenant soient-ils.

L’intrication est une spécificité des lois quantiques permettant la mise en place
de protocole comme celui de la téléportation [BBC+93]. D’un point de vue algorith-
mique, l’intrication joue aussi un rôle important. Elle est même une ressource du
calcul quantique dans certains modèles de calcul quantique comme le modèle de cal-
cul par consommation d’intrication, où l’intrication est construite puis consommée
par le processus de calcul. Les chapitres 9, 10 et 11 sont dédiés à la représentation
et aussi, dans une certaine mesure, à l’utilisation de l’intrication en informatique
quantique.

1.3 Evolution quantique

Les évolutions quantiques sont souvent présentées en deux temps : tout d’abord
l’évolution des systèmes fermés est traité, puis celle des systèmes ouverts. Les sys-
tèmes fermés ont la propriétés d’évoluer de façon réversible. Nous choisissons de
présenter l’évolution des systèmes quantiques de façon unifiée, en un seul pos-
tulat, s’appuyant sur un seul formalisme, celui des transformations admissibles.
Les transformations admissibles présentent l’avantage d’être stable par composi-
tion, y compris quand le système passe du statut de système fermé à ouvert et
inversement.
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6 CHAPITRE 1. LES POSTULATS DE LA MÉCANIQUE QUANTIQUE

Postulat 3. Tout système quantique évolue selon une transformation admissible1.
Une transformation admissible agissant de H dans K est une famille dénombrable
(Mi)i∈A d’opérateurs linéaires de H dans K, vérifiant la condition de complétude :

∑

i∈A
M †iMi = IdH

où IdH est l’identité sur H.
Si une transformation admissible (Mi)i∈A est appliquée à |ϕ〉 ∈ H1, alors avec

une probabilité p(i) = 〈ϕ|M †iMi |ϕ〉, le résultat classique i est observé et l’état du
système après la transformation est :

Mi |ϕ〉
√

〈ϕ|M †iMi |ϕ〉

1.3.1 Une évolution probabiliste

On remarque que l’évolution quantique est probabiliste. Il est donc naturel
d’employer des outils habituellement utilisé en informatique classique pour repré-
senter une évolution probabiliste.

Une distribution discrète, ou évaluation discrète sur un ensemble X est une
fonction ν : X → R+. Une distribution discrète définit une unique distribution
sur les parties de X : ∀Y ⊆ X, ν(Y ) =

∑

y∈Y ν(y). V (X) est l’ensemble des
distributions discrètes sur X. Une distribution ν sur X vérifiant ν(X) = 1 (resp.
ν(X) ≤ 1) est appelée distribution de probabilité (resp. distribution de sous-
probabilité). L’ensemble des distributions de probabilité (resp. sous-probabilité)
sur X est noté V 1(X) (resp. V ≤1(X)).

Une évolution quantique est donc naturellement une fonction deH1 → V 1(K1).
Pourtant, un domaine très différent de H1 → V 1(K1) est utilisé pour représenter
les évolutions quantiques que sont les transformations admissibles.

En effet, d’après le troisième postulat, une transformation admissible est entiè-
rement décrite par famille dénombrable (Mi)i∈A d’opérateurs linéaires de H dans
K vérifiant la condition de complétude.

Définition 1.1 (Transformation admissible)
– T (H,K) = {(Mi)i∈A | A dénombrable ∧ ∀i ∈ A,Mi ∈ L(H,K)} est l’en-

semble des familles dénombrables d’opérateurs linéaires de H dans K.
– T 1(H,K) est l’ensemble des transformations admissibles, i.e. des familles

(Mi)i∈A ∈ T (H,K) vérifiant
∑

i∈AM
†
iMi = IdH.

1Les transformations admissibles sont parfois appelées mesures généralisées
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1.3. EVOLUTION QUANTIQUE 7

– T≤1(H,K) est l’ensemble des transformations sous-admissibles, i.e. des fa-
milles (Mi)i∈A ∈ T (H,K) vérifiant

∑

i∈AM
†
iMi ≤ IdH

2.

Nous pouvons introduire une fonction d’interprétation X permettant de faire
le lien entre le domaine utilisé en mécanique quantique pour représenter les trans-
formations admissibles, à savoir T (H,K), et un domaine plus naturel d’un point
de vue computationnel qui est H1 → V (K1) :

X : T (H,K) → (H1 → V (K1))

(Mi)i∈A 7→ λ |ϕ〉 .∑i∈A 〈ϕ|M
†
iMi |ϕ〉 .η Mi|ϕ〉√

〈ϕ|M
†
i

Mi|ϕ〉

Ici ηx pour x ∈ X représente une distribution de probabilité concentrée en x.
Plus précisement,

ηx : X → R+

y 7→
{

1 si x = y

0 sinon

Les transformations admissibles sont exactement les familles d’opérateurs li-
néaires dont l’image par X est une fonction probabiliste :

Propriété 1.2
T 1(H,K) = X−1(H1 → V 1(K1))

T≤1(H,K) = X−1(H1 → V ≤1(K1))

Preuve : Soit (Mi)i∈A ∈ X−1(H1 → V 1(K1)), pour tout |ϕ〉 ∈ H1, X ((Mi)i∈A)
(|ϕ〉)(K1) = 1, donc ∀ |ϕ〉 ∈ H1,

∑

i∈A 〈ϕ|M †iMi |ϕ〉 = 1. Ainsi
∑

i∈AM
†
iMi = IdH.

Inversement, si (Mi)i∈A ∈ T 1(H,K) alors
∑

i∈AM
†
iMi = IdH. Donc pour tout

vecteur normé |ϕ〉 ∈ H1, X ((Mi)i∈A) (|ϕ〉)(K) =
∑

i∈A 〈ϕ|M
†
iMi |ϕ〉 = 1.

Une preuve similaire peut être obtenue dans le cas des transformations sous-
admissibles. �

La fonction d’interprétation X n’est pas injective, ainsi des transformations
admissibles différentes peuvent avoir la même image par X , i.e. la même action.
De telles transformations admissibles sont dites équivalentes :

Définition 1.2 Pour toute famille F,G ∈ T (H,K), F ≡ G si et seulement si
X (F ) = X (G).

Il existe notamment des familles infinies équivalentes à des familles finies. En
revanche, certaines familles infinies n’ont pas d’équivalent fini.

2si A et B sont des matrices positives, A ≤ B si et seulement si B−A est une matrice positive.
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8 CHAPITRE 1. LES POSTULATS DE LA MÉCANIQUE QUANTIQUE

1.3.2 Composition spatiale

Avant de considérer la composition spatiale de transformations admissibles,
revenons sur le deuxième postulat régissant l’état des systèmes composés, dans
le cas où l’état du système est une distribution de probabilité. Etant donné un
système S dont l’espace de Hilbert associé est H, on appelle états ou états purs de
S les éléments de H1 et distributions sur les états purs, ou simplement états de S
les élément de V (H1).

Si un système S1 est dans l’état ν1 ∈ V (H1

B1
) et un système S2 dans l’état

ν2 ∈ V (H1

B2
), alors le système composé de S1 et S2 est dans la distribution ν1⊗pν2 ∈

V (H1

B1×B2
) :

Définition 1.3 Soit ν1 ∈ V 1(H1

B1
) et ν2 ∈ V 1(H1

B2
), ∀ |ϕ〉 ∈ H1

B1×B2
,

ν1 ⊗p ν2(|ϕ〉) =
∑

(|ϕ1〉 , |ϕ2〉) ∈ H1

B1
×H1

B2

t.q. |ϕ〉 = |ϕ1〉 ⊗ |ϕ2〉

ν1(|ϕ1〉).ν2(|ϕ2〉)

Si un système S1 évolue selon F1 ∈ T (H1,K1) et un système S2 selon F2 ∈
T (H2,K2), alors le système composé de S1 et S2 évolue selon F1 ⊗ F2 :

Définition 1.4 Soit ⊗ : T (H1,K1)× T (H2,K2)→ T (H1 ⊗H2,K1 ⊗K2), tel que

(Mi)i∈A ⊗ (Nj)j∈A′ = (Mi ⊗Nj)(i,j)∈A×A′.

1.3.3 Composition temporelle

La composition (temporelle) de fonctions probabilistes peut être exprimée à
l’aide de l’extension de Kleisli :

Définition 1.5 (Extension de Kleisli) Soit f : X → V (Y ), la fonction f ⋄ :
V (X)→ V (Y ) est définie par :

f ⋄ = λν.λy.
∑

x∈X
ν(x).f(x)(y)

Ainsi la composition de f : H1 → V (K1) avec g : K1 → V (L1) est la fonction
g⋄ ◦ f : H1 → V (L1).

Si un système S évolue selon une transformation admissible F ∈ T (H,K), puis
selon G ∈ T (K,L), alors l’évolution totale du système est selon G ◦ F : T (H,L) :

Définition 1.6 Soit ◦ : T (K,L)× T (H,K)→ T (H,L), tel que

(Mi)i∈A ◦ (Nj)j∈A′ = (MiNj)(i,j)∈A×A′.
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1.3. EVOLUTION QUANTIQUE 9

L’opérateur de composition sur les fonctions probabilistes est une interprétation
exacte [Cou97] de l’opérateur de composition sur les transformations admissibles :

Propriété 1.3 ∀F ∈ T (H,K), ∀G ∈ T (K,L),

X (G)⋄ ◦ X (F ) = X (G ◦ F )

Preuve : Soient F = (Mi)i∈A et G = (Nj)j∈A′, pour tout |ϕ1〉 ∈ H1,

X (G)⋄(X (F )(|ϕ1〉)) =
∑

|ϕ2〉∈K1 X (F )(|ϕ1〉)(|ϕ2〉).X (G)(|ϕ2〉)
=

∑

i∈A 〈ϕ1|M †iMi |ϕ1〉 .X (G)( Mi|ϕ1〉√
〈ϕ1|M†

i Mi|ϕ1〉
)

=
∑

(i,j)∈A×A′ 〈ϕ1|M †iN †jNjMi |ϕ1〉 .η NjMi|ϕ1〉
r

〈ϕ1|M
†
i

N
†
j

NjMi|ϕ1〉

= X (G ◦ F )(|ϕ1〉)

�

La relation d’interprétation exacte entre la composition de transformations
admissibles et celle de fonctions probabilistes est représentée par le diagramme
suivant :

(V (K1)→ V (L1))× (H1 → V (K1))
◦ - H1 → V (L1)

T (K,L)× T (H,K)

(λF.X (F )⋄)× X
6

◦ - T (H,L)

X
6

1.3.4 Exemples de transformations admissibles

Parmi les transformations admissibles, certaines jouent un rôle particulier :
– Les transformations admissibles représentées par une famille à un seul élé-

ment non nul U . La condition de complétude devient U †U = IdH, donc U est
une isométrie. De plus, si U est surjectif alors U est unitaire. Des exemples
de transformations unitaires sont données dans le chapitre 3, dans le cadre
des circuits quantiques, modèle de calcul fondé exclusivement sur ce type de
transformation.

– Un autres exemple d’isométrie est l’initialisation. En effet étant donné un état
|ϕ0〉 ∈ H1, (|ϕ0〉 〈|) est une transformation admissible formée d’un unique
opérateur linéaire de C dans H1 réalisant une initialisation dans l’état |ϕ0〉.
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10 CHAPITRE 1. LES POSTULATS DE LA MÉCANIQUE QUANTIQUE

– Les transformations admissibles représentées par une famille de projecteurs
orthogonaux de H dans lui-même. La condition de complétude devient
∑

i∈A Pi = IdH. Une telle transformation est appelée mesure projective et
est entièrement déterminée par un observable O =

∑

i∈A λi.Pi, où λi ∈ R+

avec λi = λj ⇒ i = j.
– Les transformations admissibles représentées par une famille d’opérateurs

linéaires de H dans C. Une telle transformation est appelée mesure destruc-
trice.

1.4 Transformations admissibles vs transformations

unitaires

Nous avons choisi de présenter le postulat 3 sur les évolutions quantiques sous
sa forme unifiée, i.e. en ne présentant qu’un seul type de transformation : les trans-
formations admissibles. Or, une autre présentation, non unifiée, de l’évolution d’un
système quantique est souvent donnée : un premier postulat 3′ décrit l’évolution
des systèmes isolés, de tels systèmes ont une évolution unitaire ; puis un deuxième
postulat 4′ introduit les mesures projectives.

Dans cette section nous comparons rapidement les deux présentations possibles
des postulats de la mécanique quantique autour de deux critères : l’équivalence des
deux formalismes et la compositionnalité des opérations quantiques.

Les exemples de transformations admissibles présentés en section 1.3.4 incluent
les transformations unitaires et les mesures projectives. Inversement, toute trans-
formation admissible peut être décomposée en une initialisation, une transforma-
tion unitaire et une mesure destructrice.

Lemme 1.1 Pour toute transformation admissible F = (Mi)i∈A ∈ T (HB1 ,HB2),
il existe une initialisation IF ∈ T (C,HA×B2), une transformation unitaire UF ∈
T (HB1×A×B2,HB1×A×B2) et une mesure destructrice DF ∈ T (HB1×A,C, ) telles que

F = (DF ⊗ IdHB2
) ◦ UF ◦ (IdHB1

⊗ IF )

Preuve : Soient |ϕ0〉 ∈ HB2 et |ϕ2〉 ∈ HB2 deux états fixés. Soit UF tel que
∀ |ϕ〉 ∈ HB1 , UF (|ϕ〉 |ϕ0〉 |ϕ2〉) =

∑

i∈A(|ϕ1〉 |i〉 (Mi |ϕ〉). UF peut être complétée en
une transformation unitaire de HB1×A×B2 dans HB1×A×B2 . Soit IF = (|ϕ0ϕ2〉〈|) ∈
T (C,HA×B2), enfin soit D = (di)i∈A ∈ T (HB1×A,C) avec di = |〉〈ϕ1i|.

On a alors UF ◦ (IdHB1
⊗ IF ) =

(

∑

i∈A,τ∈B1
|ϕ1〉 |i〉 (Mi |τ〉) 〈τ |

)

, donc (DF ⊗
IdHB2

) ◦ UF ◦ (IdHB1
⊗ IF ) = (

∑

τ∈B1
Mi |τ〉〈τ |)i∈A = F . �

Les deux présentations sont donc équivalentes, même si les transformations
admissibles permettent une présentation formelle des initialisations et des mesures
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1.5. CONCLUSION 11

destructrices qui sont souvent traitées de façon ad hoc en l’absence du formalisme
des transformations admissibles.

Dans notre cas, d’un point de vue informatique, un avantage décisif des trans-
formations admissibles est leur compositionnalité. En effet la composition tem-
porelle (◦) ou spatiale (⊗) de deux transformations admissibles est une transfor-
mation admissible. Cette propriété est également vraie pour les transformations
unitaires, mais n’est plus vérifiée dans le cas des mesures projectives, ni dans le
cas où mesures projectives et transformations unitaires sont composées.

Ainsi une présentation non unifiée est souvent suffisante dans le cadre des
modèles de calcul quantique réversibles, fondés sur les transformations unitaires.
En revanche, l’étude des modèles de calcul quantique contrôlé classiquement est
facilité par l’utilisation du formalisme des transformations admissibles.

1.5 Conclusion

Les postulats sont une véritable pierre angulaire de la mécanique quantique.
Ils sont également le fondement de l’informatique quantique. Leur présentation de
ce chapitre à permis de mettre en évidence des propriétés spécifiques tels que les
phénomènes de superposition et d’intrication.

Les évolutions quantiques ont également des propriétés fortes, mêlant linéarité,
non déterminisme et probabilisme. Une dualité dans la représentation des évolu-
tions quantiques à été mise en avant : d’un côté les fonctions probabilistes, de
l’autre les transformations admissibles mettant en évidence l’aspect non détermi-
niste et linéaire de la mécanique quantique. Une relation originale d’interprétation
exacte à été mise en évidence entre les deux représentations.

La représentation des évolutions quantiques présentée dans ce chapitre consti-
tue le fondement de la définition d’une sémantique quantique. En effet, dans le cha-
pitre 5, un modèle formel de calcul quantique, le q-calcul est introduit. A chaque
terme est associé une transformation admissible et une fonction probabiliste re-
présentant la sémantique, i.e. l’action de ce terme.

Il existe une représentation alternative pour les états quantiques : les matrices
de densité. Elle induit une troisième représentation pour les évolutions quantiques.
L’objectif du chapitre suivant est d’introduire le formalisme des matrices de den-
sité, tout en le situant par rapport aux formalismes vus dans ce chapitre.
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12 CHAPITRE 1. LES POSTULATS DE LA MÉCANIQUE QUANTIQUE
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Chapitre 2

Représentations des états

quantiques

2.1 Etats mixtes et matrices de densité

Dans le cas général, l’état d’un système quantique est une distribution de pro-
babilité sur les états purs, i.e un élément de V 1(H1). Une notation alternative,
introduite par von Neumann, permet de décrire ces distributions de probabilité
sous forme d’endomorphismes de H, appelés matrices de densité. Dans cette sec-
tion, le formalisme des matrices de densité est présenté comme une abstraction des
distributions de probabilité. En effet, le formalisme des matrices de densité n’est
pas une représentation équivalente aux distributions de probabilité, mais corres-
pond à une abstraction. Cela implique que deux distributions différentes d’états
purs peuvent être abstraites en une même matrice de densité. Nous verrons que
cette abstraction est justifiée par l’indistingabilité 2.1.4 des distributions abstraites
en une même matrice de densité. Les postulats de la mécanique quantique sont
présentés dans cette section sous leur forme abstraite.

2.1.1 Abstraction

Etant donné un espace de Hilbert H, une matrice de densité ρ de H est une
matrice Hermitienne (i.e. ρ† = ρ) satisfaisant Tr(ρ) ≤ 1 1. L’ensemble des matrices
de densité sur H est noté D(H). Le sous-ensemble des matrices de densité ρ ∈
D(H) telles que Tr(ρ) = 1 est noté D1(H).

A toute distribution de sous-probabilité sur les états purs de H, est associée
une matrice de densité à l’aide de la fonction d’abstraction α suivante :

1Tr(ρ) est la trace de la matrice ρ.

13
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14 CHAPITRE 2. REPRÉSENTATIONS DES ÉTATS QUANTIQUES

α : V ≤1(H1) → D(H)
ν 7→ ∑

|ϕ〉∈H ν(|ϕ〉) |ϕ〉〈ϕ|
Cette fonction d’abstraction est surjective. En revanche, elle n’est pas injective,

deux distributions différentes peuvent avoir la même abstraction. Par exemple,
dans l’espace de Hilbert H{a,b} de dimension 2, considérons les distributions de

probabilité ν1 et ν2 telles que ν1(|a〉) = 1/2, ν1(|b〉) = 1/2, ν2(
|a〉+|b〉√

2
) = 1/2 et

ν2(
|a〉−|b〉√

2
) = 1/2. Ces deux distributions différentes ont la même abstraction :

α(ν1) = α(ν2).

2.1.2 Système composé

La version abstraite du deuxième postulat de la mécanique quantique décrit la
matrice de densité ρ d’un système composé de deux sous-systèmes S1 et S2 dont
on connaît les matrices de densité ρ1 et ρ2.

On remarque que le produit tensoriel ⊗ sur les matrices de densité est l’exacte
α-abstraction de l’opérateur ⊗p sur les distributions de probabilités :

Propriété 2.1 ∀ν1 ∈ V ≤1(H1

1), ∀ν2 ∈ V ≤1(H1

2),

α(ν1)⊗ α(ν2) = α(ν1 ⊗p ν2)

Preuve : Soient ν1 ∈ V ≤1(H1

1), et ν2 ∈ V ≤1(H1

2),

α(ν1 ⊗p ν2) =
∑

|ϕ〉∈(H1⊗H2)1

∑

(|ϕ1〉 , |ϕ2〉) ∈ H1

B1
×H1

B2

t.q. |ϕ〉 = |ϕ1〉 ⊗ |ϕ2〉
ν1(|ϕ1〉).ν2(|ϕ2〉) |ϕ〉〈ϕ|

=
∑

(|ϕ1〉,|ϕ2〉)∈H1

B1
×H1

B2

ν1(|ϕ1〉).ν2(|ϕ2〉) |ϕ1ϕ2〉〈ϕ1ϕ2|
= α(ν1)⊗ α(ν2)

�

La relation d’abstraction entre ⊗p et ⊗ est représentée par le diagramme sui-
vant :

D(H1)×D(H2)
⊗ - D(H1 ⊗H2)

V ≤1(H1

1)× V ≤1(H1

2)

α× α
6

⊗p - V ≤1((H1 ⊗H2)
1)

α

6

On peut donc énoncer une version abstraite du deuxième postulat de la méca-
nique quantique :
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2.1. ETATS MIXTES ET MATRICES DE DENSITÉ 15

Postulat 2’. L’espace des états d’un système physique composé de sous-systèmes
est le produit tensoriel des espaces des états de ses sous-systèmes.

2.1.3 Evolution

Le troisième postulat indique que toute transformation quantique peut être re-
présentée par une transformation admissible, i.e. une famille d’opérateurs linéaires.

Postulat 3’. Tout système quantique évolue selon une transformation admissible.
Une transformation admissible agissant sur H est décrite par une famille dénom-
brable (Mi)i∈A d’opérateurs linéaires vérifiant la condition de complétude :

∑

i∈A
M †iMi = IdH

Ainsi, si une transformation admissible (Mi)i∈A est appliquée à ρ ∈ D(H), alors
avec probabilité p(i) = Tr(M †iMiρ) le résultat classique i est observé et l’état du
système après la transformation est :

MiρM
†
i

p(i)

La fonction d’interprétation X permet d’associer à chaque transformation ad-
missible une fonction probabiliste. Une seconde fonction d’interprétation X ♮ associe
à chaque transformation sous-admissible une application linéaire sur les matrices
de densité, appelée super-opérateur :

X ♮ : T≤1(H,K) → L(D(H), D(K))

(Mi)i∈A 7→ λρ.
∑

i∈AMiρM
†
i

Les opérations de compositions spatiale et temporelle de super-opérateurs peuvent
être vues comme des interprétations exactes des opérations de compositions sur
les transformations admissibles :

Le produit tensoriel sur les super-opérateurs est une interprétation exacte du
produit tensoriel sur les transformations sous-admissibles :

Propriété 2.2 Pour tout F : T (H1,K1) et tout G : T (H2,K2),

X ♮(F )⊗X ♮(G) = X ♮(F ⊗G)
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16 CHAPITRE 2. REPRÉSENTATIONS DES ÉTATS QUANTIQUES

L(D(H1), D(K1))× L(D(H2), D(K2))
⊗ - L(D(H1 ⊗H2), D(K1 ⊗K2))

T (H1,K1)× T (H2,K2)

X ♮ × X ♮

6

⊗ - T (H1 ⊗H2,K1 ⊗K2)

X ♮

6

Preuve : Soient F = (Mi)i∈A et G = (Nj)j∈A′,

X ♮(F )⊗X ♮(G)(ρ1 ⊗ ρ2) =
∑

i∈AMiρ1M
†
i ⊗

∑

j∈A′ Njρ2N
†
j

=
∑

(i,j)∈A×A′(Mi ⊗Nj)(ρ1 ⊗ ρ2)(M
†
i ⊗N †j )

= X (F ⊗G)(ρ1 ⊗ ρ2)

Par linéarité, on conclut que pour tout ρ ∈ D(H1 ⊗ H2), X ♮(F ) ⊗ X ♮(G)(ρ) =
X ♮(F ⊗G)(ρ). �

L’opérateur de composition sur les super-opérateurs est une interprétation
exacte de l’opérateur de composition sur les transformations admissibles :

Propriété 2.3 Pour tout F ∈ T (H,K), et tout G ∈ T (K,L),

X ♮(G) ◦ X ♮(F ) = X ♮(G ◦ F )

L(D(K), D(L))× L(D(H), D(K))
◦ - L(D(H), D(L))

T (K,L)× T (H,K)

X ♮ ×X ♮

6

◦ - T (H,L)

X ♮

6

Preuve : Soient F = (Mi)i∈A et G = (Nj)j∈A′, pour tout ρ ∈ D(H),

X ♮(G)(X ♮(F )(ρ)) =
∑

j∈A′ Nj

(

∑

i∈AMiρM
†
i

)

N †j

=
∑

(i,j)∈A×A′ NjMiρM
†
iN
†
j

= X ♮(G ◦ F )(ρ)

�

Enfin la fonction d’interprétation X ♮ est elle même une α-abstraction de X :
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2.1. ETATS MIXTES ET MATRICES DE DENSITÉ 17

Propriété 2.4 Pour toute transformation sous-admissible F ∈ T≤1(H,K), X ♮(F )
est une exacte α-abstraction de X (F ) :

X ♮(F ) ◦ α = α ◦ X (F )⋄

D(H)
X ♮(F ) - D(K)

V ≤1(H1)

α

6

X (F )⋄ - V ≤1(K1)

α

6

Preuve : Soit F = (Mi)i∈A, pour tout ν ∈ V ≤1(H1),

α(X (F )⋄(ν)) = α(λ |ϕ2〉 .
∑

|ϕ1〉∈H1 ν(|ϕ1〉).X (F )(|ϕ1〉)(|ϕ2〉))
=

∑

|ϕ2〉∈K1

∑

|ϕ1〉∈H1 ν(|ϕ1〉).(
∑

i∈A 〈ϕ1|M †iMi |ϕ1〉 η Mi|ϕ1〉√
〈ϕ1|M

†
i

Mi|ϕ1〉

(|ϕ2〉))

=
∑

|ϕ1〉∈H1

∑

i∈A ν(|ϕ1〉).Mi |ϕ1〉 〈ϕ1|M †i
= X ♮(F )(α(ν))

�

2.1.4 Indistingabilité

Le formalisme des matrices de densité est une abstraction des distributions de
probabilité sur les états purs ; ainsi deux distributions différentes ν1, ν2 peuvent
être abstraites en une même matrice de densité. Cette perte d’information est
justifiée par l’indistingabilité de ν1 et ν2. En effet, si les deux distributions sont
abstraites en une même matrice de densité, alors aucune opération quantique ne
permettra de distinguer ces deux distributions :

Propriété 2.5 Soient ν1 et ν2 ∈ V ≤1(H) telles que α(ν1) = α(ν2). Pour toute
transformation sous-admissible (Mi)i∈A ∈ T≤1(H,K), et pour tout i ∈ A, les pro-
babilités d’obtenir le résultat i si le système est dans l’état ν1 ou ν2 sont identiques.

Preuve : Etant donnée une transformation sous-admissible (Mi)i∈A ∈ T≤1(H,K),
la probabilité d’obtenir un résultat i ∈ A, si le système est dans un état ν, est :
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18 CHAPITRE 2. REPRÉSENTATIONS DES ÉTATS QUANTIQUES

p(i) =
∑

|ϕ〉∈H1 ν(|ϕ〉) 〈ϕ|M †iMi |ϕ〉
= Tr(

∑

|ϕ〉∈H1 ν(|ϕ〉) 〈ϕ|M †iMi |ϕ〉)
= Tr(M †iMi(

∑

|ϕ〉∈H1 ν(|ϕ〉) |ϕ〉〈ϕ|))
= Tr(M †iMiα(ν))

Ainsi la probabilité d’obtenir un résultat classique dépend uniquement de α(ν). �

Cette indistingabilité induit une équivalence observationnelle sur les distribu-
tions de probabilité :

Définition 2.1 Pour tout ν, µ ∈ V ≤1(H), ν ≡obs µ si et seulement si α(ν) = α(µ).

En suivant le même modèle, on peut également définir une équivalence obser-
vationnelle sur les transformations admissibles :

Définition 2.2 Pour tout F,G ∈ T≤1(H,K), F ≡obs G si et seulement si X ♮(F ) =
X ♮(G).

2.2 Autres formalismes

Outre les distributions de probabilité et les matrices de densité, d’autres for-
malismes sont utilisés en informatique quantique pour la représentation des états
quantiques. Nous dressons un panorama rapide de ces formalismes. Certains sont
équivalents aux formalismes déjà évoqués, d’autres seront approfondis dans des
chapitres spécifiques dans cette thèse.

2.2.1 Distributions sur les sous-espaces de Hilbert

Plutôt que de travailler avec des distributions de probabilités sur la sphère H1,
les distributions de probabilité sur les sous-espaces vectoriels de H ont l’avantage
de tenir compte de la structure d’espace vectoriel de l’espace d’états.

Ainsi, alors qu’une distribution de probabilité ν sur l’ensemble H1 doit vérifier
la condition suivante : ∀X, Y ⊆ H1, tels que X ∩ Y = ∅,

ν(X ∪ Y ) = ν(X) + ν(Y )

la condition vérifiée par une distribution de probabilité µ sur les sous-espace vec-
toriels de H est : pour tout sous-espace vectoriel X, Y de H, tels que X et Y sont
orthogonaux,

µ(X ⊕ Y ) = µ(X) + µ(Y )
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2.2. AUTRES FORMALISMES 19

où ⊕ est la somme directe d’espaces vectoriels.
De telles distributions sont utilisées en logique quantique [BvN36] mais aussi

dans le cadre de la définition de domaine sémantique spécifique à l’informatique
quantique [Kas03].

Le théorème de Gleason [Gle57] permet de montrer que les formalismes des
matrices de densité et celui des distributions sur les sous-espaces vectoriels sont
équivalents.

2.2.2 Ensemble d’états purs non normés

Une représentation prometteuse est d’encoder la probabilité associée à un état
pur dans sa norme. Cet encodage est par exemple utilisé dans [DKP04a]. En effet,
un état pur |ϕ〉 est un vecteur normé d’un certain espace de Hilbert H ; si la pro-
babilité associée à |ϕ〉 est p, alors le vecteur

√
p |ϕ〉 permet d’encoder efficacement

la probabilité dans la norme de l’état. L’espace des états purs devient donc dans
ce formalisme la boule unité H≤1 de l’espace de Hilbert associé au système.

Une distribution discrète est encodée par un sous ensemble de H, à l’aide de
la fonction suivante :

e : V (H1) → P(H)

ν 7→ ⋃

|ϕ〉∈H1{
√

ν(|ϕ〉) |ϕ〉}
Un autre avantage réside dans la formulation du troisième postulat dans ce

formalisme. En effet, puisque l’aspect probabiliste est encodé dans la norme des
états, une évolution quantique se réduit alors à une transformation non détermi-
niste, formalisée naturellement par une fonction sur les parties de H≤1 :

X ′ : T (H,K) → (P(H)→ P(K))
(Mi)i∈A 7→ λE. ⊎i∈A ⊎|ϕ〉∈E{Mi |ϕ〉}

où ⊎ ne représente pas l’union habituelle sur les ensembles (voir définition 2.3).
Avant de donner la définition de ⊎, remarquons que l’union usuelle ∪ ne respecte
pas l’encodage des probabilités. Illustration dans l’exemple suivant :

Exemple 2.1 Dans l’espace H{a,b}, la famille F = (|a〉〈a| , |a〉〈b|) est une trans-
formation admissible. L’image de |a〉+|b〉√

2
par F est :

X ′(F )

({ |a〉+ |b〉√
2

})

=

{ |a〉√
2

}

⊎
{ |a〉√

2

}

Le résultat attendu est {|a〉} car, avec probabilité 1, le résultat de l’application

de F sur l’état |a〉+|b〉√
2

produit l’état |a〉. Or, d’après la définition de l’union usuelle

∪,
{

|a〉√
2

}

∪
{

|a〉√
2

}

=
{

|a〉√
2

}

, c’est pourquoi nous définissons l’opérateur ⊎ :
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20 CHAPITRE 2. REPRÉSENTATIONS DES ÉTATS QUANTIQUES

Définition 2.3 Pour tout E1, E2 ∈ P(H), |ϕ〉 ∈ E1 ⊎ E2 si et seulement si l’une
des conditions suivantes est vérifiée :

(a) |ϕ〉 ∈ E1 et |ϕ〉 /∈ E2

(b) |ϕ〉 ∈ E2 et |ϕ〉 /∈ E1

(c) |ϕ〉√
2
∈ E1 et |ϕ〉√

2
∈ E2

Ce formalisme se révèle être équivalent aux distributions sur les vecteurs de
H1. En effet, la fonction d suivante est l’inverse de e :

d : P(H) → V (H1)
E 7→ λ |ϕ〉 .∑|ψ〉∈E,|ψ〉=

√
|| |ψ〉 || |ϕ〉 || |ψ〉 ||

Le formalisme des distributions discrètes sur la sphère H1 et le formalisme
des sous-ensembles de la boule unité H≤1 sont donc équivalents. La stabilité de
l’encodage des probabilités dans le second cas nécessite la définition de fonctions
adaptées, c’est pourquoi la représentation à l’aide de distributions discrètes est
favorisée dans cette thèse.

2.3 Conclusion

Les matrices de densité sont une représentation alternative aux distributions
de probabilité des états quantiques. Elles en sont une abstraction, justifiée par
l’indistingabilité des distributions d’états purs décrites par une même matrice de
densité. Les opérateurs de compositions sur les matrices de densité sont donc des
abstractions des opérations correspondantes sur les distributions d’états purs.

Cette abstraction apporte également une troisième alternative à la représen-
tation des évolutions quantiques : les super-opérateurs. Les transformations ad-
missibles peuvent être interprétées, via X , comme des fonctions probabilistes,
elles-mêmes abstraites, via α, en des super-opérateurs. Les transformations ad-
missibles peuvent également être directement interprétées, via X ♮, comme des
super-opérateurs.

Enfin, la situation est complétée par deux formalismes, les distributions sur
les sous-espaces vectoriels et les sous-ensembles de la boule unité, qui se révèlent
être équivalents respectivement aux matrices de densité et aux distributions sur
les états purs.
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Chapitre 3

Modèles de calcul quantique

réversibles

L’objectif de l’informatique quantique est de mettre à profit les lois de la mé-
canique quantique afin de mener un calcul. Ce chapitre présente deux modèles
standards du calcul quantique : les circuits quantiques et la machine de Turing
quantique. Un des objectifs de cette thèse est de montrer que ces modèles déjà
traditionnels du calcul quantique n’exploitent qu’une partie du potentiel de la mé-
canique quantique : la partie réversible. Des modèles ayant une plus grande expres-
sivité (q-calcul, machine de Turing quantique à contrôle classique) sont présentés
dans les chapitres 5 et 6.

Un algorithme se décompose traditionnellement en trois étapes :

Initialisation → Transformation → Observation

Le calcul quantique réversible correspond au cas où l’étape de transformation
est assurée uniquement par des transformations unitaires qui sont des transforma-
tions admissibles particulières ayant la propriété d’être réversibles (voir chapitre
1). L’étape d’initialisation consiste à mettre le système dans un des états d’une
base donnée, appelée base standard. Enfin, l’étape d’observation consiste en une
mesure de tout ou partie du système selon cette même base standard.

Bien que représentant une restriction forte, la limitation à un calcul quantique
réversible se justifie par la capacité de simuler les modèles de calcul quantique non
réversibles, comme l’illustre le théorème 6.5.

Le modèle des circuits quantiques est un modèle de bas niveau, dans lequel
l’information est encodée dans un système quantique élémentaire à deux états de
base appelé qubit (quantum bit), et où les transformations unitaires sont décrites
par des graphes acycliques où chaque nœud est une transformation unitaire élé-
mentaire appelée porte.

21
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22 CHAPITRE 3. MODÈLES DE CALCUL QUANTIQUE RÉVERSIBLES

Plus abstrait, le modèle des machines de Turing quantiques est une générali-
sation de la machine de Turing probabiliste, où la fonction de transition devient
quantique et transforme une configuration de la machine en une superposition de
configurations.

3.1 Circuit quantique

Les circuits quantiques [KSV02, NC00, Gru99], encore largement utilisés pour
décrire les algorithmes quantiques malgré leur limitation en terme d’expressivité,
sont une généralisation des circuits booléens. La brique de base de l’information
est donc une généralisation quantique du bit, le qubit.

3.1.1 Qubit

Un qubit est un système physique (ou du moins une représentation abstraite
d’un système physique) dont l’espace d’état est de dimension deux et possède
une base particulière {|0〉 , |1〉} appelée base standard. Ainsi l’état |ϕ〉 d’un qubit
s’écrit :

|ϕ〉 = α |0〉+ β |1〉 ,
avec α, β ∈ C et |α|2 + |β|2 = 1. L’espace de Hilbert d’un qubit est noté H{0,1}, ou
simplement C2.

L’état |ψ〉 d’un registre de n qubits est un vecteur normé de H{0,1}n ou encore
C2n

:

|ψ〉 =
∑

x∈{0,1}n
αx |x〉

avec
∑

x∈{0,1}n |αx|2 = 1.

3.1.2 Porte unitaire

Une porte unitaire d’ordre k est une application linéaire U ∈ L(H{0,1}k ,H{0,1}k)
telle que U †U = Id{0,1}k . Une porte unitaire d’ordre k peut être représentée par
une matrice 2k × 2k, ou encore à l’aide de la représentation de Dirac.

Exemple 3.1
– Hadamard. La porte Hadamard est une porte d’ordre 1 :

H =
1√
2

(

1 1
1 −1

)

=
1√
2
(|0〉〈0|+ |0〉〈1|+ |1〉〈0| − |1〉〈1|)
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3.1. CIRCUIT QUANTIQUE 23

La porte Hadamard permet de générer une superposition uniforme 1√
2
(|0〉 +

|1〉) à partir de l’état |0〉.
– Pauli. Les portes de Pauli sont des portes d’ordre 1, transformant un état

de base en un autre état de base :

X =

(

0 1
1 0

)

= |0〉〈1|+ |1〉〈0|

Y =

(

0 −i
i 0

)

= i |1〉〈0| − i |0〉〈1|

Z =

(

1 0
0 −1

)

= |0〉〈0| − |1〉〈1|

X, Y et Z sont parfois notés σx, σy et σz respectivement. Un opérateur de
Pauli est un élément du groupe multiplicatif engendré par X, Y et Z.

– Rotation. Par définition, on appellera rotation autour de l’axe z1 d’un angle
θ, la porte décrite par :

Rz(θ) =

(

1 0
0 eiθ

)

= |0〉〈0|+ eiθ |1〉〈1|

En particulier si θ = π/4 :

T =

(

1 0
0 eiπ/4

)

= |0〉〈0|+ eiπ/4 |1〉〈1|

– Porte Contrôlée. Si U est une porte d’ordre k, alors ΛU est une porte
d’ordre k + 1 :

ΛU =

(

Id
C2k 0
0 U

)

= |0〉〈0| ⊗ Id
C2k + |1〉〈1| ⊗ U

En particulier, ΛX est appelée "controlled-Not", ΛZ "controlled-Z" et Λ(ΛX)
(noté Λ2X) "porte de Toffoli" :

ΛX =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0









= |00〉〈00|+ |01〉〈01|+ |10〉〈11|+ |11〉〈10|

1Cette vision géométrique des opérations unitaires s’appuie sur la représentation des états
quantiques dans la sphère de Bloch [NC00].
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24 CHAPITRE 3. MODÈLES DE CALCUL QUANTIQUE RÉVERSIBLES

ΛZ =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1









= |00〉〈00|+ |01〉〈01|+ |10〉〈10| − |11〉〈11|

3.1.3 Circuit

Etant donné un ensemble fini (ou registre) R de qubits, si G est une porte
unitaire d’ordre k et A ⊆ R est un sous-ensemble ordonné de taille k, alors G[A]
désigne la transformation unitaire s’appliquant sur les qubits de A.

Définition 3.1 (Circuit quantique) [NO02a, KSV02] Soit G un ensemble fixé
de portes unitaires (G est appelé base) et R un registre de n qubits. Un circuit
quantique Cn sur n qubits fondé sur G est une suite finie (G1, A1), . . . , (Gs, As), où
Gj ∈ G, Aj ⊆ R est un ensemble ordonné de qubits, et s est la taille de Cn pour
G. La transformation unitaire réalisée par le circuit est U = GL[AL] . . .G1[A1].

Exemple 3.2 Etant donné l’ensemble G = {ΛX,H} de portes unitaires et un
registre R = {1, 2} de deux qubits, (H, {1}), (ΛX, {1, 2}) est un circuit réalisant la
transformation unitaire ΛX[1, 2]H [1] (voir figure 3.1).

H

Fig. 3.1 – Circuit réalisant H et ΛX

Un circuit quantique permet de décrire un algorithme pour une taille de registre
(nombre de qubits) fixée. Dans le cas général, un algorithme peut être décrit par
une ensemble de circuits, un pour chaque taille de registre possible :

Une famille uniforme de circuits quantiques est un ensemble de circuits F =
{Cn} tel qu’il existe une machine de Turing (classique) produisant une description
de Cn à partir de l’entrée n en temps polynomial en la taille s(n) du circuit Cn.
Une famille semi-uniforme de circuits quantiques {Cn} est une famille uniforme
définie sur une base finie G de portes unitaires.
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3.2. MACHINE DE TURING QUANTIQUE 25

3.1.4 Universalité

Dans le cadre des circuits booléens (classiques), il existe des jeux de portes uni-
versels, comme la porte OR associé à la porte NOT ou comme la porte NAND
seule, permettant de décrire n’importe quelle fonction booléenne. L’équivalent
pour les circuits quantiques se décline en deux versions : l’universalité exacte et
l’universalité approchée.

Définition 3.2 (Universalité exacte) Un ensemble de portes unitaires E est
universel si et seulement si pour tout n, pour toute transformation unitaire U
d’ordre n, il existe un circuit Cn fondé sur E tel que l’action de Cn est U .

Il existe plusieurs ensembles universels de portes unitaires :
– l’ensemble de toutes les portes unitaires d’ordre 1 et d’ordre 2 [KSV02] ;
– l’ensemble composé de ΛX et de toutes les portes unitaire d’ordre 1 ;
– l’ensemble composé de ΛX, H et de toutes les rotations autour de z.
Un ensemble universel est nécessairement non-dénombrable, il existe donc une

notion plus faible d’ensemble approximativement universel.

Définition 3.3 (Universalité approchée) Un ensemble de portes unitaires E
est approximativement universel si et seulement si pour tout n, pour toute trans-
formation unitaire U d’ordre n, et pour tout ǫ > 0, il existe un circuit Cn fondé
sur E en n tel que l’action Ũ de Cn vérifie

||U − Ũ || ≤ ǫ

où ||U − V || = sup|∈〉H1 ||(U − V ) |ϕ〉 ||.

Il existe plusieurs ensembles approximativement universels de portes unitaires :
– {H, T,ΛX} ;
– {Λ2X,H} [Shi03].

3.2 Machine de Turing quantique

La machine de Turing quantique a été introduite par Benioff [Ben80], puis
étudiée par Deutsch [Deu85] puis Bernstein et Vazirani [BV93, BV97].

Définition 3.4 (MTQ) Une machine de Turing quantique M est définie par un
triplet (K,Σ, δ) où Σ est un alphabet fini avec un symbole neutre #, K est un
ensemble fini d’états dont un état initial q0 et un état final qf 6= q0 et δ la fonction
de transition quantique.
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26 CHAPITRE 3. MODÈLES DE CALCUL QUANTIQUE RÉVERSIBLES

δ : K × Σ→HK×Σ×{←,−,→}

Le scalaire 〈q, τ, d| δ(p, σ), appelé amplitude de |q, τ, d〉, est noté δ(p, σ, q, τ, d).
De plus, les mouvements ←,− et → seront parfois notés respectivement −1, 0 et
1.

Une configuration est un vecteur normé de HK×Σ∗×Z. T ∈ Σ∗ est un état de
base du ruban de M , où seul un nombre fini de symboles de T ne sont pas le
symbole neutre, x ∈ Z désigne la position de la tête, et Tx ∈ Σ désigne le symbole
de base pointé par la tête.

L’opérateur d’évolution d’une MTQM est un opérateur linéaire UM surHK×Σ∗×Z

tel que

UM |p, T, x〉 =
∑

q∈K,τ∈Σ,d∈{−1,0,1}
δ(p, Tx, q, τ, d) |q, T τx , x+ d〉

où T τx ∈ Σ∗ désigne T où l’élément indexé par x est remplacé par τ .

Une machine de Turing quantique est bien formée si et seulement si UM est
unitaire.

Une présentation plus détaillée des machines de Turing quantiques est donnée
dans le chapitre 6. Y sont présentées notamment les machines de Turing quantiques
multi-rubans, ainsi que le problème de l’arrêt.

Le pouvoir des machines de Turing quantiques bien fondées est équivalent à
celui des circuits quantiques. En effet, toute machine de Turing quantique bien
fondée peut être simulée par une famille semi-uniforme de circuits quantiques. In-
versement, toute famille semi-uniforme de circuits quantiques peut être simulée par
une machine de Turing quantique bien fondée. Ces propriétés sont détaillées dans
le chapitre 6 avec notamment une évaluation de la complexité de ces simulations.

Les machines de Turing quantiques bien formées ont une évolution unitaire, et
constituent donc un modèle de calcul quantique réversible. Une version quantique
de la machine de Turing, ne se limitant pas au calcul quantique réversible, est
introduite dans le chapitre 6, il s’agit des machines de Turing quantiques à contrôle
classique.

3.3 Autres modèles réversibles

D’autres modèles de calcul quantique s’attachent à décrire le fragment réver-
sible de la mécanique quantique. Ainsi van Tonder [vT04] a introduit un λ-calcul
quantique. Les termes du λ-calcul usuel représentent les termes de base, un λ-
terme quantique étant une superposition de λ-termes classiques. L’objectif de van
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3.4. CONCLUSION 27

Tonder est de proposer une β-réduction unitaire en utilisant une mémoire afin de
garantir la réversibilité de la β-réduction.

Enfin, un λ-calcul algébriquement linéaire a été proposé par Arrighi [AD04,
AD05].

3.4 Conclusion

Les modèles de calcul quantique réversibles n’utilisent qu’un fragment des pos-
sibilités offertes par la mécanique quantique pour effectuer un calcul : les transfor-
mations unitaires.

Les modèles standards du calcul quantiques sont des modèles réversibles : cir-
cuits quantiques, machines de Turing quantiques. Pourtant ces modèles standards
souffrent de plusieurs lacunes :

– manque d’expressivité en n’autorisant que des transformations unitaires ;
– impossibilité de représenter un calcul "mixte" mélangeant calculs quantique

et classique ;
– expressivité limitée du modèle des circuits quantiques qui n’autorise que la

manipulation des qubits ;
– contrainte de bonne formation difficile à vérifier pour les MTQ.
Des modèles alternatifs, comme le calcul par consommation d’intrication pro-

posé par les physiciens Briegel et Raussendorf [RB00], ou encore le calcul par
mesures projectives introduit par Nielsen [Nie03], marquent une rupture avec ces
modèles standards du calcul quantique réversible.

Il est donc important de développer des outils spécifiques à ces nouveaux mo-
dèles, comme le m-calcul [DKP04a]. Mais il faut également développer des modèles
permettant de décrire et comparer les différents modes de calcul quantique dans
un même formalisme autour de ce qui est communément admis comme étant la
spécificité du calcul quantique : des données quantiques, un contrôle classique. Ceci
est l’objet des trois prochains chapitres.te
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28 CHAPITRE 3. MODÈLES DE CALCUL QUANTIQUE RÉVERSIBLES
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Deuxième partie

Données quantiques - contrôle

classique

29
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Chapitre 4

Evolution quantique contrôlée

classiquement

4.1 Motivation

Exploiter les propriétés de la mécanique quantique afin de mener un calcul,
voilà l’un des objectifs de l’informatique quantique. Un système quantique évolue,
d’après le troisième postulat de la mécanique quantique, selon une transformation
admissible. Des modèles de calcul quantique, dit réversibles, exploitent uniquement
le fragment des évolutions quantiques formé par les transformations unitaires. Nous
allons voir dans les prochains chapitres comment l’ensemble des transformations
admissibles peut être utilisé pour mener un calcul.

Lorsqu’un système évolue selon une transformation admissible quelconque,
l’état du système quantique change, mais de surcroît, un résultat classique est
produit. La possibilité d’utiliser ce résultat classique afin d’influer sur l’évolution
du système est donc offerte à un utilisateur extérieur au système quantique.

Cet utilisateur extérieur peut décider d’appliquer telle ou telle transformation
admissible au système quantique en fonction d’un résultat classique précédem-
ment obtenu. Il s’agit alors d’une composition conditionnelle de transformations
admissibles contrairement à la composition inconditionnelle de transformations
admissibles vue dans les chapitres précédents.

L’évolution du système quantique devient une évolution quantique contrôlée
classiquement.

31
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32CHAPITRE 4. EVOLUTION QUANTIQUE CONTRÔLÉE CLASSIQUEMENT

4.2 Formalisme

4.2.1 Espace d’états

Un système quantique contrôlé classiquement est formé d’une part d’un sys-
tème quantique, mais également d’un environnement classique : à chaque état e
de l’environnement classique est associé un espace de Hilbert He. Cela signifie
que si l’environnement classique est dans un état e alors le système quantique est
dans un état |ϕ〉 ∈ H1

e . Ainsi, étant donné un ensemble E, un système contrôlé
classiquement dont l’espace des états classiques est E, a pour espace d’état SE :

SE = {(e, |ϕ〉) | e ∈ E ∧ |ϕ〉 ∈ H1

e}
Etant donnés deux systèmes quantiques contrôlés classiquement S1 et S2 dont

les espaces d’états sont respectivement SD et SE , l’espace d’états du système S
composé de S1 et S2 est SD×E = {((d, e) , |ϕ〉) | (d, e) ∈ D×E∧|ϕ〉 ∈ (Hd⊗He)

1}.
Si le système S1 est dans l’état v1 ∈ SD et S2 dans l’état v2 ∈ SE , alors S est dans
l’état v1⊗v2 ∈ SD×E , où ⊗ est naturellement étendu à l’environnement classique :

(d, |ϕ〉)⊗ (e, |ψ〉) = ((d, e) , |ϕ〉 ⊗ |ψ〉)

4.2.2 Evolutions

Afin de représenter une évolution quantique contrôlée classiquement, nous in-
troduisons un formalisme qui étend le formalisme des transformations admissibles.

Une transformation admissible est une famille de transformations linéaires re-
présentant chacune une évolution possible du système quantique. En présence de
contrôle classique, l’évolution de l’état de l’environnement classique doit également
être représentée. Ainsi une transformation admissible contrôlée classiquement est
une collection de couples. Chaque couple est formé :

– d’une paire (d, e) d’états, signifiant que si l’environnement classique est dans
l’état d avant la transformation, alors il sera dans l’état e après la transfor-
mation ;

– et d’un opérateur linéaire représentant l’évolution du système quantique.
Ainsi, chaque couple représente une évolution globale possible du système quan-
tique et de l’environnement classique.

Définition 4.1 (Transformation admissible contrôlée classiquement)
– TD,E = {(ti,Mi)i∈A | A dénombrable ∧∀i ∈ A, ti = 〈t(1)i , t

(2)
i 〉 ∈ D×E∧Mi ∈

L(H
t
(1)
i

,H
t
(2)
i

)} est l’ensemble des familles dénombrables de couples formés
d’une paire associant à un élément de D un élément de E, et d’un opérateur
linéaire sur les espaces de Hilbert correspondants.
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4.2. FORMALISME 33

– T 1
D,E est l’ensemble des transformations admissibles contrôlées classiquement,

i.e. des familles (ti,Mi)i∈A ∈ TD,E vérifiant pour tout d ∈ D,
∑

i∈A|t(1)i =d
M †iMi =

IdHd
.

– T≤1
D,E est l’ensemble des transformations sous-admissibles contrôlées classi-

quement, i.e. des familles (ti,Mi)i∈A ∈ TD,E vérifiant pour tout d ∈ D,
∑

i∈A|t(1)i =d
M †iMi ≤ IdHd

.

4.2.3 Composition spatiale

Si un système S1 évolue selon F1 ∈ TD1,E1 et un système S2 selon F2 ∈ TD2,E2,
alors le système composé de S1 et S2 évolue selon F1 ⊗ F2 :

Définition 4.2 Soit ⊗ : TD1,E1 × TD2,E2 → TD1×D2,E1×E2, tel que :

(fi,Mi)i∈A ⊗ (gi, Nj)j∈B =
(

((f
(1)
i , g

(1)
j ), (f

(2)
i , g

(2)
j )),Mi ⊗Nj

)

(i,j)∈A×B

4.2.4 Composition temporelle

Si un système contrôlé classiquement évolue selon F ∈ TC,D, puis selon G ∈
TD,E , alors l’évolution totale du système est selon G ◦ F ∈ TC,E :

Définition 4.3 Soit ◦ : TD,E × TC,D → TC,E, tel que :

(fi,Mi)i∈A ◦ (gj, Nj)j∈B =
(

(g
(1)
j , f

(2)
i ),MiNj

)

(i,j)∈A×B|g(2)j =f
(1)
i

Propriété 4.1 (Linéarité) Pour tout T ∈ TD,E, et T1, T2 ∈ TC,D,

T ◦ (T1 ∪ T2) = (T ◦ T1) ∪ (T ◦ T2)

Remarque 4.1 Dans la propriété 4.1, ∪ représente l’union sur les familles et non
sur les ensembles. ∪ peut être définie ainsi : (ti)i∈A ∪ (uj)j∈B = (vk)k∈A∪h(B) avec

h une fonction injective telle que h(B) ∩A = ∅ et vk =

{

tk si k ∈ A
uh−1(k) si k ∈ h(B)

Preuve de la propriété 4.1 : Si T = (fi,Mi)i∈A, T1 =
(

g′j, N
′
j

)

j∈B1
et T2 =

(

g′′j , N
′′
j

)

j∈B2
, alors T1 ∪ T2 = (gk, Nk)k∈B1∪h(B2) avec h une fonction injective.

On remarque que (A×B1)∩ (A×h(B2)) = ∅ et que (A×B1)∪ (A×h(B2)) =
A× (B1 ∪ h(B2)). On en déduit que (T ◦ T1) ∪ (T ◦ T2) = T ◦ (T1 ∪ T2). �
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34CHAPITRE 4. EVOLUTION QUANTIQUE CONTRÔLÉE CLASSIQUEMENT

4.3 Interprétation des transformations admissibles

contrôlées classiquement

Une transformation admissible est une famille d’opérateurs linéaires. Cette fa-
mille peut être interprétée en une fonction probabiliste, via la fonction X , ou en un
super-opérateur agissant sur des matrices de densité via X ♮ (cf chapitre 2). Dans
cette section, les fonctions d’interprétations X et X ♮ sont étendues aux transfor-
mations admissibles contrôlées classiquement.

4.3.1 Fonction probabiliste

La fonction d’interprétation X permettant de faire le lien entre le formalisme
des transformations admissibles et celui des fonctions probabilistes peut être éten-
due au cas des évolutions contrôlées classiquement :

Définition 4.4

Xc : TD,E → (SD → V (SE))

(ti,Mi)i∈A 7→ λ (d, |ϕ〉) .∑
i∈A|t(1)i =d

〈ϕ|M †iMi |ϕ〉 .η 
t
(2)
i ,

Mi|ϕ〉√
〈ϕ|M

†
i

Mi|ϕ〉

!

L’interprétation des transformations admissibles contrôlées classiquement est
donc la suivante : si l’environnement classique est dans l’état d ∈ D et que le sys-
tème quantique est dans l’état |ϕ〉 ∈ H1

d , alors l’application d’une transformation
admissible contrôlée classiquement (ti,Mi)i∈A ∈ T 1

D,E correspond à l’application de
la transformation admissible (Mi)i∈A|t(1)i =d

sur la partie quantique du système. De

plus, si le résultat classique i est observé, alors l’état de l’environnement classique
devient t

(2)
i .

En d’autres termes, si l’état global du système avant la transformation est
(d, |ϕ〉), alors après la transformation, l’état global sera (t

(2)
i , Mi|ϕ〉√

〈ϕ|M†
i Mi|ϕ〉

) avec

probabilité 〈ϕ|M †iMi |ϕ〉 δd,t(1)i

1.

4.3.2 Super-opérateur

Alors que toute transformation admissible peut être interprétée, via la fonction
X ♮ en un super-opérateur, la généralisation de cette fonction d’interprétation X ♮ au
cas des transformations admissibles contrôlées classiquement s’avère délicate. La
principale limite imputable au formalisme des super-opérateurs est que l’encodage
des probabilités en des matrices de densité ne peut pas s’étendre naturellement à

1δx,y = 1 si x = y et 0 sinon.
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4.4. CONCLUSION 35

la partie classique. Une solution efficace a cependant été introduite par Selinger
[Sel04b] dans le cas où l’environnement classique est fini. Nous nous inspirons de
cette méthode pour étendre la fonction X ♮ dans le cas où l’environnement est fini.

L’espace des états est un n-uplet de matrices de densité, où n est la taille de
l’environnement classique :

S♮{e1,...,en} = D(He1)× . . .×D(Hen
)

Les éléments de S♮E sont représentés en utilisant une notation fonctionnelle. En
effet, un élément de S♮E peut être vu comme une fonction f associant à chaque
indice e ∈ E, une matrice de densité f(e) appartenant à D(He).

La fonction d’interprétation X ♮ associe à chaque transformation admissible
contrôlée classiquement de TD,E un opérateur linéaire de S♮D dans S♮E :

Définition 4.5

X ♮
c : TD,E → L(S♮D,S♮E)

(ti,Mi)i∈A 7→ λf.λe.
∑

i∈A|t(2)i =e
Mif(t

(1)
i )M †i

On peut vérifier que pour toute transformation admissible F , Xc(F ) est une
fonction linéaire.

4.4 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre que la représentation des évolutions quan-
tiques contrôlées classiquement nécessite la mise en place d’un formalisme adapté,
généralisant ceux vus dans les chapitres précédents.

La mise en place de ce formalisme est nécessaire à l’étude de modèles de calcul
quantique non réversible dans lesquels le contrôle classique a un rôle majeur. Dans
le chapitre suivant, un modèle de calcul quantique contrôlé classiquement est in-
troduit, dans lequel toute transformation admissible contrôlée classiquement peut
être représentée, dans la limite où l’environnement classique associé est de taille
finie. Il s’agit du q-calcul.
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Chapitre 5

q-calcul

5.1 Introduction

Il existe différents modèles pour le calcul quantique réversible, comme le modèle
des circuits quantiques ou celui des machines de Turing quantiques. Qu’en est-il
pour le calcul quantique "irréversible" ?

Il convient tout d’abord de distinguer deux caractéristiques du calcul quantique
non réversible :

– L’utilisation de transformations non réversibles, comme les mesures projec-
tives, ou plus généralement certaines transformations admissibles ;

– La présence d’un contrôle classique, permettant l’utilisation des résultats
classiques pour conditionner certaines étapes du calcul.

Par exemple, le modèle des circuits quantiques généralisés [Aha99] est un mo-
dèle non réversible car dans ce modèle, les portes sont des super-opérateurs qui ne
sont pas nécessairement réversibles, bien que la succession des portes reste incon-
ditionnelle, sans contrôle classique. Un autre modèle formel de calcul quantique
non réversible sans contrôle classique est celui des machines de Turing quantiques
linéaires [IOV04].

Le contrôle classique est utilisé dans au moins deux modèles de calcul quan-
tique : le calcul quantique par consommation d’intrication [RBB02] et le calcul par
mesures projectives [Nie03]. Il est également présent dans le protocole de télépor-
tation [BBC+93], où une opération unitaire, dite de correction, appliquée en fin de
protocole est contrôlée classiquement. En effet, cette correction dépend du résultat
classique des mesures effectuées plus tôt dans le protocole. Une telle dépendance
nécessite un contrôle classique.

Le m-calcul (measurement calculus) [DKP04a] est un modèle formel pour le
calcul par consommation d’intrication (One-way quantum computer [RB00]), dans
lequel des mesures agissant sur un qubit sont appliquées sur un état intriqué appelé

37
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38 CHAPITRE 5. Q-CALCUL

état graphe. Les états graphes et leur utilisation seront étudiés plus loin, dans
les chapitres 9, 10 et 11. Mais le m-calcul ne permet de représenter de façon
formelle qu’un fragment du calcul quantique contrôlé classiquement. En effet, les
seules évolutions quantiques non réversibles représentables dans le m-calcul sont
les mesures sur un qubit. De plus, en terme de contrôle classique, des structures
conditionnelles sont possibles dans le m-calcul, mais pas de schéma récursif (i.e.
de type boucle tant que par exemple).

Un autre modèle de calcul irréversible est le calcul par mesures projectives
introduit par Nielsen [Nie03]. Les ressources nécessaires à ce type de calcul quan-
tique, composées de mesures multiqubits et de qubits auxiliaires, sont étudiées
dans le chapitre 7. Ce calcul à base de mesures projectives ne peut pas être décrit
à l’aide des outils formels développés pour le calcul quantique réversible et pour le
calcul par consommation d’intrication. D’une part, les mesures sur plusieurs qu-
bits ne peuvent pas être représentées par des circuits quantiques, ni par des termes
du m-calcul, et d’autre part, le contrôle classique nécessaire, ayant un caractère
récursif, ne peut pas être formalisé à l’aide des modèles formels décrits ci-dessus.

Un modèle formel plus général est donc nécessaire. Plutôt que de développer
un modèle formel spécifique au calcul par mesures projectives, nous avons choisi
de développer un modèle unificateur permettant de représenter les trois types
de calcul quantique : réversible, par consommation d’intrication et par mesures
projectives. Ce modèle de calcul est le q-calcul.

Dans le q-calcul, sont autorisées : les transformations unitaires, les mesures sur
un qubit (ingrédients de base du m-calcul) et les mesures projectives multi-qubits,
mais aussi les transformations admissibles en général. De plus, des structures de
contrôle classiques peuvent être représentées dans ce modèle, incluant des struc-
tures conditionnelles, et également des boucles de contrôle (ou contrôle récursif ).

La possibilité de représenter les transformations admissibles donne au q-calcul
un grand pouvoir expressif, mais l’utilisation des transformations admissibles est
également justifiée par l’absence de stabilité par composition des mesures projec-
tives. En effet, la composition de deux mesures projectives n’est pas nécessairement
une mesure projective. Or, un ensemble stable par composition et contenant les
mesures projectives, est précisément celui des transformations admissibles.

Dans ce chapitre, nous introduisons le q-calcul. Une sémantique dénotation-
nelle pure fondée sur les domaines probabilistes [JP89] est également introduite,
associant à chaque terme du q-calcul une fonction probabiliste. Cette sémantique
dénotationnelle ne prend pas en compte des propriétés comme l’indistingabilité
de certains états quantiques, c’est pourquoi une sémantique dénotationnelle obser-
vable est également introduite, s’appuyant sur les solutions développées par Kashefi
[Kas03] et Selinger [Sel04b]. De plus, une relation d’abstraction exacte est établie
entre ces deux sémantiques dénotationnelles. Enfin une sémantique admissible as-
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5.2. TERMES DU Q-CALCUL 39

socie directement à chaque terme une transformation admissible contrôlée clas-
siquement. Les sémantiques pure et observable s’avèrent être des interprétations
de la sémantique admissible, complétant la comparaison de ces trois sémantiques.
Une hiérarchie de sémantiques peut alors être établie.

Le q-calcul est un ensemble de règles agissant sur les q-termes. Ces règles pré-
servent tout ou partie de la hiérarchie sémantique. De plus, les règles du q-calcul
forment un système de réécriture terminant et confluent.

5.2 Termes du q-calcul

5.2.1 Définitions

Le formalisme utilisé pour la syntaxe des termes du q-calcul s’inspire des al-
gèbres de processus, ainsi la brique de base est l’action. Une action a de H dans
H′ est de la forme :

a := M |M, a

où H et H′ sont des espaces de Hilbert et M ∈ L(H,H′).

Définition 5.1 (Terme du q-calcul) Un terme P est un quadruplet (K, I, F,R),
où K est un ensemble fini de processus, I, F ⊆ K sont respectivement les états
initiaux et finaux, et R est un ensemble fini de définitions de processus de la forme :

q = [a].q (+ [a].q)∗

où chaque q ∈ K \ F apparaît une fois et une seule dans la partie gauche des
définitions, de plus, tous les processus apparaissants dans R sont des éléments de
K. Enfin, il existe un ensemble d’espaces de Hilbert {Hq, q ∈ K} tel que pour
toute définition de processus q =

∑

i[ai].qi de R, chaque ai est une action de Hq

dans Hqi
. De plus, une condition de complétude

∑

i a
‡
i = IdHq

doit également être
vérifiée, où a‡ est défini par :

M ‡ = M †M
(M, a)‡ = M ‡ + a‡

Exemple 5.1 Pour toute transformation unitaire U ∈ L(K,L), soit PU = ({i, f},
{i}, {f}, R), avec Hi = K, Hf = L et R :

i = [U ].f

La condition de complétude est vérifiée, PU est donc un terme du q-calcul. La
sémantique de ce q-terme est donnée dans l’exemple 5.3.
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40 CHAPITRE 5. Q-CALCUL

Exemple 5.2 Soit P = ({i, q, f}, {i}, {f}, R), avec Hi = Hq = Hf = H{0,1} et R :

i = [|0〉〈0|].f + [|1〉〈1|].q
q = [|+〉〈+| , |−〉〈−|].i

Les conditions de complétude sont vérifiées : |0〉〈0|+|1〉〈1| = IdH{0,1}
et |+〉〈+|+

|−〉〈−| = IdH{0,1}

1.
La sémantique de ce q-terme est donnée dans l’exemple 5.4.

5.2.2 Représentation graphique

Un q-terme peut être représenté graphiquement par un automate d’états fini.En
effet à tout q-terme, on peut associer un automate d’états fini dont les états sont
les processus du q-terme, les états initiaux (finaux) sont les processus initiaux
(finaux), les transitions de q vers p sont étiquetées par les actions ai telles que q =
. . .+ [ai].p + . . . est une définition apparaissant dans le q-terme. La représentation
graphique du q-terme de l’exemple 5.2 est donné en figure 5.1.

f|0><0|

|1><1|

|+><+|

|−><−|

q
i

Fig. 5.1 – Représentation graphique du q-terme de l’exemple 5.2.

Cette représentation à base d’automate peut se substituer aux règles de défini-
tions des processus, en revanche elle ne permet pas de décrire quels sont les espaces
de Hilbert associés à chaque processus.

5.3 Sémantiques dénotationnelles

Une sémantique dénotationnelle permet d’associer à chaque terme un objet ma-
thématique représentant l’action de ce terme. L’action d’un q-terme est une évolu-
tion quantique contrôlée classiquement. Cependant, plusieurs formalismes existent
pour représenter de telles évolutions (cf chapitre 4) :

1|+〉 = 1√
2
(|0〉+ |1〉) et |−〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉)
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5.3. SÉMANTIQUES DÉNOTATIONNELLES 41

– les fonctions probabilistes : l’état d’un système quantique contrôlé classi-
quement peut être caractérisé par une distribution de probabilité sur des
couples formés de l’état de l’environnement classique d’une part, et de l’état
pur du système quantique d’autre part. Dans ce cadre, une évolution est une
fonction agissant sur des distributions de probabilité.

– les super-opérateurs : l’état d’un système quantique contrôlé classiquement
peut également être caractérisé par un n-uplet de matrices de densité, une
évolution est alors une transformation linéaire sur ce domaine.

– Enfin les transformations admissibles contrôlées classiquement sont aussi une
bonne caractérisation d’une évolution quantique contrôlée classiquement.

Plutôt que de choisir l’un de ces domaines sémantiques, trois sémantiques dif-
férentes sont introduites pour le q-calcul. Ces sémantiques sont ensuite comparées.
Assez peu de sémantiques dénotationnelles ont été proposées pour le calcul quan-
tique, à noter cependant le travail d’Abramsky [Abr04a] et ceux de Selinger [Sel04b]
et Kashefi [Kas03].

Etant donné que des définitions récursives de processus sont autorisées, les do-
maines sémantiques utilisés devront nécessairement être complets (c.f. par exemple
[AJ94]) :

Définition 5.2 Etant donné un ordre partiel (D,⊑), un ensemble dirigé X de D
est un sous-ensemble non vide de D tel que ∀x, y ∈ X, ∃z ∈ X, x, y ⊑ z.

Définition 5.3 Un ordre partiel complet (CPO) est un ordre partiel avec un plus
petit élément (noté ⊥), et dont tout sous-ensemble dirigé X a une plus petite borne
supérieure (noté ⊔X).

Définition 5.4 Si D,E sont deux CPO, une fonction f : D → E est continue
si et seulement si :

– f est monotone : x ⊑ y =⇒ f(x) ⊑ f(y),
– pour tout ensemble dirigé X ⊆ D, f(⊔X) = ⊔f(X).

Théorème 5.1 (Point fixe) Soient D un CPO et f : D → D une fonction
continue. Alors f a un plus petit point fixe, i.e. l’ensemble des d ∈ D tels que
f(d) = d est non vide et admet un minimum.

5.3.1 Sémantique pure

La sémantique pure du q-calcul associe à chaque terme une fonction agissant
sur des distributions de probabilités sur des états purs. La définition de cette
sémantique dénotationnelle des termes du q-calcul suit l’approche traditionnelle
pour ce type de sémantique. Puisque l’évolution d’un système quantique est en
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42 CHAPITRE 5. Q-CALCUL

général probabiliste, il est naturel d’introduire une sémantique dénotationnelle
fondée s ur les domaines probabilistes des évaluations [JP89].

V (X) est l’ensemble des évaluations discrètes ν sur l’ensemble X. De plus,
V ≤1(X) est l’ensemble des évaluations vérifiant ν(X) ≤ 1, de tels ν sont aussi
appelés distributions de probabilité (cf chapitre 2).

Propriété 5.1 [JP89] (V ≤1(X),⊑) est un CPO ayant comme plus petit élément
la fonction nulle.

La sémantique dénotationnelle pure [[.]] du q-calcul peut maintenant être définie,
associant à chaque q-terme P une fonction [[P]] : SI → V ≤1(SF ), avec SE =
{(e, |ϕ〉) | e ∈ E ∧ |ϕ〉 ∈ H1

e} (cf chapitre 4).

Définition 5.5 (Sémantique dénotationnelle pure) Etant donné un q-terme
P = (K, I, F,R) :

– Pour toute action a de H dans H′, [[a]] : H → V ≤1(H′) est :

[[M ]] = λ |ϕ〉 . 〈ϕ|M †M |ϕ〉 η M|ϕ〉√
〈ϕ|M†M|ϕ〉

[[M, a]] = λ |ϕ〉 . ([[M ]](|ϕ〉) + [[a]](|ϕ〉))
On remarque que [[M ]] est définie même pour |ϕ〉 tel que 〈ϕ|M †M |ϕ〉 = 0
par [[M ]](|ϕ〉) = 0.

– ∀q ∈ F, [[q]] : H1

q → V ≤1(SF ) est :

[[q]] = λ |ϕ〉 .η(q,|ϕ〉)

On remarque que pour tout q ∈ F , [[q]] est une fonction continue.
– ∀q ∈ K \F , soit Eq = [H1

q → V ≤1(SF )] l’ensemble des fonctions continues de
H1

q dans V ≤1(SF ). Soit E le produit cartésien de tous les Eq pour q ∈ K \F .
Les éléments de E sont des |K \ F |-uplets 〈gq〉q∈K\F de fonctions continues
telles que gq ∈ Eq. Pour tout q ∈ K \ F , si q =

∑

i[ai].qi est une définition
de R, alors χq : E → Eq est définie par :

χq = λ〈gp〉p∈K\F .





∑

i|qi∈K\F
g⋄qi
◦ [[ai]] +

∑

i|qi∈F
[[qi]]

⋄ ◦ [[ai]]





où f ⋄ est l’extension de Kleisli de f (voir définition 1.5 du chapitre 1).
Soit Ψ : E → E la fonction :

Ψ = λX. 〈χq(X)〉
q∈K\F
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5.3. SÉMANTIQUES DÉNOTATIONNELLES 43

Puisque la structure de CPO est transmise pour tout q ∈ K \F à l’ensemble
des fonctions continues Eq, et qu’elle est également conservée par le produit
cartésien, (E ,⊑) est un CPO où 〈fq〉q∈K\F ⊑ 〈gq〉q∈K\F si pour tout q ∈
K \ F , et pour tout |ϕ〉 ∈ H1

q, fq(|ϕ〉) ⊑ gq(|ϕ〉).
De plus, Ψ est continue, donc selon le théorème du point fixe, pour tout
q ∈ K \ F , soit [[q]] : Eq telle que :

〈[[q]]〉q∈K\F = Fix (Ψ)

Soit (Xn)n∈N une suite croissante telle que X0 = ⊥ et Xn+1 = Ψ(Xn), alors

〈[[q]]〉q∈K\F = limn→∞Xn

– [[P]] : SI → V ≤1(SF ) est

[[P]] = λ (q, |ϕ〉) .[[q]](|ϕ〉)

5.3.2 Sémantique observable

La sémantique pure introduite dans la section précédente ne prend pas en
compte des propriétés quantiques comme l’indistingabilité de certaines distribu-
tions de probabilité. Par exemple, la distribution 1/2 sur l’état |0〉 et 1/2 sur l’état
|1〉 est indistingable de la distribution 1/2 sur l’état |+〉 = (|0〉 + |1〉)/

√
2 et 1/2

sur l’état |−〉 = (|0〉 − |1〉)/
√

2. On remarque que les sémantiques proposées par
Kashefi [Kas03] et Selinger [Sel04b] tiennent compte de ce phénomène. A la lu-
mière du travail de Selinger, nous introduisons une sémantique dénotationnelle
observable fondée sur le domaine des matrices de densité.

Nous rappelons que l’ensemble des matrices de densité sur H est noté D(H),
et que Se1,...,en

= D(He1)× . . .×D(Hen
) est un ensemble de n-uplets de matrices

de densité. Pour tout ρ1, ρ2 ∈ D(H), ρ1 ⊑ ρ2 si et seulement si ρ2 − ρ1 est une
matrice positive.

Théorème 5.2 [Sel04b] (D(H),⊑) est un CPO.

On en déduit que, tant que E est fini, (S♮E ,⊑) est un CPO, où ⊑ est défini
point à point.

Dans la définition 5.6, une sémantique observable [[.]]♮ des q-termes est donnée :

Définition 5.6 (Sémantique observable) Pour tout q-terme P = (K, I, F,R) :
– Pour toute action a de H dans H′, [[a]]♮ : D(H)→ D(H′) est :

[[M ]]♮ = λρ.MρM †

[[M, a]]♮ = λρ.([[M ]]♮(ρ) + [[a]]♮(ρ))
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44 CHAPITRE 5. Q-CALCUL

– ∀q ∈ F , [[q]]♮ : D(Hq)→ S♮F ,

[[q]]♮ = λρ.λp.δq,pρ

où δ est l’opérateur de Kronecker.
– ∀q ∈ K \ F , soit E ♮q = [D(Hq) → S♮F ] l’ensemble des fonctions continues de
D(Hq) dans S♮F . Soit E ♮ le produit cartésien de tous les E ♮q pour q ∈ K \ F .
Les éléments de E ♮ sont des |K \ F |-uplets 〈gq〉q∈K\F de fonctions continues
telles que gq ∈ E ♮q. Pour tout q ∈ K \ F , si q =

∑

i[ai].qi est dans R, alors
χ♮q : E ♮ → E ♮q est définie par :

χ♮q = λ〈gp〉p∈K\F .





∑

i|qi∈K\F
gqi
◦ [[ai]]

♮ +
∑

i|qi∈F
[[qi]]

♮ ◦ [[ai]]
♮





Soit Ψ♮ : E ♮ → E ♮ la fonction :

Ψ♮ = λX.
〈

χ♮q(X)
〉

q∈K\F

Puisque la structure de CPO est transmise pour tout q ∈ K \F à l’ensemble
des fonctions continues E ♮q, et qu’elle est également conservée par le produit
cartésien, (E ♮,⊑) est un CPO où 〈fq〉q∈K\F ⊑ 〈gq〉q∈K\F si pour tout q ∈
K \ F , et pour tout ρ ∈ D(Hq), fq(ρ) ⊑ gq(ρ).
De plus, Ψ♮ est continue, donc selon le théorème du point fixe, pour tout
q ∈ K \ F , soit [[q]]♮ : E ♮q telle que :

〈

[[q]]♮
〉

q∈K\F = Fix
(

Ψ♮
)

Soit (Xn)n∈N une suite croissante telle que X0 = ⊥ et Xn+1 = Ψ♮(Xn), alors

〈

[[q]]♮
〉

q∈K\F = limn→∞Xn

– [[P]]♮ : S♮I → S♮F est

[[P]]♮ = λs.
∑

q∈I
[[q]]♮(s(q))

Tout comme dans la définition 5.5, on peut vérifier que les combinateurs utilisés
sont continus, et que, par conséquent, le plus petit point fixe utilisé pour définir
[[.]]♮ existe.

La relation entre les sémantiques pure [[.]] et observable [[.]]♮ est établie au moyen
d’une fonction d’abstraction :

te
l-0

02
75

32
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 A

pr
 2

00
8



5.3. SÉMANTIQUES DÉNOTATIONNELLES 45

Définition 5.7 Etant donné un q-terme P = (K, I, F,R), et pour tout E ⊆ K,
soit αE : V ≤1(SE)→ S♮E une fonction d’abstraction telle que :

αE = λν.λq.
∑

|ϕ〉∈Hq

ν((q, |ϕ〉)) |ϕ〉〈ϕ|

Lemme 5.1 [[.]]♮ est une α-abstraction exacte de [[.]]⋄, i.e. pour tout q-terme P =
(K, I, F,R),

[[P]]♮ ◦ αI = αF ◦ [[P]]⋄

S♮I
[[.]]♮ - S♮F

V ≤1(SI)

αI

6

[[.]]⋄ - V ≤1(SF )

αF

6

La preuve est fondée sur la continuité de αE pour tout E ⊆ K.

5.3.3 Sémantique admissible

Dans le chapitre 4, un nouveau formalisme a été introduit, il s’agit des transfor-
mations admissibles contrôlées classiquement. Elles permettent de représenter les
évolutions quantiques contrôlées classiquement. Une sémantique admissible [[.]]♭,
associant directement à chaque q-terme une transformation admissible contrôlée
classiquement est introduite.

Le domaine sémantique considéré ici est donc celui des transformations admis-
sibles contrôlées classiquement. Nous démontrons tout d’abord que les transfor-
mations admissibles forment un CPO :

Théorème 5.3 (T≤1(H,K),⊑) est un CPO, où (Mi)i∈A ⊑ (Nj)j∈B si et seule-
ment s’il existe une fonction injective h : A → B telle que h(A) ⊆ B et ∀i ∈
A,Mi = Nh(i).

Preuve : Soit F0 ⊑ F1 . . . une suite croissante telle que chaque Fi ∈ T≤1(H,K).
On suppose que chaque Fi = (Mj)j∈Ii avec Ii un intervalle de N et que ∀i, Ii ⊆
Ii+1 ∧ 0 ∈ Ii. La suite croissante I0 ⊆ I1 . . . admet un plus petit majorant J ⊆ N,
ainsi le plus petit majorant des Fi est F = (Mj)j∈J . De plus

∑

j∈JM
†
iMj =

limn→∞
∑

j∈In M
†
jMj ≤ Id, donc F ∈ T≤1(H,K). �
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46 CHAPITRE 5. Q-CALCUL

Théorème 5.4 (T≤1
D,E,⊑) est un CPO, où (fi,Mi)i∈A ⊑ (gj, Nj)j∈B si et seule-

ment s’il existe une fonction injective h : A → B telle que h(A) ⊆ B et ∀i ∈
A,Mi = Nh(i) ∧ fi = gh(i).

Preuve : La preuve est similaire à celle du théorème 5.3. Soit F0 ⊑ F1 . . . une suite
croissante telle que chaque Fi ∈ T≤1

D,E . On suppose que chaque Fi = (fj,Mj)j∈Ii
avec Ii un intervalle de N et que ∀i, Ii ⊆ Ii+1∧0 ∈ Ii. La suite croissante I0 ⊆ I1 . . .
admet un plus petit majorant J ⊆ N, ainsi le plus petit majorant des Fi est F =
(fj,Mj)j∈J . De plus

∑

j∈JM
†
iMj = limn→∞

∑

j∈In M
†
jMj ≤ Id, donc F ∈ T≤1

D,E. �

Définition 5.8 (Sémantique admissible) Pour tout q-terme P = (K, I, F,R) :
– Pour toute action a, [[a]]♭ ∈ (K \ F )×K → T≤1

K\F,K est2 :

[[M ]]♭ = λ (p, q) . ((p, q) ,M)

[[M, a]]♭ = λ (p, q) .([[M ]]♭p,q ∪ [[a]]♭p,q)

– ∀q ∈ F , [[q]]♭ ∈ E ♭q, où E ♭q = T≤1
{q},F

[[q]]♭ =
(

(q, q) , IdHq

)

– Soit E ♭ le produit cartésien de tous les E ♭q pour q ∈ K \ F .
Pour tout q ∈ K \F , si q =

∑

i[ai].qi est une définition de R, soit χ♭q : E ♭ →
E ♭q :

χ♭q = λ〈gp〉p∈K\F .





⋃

i|qi∈K\F
gqi
◦ [[ai]]

♭
q,qi
∪

⋃

i|qi∈F
[[ai]]

♭
q,qi





Soit Ψ♭ : E ♭ → E ♭ la fonction :

Ψ♭ = λX.
〈

χ♭q(X)
〉

q∈K\F

puisque la structure de CPO est conservée par le produit cartésien, (E ♭,⊑)
est un CPO où 〈Tq〉q∈K\F ⊑ 〈T ′q〉q∈K\F si et seulement si pour tout q ∈ K \F ,
Tq ⊑ T ′q.
De plus, Ψ♭ est continue, donc, d’après le théorème du point fixe, pour tout
q ∈ K \ F , soit [[q]]♭ : E ♭q telle que :

〈

[[q]]♭
〉

q∈K\F = Fix
(

Ψ♭
)

Soit (Xn)n∈N une suite croissante telle que X0 = ⊥ et Xn+1 = Ψ♭(Xn), alors
〈

[[q]]♭
〉

q∈K\F = limn→∞Xn

2[[a]]♭(q, p) est noté [[a]]♭q,p.
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5.3. SÉMANTIQUES DÉNOTATIONNELLES 47

– [[P]]♭ : T≤1
I,F :

[[P]]♭ =
⋃

q∈I
[[q]]♭

Exemple 5.3 Le terme PU est défini dans l’exemple 5.1 par PU = ({i, f}, {i}, {f}, R),
avec Hi = K, Hf = L et R :

i = U.f

où U une transformation unitaire de K dans L.
On a χ♭i = λgi.[[U ]]♭i,f, donc [[i]]♭ = [[U ]]♭i,f = ((i, f), U). Ainsi,

[[PU ]]♭ = ((i, f), U)

Exemple 5.4 Le terme P = ({i, q, f}, {i}, {f}, R), avec Hi = Hq = Hf = H{0,1} et
R :

i = [|0〉〈0|].f + [|1〉〈1|].q
q = [|+〉〈+| , |−〉〈−|].i

On a

[[P]]♭ = [[|0〉〈0|]]♭i,f ◦
⋃

n∈N

(

[[|+〉〈+| , |−〉〈−|]]♭q,i ◦ [[|1〉〈1|]]♭i,q
)n

= ((i, f), |0〉〈0|) ∪⋃

n∈N∗

⋃2n−1

k=1 (((i, f), 2−n. |0〉〈1|) , ((i, f), 2−n. |0〉〈1|))

La relation entre la sémantique pure et la sémantique admissible est une relation
d’interprétation, la fonction d’interprétation étant Xc :

Propriété 5.2 (Interprétation exacte) Etant donné un q-terme P = (K, I, F,R),

Xc([[P]]♭) = [[P]]

où Xc est la fonction d’interprétation définie dans le chapitre 4 :

Xc : TI,F → (SI → V (SF ))

(ti,Mi)i∈A 7→ λ (d, |ϕ〉) .∑
i∈A|t(1)i =d

〈ϕ|M †iMi |ϕ〉 .η 
t
(2)
i ,

Mi|ϕ〉√
〈ϕ|M

†
i

Mi|ϕ〉

!

La preuve est fondée sur la continuité de Xc.

Exemple 5.5 Soit P0 = ({i, f}, {i}, {f}, R), avec Hi = Hf = H{0,1} et R :

i = [|0〉〈0|].f + [|0〉〈1|].f
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48 CHAPITRE 5. Q-CALCUL

On peut vérifier que [[P0]]
♭ = (((i, f), |0〉〈0|) , ((i, f), |0〉〈1|)). De plus,

[[P0]] = Xc([[P ′]]♭)
= λ (d, |ϕ〉) .(〈ϕ| |0〉〈0| |0〉〈0| |ϕ〉 .η(f,|0〉) + 〈ϕ| |1〉〈0| |0〉〈1| |ϕ〉 .η(f,|0〉))
= λ (d, |ϕ〉) .(〈ϕ| (|0〉〈0|+ |1〉〈1|) |ϕ〉 .η(f,|0〉))
= λ (d, |ϕ〉) .η(f,|0〉)

Ainsi P0 est un terme permettant d’initialiser un qubit dans l’état |0〉.

Il existe également une relation d’interprétation entre la sémantique admissible
et la sémantique observable :

Propriété 5.3 (Interprétation exacte) Etant donné un q-terme P = (K, I, F,R),

X ♮
c ([[P]]♭) = [[P]]♮

où X ♮
c est la fonction d’interprétation définie dans le chapitre 4 :

X ♮
c : TI,K → L(S♮I ,S♮F )

(ti,Mi)i∈A 7→ λf.λe.
∑

i∈A|t(2)i =e
Mif(t

(1)
i )M †i

Nous avons mis en évidence dans cette section qu’il n’existe non pas un, mais au
moins trois domaines quantiques permettant de décrire l’évolution d’un programme
quantique. Ces domaines quantiques ne sont pas équivalents, il est donc intéressant
de définir trois sémantiques complémentaires pour les q-termes. La complémenta-
rité de ces domaines est illustrée par les relations d’abstraction et d’interprétation
qui existent entre les différentes sémantiques introduites. La domaine le plus natu-
rel pour définir une sémantique est sans doute celui des distributions de probabilité.
L’indistingabilité de certaines distributions de probabilité justifie l’utilisation d’un
domaine plus abstrait : le domaine des matrice de densité. L’abstraction qui existe
entre les sémantiques pure et observable est une abstraction exacte, ce qui signifie
que bien que plus abstraite, la sémantique observable n’est pas une approximation
de la sémantique pure.

A l’opposé de la sémantique observable, une sémantique moins abstraite que
la sémantique pure peut également être utilisée, il s’agit de la sémantique admis-
sible. Elle s’inspire de la représentation originale utilisée dans le troisième postulat
de la mécanique quantique à l’aide de transformations admissibles, i.e. des fa-
milles d’opérateurs linéaires. Alors que la sémantique pure est fondée sur l’aspect
probabiliste des évolutions quantiques, la sémantique admissible met en évidence
son aspect non déterministe. L’avantage de cette sémantique est la possibilité de
représenter facilement l’évolution quantique à l’aide d’une famille d’opérateurs.
En revanche, plusieurs familles différentes peuvent représenter la même évolution
quantique (en effet la fonction d’interprétation Xc n’est pas injective).
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5.3. SÉMANTIQUES DÉNOTATIONNELLES 49

5.3.4 Equivalences

L’existence d’une sémantique permet de définir une relation d’équivalence sur
les termes du langage. Nous avons établi dans la section précédente non pas une
sémantique mais trois : les sémantiques pure, observable et admissible. Ainsi trois
relations d’équivalence sont introduites. Les relations d’interprétation et d’abs-
traction mise en évidence entre les sémantiques impliquent une hiérarchie dans les
relations d’équivalences.

Définition 5.9 Etant donnés deux q-termes P et P ′,
– Equivalence admissible :

P ≡adm P ′ ⇐⇒ [[P]]♭ = [[P ′]]♭

– Equivalence (pure) :
P ≡ P ′ ⇐⇒ [[P]] = [[P ′]]

– Equivalence observable :

P ≡obs P ′ ⇐⇒ [[P]]♮ = [[P ′]]♮

Ces trois équivalences forment une hiérarchie sémantique :

Propriété 5.4 (Hiérarchie sémantique) Etant donnés deux q-termes P et P ′,
P ≡adm P ′ =⇒ P ≡ P ′
P ≡ P ′ =⇒ P ≡obs P ′

Preuve :
– Si P ≡adm P ′ alors [[P]]♭ = [[P ′]]♭, donc χc([[P]]♭) = χc([[P ′]]♭) d’où [[P]] = [[P ′]].
– si P ≡ P ′ alors [[P]]⋄ = [[P ′]]⋄, donc αF ◦ [[P]]⋄ = αF ◦ [[P ′]]⋄, d’où [[P]]♮ ◦
αI = [[P ′]]♮ ◦ αI . Or αI est une fonction surjective de V ≤1(SI) → S♮I donc
[[P]]♮ = [[P ′]]♮.

�

Exemple 5.6 Soit P1 = ({i, f}, {i}, {f}, R), avec Hi = Hf = H{0,1} et R :

i = [|0〉〈0| , |0〉〈1|].f
On vérifie facilement que [[P1]]

♭ = [[P0]]
♭ (cf exemple 5.5), on en déduit que P0 ≡adm

P1, donc P0 ≡ P1, et enfin P0 ≡obs P1.

Exemple 5.7 Les termes P et P0 définis dans les exemples 5.4 et 5.5, ont des
sémantiques admissibles différentes, donc P 6≡adm P0.

En revanche, [[P]] = Xc([[P]]♭) = λ (d, |ϕ〉) .η(f,|0〉), donc P ≡ P0 et P ≡obs P0.
Ainsi P permet également d’initialiser un qubit dans l’état |0〉. On remarque que
dans P, contrairement à P0 ou P1, seules des mesures projectives sont utilisées.
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50 CHAPITRE 5. Q-CALCUL

Exemple 5.8 Soient P2 et P3 deux q-termes tels que :
– P2 = ({i, f}, {i}, {f}, R), avec Hi = Hf = H{0,1} et R :

i = [|0〉〈0| , |1〉〈1|].f
– P2 = ({i, f}, {i}, {f}, R), avec Hi = Hf = H{0,1} et R :

i = [|+〉〈+| , |−〉〈−|].f
On peut vérifier que P2 6≡ P3, donc P2 6≡adm P3. En revanche P2 ≡obs P3.

5.4 Vers un q-calcul

Dans cette section, nous introduisons des règles de transformations sur les q-
termes. Ces règles permettent de simplifier les termes sans changer leur sémantique.

En plus de l’associativité des opérateurs “ + ” et “, ”, trois règles naturelles de
transformations des q-termes sont introduites. En ce qui concerne les définitions
des processus, une règle de substitution permet de remplacer un processus par sa
définition. En ce qui concerne les actions, une règle de factorisation et une seconde
de regroupement sont introduites.

Les règles de substitution et de factorisation préservent les sémantiques ad-
missible, pure et observable. En revanche, le regroupement préserve toujours la
sémantique observable mais jamais la sémantique admissible. La préservation de
la sémantique pure par cette règle de regroupement est caractérisée.

Ces trois règles forment une première version d’un q-calcul permettant de
transformer un q-terme pour obtenir une hypothétique forme normale. Malheu-
reusement, les trois règles forment un système de réécriture terminant mais non
confluent. Différentes approches, qui pourraient permettre d’obtenir un q-calcul
confluent, sont évoquées.

Définition 5.10 (Règles de réécriture)
– Factorisation : Tout d’abord au niveau de la définition d’un processus,

l’expression [a1].q + [a2].q peut être factorisée en [a1, a2].q :

[a1].q + [a2].q →f [a1, a2].q

– Substitution : Au niveau de l’ensemble des définitions de processus, si un
processus q0 n’est pas un processus initial et est défini de façon non récursive,
i.e. q0 =

∑

i>0[ai].qi avec ∀i > 0, q0 6= qi, alors q0 peut être remplacé par sa
définition dans toutes les autres définitions de processus :

R ∪ {q0 =
∑

i>0

[ai].qi} →s R[q0 ←
∑

i>0

[ai].qi]
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5.4. VERS UN Q-CALCUL 51

où R[q0 ←
∑

i>0[ai].qi] signifie que toutes les occurrences de q0 dans R
sont remplacées par l’expression

∑

i>0[ai].qi avec en plus les conventions sui-
vantes :
– l’opérateur . est distributif par rapport à l’opérateur +, ainsi [a].(

∑

i[ai].qi)
est réécrit en

∑

i[a].[ai].qi ;
– les expressions de la forme [M0, · · · ,Mm].[N0, · · · , Nn] sont réécrites en

[N0M0, · · · , NnM0, · · · , N0Mm, · · · , NnMm], où les Mi et Nj sont des opé-
rateurs linéaires.

– Regroupement : Au niveau des opérateurs linéaires, deux opérateurs coli-
néaires M et αM peuvent être remplacés par l’opérateur

√

1 + |α|2M :

M,αM
α−→r

√

1 + |α|2M

Si l’application d’une règle →x avec x ∈ {s, r, f} transforme un q-terme P en
P ′, on écrit alors P →x P ′.

Exemple 5.9
– P0 →f P1, où P0 et P1 sont les q-termes définis dans les exemples 5.5 et

5.6 ;
– Soit P4 = ({i, f}, {i}, {f}, R), avec Hi = Hf = H{0,1} et R :

i = [|0〉〈0| , 1√
2
|0〉〈1| , 1√

2
|0〉〈1|].f

La règle de regroupement
α−→r peut être appliquée :

P4
1−→r P1

– Soit P5 = ({i, q, f}, {i}, {f}, R), avec Hi = Hf = H{0,1}, Hq = C et R :

i = [|0〉〈0|].f + [|〉〈1|].q
q = [|0〉〈|].f

La règle de substitution puis de factorisation peuvent être appliquées, trans-
formant P5 en P1 :

P5 →s P ′ →f P1

Le théorème suivant montre que l’application de la règle de factorisation pré-
serve la sémantique admissible, et par conséquent les sémantiques pure et obser-
vable également.

Théorème 5.5 Si P1 →f P2 alors P1 ≡adm P2.
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52 CHAPITRE 5. Q-CALCUL

Preuve : Soient P et P ′ tels que P →f P ′, on suppose que la définition q0 =
A+ [a].p +B + [a′].p + C de P est réécrite en q0 = A+ [a, a′].p +B +C dans P ′.

En utilisant les notations de la définition 5.8, on remarque que ∀q, q′, [[a, a′]]♭q,q′ =

[[a]]♭q,q′ ∪ [[a′]]♭q,q′. La propriété 4.1 sur la linéarité des transformations admissibles

contrôlées classiquement, permet de conclure que χ
♭(1)
q0 = χ

♭(2)
q0 , donc [[P1]]

♭ = [[P2]]
♭.
�

La sémantique admissible est également préservée par la règle de substitution :

Théorème 5.6 Si P1 →s P2 alors P1 ≡adm P2.

Preuve : Soit E un ensemble fini, si X est un |E|-uplet indexé par E, alors pour
tout A ⊆ E, X [A] représente le sous |A|-uplet de X.

En utilisant les notations de la définition 5.8, on remarque que pour tout X ∈
E ♭(1) et tout q ∈ K,

χ♭(2)q (X [K]) = χ♭(1)q (X [K], χ♭(1)q0
(X))

Soient (Yn)n∈N et (Zn)n∈N deux suites croissantes telles que Y0 = Z0 = ⊥,

Yn+1 = Ψ♭(1)(Yn) et Zn+1 = Ψ♭(2)(Zn). Pour tout n ∈ N, Y
[K]
n ⊑ Zn ⊑ Y

[K]
2n+1. En

effet, Y
[K]
0 ⊑ Z0 ⊑ Y

[K]
1 . De plus, la continuité de Ψ♭(1) implique que pour tout

X ∈ E ♭(1), X [q0] ⊑ χ
♭(1)
q0 (X). Donc, pour n fixé quelconque, supposons que Y

[K]
n ⊑

Zn, on a alors ∀q ∈ K,χ♭(1)q (Yn) ⊑ χ
♭(1)
q (Y

[K]
n , χ

♭(1)
q (Yn)) = χ

♭(2)
q (Y

[K]
n ) ⊑ χ

♭(2)
q (Zn),

donc Y
[K]
n+1 ⊑ Zn+1.

On remarque également que pour tout X, (X [K], χ
♭(1)
q0 (X)) ⊑ Ψ♭(1)(X), donc

pour tout q ∈ K, χ
♭(2)
q (X [K]) ⊑ χ

♭(1)
q (Ψ♭(1)(X)), d’où Ψ♭(2)(X [K]) ⊑ (Ψ♭(1) ◦

Ψ♭(1)(X))[K]. Ainsi, pour tout n fixé quelconque, supposons Zn ⊑ Y
[K]
2n+1, on a

alors Zn+1 = Ψ♭(2)(Zn) ⊑ Ψ♭(2)(Y
[K]
2n+1) ⊑ (Ψ♭(1) ◦Ψ♭(1)(Y2n+1))

[K] = Y
[K]
2(n+1)+2.

Les suites (Y
[K]
n )n∈N et (Zn)n∈N ont donc les mêmes limites. De plus q0 /∈ I, on

en conclut que [[P1]]
♭ = [[P2]]

♭. �

Théorème 5.7
-(a) Si P1

α−→r P2 et α ∈ C alors P1 ≡obs P2.
-(b) Si P1

α−→r P2 et α ∈ R+ alors P1 ≡ P2.

Preuve :
– (a) :

[[M, a, αM ]]♮ = λρ.([[M ]]♮(ρ) + [[a]]♮(ρ) + [[αM ]]♮(ρ))
= λρ.(MρM † + [[a]]♮(ρ) + |α|2MρM †))

= [[
√

1 + |α|2M, a]]♮

Donc [[P1]]
♮ = [[P2]]

♮.
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5.4. VERS UN Q-CALCUL 53

– (b) :

[[M, a, αM ]] = λ |ϕ〉 .([[M ]](|ϕ〉) + [[a]](|ϕ〉) + [[αM ]](|ϕ〉))
= λ |ϕ〉 .(〈ϕ|M †M |ϕ〉 η M|ϕ〉√

〈ϕ|M†M|ϕ〉

+ [[a]](|ϕ〉)

+α2 〈ϕ|M †M |ϕ〉 η αM|ϕ〉

α

√
〈ϕ|M†M|ϕ〉

)

= λ |ϕ〉 .((1 + α2) 〈ϕ|M †M |ϕ〉 η M|ϕ〉√
〈ϕ|M†M|ϕ〉

+ [[a]](|ϕ〉))

= [[
√

1 + α2M, a]]

Donc [[P1]] = [[P2]].
�

Le théorème 5.7 montre que la règle de regroupement
α−→r préverse la séman-

tique observable. De même, si α est un réel positif, la sémantique pure est préservée.
En revanche, on remarque que pour tout α la sémantique admissible n’est pas pré-
servée, de plus si α n’est pas un réel positif, alors la sémantique pure n’est pas
préservée non plus.

5.4.1 Terminaison et non-confluence

Trois systèmes de réécriture sont introduits R = {→f ,→s}, RR+ = {→f ,→s

,
α−→r |α ∈ R+} et RC = {→f ,→s,

α−→r |α ∈ C}. Ainsi R préserve la sémantique
admissible, RR+ la sémantique pure et RC la sémantique observable. Dans cette
section, la terminaison et la non confluence de ces systèmes de réécriture sont
établies.

Lemme 5.2 (Terminaison) RC est noetherien.

Preuve : Soit w une fonction de pondération associant à chaque q-terme P =
(K, I, F,R) un poids w(P) ∈ N3 : w(P) = (w1, w2, w3) où w1 est la taille de K,
w2 est le nombre de ” + ” apparaissant dans R et w3 est le nombre d’opérateurs
linéaires apparaissant dans R.

Pour tout q-termes P, P ′, si P →x P ′ avec x ∈ {s, f, r} alors w(P ′) ≺ w(P),
où ≺ est l’ordre lexicographique. En effet,

– si P α−→r P ′ alors le nombre de processus et le nombre de + de P et P ′ sont
identiques. En revanche, le nombre d’opérateurs linéaires est inférieur dans
P ′, donc w(P ′) ≺ w(P) ;

– si P →f P ′ alors le nombre de processus de P et P ′ sont identiques. En
revanche, le nombre de ” + ” est inférieur dans P ′, donc w(P ′) ≺ w(P) ;

– si P →s P ′ alors le nombre de processus est inférieur dans P ′, donc w(P ′) ≺
w(P).
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54 CHAPITRE 5. Q-CALCUL

On en déduit que RC est noetherien. �

Corollaire 5.1 RR+ et R sont noetheriens.

Lemme 5.3 (Non confluence) Aucun des systèmes R, RR+ et RC n’est confluent.

Preuve : Considérons, par exemple, le q-terme P6 = ({i, q, p, f}, {i}, {f}, R) avec
Hi = Hf = C, Hq = Hp = H{0,1} et R :

i = [|0〉〈|].q
q = [|0〉〈0| , |1〉〈1|].p
p = [ 1√

2
(|0〉〈0|+ |0〉〈1|)].q + [ 1√

2
(|〉〈0| − |〉〈1|)].f

La règle de substitution peut être appliquée à la définition de p ou de q, ainsi
on obtient les termes P7 et P8 :

– P7 = ({i, p, f}, {i}, {f}, R) avec Hi = Hf = C, Hp = H{0,1} et R :

i = [|0〉〈| , 0].p
p = [ 1√

2
(|0〉〈0|+ |0〉〈1|), 0].p + [ 1√

2
(|〉〈0| − |〉〈1|)].f

La règle de regroupement peut être appliquée deux fois sur le terme P7 afin

de supprimer les actions 0 : P7
0−→r

0−→r P ′7
P ′7 = ({i, p, f}, {i}, {f}, R) avec Hi = Hf = C, Hp = H{0,1} et R :

i = [|0〉〈|].p
p = [ 1√

2
(|0〉〈0|+ |0〉〈1|)].p + [ 1√

2
(|〉〈0| − |〉〈1|)].f

– P8 = ({i, q, f}, {i}, {f}, R) avec Hi = Hf = C, Hq = H{0,1} et R :

i = [|0〉〈|].q
q = [ 1√

2
|0〉〈0| , 1√

2
|0〉〈1|].q + [ 1√

2
|〉〈0| , 1√

2
|〉〈1|].f

Les termes P7 et P8 sont irréductibles dans R, et pourtant ils sont différents,
donc R n’est pas confluent. De même, les termes P ′7 et P8 sont irréductibles dans
RR+ et dans RC, donc RR+ et RC ne sont pas confluents. �

5.4.2 Perspectives

Les règles de réécriture introduites dans cette section préservent les sémantiques
du q-calcul, terminent, mais ne confluent pas. Une raison importante de la non-
confluence est la présence de définitions récursives de processus ; en effet, aucune
règle ne permet de dérouler les boucles.

Une perspective est donc de proposer des règles permettant de dérouler les
boucles, soit en calculant localement le point fixe du processus défini récursivement,
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5.5. UN RÔLE UNIFICATEUR 55

soit dans une perspective plus opérationnelle, en autorisant une approximation au
niveau des déroulement des boucles. Dans le cadre de l’approximation, une telle
règle ne préserve pas les sémantiques du q-terme. Une perspective est donc aussi
de mettre en place un (ou plusieurs) domaine abstrait dans lequel les points fixes
peuvent être obtenus en un nombre fini d’étapes permettant un déroulement des
définitions récursives.

5.5 Un rôle unificateur

Dans cette section, le rôle unificateur du q-calcul est mis en évidence. En effet,
le q-calcul est un modèle permettant de décrire une évolution quantique contrôlée
classiquement. En établissant des restrictions au pouvoir expressif du q-calcul (par
exemple en n’autorisant que certaines transformations admissibles, ou en interdi-
sant les définitions récursives de processus . . . ), on obtient dans certains cas un
modèle équivalent à un modèle déjà existant.

Ainsi un fragment du q-calcul où les seules actions possibles sont des transfor-
mations unitaires et où les définitions de processus sont de la forme q = [a].p (sans
opérateur +) avec p 6= q, permet de décrire le fragment réversible du calcul quan-
tique, tout comme les circuits quantiques ou les machines de Turing quantiques.

Un modèle équivalent au m-calcul est obtenu en utilisant un fragment du q-
calcul où les seules actions possibles sont les mesures sur 1-qubit, la transformation
unitaire ΛZ et les opérateurs de Pauli, et où les définitions de processus ne doivent
pas être récursives.

Le modèle des circuits quantiques généralisés [Aha99] est un modèle où les
super-opérateurs sont autorisés, ainsi ce modèle est équivalent au fragment du q-
calcul où le contrôle classique est équivalent à celui des circuits quantiques, i.e
toutes les définitions de processus sont de la forme q = [a].p avec p 6= q. En
revanche toutes les transformations admissibles sont autorisées.

Enfin, le fragment du q-calcul où seules les mesures projectives (i.e. transfor-
mations admissibles où les opérateurs linéaires sont des projecteurs) s’avère être
un modèle formel pour le modèle introduit par Nielsen [Nie03], où seules les me-
sures projectives sont autorisées, mais où un contrôle récursif est nécessaire. Dans
le chapitre 8, ce fragment du q-calcul est utilisé pour démontrer des propriétés de
simulations et d’universalité du modèle introduit par Nielsen. Le q-calcul et les ma-
chine de Turing quantiques contrôlées classiquement (introduites dans le chapitre
6) sont les seuls modèles formels permettant de représenter le calcul quantique par
mesures projectives.
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56 CHAPITRE 5. Q-CALCUL

5.6 Conclusion

Nous avons introduit le q-calcul, un modèle formel du calcul quantique contrôlé
classiquement. Chaque q-terme possède trois sémantiques différentes. Des relations
d’interprétation exacte et d’abstraction exacte ont été mises en évidence entre ces
sémantiques admissible, pure et observable.

Des règles de transformations sur les q-termes ont été introduites, elles forment
le q-calcul. Les règles de factorisation et de substitution préservent les trois sé-
mantiques des q-termes, en revanche la règle de regroupement ne préserve pas la
sémantique admissible, ne préserve l a sémantique pure que si le paramètre α de
cette règle est un réel positif et préserve la sémantique observable dans tous les
cas.

L’objectif de ces règles est de permettre une transformation des q-termes afin
d’atteindre un q-terme "plus simple". Pourtant, même si le q-calcul termine, il
n’est pas confluent, donc non convergeant.

Un q-terme représente une exécution quantique, qui est décrite par la séman-
tique du q-terme, mais la notion de complexité n’est pas apparente dans ce modèle
de calcul quantique contrôlé classiquement. Afin de définir de façon rigoureuse le
coût d’une évolution quantique contrôlée classiquement, et de comparer la puis-
sance du calcul quantique contrôlé classiquement par rapport au calcul quantique
réversible, ou au calcul classique, nous introduisons dans le prochain chapitre une
machine de Turing quantique contrôlée classiquement.
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Chapitre 6

Machine de Turing quantique

contrôlée classiquement

6.1 Introduction

L’un des principaux modèles abstraits du calcul quantique est la machine de
Turing quantique (MTQ) définie par Deutsch [Deu85], qui est un analogue quan-
tique de la machine de Turing classique (MT). Ce modèle a été largement étudié
par Bernstein et Vazirani [BV97] : une machine de Turing quantique est un modèle
abstrait d’ordinateurs quantiques, qui étend le modèle classique des machines de
Turing en introduisant une fonction de transition quantique. Pour une MTQ, des
superpositions et interférences de configurations sont possibles, mais la partie clas-
sique organisant l’enchaînement des opérations n’est pas formalisée et les entrées
et sorties de la machine sont toujours traitées classiquement.

Tandis que des modèles traitant d’états quantiques tels que des circuits quan-
tiques et QRAM sont largement utilisés pour décrire des algorithmes spécifiques,
le développement des classes de complexité, tel que QMA [Wat00], qui traite des
états quantiques, montre la nécessité des modèles abstraits pour les calculs agissant
sur des données quantiques.

La machine de Turing quantique linéaire (MTQL), introduite par S. Iriyama,
M. Ohya et I. Volovich [IOV04] est une généralisation de la machine de Turing
quantique opérant sur des états mixtes et des fonctions de transition irréversibles,
et qui permet la représentation de mesures quantiques sans résultat classique. Une
conséquence de cette absence de résultat classique est l’impossibilité de formaliser
un contrôle classique. Le protocole de téléportation quantique, parmi d’autres, ne
peut être exprimé dans le modèle des machines de Turing quantiques linéaires.
De plus, comme avec les MTQ, ces machines n’opèrent que sur des entrées/sorties
classiques.

57
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58 CHAPITRE 6. MTQC

Nous introduisons ici une machine de Turing quantique à contrôle classique
(MTQC) qui est une machine de Turing avec un ruban quantique pour manipuler
des données quantiques et une fonction de transition classique pour formaliser le
contrôle classique. Dans le formalisme des MTQC, les transformations unitaires
mais aussi les mesures sont autorisées. Plus généralement, les transformation ad-
missibles peuvent être représentées. Ce formalisme des MTQC et le q-calcul (cf
chapitre 5) sont complémentaires. Là où le q-calcul permet de définir formellement
la sémantique d’un calcul quantique contrôlé classiquement, une MTQC repré-
sente le calcul dans un plus bas niveau, plus proche de l’architecture. Le nombre
de transitions permet de définir le temps d’exécution d’un calcul, et ainsi de com-
parer la puissance de calcul des MTQC avec d’autres modèles de calcul comme les
machines de Turing classique et quantique, ou les circuits quantiques.

Le théorème 6.1 montrera que toute MT peut être simulée par une MTQC
sans perte d’efficacité. Dans la section 6.4, une MTQC avec plusieurs rubans est
introduite. Le théorème 6.2 démontre que toute MTQC à k rubans peut être
simulée par une MTQC à deux rubans avec un ralentissement quadratique.

De plus, une séparation entre classique et quantique est mise en évidence. En
effet, une MTQC à un ruban peut simuler efficacement toute machine de Turing
Classique, en revanche certaines MTQC à deux rubans ne peuvent pas être simulées
efficacement au moyen de MTQC à un ruban.

Dans la section 6.5.2, le modèle des MTQC est comparé au modèle des machines
de Turing quantiques.

Dans la section 6.5, le modèle des MTQC est comparé à deux modèles existant
de calcul quantique : le modèle des circuits quantiques [Yao93] et celui du m-
calculus [DKP04a]. Les deux modèles sont simulés efficacement par des MTQC.

Afin de souligner la similarité entre la programmation d’une MT et d’une
MTQC, des exemples de plusieurs MTQC sont présentés pour résoudre des pro-
blèmes tels que la reconnaissance de palindromes quantiques ou l’insertion d’un
symbole neutre dans une donnée quantique. Un des objectifs est de faire du mo-
dèle des MTQC non seulement un modèle théorique du calcul quantique à contrôle
classique, mais aussi un pont vers les modèles concrets de calcul quantique comme
la QRAM, en s’appuyant sur le fait que les modèles naturels du calcul quantique
sont contrôlés classiquement.

6.2 Machines de Turing quantiques contrôlées clas-

siquement

La définition d’une machine de Turing déterministe est rappelée dans la défi-
nition 6.1. Une machine de Turing quantique à contrôle classique (definition 6.2)
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6.2. MACHINES DE TURING QUANTIQUES CONTRÔLÉES CLASSIQUEMENT59

est composée d’un ruban de cellules quantiques, d’un ensemble fini d’états internes
classiques et d’une tête pour l’application de transformations admissibles sur les
cellules du ruban. Le rôle de la tête est crucial puisqu’il implémente l’interaction
entre la partie classique et la partie quantique de la machine.

Définition 6.1 Une machine de Turing (classique) est définie par un triplet M =
(K,Σ, δ), dans lequel K est un ensemble fini d’états incluant un état initial s, Σ est
un alphabet fini incluant un symbole neutre # et δ est une fonction de transition :

δ : K × Σ→ (K ∪ {“yes”, “no”, h})× Σ× {←,→,−}.

On supposera que h (l’état d’arrêt), “yes” (l’état acceptant) et “no” (l’état rejetant)
ne sont pas dans K.

Définition 6.2 Une Machine de Turing Quantique à contrôle Classique (MTQC)
est un quintuplet M = (K,ΣC ,ΣQ,A, δ). Ici, K est un ensemble fini d’états clas-
siques incluant un état initial s, ΣQ est un alphabet fini représentant les états de
bases de chaque cellule quantique, ΣC est un alphabet fini de résultats classiques,
A est un ensemble fini de transformations admissibles agissant sur une cellule et
δ est une fonction de transition classique :

δ : K × ΣC → (K ∪ {“yes”, “no”, h})× {←,→,−} ×A.

On supposera que h (l’état d’arrêt), “yes” (l’état acceptant) et “no” (l’état rejetant)
ne sont pas dans K et que tous les résultats classiques possibles de chaque trans-
formation admissible de A sont dans ΣC . De plus, on supposera que ΣQ contient
toujours un symbole neutre #, que ΣC contient toujours un symbole neutre # et
son complémentaire #, et que A contient toujours la transformation admissible
T# de test du symbole neutre (voir figure 6.1).

La fonction δ est une formalisation du contrôle classique régissant le calcul
quantique et peut également être vue comme le “programme" de la machine. Elle
détermine, pour chaque combinaison d’état interne classique q ∈ K et du dernier
résultat classique obtenu τ ∈ ΣC , le triplet δ(q, τ) = (p,D,A), où p est le prochain
état interne de la machine, D ∈ {←,→,−} est la direction selon laquelle la tête de
la machine va se déplacer et A ∈ A est la prochaine transformation admissible ap-
pliquée. La transformation admissible T# = {M#,M#} testant le symbole neutre
établit la correspondance entre le symbole quantique # ∈ ΣQ et les symboles clas-
siques #,# ∈ ΣC : si l’état |ϕ〉 de la cellule sur laquelle la transformation opère
est |#〉, alors le résultat classique est #, alors que si |ϕ〉 est orthogonal à |#〉 (
〈ϕ |#〉 = 0) alors le résultat est #.

Comment le programme commence-t-il ? L’entrée quantique du calcul généra-
lement inconnue |ϕ〉 =

∑

τ∈(ΣQ−{#})n ατ |τ〉 est placée sur n cellules adjacentes sur
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60 CHAPITRE 6. MTQC

le ruban, alors que l’état de toutes les autres cellules du ruban est |#〉. La tête lit
la cellule neutre immédiatement à la gauche de l’entrée. Initialement, l’état interne
de la machine est s tandis que # est considéré comme le dernier résultat classique,
ainsi la première transition est toujours δ(s,#).

Comment le programme s’arrête-t-il ? La fonction de transition δ est totale sur
K × ΣC (les transitions inapplicables sont écartées de cette description). La seule
raison pour laquelle la machine ne peut continuer est la suivante : l’un des trois
états d’arrêt h, “yes”, et “no” a été atteint. Si une machine M s’arrête sur une
entrée |ϕin〉, alors la sortie M(|ϕin〉) de la machine M sur |ϕin〉 est définie. Si l’un
des états “yes” ou “no” est atteint, alors M(|ϕin〉) = “yes” ou “no” respecti-
vement. Autrement, si l’état d’arrêt h est atteint, alors la sortie est l’état |ϕout〉
du ruban de la machine M , au moment de l’arrêt. Puisque la machine a effectué
un nombre fini d’étapes, seulement un nombre fini de cellules quantiques ne sont
pas dans l’état |#〉. L’état de sortie |ϕout〉 est l’état d’un registre fini composé de
cellules quantiques, de la cellule la plus à gauche dans un état qui n’est pas |#〉,
vers la cellule la plus à droite dans un état qui n’est pas |#〉. Bien entendu, il
est possible que M ne s’arrête jamais sur l’entrée |ϕin〉. Si c’est le cas, on indique
M(|ϕin〉) =ր.

———————————————————————————————————–
Etant donné un espace de Hilbert HΣQ

, nous exhibons quelques transformations
admissibles qui seront utilisées dans la suite, et dont les résultats classiques associés
sont dans l’ensemble fini ΣC = ΣQ ∪ΣQ ∪ {λ}, où ΣQ = {τ : τ ∈ ΣQ} et λ /∈ ΣQ :
– Std = (Mτ )τ∈ΣQ

est une mesure projective dans la base standard : ∀τ ∈
ΣQ,Mτ = |τ〉 〈τ |,

– Tτ = (Mτ ,Mτ ) est un test de neutralité τ : Mτ = |τ〉 〈τ | et Mτ = I − |τ〉 〈τ |,
– P[τa,τb] = (Mλ) est une transformation unitaire dont le résultat classique est λ,

et Mλ = (
∑

τ∈ΣQ−{τa,τb} |τ〉 〈τ |) + |τa〉 〈τb | + |τb〉 〈τa | est une permutation des
symboles τa and τb.

– Swap = (Mλ) est une transformation unitaire sur deux cellules Mλ =
(
∑

τ,σ∈ΣQ
|τσ〉〈στ |) et dont le résultat classique est λ.

– UV = (Mλ) est la transformation unitaire Mλ = V et dont le résultat classique
est λ.

– OO = (Pk)k, est une mesure projective selon l’observable O = ΣkλkPk.
———————————————————————————————————–

Fig. 6.1 – Exemples de transformations admissibles

Puisque l’informatique quantique est probabiliste, pour un état d’entrée donné
|ϕin〉, une MTQC ne produit pas toujours, en général, la même sortie. donc, il
existe une distribution probabiliste de toutes les sorties possibles. De plus, le temps
d’arrêt d’une MTQC sur une entrée |ϕin〉 est également probabiliste. Ainsi, deux
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6.2. MACHINES DE TURING QUANTIQUES CONTRÔLÉES CLASSIQUEMENT61

classes spéciales des MTQC peuvent être distinguées : Monte Carlo et Las Vegas.
Pour un MTQC donnée, si pour une entrée donnée |ϕin〉, il existe une limite finie
et non-probabiliste pour le temps d’exécution de M , alors M est Monte Carlo.
Si la sortie M(|ϕin〉) est non probabiliste, alors M est Las Vegas. Un exemple de
Monte Carlo est donné dans l’exemple 6.1 : cette MTQC reconnaît un langage
composé de "palindromes quantiques", c’est-à-dire d’états quantiques qui sont des
superpositions de palindromes. Dans la section 6.3, on utilise une MTQC qui est
à la fois Las Vegas et Monte Carlo pour simuler une MT classique.

La configuration d’une MTQCM est une description complète de l’état courant
de la machine. Formellement, une configuration est un quadruplet (q, τ, |ψ〉 , x), où
q ∈ K ∪ {h, “yes”, “no”} est l’état interne de M , τ ∈ ΣC est le dernier résultat
obtenu, |ψ〉 ∈ HΣQ

représente l’état du ruban, et x ∈ Z représente la position de
la tête avec par convention x = 0 pour la configuration initale de la machine.

Exemple 6.1 (Palindromes quantiques) Considérons la MTQC M = (K, ΣC ,
ΣQ,A, δ), avec K = {s, q, q0, q1, q′0, q′1, q̃}, ΣC = {#,#, 0, 1, λ}, ΣQ = {#, 0, 1} et
A = {T#, Std, P[0,#],P[1,#]} (ces transformations admissibles sont décrites dans la
figure 6.1), et δ comme décrit dans la figure 6.2.

Le but de cette machine est de dire si son entrée est un palindrome quantique,
c’est-à-dire une superposition d’états de base tels que chaque état de base de la
superposition est un palindrome. Par exemple, les états : |00〉, 1√

2
(|010〉+ i |111〉),

1√
2
(|00000〉 + |11111〉) sont des palindromes quantiques. La machine fonctionne

comme suit : la première cellule de l’entrée est mesurée dans la base standard et
remplacée par |#〉, le résultat est mémorisé au moyen des états internes q0 et q1,
puis, M se déplace sur la droite, jusqu’à la fin de l’entrée. La dernière cellule est
ensuite mesurée dans la base standard : si le résultat correspond à celui mémorisé,
il est remplacé par |#〉. M revient alors sur la gauche au début de l’entrée restante
et le procédé se répète. La fonction de transition est décrite à la figure 6.2. Par
exemple, si l’état interne est q0 et le dernier résultat obtenu est #, alors l’état
interne devient q′0, la tête se déplace sur la gauche et ainsi la cellule concernée est
mesurée dans la base standard.

Cette machine est une MTQC Monte Carlo opérant en un temps O(n2), où n est
la taille de l’entrée. Soit L ⊆ HΣQ

le langage composé de palindromes quantiques,
si |ϕin〉 ∈ L, alors la probabilité que M accepte |ϕin〉 est Pr[M(|ϕin〉) = “yes”] =
1 : si l’entrée est un palindrome quantique, alors, dans tous les cas, la machine
reconnaît |ϕin〉, mais M pourra accepter les états qui ne sont pas des palindromes
avec une forte probabilité, par exemple ∀ǫ > 0, P r[M(

√
1− ǫ |00〉 +

√
ǫ |10〉) =

“yes”] = 1− ǫ.
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62 CHAPITRE 6. MTQC

p ∈ K, τ ∈ ΣC δ(p, τ)
s # (q,→, Std)
q # (“yes”,−,−)
q 0 (q0,−,P[0,#])
q 1 (q1,−,P[1,#])
q0 λ (q0,→, T#)

q0 # (q0,→, T#)
q0 # (q′0,←, Std)
q1 λ (q1,→, T#)

q1 # (q1,→, T#)
q1 # (q′1,←, Std)

p ∈ K τ ∈ ΣC δ(p, τ)
q′0 # (“yes”,−,−)
q′0 0 (q̃,−,P[0,#])
q′0 1 (”no”,−,−)
q′1 # (“yes”,−,−)
q′1 0 (”no”,−,−)
q′1 1 (q̃,−,P[1,#])
q̃ λ (q̃,←, T#)

q̃ # (q̃,←, T#)
q̃ # (q,→, Std)

Fig. 6.2 – MTQC pour des palindromes quantiques. Le symbole ”− ” utilisé pour
une transformation admissible, signifie UI , i.e. la transformation identité avec λ
comme résultat classique.

6.3 MTQC et MT

Le théorème suivant montre que toute MT est simulée par une MTQC sans
perte d’efficacité.

Théorème 6.1 Pour toute MT MC donnée, opérant en un temps f(n), où n est
la taille de l’entrée, il existe une MTQC MQ opérant en un temps O(f(n)) et telle
que pour toute entrée x, MC(x) = MQ(|x〉). 1

Preuve : Pour une MT MC = (K,Σ, δC) donnée, on décrit une MTQC MQ qui
simule MC . Une façon de réaliser cela est de simuler un ruban classique de MC en
utilisant uniquement les états de base du ruban quantique de MC .

Formellement, on considère la MTQCMQ = (K∪KΣ∪{s′},Σ∪{#, λ},Σ,A, δQ).
Ici, KΣ = {qτ : q ∈ K, τ ∈ Σ}, A = {Std} ∪ {P[τ1,τ2]}τ1,τ2∈Σ. L’état initial de MQ

est s′ et la première transition est δQ(s′,#) = (s,−, Std), où s est l’état initial de
MC . Pour tout (q, τ) ∈ K × Σ, la transition δC(q, τ) = (q′, τ ′, D) est décomposée
en deux transitions : δQ(q, τ) = (qτ ,−,P[τ,τ ′]) et δQ(qτ , λ) = (q′, D, Std).

Puisque chaque transition de MC est simulée avec une probabilité de 1 par
deux transitions de MQ, si MC opère en un temps f(n), MQ opère en un temps
2f(n), où n est la taille de l’entrée. �

Chaque MT est donc simulée par une MTQC sans perte d’efficacité. Cependant,
comme il sera montré dans le lemme 6.1, une MTQC avec un ruban ne peut pas

1Si l’état d’arrêt h est atteint, MQ(|x〉) indique l’état final du ruban. Donc, si h est atteint,
MC(x) = MQ(|x〉) doit être remplacé par MQ(|x〉) = |MC(x)〉.
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6.4. MTQC MULTI-RUBANS 63

simuler certains modèles de calcul quantique, tels que les circuits quantiques, parce
que seules les transformations admissibles sur une cellule sont permises. Dans le but
d’autoriser les transformations sur plus d’une cellule, des MTQC multi-rubans sont
introduites. Avec k têtes, des transformations admissibles sur k cellules peuvent
être réalisées.

6.4 MTQC multi-rubans

On montre que toute MTQC avec k rubans est simulée par une MTQC avec
deux rubans avec une perte d’efficacité inconséquente. De plus, en montrant que
les MTQC avec 1 ruban et 2 rubans ne sont pas équivalentes, on met en évidence
une séparation entre classique et quantique.

Définition 6.3 (k-MTQC) Une machine de Turing quantique contrôlée classi-
quement à k rubans, où k > 0, est un quintuplet M = (K,ΣC,ΣQ,A, δ), où K
est un ensemble fini d’états classiques avec un état initial identifié s, ΣQ est un
alphabet fini qui représente les états de base de chaque cellule quantique, A est
un ensemble fini de transformations admissibles agissant sur k cellules, ΣC est un
alphabet fini de résultats classiques de transformations admissibles sur k cellules
et δ est une fonction de transition classique :

δ : K × ΣC → (K ∪ {”yes”, ”no”, h})× ({←,→,−})k ×A.
On supposera que tous les résultats possibles de chaque mesure de A sont dans
ΣC et que A contient toujours les transformations admissibles testant le symbole
neutre sur un des k rubans.

Intuitivement, δ(q, τ) = (q′, (D1, . . .Dk), A) signifie que, si M est dans l’état q
et le dernier résultat est τ , alors le prochain état sera q′, les k têtes de la machine
se déplaceront suivant D1, . . . , Dk et la prochaine transformation admissible sur k
cellule quantique sera A. Cette transformation admissible sera réalisée sur les k
cellules quantiques pointées par les têtes de la machine après leur déplacement. Une
transformation admissible A agissant sur k cellules peut être définie directement,
par exemple en utilisant une transformation unitaire V agissant sur k cellules (A =
UV ). A peut aussi être définie comme une composition de deux transformations
admissibles A1, A2 respectivement sur les cellules j et l tel que j + l = k, alors,
A = [A1, A2] signifie que les j premières têtes appliquent A1 et, simultanément,
les l dernières têtes appliquent A2. Le résultat classique est la concaténation des
résultats de A1 et A2, où λ est l’élément neutre de la concaténation (i.e. τ.λ = τ).

Une k-MTQC commence par un état initial |ϕ〉 sur un ruban spécifique T1,
tous les autres rubans étant dans l’état |#〉, et si l’état d’arrêt h est atteint, la
machine s’arrête et la sortie est l’état du ruban spécifique T1.
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64 CHAPITRE 6. MTQC

p ∈ K, τ ∈ ΣC δ(p, τ)
s # (q0, (←,−), Swap)
q0 λ (q1, (→,−), Swap)
q1 λ (h, (→,−),−)

Fig. 6.3 – Une MTQC à 2 rubans pour l’insertion d’un symbole neutre

Exemple 6.2 (Insérer un symbole neutre) Considérons le problème de l’in-
sertion d’un symbole neutre entre la première et la seconde cellule d’un état quan-
tique |ψin〉 qui réside sur l’un des rubans. Par exemple, |abba〉 se transforme
en |a#bba〉, et 1√

2
(|aa〉 + |bb〉) en 1√

2
(|a#a〉 + |b#b〉). Considérons la 2-MTQC

M = (K,ΣC ,ΣQ,A, δ), avec K = {s, q0, q1}, ΣC = {#,#, λ} et A = {T#, Swap}.
δ est décrit à la figure 6.3.

L’état d’entrée est sur le premier ruban. Soit c0 la première cellule sur la gauche
de l’entrée. Dans le but d’insérer un symbole neutre en seconde position de l’état
d’entrée, l’état de c0 est échangé avec celui d’une cellule du second ruban. Alors,
l’état de cette cellule sur le second ruban est échangé avec celui de la cellule immé-
diatement sur la gauche de c0.

Théorème 6.2 Pour toute k-MTQC M opérant en un temps f(n), où n est la
taille de l’entrée, il existe une 2-MTQC M ′ opérant en un temps O(f(n)2) et telle
que pour toute entrée |ψ〉 ,M(|ψ〉) = M ′(|ψ〉).

Preuve : Supposons que M = (K,ΣC ,ΣQ,A, δ) possède k rubans, on décrit M ′ =
(K ′,Σ′C , Σ′Q,A′, δ′) possédant seulement deux rubans. M ′ doit "simuler" les k
rubans de M . Une façon de réaliser cela est de maintenir sur un ruban T1 de M ′

la concaténation du contenu des rubans de M . La position de chaque tête doit
également être mémorisée.

Pour accomplir cela, Σ′Q = ΣQ ∪ ΣQ ∪ {⊲, ⊳}, où ΣQ = {τ : τ ∈ ΣQ} est
un ensemble de versions pointées de symboles dans ΣQ, et où ⊲ (⊳) signale la fin
à gauche (à droite) de chaque ruban simulé. Intuitivement, à chaque étape du
calcul, si |ϕj〉 est l’état de chaque ruban j de M , l’état du ruban T1 de M ′ est
|⊲⊲〉 |ϕ1〉 |⊳⊲〉 |ϕ2〉 |⊳⊲〉 . . . |⊳⊲〉 |ϕk〉 |⊳⊳〉. Dans le but de mémoriser les positions des
k têtes, une transformation unitaire est appliquée sur les cellules de M ′ correspon-
dant à celles de M sur lesquelles se déplacent les têtes de M . Cette transformation
unitaire remplace les symboles de ΣQ par leur versions correspondantes dans ΣQ.

Puisque chaque transformation admissible agissant sur k cellules provenant de
A peut être décomposée en lA transformations admissibles agissant sur 2 cellules,
(voir [MS00]), alors A′, qui est composé de transformations admissibles agissant
sur 1 ou 2 cellules, est défini tel que toute transformation provenant de A puisse
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6.4. MTQC MULTI-RUBANS 65

être simulée par un nombre lA de transformations de A′. lA est exponentiel en le
nombre k de rubans, or k est fixé, donc lA est une constante.

Pour que la simulation commence, M ′ insère ⊲⊲ sur la gauche et ⊳(⊲⊳)k⊳ sur
la droite de l’entrée, puisque l’entrée de M est localisée sur son premier ruban.
Pour simuler la transition δ(q, τ) = (q′, D,A) de M , les cellules pointées par les
têtes changent en premier selon D. Notons que si une tête rencontre le symbole
⊲, alors un symbole neutre est inséré à la droite de cette cellule (voir l’exemple
6.2) pour simuler l’infinité des rubans, et de la même façon pour le symbole ⊳. A
est simulé via une séquence de transformations agissant sur 2 cellules. Puisque de
telles transformations sont possibles uniquement sur des cellules localisées sur des
rubans différents, l’état de l’une des cellules est transféré (au moyen de Swap, voir
exemple 6.2) du ruban T1 à l’autre ruban T2. Alors, la transformation sur 2 cellules
peut avoir lieu et l’état localisé sur T2 est re-transféré sur T1, etc.

Dans le but de reconstruire le résultat classique de la transformation simulée A,
M ′ doit utiliser de nouveaux états internes, afin de garder en mémoire les résultats
classiques des différentes transformations sur 1 et 2 cellules.

La simulation se poursuit jusqu’à ce que M s’arrête. Combien de temps le
calcul d’une entrée |ϕ〉 de taille n prend-il ? Puisque M s’arrête en un temps f(n),
pas plus de k.f(n) cellules de M sont des cellules remplies. Ainsi la longueur
totale des cellules remplies de M ′ est k.(f(n) + 2) + 3 (pour tenir compte de ⊳, ⊲
et les cellules de T2 utilisées pour l’application de transformations de 2 cellules
quantiques). Simuler le mouvement des têtes prend tout au plus deux traversées
des cellules non neutres de T1. Chaque simulation d’une transformation admissible
de A requiert un nombre constant lA de transformations de A′ (lA est indépendant
de la taille de l’entrée), de plus, la simulation de chaque transformation dans A′
requiert deux traversées. Par conséquent, la simulation de chaque transition de M
demande O(f(n)) transitions de M ′, ainsi, le temps d’exécution total de M ′ est
O(f(n)2). �

Le lemme suivant montre que certaines MTQC à 2 rubans ne peuvent pas être
simulées par une MTQC à 1 ruban.

Lemme 6.1 Il existe une MTQC à 2 rubans M telle qu’aucune MTQC à 1 ruban
ne peut simuler M .

Preuve : Soit M = ({s}, {λ,#,#}, {#, 0}, {UV }, δ) une 2-MTQC, où δ(s,#) =
(h,−,UV ) et V = 1

2
√

2
((|##〉+|00〉) 〈##|+(|##〉−|00〉) 〈#0|+(|#0〉+|0#〉) 〈0#|+

(|#0〉 − |0#〉) 〈00|). Si l’entrée est |0〉, alors la machine s’arrête, l’état des cellules
pointées par les têtes est intriqué : 1√

2
(|#0〉+|0#〉). Ainsi, il n’existe pas de MTQC

à 1 ruban qui simule M , puisque l’intrication ne peut pas être créée au moyen de
transformations admissibles sur une cellule. �
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66 CHAPITRE 6. MTQC

6.5 MTQC et les modèles de calcul quantique ré-

versible

Dans cette section, le modèle des MTQC est comparé aux modèles de calcul
quantiques existants et en particulier au modèle des circuits quantiques et à ce-
lui des machines de Turing quantiques. Ces deux modèles sont équivalents. Nous
montrons dans un premier temps que toute famille de circuits quantiques peut être
simulée efficacement par une MTQC à 2 rubans, puis que toute MTQC multiru-
bans peut être simulée efficacement par une machine de Turing quantique. Ainsi,
les trois modèles ont une puissance de calcul équivalente.

6.5.1 MTQC et Circuits quantiques

Le théorème 6.2 est une preuve forte de la puissance et de la stabilité des
MTQC : l’ajout d’un nombre fini de rubans à une MTQC à 2 rubans n’augmente
pas ses capacités de calcul et a un impact sur son efficacité uniquement d’une façon
polynomiale. Cette stabilité fait de la MTQC à 2 rubans une bonne candidate à
l’universalité quantique, c’est-à-dire la capacité de simuler tout calcul quantique.
Cette capacité est prouvée dans le théorème suivant par la simulation d’une famille
semi-uniforme quelconque de circuits quantiques [NO02a]. Dans ce paragraphe,
certaines notions de base et des propriétés des circuits quantiques sont présentées,
on se référera au chapitre 3 et à [Yao93, KSV02] pour une présentation complète
des circuits quantiques.

Une famille uniforme de circuits quantiques est un ensemble de circuits F =
{Cn} tel qu’une machine de Turing classique MF peut produire une description de
Cn sur l’entrée n en un temps poly(s(n)), où s(n) est la taille de l’entrée de Cn.
Une famille semi-uniforme de circuits quantiques {Cn} est une famille uniforme
définie sur un ensemble fini G d’opérateurs.

Théorème 6.3 Pour toute famille semi-uniforme de circuits quantiques F =
{Cn} de taille s, il existe une 2-MTQC M , opérant en un temps poly(n, s(n)),
et telle que pour tout état |ψ〉 des n qubits, Cn |ψ〉 = M(|ψ〉).

Preuve : L’application de F = {Cn} sur un état de n qubits |ψ〉 consiste à
appliquer le circuit quantique Cn avec |ψ〉 comme entrée. Soit G une base de F ,
i.e. l’ensemble de toutes les portes utilisées dans F . Puisque G est fini, G possède
une arité finie w, i.e. pour toute G ∈ G, l’arité de G est inférieure à w, où l’arité
de la porte est le nombre de qubits sur lesquels elle opère.

La description de Cn produite par MF est de la forme (G1, R1) · · · (Gs(n), Rs(n)),

signifiant que Gi ∈ G est appliqué sur l’ensemble {R(j)
i }j des qubits dans Ri, puis

Gi+1 est appliqué, etc.
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6.5. MTQC ET LES MODÈLES DE CALCUL QUANTIQUE RÉVERSIBLE 67

Soit M une MTQC à (w + 1) rubans. Les transformations admissibles de M
incluent la transformation unitaire UG, pour tout G ∈ G.

Une description générale de l’évolution de M est :
– La taille de n de l’entrée |ψ〉 localisée sur le ruban 1 est calculée, en utilisant

la transformation admissible T# du test neutre, et stockée sur le ruban Tw+1.
La phase d’initialisation peut être réalisée en un nombre d’étapes linéaire en
n.

– MF est simulée (théorème 6.1) et produit une description classique de Cn sur
le ruban Tw+1. La complexité de cette phase est p(s(n)), pour un polynôme
p.

– Pour chaque (Gi, Ri), si Ri = {R(j)
i }j, pour chaque j, le qubit R

(j)
i du ruban

1 est transféré au ruban j, alors, UGi
est appliqué, et les qubits de Ri sont

retransférés au ruban 1. Cette phase peut être réalisée en O(ns(n)) étapes.
On peut montrer que l’état résultant sur le ruban 1 est l’état produit par Cn |ψ〉.

De plus, cette simulation peut être réalisée en ns(n) + p(s(n)) étapes.
Au final, la MTQC M à (w + 1) rubans est simulée par une MTQC M ′ à 2

rubans (théorème 6.2 : d’abord les deux premières étapes de M , qui consistent à
calculer la taille de l’entrée et à simuler la machine de Turing classique, puis MF

peut être simulée sans ralentissement sur M ′, puisque seulement deux rubans sont
nécessaires pour ces étapes).

Ainsi, la MTQC M ′ à 2 rubans opère en un temps O(n2s(n)2 + p(s(n))). �

Corollaire 6.1 Pour toute famille semi-uniforme de circuits quantiques de taille
polynomiale, F = {Cn}, il existe, M , une MTQC polynomiale à 2 rubans telle que
pour tout n et pour toute entrée |ψ〉 sur n qubits, Cn |ψ〉 = M(|ψ〉).

Les familles semi-uniformes de circuits quantiques peuvent être simulées en
un temps polynomial au moyen d’une MTQC à 2 rubans. Contrairement aux fa-
milles semi-uniformes, les familles uniformes de circuits quantiques possèdent une
base dénombrable mais pas forcément finie de portes. Puisque toute MTQC est
fondée sur un ensemble fini de transformations admissibles, on conjecture que cer-
taines familles de circuits quantiques ne peuvent pas être simulées au moyen d’une
MTQC. Cependant, toutes les familles uniformes de circuits quantiques peuvent
être approchées :

Théorème 6.4 Pour tout ǫ > 0, et pour toute famille uniforme de circuits quan-
tiques F = {Cn} de taille s, il existe une MTQC M à 2 rubans opérant en un
temps poly(n, s(n), 1/ǫ, 2w) (où w est l’arité des portes de Cn) et telle que pour
tout n et pour toute entrée |ψ〉 sur n qubits, ||Cn |ψ〉 −M(|ψ〉)|| < ǫ. 2

2où ||.|| est la norme Euclidienne.
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68 CHAPITRE 6. MTQC

Preuve : La preuve consiste à combiner le théorème 6.3 et l’approximation de
toute transformation unitaire qui utilise un ensemble fini de transformations uni-
taires. Il existe un ensemble fini de transformations unitaires U sur au plus 2
qubits, tel que l’approximation à ǫ > 0 près d’une transformation unitaire U sur
w qubits utilise poly(1/ǫ, 2w) portes de U [Aha98]. De plus, il existe un algorithme
opérant en un temps poly(1/ǫ, 2w) qui construit une description du circuit réalisant
l’approximation de U [BV97].

Pour tout F = {Cn} et ǫ > 0 donnés, soit M une MTQC à 2 rubans. Une
description générale de l’évolution de M est :

– La taille n de l’entrée |ψ〉 localisée sur le ruban 1 est calculée, en utilisant la
transformation admissible testant le symbole blanc T#, puis elle est stockée
sur le ruban 2. Cette phase initiale peut être réalisée en un nombre d’étapes
linéaire en n.

– MF est simulé (voir le théorème 6.1) et produit une description classique de
Cn sur 2 rubans. Cette phase est réalisée en un temps poly(s(n)).

– Dans la description de Cn, chaque porte est remplacée par une approxima-
tion à ǫ/s(n) près en un temps L, où L est un polynôme en s(n)/ǫ et 2w.
Cette phase est réalisée en un temps Ls(n) et la description du circuit est
maintenant composée de poly(s(n), 1/ǫ, 2w) portes.

– Pour chaque (Gi, Ri), si Ri = {p(j)
i }j , pour chaque j, le qubit R

(j)
i du ruban

1 est transféré au ruban j, alors UGi
est appliqué, et les qubits de Ri sont

retransférés vers le ruban 1.

Ainsi M opère en un temps poly(n, s(n), 1/ǫ, 2w). �

Corollaire 6.2 Pour tout ǫ > 0, et pour toute famille uniforme F = {Cn} de cir-
cuits quantiques de taille polynomiale, il existe une MTQC M à 2 rubans opérant
en un temps poly(n, 1/ǫ, 2w) (où w est l’arité des portes de Cn) et telle que pour
tout n et pour toute entrée |ψ〉 sur n qubits, ||Cn |ψ〉 −M(|ψ〉)|| < ǫ.

6.5.2 MTQC et MTQ

Dans la section précédente, nous avons prouvé que le formalisme des MTQC
est suffisement puissant pour simuler efficacement toute famille (semi-) uniforme
de circuits quantiques. A l’inverse, le théorème 6.5 montre que toute machine de
Turing quantique contrôlée classiquement peut être simulée par une machine de Tu-
ring quantique, sans ralentissement. Ce résultat démontre que malgré l’utilisation
du contrôle classique et la possibilité d’utiliser des transformations admissibles,
la machine de Turing quantique contrôlée classiquement est un modèle réaliste
puisque sa puissance de calcul n’est pas supérieure à celle d’une machine de Tu-
ring quantique.
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6.5. MTQC ET LES MODÈLES DE CALCUL QUANTIQUE RÉVERSIBLE 69

Les définitions des machines de Turing quantiques avec un ou plusieurs rubans
sont rappelées, ainsi que les conditions de bonne formation des MTQ. Une étude
plus complète des machines de Turing quantiques avec un ou plusieurs rubans est
donnée dans [BV97, Yam99].

Définition 6.4 (MTQ) Une machine de Turing quantique M est défine par un
triplet (K,Σ, δ), où Σ est un alphabet fini avec un symbole neutre #, K est un
ensemble fini d’états avec un état initial q0 identifié et un état final qf 6= q0, et δ
la fonction de transition quantique est une fonction :

δ : K × Σ→HK×Σ×{←,−,→}

L’expression δ(p, σ, q, τ, d) sera utilisée pour représenter l’amplitude de δ(p, σ)
dans |q〉 |τ〉 |d〉.

Définition 6.5 (k-MTQ) Une machine de Turing quantique à k rubans est un
triplet (K,Σ1×Σ2×· · ·×Σk, δ), où chaque Σi est un alphabet fini avec un symbole
neutre #, K est un ensemble fini d’états avec un état initial q0 identifié et un
état final qf 6= q0, et δ la fonction de transition quantique est une fonction de
K × Σ1 × Σ2 × · · · × Σk dans HK×Σ1×Σ2×···×Σk×{←,−,→}k.

La notation {−1, 0, 1} sera utilisée pour représenter les mouvements {←,−,→}.
Une configuration est un élément deH1

K×(Σ∗
1×Σ∗

2×...×Σ∗
k
)×Zk . T ∈ Σ∗1×Σ∗2×. . .×Σ∗k

est un état de base des k rubans de la machine, dont seule une partie finie est
utilisée. x ∈ Zk, représente la position des têtes et Tx ∈ Σ1 × Σ2 × · · · × Σk

représente l’état de base pointé par les têtes. L’opérateur d’évolution d’une MTQ
M est un opérateur linéaire UM sur HK×(Σ∗

1×Σ∗
2×···×Σ∗

k
)×Zk tel que :

UM |p, T, x〉 =
∑

q∈K,τ∈Σ1×Σ2×···×Σk,d∈{−1,0,1}(k)

δ(p, Tx, q, τ, d) |q, T τx , x+ d〉

où T τx ∈ Σ∗1 × Σ∗2 × . . . × Σ∗k représente T où les éléments indexés par xi sont
remplacés par τi.

Une MTQ est bien-formée si et seulement si elle a une évolution unitaire, i.e.
UM est unitaire. Le lemme suivant donne une caractérisation de la bonne formation
d’une k-MTQ [Yam99] :

Lemme 6.2 (Bonne formation) Une k-MTQ M = (K,Σ1 × · · · × Σk, δ) est
bien-formée si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. (unité) ‖δ(p, σ)‖ = 1 pour tout (p, σ) ∈ K × Σ1 × · · · × Σk.

2. (orthogonalité) δ(p1, σ1) · δ(p2, σ2) = 0 pour toutes paires distinctes (p1, σ1),
(p2, σ2) ∈ K × Σ1 × · · · × Σk.
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70 CHAPITRE 6. MTQC

3. (séparabilité) δ[p1, σ1, τ1|ǫ] · δ[p2, σ2, τ2|ǫ′] = 0 pour toutes paires distinctes
ǫ, ǫ′ ∈ Ek et pour toute paire (p1, σ1, τ1), (p2, σ2, τ2) ∈ K × (Σ1 × · · · × Σk)

2.

Si l’exécution d’une MTQ M débute avec une configuration |ϕ〉, alors la confi-
guration finale est notée M(|ϕ〉).

Le théorème 6.5 démontre que toute k-MTQC M peut être simulée sans ra-
lentissement par une k + 3-MTQ M ′. Ici la simulation de M par M ′ signifie que
l’exécution de M doit être équivalente à l’exécution de M ′. L’entrée |ϕ〉 déter-
mine la configuration initiale de M ′. La configuration finale de M ′ étant formée de
l’état interne, l’état de tous les rubans et la position des têtes, une partie de cette
configuration finale est mesurée dans la base standard, seuls k rubans ne sont pas
mesurés. Il y a simulation de M par M ′ si la mesure de la configuration finale de
M ′ vérifie les propriétés suivantes :

– La probabilité de mesurer “yes” (“no”) pour l’état interne est Pr[M(|ϕ〉) =
“yes”] (Pr[M(|ϕ〉) = “no”]).

– La probabilité de mesurer h pour l’état interne et que l’état des k rubans
après la mesure soit |ψ〉 est Pr[M(|ϕ〉) = |ψ〉].

Théorème 6.5 Pour toute k-MTQC M = (K,ΣC ,ΣC ,A, δ), opérant en temps
f(n), où n est la taille de l’entrée, il existe une k + 3-MTQ M ′ = ((K ∪ {“yes”,
“no”, h})×Σ,Σk

Q ×K ×Σ2
C , δ

′) opérant en temps f(n) telle que pour toute entrée
|ϕ〉, la configuration initiale de M ′ est |ϕ′〉 = |s〉 |ϕ〉 |#,#,#, 0〉 et :

– Pr[M(|ϕ〉) = “yes”] =
∑

T∈Σ∗k
Q
×K∗×Σ∗2

C
×Zk |〈“yes”, T |M ′(|ϕ′〉)|2

– Pr[M(|ϕ〉) = “no”] =
∑

T∈Σ∗k
Q
×K∗×Σ∗2

C
×Zk |〈“no”, T |M ′(|ϕ′〉)|2

– Pr[M(|ϕ〉) = |ψ〉] =
∑

T∈K∗×Σ∗2
C
×Zk |〈h| 〈ψ| 〈T |M ′(|ϕ′〉)|2

Preuve : Pour toute k-MTQC M = (K,ΣC ,ΣC ,A, δ), soit M ′ = ((K ∪ {“yes”,
“no”, h}) × Σ,Σk

Q × K × Σ2
C , δ

′) une k + 3-MTQ telle que pour tout (p, τ, µ) ∈
K × ΣC × Σk

Q :

δ′((p, τ), (µ,#,#,#)) =
∑

σ∈ΣC

|qp,τ , σ〉 (Mp,τ
σ |µ〉) |p, τ, σ, dp,τ ,→,→,→〉

avec δ(p, τ) = (qp,τ , dp,τ , A) et A = (Mp,τ
σ )σ∈ΣC

.
Seul le cas où le symbole des rubans auxiliaires est # est pris en compte. En

effet, les têtes positionnées sur ces rubans se déplacent toujours vers la droite dé-
couvrant nécessairement un symbole # à chaque transition. Les rubans auxiliaires
sont utilisés comme un historique, permettant de mémoriser l’évolution de l’état
interne et des résultats classiques de la machine simulée. Nous écrirons δ′(p, τ, µ)
pour δ′((p, τ), (µ,#,#,#)), de plus les têtes des trois rubans auxiliaires ayant
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6.5. MTQC ET LES MODÈLES DE CALCUL QUANTIQUE RÉVERSIBLE 71

exactement les mêmes déplacements, seule une position sera représentée pour ces
trois têtes.

La fonction de transition sera complétée, via un lemme de complétion [Yam99]
lors de la vérification de la bonne formation de M ′.

En effet, nous vérifions dans un premier temps que M ′ simule M , puis les
conditions de bonne formation de M ′ seront vérifiées dans un second temps.

Une configuration de M ′ est de la forme





∑

p∈K,τ∈ΣC ,T∈Σ∗
Q
,w1∈K∗,w2∈Σ∗

C
,w3∈Σ∗

C
,x∈Zk

αp,τ,T,w1,w2,w3,x |(p, τ), T, w1, w2, w3, x〉



 |n〉

En effet dans la configuration initiale la position des têtes des rubans auxiliaires
est séparable et le restera tout au long de l’exécution. De plus, w1, w2, w3 sont des
états de base des rubans auxiliaires et chacun d’eux est de longueur n.

L’évolution associée à M ′ est :

UM ′ |(p, τ), T, w1, w2, w3, x, n〉 =
∑

σ∈ΣC ,ρ∈Σk
Q
〈ρ|Mp,τ

σ |Tx〉 |(qp,τ , σ), T ρx , w1p, w2τ, w3σ, x+ dp,τ , n+ 1〉

On remarque que si après chaque évolution de M ′, la dernière cellule du ruban
auxiliaire k + 3 est mesurée dans la base standard, alors le résultat classique σ0

est obtenu avec probabilité p0 =
√

〈Tx|Mp,τ†
σ0 Mp,τ

σ0 |Tx〉, et la configuration de la
machine devient :

1√
p0
|(q, σ0)〉 (

∑

ρ∈Σk
Q

〈ρ|Mp,τ
σ0
|Tx〉 |T ρx 〉) |w1, w2, w3σ0, x+ dp,τ , n+ 1〉

Ainsi, si ces mesures sont effectuées, l’état interne, la position des têtes et
l’historique sont des états de base à toute étape. De plus, les k premiers rubans
ont une évolution correspondant à l’application de Mp,τ

σ0
, avec renormalisation, sur

les cellules pointées par les têtes. On obtient donc une évolution similaire à celle
de M .

Or la mesure effectuée après chaque transition de M ′ est appliquée à chaque
étape sur une cellule différente, cellule qui de plus, n’est plus modifiée par la suite.
Donc, chaque mesure commute avec toutes les autres mesures et les transitions qui
lui succèdent. Ainsi ces mesures peuvent être reportées en fin d’exécution.

Autrement dit, 〈w3|M ′(|ϕ′〉) est, à une renormalisation près, le résultat M(|ϕ〉)
obtenu par la machine M si l’historique des résultats classiques est w3. La proba-
bilité associée est (M ′(|ϕ′〉))† |w3〉〈w3|M ′(|ϕ′〉) = || 〈w3|M ′(|ϕ′〉)||2.
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72 CHAPITRE 6. MTQC

La probabilité Pr[M(|ϕ〉) = “yes”] est la probabilité que M(|ϕ〉)) = “yes”
quelle que soit l’historique des résultats classiques, donc Pr[M(|ϕ〉) = “yes”] =
∑

w3∈Σ∗
C
|| 〈“yes”, w3|M ′(|ϕ′〉)||2 = || 〈“yes”|M ′(|ϕ′〉)||2.

Vérifions maintenat que M ′ est bien formée. La fonction de transition δ′ est
partielle puisqu’elle n’est définie sur le ruban auxiliaire que pour le symbole #. Le
lemme de complétion montre que si les trois conditions d’unité, d’orthogonalité et
de séparabilité sont vérifiées sur le domaine de définition des δ′ alors δ′ peut être
complétée pour que M ′ soit une MTQ bien formée.

– Unité :
∀(p, τ, µ) ∈ K × ΣC × Σ1 × · · · × Σk

||δ′(p, τ, µ)|| =
(
∑

σ∈ΣC
|qp,τ , σ〉 (Mp,τ

σ |µ〉) |p, τ, σ, dp,τ ,→〉
)†

(
∑

σ′∈ΣC
|qp,τ , σ′〉 (Mp,τ

σ′ |µ〉) |p, τ, σ′, dp,τ ,→〉
)

=
∑

σ∈ΣC
〈µ|Mp,τ†

σ Mp,τ
σ |µ〉

= 1

– Orthogonalité :
Pour tous triplets distincts (p, τ, µ), (p′, τ ′, µ′) ∈ K × ΣC × Σ1 × · · · × Σk.

δ′(p, τ, µ)†δ′(p′, τ ′, µ′) =
(
∑

σ∈ΣC
|qp,τ , σ〉 (Mp,τ

σ |µ〉) |p, τ, σ, dp,τ ,→〉
)†

(

∑

σ′∈ΣC

∣

∣qp
′,τ ′, σ′

〉

(Mp′,τ ′

σ′ |µ′〉)
∣

∣p′, τ ′, σ′, dp
′,τ ′,→

〉

)

Si (p, τ) 6= (p′, τ ′), alors δ′((p, τ, µ)†δ′(p′, τ ′, µ′) = 0. Sinon µ 6= µ′, d’où :

δ′(p, τ, µ)†δ′(p, τ, µ′) =
∑

σ∈ΣC
〈µ|Mp,τ†

σ Mp,τ
σ |µ′〉

= 〈µ|µ′〉
= 0

– Séparabilité :
La séparabilité est satisfaite si pour tout (p, τ, µ, ρ), (p′, τ ′, µ′, ρ′) ∈ K×ΣC×
(Σ

(k)
Q )2, et pour tout ǫ, ǫ′ ∈ {0,±1,±2}k distincts, δ′[p, τ, µ, ρ|ǫ]†δ′[p′, τ ′, µ′, ρ′|ǫ′]

= 0, avec

δ′[p, τ, µ, ρ|ǫ] =
∑

σ∈ΣC

〈ρ|Mp,τ
σ |µ〉 |qp,τ , σ, ρ, p, τ, σ, dp,τ ,→〉

∣

∣h(dp,τ ,→),ǫ

〉

où hd,ǫ = 2d − ǫ if ǫ 6= 0 et hd,ǫ = # sinon. On remarque que si ǫ 6= ǫ′ alors
hd,ǫ 6= hd,ǫ′.

δ′[p, τ, µ, ρ|ǫ]†δ′[p′, τ ′, µ′, ρ′|ǫ′] =
(
∑

σ∈ΣC
〈ρ|Mp,τ

σ |µ〉 |qp,τ , σ, ρ, p, τ, σ, dp,τ ,→〉
∣

∣h(dp,τ ,→),ǫ

〉)†
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6.6. MTQC À 1 RUBAN ET MTQC À 2 RUBANS 73

(

∑

σ′∈ΣC
〈ρ′|Mp′,τ ′

σ′ |µ′〉
∣

∣(qp
′,τ ′, σ′), ρ′, p′, τ ′, σ′, dp

′,τ ′,→
〉

∣

∣

∣
h(dp′,τ ′ ,→),ǫ′

〉)

Si (p, τ) 6= (p′, τ ′) alors la séparabilité est satisfaite. Sinon :

δ′[p, τ, µ, ρ|ǫ]†δ′[p, τ, µ′, ρ′|ǫ′] =
∑

σ∈ΣC
〈µ| (Mp,τ

σ )† |ρ〉 〈ρ′|Mp,τ
σ |µ′〉

〈

h(dp,τ ,→),ǫ|h(dp,τ ,→),ǫ′
〉

Puisque ǫ 6= ǫ′,
〈

h(dp,τ ,→),ǫ|h(dp,τ ,→),ǫ′
〉

= 0, donc la séparabilité est satisfaite.

L’unité, l’orthogonalité et la séparabilité sont satisfaites sur le domaine de
définition de δ′ donc, d’après le lemme de complétion, δ′ peut être complétée afin
de faire de M ′ une MTQ bien formée. �

6.5.3 Circuits quantiques et MTQ

Nous évoquons très brièvement quelques résultats existants sur les simulations
entre machine de Turing quantiques et circuits quantiques. Tout d’abord, les théo-
rèmes 6.3 et 6.5 montrent que toute famille semi-uniforme de circuits quantiques
peut être simulée efficacement par une MTQ. De même, le théorème 6.4 permet de
conclure que toute famille uniforme de circuits quantiques peut être approximée
efficacement par une MTQ.

Ces résultats ont déjà été prouvés, en utilisant une preuve directe, par Nishi-
mura et Ozawa [NO02b].

Nishimura et Ozawa prouvent également la simulation inverse, c’est-à-dire que
toute machine de Turing quantique peut être simulée efficacement par une famille
semi-uniforme de circuits quantiques [NO02b]. Cette simulation complète les ré-
sultats précédents et permet de conclure que les trois modèles (MTQ, MTQC et
circuits quantiques) sont équivalents.

6.6 MTQC à 1 ruban et MTQC à 2 rubans

Pour résumer, deux rubans sont suffisants pour le calcul quantique (théorème
6.3), alors qu’un ruban est suffisant pour le calcul classique (théorème 6.1) mais
pas pour le calcul quantique (lemme 6.1). Ainsi, une séparation apparaît entre
classique et quantique. Notons que ce résultat ne contredit pas l’équivalence, en
terme de décidabilité, entre le classique et le quantique : la séparation apparaît si
et seulement si on considère les données quantiques.

On peut se demander pourquoi les MTQC à 1 ruban ne sont pas quantique-
ment universelles alors que Briegel et Raussendorf ont prouvé, dans le cadre du
calcul quantique par consommation d’intrication, que les mesures sur 1 qubit sont
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74 CHAPITRE 6. MTQC

universelles [RB02a]. La preuve de Briegel et Raussendorf est donnée avec une hy-
pothèse forte qui est qu’il existe une grille de qubits auxiliaires qui a été préparée
initialement, par un certain procédé externe non spécifié, dans un état globalement
intriqué appelé état graphe (voir chapitre 9). Cette hypothèse n’étant pas vérifiée
avec une MTQC à 1 ruban, les résultats précédents ne sont pas contradictoires
avec les résultats de Briegel et Raussendorf.

6.7 Conclusion

Ce chapitre introduit les machines de Turing quantiques contrôlées classique-
ment (MTQC), un nouveau modèle pour le calcul quantique. Ce modèle permet
une formalisation rigoureuse des interactions inhérentes entre le classique et le
quantique pendant un calcul quantique. L’étude de ce modèle montre que toute
machine de Turing classique est simulée par une MTQC sans perte d’efficacité,
de plus, toute MTQC à k rubans est simulée par une MTQC à 2 rubans avec un
ralentissement polynomial.

Nous avons également comparé le pouvoir de ce nouveau modèle de calcul
quantique à celui des modèles de calcul quantique existants : le modèle des circuits
quantiques et celui des machines de Turing quantiques. Le modèle des MTQC
à 2 rubans permet de simuler efficacement le modèle des circuits quantiques et
est simulé efficacement par les machines de Turing quantiques. Ces résultats font
de la MTQC un modèle réaliste de calcul quantique, ils permettent également
de prouver que l’utilisation du contrôle classique ne permet pas d’augmenter le
pouvoir de calcul des modèles de calcul quantique réversibles, en leur ajoutant un
contrôle classique.

De plus, une séparation entre le calcul classique et le calcul quantique est mise
en évidence. En effet, l’utilisation des modèles de calcul quantique contrôlé clas-
siquement a aussi un intérêt théorique, en permettant d’identifier une séparation
entre calcul classique et calcul quantique : les MTQC à 1 ruban suffisent à la
simulation efficace des modèles de calcul classiques mais pas à celle des modèles
quantiques.

L’équivalence entre les modèles contrôlés classiquement et les modèles de cal-
cul quantique réversibles montre que les puissances de calcul des deux modèles
sont équivalentes, ce qui élimine par exemple la perspective de trouver un algo-
rithme quantique contrôlé classiquement qui serait plus efficace qu’un algorithme
quantique réversible.

L’introduction de modèles formels pour le calcul quantique contrôlé classique-
ment est, en revanche, fortement motivée par l’avènement de nouveaux modèles de
calcul quantique, comme le calcul par consommation d’intrication ou par mesures
projectives. Ces modèles ouvrent de nouvelles possibilités de réalisations physiques
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6.7. CONCLUSION 75

d’un ordinateur quantique. Le développement de ces modèles nécessite des outils
formels permettant une meilleure compréhension des ressources utilisées, comme
les états graphes (voir chapitre 9), ou les mesures projectives. La mise en place de
tels outils formels peuvent permettre :

– de minimiser les ressources nécessaires : par exemple en terme de nombre
de mesures projectives et de qubits auxiliaires dans le cadre du calcul par
mesures projectives ;

– de décider si un état graphe peut être utilisé comme support pour un cal-
cul quantique par consommation d’intrication (voir les conditions de flot,
chapitre 9).

Les MTQC et le q-calcul introduits dans cette partie sont des modèles formels
pour le calcul quantique contrôlé classiquement, dont le calcul quantique réversible
s’avère être une sous famille. Nous allons étudier dans les parties suivantes deux
autres sous familles du calcul quantique contrôlé classiquement : le calcul par
mesures projectives (partie III) et le calcul par consommation d’intrication (partie
IV).
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Troisième partie

Calcul par mesures projectives

77
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Chapitre 7

Vers les ressources minimales du

calcul par mesures projectives

7.1 Introduction

Dans les modèles de calcul réversible, comme le modèle des circuits quantiques,
ou celui des machines de Turing quantiques, seul un fragment des évolutions quan-
tiques est utilisé, celui des transformations unitaires. En effet, le théorème 6.5
montre que le fragment des transformations unitaires suffit au calcul quantique.
Nielsen [Nie03] a prouvé qu’un autre fragment, celui des mesures projectives, as-
socié à un contrôle classique récursif, suffit également au calcul quantique. Nous
présentons dans ce chapitre le modèle introduit par Nielsen. Le caractère univer-
sel de ce modèle de calcul quantique par mesures projectives est prouvé par la
simulation de toute transformation unitaire. Suite à l’introduction de ce modèle,
plusieurs améliorations se sont succédées afin de diminuer les ressources nécessaires
à ce type de calcul. Nous introduisons dans ce but un modèle à base de transfert
d’état, où les ressources minimales sont en partie atteintes.

Les mesures projectives sont donc l’ingrédient de base du calcul introduit par
Nielsen. Une mesure projective F est une transformation admissible, donc une
famille d’opérateurs linéaires (Pi)i∈A, telle que ces opérateurs sont des projecteurs
orthogonaux, i.e. ∀i, j, PiPj = δi,jPi. Une mesure projective peut également être
décrite par un observable. Un observable est une matrice O hermitienne (O† = O).
Une telle matrice admet une décomposition spectrale O =

∑

i∈A λiPi, où les Pi
sont des projecteurs. Un observable O =

∑

i∈A λiPi décrit la mesure projective
(Pi)i∈A.

Ainsi, une mesure selon un observable O =
∑

i λiPi d’un état quantique |Φ〉
produit avec probabilité pi = 〈Φ|Pi |Φ〉 le résultat classique λi. L’état quantique
du système devient alors 1√

pi
Pi |Φ〉.

79
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80CHAPITRE 7. RESSOURCES DU CALCUL PAR MESURES PROJECTIVES

Des exemples d’observables sont les matrices de Pauli X, Y et Z :

X =

(

0 1
1 0

)

, Y =

(

0 −i
i 0

)

, Z =

(

1 0
0 −1

)

Les compositions tensorielles de matrices de Pauli sur plusieurs qubits sont éga-
lement des observables. On utilisera des lettres capitales pour dénoter un opérateur
de Pauli quand celui-ci est utilisé comme observable, on préférera la notation σx, σy
ou σz quand celui-ci est utilisé comme transformation unitaire.

Comme pour le modèle des circuits quantiques, nous ne travaillerons dans ce
chapitre qu’avec des registres de qubits, les espaces de Hilbert étant alors de la
forme H{0,1}n , où n est la taille du registre. Dans le chapitre suivant, nous verrons
que le formalisme du q-calcul peut être utilisé pour représenter le calcul par mesures
projectives dans un cadre plus général que celui des qubits.

7.2 Calcul par mesures projectives à base de télé-

portation

La démarche suivie par Nielsen dans [Nie03] consiste dans un premier temps
à remarquer que le protocole de téléportation [BBC+93] qui est habituellement
réalisé à l’aide des transformations unitaires H et ΛX peut être réalisé en utilisant
uniquement des mesures projectives sur deux qubits, appelées mesures de Bell.

Une mesure de Bell est une mesure projective (|Bij〉〈Bij |)i,j∈{0,1}, où les |Bij〉
sont les états de Bell :

|B00〉 = 1√
2
(|00〉+ |11〉)

|B01〉 = 1√
2
(|00〉 − |11〉)

|B10〉 = 1√
2
(|01〉+ |10〉)

|B11〉 = 1√
2
(|01〉 − |10〉)

On remarque que |Bij〉 = σjz ⊗ σix |B00〉.
La téléportation de l’état |Φ〉 d’un qubit a peut être obtenue en appliquant une

mesure de Bell sur deux qubits auxilliaires b et c puis une mesure de Bell sur les
qubits a et b. L’état |Φ〉 se trouve alors téléporté, à un opérateur de Pauli près sur
le qubit c, i.e. l’état de c est σ |Φ〉, avec σ ∈ {Id, σx, σy, σz} (figure 7.1).

En effet si (i, j) est le résultat de la première mesure, et (k, l) celui de la seconde,
alors le qubit c est dans l’état σj+kx ⊗ σi+lz |Φ〉.

Si une transformation unitaire U est appliquée juste avant la téléportation,
alors l’état du qubit c après la téléportation est U |Φ〉 à un opérateur de Pauli près
(figure 7.2, à gauche). D’après la loi de composition des transformations admissibles
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7.2. CALCUL PAR MESURES PROJECTIVES À BASE DE TÉLÉPORTATION81

a

Bell

Bell
Φ

Φσ

b

c

Fig. 7.1 – Téléportation à base de mesures

c

Bell

Bell

Φ

ΦUσ ΦUσ

Φ
b

a

c

B

Bell

U

U
b

a

Fig. 7.2 – A gauche : Téléportation de U |Φ〉 ; A droite : un pas de simulation de
U

(définition 1.6, chapitre 1) :

(|Bij〉〈Bij|)i,j∈{0,1}) ◦ (U ⊗ Id) = (|Bij〉〈Bij| (U ⊗ Id))i,j∈{0,1})
= (U ⊗ Id) ◦ ((U † ⊗ Id) |Bij〉〈Bij| (U ⊗ Id))i,j∈{0,1})

On remarque que pour tout U , BU = ((U † ⊗ Id) |Bij〉〈Bij| (U ⊗ Id))i,j∈{0,1})
est une mesure projective. Ainsi, plutôt que d’appliquer U sur le qubit a puis
d’appliquer une mesure de Bell sur a, b, on peut, de façon équivalente, appliquer
une mesure selon BU sur a, b puis appliquer U sur a. Or seul l’état du qubit c est
important après la téléportation, donc l’application de U sur a après la mesure
selon BU est facultative.

Ainsi un schéma permettant de simuler, à un opérateur de Pauli près, toute
transformation unitaire U sur un qubit est obtenu (figure 7.2, à droite).

Ce schéma à base de téléportation constitue un premier pas dans la simulation
d’une transformation unitaire U sur un qubit. En effet, la seconde étape consiste
à faire disparaître l’opérateur de Pauli dépendant des résultats des mesures.

Une simulation complète est obtenue en composant de façon conditionnelle un
pas de simulation de U avec un pas de simulation de chacun des opérateurs de
Pauli. Afin de décrire la stratégie utilisée pour obtenir une simulation complète
de U , une étape de simulation est représentée par une boîte noire dont l’entrée
est un état quantique |Φ〉 et dont les sorties sont les quatre résultats possibles :
U |Φ〉 , σxU |Φ〉 , σyU |Φ〉 , σzU |Φ〉 (figure 7.3).

La stratégie est la suivante : après un premier pas de simulation de U sur |Φ〉,
le résultat σU |Φ〉 est obtenu. Si σ = Id alors la simulation est terminée, sinon
l’opérateur de Pauli σ est lui-même simulé produisant l’état σ′σσU |Φ〉 = σ′U |Φ〉,
où σ′ est un opérateur de Pauli, etc.

Cette stratégie peut être décrite à l’aide d’un automate (figure 7.3).
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82CHAPITRE 7. RESSOURCES DU CALCUL PAR MESURES PROJECTIVES

UΦU

Φ

U

Φ

U

Φσx

σx

Φ Φσy σz

σzσy

ΦU
U U

Fig. 7.3 – A gauche : Boîte noire pour un pas de simulation ; A droite : Simulation
complète de U .

Un schéma similaire permet de simuler des transformations unitaires sur deux
qubits et en particulier ΛX [Nie03].

Remarque 7.1 La simulation des transformations unitaires sur un qubit présen-
tée ici est adaptée de celle proposée par Nielsen [Nie03]. Dans son article original,
Nielsen propose d’appliquer une transformation unitaire U après la téléportation
et sur le qubit c. Cette transformation unitaire peut être intégrée à la première
mesure de Bell sur les qubits b, c. Bien que semblable à celui décrit en figure 7.2,
ce schéma originel possède une stratégie de correction plus complexe.

Tout circuit quantique ayant pour base ΛX et des transformations unitaires
sur un qubit peut être simulé en n’utilisant que des mesures projectives. Afin de
déterminer le coût de cette simulation, remarquons premièrement que les résultats
classiques des différentes mesures effectuées sont indépendants de U et de |Φ〉. Plus
précisément, dans la stratégie décrite en figure 7.3, chaque transition est effectuée
avec probabilité 1/4. On en déduit que, pour tout ǫ > 0, O(k.log(k/ǫ)) mesures
projectives suffisent à simuler un circuit composés de k portes avec une probabilité
d’échec inférieur à ǫ.

7.2.1 Ressources

Une des ressources du calcul réversible est l’ensemble des transformations uni-
taires de base qui permettent de décomposer, de façon exacte ou approchée, toute
transformation unitaire. Dans le cadre du calcul par mesure projective, l’ensemble
des actions de base est composé de mesures projectives.

Définition 7.1 (Universalité exacte) Un ensemble E de mesures projectives
est universel si et seulement si pour toute transformation unitaire U et tout ǫ > 0, il
existe une stratégie permettant de simuler U avec une probabilité d’échec inférieure
à ǫ.

te
l-0

02
75

32
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 A

pr
 2

00
8



7.3. TRANSFERT D’ÉTAT 83

Remarque 7.2 La notion de stratégie est formalisée dans le chapitre 8.

Même si la simulation est probabiliste, car la probabilité d’échec est a priori
non nulle, l’universalité est qualifiée d’exacte. L’universalité approchée est définie
comme suit :

Définition 7.2 (Universalité approchée) Un ensemble E de mesures projec-
tives est approximativement universel si et seulement si pour toute transformation
unitaire U , tout ǫ > 0 et tout δ > 0, il existe une stratégie permettant de simuler
Ũ avec une probabilité d’échec inférieure à ǫ, avec ||U − Ũ || ≤ δ.

Ainsi le modèle introduit par Nielsen prouve que l’ensemble de mesures projec-
tives {BU | U ∈ U1}∪{BΛX} est universel, où U1 est l’ensemble des transformations
unitaires sur 1 qubit et BΛX est une mesure sur 4 qubits permettant la simulation
de ΛX.

Les observables constituent donc naturellement une ressource du calcul par
mesures projectives. Les qubits auxiliaires en sont une autre ressource. En effet, le
schéma de simulation proposé par Nielsen nécessite des qubits auxiliaires : 2 pour
la simulation d’une transformation unitaire d’ordre 1 et 4 pour la simulation de
ΛX. Ainsi la simulation d’un circuit composé de portes d’ordre 1 et 2, utilise 4
qubits auxiliaires.

Donc 4 qubits auxiliaires associés à l’ensemble {BU | U ∈ U1} ∪ {BΛX} de
mesures projectives constituent des ressources suffisantes au calcul quantique.

La minimisation de ces ressources est un point essentiel, notamment afin de
rendre réalisable l’implémentation physique de ce modèle de calcul quantique. La
minimisation a été entreprise par Fenner et Zhang [FZ01] puis par Leung [Leu04].
Fenner et Zhang ont montré qu’un certain ensemble formé uniquement de mesures
sur deux et trois qubits, associé à 4 qubits auxiliaires, est universel. Leung a dé-
montré à son tour que des mesures sur 2 qubits associées à 4 qubits auxiliaires sont
universelles. Citons le résultat de Leung dans le cas de l’universalité approchée :

Théorème 7.1 ([Leu04]) L’ensemble de 5 observables {Z,X ⊗ X,Z ⊗ Z,X ⊗
Z, 1√

2
(X−Y )⊗X} est approximativement universel en utilisant 4 qubits auxiliaires.

Afin de réduire les ressources nécessaires au calcul par mesures projectives, nous
introduisons un nouveau schéma de simulation, non plus fondé sur la téléportation,
mais sur le transfert d’état.

7.3 Transfert d’état

Alors que le schéma de simulation introduit par Nielsen puis amélioré par Leung
est fondé sur la téléportation, nous introduisons un nouveau schéma de calcul par
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84CHAPITRE 7. RESSOURCES DU CALCUL PAR MESURES PROJECTIVES

σZ

Φ
Φb

a

X

XZ

Fig. 7.4 – Transfert d’état

mesure projective : le transfert d’état. Le transfert d’état est une alternative à la
téléportation dans le cadre du calcul par mesures projectives permettant de dimi-
nuer les ressources utilisées. En revanche, le transfert d’état ne peut pas remplacer
la téléportation dans des traitements en situation de non localité.

Lemme 7.1 (Transfert d’état) Etant donné un qubit a et un qubit auxiliaire b,
la suite de mesures selon Xb, puis Za ⊗ Zb et enfin Xa (voir figure 7.4) transfère
l’état |Φ〉 du qubit a au qubit b, à un opérateur de Pauli près.

Preuve : Soit |Φ〉 = α |0〉 + β |1〉 l’état du qubit a. Après la première mesure, le

qubit b est dans l’état |0〉+|1〉√
2

si le résultat de la mesure est j = 1, ou |0〉−|1〉√
2

si le
résultat de la mesure est j = −1. Donc l’état du registre a, b après la première
mesure est

|ψ1〉 = Id⊗ σ(1−j)/2
z (α |0〉+ β |1〉)⊗ ( |0〉+|1〉√

2
)

Z ⊗ Z = P1 − P−1 est la décomposition spectrale de Z ⊗ Z avec Pk = 1
2
(Id+

kZ ⊗ Z). On remarque que 〈ψ1|Z ⊗ Z |ψ1〉 = 0 donc pour k = −1 et k = 1,
〈ψ1|Pk |ψ1〉 = 1/2. Ainsi l’état |ψ2〉 du registre a, b après la deuxième mesure, est

|ψ2〉 =
√

2Pk |ψ1〉
= (Id⊗ σ(1−j)/2

z .σ
(1−k)/2
x )(α |00〉+ β |11〉)

où k ∈ {−1, 1} est le résultat de la deuxième mesure.
Enfin, X ⊗ I = P ′1 − P ′−1 avec Pl = 1

2
(Id + lX ⊗ I). On remarque également

que 〈ψ2|P ′l |ψ2〉 = 1/2. Ainsi l’état du registre a, b après la dernière mesure, est

|ψ2〉 =
√

2P ′l |ψ2〉
= (σ

(1−l)/2
z ⊗ σ(1−j)/2

z .σ
(1−k)/2
x .σ

(1−l)/2
z )( |0〉+|1〉√

2
(α |0〉+ β |1〉)

Ainsi, l’état du qubit b après les trois mesures est σ
(1−j)/2
z .σ

(1−k)/2
x .σ

(1−l)/2
z |Φ〉,

où j, k, l ∈ {−1, 1} sont les résultats classiques des mesures. �

Le transfert d’état est au cœur du nouveau schéma que nous présentons. Ainsi,
si une transformation unitaire U d’ordre 1 est appliquée avant le transfert d’un
état |Φ〉, et une transformation unitaire V est appliquée juste après le transfert
d’état, alors le résultat obtenu est V σU |Φ〉 (figure 7.5).
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XU

Z

Φ a

VZV

UZ

ΦUσVb

a

X

X Φ U ZU

ΦUσVVXV
b

U

V

Fig. 7.5 – Transfert d’état généralisé

’H

Φ
Φb X σZ

X Z

H

a Φ
Φ

a

b X

Z X

Z σ

Fig. 7.6 – Pas de simulation de H : à gauche U = H , V = Id ; à droite : U = Id
et V = H (on note que pour tout σ, il existe σ′ tel que Hσ = σ′H)

Afin d’intégrer les transformations unitaires U et V aux mesures projectives du
transfert d’état, pour obtenir un schéma n’utilisant que des mesures projectives,
le lemme 7.2 est introduit. Ce lemme traite de la composition et la commutativité
d’une transformation unitaire avec une mesure projective.

Lemme 7.2 Pour toute transformation unitaire U et tout observable O, appliquer
U puis mesurer selon O est équivalent à mesurer selon U †OU puis appliquer U .

Preuve : Si O =
∑

i∈A λiPi est la décomposition spectrale de O, alors la loi de
composition des transformations admissibles implique :

(Pi)i∈A ◦ U = (PiU)i∈A = U ◦ (U †PiU)i∈A

Or O′ = ∑

i∈A λiU
†PiU est un observable avec O′ = U †OU �

On déduit du lemme 7.2 que la suite de mesures décrite dans la figure 7.5 à
droite, permet d’obtenir l’état V σU |Φ〉 à partir de l’état |Φ〉 en n’appliquant que
des mesures projectives. Une telle suite de mesures est appelée transfert d’état
généralisé.

Ainsi, on peut dériver du transfert d’état généralisé des pas de simulation des
transformations unitaires H , T , et H.T (figures 7.6 et 7.7), en choisissant correc-
tement les transformations U et V .

H = 1√
2

(

1 1
1 −1

)

, T =

(

1 0

0 e
iπ
4

)

, ΛX =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0









Alors que le schéma proposé par Nielsen puis amélioré par Leung propose un pas
de simulation de l’opérateur ΛX utilisant 4 qubits auxiliaires, nous introduisons
un nouveau schéma qui n’utilise qu’un seul qubit auxiliaire :
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T

Φ
ΦHTσ

Φ
Φ

X−Y/  2 X−Y/  2a

b Z X

Za

b X σZ

Z

Fig. 7.7 – A gauche : pas de simulation de T : U = T , V = Id ; à droite : pas de
simulation de HT : U = T et V = H .

Lemme 7.3 Etant donné un registre de deux qubits a, b et un qubit auxiliaire c,
la suite de mesures selon Zc, Za⊗Xc, Zc⊗Xb et enfin Xc (voir figure 7.8) simule
l’application de ΛX sur l’état |Φ〉 des qubits a, b, à un opérateur de Pauli près.

Preuve : Les notations |+〉 = |0〉+|1〉√
2

et |−〉 = |0〉−|1〉√
2

sont utilisées dans cette
preuve.

Si l’état |Φ〉 du registre a, b est α |00〉+ β |01〉+ γ |10〉+ δ |11〉, alors l’état |ψ1〉
du registre a, b, c après la première mesure est :

|ψ1〉 = (I ⊗ I ⊗ σ
1−j
2

x )[(α |000〉+ β |010〉+ γ |100〉+ δ |110〉]
où j ∈ {−1, 1} est le résultat classique de la mesure selon Zc. On remarque que

〈ψ1|Za ⊗Xc |ψ1〉 = 0. Si Pk pour k ∈ {−1, 1} sont les projecteurs associés à cette
mesure, alors l’état |ψ2〉 du registre après la deuxième mesure est :

|ψ2〉 =
√

2Pk |ψ1〉
= (σ

1−j
2

z ⊗ I ⊗ σ
1−k
2

z )[α |00+〉+ β |01+〉+ γ |10−〉+ δ |11−〉]

De même, 〈ψ2|Zc ⊗Xb |ψ2〉 = 0, donc si P ′l , pour l ∈ {−1, 1}, sont les projec-
teurs associés à cette troisième mesure, alors :

|ψ3〉 =
√

2P ′l |ψ2〉
= 1√

2
(σ

1−j.l
2

z ⊗ σ
1−k
2

x ⊗ σ
1−l
2

x )[α(|00+〉+ |01−〉) + β(|01+〉+ |00−〉)
+γ(|10−〉+ |11+〉) + δ(|11−〉+ |10+〉)]

Enfin, la dernière mesure selon Xc vérifie 〈ψ3|Xc |ψ2〉 = 0, donc si m ∈ {−1, 1}
est le résultat classique de cette dernière mesure, l’état |ψ4〉 après cette mesure
est :

|ψ4〉 = (σ
1−j.l

2
z ⊗ σ

1−k.m
2

x ⊗ σ
1−m

2
z )[(α |00〉+ β |01〉+ γ |11〉+ δ |10〉)⊗ |+〉]

= (σ
1−j.l

2
z ⊗ σ

1−k.m
2

x )(ΛX |Φ〉)⊗ (σ
1−m

2
z |+〉)

�
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XZ

X

ZΦ Φc

Z

X
b

a
σ Λ X

Fig. 7.8 – Simulation de ΛX

7.3.1 Ressources

Dans cette section, de nouveaux ensembles universels de mesures projectives
améliorant les résultats de Leung sont présentés. Les cas de l’universalité exacte
et de l’universalité approchée sont pris en compte.

Théorème 7.2 L’ensemble E0 = {Z⊗X,X,Z, X−Y√
2
} est approximativement uni-

versel, en utilisant un seul qubit auxiliaire.

Preuve : La base {H, T,ΛX} est approximativement universelle [NC00], donc
pour tout δ > 0 et toute transformation unitaire U , il existe un circuit C ayant
pour base {H, T,ΛX} tel que l’action Ũ de C vérifie ||U − Ũ || < δ. Soit k la taille
de C. Chacune des portes H , T et ΛX peut être simulée en utilisant les transferts
d’état généralisés décrits dans les figures 7.6, 7.7 et 7.8.

Afin d’obtenir une simulation complète de chacune des portes, la stratégie
décrite dans la figure 7.3 peut être appliquée. Cette stratégie requiert l’utilisation
d’un pas de simulation de σx, σy et σz, or l’application directe du schéma de
transfert d’état généralisé pour les opérateurs de Pauli implique l’utilisation de
mesures selon l’observable Z ⊗Z, non présent dans l’ensemble E0 des observables
disponibles.

En revanche, l’application successive de deux pas de simulation de H permet
d’obtenir la simulation de l’identité à un opérateur de Pauli près. En effet, pour
tous les opérateurs de Pauli σ, σ′, σ′HσH = σ′′Id où σ′′ est un opérateur de Pauli.
Cette simulation peut être utilisée pour simuler chacun des opérateurs de Pauli,
en effet une simulation de l’identité à σ près, peut être interprétée comme une
simulation de σ̃ à σσ̃ près1, où σ̃ est l’opérateur de Pauli à simuler.

Ainsi, pour tout ǫ > 0, chaque porte peut être simulée avec une probabilité
d’échec inférieure à ǫ/k. La probabilité de succès de la simulation totale du circuit
est donc supérieure à (1 − ǫ/k)k ≥ 1 − ǫ, garantissant que la probabilité d’échec
de Ũ soit inférieure à ǫ. �

Théorème 7.3 L’ensemble E1 = {Z ⊗ X,Z, cos(θ)X + sin(θ)Y, θ ∈ [0 2π]} est
universel, en utilisant un seul qubit auxiliaire.

1Les opérateurs de Pauli sont auto-adjoints donc σσ̃σ̃ = σId
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θ

Φ
Φ

a

b Z X

Z θθ

σ K
cos( )X−sin( )Y

Fig. 7.9 – Pas de simulation de HRẑ(θ) : V1 = Rẑ(θ) et V2 = H .)

Preuve : Etant donné un vecteur n = (a, b, c), une rotation d’angle α autour de
n est définie par Rn(α) = cos(α/2)I − i sin(α/2)(aσx + bσy + cσz).

Pour toute transformation unitaire U d’ordre 1, il existe α, β, γ, δ tels que :
U = eiαRx̂(β)Rẑ(γ)Rx̂(δ), avec x̂ = (1, 0, 0) et ẑ = (0, 0, 1) (voir [NC00]). Ainsi
toute transformation unitaire U d’ordre 1 peut être décomposée en trois rotations
élémentaires, à une phase globale près.

De plus, pour tout θ,Rx̂(θ) = HRẑ(θ)H donc U = eiαHRẑ(β)HRẑ(γ)HRẑ(δ)H
d’où U = eiαKβKγKδK0, avec Kθ = HRẑ(θ). La phase globale eiα n’étant pas
importante dans la simulation de U (voir [NC00] pour une discussion sur la phase
globale), on en déduit que la base {ΛX,Kθ, θ ∈ [0, 2π]} est universelle. Une preuve
de l’universalité de cette base à été donnée indépendamment par [DKP04a].

De plus, pour tout θ, la transformation HRẑ(θ) peut être simulée à l’aide du
schéma de transfert d’état généralisé présenté dans la figure 7.9. On en déduit
l’universalité exacte de l’ensemble E1 = {Z ⊗X,Z, cos(θ)X + sin(θ)Y, θ ∈ [0 2π]}.
�

Nous avons introduit un nouveau schéma, le transfert d’état, permettant de
diminuer les ressources utilisées pour le calcul par mesures projectives. Ces res-
sources sont-elles minimales ? Tout d’abord, en terme de qubits auxiliaires, la si-
mulation de transformations unitaires, donc réversibles, par des opérations non
réversibles comme les mesures projectives, nécessite un espace auxiliaire supplé-
mentaire jouant un rôle de mémoire afin de rendre globalement l’évolution réver-
sible. Ainsi, un minimum de un qubit auxiliaire est nécessaire à la simulation d’une
transformation unitaire par des mesures projectives.

Les théorèmes 7.2 et 7.3 montrent qu’aussi bien dans le cadre de l’universalité
exacte qu’approchée, un seul qubit auxiliaire est suffisant au calcul par mesure
projective. Les ressources minimales, en terme de qubits auxiliaires, sont donc
atteintes.

En terme d’ensemble d’observables, remarquons premièrement que la création
d’intrication nécessite des mesures projectives multi-qubits, or un seul observable
multiqubit, Z ⊗ X est nécessaire à l’universalité exacte et approchée. Ainsi, en
termes d’observables multi-qubits, les ressources minimales sont également at-
teintes.

Enfin, pour les observables sur 1 qubit, les cas des universalités exacte et ap-
prochée sont à distinguer.
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XX

ZZ

Fig. 7.10 – Simulation d’une mesure selon X, par une mesure selon Z puis selon
Z ⊗X

– Pour l’universalité exacte, un simple argument de dénombrement montre
qu’un ensemble universel de façon exacte doit nécessairement être non dé-
nombrable. Ainsi, l’ensemble E1 est satisfaisant, même s’il n’est pas minimal.
En effet, pour tout γ > 0, l’ensemble Eγ = {Z⊗X,Z, cos(θ)X+sin(θ)Y, θ ∈
[0, γ]} est universel et Eγ ⊂ E1.

– Pour l’universalité approchée, aucun argument ne nous permet actuellement
de conclure sur l’aspect nécessaire des observables de E0, au contraire, dans
la section suivante, un ensemble d’observables strictement inclus dans E0 est
montré approximativement universel.

7.4 Compromis entre observables et qubits auxi-

liaires ?

L’ensemble approximativement universel E0 inclut les observables X,Z et Z⊗
X, or le lemme suivant, illustré par la figure 7.10, montre qu’une mesure selon X
peut être simulée en utilisant les observables Z et Z ⊗X :

Lemme 7.4 Etant donné un registre a et un qubit auxiliaire b, une mesure de
selon X du qubit a est équivalente à une mesure selon Z de b suivie d’une mesure
selon X ⊗ Z du registre a, b.

Preuve : Soit |Φ〉 l’état du qubit a.
– Si a est mesuré selon X, la probabilité que le résultat classique soit j ∈
{−1, 1} est p(j) = 〈Φ| (Id + jX) |Φ〉 /2, l’état de a après la mesure est
|Φ′(j)〉 = 1

2
√
p(j)

((Id+ jX) |Φ〉)
– Si b est dans l’état α |0〉 + β |1〉 avant la mesure selon Z, la probabilité

que le résultat classique de la mesure de b selon Z soit k est p′(k), avec
p′(−1) = |β|2 et p(1) = |α|2. Après cette mesure le registre a, b est dans

l’état |ψ(k)〉 = |Φ〉 ⊗ (σ
(1−k)/2
x |0〉). Après la mesure du registre a, b selon

X⊗Z, la probabilité que le résultat classique soit l ∈ {−1, 1} est : p′′(k, l) =
〈ψ(k)| (Id+ lX⊗Z) |ψ(k)〉 /2 = p(k.l). Après cette mesure, l’état du registre

est |ψ′(k, l)〉 = |Φ′(k.l)〉 ⊗ σ(1−k)/2
x |0〉.
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Ainsi une mesure selon X peut être simulée par deux mesures, selon Z puis
selon X⊗Z (figure 7.10) : la probabilité que la mesure X produise le résultat j est
la probabilité que les deux mesures produisent des résultats k et l tels que k.l = j.
�

Ainsi, une mesure selon X peut être simulée par une mesure selon X et une
mesure selon X ⊗ Z, en utilisant un qubit auxiliaire. On en déduit l’ensemble
approximativement universel suivant :

Lemme 7.5 L’ensemble E2 = {Z⊗X,Z, X−Y√
2
} est approximativement universel,

en utilisant deux qubits auxiliaires.

Ainsi un compromis entre qubits auxiliaires et observables apparaît : afin de
diminuer le nombre d’observables, un qubit auxiliaire supplémentaire est utilisé.
D’un autre côté, le lemme 7.5 ne montre pas que pour que l’ensemble E2 soit
universel, deux qubits auxiliaires sont nécessaires.

7.5 Vers les ressources minimales

L’ensemble E2 = {Z⊗X,Z, X−Y√
2
} est approximativement universel en utilisant

2 qubits. La preuve d’universalité de E2 repose sur l’universalité de E3 = E2 ∪
{X} et sur la capacité de simuler la mesure selon X en utilisant des mesures de
l’ensemble E2. Une approche différente, qui est adoptée dans cette section, permet
de montrer que E2 est approximativement universel en utilisant un seul qubit
auxiliaire.

Alors que l’universalité de l’ensemble E3 repose sur l’universalité de la base B =
{H, T,ΛX}, nous introduisons une base différente de transformations unitiaires et
nous prouvons son universalité. Dans un second temps, nous montrerons comment
simuler les éléments de cette nouvelle base à l’aide des observables de E2.

La preuve de l’universalité de B est adaptée de la preuve de d’universalité
de {H, T,ΛX}. La démonstration s’appuie sur les deux propriétés suivantes (voir
[NC00]).

Propriété 7.1 Etant donné un vecteur n, si θ est un multiple irrationnel de π,
alors pour tout α et tout ǫ > 0, il existe k tel que

||Rn(α)− Rn(θ)k|| < ǫ/3

Propriété 7.2 (Włodarski [Wlo69]) Si α n’est pas un multiple entier de π/4
et cosβ = cos2 α, alors soit α, soit β est un multiple irrationnel de π.

Lemme 7.6 {HT, σy,ΛZ} est une base approximativement universelle.
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7.5. VERS LES RESSOURCES MINIMALES 91

Preuve : Tout d’abord, nous prouvons que toute transformation unitaire d’ordre
1 qubit peut être approchée parHT et σy. Considérons les transformations U1 = T ,
U2 = HTH et U3 = σyHTHσy. On note que T est, à une phase globale non
pertinente près, une rotation d’angle π/4 autour de l’axe ẑ = (0, 0, 1) :

U1 = T = e−iπ/8(cos(π/8)I − i sin(π/8)σz)
U2 = HTH = e−iπ/8(cos(π/8)I − i sin(π/8)σx)
U3 = σyHTHσy = e−iπ/8(cos(π/8)I + i sin(π/8)σx)

En composant U1 et U2 on obtient, à une phase globale près :

U2U1 = (cos(π/8)I − i sin(π/8)σx)(cos(π/8)I − i sin(π/8)σz)
= cos2(π/8)I − i[cos(π/8)(σx + σz)− sin(π/8)σy] sin(π/8)

U2U1 est donc une rotation autour de l’axe n = (cos(π/8),− sin(π/8), cos(π/8)),
d’angle θ défini comme la solution de cos(θ/2) = cos2(π/8). Puisque π/8 n’est pas
un multiple entier de π/4, mais un multiple rationnel de π, d’après la propriété
7.2, un tel θ est un multiple irrationnel de π.

Cette irrationnalité implique que pour tout angle α, la rotation d’angle α autour
de n peut être approchée avec une précision arbitraire en répétant des rotations
autour de n d’angle θ (voir propriété 7.2). Pour tout α et tout ǫ > 0, il existe k
tel que

||Rn(α)−Rn(θ)k)|| < ǫ/3

De plus, en composant U1 et U3, on obtient, à une phase globale près :

U3U1 = (cos(π/8)I + i sin(π/8)σx)(cos(π/8)I − i sin(π/8)σz)
= cos2(π/8)I − i[cos(π/8)(−σx + σz) + sin(π/8)σy] sin(π/8)

U3U1 est une rotation autour de l’axe m = (− cos(π/8), sin(π/8), cos(π/8)) et
d’angle θ.

Pour tout α et tout ǫ > 0, il existe k tel que

||Rm(α)−Rm(θ)k)|| < ǫ/3

Puisque les axes n et m ne sont pas parallèles, toute transformation unitaire
U d’ordre 1 peut être décomposée en rotation autour de n et m. Il existe α, β, γ, δ
tels que :

U = eiαRn(β)Rm(γ)Rn(δ)

Enfin, pour tout U et ǫ > 0, il existe k1, k2, k3 tel que

||U −Rn(θ)k1Rm(θ)k2Rn(θ)k3|| < ǫ

Ainsi, toute transformation unitaire d’ordre 1 peut être approchée en utilisant U2U1

et U3U1. Puisque U2U1 = (HT )(HT ) et U3U1 = σyHTHσyT = −(σyHT )(σyHT ),
l’ensemble {HT, σy} approxime toute transformation unitaire d’ordre 1.

En ajoutant ΛZ, l’ensemble B est approximativement universel. �
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92CHAPITRE 7. RESSOURCES DU CALCUL PAR MESURES PROJECTIVES

Théorème 7.4 E2 = {Z⊗X,Z, X−Y√
2
} est approximativement universel, en utili-

sant un seul qubit auxiliaire.

Tout d’abord, on remarque que le pas de simulation de HT présenté en figure
7.7 peut être réalisé en utilisant les observables de E2 et un seul qubit auxiliaire.
Il reste donc à simuler ΛZ et les opérateurs de Pauli, utiles pour obtenir σy, mais
également pour réaliser une simulation complète à partir d’un pas de simulation,
selon la stratégie décrite en figure 7.3. On introduit quelques lemmes préalables
avant de prouver ce théorème.

Lemme 7.7 Etant donné un registre de deux qubits a, b et un qubit auxiliaire c,
la suite de mesures selon Zc, Za⊗Xc, Zc⊗Xb et enfin Zb (voir figure 7.11) simule
l’application de ΛZ sur l’état |Φ〉 des qubits a, b, à un opérateur de Pauli près.
L’état final est sur les qubits a, c.

ZZ

X

ZΦ Φc

Z

X
b

a
σ

Z

Λ

Fig. 7.11 – Simulation de ΛZ

La preuve du lemme 7.7 est similaire à celle du lemme 7.3.
Afin de simuler les opérateurs de Pauli σx et σz, un nouveau schéma différent

du transfert d’état est introduit :

Lemme 7.8 Etant donné un qubit b et un qubit auxiliaire a, la suite de mesures
selon Za, Xa ⊗ Zb, et Za (voir figure 7.12) simule l’application, sur le qubit b, de
σz avec probabilité 1/2 et l’identité avec probabilité 1/2.

k

Φ Φb

a X

Z σk

Z Z

z

Fig. 7.12 – Simulation de σz

Preuve : Soit |Φ〉 = α |0〉+β |1〉 l’état du qubit b. Après la première mesure dont
le résultat classique est j ∈ {−1, 1}, l’état du registre a, b est :

|ψ1〉 = (σ
(1−j)/2
x ⊗ Id) |0〉 ⊗ |Φ〉
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7.5. VERS LES RESSOURCES MINIMALES 93

On remarque que 〈ψ1|X ⊗ Z |ψ1〉 = 0, donc l’état |ψ2〉 après la deuxième
mesure, dont le résultat classique est k ∈ {−1, 1}, est :

|ψ2〉 =
√

2
2

(σ
(1−j)/2
x ⊗ Id)(Id+ kX ⊗ Z) |0〉 ⊗ |Φ〉

=
√

2
2

(σ
(1−j)/2
x ⊗ Id)(|0〉 ⊗ |Φ〉+ |1〉 ⊗ (σz |Φ〉)

Ainsi, si la mesure du qubit a selon Z produit le résultat classique l ∈ {−1, 1},
alors si k = j alors le registre a, b sera dans l’état |0〉 |Φ〉, sinon le registre sera
dans l’état |1〉σz |Φ〉. �

Lemme 7.9 Etant donné un qubit b et un qubit auxiliaire a, la suite de mesures

selon
(

X−Y√
2

)

a
, Za ⊗Xb, et

(

X−Y√
2

)

a
(voir figure 7.13) simule l’application, sur le

qubit b, de σx avec probabilité 1/2 et l’identité avec probabilité 1/2.

kΦ Φ

(X−Y)/  2 (X−Y)/  2

b

a Z

X σx

Fig. 7.13 – Simulation de σx

Preuve : Une preuve directe, comme pour le lemme 7.8 peut être donnée, on
préfère ici utiliser le lemme sur la commutativité des transformations unitaires et
des observables pour déduire le lemme 7.9 du lemme 7.8.

En effet, d’après le lemme 7.2 sur la commutativité des transformation unitaires

et des observables, la suite de mesures
(

X−Y√
2

)

a
, Za ⊗ Xb, et

(

X−Y√
2

)

a
équivaut à

appliquer HT sur a, H sur b, puis les mesures Za, Xa ⊗ Zb, et Za et enfin à
appliquer T †H sur a et H sur b. En effet on peut vérifier que T †HZHT = X−Y√

2
,

T †HXHT = Z et HZH = X.
Il reste à interpréter l’application de ces transformations unitaires avant et après

la simulation de σz sur le qubit b. Les transformations unitaires agissant sur le qubit
a ne modifient pas l’action globale sur b car il n’y a pas de condition sur l’état du
qubit auxiliaire avant et après le pas de simulation. En revanche, l’application de H
avant et après la simulation sur le qubit b produit une simulation de HσzH = σx.
�

Preuve du théorème 7.4 : L’ensemble universel de transformations unitaires
B = {HT, σy,ΛZ} peut être simulé en utilisant des mesures de l’ensemble E2 =
{Z ⊗X,Z, X−Y√

2
}.

Tout d’abord ΛZ et HT peuvent être simulés, à un opérateur de Pauli près,
en utilisant des observables de E2 (Figures 7.11 et 7.7).
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94CHAPITRE 7. RESSOURCES DU CALCUL PAR MESURES PROJECTIVES

La preuve se réduit donc à la simulation des opérateurs de Pauli permettant
de simuler σy et d’obtenir une simulation de HT et ΛZ, à partir d’un pas de
simulation de ces transformations unitaires. Les lemmes 7.8 et 7.9 proposent un
schéma de simulation de σz et σx. Ces simulations ne sont pas obtenues à un
opérateur de Pauli près, mais réussissent avec probabilité 1/2, la stratégie décrite
en 7.3 est donc modifiée :

– pour simuler σx, on applique le schéma 7.13 tant que la simulation de σx
n’est pas obtenue ;

– pour simuler σz, on applique le schéma 7.12 tant que la simulation de σz
n’est pas obtenue ;

– pour simuler σy, on utilise le fait que σy = iσzσx, en simulant σx puis σz. On
obtient une simulation de σy à une phase globale près.

On remarque que même si la stratégie de simulation est légèrement modifiée,
le coût en temps de la simulation est inchangé : le nombre de mesures à effectuer
pour obtenir une simulation, avec probabilité d’erreur ǫ > 0, d’un circuit composé
de k portes et ayant pour base B, est toujours O(k.log(k/ǫ)).

7.6 Conclusion

Nous avons montré que les ressources minimales nécessaires à la simulation
exacte de transformations unitaires ont été atteintes : une mesure sur deux qubits
et un ensemble infini de mesures sur un qubits sont universelles, en utilisant un
seul qubit auxiliaire.

Nous avons également montré que trois mesures projectives (dont une seule
sur deux qubits) et un qubit auxiliaire forment un ensemble approximativement
universel. Ce résultat améliore les résultats de Nielsen et de Leung.

Une perspective est de trouver une borne inférieure pour ces ressources. Un
qubit auxiliaire, ainsi qu’une mesure sur deux qubits sont nécessaires, la diminu-
tion des ressources porte donc sur le nombre de mesures sur un qubit. Afin de
montrer qu’un ensemble d’observables est minimal, les phénomènes permettant de
simuler des transformations unitaitres à partir de mesures projectives doivent être
mieux compris. Une étude préliminaire montre, par exemple, que deux observables
appliqués successivement doivent satisfaire une propriété d’anticommutation né-
cessaire à la simulation d’une transformation réversible. Une perspective est donc
d’exploiter ce type de propriétés afin de caractériser les ressources nécessaires au
calcul par mesures projectives.

Le chapitre suivant traite de l’utilisation, dans le cadre du calcul par mesures
projectives, de modèles formels comme le q-calcul, ou les machines de Turing
contrôlées classiquement.
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Chapitre 8

Modèles formels du calcul par

mesures projectives

L’universalité du calcul par mesures projectives a été prouvée dans le chapitre
précédent. L’élaboration de modèles formels pour décrire le calcul par mesures
projectives est nécessaire. Tout d’abord, la notion de stratégie permettant de com-
poser des pas de simulation doit être formalisée et n’est encore décrite que de façon
ad hoc. Un modèle formel permet de représenter de façon homogène les mesures
projectives qui sont appliquées et leur composition conditionnelle.

De plus, nous n’avons, pour l’instant, vu le calcul par mesure que par sa capa-
cité à simuler une évolution unitaire. Ceci suggère un schéma où les algorithmes
seraient d’abord décrits sous forme de circuits quantiques (composés uniquement
de transformations unitaires) pour être ensuite "compilés" en une succession de
mesures projectives. Or, comme le montre le q-calcul, ceci n’est qu’une extrémité
du spectre des possibilités : un algorithme est décrit par une composition, contrôlée
classiquement, de transformations admissibles, dont les transformations unitaires
et les mesures projectives sont des cas particuliers. Des modèles formels, comme
le q-calcul ou les MTQC, permettent en effet de décrire tout type de calculs quan-
tiques, y compris un calcul composé exclusivement de mesures projectives.

L’utilisation d’un modèle formel comme le q-calcul pour décrire un calcul par
mesures projectives permet d’associer à chaque terme sa sémantique. Alors que
les transformations unitaires sont stables par composition, les mesures projectives
ne le sont pas. Il apparaît donc important d’utiliser un formalisme capable de
représenter les mesures projectives, mais qui soit de plus stable par composition.
Le q-calcul satisfait cette propriété.
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96CHAPITRE 8. MODÈLES FORMELS DU CALCUL PAR MESURES PROJECTIVES

8.1 Fragment observable du q-calcul

Tout d’abord, nous introduisons le fragment du q-calcul dans lequel les seules
transformations admissibles autorisées sont les mesures projectives :

Définition 8.1 Un o-terme est un q-terme tel que tous les opérateurs linéaires
utilisés comme actions, sont des projecteurs (P 2 = P ).

Exemple 8.1 Les q-termes P2,P3 (Exemples 5.8, dans la chapitre 5) sont des
o-termes, en revanche P4 ou P5 ne sont pas des o-termes.

Une utilisation efficace des mesures projectives nécessite l’utilisation d’espace
auxiliaire. C’est pourquoi nous définissons un fragment du q-calcul incluant en
plus des mesures projectives, la possibilité d’initialiser un système dans un état
standard |τ0〉 mais également les mesures destructrices :

– Une initialisation Init d’un espace auxiliaire est une transformation admis-
sible de HB1 dans HB2 , avec B1 ⊆ B2, telle que Init = (|τ0〉〈| ⊗ IdHB1

)
– Une mesure destructrice D est une transformation admissible de HB2 dans
HB1 , avec B1 ⊆ B2, telle que D = (|〉〈τ |⊗IdHBτ )τ∈A, avec Bτ = {x | (τ, x) ∈
B1} et ∪τ∈ABτ = B1.

Définition 8.2 Un o′-terme est un q-terme P = (K, I, F,R) tel que pour tout
processus q ∈ K \ F , les opérateurs linéaires utilisés dans la définition de q dans
R, forment soit :

– une mesure projective ;
– une initialisation ;
– une mesure destructrice.

Afin d’établir la possibilité de simuler toute transformation unitaire à l’aide de
mesures projectives, nous introduisons, pour toute transformation unitaire U , deux
termes PU et P̃U . P̃U est un q-terme servant de référence qui consiste à appliquer
U , alors que PU est un o′-terme. Le lemme 8.1 montre l’équivalence observable de
P̃U et PU .

Définition 8.3 Pour toute transformation unitaire U ∈ L(HB1 ,HB2), P̃U est un
q-terme ({i, f}, {i}, {f}, R̃), avec Hi = HB1, Hf = HB2 et R̃ :

i = U.f

Définition 8.4 Pour toute transformation unitaire U ∈ L(HB1 ,HB2), PU est
un o′-terme ({i, q, p, f}, {i}, {f}, R} avec Hi = HB1, Hf = HB2, Hp = Hq =
H{⊤}×B2∪{⊥}×B1 et R :
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8.1. FRAGMENT OBSERVABLE DU Q-CALCUL 97

i = [|⊥〉〈| ⊗ IdHB1
].p

p = [PU , P−U ].q
q = [|〉〈⊥| ⊗ IdHB1

].i + [|〉〈⊤| ⊗ IdHB2
].f

avec PU = 1
2
(|⊤〉〈⊤| ⊗ IdHB2

+ |⊥〉〈⊥| ⊗ IdHB1
+ |⊤〉〈⊥| ⊗ U + |⊥〉〈⊤| ⊗ U †).

PU est un o′-terme, car en particulier PU et P−U sont des projecteurs orthogo-
naux tels que PU + P−U = Id{⊤}×B2∪{⊥}×B1 . Le o′-terme PU consiste tout d’abord
à initialiser un espace auxiliaire formé des symboles ⊥ et ⊤. Plus précisément B1

représente une base de l’espace de départ, B2 une base de l’espace d’arrivée et
B = {⊥}×B1∪{⊤}×B2. Le symbole ⊥ signifie que la simulation n’est pas réali-
sée, alors que le symbole ⊤ signifie que la simulation est terminée, c’est pourquoi
⊥ est associé à l’espace de départ et ⊤ à l’espace d’arrivée. Le système est initialisé
dans l’état |⊥〉 |ϕ〉. Après l’application du projecteur PU ou P−U , le système est
dans une superposition uniforme de 1√

2
(|⊥〉 |ϕ〉± |⊤〉U |ϕ〉). En mesurant l’espace

auxiliaire, on obtient avec probabilité 1/2 l’état |ϕ〉 et avec probabilité 1/2, U |ϕ〉.
Nous établissons dans le lemme suivant la possibilité de simuler toute transfor-

mation unitaire en utilisant uniquement des mesures projectives, en prouvant que
PU et P̃U ont la même sémantique observable.

Lemme 8.1 Pour toute transformation unitaire U ∈ L(HB1 ,HB2),

PU ≡obs P̃U

Preuve : Plutôt que de calculer directement la sémantique de PU , on remarque
que la règle de substitution peut être appliquée au processus q et p, l’ensemble des
définitions de processus se réduit alors à :

i = [
1

2
IdHB1

,
1

2
IdHB1

].i + [
1

2
U,
−1

2
U ].f

La règle de regroupement peut être appliquée deux fois, avec comme paramètre
1 et −1. On obtient un terme P ′U tel que P ′U ≡obs PU dont l’ensemble des définitions
est :

i = [
1√
2
IdHB1

].i + [
1√
2
U ].f

On peut alors calculer la sémantique admissible de P ′U :

[[P ′U ]]♭ = [[ 1√
2
U ]]♭i,f ◦ ∪n∈N([[ 1√

2
IdHB1

]]♭i,i)
n

= ∪n∈N∗

(

(i, f) , 1√
2

nU
)
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98CHAPITRE 8. MODÈLES FORMELS DU CALCUL PAR MESURES PROJECTIVES

D’où [[P ′U ]] = X ([[P ′U ]]♭) = λ(d, |Φ〉).η(f,U |Φ〉).

La sémantique admissible de P̃U est [[P̃U ]]♭ = ((i, f) , U) donc [[P̃U ]] = λ(d, |Φ〉).η(f,U |Φ〉).

Ainsi [[P̃U ]] = [[P ′U ]] or P ′U ≡obs PU , donc PU ≡obs P̃U �

Le lemme 8.1 permet de généraliser l’universalité des mesures projectives au
cas où les données ne sont pas composées exclusivement de qubits. On remarque
ici une technique de preuve différente de celle utilisée dans le chapitre précédent.
En effet, plutôt que de chercher à reconstruire une transformation unitaire à partir
de pas de simulation, puis de stratégie de correction, la manipulation du o′-terme
PU est basée sur les règles de transformations permettant de simplifier un q-terme,
et sur le calcul de la sémantique admissible.

L’utilisation du q-calcul permet donc de considérer le calcul par mesures pro-
jectives, non pas seulement comme une méthode permettant de simuler le calcul
quantique réversible, mais comme un véritable modèle de calcul indépendant.

8.2 Machine de Turing quantique fondée sur la me-

sure

Dans cette section, une restriction des machines de Turing quantiques contrô-
lées classiquements est introduite, il s’agit des machines de Turing quantiques
fondées sur la mesure (MTQM) pour lesquelles seules les mesures projectives sont
autorisées.

L’objectif de cette section est de montrer que ce nouveau modèle permet de
simuler efficacement le modèle des MTQC. Nous montrons dans un premier temps
que toute machine de Turing (classique) peut être simulée efficacement par une
MTQM.

Dans le modèle des MTQC, l’ensemble des transformations admissibles A re-
présente les ressources quantiques qui sont autorisées pendant le calcul. En limitant
l’ensemble A, on peut obtenir des modèles particuliers de calcul quantique tel que
le calcul quantique fondé sur la mesure.

Définition 8.5 (Machine de Turing quantique fondée sur la mesure) Une
machine de Turing quantique fondée sur la mesure (MTQM) est une MTQC
M = (K,ΣC ,ΣQ,A, δ), où A est uniquement composée de mesures projectives.

Le théorème suivant montre que toute MT est simulée par une MTQM Las
Vegas, c’est-à-dire une MTQM avec un résultat non probabiliste, même si le temps
d’exécution est non borné.
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8.2. MACHINE DE TURING QUANTIQUE FONDÉE SUR LA MESURE 99

Théorème 8.1 Pour toute MT M donnée opérant en un temps f(n), où n est la
taille de l’entrée, il existe une MTQM M ′ opérant en un temps espéré O(f(n)), et
telle que, pour toute entrée x, M(x) = M ′(|x〉).

Preuve : La preuve est similaire à la simulation de toute MT au moyen d’une
MTQC (voir théorème 6.1), mais la permutation P[τ,σ] de deux symboles, qui est
une transformation unitaire, doit être simulée à l’aide de mesures projectives. La
simulation consiste à appliquer une mesure projective O[τ,σ] dans la base diagonale,

transformant l’état |τ〉 en une superposition uniforme (|τ〉±|σ〉)/
√

2. Puis la cellule
est mesurée dans la base standard produisant |σ〉 avec une probabilité 1/2 et |τ〉
avec une probabilité 1/2. Si la simulation de la permutation échoue, la séquence
des deux mesures O[τ,σ] et Std est appliquée à nouveau, jusqu’à la réussite.

Formellement, si M = (K,Σ, δ), soit M ′=(K ′, (Σ ∪ {#, λ,⊤,⊥}),Σ, {Std} ∪
{O[τ,τ ′]}τ,τ ′∈Σ, δ′). Pour tout (q, τ) ∈ K × Σ, if δ(q, τ) = (p, σ,D), alors :

δ′(q, τ) = (qτ,σ,−,O[τ,σ])
δ′(qτ,σ,−) = (q′τ ,−, Std)
δ′(q′τ,σ, σ) = (p,D, Std)
δ′(q′τ,σ, τ) = (qτ,σ,−,O[τ,σ])

Chaque transition est simulée avec probabilité 1/2 par deux mesures (O[τ,σ] et
Std). Le nombre de transitions de M est f(n), le nombre de transitions X de M ′

vérifie :
Pr(X = 2n+ 1) = 0

Pr(X = 2n) =

(

f(n)− 1
2n− 1

)

1
22n

On en déduit que le temps espéré est 4f(n). �

D’après le théorème 8.1, les transformations unitaires ne sont donc pas néces-
saires pour simuler le calcul classique. On peut se demander quelle est la puissance
des MTQM comparées aux MTQC. Dans l’exemple 8.2, une MTQM qui simule
l’application de la transformation d’Hadamard est décrite. La simulation est fon-
dée sur le transfert d’état 7.3. D’une façon plus générale, le théorème 8.2 prouve
que toute MTQC peut être simulée efficacement par une MTQM.

Exemple 8.2 (Simulation fondée sur la mesure de Hadamard)
Considérons le problème de la simulation d’une transformation unitaire donnée à
l’aide de mesures. On choisit de simuler la transformation d’Hadamard H, sur
une entrée à 1 qubit |Φ〉, en utilisant uniquement des mesures projectives. Consi-
dérons une MTQM à 2 rubans M = (K,ΣC ,ΣQ,A, δ), avec K = {s, s′, q′, q′′} ∪
{qj(a,b) | a, b ∈ {−1, 1} ∧ j = 1 . . . 5}, ΣQ = {#, 0, 1}, ΣC = {#,#,−1, 0, 1,⊤,⊥},
A = {T#, Std,O[#,0],OZ ,OX , OX⊗Z ,OZ⊗Z} et δ est décrite dans la figure 8.1.
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100CHAPITRE 8. MODÈLES FORMELS DU CALCUL PAR MESURES PROJECTIVES

p ∈ K, τ ∈ ΣC δ(p, τ)
s # (s′, (→,−), [−,O[#,0]])

∀t ∈ {−1, 0} s′ t (q′, (−,−), [−, Std])
q′ # (s′, (−,−), [−,O[#,0]])
q′ 0 (q′′, (−,−), [−,OX ])

∀i ∈ {−1, 1} q′′ i (q1(i,1), (−,−),OX⊗Z)
∀i, j ∈ {−1, 1} q1(i,1) j (q2(i,j), (−,−), [OZ ,−])
∀i, j, k ∈ {−1, 1} q2(i,j) k (q3(i.k,j), (−,−), [OX ,−])
∀k′, j, l ∈ {−1, 1} q3(k′,j) k (q4(k′.l,j), (−,−),OZ⊗Z)
∀l′, j,m ∈ {−1, 1} q4(l′,j) k (q5(l′,j.m), (−,−), [−,OX ])

∀l′, n ∈ {−1, 1}t.q.l′ = n q5(l′,1) n (h, (−,−),−)
∀l′, m′, n ∈ {−1, 1}t.q.m′ 6= 1 ∨ l′ 6= n q5(l′,m′) n (q2(l′.n,m′), (−,−),OZ⊗Z)

Fig. 8.1 – MTQM à 2 rubans avec uniquement des mesures projectives pour la
simulation de H .

Φ

Φ

Φ

ΦH

X

ZX σ

Z

ZX σ

ZX

Fig. 8.2 – à gauche : transfert d’état - à droite : transfert d’état généralisé pour
la simulation de H .
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8.2. MACHINE DE TURING QUANTIQUE FONDÉE SUR LA MESURE 101

L’état d’entrée est placé sur le ruban T1. Les quatre premières transitions sont
utilisées pour transformer l’état désigné par la seconde tête, de l’état |#〉 vers |0〉.
Puis les mesures projectives sont appliquées d’après le transfert d’état 7.3 (voir
figure 8.2) : après ces mesures, H |Φ〉, à un opérateur de Pauli près, est placé sur
T2. Puisque le résultat du calcul doit être placé sur T1, les trois transitions suivantes
transfèrent le résultat de la simulation de T2 vers T1.

Le transfert d’état est obtenu à un opérateur de Pauli près. Cet opérateur dé-
pend des résultats classiques des différentes mesures, c’est pourquoi les résultats
classiques sont mémorisés à l’aide des états internes de la machines : qj(a,b) signi-

fie que le transfert d’état est obtenu à σ
1−a
2

z σ
1−b
2

x près. Dans le but de corriger cet
opérateur de Pauli, l’état est transféré deux fois : de T1 vers T2, puis à l’inverse
de T2 vers T1. Quand M s’arrête, l’état de la cellule pointée par la première tête
est H |Φ〉, donc M(|Φ〉) = H |Φ〉.

Notons que le nombre de transitions espéré est constant.

Théorème 8.2 Pour toute k-MTQC M opérant en un temps f(n), il existe une
k-MQTM M ′ opérant en un temps O(f(n)), telle que pour toute entrée |ψ〉 de
taille n, M(|ψ〉) = M ′(|ψ〉).

Preuve : La démonstration est composée de deux étapes : chaque transformation
admissible utilisée dans la fonction de transition de M est transformée en une
transformation unitaire immédiatement suivie d’une mesure projective, puis dans
un second temps, l’opération unitaire précédemment obtenue est simulée à l’aide
de mesures projectives.

Si M = (K,ΣC ,ΣQ,A, δ), alors M ′ = (K ′, (Σ2
C×{⊤,⊥}), (ΣQ×ΣC ×{⊤,⊥}),

A′, δ′). L’alphabet des cellules quantiques de M ′ est composé de triplets (Φ, c, r) :
Φ ∈ ΣQ est utilisé pour simuler la cellule quantique correspondante de M , c ∈ ΣC

est utilisé dans la première étape transformant les transformations admissibles en
unitaires suivie d’une mesure, et r ∈ {⊤,⊥} est un élément de l’espace de tra-
vail additionnel nécessaire à la simulation des transformations unitaires à l’aide
de mesures projectives. A′ est un ensemble de transformations admissibles agis-
sant sur les états quantiques dans H(ΣQ×ΣC×{⊤,⊥})k . Dans la suite, nous utilisons
implicitement le fait que H(ΣQ×ΣC×{⊤,⊥})k est isomorphe à HΣk

Q
×Σk

C
×{⊤,⊥}k .

– Pour tout (q, c) ∈ K × ΣC , si δ(q, c) = (p,D,A), alors δ̃(q, c) = (qc, −,
UV ) et δ̃(qc, λ) = (p,D,OO) tel que si A = {Mc, c ∈ ΣC}, alors V :
HΣk

Q
×Σk

C
→ HΣk

Q
×Σk

C
est une transformation unitaire telle que V |ψ〉

∣

∣#k
〉

=
∑

c∈ΣC
(Mc |ψ〉)

∣

∣c#k−1
〉

(V peut être étendue au cas où le second registre

n’est pas dans l’état
∣

∣#k
〉

), et O est une mesure projective du second re-

gistre dans la base {
∣

∣c#k−1
〉

, c ∈ ΣC}. Si δ est remplacé par δ̃, une simulation
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102CHAPITRE 8. MODÈLES FORMELS DU CALCUL PAR MESURES PROJECTIVES

exacte de M est alors obtenue.1

– Afin de simuler une transition consistant à appliquer une transformation V ,
reprenons la technique utilisée dans le théorème 8.1. Soit R = V ⊗|⊥〉 〈⊤|⊗
IdH

{⊤,⊥}k−1
+ V † ⊗ |⊤〉 〈⊥| ⊗ IdH

{⊤,⊥}k−1
, P⊤ = (IdH

Σk
Q

×Σk
C

×{⊤,⊥}k
+ R)/2, et

P⊥ = (IdH
Σk

Q
×Σk

C
×{⊤,⊥}k

− R)/2. V = {P⊤, P⊥} est une mesure projective.

On peut montrer que pour tout |Φ〉 ∈ HΣk
Q
×Σk

C
, une mesure de |Φ〉 ⊗

∣

∣⊤k
〉

selon V, suivie par une mesure projective selon L = {IdH
Σk

Q
×Σk

C

⊗ |⊤〉 〈⊤| ⊗
IdH

{⊤,⊥}k−1
, IdH

Σk
Q

×Σk
C

⊗ |⊥〉 〈⊥| ⊗ IdH
{⊤,⊥}k−1

}, produit (V |Φ〉) ⊗
∣

∣⊥⊤k−1
〉

avec une probabilité 1/2, et |Φ〉⊗
∣

∣⊤k
〉

avec une probabilité 1/2. Alors, pour

tout (q, c) ∈ K × ΣC , si δ̃(q, c) = (qc,−,UV ) et δ̃(qc, λ) = (p,D,OO), soit δ′

tel que :

δ′(q, c) = (q′c,−,OV)
δ′(q′c,−) = (q′′c ,−,OL)
δ′(q′′c ,⊤) = (q′c,−,OV)
δ′(q′′c ,⊥) = (p,D,OO)

Ainsi, toute transition de la MTQC M peut être simulée sur la MTQM M ′

avec un nombre espéré constant de transitions. Par conséquent, M ′ simule M avec
un temps d’exécution espéré O(f(n)). �

Puisque toute MTQC à k rubans est simulée efficacement par une MTQM à k
rubans, les résultats prouvés pour les MTQC dans le chapitre 6 sont aussi valables
pour les MTQM. Ainsi, bien que le calcul fondé sur la mesure nécessite un espace
auxiliaire pour simuler des transformations réversibles, toute MTQC à k rubans
peut être simulée avec un ralentissement polynomial par une MTQM à 2 rubans.
On en déduit également que le formalisme des MTQM est aussi puissant que celui
des circuits quantiques et des machines de Turing quantiques.

8.3 Conclusion

Les outils formels développés pour le calcul quantique contrôlé classiquement
peuvent être utilisés dans le cadre plus restreint du calcul par mesures projec-
tives. Les outils formels obtenus sont les machines de Turing fondées sur la mesure
(MTQM), ainsi qu’une restriction du q-calcul aux o′-termes.

Le théorème 8.2 montre que toute MTQC à k rubans peut être simulée effica-
cement par une MTQM à k rubans. Ce résultat généralise celui de Nielsen, puisque

1La simulation d’une transformation admissible à l’aide de transformations unitaires suivies
de mesures projectives, est une variante, adaptée aux MTQM, du lemme 1.1.
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8.3. CONCLUSION 103

les opérations simulées ici ne sont pas des transformations unitaires, mais des trans-
formations admissibles. Cependant, le point le plus important de ce théorème est
sans doute que cette simulation ne nécessite pas de ruban supplémentaire. En effet,
le fait que le calcul par mesures projectives requiert un espace auxiliaire, se traduit
par l’utilisation de cellules quantiques de plus grande dimension, et non par l’uti-
lisation d’un ruban supplémentaire. Ainsi les résultats sur les MTQC, dépendant
notamment du nombre de rubans, sont également valables pour les MTQM.

L’utilisation du q-calcul dans le cadre du calcul par mesures projectives, permet
de montrer que ce type de calcul peut être utilisé en dehors de la simulation des
transformations unitaires dans un schéma très formaté de type téléportation. En
effet, le modèle de Nielsen [Nie03], ainsi que les améliorations qui en ont été faites,
sont fondés sur un même schéma de simulation : tout d’abord un pas de simulation
produisant la simulation d’une transformation unitaire à un opérateur de Pauli
près, puis une stratégie de correction. Le q-calcul offre une possibilité de donner
une sémantique à un calcul par mesures projectives, sans pour autant que ce calcul
soit un mimétisme du calcul réversible.

Ainsi les règles de transformations (substitution, factorisation et regroupement,
5) permettent de simplifier un o′-terme en un q-terme dont la sémantique admis-
sible est plus facilement calculable.
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te
l-0

02
75

32
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 A

pr
 2

00
8



Quatrième partie

Représentation de l’intrication et

calcul par consommation

d’intrication
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Chapitre 9

Etats Graphes

9.1 Introduction

Choisir une représentation abstraite des états quantiques qui soit adéquate pour
formuler simplement les propriétés de ces états et les traitements qu’on leur ap-
plique est évidemment une question qui se pose en informatique quantique. L’état
d’un système quantique composé de n qubits est un vecteur composé de 2n co-
ordonnées complexes. Par exemple, le vecteur état d’un système de 10 qubits est
composé de 1024 nombres complexes. Face à cette explosion exponentielle, des
formalismes plus compacts ont été introduits : les états stabilisables [NC00] et les
états graphes [HEB04, VdNDD04, HDE+05] sont les plus utilisés. Fondés sur un
compromis entre compacité et expressivité, ces formalismes ne permettent de re-
présenter que certaines classes d’états quantiques, mais la taille de la représentation
de l’état est polynomiale en la taille du système.

Notons que le formalisme des stabiliseurs1 est strictement plus expressif que
celui des états graphes. Le formalisme des états graphes est fondé sur une représen-
tation graphique des états quantiques, au moyen de graphes simples non orientés.
Cette représentation permet une caractérisation combinatoire de certaines pro-
priétés quantiques. Par exemple, certaines transformations unitaires peuvent être
interprétées comme des transformations sur le graphe correspondant. Afin d’aug-
menter l’expressivité du formalisme et de pouvoir interpréter certaines mesures
quantiques de façon combinatoire, nous introduisons une extension du formalisme,
les états graphes signés.

Les états graphes ont été largement étudiés ces cinq dernières années. L’étude
récente [HDE+05] par Hein et al. donne une excellente introduction au domaine et

1Le formalisme des stabiliseurs est largement utilisé, par exemple pour les codes correcteurs
quantique. Le stabiliseur d’un état |ϕ〉 est un ensemble {Pi} d’opérateurs de Pauli, dont |ϕ〉 est
l’unique point fixe : ∀iPi |ϕ〉 = |ϕ〉.

107
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108 CHAPITRE 9. ETATS GRAPHES

inclut plus de 200 références. Ces travaux ont mis en évidence des liens entre des
concepts de base du calcul quantique et la théorie des graphes. Ils ont également
établi plusieurs résultats fondamentaux sur les implémentations d’états graphes,
sur l’intrication représentée par des états graphes et sur l’universalité du calcul
quantique fondé sur des états graphes.

Les états graphes sont également utilisés dans le calcul par consommation d’in-
trication, où les états graphes représentent la ressource initiale qui est consommée
pas à pas par des mesures locales effectuées pour conduire un calcul. Ce modèle
est présenté et développé dans le chapitre 10, où notamment, de nouveaux cri-
tères permettant de savoir si un état graphe peut être utilisé pour mener un calcul
quantique sont introduits.

La question de la préparation des états graphes est également importante.
En effet, les états graphes étant par exemple la ressource initiale dans un cal-
cul par consommation d’intrication, quelles sont les ressources plus traditionnelles
(nombre d’opérations, nombre de qubits auxiliaires) nécessaires pour préparer un
état graphe donné ? Ce problème est discuté dans le chapitre 11.

Dans ce chapitre, les états graphes sont présentés et une extension aux états
graphes signés est introduite. Nous associons également une caractérisation com-
binatoire à différentes transformations quantiques.

9.2 Etats graphes et états graphes signés

Pour tout graphe non orienté G à n sommets, l’état graphe |G〉 est un état
quantique sur n qubits :

Définition 9.1 Pour tout graphe G = (V,E), |G〉 est l’état graphe sur |V | qubits
tel que :

|G〉 =
1√
2n

∑

x∈{0,1}n
(−1)qΓ(x) |x〉 ,

où Γ est la matrice d’adjacence2 de G et qΓ(x) =
∑

i<j:(i,j)∈E xixj.

La forme quadratique qΓ vérifie qΓ(x) = xTΓupperx où x est vu comme un
vecteur colonne de {0, 1}n, xT est le vecteur transposé de x et Γupper est une
matrice triangulaire supérieure obtenue à partir de Γ telle que ∀i < j,Γsup

i,j = Γi,j.
Les états graphes vérifient les propriétés suivantes [HDE+05] :

Propriété 9.1 Pour tout graphe G = (V,E), |G〉 est l’unique point fixe de l’en-
semble d’opérateurs de Pauli {XuZNG(u), u ∈ V }, où Xu signifie l’application de

2Γi,j = 1 si i, j est une arête du graphe et Γi,j = 0 sinon.
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9.2. ETATS GRAPHES ET ÉTATS GRAPHES SIGNÉS 109

l’opérateur de Pauli X sur le qubit u, NG(u) est l’ensemble des sommets adjacents
à u dans le graphe G et ZS = Πv∈SZv.

On en déduit que pour tout u ∈ V ,

|G〉 = XuZNG(u) |G〉

.
Le formalisme des états graphes est un formalisme compact. En effet, il permet

de représenter un état quantique sur n qubit en utilisant seulement n(n−1)/2 bits
au lieu de 2n nombres complexes pour la représentation standard des états quan-
tiques, sous forme de vecteur. La contre partie de cette compacité est que seule une
classe particulière d’états quantiques peuvent être représentés par un graphe. Par
exemple, on remarque que tous les états graphes sont des superpositions uniformes,
au signe près, de tous les vecteurs de la base standard.

Afin d’en augmenter le pouvoir expressif, nous introduisons une généralisation
des états graphes, les états graphes signés :

Définition 9.2 Pour tout graphe G = (V,E) et tout S ⊆ V , l’état graphe signé
|G;S〉 est l’état

|G;S〉 = ZS |G〉

S est le signe de l’état graphe signé |G;S〉. L’application d’un opérateur de
Pauli à un état graphe signé peut être intégré au signe de l’état graphe :

Propriété 9.2 Pour tout graphe G = (V,E), tout signe S ⊆ V , et tout opérateur
de Pauli P sur |V | qubits, il existe S ′ ⊆ V et k ∈ N tels que

P |G;S〉 = ik |G;S ′〉

où i =
√
−1.

Preuve : P peut être décomposé, à une phase globale près, en un produit d’opé-
rateurs X et Z : il existe k ∈ N, et S1, S2 ⊆ V tels que P = ikXS1ZS2, Donc

P |G;S〉 = ikXS1ZS2∆S |G〉
= ik

′
ZS2∆SXS1Πu∈S1(XuZNG(u)) |G〉

= ik
′
ZS2∆SΠu∈S1ZNG(u) |G〉

= ik
′ |G;S ′〉

où ∆ est la différence symétrique et S ′ = (S2∆S)∆(∆u∈S1NG(u)). �

De plus, pour tout graphe fixéG, l’ensemble des états graphes signés {|G;S〉 , S ⊆
V } forme une base orthonormée de H{0,1}n :
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110 CHAPITRE 9. ETATS GRAPHES

Proposition 9.1 Pour tout graphe G = (V,E) et tout sous-ensemble non vide
S ⊆ V ,

〈G;S|G〉 = 0,

et ainsi, 〈G;S|G;S ′〉 = 0 pour tous les sous-ensembles distincts S, S ′ ⊆ V , et les
2|V | états |G;S〉, pour G fixé et S ⊆ V forment une base orthonormale.

Preuve : Pour tout G et tout S 6= ∅, on remarque que pour u ∈ S, XuZS =
−ZSXu, donc 〈G;S|G〉 = 〈G|ZS |G〉 = 〈G|ZSXuZNG(u) |G〉 = −〈G|ZS |G〉. Ainsi
〈G;S|G〉 = 0. �

Avec cette représentation unique des états graphes signés, le pouvoir expressif
des états graphes est augmenté. En effet, chaque paire formée d’un graphe et d’un
signe représente un état quantique différent :

Propriété 9.3 Pour tout graphe G = (V,E), G′ = (V,E ′), et tout signe S, S ′ ⊆
V ,

|G;S〉 = |G′;S ′〉 =⇒ G = G′ ∧ S = S ′

Preuve : Si G = G′, alors la proposition 9.1 permet de conclure que S = S ′.
Par contradiction, supposons que G 6= G′. Il existe alors un sommet u ∈

V tel que NG(u) 6= NG′(u). De plus, |G〉 = |G′;S∆S ′〉, donc XuZNG(u) |G〉 =
βXuZNG′ (u) |G′;S∆S ′〉 avec β = 1 si u /∈ S∆S ′ et β = −1 sinon.

Ainsi |G〉 = β |G;NG(u)∆NG(u)〉, si β = 1, alors la proposition 9.1 permet de
conclure que NG′(u) ∆NG(u) = ∅ donc NG′(u) = NG(u).

Si β = −1, on considère v ∈ NG′(u)∆NG(u), donc XvZNG(v) |G〉 = XvZNG(v)

|G;NG(u)∆NG(u)〉 ainsi |G〉 = |G;NG(u)∆NG(u)〉, ce qui permet également de
conclure que NG′(u) = NG(u). �

9.3 Propriétés combinatoires des états graphes

L’utilisation de graphes pour représenter des états quantiques établit une con-
nexion entre les états quantiques et la théorie de graphes. Dans cette section, nous
abordons quelques propriétés combinatoires des états graphes. Par exemple, l’ap-
plication d’une transformation unitaire sur un état graphe peut être interprétée
formellement sur le graphe. L’utilisation des états graphes signés permet de donner
des interprétations formelles à des transformations comme les mesures projectives.
Nous montrons également les limites de l’interprétation combinatoire des trans-
formations quantiques. En effet, certaines transformations, comme la mesure d’un
seul qubit selon l’observable X, ne peuvent être interprétées directement comme
des transformations combinatoires. Cette impossibilité souligne l’importance du
formalisme des états graphes signés.
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9.3. PROPRIÉTÉS COMBINATOIRES DES ÉTATS GRAPHES 111

La complémentation locale et le pivot sont des transformations combinatoires
déterminantes dans le cas des transformations unitaires locales. Certaines transfor-
mations unitaires non locales et certaines mesures locales ou non, sont également
caractérisées de façon combinatoire.

9.3.1 Complémentation locale et pivot

Les opérations unitaires locales, sur un qubit, ne modifient pas l’intrication de
l’état quantique global auquel ce qubit participe. On peut ainsi définir des classes
d’équivalence d’états quantiques ayant la même intrication :

Définition 9.3 (LU-équivalence) Pour tout |ϕ〉 , |ψ〉 ∈ H{0,1}n , |ϕ〉 ≡LU |ψ〉 si
et seulement si il existe une transformation unitaire U telle que |ϕ〉 = U |ψ〉 et
U = U1 ⊗ . . .⊗ Un, où Ui est l’application d’une transformation unitaire locale au
iième qubit.

Une version plus restrictive de la LU -équivalence est la LC-équivalence, dans
laquelle la transformation locale est une opération de Clifford :

Définition 9.4 (LC-équivalence) Pour tout |ϕ〉 , |ψ〉 ∈ H{0,1}n, |ϕ〉 ≡LC |ψ〉 si
et seulement si |ϕ〉 = C1 ⊗ . . . ⊗ Cn |ψ〉 où chaque Ci est un élément du groupe
engendré par 〈

√
X,
√
Z〉, avec

√
σ = 1√

2
(Id− iσ), pour σ ∈ {X, Y, Z}.

Tous les états ne peuvent être représentés par des états graphes signés. Mais
existe-t-il au moins un état graphe signé par classe d’équivalence induite par la LU -
équivalence ? Existe-t-il des états graphes différents et pourtant LU -équivalents ?

Tout d’abord, certains états n’ont pas d’état graphe pour équivalent. Par
exemple, aucun état graphe n’est LU équivalent à l’état |W 〉 = 1√

3
(|001〉+ |010〉+

|100〉). Cela signifie que les états graphes ne permettent pas de représenter tous
les types d’intrication. De plus, il existe des états graphes différents et pourtant
équivalents. Par exemple, tous les graphes connexes à 3 sommets représentent des
états graphes LC-équivalents.

Le problème consistant à savoir si deux graphes représentent des états graphes
LU -équivalents a été en partie résolu par Van den Nest [VdN05] en utilisant la
complémentation locale, une transformation sur les graphes étudiée par Bouchet
[Bou89], qui consiste à complémenter le voisinage d’un sommet :

Définition 9.5 La complémentation locale de G = (V,E) selon u ∈ V est le
graphe G ⋆ u = G∆KNG(u) où KNG(u) est le graphe complet sur les voisins de u
dans G.
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112 CHAPITRE 9. ETATS GRAPHES

On dit que deux graphes G et G′ sont localement équivalents si et seulement
si il existe une suite de complémentations locales transformant G en G′, on écrit
alors G ≈loc G

′.
Van den Nest a montré que si deux graphes G,G′ sont localement équivalents,

alors |G〉 et |G′〉 sont LC-équivalents :

Théorème 9.1 (Van den Nest [VdN05]) Deux graphes G et G′ sont locale-
ment équivalents si et seulement si |G〉 ≡LC |G′〉

Par exemple, pour tout graphe G = (V,E) et tout u ∈ V , |G〉 et |G ⋆ u〉 sont
LC-équivalents, plus précisément :

|G ⋆ u〉 =
√
X
†
u

√
ZNG(u) |G〉

Ainsi l’application de
√
X
†
u

√
ZNG(u) peut être interprétée comme une complé-

mentation locale sur le sommet u. Nous étendons cette interprétation aux états
graphes signés :

Propriété 9.4 Pour tout graphe G = (V,E) et tout signe S ⊆ V , il existe S ′ ⊆ V
et k ∈ N tels que :

ik |G ⋆ u;S ′〉 =
√
X
†
u

√
ZNG(u) |G;S〉

Preuve : On remarque que
√
XZ = −Y

√
X et

√
ZZ = Z

√
Z, on en déduit

que pour tout S, il existe un opérateur de Pauli P tel que
√
X
†
u

√
ZNG(u)ZS |G〉 =

P |G ⋆ u〉. La propriété 9.2 permet de conclure. �

Etant donné un graphe G = (V,E), un pivot selon l’arête uv ∈ E transforme
le graphe G en G ∧ uv = G ⋆ u ⋆ v ⋆ u (voir figure 9.1). On vérifie facilement
que G ⋆ u ⋆ v ⋆ u = G ⋆ v ⋆ u ⋆ v pour tout uv ∈ E. Un pivot correspond à une
complémentation du sous graphe tripartite A,B,C (c.f. figure) et un échange des
sommets u et v.

Propriété 9.5 Pour tout graphe G = (V,E), tout signe S ⊆ V et toute arête
(u, v) ∈ E, il existe S ′ ⊆ V et k ∈ N tel que :

ik |G ∧ uv;S ′〉 =
√
Y
†
u,v |G;S〉

Preuve : Dans un premier temps, supposons S = ∅. On remarque, en utili-

sant les notations de la figure 9.1, que |G ⋆ u〉 =
√
X
†
u

√
ZA∪C |G〉, |G ⋆ u ⋆ v〉 =
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v uvu

A BA

D

B

D

CC

Fig. 9.1 – Pivot selon uv

√
X
†
v

√
ZA∪B |G ⋆ v〉 et |G ⋆ u ⋆ v ⋆ u〉 =

√
X
†
u

√
ZB∪C |G ⋆ u ⋆ v〉. On en déduit

que :

|G ∧ uv〉 =
√
X
†
u

√
Zu

√
X
†
u

√
Zv
√
X
†
v

√
ZvZA∪B∪C |G〉

= −
√
Y
†
u,vXuXvZA∪B∪C |G〉

=
√
Y
†
u,vZC∪{u,v} |G〉

Si S 6= ∅, on a
√
Y
†
Z = −X

√
Y
†
, donc il existe un opérateur de Pauli P tel

que
√
Y
†
u,vZS |G〉 = P

√
Y
†
u,vZC∪{u,v} |G〉 = P |G ∧ uv〉. La propriété 9.2 permet de

conclure.
�

La caractérisation de la LU -équivalence par la complémentation locale est une
conjecture :

Conjecture 9.1 G et G′ sont localement équivalents si et seulement si |G〉 et |G′〉
sont LU-équivalents.

9.3.2 Transformations

Dans cette section, nous nous intéressons aux transformations qui peuvent être
appliquées à un état graphe ou à un état graphe signé. Les transformations pré-
servant l’intrication ont été étudiées dans la section précédente. L’objet de cette
section est l’étude d’autres transformations quantiques, comme les transformations
unitaires non locales, ou les mesures sur un ou plusieurs qubits selon un observable
de Pauli.
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114 CHAPITRE 9. ETATS GRAPHES

La transformation unitiaire, non locale, ΛZ, peut facilement être interprétée
de façon combinatoire : l’application de ΛZ sur deux qubits u, v d’un état graphe
ajoute l’arête (u, v) si celle-ci n’existait pas et la supprime sinon.

Proposition 9.2 Pour tout graphe (V,E), tout S ⊆ V et tout u, v ∈ V ,

ΛZu,v |(V,E);S〉 = |(V,E∆(u, v));S〉

Ainsi l’application de l’opération ΛZ sur un état graphe signé, crée ou sup-
prime une arête entre les sommets correspondants. On en déduit une méthode de
construction des états graphes : en partant d’un état graphe sans arête, où tous
les qubits sont dans l’état |+〉 = |0〉+|1〉√

2
, on obtient l’état graphe |G〉 en appliquant

ΛZ sur chaque paire de qubits correspondant à des sommets voisins dans G.
Certaines mesures de Pauli peuvent être interprétées de façon combinatoire.

Nous supposons, dans un premier temps, que les mesures sont destructrices, c’est-
à-dire que le ou les qubits mesurés sont consommés par la mesure. Nous considérons
les transformations suivantes sur les graphes, afin de donner une caractérisation
combinatoire de certaines mesures de Pauli :

Pour tout graphe G = (V,E) :
– La suppression d’un sommet v ∈ V dans G est le graphe G \ v obtenu à

partir de G en retirant v et toutes les arêtes incidentes à v.
– La suppression d’une arête e ∈ E dans G est le graphe G \ e obtenu à partir

de G en retirant simplement l’arête e.
– La contraction d’une arête (u, v) ∈ E dans G est le graphe G/(u, v) obtenu à

partir de G en introduisant des arêtes entre v et chaque sommet de NG(u) \
NG(v), et ensuite en supprimant u et toutes les arêtes qui lui sont incidentes.

Un graphe G est un sous graphe induit de G′, si G est isomorphe à un graphe
qui peut être obtenu à partir de G′ par suppressions de sommets.

Un graphe G est un sous graphe de G′ si on peut obtenir un graphe isomorphe
à G par suppressions d’arêtes dans G′. C’est un mineur de G′ s’il est isomorphe
à un graphe qui peut être obtenu à partir de G′ par suppressions ou contractions
d’arêtes. Il s’agit d’un mineur induit de G′ s’il est isomorphe à un graphe qui peut
être obtenu à partir de G′ par suppressions de sommets et contractions d’arêtes.
Et G est un pivot mineur de G′ s’il est isomorphe à un graphe qui peut être obtenu
à partir de G′ par suppression de sommets et par pivots.

Une des transformations les plus simples est la mesure selon Z, c’est-à-dire
dans la base standard {|0〉 , |1〉}. En effet, une telle mesure peut être interprétée
comme la suppression du sommet correspondant :

Lemme 9.1 (Suppression d’un sommet) Soient G = (V,E) un graphe, S ⊆
V et v ∈ V un sommet. Appliquer une mesure selon Z sur un qubit v transforme
|G;S〉 en |G \ v;S ′〉 et ainsi correspond à la suppression du sommet v.
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Fig. 9.2 – Appliquer des mesures selonX sur des qubits v′ et v′′ adjacents contracte
les arêtes (v, v′) et (v′, v′′).

Preuve : On remarque que |G〉 peut être obtenu à partir de |G \ v〉, en ajoutant
le sommet v et les arêtes entre (u, v) pour tout u ∈ NG(v). On en déduit, d’après
la propriété 9.2 que :

|G;S〉 = ZSΠu∈NG(v)ΛZu,v |G \ v〉 |+〉v
= ZS√

2

(

Πu∈NG(v)ΛZu,v |G \ v〉 |0〉v + Πu∈NG(v)ΛZu,v |G \ v〉 |1〉v
)

= ZS√
2

(

|G \ v〉 |0〉v + ZNG(v) |G \ v〉 |1〉v
)

= 1√
2

(

|G \ v;S \ {v}〉 |0〉v + |G \ v; (S \ {v})∆NG(v)〉 (ZS∩{v} |1〉v)
)

Ainsi, si le qubit v est mesuré selon Z, l’état résultant est soit |G \ v;S \ {v}〉,
soit |G \ v; (S \ {v})∆NG(v)〉, et par conséquent égal à |G \ v〉, à un signe (connu)
près. �

Les mesures selon X, dans certaines conditions, peuvent également être inter-
prétées de façon combinatoire. La mesure de deux sommets voisins selon X peut
être interprétée, sous certaines conditions énoncées dans le lemme 9.2, comme une
contraction du graphe (voir figure 9.2). A noter que cette transformation est ré-
versible : la transformation inverse est appelée expansion du graphe.

Lemme 9.2 (Contraction d’arêtes) Etant donné un graphe G = (V,E) et un
signe S ⊆ V , soient v, v′, v′′ ∈ V tels que NG(v′) = {v, v′′}, NG(v)∩NG(v′′) = {v′}
et (v, v′′) /∈ E (voir figure 9.2). Appliquer une mesure selon X sur chacun des deux
qubits v′ et v′′ transforme |G;S〉 en |G/(v′′, v′)/(v′, v);S ′〉 et correspond ainsi à la
contraction successive des arêtes (v, v′) puis (v′, v′′).

Preuve : Soient v, v′, v′′ ∈ V tels que dans l’énoncé. Pour tout sous-ensemble
S ⊆ V ,

|G;S〉 =
ZS
2

∑

k,l∈{0,1}

(

Zk
v′′Z

l
NG(v)\{v′} |G/v′′v/v′v〉

)

(

|0〉+Z l
v′ |1〉

)

v′

(

|0〉+Zk
v′′ |1〉

)

v′′

et ainsi, si les qubits v′ et v′′ sont mesurés selon X, l’état résultant de la mesure
est |G/(v′′, v′)/(v′, v)〉 à un signe (connu) près. �
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116 CHAPITRE 9. ETATS GRAPHES

Ainsi, une mesure selon Z peut être interprétée comme une suppression de som-
met, et deux mesures selon X, sous certaines conditions (voir lemme 9.2) comme
la contraction de deux arêtes. La mesure d’un seul qubit ne transforme pas, en
général, un état graphe signé en un état graphe signé. Une mesure selon X seule
ne peut donc pas être interprétée de façon combinatoire. En revanche, la mesure
de deux qubits adjacents selon X peut toujours être interprétée de façon combina-
toire, même si les conditions du lemme 9.2 ne sont pas vérifiées. En effet, la mesure
de deux sommets adjacents selon X peut être interprétée comme un pivot sur ces
deux sommets, suivie de la suppression des deux sommets :

Lemme 9.3 Etant donné un graphe G = (V,E) et un signe S ⊆ V , pour tout
arête (u, v) ∈ V , appliquer une mesure selon X sur chacun des deux qubits u et v
transforme |G;S〉 en |G ∧ uv \ u \ v;S ′〉, où S ′ est entièrement déterminé à partir
de S et du résultat classique des mesures.

u v

A B A B

DD

C C

Fig. 9.3 – Pivot selon uv puis suppression des sommets u et v.

Preuve : D’après le lemme 9.3 et le lemme 9.1, l’application de
√
Y
†

sur u et v
suivie d’une mesure selon Z de u et v transforme |G;S〉 en |G ∧ uv \ u \ v〉 à un
signe près. Or le lemme 7.2 de commutation entre observable et transformation

unitaire implique que l’application
√
Y
†
suivie d’une mesure selon Z est équivalente

à la mesure directement selon
√
Y Z
√
Y
†
= X. �

Force est de constater que l’état graphe obtenu après la mesure de qubits selon
Z et de qubits adjacents selon X est représenté par un graphe qui est un pivot
mineur du graphe initial. La caractérisation des mesures selon X étant conditionn-
née par l’adjacence des qubits mesurés, on peut se demander si l’application de
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9.3. PROPRIÉTÉS COMBINATOIRES DES ÉTATS GRAPHES 117

mesures selon Z et/ou X permet d’atteindre un état graphe qui n’est pas un pivot
mineur du graphe initial. Nous montrons dans le théorème suivant que si une suite
de mesures selon X et/ou Z transforme un état graphe signé en un état graphe
signé, alors le second graphe est un pivot mineur du premier :

Théorème 9.2 Pour tous graphes G1, G2, et tous signes S1, S2, si |G2;S2〉 est
obtenu à partir de |G1;S1〉 en effectuant des mesures uniquement selon X ou Z,
alors G2 est un pivot mineur de G1.

Preuve : Tout d’abord, on remarque que pour tout graphe G = (V,E), et tout
K ⊆ V si K 6= ∅, alors ZK |G〉 6= |G〉 et ZK |G〉 6= − |G〉. Par contradiction,
supposons que ZK |G〉 = |G〉. Pour u ∈ K, on a alors ZK |G〉 = ZKXuZNG(u) |G〉 =
−XuZNG(u) |G〉 = − |G〉. De même, si ZK |G〉 = − |G〉, pour u ∈ K, on a ZK |G〉 =
ZKXuZNG(u) |G〉 = −XuZNG(u) |G〉 = |G〉.

On remarque que les mesures effectuées sur G commutent car elles agissent sur
des qubits différents. Toutes les mesures selon Z peuvent être interprétées comme
des suppressions de sommets. Ainsi l’état obtenu après toutes les mesures selon Z
est un état graphe |G′〉.

Nous montrons que pour tout sommet de G′ mesuré selon X, soit ce sommet
est isolé, et la mesure peut alors être interprétée comme une suppression de som-
met, soit il existe un sommet adjacent dans G′ qui est également mesuré selon X
et les deux mesures peuvent alors être interprétées comme un pivot suivi d’une
suppression des deux sommets. Une récurrence permet alors de conclure.

Soit u un sommet de G′, non isolé, tel que u est mesuré selon X. Il existe
un état |ϕ〉, tel que la mesure transforme l’état |G′;S〉 en |ϕ〉 ⊗ (Z l

u |+〉u), où l ∈
{−1, 1} est le résultat classique de la mesure. XuNG′(u) vérifie XuZNG′ (u) |G′;S ′〉 =
ZS′∩{u} |G′;S ′〉. D’après le lemme 7.2 de commutation entre observable et transfor-
mation unitaire, appliquer XuZNG′ (u) puis la mesure selon Xu (ce qui produit l’état
ZS∩{u} |ϕ〉⊗(Z l

u |+〉u)) est équivalent à mesurer selon (XuZN
G̃

(u))
†Xu(XuZN

G̃
(u)) =

Xu puis appliquerXuZNG′ (u). On en déduit queXuZNG′ (u) |ϕ〉⊗(Z l
u |+〉u) = ZS∩{u} |ϕ〉⊗

(Z l
u |+〉u). En particulier, ZNG′ (u) |ϕ〉 = |ϕ〉, donc si toutes les autres mesures se-

lon X sont sur des sommets qui ne sont pas adjacents, alors l’opérateur ZNG′ (u)

commute avec les mesures, ce qui contredit la remarque initiale. Un des sommets
adjacents à u dans G′ est donc également mesuré selon X. Ces deux mesures
transforment |G′;S ′〉 en |G′′;S ′′〉, où G′′ est un pivot mineur de G. On conclut par
récurrence que l’état graphe final |G2;S2〉 est tel que G2 est un pivot mineur de
G1. �

Le théorème précédent renforce l’interprétation des transformations engendrées
par des mesures selon X et Z, puisque l’état graphe obtenu est nécessairement un
pivot mineur du graphe initial. En revanche, étant donné deux graphes G et G′
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118 CHAPITRE 9. ETATS GRAPHES

tels que G′ est un pivot mineur de G, il n’est pas toujours possible de transformer
l’état graphe |G〉 en |G′〉, à un signe près, en utilisant uniquement des mesures
selon X et Z. Par exemple, G∧uv, pour (u, v) une arête de G, est un pivot mineur
de G et n’est pas a priori isomorphe à G, et il n’est pas possible de transformer
|G;S〉 en |G ∧ uv;S ′〉 par des mesures selon X ou Z car les deux graphes ont le
même nombre de sommets.

Alors que les mesures destructrices selon X et Z consomment les qubits me-
surés, leur interprétation combinatoire est donc naturellement liée au concept de
mineur, et plus particulièrement au pivot mineur. En revanche, les mesures non
destructrices et non locales peuvent être utilisées pour créer de l’intrication :

Lemme 9.4 (Ajout d’un sommet) Etant donné un graphe G = (V,E), un
signe S, un qubit v /∈ V et un sous ensemble de sommets K ⊆ V , une mesure
selon Z du qubit v suivie d’une mesure selon XvZK transforme l’état |G;S〉 en
|G′;S ′〉, où G′ = (V ∪ {v}, E ∪ {(u, v), u ∈ K}) est obtenu à partir du graphe G
en ajoutant le sommet v et les arêtes entre v et K.

Preuve : L’état graphe |G′〉 peut être obtenu, à un signe près, à partir de |G;S〉
en mesurant un nouveau qubit v selon X, puis en ajoutant les arêtes entre v et
les sommets de K en appliquant ΛZ entre les qubits correspondants. En effet,
après la mesure selon X, le qubit v est dans l’état Z l

v |+〉, où l est le résultat de la
mesure. Or, |G;S〉 ⊗ (Z l

v |+〉) = |G1;S1〉, où G1 = (V ∪ {v}, E). Les applications
ΛZ permettent d’ajouter les arêtes entre v et K (voir la propriété 9.2).

On remarque qu’une mesure préliminaire du qubit v selon Z peut être ajoutée.
D’après le lemme 7.2 de commutation entre observable et transformation unitaire,
une mesure selon Zv puis selon Xv suivie de Πu∈KΛZv,u est équivalente à mesurer
selon Z, puis appliquer Πu∈KΛZv,u, et mesurer selon (Πu∈KΛZv,u)Xv(Πu∈KΛZv,u)

† =
XvZK . Or l’état du qubit v après la mesure selon Z étant |0〉 ou |1〉, l’application
de Πu∈KΛZv,u ne modifie que le signe de |G;S〉, et peut donc être supprimée.

Ainsi une mesure de v selon Z suivie d’une mesure selon XvZK transforme
|G;S〉 en |G′;S ′〉, où S ′ dépend de S et du résultat des mesures. �

9.4 Conclusion

Nous avons présenté le formalisme des états graphes, et introduit une généra-
lisation de ce formalisme : les états graphes signés. Un état graphe signé est une
représentation compacte de certains états quantiques, permettant une caractéri-
sation combinatoire d’un ensemble de transformations quantiques. L’introduction
du signe permet une interprétation formelle, non seulement de certaines transfor-
mations unitaires comme pour les états graphes, mais aussi de certaines mesures
sur un ou plusieurs qubits.
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9.4. CONCLUSION 119

Les états graphes ont différentes applications en informatique quantique, in-
cluant la représentation de l’intrication et le calcul quantique par consommation
d’intrication. Pour ce dernier modèle de calcul quantique, où un état graphe est
transformé au cours de l’exécution par des mesures sur un qubit, le chapitre 10
présente un modèle formel : le m-calcul.
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Chapitre 10

Calcul quantique par consommation

d’intrication

10.1 Introduction

Le modèle par consommation d’intrication a été introduit par Briegel et Raus-
sendorf [RB00]. Une exécution dans ce modèle consiste à appliquer des mesures
sur un qubit à un état graphe. Un mécanisme de correction à base d’opérateurs
de Pauli permet de rendre une telle exécution déterministe, alors que les mesures
quantiques sont non déterministes. La possibilité d’appliquer les corrections pour
rendre le calcul déterministe dépend de la géométrie de l’état graphe utilisé et des
mesures appliquées.

Un modèle formel pour le calcul par consommation d’intrication, le m-calcul1 a
été introduit par Danos, Kashefi et Panangaden [DKP04a, DKP04b]. Afin de savoir
si un terme du m-calcul (un m-terme) admet ou non une stratégie de correction
le rendant déterministe, un critère de flot a été développé par Danos et Kashefi
[DK05]. Si un terme admet un flot, alors il existe une stratégie rendant l’exécution
déterministe.

Dans ce chapitre, nous introduisons le m-calcul, ainsi que la condition de flot,
suffisante pour que soit déterministe le calcul par consommation d’intrication.
Puis, nous introduisons un nouveau critère de flot, plus général, qui permet de
montrer que la condition de flot n’est pas une condition nécessaire. Ce nouveau
critère permet également dans certains cas une diminution du temps d’exécution
d’un m-terme.

Dans un second temps, nous proposons une généralisation du m-calcul autori-
sant des mesures dans plusieurs plans, au lieu d’un plan et un axe dans le m-calcul.
Nous établissons également une condition de déterminisme pour ce nouveau mo-

1measurement calculus
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dèle.
Enfin, les utilisations de différents états graphes initiaux sont comparées. Tra-

ditionnellement, et suivant en cela Briegel et Raussendorf, une grille rectangulaire
est utilisée comme état graphe initial. Nous montrons que l’utilisation d’une grille
triangulaire permet de diminuer les ressources nécessaires au calcul par consom-
mation d’intrication, en terme d’observables. Ce résultat permet également de dé-
montrer une propriété de théorie des graphes : tout graphe est pivot mineur d’une
grille triangulaire. Ce résultat est le premier résultat de théorie des graphes, à la
connaissance de l’auteur, prouvé en utilisant des résultats d’informatique quan-
tique.

10.2 m-calcul

Le m-calcul, [DKP04a], est un langage formel pour le calcul par consommation
d’intrication introduit par Briegel et Raussendorf [RB00, RB02b, RBB02]. Un tel
calcul consiste à mesurer individuellement les qubits d’un état graphe.

10.2.1 Syntaxe

Etant donné un ensemble V de qubits, quatre opérations, appelées commandes
sont définies :

– Ni est une préparation du qubit i dans l’état |+〉 = 1√
2
(|0〉+ |1〉) ;

– Eij est la transformation unitaire ΛZ sur les qubits i, j : Eij = ΛZi,j ;
– Mα

i est une mesure destructrice du qubit i dans la base { 1√
2
(|0〉 + eiα |1〉),

1√
2
(|0〉 − eiα |1〉)}2 ;

– Xi et Zi sont les opérateurs de Pauli X et Z appliqués au qubit i.
Dans le modèle par consommation d’intrication, les commandes Ni et Ei,j

permettent la création de l’état graphe, alors que les mesures individuelles le
consomment. Les opérations de corrections Xi et Zi sont utilisées pour rendre
globalement déterministe une évolution composée de mesures qui sont par nature
non déterministes.

Puisque les qubits sont mesurés de façon destructrice, le résultat de la mesure
d’un qubit j peut être représenté de façon non ambiguë par sj ∈ {0, 1}. Les opéra-
tions de correction Xi et Zi peuvent dépendre des résultats de mesures précédentes,
ainsi on écrit X

sj

i et Z
sj

i avec X0
i = Z0

i = Idi, X
1
i = Xi et Z1

i = Zi.

Un terme du m-calcul (un m-terme) est un quadruplet (V, I, F, A), avec V
un ensemble de qubits, I ⊆ V et F ⊆ V représentent respectivement les qubits

2Mα
i est une mesure décrite par la transformation admissible ( 1√

2
(|〉〈0|+ eiα |〉〈1|), 1√

2
(|〉〈0| −

eiα |〉〈1|).
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10.2. M-CALCUL 123

d’entrée et de sortie, et A est une suite finie de commandes, lue de droite à gauche.
Un m-terme est exécutable si et seulement si :

– Aucune commande ne dépend du résultat classique associé à un qubit qui
n’a pas encore été mesuré ;

– Aucune commande n’agit sur un qubit déjà mesuré ou pas encore préparé ;
– Un qubit i est préparé (mesuré) si et seulement si i n’est pas un qubit d’entrée

(sortie).
Par exemple, ({1, 2}, {1}, {2}, Xs1

2 M
0
1E12N2) est un terme du m-calcul. Ce

terme consiste à initialiser le qubit 2 dans l’état |+〉, à appliquer ΛZ sur les qu-
bits 1 et 2, puis à mesurer le qubit 1 selon X. Enfin, une correction est appliquée
sur le qubit 2, dépendant du résultat de la mesure. Ce schéma, appelé parfois té-
léportation à 1 qubit est proche du transfert d’état (chapitre 7), sauf qu’ici une
transformation unitaire ΛZ est utilisée pour créer de l’intrication entre les qubits,
alors qu’une mesure sur deux qubits est utilisée dans le transfert d’état.

10.2.2 Sémantique

L’exécution d’un terme du m-calcul (V, I, F, A) produit |V \ F | résultats clas-
siques. Ces résultats classiques peuvent être représentés par un mot binaire s ∈
{0, 1}|V \F |. Alors que l’article original de Danos, Kashefi et Panangaden associe à
chaque terme un super-opérateur, nous proposons une adaptation de cette séman-
tique dénotationnelle, associant à chaque terme une transformation admissible :

Définition 10.1 Pour tout m-terme P = (V, I, F, A), soit n = |V \ F |. Pour
tout K ⊆ V , H{0,1}|K| est noté HK . Pour chaque suite de résultats s classiques,
l’opération effectuée par la suite de commandes A est une opération linéaire [[A]](s).
La sémantique [[P]] du terme est la transformation admissible formée par toutes
ces évolutions possibles.

Pour toute suite de commandes t et tout Γ ⊆ V , [[t]]Γ : {0, 1}n → L(HΓ,HF ) :

[[tNj ]]Γ = λs.([[t]]Γ∪{j}(s)(|+j〉〈| ⊗ IdHΓ))

[[tEij ]]Γ = λs.([[t]]Γ(s)(ΛZi,j ⊗ IdHΓ\{i,j}))

[[tM
αj

j ]]Γ = λs.
(

[[t]]Γ\{j}(s)
(

|〉〈0j |+(−1)sj eiαj |〉〈1j |√
2

⊗ IdHΓ\{j}

))

[[tX
sj

i ]]Γ = λs.([[t]]Γ(s)(X
sj

i ⊗ IdHΓ\{i}))

[[tZ
sj

i ]]Γ = λs.([[t]]Γ(s)(Z
sj

i ⊗ IdHΓ\{i}))

[[P]] ∈ T (HI ,HF ) :
[[P]] = ([[A]]I(s))s∈{0,1}n
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124CHAPITRE 10. CALCUL QUANTIQUE PAR CONSOMMATION D’INTRICATION

La sémantique définie par Danos, Kashefi et Panangaden dans [DKP04a] est
en fait le super-opérateur X ♮([[P]]) = λρ.

∑

s∈{0,1}n [[A]]I(s)ρ[[A]]†I(s), qui est une

interprétation exacte de [[P]].
Un terme du m-calcul est dit déterministe si l’état des qubits de sortie après

l’exécution successive de toutes les commandes dépend de l’état des qubits d’en-
trée avant l’exécution, mais est indépendant des résultats classiques des mesures
effectuées.

Définition 10.2 (Déterminisme) Un terme P = (V, I, F, A) est déterministe
si et seulement si il existe une transformation admissible, composée d’un seul opé-
rateur U , tel que [[P]] ≡ (U).

Un terme est dit uniformément déterministe si et seulement si il est détermi-
niste pour toutes les valeurs possibles des angles α des mesures Mα

i utilisées dans
A.

10.2.3 Forme standard

Le m-calcul est un ensemble de règles de réécriture permettant de transformer
un m-terme, en préservant sa sémantique. L’objectif de ce calcul est d’atteindre
une forme normale, appelée forme standard. Nous présentons ici les règles de ré-
écriture définies dans [DKP04a]. Ce système de réécriture a été prouvé terminant
et confluent. La forme standard est un terme où les commandes sont regroupées
par type : toutes les commandes Ni sont au début de la suite, puis les commandes
Ei,j, puis Mα

i et les commandes de corrections X
sj

i et Z
sj

i .
Les règles de réécritures sont utilisées pour repousser en fin de calcul les facteurs

correctifs.
EijX

s
i → Xs

i Z
s
jEi,j

EijZ
s
i → Zs

iEi,j
t[Mα

i ]sXr
i → t[Mα

i ]s+r
t[Mα

i ]sZr
i → t+r[Mα

i ]s

t[Mα
i ]s est une notation pour représenter la commande M

(−1)sα+tπ
i . Ces quatre

règles préservent la sémantique des m-termes. Les deux premières règles découlent
directement des propriétés des transformations unitaires X,Z et ΛZ. Les deux
règles suivantes consistent à modifier l’observable selon lequel la mesure est ef-
fectuée. La préservation de la sémantique par ces deux dernières règles peut être
prouvée en utilisant le lemme 7.2 (chapitre 7) sur la commutation observable /
transformation unitaire.

A ces règles s’ajoutent des règles permettant de commuter des commandes
agissant sur des qubits différents. Le système de réécriture obtenu est le m-calcul.
Pour tout terme P, il existe un terme sous forme standard P′ tel que P→∗ P′.
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10.3. CONDITION DE FLOTS 125

Comme les opérations Ei,j commutent entre elles, leur ordre n’importe pas.
Ainsi, pour tout terme sous forme standard P, il existe un graphe G tel que :

P→∗ (V, I, F, CF (Π>
i∈V \FM

αi

i )EGNV \I)

où CF est composé de commandes de correction, Π> signifie que le produit n’est
pas commutatif et E(V,D) = Πu,v∈DEu,v. (G, I, F ) est appelé géométrie de P.

Les règles de réécriture permettant d’atteindre la forme standard préservent le
déterminisme, le déterminisme uniforme et l’exécutabilité d’un m-terme.

10.3 Condition de flots

10.3.1 Condition de flot simple

Danos et Kashefi [DK05] ont introduit une condition suffisante pour qu’un
terme soit uniformément déterministe : un terme est uniformément déterministe
si la géométrie associée admet un flot.

Définition 10.3 Un flot (f,≺) pour une géométrie (G, I, F ) est composé d’une
fonction f : V \F → V \I et d’un ordre partiel ≺ sur V tel que pour tout x ∈ V \F :

– x et f(x) sont adjacents dans G ;
– x ≺ f(x) ;
– pour tout y ∈ NG(f(x)), x ≺ y.

Théorème 10.1 [DK05] Un terme du m-calcul est uniformement déterministe si
et seulement si la géométrie associée admet un flot.

Ainsi, si une géométrie admet un flot, alors un calcul déterministe peut être
mené. De plus, la relation d’ordre partiel associée au flot donne le nombre d’étapes
permettant d’effectuer le calcul. En effet, en supposant que l’état graphe est pré-
paré, certaines mesures sur un qubit peuvent être effectuées en parallèle. Ce pa-
rallélisme est limité par la stratégie de correction. Danos et Kashefi ont montré
que si une géométrie admet un flot (f,≺), alors k étapes de mesure suffisent pour
effectuer toutes les mesures, où k est la longueur de la plus longue suite strictement
décroissante selon ≺. k est appelé la profondeur du flot.

La première étape de mesure consiste à mesurer en parallèle tous les qubits
qui correspondent à des éléments minimaux pour ≺ : W1 = ⊔V . La seconde étape
consiste à mesurer, parmi les qubits restants, les plus petits, et cœtera. Ainsi, les
qubits mesurés à l’étape l sont Wl = ⊔(V \ (∪k<lWk).
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126CHAPITRE 10. CALCUL QUANTIQUE PAR CONSOMMATION D’INTRICATION

a2

a3

a1

c3

c2

c1

b3

b2

b1

Fig. 10.1 – Géométrie admettant un flot de profondeur 5.

b1

b2

b3

a2

b0

a3

a1

Fig. 10.2 – Géométrie n’admettant pas de flot.

Exemple 10.1 La géométrie (G1, {a1, a2, a3}, {c1, c2, c3}) avec G1 décrit dans la
figure 10.1 admet un flot : f(ai) = bi et f(bi) = ci avec a1 ≺ {b1, a2} ≺ {c1, b2, a3} ≺
{c2, b3} ≺ c3. La profondeur est 5. La structure du graphe permet de conclure que
tous les flots de ce graphe sont de profondeur au moins 5. En effet, la seule fonc-
tion f possible est f(ai) = bi et f(bi) = ci, de plus chaque bi est strictement plus
grand que ai, chaque ai est plus grand que bi−1. On en déduit que la profondeur
minimum est 5.

La géométrie (G2, {a1, a2, a3}, {b0, b1, b2, b3}) avec G2 décrit dans la figure 10.2
n’admet pas de flot.

En effet, par contradiction, l’image par f d’au moins deux des sommets d’entrée
est un sommet de degré 2, supposons par exemple que f(a1) = b3 et f(a2) = b1.
On en déduit que a1 ≺ {b3, a2} ≺ {b1, a3}. Or, f(a3) = b0 ou f(a3) = b2, dans les
deux cas on a a3 ≺ a1 ce qui contredit la relation d’ordre.
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10.3. CONDITION DE FLOTS 127

10.3.2 Condition de flot généralisé

Est ce que tout terme uniformément déterministe admet un flot ? Est ce que
pour tout terme uniformément déterministe, il existe un flot dont la profondeur
est le nombre minimum d’étapes nécessaires ?

Nous proposons une généralisation de la condition de flot, qui permet de ré-
pondre par la négative à ces deux questions.

Etant donnée une fonction f : V \ F → N, pour tout u ∈ V , soient :

– A(u) = {v ∈ V \ F, v 6= u ∧ f(v) ≤ f(u)}
– S(u) = {v ∈ V \ F, f(v) > f(u)}
La fonction f induit un ordre sur les élements de V , A(u) désigne les antécé-

dents de u, et S(u) désigne les successeurs.

On remarque que pour tout v ∈ V \F , {v}, A(v) et S(v) forment une partition
de V \ F .

Définition 10.4 (Flot généralisé) Une géométrie (G, I, F ) admet un flot géné-
ralisé si et seulement si il existe f : V \ F → N telle que pour tout v ∈ V \ F , il
existe un ensemble correctif C(v) ⊆ (S(v) ∪ F ) \ I satisfaisant :

– v ∈ ImpG(C(v)),
– A(v) ⊆ PairG(C(v)).

où ImpG(X) = {u ∈ V \X : NG(v)∩X = 1 mod 2} et PairG(X) = {u ∈ V \X :
NG(v) ∩X = 0 mod 2}. ImpG(X) (PairG(X)) est l’ensemble des voisins impairs
(pairs) de X.

Théorème 10.2 Un terme est uniformément déterministe si la géométrie associée
admet un flot généralisé.

La preuve, comme dans le cas de la condition de flot simple, est fondée sur
l’idée selon laquelle l’application d’un opérateur de correction Zsi

i juste avant
la mesure du qubit i permettrait d’obtenir une évolution déterministe. Un tel
terme, bien qu’uniformément déterministe, n’est pas exécutable. En revanche, ce
terme non exécutable peut être transformé en un terme exécutable, en préservant
le déterminisme uniforme. Cette transformation s’appuie sur une des propriétés
combinatoires des états graphes : pour tout graphe G = (V,E) et tout u ∈ V ,
|G〉 = XuZNG(u) |G〉. Le lemme suivant donne une version équivalente de cette
propriété dans le cadre du m-calcul :

Lemme 10.1 Pour toute géométrie (G, I, F ), et tout u ∈ V \ I,

EGNV \I = XuZNG(u)EGNV \I
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128CHAPITRE 10. CALCUL QUANTIQUE PAR CONSOMMATION D’INTRICATION

Preuve : EGNV \I est une opération linéaire de HI = H{0,1}|I| dans HV . L’en-
semble {ZKNI , K ⊆ I} est une base de HI . Soit K ⊆ V ,

EGNV \IZKNI = ZKEGNI

= ZK |G〉
= ZKXuZNG(u) |G〉
= XuZNG(u)EGNV \IZKNI

�

Preuve du théorème 10.2 : Soit (G, I, F ) une géométrie et f : V \F → N telle
que pour tout v ∈ V \ F , il existe un ensemble correctif C(v) ⊆ S(v) \ I avec :

– v ∈ ImpG(C(v)),
– A(v) ⊆ PairG(C(v)).
Le terme P = (V, I, F, A), avec A = (Π>

i∈V \FM
αi

i Z
si

i )EGNV \I , est uniformé-
ment déterministe mais non exécutable. De plus, la géométrie associée à P est
(G, V, I). La stratégie permettant de transformer le terme P en un terme exécu-
table consiste à utiliser, pour chaque sommet mesuré v, le lemme 10.1 pour chacun
des sommets de l’ensemble correctif C(v). En effet, EGNV \I = Πu∈C(v)XuZNG(u)EGNV \I .
Puisque Z2 = Id, on a, à une phase globale près non importante :

EGNV \I = Xsv

C(v)Z
sv

ImpG(C(v))EGNV \I

La définition du flot généralisé garantit que l’opérateur Xsv

C(v)Z
s(v)
ImpG(C(v)) com-

mute avec les mesures effectuées avant celle de v. De plus, v ∈ ImpG(C(v) permet
de compenser le facteur correctif Zsv

v introduit pour obtenir le déterminisme uni-

forme. Enfin, en utilisant les règles de réécriture, l’opérateur Xsv

C(v)Z
s(v)
ImpG(C(v))\{v}

peut être intégré aux mesures qui suivent celles de v, ou à un facteur correctif
global agissant sur les qubits de sortie.

Ainsi, par récurrence sur la position de la mesure Mαv
v dans le terme, on montre

que ce terme peut être transformé en un terme exécutable :

A = CF (Π>
i∈S(v)M

αi

i Z
si

i )Mαv
v Zsv

v (Π>
j∈A(v)M

αj

j )EGNV \I
= CF (Π>

i∈S(v)M
αi

i Z
si

i )Mαv
v Zsv

v (Π>
j∈A(v)M

αj

j )Xsv

C(v)Z
sv

ImpG(C(v))EGNV \I
= CF (Π>

i∈S(v)M
αi

i Z
si

i )Xsv

C(v)Z
sv

ImpG(C(v))\{v}M
αv
v (Π>

j∈A(v)M
αj

j )EGNV \I

→∗ C ′F (Π>
i∈S(v)M

α′
i

i Z
s′i
i )Mαv

v (Π>
j∈A(v)M

αj

j )EGNV \I

�

La condition de flot simple, introduite par Danos et Kashefi, peut être vue
comme un cas particulier du flot généralisé, dans le cas où l’ensemble correctif est
composé d’un seul élément.
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10.4. M-CALCUL 3P 129

Alors que la relation d’ordre partiel ≺ du flot donne un nombre suffisant
d’étapes pour réaliser le calcul par consommation d’intrication, ce nombre d’étapes,
appelé profondeur, est donné par la taille de l’image de f dans le cas du flot gé-
néralisé. En effet, tous les éléments de V \ F ayant la même image par f peuvent
être mesurés en parallèle, et si f(v) < f(u), alors v peut être mesuré avant u.

Le théorème 10.2 permet de répondre à deux questions ouvertes : existe-t-il
des termes uniformément déterministes n’admettant pas de flot simple ? De plus
la profondeur donnée par le flot simple est-elle optimale ?

La géométrie de la figure 10.2 n’admet pas de flot simple. En revanche, elle
admet un flot généralisé : pour tout i, f(ai) = 1. De plus, pour tout i, C(ai) =
{b0, bi}. La profondeur de ce flot généralisé est 2. L’existence d’un flot simple n’est
donc pas nécessaire au déterminisme uniforme.

La géométrie de la figure 10.1 admet un flot simple et un flot généralisé. Le flot
généralisé est le suivant : pour tout i, f(ai) = 1 et f(bi) = 2. De plus, C(a1) = {b1},
C(b1) = {c1} et pour tout i > 1, C(ai) = {bi−1, bi}, C(bi} = {ci}. La profondeur
de ce flot généralisé est 2, alors que la profondeur minimale du flot simple est 5.

Plus généralement, soit Hn = (Vn, En) tel que Vn = {ai, bi, ci}i∈1...n, et En =
{(ai, bi), (bi, ci)}i∈1...n ∪ {(ai+1, bi)}i∈1...n−1. On remarque que l’exemple de la figure
10.1 est H3. Pour tout n > 0, Hn a une profondeur de flot simple minimale de n+1,
alors qu’il existe un flot généralisé de profondeur 2. L’utilisation du flot généra-
lisé peut donc permettre d’augmenter le parallélisme du calcul par consommation
d’intrication.

La condition de flot généralisé permet donc de montrer que la condition de flot
simple n’est pas nécessaire au déterminisme uniforme. La nécessité de la condition
de flot généralisé est une conjecture :

Conjecture 10.1 Un terme est uniformément déterministe si et seulement si la
géométrie associée admet un flot généralisé.

Un autre problème ouvert concerne la profondeur du flot généralisé. La profon-
deur minimale d’un flot généralisé correspond-elle au nombre minimum d’étapes
de mesure nécessaires à un calcul uniformément déterministe ?

10.4 m-calcul 3P

Dans le modèle du calcul par consommation d’intrication, deux types de me-
sures sont autorisés, d’une part des mesures selon l’observable Z, c’est-à-dire dans
la base standard {|0〉 , |1〉}, d’autre part des mesures selon un observable de la forme
cos(α)X + sin(α)Y , ces dernières étant appelées mesures dans le plan (X, Y ).
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130CHAPITRE 10. CALCUL QUANTIQUE PAR CONSOMMATION D’INTRICATION

Comme les mesures selon Z peuvent être interprétées directement en termes
de transformations de l’état graphe initial, seules les mesures dans le plan (X, Y )
sont présentes dans le m-calcul.

A partir de ce modèle initial, limité aux mesures selon Z et dans le plan (X, Y ),
de nouvelles propositions, composées de suite de mesures selon des plans (X,Z) et
(Y, Z) sont récemment apparues [BB06], qui étendent les possibilités offertes par
le calcul par consommation d’intrication.

Le modèle de calcul par consommation d’intrication peut être ainsi étendu au
cas où les mesures sont selon un observable de l’un des trois plans : (X, Y ), (X,Z)
et (Y, Z). Le m-calcul peut alors être généralisé en un m-calcul 3P permettant
l’utilisation des mesures selon les trois plans. La syntaxe, la sémantique et la
standardisation du m-calcul sont alors aussi généralisées. Nous nous intéressons
également à la généralisation de la condition de flot dans le cadre du m-calcul 3P.

10.4.1 Définitions

La syntaxe du m-calcul 3P est la même que celle du m-calcul, à l’exception
des commandes de mesure, où la mesure Mα

i dans le plan (X, Y ) est remplacée
par trois commandes :

– MZ,α
i est une mesure dans la base {

∣

∣+Z,α
〉

,
∣

∣−Z,α
〉

}, avec
∣

∣+Z,α
〉

et
∣

∣−Z,α
〉

tels
que (cos(α)X + sin(α)Y )

∣

∣+Z,α
〉

=
∣

∣+Z,α
〉

et (cos(α)X + sin(α)Y )
∣

∣−Z,α
〉

=
−

∣

∣−Z,α
〉

.

– MX,α
i est une mesure dans la base {

∣

∣+X,α
〉

,
∣

∣−X,α
〉

}, avec
∣

∣+X,α
〉

et
∣

∣−X,α
〉

tels que (cos(α)Y+sin(α)Z)
∣

∣+X,α
〉

=
∣

∣+X,α
〉

et (cos(α)Y+sin(α)Z)
∣

∣−X,α
〉

=
−

∣

∣−X,α
〉

.

– MY,α
i est une mesure dans la base {

∣

∣+Y,α
〉

,
∣

∣−Y,α
〉

}, avec
∣

∣+Y,α
〉

et
∣

∣−Y,α
〉

tels
que (cos(α)Z + sin(α)X)

∣

∣+Y,α
〉

=
∣

∣+Y,α
〉

et (cos(α)Z + sin(α)X)
∣

∣−Y,α
〉

=
−

∣

∣−Y,α
〉

.

Sur le modèle de la sémantique dénotationnelle du m-calcul, la sémantique
dénotationnelle du m-calcul 3P est la suivante :

Définition 10.5 Pour tout terme P = (V, I, F, A), soit n = |V \ F |.
Pour toute suite de commandes t et tout Γ ⊆ V , [[t]]Γ : {0, 1}n → L(HΓ,HF ) :
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10.4. M-CALCUL 3P 131

[[tNj ]]Γ = λs.([[t]]Γ∪{j}(s)(|+j〉〈| ⊗ IdHΓ))

[[tEij ]]Γ = λs.([[t]]Γ(s)(ΛZi,j ⊗ IdHΓ\{i,j}))

[[tM
X,αj

j ]]Γ = λs.
(

[[t]]Γ\{j}(s)
((

(1− sj)|〉〈+X,αj

j |+ sj |〉〈−X,αj

j |
)

⊗ IdHΓ\{j}

))

[[tM
Y,αj

j ]]Γ = λs.
(

[[t]]Γ\{j}(s)
((

(1− sj)|〉〈+Y,αj

j |+ sj|〉〈−Y,αj

j |
)

⊗ IdHΓ\{j}

))

[[tM
Z,αj

j ]]Γ = λs.
(

[[t]]Γ\{j}(s)
((

(1− sj)|〉〈+Z,αj

j |+ sj|〉〈−Z,αj

j |
)

⊗ IdHΓ\{j}

))

[[tX
sj

i ]]Γ = λs.([[t]]Γ(s)(X
sj

i ⊗ IdHΓ\{i}))

[[tZ
sj

i ]]Γ = λs.([[t]]Γ(s)(Z
sj

i ⊗ IdHΓ\{i}))

[[P]] ∈ T (HI ,HF ) :
[[P]] = ([[A]]I(s))s∈{0,1}n

Les règles de standardisation peuvent être généralisées au cas du m-calcul 3P :

EijX
s
i → Xs

i Z
s
jEi,j

EijZ
s
i → Zs

iEi,j
t[MX,α

i ]sXr
i → t+r[MX,α

i ]s

t[MX,α
i ]sZr

i → t+r[MX,α
i ]s+r

t[MY,α
i ]sXr

i → t+r[MY,α
i ]s+r

t[MY,α
i ]sZr

i → t[MY,α
i ]s+r

t[MZ,α
i ]sXr

i → t[MZ,α
i ]s+r

t[MZ,α
i ]sZr

i → t+r[MZ,α
i ]s

Ce système de réécriture préserve la sémantique, est confluent et terminant. De
plus, les termes irréductibles sont en forme standard : pour tout terme P, il existe
un terme sous forme standard P′ tel que P→∗ P′ et

P′ = (V, I, F, CF (Π>
i∈V \FM

λ(i),αi

i )EGNV \I)

où λ(i) ∈ {X, Y, Z} indique le plan de la mesure avec ∀i ∈ I, λ(i) = Z.
La géométrie associée est le quadruplet (G, λ, I, F ) où λ : V \ F → {X, Y, Z}

est une fonction partielle d’étiquetage indiquant le plan selon lequel le qubit cor-
respondant est mesuré.
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132CHAPITRE 10. CALCUL QUANTIQUE PAR CONSOMMATION D’INTRICATION

Définition 10.6 (Flot 3P) Une géométrie (G, λ, I, F ), admet un flot 3P si et
seulement si il existe f : V → N telle que pour tout v ∈ V , il existe un ensemble
correctif C(v) ⊆ (S(v) ∪ F ) \ I tel que :

1 - si λ(v) = X alors
– v ∈ PairG(C(v)),
– A(v) ∩NG(v) ⊆ ImpG(C(v)),
– A(v) \NG(v) ⊆ PairG(C(v)),

2 - si λ(v) = Y alors
– v ∈ ImpG(C(v)),
– A(v) ∩NG(v) ⊆ ImpG(C(v)),
– A(v) \NG(v) ⊆ PairG(C(v)),

3 - si λ(v) = Z alors
– v ∈ ImpG(C(v)),
– A(v) ⊆ PairG(C(v)).

Théorème 10.3 Un terme est uniformément déterministe si la géométrie associée
admet un flot généralisé.

Preuve : Le terme P = (V, I, F, A), avec A = (Π>
i∈V \FM

λ(i),αi

i R(i)si

i )EGNV \I , est

uniformément déterministe mais non exécutable, avec R(i) un facteur correctif
adapté au plan λ(i) : si λ(i) ∈ {X,Z} alors R(i) = λ(i), sinon R(i) = Z(i)X(i).

La preuve est donc similaire à celle du théorème 10.2, sauf qu’ici trois cas sont
à considérer, suivant la valeur de l’opérateur correctif R(v). Par récurrence sur la

position de la mesure M
λ(i),αv
v dans le terme, on montre que ce terme peut être

transformé en un terme exécutable :
– Si R(v) = X, puisque ({v}∪C(v))∩ I = ∅, le lemme 10.1 est utilisé pour les

éléments de C(v) et pour v lui même, on obtient, à une phase globale près :

EGNV \I = Xsv

C(v)Z
sv

ImpG(C(v))XvZNG(v)EGNV \I
= Xsv

C(v)∪{v}Z
sv

ImpG(C(v))\A(v)Z
sv

NG(v)\A(v)EGNV \I

Ce terme correctif Xsv

C(v)∪{v}Z
sv

ImpG(C(v))\A(v)Z
sv

NG(v)\A(v) commute avec les me-
sures effectuées avant v, compense la correctionXsv

v , et le reste de l’opérateur,
Xsv

C(v)Z
sv

ImpG(C(v))\A(v)Z
sv

NG(v)\A(v) peut être intégré, en utilisant les règles de ré-
écriture, aux mesures qui suivent celles de v, ou à un facteur correctif global
agissant sur les qubits de sortie.

– Si R(v) = Z, puisque C(v)∩I = ∅, le lemme 10.1 est utilisé pour les éléments
de C(v), et on obtient, à une phase globale près :

EGNV \I = Xsv

C(v)Z
sv

ImpG(C(v))EGNV \I

Ceci permet de conclure, de façon analogue au cas R(i) = X.
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10.5. CALCUL PAR MESURES DANS LE PLAN (X,Z) SUR UNE GRILLE133

– Si R(i) = Y , puisque ({v} ∪C(v))∩ I = ∅, le lemme 10.1 est utilisé pour les
éléments de C(v) et pour v lui-même, on obtient, à une phase globale près :

EGNV \I = Xsv

C(v)Z
sv

ImpG(C(v))XvZNG(v)EGNV \I
= Xsv

C(v)∪{v}Z
sv

ImpG(C(v))\A(v)Z
sv

NG(v)\A(v)EGNV \I

Ceci permet de conclure, de façon analogue au cas R(i) = X.
�

Tout comme le flot généralisé du m-calcul, la condition de flot du m-calcul 3P
est une condition suffisante. La nécessité du flot est une conjecture :

Conjecture 10.2 Un terme du m-calcul 3P est uniformément déterministe si et
seulement si la géométrie associée admet un flot généralisé.

Ici aussi, l’autre problème ouvert concerne la profondeur du flot : la profon-
deur minimale d’un flot détermine-t-elle le nombre minimum d’étapes de mesure
nécessaires à un calcul uniformément déterministe ?

10.5 Calcul par mesures dans le plan (X,Z) sur une

grille

Nous avons introduit une généralisation du m-calcul, le m-calcul 3P, en auto-
risant des mesures dans trois plans différents afin d’augmenter le pouvoir expressif
du langage. Un point de vue inverse et complémentaire peut être adopté : quelles
restrictions peuvent être apportées au modèle par consommation d’intrication, tout
en ayant un modèle de calcul universel ? Autrement dit, quelles sont les ressources
minimales du calcul par consommation d’intrication ? Un premier constat est que
les ressources sont de deux types : l’état graphe initial, et les mesures effectuées.

La complexité de préparation d’un état graphe donné est étudiée dans le cha-
pitre 11. Pour des raisons de réalisation physique, il peut être intéressant d’utiliser
comme ressource un état graphe provenant d’un graphe régulier, comme une grille.
Ainsi dans leur modèle, Briegel et Raussendorf proposent l’utilisation une grille
rectangulaire comme état graphe initial.

Afin d’exécuter un terme P du m-calcul sur une grille rectangulaire, une pre-
mière phase consiste à transformer la grille en l’état graphe donné par la géométrie
de P. Une telle transformation peut être réalisée en utilisant des mesures de Pauli
selon X, Y ou Z. Ainsi, la grille rectangulaire initiale et les mesures selon Z
et dans le plan (X, Y ) constituent des ressources universelles pour le calcul par
consommation d’intrication. Van den Nest et al. [VdNMDB06, dNDVB07] étu-
dient l’universalité de certains états graphes, en établissant un lien entre la largeur
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134CHAPITRE 10. CALCUL QUANTIQUE PAR CONSOMMATION D’INTRICATION

2

3

1

Fig. 10.3 – Géométrie de D(α).

d’intrication3 fondée sur la largeur de rang4 d’un graphe et l’universalité de l’état
graphe correspondant. Cette mesure permet de prouver notamment que les grilles
triangulaires et hexagonales sont universelles pour les mesures selon Z et dans le
plan (X, Y ).

Dans cette section, nous montrons que les grilles triangulaires associées aux
mesures dans le plan (X,Z) sont universelles. Ce résultat offre un degré de liberté
supplémentaire au niveau de la réalisation physique, puisqu’aucune opération selon
l’axe Y n’est effectuée. Le développement du m-calcul 3P permet de représenter
de façon formelle un calcul par consommation d’intrication où les mesures sont
effectuées dans le plan (X,Z).

Afin de montrer l’universalité de la grille triangulaire associée aux mesures
dans le plan (X,Z), nous montrons d’abord que toute transformation unitaire
réelle peut être simulée par le m-calcul 3P en utilisant uniquement des mesures
dans le plan (X,Z). L’universalité des grilles triangulaires associées aux mesures
dans le plan (X,Z) se réduit alors à la capacité à obtenir tous les graphes qui
correspondent à la géométrie d’un m-terme, à partir d’une grille triangulaire.

10.5.1 Universalité des mesures dans le plan (X,Z)

On considère les termes suivants du m-calcul 3P :

H = ({1, 2}, {1}, {2}, Zs1
2 M

Z,0
1 E1,2)

D(α) = ({1, 2, 3}, {1}, {3}, Z1−s2
3 Xs2

3 M
Y,α
2 Zs1

2 M
Z,0
1 E1,2E1,3E2,3)

ΛZ = ({1, 2}, {1, 2}, {1, 2}, E1,2)

La géométrie associée à D(α) est donnée dans la figure 10.3. Cette géométrie
admet le flot 3P suivant : f(1) = 1, f(2) = 2, C(1) = {2} et C(2) = {3}. H

admet également un flot 3P. On remarque que toutes les mesures effectuées dans
les termes D(α) et H sont dans le plan (X,Z). En effet, une mesure de la forme
MY,α est selon l’observable cos(α)Z + sin(α)X, et une mesure MZ,0 est selon X.

3Entanglement-width.
4Rank-width.
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10.5. CALCUL PAR MESURES DANS LE PLAN (X,Z) SUR UNE GRILLE135

Théorème 10.4 (Universalité) Toute transformation unitaire réelle peut être
simulée par un terme du m-calcul 3P dans lequel toutes les mesures sont dans le
plan (X,Z).

Preuve : La famille de transformations unitaires {ΛZ,H, R̃x(α), α ∈ [0, 2π]} est
universelle pour les transformations unitaires réelles, où R̃x(α) = cos(α/2)Id +
sin(α/2)X. En effet, toute transformation unitaire réelle U sur un qubit peut être
décomposée en trois rotations élémentaires :

U = R̃x(α)R̃z(α)R̃x(α) = R̃x(α)HR̃x(α)HR̃x(α)

Or, les sémantiques de H, D(α) et ΛZ sont :

[[H]] = (H)

[[D(α)]] = (R̃x(α))
[[ΛZ]] = (ΛZ)

Puisque les mesures effectuées dans les termes H, D(α) et ΛZ sont toutes dans
le plan (X,Z), on en déduit l’universalité réelle des mesures dans le plan (X,Z).
�

De plus Bernstein et Vazirani ont montré que tout circuit quantique peut être
transformé en un circuit quantique utilisant uniquement des transformations uni-
taires réelles [BV97].

Les mesures dans le plan (X,Z) sont donc suffisantes pour le calcul quantique, à
condition d’être capable de préparer tous les états graphes associés aux géométries
des termes du m-calcul 3P restreint aux mesures selon (X,Z).

La complexité de préparation d’un état graphe correspondant à un graphe
donné est l’objet du chapitre 11. Certaines propositions de réalisation physique du
calcul par consommation d’intrication proposent l’utilisation d’un graphe régulier
comme état graphe de départ. Cet état graphe régulier est alors transformé, à
l’aide de mesure de Pauli selon X, Y ou Z, en l’état graphe correspondant à la
géométrie du terme que l’on veut exécuter. Les états graphes réguliers initiaux
sont par exemple des grilles (rectangulaires, triangulaires ou hexagonales) plus
facilement réalisables expérimentalement qu’un état graphe sans régularité.

Les seules mesures de Pauli du plan (X,Z) sont les mesures X, Z. Quels états
graphes peuvent être obtenus en appliquant uniquement des mesures selon X et
selon Z si l’état initial est une grille rectangulaire, triangulaire ou hexagonale ?

10.5.2 Pivot mineur

Les grilles rectangulaires et hexagonales ne sont pas adaptées au calcul utilisant
uniquement des mesures dans le plan (X,Z). En effet, certains états graphes ne
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136CHAPITRE 10. CALCUL QUANTIQUE PAR CONSOMMATION D’INTRICATION

peuvent pas être obtenus en appliquant des mesures selon X ou Z à un état graphe
associé à une grille rectangulaire ou hexagonale, notamment les graphes ayant des
cycles composés d’un nombre impair de sommets, comme un triangle par exemple.

Théorème 10.5 Pour tout graphe G et toute arête uv de G, si G n’a pas de cycle
impair, alors G ∧ uv n’a pas de cycle impair.

Preuve : Si G n’a pas de cycle impair alors pour tout arête uv :

1. Les voisinages propres A = NG(u) \ NG(v) et B = NG(v) \ NG(u) sont des
stables (il n’y a pas d’arête entre deux sommets de A, ni entre deux sommets
de B).

2. Le voisinage commun C = NG(u) ∩NG(v) de u et v est vide.

3. Tout chemin u1 . . . un entre deux sommets de A (de B), a un nombre pair
d’arêtes.

4. Tout chemin u1 . . . un entre un sommet de A et un sommet de B a un nombre
impair d’arêtes.

Par l’absurde, supposons qu’après le pivot sur l’arête uv, un cycle impair ait
été créé, il existe alors un chemin avec un nombre pair d’arêtes entre A et B (en
effet le pivot ne fait que créer et retirer des arêtes entre A et B).

Considérons un plus court chemin wPw′ dans G′ = G ∧ uv qui viole 3 ou 4. P
doit intersecter A ∪ B sinon le chemin contredirait 3 ou 4 pour G. Il est donc de
la forme wP1w

′′P2w
′ et sa minimalité amène alors à une contradiction.

�

Corollaire 10.1 :
– Il existe un graphe qui n’est pas pivot mineur de la grille rectangulaire.
– Il existe un graphe qui n’est pas pivot mineur de la grille hexagonale.

Par exemple, un triangle n’est pivot mineur ni de la grille rectangulaire, ni de
la grille hexagonale.

D’après le lemme 9.2, si un état graphe |G〉 est obtenu à partir d’un autre état
graphe |H〉 en utilisant des mesures selonX ou selon Z, alorsG est un pivot mineur
de H . On en déduit que l’état graphe représenté par un triangle ne peut pas être
obtenu à partir d’un état graphe associé à une grille rectangulaire ou hexagonale
en appliquant uniquement des mesures selon X ou Z. Or, la géométrie associée au
terme D(α) est un triangle (figure 10.3). On en déduit que les grilles rectangulaire
et hexagonale ne sont pas adaptées au calcul par mesures dans le plan (X,Z).

D’après le théorème 10.5, il est important d’utiliser une grille initiale possé-
dant des cycles impairs. La grille triangulaire possède cette propriété. Le théorème
suivant montre que tout état graphe peut être obtenu en appliquant des mesures
selon X ou Z sur une grille triangulaire.
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10.5. CALCUL PAR MESURES DANS LE PLAN (X,Z) SUR UNE GRILLE137

Fig. 10.4 – Géométrie admettant un flot et dont la sémantique est H si tous les
qubits noirs sont mesurés selon X.

Fig. 10.5 – Géométrie admettant un flot et dont la sémantique est l’identité si
tous les qubits noirs sont mesurés selon X.

Théorème 10.6 Pour tout graphe G, l’état graphe |G〉 peut être obtenu à un signe
près, en appliquant des mesures selon Z ou X sur un état graphe représenté par
une grille triangulaire.

Preuve : Soit G = (V,E) un graphe, |G〉 = Π(u,v)∈EΛZu,v |+〉V . Le circuit quan-
tique CG = (ΛZ[u, v])(u,v)∈E (voir chapitre 11) permet de produire l’état |G〉 à
partir de l’état |+〉V . CG peut être transformé en un circuit planaire C ′G en uti-
lisant pour base {H,ΛZ}. En effet CG a pour base {ΛZ} et l’opération Swap,
suffisante pour transformer CG en C ′G peut être décomposée comme suit :

Swapu,v = Hu,vΛZu,vHu,vΛZu,vHu,vΛZu,v

Les graphes décrits dans les figures 10.4, 10.5 et 10.6 admettent un flot simple,
si tous les qubits noirs sont mesurés dans le plan (X, Y ). A l’aide de la sémantique
du m-calcul, on montre facilement que si tous les qubits, sauf les qubits blancs,
sont mesurés selon l’observable X, alors les transformations induites des qubits
encadrés vers les qubits blancs sont respectivement H , Id et ΛZ.

On remarque que les graphes décrits dans les figures 10.4, 10.5 et 10.6 sont
des sous graphes induits (donc des pivots mineurs) de grilles triangulaires, comme
illustré dans la figure 10.7.

D’après les lois de composition des m-termes, les termes simulant H , Id et ΛZ
peuvent être composés pour obtenir une simulation du circuit C ′G. Etant donné
que les simulations de H , Id et ΛZ sont réalisées par des géométries ayant la même
"largeur" une fois plongées dans la grille triangulaire, la simulation du circuit C ′G
peut être faite couche par couche. On en déduit qu’il existe une géométrie (H, I, F )
associée à la simulation du circuit C ′G , telle que H est un sous graphe de la grille
triangulaire. De plus, comme les qubits d’entrée de C ′G sont dans l’état |+〉, si tous
les qubits de |H〉, sauf les qubits de sortie situés à droite du graphe, sont mesurés
selon X, alors l’état des qubits non mesurés est |G〉 à un signe près.

�
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138CHAPITRE 10. CALCUL QUANTIQUE PAR CONSOMMATION D’INTRICATION

Fig. 10.6 – Géométrie admettant un flot et dont la sémantique est ΛZ si tous les
qubits noirs sont mesurés selon X.

Fig. 10.7 – Les géométries associées aux simulations de H , Id et ΛZ sont des sous
graphes de grilles triangulaires.
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10.6. UNIFICATION 139

Ainsi les grilles triangulaires associées aux mesures selon (X,Z) sont univer-
selles pour les transformations réelles. Etant donné qu’un état graphe ne possède
pas de coordonnée complexe, et que les mesures dans le plan (X,Z) n’introduisent
pas de nombre complexe, les mesures selon (X,Z) sur un état graphe sont donc
nécessairement limitées à une universalité réelle. Même si toute transformation
unitaire peut être simulée en utilisant uniquement des transformations unitaires
réelles, la question de savoir si l’utilisation de mesures dans le plan (Y, Z) pourrait
permettre d’atteindre une universalité complète, reste ouverte.

Le théorème 10.6 permet de prouver la propriété combinatoire suivante :

Propriété 10.1 Tout graphe est pivot mineur d’une grille triangulaire.

Preuve : Cette propriété est prouvée en utilisant les états graphes. Soit G un
graphe. D’après le théorème 10.6, il existe une grille triangulaire H telle que |G〉
est obtenu en appliquant des mesures selon Z et X sur l’état graphe |H〉. D’après
le théorème 9.2 (chapitre 9), G est un pivot mineur de H . �

Il est intéressant de noter que la preuve de cette propriété combinatoire em-
prunte un chemin quantique.

Nous avons montré que les grilles triangulaires associées aux mesures selon
(X,Z) sont universelles. En revanche, nous n’avons pas montré que les grilles tri-
angulaires ou hexagonales ne le sont pas. En effet, aucun graphe ayant un cycle
impair ne peut être atteint à partir d’une grille rectangulaire ou hexagonale. Un
problème ouvert est de savoir si l’existence de cycle impair est une condition né-
cessaire à l’universalité pour les géométries d’un m-calcul 3P qui n’effectuerait que
des mesures dans le plan (X,Z).

10.6 Unification des modèles par consommation d’in-

trication et par mesures projectives

10.6.1 Le secret du calcul par consommation d’intrication

est caché dans la préparation de l’état graphe initial

Nous avons étudié deux modèles de calcul quantique fondés sur la mesure :
le modèle de calcul quantique par mesures projectives (chapitre 7) et le modèle
de calcul quantique par consommation d’intrication (ce chapitre). Il est naturel
de comparer ces deux modèles. Le premier s’appuie sur une brique de base, le
transfert d’état (chapitre 7, figure 7.4) qui permet de simuler des transformations
unitaires, sans intrication préalable, alors que dans le second modèle, une ressource
supplémentaire est l’état graphe initial qui est consommé durant l’exécution. Une
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CΦC

Φ

Φ

Z

Z

Z Z

X

Z

Z

X

Z

Z

X

X

Fig. 10.8 – Préparation d’une ligne par mesures projectives.

X Y Y Y

Fig. 10.9 – Calcul par consommation d’intrication.

comparaison rapide des deux modèles fait donc apparaître deux différences ma-
jeures en termes de ressources : la taille des opérations utilisées, et l’utilisation ou
non d’intrication préalable. Dans le modèle par mesures projectives, des mesures
multiqubits sont nécessaires, alors que seules des mesures locales sont utilisées dans
le calcul par consommation d’intrication. En revanche, aucune intrication préalable
n’est nécessaire dans le calcul par mesures projectives, contrairement au calcul par
consommation d’intrication.

Afin de pouvoir comparer et unifier ces deux modèles de calcul quantique, la
création de l’intrication doit être prise en compte dans le modèle par consommation
d’intrication. Nous nous intéressons aux états graphes à une dimension. Un tel
état graphe peut être préparé en utilisant uniquement des mesures projectives,
comme décrit dans le lemme 9.4. Une telle préparation est décrite figure 10.8. Pour
un graphe G = (V,E) à une dimension, c’est-à-dire une ligne, cette préparation
permet d’obtenir, à partir d’un état |Φ〉 sur le qubit d’entrée v0 ∈ V , l’état |ΦC〉 =
Π(u,v)∈EΛZu,v |Φ〉v0 |+〉V \{v0}, à un opérateur de Pauli près.

Un calcul par consommation d’intrication consiste à mesurer les qubits de l’état
graphe à une dimension, sauf un qubit qui est le qubit de sortie (figure 10.9). Si
ces mesures sur un qubit sont représentées sur le même schéma que les mesures
utilisées pour créer l’état graphe, alors une redécomposition naturelle des mesures
peut être effectuée pour reconnaître une suite de transferts d’états (voir figure
10.10).

Au delà de l’unification des deux modèles, cette technique donne un outil sé-
mantique pour le calcul par consommation d’intrication. En effet, ainsi décomposé
en une suite de transferts d’états, une transformation unitaire peut être asso-
ciée à chaque transfert d’état. L’action du calcul par consommation d’intrica-
tion est alors la composition de l’action de chaque transfert d’état. Ainsi, dans
l’exemple donné dans la figure 10.9, la suite de mesures est X, Y , Y et Y . Or,
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Fig. 10.10 – Unification

d’après le transfert d’état généralisé (chapitre 7, figure 7.5), de telles mesures cor-

respondent à la simulation de H
√
Z
†

pour une mesure selon Y et H pour une
mesure selon X. La sémantique du calcul par consommation d’intrication est donc

H
√
Z
†
H
√
Z
†
H
√
Z
†
H = H .

10.6.2 Unification et m-calcul

L’unification présentée dans la section précédente est la première [JP04c, JP05b],
mais pas l’unique unification [CLN05, Gim05] entre les modèles de calcul par me-
sures projectives et par consommation d’intrication.

L’unification présentée n’est pas complète, puisqu’elle ne permet de traiter que
le cas des graphes dont le degré est au plus 2, avec au moins un sommet de degré 1.
Malgré son incomplétude, cette unification présente l’intérêt de n’utiliser que des
mesures projectives, là où les autres utilisent des transformations unitaires, elles
s’appuient sur une préparation des états graphes via la transformation unitaire
ΛZ.

On remarque également que si une préparation par transformation unitaire est
utilisée, alors le principe de l’unification présenté dans la figure 10.10 est similaire
à la standardisation du m-calcul [DKP04a] (la standardisation transforme le terme
de droite en celui de gauche sur la figure).
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142CHAPITRE 10. CALCUL QUANTIQUE PAR CONSOMMATION D’INTRICATION

10.7 Conclusion

Le m-calcul, modèle formel pour le calcul quantique par consommation d’intri-
cation a été présenté. La condition de flot a été généralisée. Cette condition permet
de savoir si un état graphe peut être utilisé pour effectuer un calcul par consomma-
tion d’intrication. Un modèle de calcul plus général, le m-calcul 3P a été introduit.
Ce nouveau modèle étend le m-calcul en offrant la possibilité d’effectuer des me-
sures dans trois plans différents au lieu d’un seul pour le m-calcul. La condition
de flot, mais aussi d’autres ingrédients du m-calcul, comme la standardisation, ont
été généralisés au m-calcul 3P.

Une autre piste a également été explorée, celle de la recherche des ressources
minimales du calcul quantique par consommation d’intrication. Alors que dans le
modèle originel de calcul par consommation d’intrication, proposé par Briegel et
Raussendorf [RB00], des mesures selon Z et dans le plan (X, Y ) sur une grille rec-
tangulaire sont prouvées universelles, nous montrons que des mesures dans le plan
(X,Z) sur une grille triangulaire constituent également des ressources universelles.
Une application de ce résultat est que tout graphe est pivot mineur d’une grille
triangulaire. Ce résultat de théorie des graphes est le premier, à la connaissance
de l’auteur, obtenu en utilisant des méthodes de l’informatique quantique.
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Chapitre 11

Préparation des états graphes

11.1 Introduction

Quelles sont les ressources minimales nécessaires à un calcul quantique univer-
sel ? Cette simple question est l’une des plus fondamentales posée par la conception
d’un ordinateur quantique, et c’est l’une des questions les plus étudiées au sein
de l’informatique quantique. En 2000, Raussendorf and Briegel [RB00] ont pro-
posé un nouveau modèle de calcul quantique. Ils ont montré que si certains états
quantiques initiaux, appelés états graphes, sont fournis, alors la simple capacité à
appliquer des mesures sur 1 qubit selon un observable dans le plan (X, Y ) ou selon
Z, suffit au calcul quantique. Un modèle de calcul dédié au calcul par consomma-
tion d’intrication, le m-calcul a été introduit par Dansos, Kashefi et Panangaden
[DKP04a], ce modèle a été présenté et généralisé dans le chapitre 10. De plus, une
caractérisation combinatoire de certaines transformations quantiques a été donnée
dans le chapitre 9. Mais encore faut-il fournir, à un coût minimal, les états graphes
initiaux.

Nous montrons d’abord et principalement que les états graphes peuvent être
préparés en temps constant. C’est-à-dire, pour une description classique donnée
d’un graphe G = (V,E), on peut produire l’état graphe correspondant |G〉 par un
circuit quantique de profondeur constante qui a une taille linéaire dans la taille de
l’entrée |V |+ |E| et qui consiste seulement en des opérations sur 1 et 2 qubits. Cela
implique que toutes les opérations sur 2 qubits jamais employées par un algorithme
quantique peuvent être conduites au début de l’algorithme et en parallèle, le reste
des opérations étant des opérations sur un qubit.

Ce regroupement des opérations multiqubits et la parallélisation de ces opéra-
tions nécessitent un espace auxiliaire. Un compromis entre le temps de la prépara-
tion et l’espace nécessaire à cette préparation est étudié, et il est montré qu’il est
possible de fixer arbitrairement un temps de préparation, et d’en déduire l’espace
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144 CHAPITRE 11. PRÉPARATION DES ÉTATS GRAPHES

nécessaire pour y parvenir.
Pour déterminer la complexité de préparation des états graphes, nous introdui-

sons une nouvelle quantité sur les graphes, le degré minimum local, noté δloc. Par
exemple, nous l’utilisons pour prouver que toute préparation composée uniquement
de mesures nécessite un espace auxiliaire, ou des mesures agissant simultanément
sur au moins δloc + 1 qubits. De plus, nous établissons également que le degré
minimum local est lié à l’intrication dans les états graphes : une mesure agissant
sur δloc qubits suffit à créer une séparation dans un état graphe.

Le degré minimum local apparaît comme une propriété importante des états
graphes. Afin de montrer que le degré minimum local n’est pas borné, nous exhi-
bons une famille de graphes pour laquelle le degré minimum local est grand.

11.2 Préparation d’un état graphe

Le problème que l’on considère est celui de la préparation d’un état graphe.
Ce problème a la particularité de posséder une entrée classique, un graphe G, et
une sortie quantique, l’état graphe |G〉. Nous considérons également le cas où le
résultat de l’algorithme est un graphe signé |G;S〉, c’est-à-dire l’état graphe |G〉 à
un opérateur de Pauli près.

Un algorithme de préparation peut en général être décomposé en deux étapes :
– Un algorithme classique, à partir de l’entrée classique, produit la description

classique d’un circuit quantique CG ;
– Le circuit CG est exécuté, produisant l’état quantique |G〉.
Afin de mesurer la complexité de la préparation d’un état graphe, la profondeur

du circuit CG, sa taille, ainsi que le nombre de qubits sur lesquels il agit sont pris
en compte. Ces quantités sont calculées en fonction de la taille n +m de l’entrée
G = (V,E), où n = |V | et m = |E|. La taille du circuit est le nombre de portes,
elle représente donc la complexité en temps pour un déroulement séquentiel des
opérations. La profondeur d’un circuit représente la complexité en temps dans le
cadre d’une exécution des portes quantiques qui exploite au maximum le parallé-
lisme possible entre portes agissant sur des qubits différents. Le nombre de qubits
sur lesquels agit le circuit représente une complexité en espace de la préparation.
Etant donné que le résultat du circuit est un état quantique sur n qubits, la taille
est au moins n. Les éventuels qubits supplémentaires qui peuvent être nécessaires
à la préparation, sont appelés qubits auxiliaires.

La complexité de la première étape de la préparation, c’est-à-dire la partie
classique, n’est pas prise en compte dans la complexité de l’algorithme, tant que
celle-ci est polynomiale (en temps).

Il existe un algorithme simple pour préparer l’état graphe |G〉 correspondant à
un graphe quelconque G = (V,E) sur n = |V | sommets avec m = |E| arêtes. On
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11.2. PRÉPARATION D’UN ÉTAT GRAPHE 145

prépare d’abord n qubits dans une superposition de tous les 2n états de base,

|+〉V =
1√
2n

∑

x∈{0,1}n
|x〉 ,

en appliquant par exemple l’opérateur d’Hadamard H sur chacun des n qubits
dans l’état initial |0〉. Chaque qubit correspond à un sommet de G. Ensuite, on
applique une séquence de m opérations sur 2 qubits, ce qui produit l’état graphe
|G〉,

|G〉 =
∏

(u,v)∈E
ΛZu,v |+〉V .

Pour chaque arête (u, v) ∈ E, on applique l’opérateur ΛZ, dont nous rappelons
la définition :

ΛZu,v = |00〉 〈00|+ |01〉 〈01|+ |10〉 〈10| − |11〉 〈11|
Ces m opérations sur 2 qubits sont diagonales et ainsi commutent, ce qui nous
permet de les appliquer dans l’ordre de notre choix. Pour résumer, il est possible de
préparer un état graphe |G〉 en utilisant n opérations sur 1 qubit et m opérations
ΛZ, sur 2 qubits. En considérant ce simple algorithme comme étant un circuit
quantique, on peut préparer un état graphe par un circuit sur n qubits de taille
n + m et de profondeur m + 1 en utilisant uniquement des opérations sur 1 et 2
qubits.

La profondeur du circuit peut être diminuée en effectuant des opérations sur
2 qubits en parallèle. Pour cela, on choisit d’abord une coloration des arêtes de
G. Une coloration des arêtes utilisant χ′ couleurs est une fonction de coloration
c : E → {1, 2, . . . , χ′} telle que pour deux arêtes distinctes e et e′ partageant un
sommet, c(e) 6= c(e′). Tout graphe possède une coloration des arêtes utilisant au
plus ∆(G) + 1 couleurs, où ∆(G) est le degré maximum des sommets dans G, et
on peut trouver une coloration utilisant O(∆) couleurs en un temps polynomial en
n et m, par exemple par l’algorithme (classique) de Vizing [Viz64]. Cela implique
que les m opérations sur 2 qubits peuvent être réorganisées dans le circuit de
préparation de telle façon qu’il ait une profondeur d’au plus ∆(G) + 2 :

Proposition 11.1 Tout état graphe |G〉 peut être préparé par un circuit quantique
de profondeur O(∆(G)), qui consiste à appliquer O(n+m) opérations sur 1 ou 2
qubits, où ∆(G) est le degré maximum de tout sommet dans G.

L’algorithme ci-dessus implique que les graphes ayant un degré borné peuvent
être préparés par des circuits quantiques de profondeur constante. En particu-
lier, les états graphes associés à une grille peuvent être préparés par des circuits
quantiques de profondeur constante. On montre à présent comment étendre cet
algorithme à des graphes quelconques.
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Fig. 11.1 – Appliquer des mesures selon X sur des qubits v′ et v′′ adjacents
contracte les arêtes (v, v′) et (v′, v′′).

Théorème 11.1 (Préparation d’état graphe en profondeur constante)
Pour tout graphe G, |G〉 est préparé à un signe près1 par un circuit quantique
de profondeur constante qui consiste à appliquer sur n + O(m) qubits, O(n + m)
opérations sur 1 ou 2 qubits.

Preuve : L’idée clé de cette preuve est d’assimiler G à un mineur induit2 d’un
graphe G′ de degré borné, puis de montrer que G peut être obtenu à partir de G′

en effectuant des mesures sur un qubit.
On commence par montrer que G est un mineur induit provenant d’un graphe

plus grand G′ de degré borné en répétant l’expansion d’un sommet v de degré
d ≥ 4 en trois sommets v, v′, v′′ de degrés strictement inférieurs, comme illustré
dans la figure 11.1.

Formellement, le voisinage N(v) de v est partitionné en deux ensembles L
et R de taille ⌈d

2
⌉ et ⌊d

2
⌋, respectivement. Ensuite, on pose V̂ = V ∪ {v′, v′′} et

Ê = E \ ({v} × R) ∪ {(v, v′), (v′, v′′)} ∪ ({v′′} × R). On pose Ĝ = (V̂ , Ê), et
l’expansion de tout sommet v de Ĝ est répétée récursivement jusqu’à ce que tous
les sommets aient un degré d’au plus trois. Le graphe G′ ainsi obtenu comportera
O(m+ n) sommets et sera de degré 3 au plus.

L’état graphe |G′〉 est alors préparé par un circuit de profondeur constante
sur O(m + n) qubits en appliquant la proposition 11.1, puis en appliquant le
lemme 9.2 pour contracter |G′〉 en |G〉 en appliquant des mesures selon X sur tous
les sommets introduits pendant l’expansion de G en G′. Comme les mesures selon
X commutent, elles peuvent toutes être effectuées en parallèle. �

La proposition 11.1 et le théorème 11.1 fournissent deux circuits de taille li-
néaire pour préparer un état graphe quelconque, à un signe près. Le premier a une

1Un état graphe signé |G; S〉 est l’état ZS |G〉, où S est un sous ensemble des sommets de G

appelé le signe (voir chapitre 9).
2G est un mineur induit de G′, si G peut être obtenu à partir de G′ par contractions et

suppressions d’arêtes (voir chapitre 9).
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11.3. PRÉPARATION FONDÉE SUR LA MESURE 147

petite largeur et une grande profondeur, le second une grande largeur et une faible
profondeur. On peut diminuer la largeur en augmentant la profondeur du circuit
dans la construction ci-dessus, sans changer la taille globale du circuit, en arrêtant
l’expansion dès que tous les sommets ont un degré d’au plus T .

Théorème 11.2 (Préparation d’état graphe de faible profondeur)
Pour tout graphe G et tout entier T ≥ 3, |G〉 peut être préparé, à un signe près,
par un circuit quantique agissant sur n + O(m/T ) qubits, de profondeur O(T ),
composé de O(n+m) opérations sur 1 ou 2 qubits.

Preuve : La preuve est similaire à celle du théorème 11.1 : les sommets dont le
degré est supérieur à T subissent une expansion, diminuant leur degré de moitié.
Cette opération est répétée tant que le degré du graphe est supérieur à T . Le graphe
G′ ainsi obtenu possède n+O(m/T ) sommets. G′ est préparé par l’algorithme de
la proposition 11.1, puis tous les qubits auxiliaires sont mesurés en parallèle selon
X. �

11.3 Préparation fondée sur la mesure

Alors que les états graphes constituent une ressource du calcul quantique par
consommation d’intrication3, il est naturel de considérer la préparation des états
graphes dans un cadre où seules les mesures projectives sont autorisées.

Dans un premier temps, les résultats sur la simulation des transformations
unitaires par des mesures projectives (voir chapitre 7) permet de transformer les
algorithmes précédents pour obtenir des algorithmes utilisant exclusivement des
mesures. Une préparation en place (sans espace auxiliaire) utilisant exclusivement
des mesures projectives est également proposée.

Théorème 11.3 (Préparation fondée sur la mesure) Pour tout graphe G et
pour tout entier T ≥ 3, |G〉 est préparé à un opérateur de Pauli près, par une série
de O(n + m) mesures projectives sur 1 ou 2 qubits. Ces mesures agissent sur un
espace composé de O(n + m/T ) qubits, et peuvent être exécutées en parallèle en
O(T ) étapes.

Preuve : La preuve est fondée sur l’utilisation du théorème 11.2 puis sur la si-
mulation par des mesures projectives du circuit CG ainsi obtenu. Le circuit CG est
composé de mesures selon X et de transformations unitaires ΛZ. Chaque ΛZ peut
être simulé, à un opérateur de Pauli près par 3 mesures sur 1 et 2 qubits, comme

3Le calcul quantique par consommation d’intrication est un modèle de calcul fondé sur la
mesure successive des qubits d’un état graphe, voir chapitre 10.
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148 CHAPITRE 11. PRÉPARATION DES ÉTATS GRAPHES

décrit dans la figure 7.11 du chapitre 7. Puisque le circuit est composé unique-
ment d’opérations ΛZ et que cet opérateur normalise les opérateurs de Pauli4, la
stratégie permettant de corriger l’opérateur de Pauli produit aléatoirement par la
simulation n’est pas nécessaire : les opérateurs de Pauli sont intégrés au signe de
l’état graphe signé obtenu.

Afin de simuler les O(n + m) opérations, (n+m)/T qubits auxiliaires sont
utilisés. Le parallélisme est donc limité à au plus (n +m)/T opérations par étape.
Malgré cette limitation, le nombre d’étapes est O(T ). �

Etant donné que la simulation de chaque transformation unitaire par des me-
sures projectives nécessite un qubit auxiliaire, le cas où un seul qubit auxiliaire est
disponible impose une séquentialité des opérations appliquées.

Proposition 11.2 (Préparation par mesures utilisant un qubit auxiliaire)
Pour tout graphe G, |G〉 est préparé à un opérateur de Pauli près, par une série
de O(m + n) mesures projectives sur 1 ou 2 qubits. Ces mesures agissent sur un
espace composé de n+ 1 qubits, et peuvent être exécutées en O(m+ n) étapes.

Si aucun qubit auxiliaire n’est disponible, alors la simulation des transforma-
tions unitaires n’est pas possible. Un état graphe peut cependant être préparé en
place, sans qubit auxiliaire, en utilisant des mesures dont la taille dépend du degré
minimum du graphe.

Lemme 11.1 (Préparation fondée sur la mesure, sans qubit auxiliaire)
Pour tout graphe G, |G〉 est préparé à un opérateur de Pauli près, par une suite de
O(n+m) mesures projectives sur au plus δG+ 1 qubits, où δ(G) = min{degG(v) :
v ∈ V } est le degré minimum de G, où degG(v) représente le degré de v dans G.

Preuve : La preuve consiste à choisir un sommet v de degré minimum dans G,
donc degG(v) = δ(G). L’état graphe |G \ v〉 peut être préparé, d’après la proposi-
tion 11.2, en utilisant le qubit v comme qubit auxiliaire. Puis, d’après le lemme 9.4,
une mesure sur δ(G)+1 qubits selon l’observable XvZNG(v) permet de transformer
|G \ v〉 en |G〉 à un signe près. �

11.4 Circuits et complémentation locale

Les constructions de circuits données ci-dessus pour préparer les états graphes
prennent appui sur le concept de mineur induit. Pour améliorer les algorithmes

4Tout opérateur de Clifford C, dont ΛZ, normalisent les opérateurs de Pauli : pour tout
opérateur de Pauli P , il existe P ′ tel que CP = P ′C.

te
l-0

02
75

32
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 A

pr
 2

00
8



11.4. CIRCUITS ET COMPLÉMENTATION LOCALE 149

de préparation, le concept de complémentation locale de graphes est utilisé (voir
définition 9.5 du chapitre 9).

En effet, si deux graphes sont localement équivalents5, alors |G〉 peut être
transformé en |G′〉 par un circuit composé d’opérations sur 1 qubit, et donc de
profondeur constante. Il est donc possible de préparer |G〉 en préparant dans un
premier temps |G′〉, avec G′ ≈loc G.

Pour étudier les possibilités offertes par de telles préparations, nous introdui-
sons deux propriétés locales : le degré minimum et le nombre minimal d’arêtes
atteignables par complémentations locales.

Définition 11.1 (Degré minimum local) Pour tout graphe G = (V,E), δloc(G) =
min{δ(G′) : G′ ≈loc G} est le degré minimal des graphes atteignables par des com-
plémentations locales. On se réfère à δloc comme étant le degré minimum local de
G.

Définition 11.2 (Nombre minimum local d’arêtes) Pour tout graphe G =
(V,E), soit mloc(G) = min{|E ′| : (V,E ′) ≈loc G}. On se réfère à mloc comme
étant le nombre minimum local d’arêtes de G.

Malheureusement, il n’existe pas d’algorithme polynomial connu qui calcule
l’une ou l’autre des quantités δloc(G) et mloc(G), à partir d’un graphe G donné
en entrée. Le résultat le plus avancé dans cette voie est celui de Bouchet [Bou87]
affirmant que le problème consistant à décider si deux graphes sont localement
équivalents est calculable en un temps polynomial. Van den Nest [VdN05] donne
dans sa thèse une courte description de l’algorithme de Bouchet.

La quantité mloc est reliée à la taille de tout circuit quantique préparant un état
graphe. Supposons que l’on puisse trouver un algorithme qui, pour un graphe donné
et en un temps polynomial, fournit un graphe localement équivalent à mloc arêtes,
alors, dans les théorèmes 11.1, 11.2 et 11.3, on pourrait remplacer m par mloc, et
toujours avoir des circuits quantiques constructibles en des temps polynomiaux.
Toutefois, aucun algorithme de cette sorte n’est visible à l’horizon.

Une autre propriété locale, la largeur de rang6, introduite par Oum [Oum05],
est utilisée par Van den Nest, Miyake, Dür et Briegel [VdNMDB06] comme mesure
d’intrication sur les états graphes.

On montre maintenant que δloc est relié à l’usage de qubits auxiliaires dans la
préparation d’états graphes. Pour prouver cela, commençons par donner trois défi-
nitions équivalentes de δloc, la première issue de la théorie des graphes, la seconde

5G est localement équivalent à G′, si G peut être obtenu à partir de G′ par application de
complémentations locales.

6rank-width
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150 CHAPITRE 11. PRÉPARATION DES ÉTATS GRAPHES

de la combinatoire et la dernière de l’algèbre. Nous introduisons, ou rappelons les
notations et concepts utiles suivants :

Pour tout sous-ensemble X ⊆ V de sommets, ImpG(X) = {u ∈ V \ X :
N(u)∩X = 1 mod 2} est l’ensemble des sommets qui sont adjacents à un nombre
impair de sommets de X dans G. De manière similaire, PairG(X) = {u ∈ V \X :
N(u)∩X = 0 mod 2} est l’ensemble des sommets qui sont adjacents à un nombre
pair de sommets de X dans G. On dit que les sommets dans ImpG(X) sont voisins
impairs de X dans G, et que les sommets dans PairG(X) sont voisins pairs de X
dans G.

La matrice de coupe d’un sous ensemble X ⊆ V de sommets est la sous matrice
ΓG(X, V \ X) indexée par X × (V \ X) de la matrice d’adjacence ΓG de G. Le
rang de coupe Cutrk(X) de X est le rang de sa matrice de coupe, où on définit le
rang sur GF(2). Le rang de coupe de X est invariant par complémentation locale
[Bou89], bien que le noyau de ΓG(X, V \ X) peut changer par complémentation
locale. Cela a été utilisé par Bouchet [Bou87] et d’autres sous le terme de fonction
de connexion, et renommé rang de coupe par Oum [Oum05].

Définition 11.3 Etant donné un graphe G = (V,E), on dit que L ⊆ V est local
si il existe X ⊆ V tel que L = X ∪ ImpG(X).

On remarque que pour tout sommet v ∈ V , {v}∪NG(v) est local. On remarque
également qu’un ensemble local L ne peut pas être de rang de coupe plein, en
effet le vecteur χX est tel que χXΓG[L, V \ L] = 0 mod 2, où χX est la fonction
indicatrice de X dans L. Le lien entre la localité d’un sous-ensemble de sommets
et le rang de coupe de cet ensemble est donné dans le théorème 11.4.

Lemme 11.2 Tout ensemble local L est invariant par complémentation locale. De
plus, pour tout y ∈ L, il existe un graphe G′ localement équivalent à G tel que
{y} ∪ ImpG′({y}) ⊆ L.

Preuve : Supposons que L = X ∪ ImpG(X). On considère la façon dont la parti-
tion tripartite V = X ∪ ImpG(X) ∪ PairG(X) change par complémentation locale
sur un sommet v ∈ V . Soit G′ = G ⋆ v. Alors, la tripartition change comme suit :

X ′ ImpG′(X ′) PairG′(X ′)

v ∈ PairG(X) X ImpG(X) PairG(X)

v ∈ ImpG(X) X ∪ {v} ImpG(X) \ {v} PairG(X)

v ∈ X et |NG(v) ∩X| est impair X \ {v} ImpG(X) ∪ {v} PairG(X)

v ∈ X et |NG(v) ∩X| est pair X ImpG(X) PairG(X)

En effet :
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11.4. CIRCUITS ET COMPLÉMENTATION LOCALE 151

– Si v ∈ PairG(X), alors pour tout u ∈ ImpG(X)∪PairG(X), si u /∈ NG(v), les
arêtes issues de u ne sont pas modifiées par la complémentation locale sur le
sommet v. Sinon, si X ∩ NG(v) = A1 ∪ A2, avec A1 = X ∩ NG(v) ∩ NG(u)
et A2 = (X ∩NG(v)) \NG(u) , A1, A2 forment une partition de X ∩NG(v),
et |A1| + |A2| = 0 mod 2. X ∩ NG′(u) = ((X ∩ NG(u)) \ A1) ∪ A2, donc
|X ∩ NG′(u)| = |X ∩ NG(u)| − |A1| + |A2| = |X ∩ NG(u)| mod 2. Donc si
u ∈ ImpG(X) alors u ∈ ImpG′(X) et si u ∈ PairG(X) alors u ∈ PairG′(X).
Donc L = X ∪ ImpG′(X).

– Si v ∈ ImpG(X), alors pour tout u ∈ NG(v), avec les mêmes notations que
pour le cas précédent, on a |A1| + |A2| = 1 mod 2, et donc |(X ∪ {v}) ∩
NG′(u) = |X ∩NG(u)| − |A1|+ |A2|+ |{v} = |X ∩NG(u)|.

– Si v ∈ X, alors pour tout u ∈ NG(v), avec les mêmes notations que pour le
cas précédent, on a |A1| + |A2| = 1 mod 2, et donc |(X ∪ {v}) ∩ NG′(u) =
|X ∩NG(u)| − |A1|+ |A2|+ |{v}| = |X ∩NG(u)|.

– Si v ∈ X, alors pour tout u ∈ NG(v), avec les mêmes notations que pour
le cas précédent, on a |A1| + |A2| = |NG(v) ∩ X| mod 2. Si |NG(v) ∩ X|0
mod 2, alors X∩NG′(u) = |X∩NG(u)|−|A1|+ |A2| = |X∩NG(u)|( mod 2).
Sinon (X \ v) ∩NG′(u) = |X ∩NG(u)| − |{v}| − |A1|+ |A2| = |X ∩NG(u)|(
mod 2). De plus si |NG(v) ∩X|1 mod 2, alors v ∈ ImpG′(X \ {v}).

La quatrième et dernière colonne du tableau ci-dessus implique que tout en-
semble local L est invariant par complémentation locale, ainsi seule la structure
interne de L change. Grâce à la deuxième ligne, on peut déplacer le sommet y dans
X, si y ∈ ImpG(X). Grâce à la troisième ligne, on peut déplacer des sommets hors
de X tant qu’il existe un sommet dans X qui possède un nombre impair de voisins
dans X. Si tous les sommets dans X ont un nombre pair de voisins dans X, et
si tout sommet dans X a un voisin z dans PairG(X), alors une complémentation
locale appliquée à z crée au moins deux sommets dans X qui possèdent un nombre
impair de voisins dans X. L’un d’entre eux doit être un sommet différent de y.
Ainsi, par une suite de complémentations locales on peut transformer G en un
certain graphe G′ dans lequel il n’y a aucune arête entre X et PairG′(X), et dans
lequel y ∈ X. Par conséquent, NG′(y) ⊆ L et ainsi {y} ∪ ImpG′({y}) ⊆ L. �

Théorème 11.4 (Caractérisation du degré minimum local) Pour tout graphe
G, le degré minimum local δloc(G) est égal à :

1. min
{

δ(G′) : G′ ≈loc G
}

.

2. min
{

|L| : L est non vide et local} − 1.

3. min
{

|X| : Cutrk(X) < |X|
}

− 1.

Preuve : On montre d’abord que la quantité dans (1) est une borne supérieure de
la quantité en (2). Soit y ∈ V un sommet de degré δloc(G) dans G′ ≈loc G. Alors,
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152 CHAPITRE 11. PRÉPARATION DES ÉTATS GRAPHES

{y} ∪ NG′(y) est local. De manière similaire, on montre que la quantité dans (2)
est une borne supérieure de la quantité (3). Soit L = X ∪ ImpG(X) local. Alors,
χXΓG[L, V \ L] = 0, où χX est la fonction indicatrice de X dans L, et ainsi, L
n’est pas un rang de coupe plein. Finalement, on montre que la quantité dans (3)
est une borne supérieure de la quantité dans (1). Soit X ⊂ V un ensemble qui
n’est pas un rang de coupe plein. Soit Y ⊆ V \ X tel que χY Γ[X, V \ X] = 0.
Alors, ImpG(Y ) ⊂ X. Grâce au lemme 11.2, pour tout y ∈ Y , il existe un graphe
G′ localement équivalent à G tel que degG′(y) ≤ |X| − 1. �

D’après le théorème 11.4, pour tout entier fixé d, il existe un algorithme po-
lynomial pour décider si δloc > d. Si d fait partie de l’entrée, aucun algorithme
polynomial n’est connu. Bien que cela soit plausible, on ne sait pas si le concept de
rang de coupe est utile pour calculer δloc en un temps polynomial. Un résultat dans
cette voie est dû à Oum [Oum05], qui fournit un algorithme polynomial qui, pour
deux ensembles disjoints et non vides de sommets A,B ⊂ V en entrée, calcule la
valeur min{Cutrk(Z) : X ⊆ Z ⊆ V \ B} en recherchant des suites bloquantes
telles qu’introduites par Geelen [Gee95].

La caractérisation ci-dessus est à présent utilisée pour montrer que si aucun
qubit auxiliaire n’est disponible pour préparer un état graphe, alors des mesures
projectives sur au moins δloc(G) + 1 qubits sont nécessaires. Par conséquent, pour
tous les graphes pour lesquels δloc > 1, il n’existe pas de préparation fondée sur la
mesure mettant en oeuvre uniquement des mesures projectives sur 1 et 2 qubits
sans utiliser de qubits auxiliaires.

Théorème 11.5 (Borne inférieure de la préparation par mesure) Soit G =
(V,E) un graphe. Toute préparation de |G〉 par un circuit quantique agissant sur
n = |V | qubits et qui consiste en des mesures projectives nécessite des mesures qui
agissent sur δloc(G) + 1 qubits.

Preuve : Par contradiction. Supposons que la dernière mesure de la préparation
agisse sur un ensemble R d’au plus δloc(G) qubits et que cela produise l’état graphe
signé |G;S〉. Soit W l’observable décrivant cette mesure. Alors, W |G;S〉 = |G;S〉,
et ainsi 〈G;S|W |G;S〉 = 1.

Soit U un sous ensemble de l’ensemble R des sommets mesurés. Puisque |R| ≤
δloc(G), le sous ensemble R est un rang de coupe plein d’après le théorème 11.4, et
ainsi, il existe un sous ensemble T ⊆ V \R tel que χU = Γ[R, V \R]χT . L’opérateur
XT agit uniquement sur les qubits qui ne sont pas dans R, et ainsi commute avec
W . De plus, ZImpG(T )XT |G;S〉 = ± |G;S〉, d’où :

1 = 〈G;S|W |G;S〉 = 〈G;S|XTWXT |G;S〉 = 〈G;S|ZImpG(T )WZImpG(T )|G;S〉
= 〈G;S|ZUWZU |G;S〉 = 〈G;S∆U |W |G;S∆U〉.
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11.4. CIRCUITS ET COMPLÉMENTATION LOCALE 153

Il en découle que W agit trivialement sur |G;S∆U〉 pour tous les sous ensembles
U ⊆ R. Puisque ces 2|R| états sont orthogonaux deux à deux, W est l’identité, ce
qui est une contradiction. �

Il est naturel de considérer des méthodes récursives pour préparer un état
graphe |G〉, par exemple en découpant l’ensemble des sommets V en deux parties
qui sont considérées individuellement. Le lemme suivant pose le fait que la sup-
pression d’un sommet ou d’une arête quelconque peut faire diminuer le degré local
d’au plus une unité.

Lemme 11.3 Pour tout graphe G = (V,E), tout sommet u ∈ V , et toute arête
e = (v, w) ∈ E, δloc(G \ v) ≥ δloc(G)− 1 et δloc(G \ e) ≥ δloc(G)− 1.

Preuve : Soit R ⊆ V \ {u} un ensemble de sommets satisfaisant CutrkG\u(R) <
|R|. Alors, CutrkG(R ∪ {u}) ≤ CutrkG\u(R) + 1 < |R ∪ {u}|. A présent, soit
R ⊆ V un ensemble de sommets satisfaisant CutrkG\e(R) < |R|, et considé-
rons une arête e = (v, w) ∈ E. Premièrement, si v, w ∈ R ou v, w 6∈ R, alors
CutrkG(R) = CutrkG\e(R). Deuxièmement, si v ∈ R et w 6∈ R, alors CutrkG(R ∪
{w}) = CutrkG\e(R ∪ {w}) ≤ CutrkG\e(R) + 1 < |R|+ 1 = |R ∪ {w}|. �

Supposons que l’on se donne un oracle Oδ qui, pour tout graphe G, fournit
δloc(G). Alors, il existe un algorithme déterministe qui, pour tout graphe G fournit
un graphe G′ localement équivalent à G avec δ(G′) = δloc(G). L’algorithme calcule
en un temps polynomial en n et utilise au plus un nombre linéaire en n de questions
à l’oracle.

Théorème 11.6 Les deux problèmes de calcul suivants sont équivalents polyno-
mialement : (1) calculer δloc(G) et (2) trouver un graphe G′ avec G′ ≡ G et
δ(G′) = δloc(G).

Preuve : Supposons que l’on se donne un oracle qui, avec G en entrée, donne un
graphe G′ avec G′ ≈loc G et δ(G′) = δloc(G). Alors, on peut trivialement calculer
δloc(G) en calculant le degré de chaque sommet dans G′ et en sortir le minimum.

Réciproquement, supposons que l’on se donne un oracle calculant δloc. Soit G
un graphe et d = δloc(G). On désire construire un graphe G′ qui soit localement
équivalent à G et qui possède un sommet v0 de degré d. Notons que {v0}∪NG′(v0)
est un ensemble local de sommets de taille d+ 1.

Notre algorithme est récursif. Il y a trois cas dans chaque étape de la récursivité.
D’abord, on calcule δloc(G \ w) pour chaque sommet w ∈ V .

– Si δloc(G \ w) < d, on fait l’appel récursif sur G \ w.
– Si le premier cas ne se produit pas, on fait l’appel récursif sur (G ⋆ w) \w si
δloc((G ⋆ w) \ w) < d pour un certain sommet w ∈ V .
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154 CHAPITRE 11. PRÉPARATION DES ÉTATS GRAPHES

– Enfin, si le premier cas ne se produit pas, on fait l’appel récursif sur (G ⋆
y ⋆ w) \ w si δloc((G ⋆ y ⋆ w) \ w) < d pour une certaine paire de sommets
y, w ∈ V .

On déduit alors de la preuve du lemme 11.2 qu’un des trois cas doit se présenter.
Soit L ⊆ V un ensemble local de sommets de taille d+1, et soit L = X∪ImpG(X) :

– Si ImpG(X) est non vide, alors le premier cas ci-dessus s’applique puisque
L \ w est local dans G \ w pour chaque w ∈ ImpG(X).

– Si ImpG(X) est vide, mais s’il existe un sommet w ∈ X tel que |NX(w)| soit
impair, alors ImpG⋆w(X \w) = {w} d’après la preuve du lemme 11.2, et par
conséquent, L \ w est local dans (G ⋆ w) \ w.

– Au final, si ImpG(X) est vide et |NX(w)| est pair pour tous les w ∈ X, alors,
il existe un sommet y ∈ PairG(X) tel qu’une complémentation locale sur y
crée au moins deux sommets dans X ayant un nombre impair de voisins dans
X et que le deuxième cas s’applique.

La récursivité s’arrête lorsqu’on trouve un graphe H contenant un sommet v0

de degré 1. Soient u1, u2, . . . , uk les complémentations locales appliquées pendant
la récursivité, dans cet ordre. Alors, G′ = G ⋆ u1 ⋆ u2 ⋆ · · · ⋆ uk est un graphe dans
lequel degG′(v0) = d. �

11.5 Séparabilité et δloc

Un état sur n qubits |ϕ〉 est séparable s’il existe une partition A,B des qubits
qui le compose telle que |ϕ〉 = |ϕ〉A ⊗ |ϕ〉B.

Théorème 11.7 Pour tout graphe G = (V,E), il existe K ⊆ V de taille δloc(G),
une mesure destructrice agissant sur K et une bipartition (A,B) de V \ ({v}∪K)
tels que l’état obtenu après la mesure est séparable par rapport à la partition A,B,
quel que soit le résultat classique de la mesure.

Preuve : Soit G′ un graphe localement équivalent à G qui contient un sommet
v de degré d = δloc(G). Soit K = NG′(v). On a |G′〉 = Πu∈KΛZv,u |G′ \ v〉 |+〉v.
Considérons la mesure de |G′〉 dans la base standard des qubits de K. Cette me-
sure peut être décrite par la mesure individuelle de chaque qubit de K selon Z.
D’après le lemme 7.2, effectuer pour chaque w ∈ K une mesure selon Zw de l’état
|G′〉 = Πu∈KΛZv,u |G′ \ v〉 |+〉v est équivalent à effectuer pour chaque w ∈ K une
mesure selon (Πu∈KΛZv,u)

†Zw(Πu∈KΛZv,u) de l’état |G′ \ v〉 |+〉v, puis appliquer
Πu∈KΛZv,u. Or, pour tout w ∈ K, (Πu∈KΛZv,u)

†Zw(Πu∈KΛZv,u) = Zw.
Les mesures selon Zw, pour w ∈ K, transforment |G′ \ v〉 |+〉v en |ψ〉 =

|ϕ〉V \({v}∪K) |1〉S |0〉K\S |+〉v, avec S ⊆ K. Πu∈KΛZv,u transforme |ψ〉 en |ψ′〉 =

Z
|S|
v |ϕ〉 |1〉S |0〉K\S |+〉v. On remarque que l’état des qubits non mesurés est sépa-

rable selon la partition ({v}, V \ (K ∪ {v})).
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Fig. 11.2 – Le prisme P est un graphe à six sommets. Il existe une mesure des
sommets b et e de |G〉 créant un état séparable, alors que δloc(P ) = 3.

Il existe C un opérateur de Clifford local tel que |G′〉 = C |G〉. On remarque
que si pour chaque u ∈ K, le graphe |G〉 est mesuré selon C†uZuCu, alors l’état
produit est séparable selon la partition ({v}, V \(K∪{v}), quel que soit le résultat
des mesures.

�

La borne supérieure δloc(G) du nombre de qubits à mesurer pour créer un état
séparable est également une borne inférieure pour certains graphes, mais pas pour
tous. Un exemple où la borne inférieure n’est pas atteinte est le prisme P sur six
sommets, illustré figure 11.2. Le degré minimum de P est 3 et tout ensemble local
dans P a une taille d’au moins 4, et ainsi son degré minimum local est 3, d’après
le théorème 11.4. En revanche, il existe une mesure de seulement deux qubits,
b et e, dans |P 〉, telle que l’état résultant est séparable par rapport à la coupe
({a, d}, {c, f}).

En effet, si l’arête (b, e) est supprimée, puis si une complémentation locale
est appliquée sur b et sur e, suivie d’une suppression des sommets b et e, alors
le graphe résultant n’est pas connexe. Or, ces transformations sur les graphes
sont interprétées en transformations quantiques qui sont locales ou sur les qubits
b, e. D’après le lemme 7.2 sur la commutation entre observable et transformation
unitaire, il existe une mesure des qubits b et e telle que l’état résultant est séparable.

Il serait intéressant d’explorer davantage la relation entre δloc et la séparabilité.
Une version faible de la caractérisation de la séparabilité par δloc peut être envisa-
gée. En effet , la mesure effectuée dans le contre-exemple du prisme est non locale,
c’est-à-dire qu’elle ne peut pas être décomposée en deux mesures sur un qubit. Il
est donc naturel de se demander s’il est possible de créer une séparation en effec-
tuant moins de δloc mesures locales. Cette version faible de la caractérisation de
la séparabilité, qui reste un problème ouvert, est pertinente dans l’utilisation des
états graphes dans le calcul par consommation d’intrication car seules des mesures
locales sont autorisées.
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156 CHAPITRE 11. PRÉPARATION DES ÉTATS GRAPHES

11.6 Bornes inférieures sur δloc

Puisque que le degré minimum local d’un graphe intervient aussi bien dans la
caractérisation de la séparabilité d’un état graphe, que dans la complexité de sa
préparation, il est important de pouvoir borner cette quantité en fonction de la
taille du graphe.

Les graphes ayant un degré minimum local égal à 1 sont des graphes ayant un
sommet pendant (sommet de degré un), ou deux sommets jumeaux (c’est-à-dire
deux sommets u et v tels que NG(u)\{v} = NG(v)\{u}). En effet, pour tout graphe
G tel que δloc(G) = 1, il existe un ensemble X de taille 2 tel que X ∪ ImpG(X)
est local. Si X est de taille 1, alors ImpG(X) est exactement le voisinage de X
qui est également de taille 1, ce sommet est donc pendant. Si X est composé de
deux sommets alors ImpG(X) = ∅, les deux sommets ont alors le même voisinage
à l’extérieur de X, ils sont jumeaux.

Notons que le prisme (voir figure 11.2) a un degré minimum local égal à 3.
A présent, nous montrons qu’il existe une famille naturelle de graphes pour

laquelle δloc est polynomial en la taille du graphe. Nous montrons d’abord que
δloc(B) ∈ Θ(n) pour l’hypercube B sur 2n sommets. Ce résultat soulève la question
de savoir si l’état graphe correspondant |B〉 possède une intrication d’un nouveau
type, pouvant être mise à profit dans des protocoles de communication.

Lemme 11.4 Pour l’hypercube B = ({0, 1}n, E) où E = {(x, y) : |x ⊕ y| = 1}7,
δloc(B) ≥ n

2
.

Preuve : Soit ∅ ⊂ X ⊆ V un ensemble de sommets, et soit L = X ∪ ImpG(X).
On montre à présent que |L| ≥ n

2
+ 1. Soit z ∈ X un sommet de X. Pour chacun

des n voisins zi, pour i ∈ {1 . . . n}, de z dans l’hypercube B, si zi 6∈ L alors
zi ∈ PairG(X), i.e., zi a un nombre pair de voisins dans X, et ainsi zij ∈ X
pour un certain j ∈ {1 . . . n} \ {i}. Puisque zij possède seulement deux voisins
en commun avec z, l’ensemble L contient au moins n

2
éléments parmi {zi : i ∈

{1 . . . n}} ∪ {zij : i, j ∈ {1 . . . n}}, et ainsi L contient au moins n
2

+ 1 éléments,
l’un d’entre eux étant z. D’après le théorème 11.4, le degré minimum local est d’au
moins n

2
. �

On considère également une généralisation naturelle de l’hypercube. Pour tout
sous ensemble H ⊆ {1 . . . n}, soit BH = ({0, 1}n, EH) où EH = {(x, y) : |x⊕ y| ∈
H}. Si H = {k} est un singleton, on note parfois Ek pour E{k}, et Bk pour B{k}.
L’hypercube est B1. Pour chaque ℓ ∈ {0, 1, . . . , n}, soit Lℓ = {x ∈ {0, 1}n : |x| =
ℓ} indiquant l’ensemble des mots de {0, 1}n de poids de Hamming ℓ.

7⊕ est la somme modulo deux et |x| est le poids de Hamming de x ∈ {0, 1}n.
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11.7. CONCLUSION 157

Proposition 11.3 Pour tout H ⊆ Lℓ, soit K = {k ∈ Lℓ : |(k⊕Lℓ)∩H| est pair}.
Alors, |H ∪ K| ≥ 1

2
|Lℓ| si ℓ est impair, ℓ = 0, ou ℓ = 2.

Preuve : La proposition est trivialement vraie lorsque ℓ = 0 ou ℓ est impair.
Supposons ℓ = 2. Soit Jimpair = {x ∈ L1 : |(x ⊕ L1) ∩ H| est impair}, et soit
Jpair = L1\Jimpair. Pour au moins la moitié de toutes les paires distinctes x, y ∈ L1,
on a que, soit les deux x, y ∈ Jimpair, soit les deux x, y ∈ Jpair, dans lesquels cas
x⊕ y ∈ H ∪K. �

Théorème 11.8 Le degré minimum local de l’hypercube généralisé Bℓ est δloc(Bℓ) ≥
1
2

(

n
ℓ

)

/
(

2ℓ
ℓ

)

quand ℓ est impair, ℓ = 0, ou ℓ = 2.

Preuve : Soit ∅ ⊂ X ⊆ V un ensemble de sommets, et soit L = X ∪ ImpG(X).
On montre à présent que |L| ≥ 1

2
|Lℓ|/

(

2ℓ
ℓ

)

. Soit H = X ∩ Lℓ et K = {k ∈ Lℓ :
|(k⊕Lℓ)∩H|est pair}. Alors, chaque k ∈ K a un nombre impair de voisins parmi
L0 ∪ H dans Bℓ, et ainsi k ∈ L où il existe un élément m ∈ L2ℓ ∩ X tel que
k ⊕m ∈ Lℓ. Tout élément m ∈ L2ℓ peut être à une distance Hamming ℓ d’au plus
(

2ℓ
ℓ

)

éléments de niveau ℓ. Ainsi, L a de manière cardinale au moins |H ∪ K|/
(

2ℓ
ℓ

)

,

qui est au moins 1
2
|Lℓ|/

(

2ℓ
ℓ

)

d’après la proposition 11.3. �

Le corollaire 11.1 suit en posant ℓ = ⌊n/3⌋ dans le théorème 11.8.

Corollaire 11.1 Il existe une constante c > 0 et une famille de graphes G pour
laquelle δloc(G) ∈ Ω(|G|c).

Ainsi, il existe une famille naturelle de graphes pour laquelle δloc est polynomial
en la taille du graphe. Cette famille de graphes semble posséder une intrication
très robuste contre les opérations quantiques n’agissant que sur un nombre sous
linéaire de qubits, et ainsi cela pourrait être utile par exemple en cryptographie
quantique et en complexité de communication quantique.

11.7 Conclusion

Les états graphes sont de plus en plus utilisés en informatique quantique.
L’étude de leur préparation est importante puisqu’ils constituent la ressource ini-
tiale du calcul quantique par consommation d’intrication. Nous avons proposé
différents algorithmes de préparation, et montré notamment qu’une préparation
de tout état graphe en temps constant est possible.

La complémentation locale joue un rôle important dans le formalisme des états
graphes, notamment grâce au travaux de Van den Nest [VdN05]. Nous avons in-
troduit et étudié des propriétés locales (invariantes par complémentation locale),
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158 CHAPITRE 11. PRÉPARATION DES ÉTATS GRAPHES

comme le degré minimum local, afin de caractériser la complexité de la prépara-
tion des états graphes. Ces propriétés locales ont des applications qui dépassent
le problème de la préparation des états graphes. Par exemple, nous avons montré
le lien entre la robustesse de l’intrication d’un état graphe et le degré minimum
local.

te
l-0

02
75

32
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 A

pr
 2

00
8



Cinquième partie

Conclusion et perspectives

159

te
l-0

02
75

32
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 A

pr
 2

00
8



te
l-0

02
75

32
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 A

pr
 2

00
8



161

Nous concluons cette thèse en donnant un rapide résumé de ses contributions
et en ouvrant des perspectives d’utilisation de ses résultats ainsi que des directions
pour des recherches futures.

Contributions

La minimisation des ressources nécessaires à un calcul est l’une des probléma-
tiques principales en informatique. Les ressources du calcul classique sont principa-
lement le temps et l’espace nécessaires à la résolution d’un problème. En informa-
tique quantique, cette question des ressources minimales est cruciale. En effet, afin
de faciliter la réalisation d’un ordinateur quantique, la diminution des ressources
est décisive. Le temps et l’espace ne sont plus les seules ressources à considérer, la
taille des opérations utilisées et la quantité d’intrication sont également à prendre
en compte.

Cette thèse contribue de plusieurs manières à la recherche de ressources mini-
males :

– Dans le calcul par mesures projectives, nous avons montré qu’un ensemble
de trois observables associé à un qubit auxiliaire constituent des ressources
universelles au calcul quantique (chapitre 7, théorème 7.4).

– Dans le cadre du calcul par consommation d’intrication, nous avons montré
que les mesures dans le plan (X,Z) sur une grille triangulaire sont univer-
selles (chapitre 10, théorème 10.4).

– Cette thèse a également permis de minimiser les ressources en temps et en
espace nécessaires à la préparation d’un état graphe donné (chapitre 11).

Etudier la réduction des ressources nécessite l’abstraction et la formalisation
des modèles de calcul quantique. Tout d’abord, il est important de pouvoir forma-
liser toutes les ressources offertes par la mécanique quantique, afin de dégager les
propriétés générales du calcul quantique. Les propriétés ainsi dégagées s’applique-
ront aussi bien au calcul par transformations unitaires que par mesures projectives
par exemple. De plus, un cadre de travail unificateur permet de représenter dans
un formalisme commun les différents modèles de calcul quantique, et par consé-
quent de pouvoir les comparer. Le q-calcul (chapitre 10) et les machines de Turing
contrôlées classiquement (chapitre 6), introduits dans cette thèse, ont cet objectif.
Des modèles plus spécifiques au calcul par consommation d’intrication (m-calcul
et m-calcul 3P, chapitre 10), ou au calcul par mesures projective (fragment obser-
vable du q-calcul et machine de Turing quantique fondée sur la mesure, chapitre
8) sont alors considérés.

La démarche suivie dans cette thèse consiste à présenter tout d’abord les mo-
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dèles les plus généraux du calcul quantique, généralisant les modèles standards,
pour ensuite se focaliser sur l’étude de modèles émergents comme le calcul par
mesures projectives et le calcul par consommation d’intrication.

Cette thèse contribue donc aussi à l’émergence et à l’étude de nouveaux modèles
formels de calcul quantique comme le q-calcul (chapitre 5), les machines de Turing
quantiques (chapitre 6) et le m-calcul (chapitre 10).

– Le q-calcul est un modèle formel pour le calcul quantique contrôlé classi-
quement, qui inclut aussi bien le calcul quantique réversible, que le calcul
quantique par mesure. Ce modèle est né de la volonté de pouvoir représenter
toutes les primitives offertes par la mécanique quantique, sans se limiter aux
transformations unitaires ou aux mesures projectives. La représentation for-
melle de l’interaction nécessaire entre l’ordinateur quantique et son environ-
nement classique est également un des objectifs du q-calcul. Trois domaines
sémantiques ont été utilisés pour définir les sémantiques dénotationelles des
termes du q-calcul : le domaine des états purs, celui des matrices de densités,
mais également celui des transformations admissibles, qui est utilisé pour la
première fois comme domaine sémantique. Ces trois sémantiques ne sont pas
équivalentes, mais une hiérarchie d’abstraction a été montrée : la sémantique
admissible est la plus concrète, la sémantique pure en est une interpréta-
tion, elle est donc plus abstraite, enfin la sémantique observable (domaine
des matrices de densité) est la plus abstraite.
Le q-calcul est un ensemble de règles agissant sur les q-termes. Nous avons
montré que différentes règles naturelles de transformations des q-termes pré-
servent tout ou partie de la hiérarchie sémantique. Ces règles de transforma-
tions facilitent le calcul de la sémantique des termes du q-calcul et permettent
de montrer que deux termes sont équivalents. Par exemple, l’équivalence
entre une transformation unitaire et sa simulation par des mesures projec-
tives, a été montrée dans le cadre du q-calcul. Le développement ultérieur du
q-calcul est un objectif qui est décrit dans la section Perspective de recherche.

– Les machines de Turing quantiques contrôlées classiquement ont, comme
le q-calcul, l’objectif de permettre une formalisation de l’interaction entre
le système quantique et son environnement. Complémentaires du q-calcul,
les machines de Turing permettent de définir la notion de complexité. Par
conséquent, elles sont utilisées comme une plateforme permettant de compa-
rer le pouvoir du calcul quantique contrôlé classiquement aux modèles plus
restreints de calcul quantique réversible, par mesures, et même de calcul clas-
sique. C’est ainsi, par exemple, qu’une séparation entre calcul classique et
quantique a été mise en évidence.

– Lem-calcul est un modèle formel introduit par Danos, Kashefi et Panangaden
[DKP04a] pour le calcul par consommation d’intrication. En se fondant sur
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le m-calcul, Danos et Kashefi [DK05] ont montré que si un état graphe admet
un flot simple, alors il peut être utilisé comme ressource pour le calcul par
consommation d’intrication. De plus, la description de ce flot simple permet
de majorer le temps d’exécution du calcul. Une généralisation de ce flot
a été introduite dans cette thèse. Cette nouvelle condition de flot permet
d’utiliser des états graphes pour le calcul par consommation d’intrication
qui n’admettent pas de flot simple. Cette généralisation permet également
de diminuer le temps d’exécution du calcul.
Une généralisation du m-calcul, le m-calcul 3P a été introduite, permettant
la représentation de calculs par consommation d’intrication avec utilisation
de mesures dans les trois plans possibles, alors que le m-calcul n’en utilise
qu’un seul. Cette généralisation a servi à montrer l’universalité des mesures
dans le plan (X,Z) sur une grille triangulaire. Cette universalité ouvre de
nouvelles perspectives de réalisations physiques, en réduisant les ressources
du calcul par consommation d’intrication.

Perspectives de recherches futures

Mes perspectives de recherches sont de deux types :
– Tout d’abord, poursuivre les pistes ouvertes pendant cette thèse : le q-calcul,

les machines de Turing quantiques contrôlées classiquement, le m-calcul 3P,
mais aussi la caractérisation des ressources minimales du calcul par mesures
projectives et par consommation d’intrication, sans oublier une meilleure
compréhension des états graphes, pour imaginer de nouvelles applications de
ceux-ci.

– Mais je tiens également à explorer de nouvelles pistes, comme l’analyse de
propriétés quantiques, par exemple l’intrication, en utilisant des méthodes
d’interprétations abstraites [CC77]. Des résultats préliminaires [Per07], non
présentés dans cette thèse, montrent la faisabilité et le potentiel de l’analyse
statique, et plus généralement de l’interprétation abstraite, pour l’étude de
propriétés quantiques comme l’intrication.

Avant de rentrer dans une brève description de ces perspectives de recherches,
il convient de s’interroger sur l’avenir du domaine de l’informatique quantique.

Le long terme est évidemment impossible à prévoir, et je ne me risquerai pas à
formuler une réponse à la brûlante et épineuse question qui consiste à se demander
si l’ordinateur quantique verra ou non le jour. En revanche, à plus court terme, je
pense que les modèles alternatifs de calcul quantique, et en particulier le modèle
de calcul par consommation d’intrication, vont devenir des candidats de plus en
plus incontournables à la réalisation de l’ordinateur quantique. Mes perspectives
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sont donc de contribuer au développement de ces modèles alternatifs, en particulier
ceux fondés sur la mesure quantique. La réduction des ressources nécessaires à un
calcul quantique ne fait qu’alléger le cahier des charges de la réalisation de l’ordi-
nateur quantique, il est donc important de poursuivre la quête vers les ressources
minimales. De plus, le pouvoir d’un ordinateur par consommation d’intrication est
encore mal connu. Ainsi, une meilleure connaissance des états graphes, par la ca-
ractérisation combinatoire de leurs propriétés, constitue une étape importante vers
une meilleure connaissance du modèle de calcul par consommation d’intrication.

La caractérisation combinatoire des propriétés quantiques s’avère donc être
une piste à explorer. Une étude préliminaire montre que cette piste ne se limite
pas à l’étude des états graphes, mais qu’une nouvelle classe d’états quantiques,
les états hyper-graphes peut être considérée. En effet, il est pertinent d’introduire
un nouveau formalisme, associant à chaque hyper-graphe H , un état quantique
|H〉. Comme pour les états graphes, plusieurs définitions peuvent être considérées,
notamment une définition constructive : en partant de n qubits dans l’état |+〉, |H〉
est obtenu en appliquant pour chaque hyper-arête S ⊆ V , une opération contrôlée
Λ|S|−1ZS.

Ce nouveau formalisme est plus expressif que celui des états graphes, dépas-
sant même l’expressivité des états stabilisables. En effet, l’état |W 〉 = 1√

3
(|001〉+

|010〉+ |001〉), qui n’est pas stabilisable et possède une intrication particulièrement
résistante aux mesures, peut être représenté par un hyper-graphe.

Une étude des propriétés combinatoires de ce formalisme permettra de savoir
par exemple si la LC-équivalence peut être caractérisée par une transformation qui
généraliserait la complémentation locale.

L’informatique quantique invite aussi à reconsidérer, avec un regard nouveau,
les structures fondamentales de la théorie quantique. En effet, de la reformulation
de la mécanique quantique via la théorie des catégories [AC02, Coe04, AC04a,
AC04b, Sel05, Abr04b, AD06], aux développements de langages de programmation
quantique [Gay06], de nouvelles approches prometteuses voient le jour et devraient
permettre de mieux comprendre et exploiter les liens profonds qu’il y a entre la
mécanique quantique et le traitement de l’information.

Citons deux problèmes, a priori inattendus, qui ont émergé récemment :

– La formalisation et l’abstraction du calcul quantique semblent se confronter
au problème de l’ordre supérieur. Alors qu’en informatique classique, une
fonction peut prendre comme argument une autre fonction (principe de base
du λ-calcul), Selinger [Sel04c] a soulevé la difficulté de placer à un même
niveau, les données quantiques et les fonctions quantiques.

– Une opération aussi simple que l’échange de deux qubits (swap) soulève des
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problèmes intéressants en informatique quantique. En effet, Jozsa [Joz06] a
montré que le gain du calcul quantique, par rapport au calcul classique se
réduit à l’opération d’échange. En effet, si on est capable de simuler classi-
quement et efficacement l’échange de deux qubits, alors l’algorithme de Shor
[Sho94] peut être simulé en temps polynomial sur un ordinateur classique.
Ce résultat surprenant trouve peut être une explication catégorique. En effet,
une catégorie proche de celle des tresses pourrait être utilisée pour reformuler
l’informatique quantique [Zha06]. Or, deux échanges successifs lors de la
manipulation de tresses, ne reviennent pas toujours à ne rien faire, d’où le
rôle singulier de l’échange.

Une perspective serait donc de tenter de caractériser la puissance de l’opé-
ration d’échange. En effet, une séparation devrait pouvoir être obtenue entre les
machines à accès aléatoire, comme la QRAM [Kni96, BCS03] et les machines à
accès séquentiel comme la machine de Turing quantique contrôlée classiquement,
puisque l’adressage aléatoire peut être simulé par des échanges successifs sur une
machine séquentielle. Cette séparation existe-t-elle ? Si oui, lequel de ces deux types
de machines est un modèle réaliste pour l’informatique quantique ?

Une perspective supplémentaire est de développer le q-calcul et notamment
tenter d’obtenir des règles de réécriture terminantes et confluantes permettant
d’atteindre une forme normale. Une forme normale semble naturellement se des-
siner, celle des termes sans récursion, composés uniquement de processus d’entrée
et de sortie. Pour atteindre cette forme, les définitions récursives doivent être dé-
roulées. Pour effectuer ce déroulement il est naturel de considérer des techniques
d’interprétation abstraite utilisées en informatique classique [CC77]. Etablir un
domaine abstrait et des règles de réécriture confluantes et terminantes agissant
sur ce domaine abstrait est une des perspectives.

L’informatique quantique est une science jeune, née de la collaboration de
physiciens, de mathématiciens et d’informaticiens. Son développement a été ra-
pide, notamment grâce à des résultats majeurs en algorithmique [Sho94, Gro96a,
DHHM06]. Son développement continue aujourd’hui avec de nouvelles perspec-
tives pour le traitement de l’information quantique, qui dépassent les aspects al-
gorithmiques, comme par exemple la reformulation de la mécanique quantique,
ou l’utilisation des résultats d’informatique quantique en théorie des graphes, à
laquelle nous avons modestement contribué dans cette thèse. Le traitement de
l’information quantique évolue également de part les techniques auxquelles elle
fait appel. En effet, la théorie des graphes, la théorie des catégories, et peut être
demain l’interprétation abstraite, sont des domaines de recherche qui permettent
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de faire progresser le domaine du traitement de l’information quantique. Le défi
de l’informatique quantique est peut être de gérer cette multiplication des liens
avec l’informatique théorique, qui sont extrêmement bénéfiques, tout en tirant le
meilleur parti de l’une des richesses de l’informatique quantique, qui est de re-
grouper physiciens, mathématiciens et informaticiens, qui apportent des points
de vue et des méthodes différentes, autour d’un projet commun, le traitement de
l’information quantique.
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