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Résumé

Cette these concerne des variantes de la propriété (T) de Kazhdan et de la conjec-
ture de Baum-Connes tordues par des représentations de dimension finie qui ne sont
pas nécessairement unitaires.

Soit G un groupe localement compact et (p, V') une représentation de dimension fi-
nie non nécessairement unitaire de G. Dans le Chapitre 1, si p est irréductible, nous
allons définir une version tordue de la propriété (T) en considérant des produits
tensoriels par p de représentations unitaires de G. Nous allons alors définir deux
algeébres de Banach tordues, A?(G) et A2(G), analogues aux C*-algébres de groupe,
C*(G) et C¥(G), et nous allons définir la propriété (T) tordue par p en termes de
A?(G). Nous allons ensuite montrer que la plupart des groupes de Lie semi-simples
réels ayant la propriété (T) ont la propriété (T) tordue par n’importe quelle repré-
sentation irréductible de dimension finie.

Les Chapitres 2 et 3 seront consacrés au calcul de la K-théorie des algébres tordues.
Nous allons, en effet dans le Chapitre 2, définir une application d’assemblage tor-
due du membre de gauche du morphisme de Baum-Connes, noté K*P(G), dans la
K-théorie de A”(G). Nous allons ensuite montrer, dans le Chapitre 3, que ce mor-
phisme de Baum-Connes tordu est bijectif pour une large classe de groupes vérifiant
la conjecture de Baum-Connes.

Dans le Chapitre 4, nous allons voir que le produit tensoriel par p définit un mor-
phisme de A?(G) dans C}(G) ® End(V) qui fournit un morphisme de groupes de
K(A?(G)) dans K(Cf(G)). Nous allons calculer ce morphisme sur I'image de I’ap-
plication d’assemblage tordue. Pour cela, nous allons définir une action de ’anneau
des représentations de dimension finie de G sur K*°P(G) qui sera compatible avec le
produit tensoriel par p ainsi qu’avec le morphisme de Baum-Connes tordu.
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Introduction

Un groupe localement compact a la propriété (T) si sa représentation triviale
est isolée dans le dual unitaire du groupe, c’est-a-dire dans 1’ensemble des classes
d’isomorphisme de représentations unitaires munie d’une topologie naturelle : la to-
pologie de Fell. Dans [Kaz67|, Kazhdan a introduit cette propriété pour étudier la
structure des réseaux dans les groupes de Lie réels. Il démontre que tout réseau d’'un
groupe de Lie réel qui a la propriété (T) est de type fini et il montre que SL,(R),
pour n > 3 a la propriété (T). Les résultats de Kazhdan ont été étendus depuis et on
sait maintenant que tout groupe de Lie réel simple GG, de centre fini et de rang réel
supérieur ou égal a 2, a la propriété (T) (cf. [dIHV89]). Ceci implique, en particulier
(voir [Val02]), que si M est une variété riemannienne de la forme M = I'\G/K, ou
G est un groupe de Lie simple réel comme ci-dessus, K est un sous-groupe compact
maximal de GG et ' est un réseau sans torsion de GG, alors le groupe fondamental
' =m (M) de M est de type fini. Depuis, la propriété (T) a trouvé des applications
dans beaucoup de domaines qui vont de la théorie des graphes a la théorie ergodique
(voir [Val02] et [dIHV89)]).

De nos jours, il existe beaucoup de formulations équivalentes de la propriété (T)
(cf. [DK68, dIHV89, BAIHV]). En particulier, en 1981, Akemann et Walter en ont
donné une caractérisation C*-algébrique [AWS81, Lemma 2| : ils ont montré qu’'un
groupe localement compact G a la propriété (T) si, et seulement si, il existe un
idempotent ps dans la C*-algébre maximale, C*(G), de G tel que, pour toute re-
présentation unitaire 7 de G dans un espace de Hilbert H, m(pg) soit la projection
orthogonale sur le sous-espace HY de H formé des vecteurs invariants par 1’action
de G (voir aussi [Val92, Proposition 2|, [Val84b, Lemma 3.1]). Cette caractérisa-
tion permet de démontrer beaucoup de propriétés vérifiées par les groupes ayant la
propriété (T). Par exemple, dans [Val84b, Theorem 3.6], Valette I'a utilisée pour
montrer que si G est un groupe localement compact et H est un sous-groupe fermé
distingué de G tel que H et G/H ont la propriété (T), alors le groupe G a aussi
la propriété (T). Il redémontre en plus, de fagon assez directe, un résultat de Wang
[Wan75, Theorem 3.7| sur I'extension de la propriété (T) : si un groupe séparable et

3
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localement compact GG a un sous-groupe fermé H de co-volume fini ayant la propriété
(T), alors G a la propriété (T). On rappelle que Kazhdan avait montré I’hérédité de
la propriété (T) : si un groupe localement compact G a la propriété (T) alors tout
sous-groupe fermé unimodulaire et de co-volume fini I' de G a aussi la propriété (T)
(cf. [Kaz67, Theorem 3|).

D’autre part, si un groupe localement compact, et non-compact, G a la propriété (T),
'existence d’un idempotent pg dans C*(G) comme ci-dessus, permet de distinguer la
K-théorie des deux C*-algebres, C*(G) et C*(G), ot on note Cf(G) la C*-algebre ré-
duite de G (cf. [Val84b, Proposition 3.4]). En effet, si on note A : C*(G) — C*(G) la
représentation réguliére gauche de G et A . le morphisme de groupes de K(C*(G))
dans K(C*(G)) qu'elle définit, alors, comme G n’est pas compact, Ag n’a pas de
vecteurs invariants par 'action de G non nuls et A\g(pg) = 0. Donc pg définit un
élément [pe] non nul dans K (C*(G)) qui appartient au noyau de A ., et donc Ag .
n’est pas injectif.

En général, beaucoup de travaux ont montré que les idempotents dans la C*-
algébre d’un groupe localement compact GG jouent un role essentiel dans certains
aspects de la théorie des représentations de GG, parmi lesquels on peut citer 1’étude
des représentations intégrables et de carré intégrable (classification des séries dis-
crétes de G par induction de Dirac (cf. [BCH94|, [Val84a]|, |[Laf02a])) ou, évidemment,
I'étude des points isolés dans le dual unitaire, @, ou dans le dual unitaire tempéré,
Gy, de G (cf. [Bar80], [Val84b]). Le probléme d’étudier les points isolés dans le dual
unitaire d'un groupe localement compact a été posé par Dixmier dans [Dix61]. A
I’'aide de techniques qui utilisent ’existence d’idempotents, on peut montrer que,
pour certains groupes (par exemple les groupes de Lie nilpotents) toute représenta-
tion irréductible de carré intégrable est intégrable (cf. [Bar80, Theorem 3]). On peut
aussi montrer, de fagon assez élémentaire, un résultat de Wang qui répond de fagon
affirmative a une des questions posées par Dixmier : les représentations unitaires
intégrables d'un groupe localement compact G définissent des points isolés de G
(cf. [Bar80, Corollary 2|, [Val84b, Theorem 2.3]). Il est clair que Iapparition de la
propriété (T) a mis en évidence le lien étroit qui existe entre les points isolés dans
G et la théorie des groupes, ce qui justifie pleinement leur intérét.

Plus généralement, dans |[Bar80|, Barnes a montré qu'un projecteur minimal de
C*(G) détermine toujours une représentation unitaire irréductible de G, dont la
classe d’équivalence est un point isolé dans G . De plus, si le groupe G est o-compact,
la réciproque est vraie : tout point isolé dans GG correspond & une représentation uni-
taire déterminée par un projecteur minimal de C*(G). Il a montré aussi qu’il en est

de méme dans le cas du dual unitaire tempéré G,, ot C¥(G) remplace C*(G) (cf.
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[Bar80, Proposition 2]) *.

De plus, dans le cas ot G est unimodulaire, tout point isolé dans (/J: est une re-
présentation de carré intégrable de G (|Bar80, Proposition 2|). Si G est un groupe
de Lie semi-simple la réciproque est vraie : toute représentation de carré intégrable
définit un point isolé dans G, et donc, un projecteur minimal dans C*(G), ce qui

constitue un ingrédient important dans la classification des représentations de carré
intégrable (ou séries discrétes) par induction de Dirac (cf. [Laf02a], [BCH94]).

Par ailleurs, Wang a montré qu’un groupe localement compact G a la propriété
(T) si, et seulement si, toute représentation unitaire de dimension finie de G définit
un point isolé dans G (cf. [Wan75, Theorem 2.1]). Ce résultat implique que si G est
un groupe ayant la propriété (T), alors toute représentation unitaire de dimension
finie définit un idempotent minimal dans C*(G) et donc un élément dans la K-
théorie de C*(G). 11 est naturel alors de se demander si des phénomeénes analogues
apparaissent lorsqu’on étudie les représentations de dimension finie non unitaires
d’un groupe localement compact. Dans la premiére partie de ce travail, nous allons
voir que, effectivement dans certains cas (par exemple pour la plupart des groupes
de Lie simples ayant la propriété (T)), toute représentation de dimension finie non
unitaire définit un idempotent dans une certaine algébre de Banach associée a G,
qui apparait de facon naturelle.

Dans le Chapitre 1, nous allons proposer une variante de la propriété (T) de
Kazhdan en considérant des représentations d’'un groupe localement compact qui
s’écrivent comme le produit tensoriel d'une représentation non unitaire de dimension
finie et d’une représentation unitaire. Pour ceci, étant donnée une représentation de
dimension finie d’un groupe localement compact GG, nous allons définir un analogue
tordu de la C*-algébre maximale de G, C*(G), et nous allons définir la propriété
(T) tordue en termes d’idempotents dans cette algébre.

Les représentations de dimension finie que nous allons considérer, a partir de main-
tenant, ne sont pas nécessairement unitaires & moins qu’on affirme le contraire.

Définition 1. Soit G un groupe localement compact et p une représentation de G
dans un espace vectoriel de dimension finie V' muni d’une norme hermitienne. Soit
C.(G) l'espace vectoriel des fonctions a support compact sur G. L’algébre de groupe
tordue AP(G) est le complété (séparé) de C.(G) pour la norme définie par la formule

1On rappelle qu'un idempotent p dans une *-algébre A est un projecteur si p* = p et il est
minimal si p.A.p = Cp.
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suivante, pour f € C.(G),

£l = sup [[(m @ p) ()|l cov),

(m,H

ol le supremum est pris parmi les représentations unitaires de G.

Remarque 1. 1. L’algébre A”(G) ainsi définie est une algébre de Banach. C’est
une C*-algebre si, et seulement si, la représentation (p, V') est unitaire. Dans
ce cas, A?(G) = C*(G) en tant qu’algeébres de Banach. Supposons en effet
que p soit une représentation unitaire de G. Alors on a trivialement l'in-
égalité de normes |[|.|| 40y < |||+ de sorte que A?(G) est un quotient
de C*(G). Soit (p*,V*) la représentation contragrédiente de G sur l'espace
dual V* de V. Donc, comme (V* @ V)¢ = Homg(V, V), la représentation tri-
viale 1 de G est fortement contenue dans p* ® p. Ceci implique que toute
représentation unitaire 7 est fortement contenue dans 7 ® p* ® p, et donc
que toute représentation unitaire 7 est fortement contenue dans 1’ensemble
{o ® p| o une représentation unitaire}. Dot ||.[|c=c) < ||| ae(q) et C*(G) =
AP(@), & équivalence de norme pres.

2. Si on choisit une autre norme sur V', comme deux normes sur V' sont toujours
équivalentes, on obtient alors une norme équivalente sur A”(G). En particulier,
si G est un groupe compact, comme toute représentation de G sur un espace
de Hilbert est unitarisable, alors A?(G) = C*(G), a équivalence de norme preés.

3. Toute représentation de G de la forme 7®p, avec 7 une représentation unitaire,
peut étre prolongée, de fagon évidente, en une représentation de A°(G) sur
H ® V que nous notons m ® p, par abus de notation.

4. Soit p* la représentation contragrédiente de p sur 'espace dual V* de V. Si p
et p* sont conjuguées par un opérateur de V' dans V* unitaire, alors 1’algébre
A?(G) est involutive.

Nous allons donner la définition suivante de propriété (T) tordue

Définition 2. Soit G un groupe localement compact. On dit que G a la propriété
(T) tordue par p s'il existe un idempotent pg dans A?(G) tel que p(pg) = Idy et,
pour toute représentation unitaire 7 qui ne contient pas de vecteurs invariants non
nuls, (7 ® p)(pg) = 0.

Le résultat principal du Chapitre 1 est énoncé dans le théoréme suivant
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Théoréme 1. Soit G un groupe de Lie réel algébrique semi-simple de centre fini,
connexe et simplement connexe (au sens algébrique), et tel que chaque facteur simple
de G est ou bien de rang réel supérieur ou égal a 2, ou bien localement isomorphe a
Sp(n, 1) pour n > 2 ou & Fy_ag). Soit p une représentation irréductible de dimension
finie de G. Alors G a la propriété (T) tordue par p.

La propriété fondamentale pour nous impliquée par les hypothéses du Théoréme
1 est la décroissance uniforme des coefficients de matrice des représentations unitaires
qui n’ont pas de vecteurs invariants non nuls. Ce résultat, di & Cowling [Cow79|
(voir aussi [Cow04]), pour les groupes de Lie simples ayant la propriété (T), définit
une propriété plus forte que la propriété (T) et permet de construire, de fagon assez
explicite, un idempotent dans A”(G) vérifiant les conditions de la définition 2.
L’idée du résultat de Cowling est la suivante : on peut montrer que si G est un
groupe de Lie simple connexe avec la propriété (T), alors il existe ¢ dans |2, +o0[
tel que

(r()€,m) € LT(@), pour tout &, n € H,

pour toute représentation unitaire (w, H;) de G qui n’a pas de vecteurs invariants
non nuls, et de plus,

{7 ()& M lla+e < CacllEllnll,  pour tout &1 € Hy.

On peut montrer que ceci implique 'existence d’estimées uniformes sur les coeffi-
cients de matrice correspondants & des vecteurs K-finis, pour K un compact maxi-
male de G ? (cf. [Cow79, Corollaire 2.2.4], voir aussi [How82, Corollary 7.2|). Ceci
implique que les coefficients de matrice des représentations unitaires qui tendent
vers zéro a 'infini décroissent de maniére uniforme. Le résultat utilise ensuite le ré-
sultat de Howe et Moore qui montrent que pour tout groupe algébrique simple (non
compact) sur un corps local, tous les coefficients de matrice des représentations uni-
taires sans vecteurs invariants non nuls, tendent vers zéro a Uinfini (cf. [HM79]).
C’est exactement ces estimations uniformes qui sont essentielles pour la preuve du
Théoréme 1 (voir Théoréme 1.2.6).

Nous mentionnons ici que pour les groupes de Lie simples avec la propriété (T), une
valeur de g¢ a été explicitement calculée (voir [How82|, [Li95], [LZ96] et [Oh98]).
Le calcul explicite d’un tel g fournit une méthode pour calculer des constantes de
Kazhdan pour ces groupes (voir aussi [Sha00| pour des explications a ce sujet et
[Oh02] pour le cas des groupes semi-simples).

2Un vecteur ¢ € H, est K-fini si 'action de K sur & engendre un sous-espace de dimension finie
de H et Iestimée est uniforme pour les vecteurs tels que cette dimension est bornée.
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On rappelle que, dans [Kaz67|, Kazhdan a introduit la propriété (T) pour mettre
en évidence la relation qui existe entre le dual unitaire d’un groupe et la structure
de ses réseaux. Dans ce sens, le résultat le plus important de son article, et sur
lequel Kazhdan met I'accent, est le résultat d’hérédité. Nous allons démontrer aussi
un résultat sur 'hérédité de la propriété (T) tordue (cf. Proposition 1.1.10) :

Proposition 1. Soit G un groupe localement compact et I" un réseau cocompact de
G. Soit p une représentation irréductible de dimension finie de G. Si G a la propriété
(T) tordue par p alors I" a la propriété (T) tordue par p|r.

Les représentations considérées n’étant pas unitaires, le cas des réseaux non co-
compacts est plus difficile a traiter car, dans ce cas, nous n’avons aucun controle
sur la norme de p(g) quand ¢ tend vers I'infini. Nous croyons tout de méme qu’'un
énoncé analogue a celui de la Proposition 1 pour les réseaux non cocompacts doit
étre vrai.

Dans le cas unitaire, une des raisons pour laquelle la propriété (T) a trouvé des
applications dans des domaines tellement variés est le fait qu’elle admette plusieurs
formulations équivalentes (voir par exemple [Val02| et [dIHV89]).

On remarque que si p est égale a la représentation triviale 1 de G, la définition de
propriété tordue donnée ci-dessus correspond a la caractérisation algébrique de la
propriété (T). Au vu des travaux réalisés dans le cas unitaire, on aimerait donner
une caractérisation de la propriété (T) tordue en termes de points isolés sur es-
pace des représentations de dimension finie non unitaires de G. Malheureusement,
on ne sait pas quelle topologie imposer sur cet espace pour avoir des bonnes pro-
priétés et la topologie de Fell telle qu’elle est définie dans le cas des représentations
unitaires ne semble plus étre bien définie dans ce cadre (cf. [Fel65]). En effet, la
correspondance bijective qu’il y a entre les représentations unitaires de G et les *-
représentations, non-dégénérées, de C*(G), implique que la topologie naturelle sur G
donnée en termes de convergence uniforme sur les compacts de fonctions de type po-
sitif sur G, coincide avec la topologie définie par Fell sur le dual de C*(G). Comme
C*(G) est une C*-algebre, cette topologie coincide avec la topologie de Jacobson
définie en termes d’idéaux primitifs sur C*(G) (cf. [Fel60, Theorem 1.3, Theorem
1.2], [FD88, Chapter VII|). Mais cette relation étroite entre représentations de G et
représentations de C*(G) n’existe plus quand on considére des représentations non
unitaires.

Il est facile de montrer, tout de méme, que la présence d’un idempotent pg dans
AP(G) vérifiant les propriétés de la Définition 2 implique que le noyau de p ne
contient jamais le noyau d’une représentation de la forme 7 ® p, lorsque 7 est une
représentation unitaire de G' qui n’a pas de vecteurs invariants non-nuls. Autrement
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dit, la présence de pg dans A?(G) implique que A”(G) s’écrit comme la somme di-
recte d'une copie de M, (C) (pour n égal a la dimension de p) et d’un idéal bilatére
de A?(G). Cette décomposition de A”(G) en somme directe est plus forte que 'iso-
lement de p, en tant que représentation de A°(G), pour n’importe quelle topologie.

Les résultats du Chapitre 1 s’inscrivent dans la ligne de résultats récents sur des
renforcements de la propriété (T) pour les groupes de Lie simples de rang supérieur
(voir par exemple les résultats de Lafforgue pour les représentations de Si3(Q,) sur
les espaces de Banach uniformément convexes [Laf07]). Nous mentionnons ici que,
dans [FHO6|, Fisher et Hichtman, en utilisant la caractérisation de la propriété (T)
en termes de 1-cohomologie donnée par les travaux de Delorme et Guichardet (cf.
[Del77] [GuiT2], voir [BAIHV, Chapter 2]), ont défini un renforcement de la propriété
(T), qu’ils appellent propriété F' @ H, et qui ressemble & la propriété (T) tordue.
Nous allons parler un peu du lien qui pourrait exister entre ces deux propriétés a la
fin de cette introduction.

Cependant, pour nous le plus important est la présence d’idempotents dans
A?(G) et nous allons nous concentrer sur leur étude.

De la méme facon que nous avons défini un analogue tordu de la C*-algebre
maximale d'un groupe localement compact G par rapport & une représentation de
dimension finie, nous allons définir un analogue tordu de la C*-algébre réduite de
G. La définition est la suivante

Définition 3. Soit G’ un groupe localement compact et p une représentation de G sur
un espace vectoriel de dimension finie V' muni d’un structure hermitienne. L’algébre
AP(QG) est le complété (séparé) de l'espace C.(G) des fonctions continues & support
compact sur G pour la norme définie par la formule suivante : pour f € C.(G),

171l =1l © p) (Dl ezz@ev);
ol A\¢ : G — L(L*(G)) est la représentation réguliere gauche de G.

Nous obtenons ainsi une nouvelle famille d’algébres de Banach indexée par 1’en-
semble des représentations de dimension finie de G. De méme que dans le cas maxi-
mal, une autre norme sur V' induit une norme équivalente sur A?(G).

Remarque 2. Si p est une représentation unitaire alors A?(G) = C*(G). En effet, ceci
vient du fait que la représentation réguliére de G est “absorbante” : la représentation
Ag ® p est unitairement équivalente & A\g ® Idg, ot on note Idg la représentation
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triviale G sur V'; lopérateur d’entrelacement entre ces deux représentations est
donné par 'application

L*(G,V) — L*G,V)
fe (9= flgplg™),

(en identifiant L*(G) ® V avec L*G,V)). 1l est facile de vérifier que,
T(A¢ @ p)(9) = (Idg @ A¢)(g)T, pour tout g € G.

De la méme maniére que dans le cas unitaire, nous allons montrer que, si le
groupe G a la propriété (T) tordue par p, alors les algébres A”(G) et A?(G) n’ont
pas la méme K-théorie. C’est exactement l'idempotent pg de A?(G) donné par la
définition 2 qui permet de les distinguer.

Proposition 2. Soit p ® A\g : A?(G) — A?(G) I'unique morphisme qui prolonge
'identité sur C.(G) et soit (p®@ Ag)« : K(A?(G)) — K(A2(G)) le morphisme induit
en K-théorie. Si G a la propriété (T) tordue par p et G n’est pas un groupe compact
alors (p ® A¢)« n'est pas injectif.

La deuxieme partie de ce travail est consacrée au calcul de la K-théorie des
algébres tordues pour une large classe de groupes vérifiant la conjecture de Baum-
Connes. Cette classe contient en particulier les groupes de Lie semi-simples et les
sous-groupes fermés des groupes de Lie semi-simples. Etant donnée p, une représen-
tation de dimension finie d’un groupe localement compact GG, nous allons construire
un morphisme de groupes qui va du membre de gauche du morphisme de Baum-
Connes vers la K-théorie de 'algébre A?(G) et nous allons montrer que, dans tous
les cas ot nous savons démontrer que la conjecture de Baum-Connes est vraie, ce
morphisme est aussi un isomorphisme.

Historique et rappels sur la conjecture de Baum-Connes. On rappelle que
la conjecture de Baum-Connes propose une fagon de calculer la K-théorie de la C*-
algébre réduite d’un groupe localement compact et plus généralement, la K-théorie
des produits croisés réduits (cf. [BCH94|). Soit G un groupe localement compact
et soit B une G-C*-algébre. Baum, Connes et Higson ont défini un morphisme
d’assemblage

e K*°(G, B) — K(C;(G, B)),

ou K*P(G, B) est la K-homologie G-équivariante, a valeurs dans B, du classifiant
universel pour les actions propres de G, not¢ EG. On rappelle que K*P(G, B) est
donné par la formule suivante,

K'*(G, B) = lim K Ke(Co(X), B),
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ot la limite inductive est prise sur les parties X fermées de EG qui sont G-invariantes
et G-compactes. En particulier, si B = C, on note p, := uC.

Pour tout groupe localement compact (et dénombrable & l'infini), ce morphisme,
appelé désormais morphisme de Baum-Connes, peut étre défini a 'aide de la K K-
théorie équivariante de Kasparov (cf. [Kas88|). La conjecture de Baum-Connes af-
firme que p, est un isomorphisme pour tout groupe localement compact G. Plus
généralement, la conjecture de Baum-Connes a coefficients affirme que pu? est un
isomorphisme pour tout groupe localement compact G et pour toute G-C*-algébre

B.

La méthode la plus puissante pour démontrer la conjecture de Baum-Connes,
appelée de facon générale méthode du “dual Dirac-Dirac”, repose sur la K K-théorie
équivariante de Kasparov. Elle a été introduite par Kasparov dans son preprint
de 1981 (publié aprés dans [Kas95]) pour montrer la conjecture de Novikov sur
I'invariance homotopique des signatures d’ordre supérieur des variétés différentielles,
dans le cas des variétés dont le groupe fondamental est un sous-groupe discret d’'un
groupe de Lie connexe. Dans le cas le plus simple, cette méthode peut étre décrite
de la fagon suivante : soient G un groupe de Lie semi-simple et K un compact
maximale de G tels que G/K admette une structure spin®. Dans ce cas, Kasparov a
alors construit un élément [d] € KKq(Co(G/K),C), défini a l'aide d’un opérateur
de Dirac sur G/K, et un élément n € KK(C, Cy(G/K)), appelé “dual-Dirac”, qui
vérifient 1’égalité

[d] ®cn =1,
dans K K¢(Co(G/K),Co(G/K)). Ceci implique que, si on pose

7=n ®Co(G/K) [d]7

alors I’élément 7 est un idempotent de K Kqg(C,C) et I'image de v par I’homo-
morphisme de descente ? définit un projecteur dans End(K,(C}(G, B)) pour toute
G-C*-algebre B. Kasparov a démontré alors, a aide de I’élément v, que 2 est un
morphisme injectif, ce qui implique que la conjecture de Novikov est vérifice dans
ce cadre. Il démontre en plus que I'image de u? est égale a 'image du projecteur
défini par v dans K,.(C}(G, B)).

Dans [Tu99|, Tu a énoncé la méthode du “dual Dirac-Dirac” dans une forme tres
générale qui utilise le fait que le morphisme de Baum-Connes a coefficients dans
une algebre propre est un isomorphisme (cf. [CEMO1|, voir aussi [HG04, Theorem

3Pour toute G-C*-algébre B I'’homorphisme de descente est défini de KKg(B,B) dans
KK(C}(G, B),C3(G, B)).
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2.19]). Elle consiste a construire un élément de “Dirac” d dans KKg(A,C) et un
élément “dual-Dirac” n dans KKg(C, A), pour A une G-C*-algébre propre, tels
que, si on pose v := N ®4 d € KKg(C,C) alors 1'élément ~ agit par I'identité
sur K'*P(G), ou, plus précisément, p*(y) = 1 dans KKgxpa(Co(EG), Co(EG)),
ou p: EG — {pt} est la projection de EG sur le point. Tu a montré que si un
élément avec ces propriétés existe, alors le morphisme de Baum-Connes u? est
injectif pour toute G-C*-algébre B. Si de plus v = 1 dans K K5(C,C), alors u? est
un isomorphisme pour toute G-C*-algébre B.

Dans [Kas88|, Kasparov a utilisé la méthode originale pour montrer 'injectivité
de uB (et donc la conjecture de Novikov) pour tout groupe de Lie semi-simple
G et pour toute G-C*-algebre B. Il démontre aussi l'injectivité pour tous les
sous-groupes fermés des groupes de Lie semi-simples, la conjecture de Baum-Connes
a coefficients passant aux sous-groupes fermés. Depuis, la méthode générale a été
utilisée, par exemple, par Kasparov et Skandalis et puis par Higson et Kasparov,
pour démontrer l'injectivité du morphisme de Baum-Connes pour une classe trés
vaste de groupes, notée C dans |Laf02b|. Nous rappelons ici que cette classe est
constituée par les groupes suivants :

— les groupes localement compacts agissant de fagon continue, propre et isomé-
trique sur une variété riemannienne compléte simplement connexe a courbure
sectionnelle négative ou nulle (cf. [Kas88|), ou sur un immeuble de Bruhat-Tits
affine (cf. [KS91]),

— les groupes discrets agissant proprement et par isométries sur un espace mé-
trique faiblement géodésique, faiblement bolique et de géométrie co-uniforme
bornée (cf. [KS03| et [Tza00] pour la terminologie co-uniforme),

— les groupes localement compacts a-T-menables, c’est-a-dire qui agissent de
fagon affine isométrique et propre sur un espace de Hilbert (cf. [HKO1]).

La classe C contient, en particulier, tous les groupes moyennables, tous les
groupes hyperboliques au sens de Gromov et tous les groupes p-adiques.

Pour les groupes a-T-menables, Higson et Kasparov prouvent aussi que 7 est
égal a 1 dans KK(C,C) et donc la surjectivité du morphisme a coefficients (cf.
[HKO1], voir aussi [Jul98]).

En revanche, dés que le groupe G est non-compact et a la propriété (T), la
représentation triviale de G est isolée parmi les représentations unitaires de G.
Donc, dans ce cas, il est impossible de construire une homotopie entre 1’élément ~
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et 1 dans K K¢ (C, C), ce qui a longtemps constitué une barriére pour la vérification
de la conjecture. En fait, pendant longtemps la plupart des preuves de la conjecture
de Baum-Connes ? impliquaient que le morphisme analogue au morphisme de
Baum-Connes, défini en remplagant la K-théorie de C(G) par la K-théorie de la
C*-algébre maximale du groupe, C*((G), était aussi un isomorphisme et donc que
les deux C*-algebres, C(G) et C*(G), avaient la méme K-théorie. Mais on sait
que, dés que le groupe est non compact et a la propriété (T), on peut construire
explicitement un projecteur qui distingue ces deux K-théories (cf. Chapitre 1). 11
était alors évident que pour les groupes ayant la propriété (T) il fallait inventer une
nouvelle méthode (voir [Jul97]).

Dans |Laf02b]|, Lafforgue démontre la conjecture de Baum-Connes sans coefficients
pour une classe de groupes qui contient un grand nombre de groupes possédant la
propriété (T). Elle contient en particulier :

— les groupes de Lie semi-simples réels,
— tous les sous-groupes discrets cocompacts de Sp(n, 1), Fy_a0) et de SL3(F)
pour un corps local F,

et donc elle contient les premiers exemples de groupes infinis discrets ayant la pro-
priété (T) (cf. [dIHV89]) et vérifiant la conjecture de Baum-Connes. On remarque
ici que Julg, dans [Jul02], a montré la conjecture & coefficients pour Sp(n, 1) ainsi
que pour tout sous-groupe discret de Sp(n,1).

Pour les groupes de Lie semi-simples réels, Lafforgue construit une variante de
I’algébre de Schwartz généralisée qui est une sous-algébre dense et stable par calcul
fonctionnel holomorphe dans C(G). Pour tous les sous-groupes discrets cocompacts
de Sp(n,1), Fy_20) et de SL3(F) pour un corps local F', Lafforgue utilise le fait
que ces groupes possédent la propriété (RD) (cf. [Laf00], [dIH88|). Dans ce cas,
une variante de 1'algebre de Jolissaint associée a G (cf. [Jol90]) est aussi une sous-
algebre de Banach dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe dans C}(G).
L’argument utilisé par Lafforgue reste valable dans le cas des sous-groupes discrets
cocompacts de SLz(H) et de Eg_q6) car ils possédent aussi la propriété (RD) (cf.
[Cha03]). Dans les deux cas mentionnés ci-dessus, la propriété essentielle dans la
preuve de Lafforgue, vérifiée par les deux sous-algébres de C*(G) qu'il construit,

411 faut excepter, en particulier, la preuve de [Was87] concernant les groupes de Lie linéaires
connexes réductifs, la preuve de [Val84a| pour le K des revétements finis de SU(n, 1), la preuve de
[BHP97] dans le cas de GL,, d’un corps non-archimédien de caractéristique 0 et celle de [BBV99]
pour les groupes a 1 relator, qui consistent & calculer explicitement et & identifier les deux membres
du morphisme ..
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est le fait d’étre une complétion inconditionnelle de C.(G), 'espace des fonctions a
support compact sur GG. On rappelle qu'une complétion de C(G) est une complétion
inconditionnelle si c¢’est la complétion pour une norme d’algébre telle que || f|| ne
dépende que de g — |f(g)| (cf. Définition 3.2.1). Si B est une G-C*-algébre et B(G)
est une complétion inconditionnelle de C.(G), on note B(G, B) la complétion de
C.(G, B) pour la norme

1= llg = [l (9)llBll5c)-

Pour toute complétion inconditionnelle B(G) de C.(G) et pour toute G-C*-algébre
B, Lafforgue construit une variante du morphisme de Baum-Connes a coefficients

ug : K'°*(G,B) — K(B(G, B)).

Sa construction repose sur la construction d'un bifoncteur G-équivariant,
KKPn(A, B), pour A et B des G-algebres de Banach, qui lui permet de construire
une théorie équivariante pour les algébres de Banach analogue a la K K-théorie
équivariante de Kasparov (mais pour laquelle on n’a pas un produit analogue au
produit de Kasparov). Il construit en plus une application ¢ de K Kg(A, B) dans
KKP(A, B), dans le cas ot A et B sont des G-C*-algebres. Il démontre ensuite
une égalité a peine plus faible que «(y) = 1 dans KK5"(C,C) pour une classe
de groupes qu'’il note C’, qui est contenue dans la classe C (d’on lexistence d’un
élément ) et qui contient, en particulier, tous les groupes de Lie semi-simples réels,
ainsi que tous les sous-groupes fermés d’un groupe de Lie semi-simple réel. Nous
rappelons ici que la classe C’ est constituée par les groupes a-T-menables et par
tous les groupes localement compacts agissant de fagon continue, isométrique et
propre sur un des espaces suivants :

— sur une variété riemannienne compléte simplement connexe, dont la courbure
sectionnelle est négative ou nulle et bornée inférieurement, et dont la dérivée
du tenseur de courbure (suivant la connexion induite de la connexion de Levi-
Civita sur le fibré tangent) est bornée, ou

— sur un immeuble affine de Bruhat-Tits uniformément localement fini, ou

— sur un espace métrique uniformément localement fini, faiblement géodésique,
faiblement bolique et vérifiant une condition supplémentaire de bolicité forte.

L’égalité «(y) = 1 dans KK2™(C,C) implique que puf est un isomorphisme pour
tout groupe G dans la classe C', pour toute complétion inconditionnelle B(G) et
pour toute G-C*-algeébre B. En particulier, comme l'algébre L'(G) est une complé-
tion inconditionnelle de C.(G), le morphisme de K*P(G, B) dans la K-théorie des
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algébres de Banach L'(G, B) construit par Lafforgue, est un isomorphisme pour
toute G-C*-algébre B et pour tout groupe de la classe C’, ce qui répond de maniére
affirmative a une conjecture de Bost (cf. [Laf02b, Introduction]). Le fait d’avoir
alors une complétion inconditionnelle de C.(G) qui soit une sous-algébre dense de
C*(G) et stable par calcul fonctionnel holomorphe implique que le morphisme de
Baum-Connes sans coefficients, p,., est un isomorphisme.

On rappelle que si A et B sont deux algébres de Banach telles que A est une
sous-algébre de B, alors on dit que A est stable par calcul fonctionnel holomorphe
dans B si tout élément de A a le méme spectre dans A et dans B. L’importance de
cette notion est que si A est une sous-algébre dense et stable par calcul fonctionnel
holomorphe dans B, alors elles ont la méme K-théorie, c’est-a-dire que si on
note ¢ : A — B linclusion alors i, : K(A) — K(B) est un isomorphisme (voir
I'appendice A de [Bos90]).

Dans [CENO03|, Chabert, Echterhoff et Nest ont étendu les résultats de Lafforgue
aux groupes presque connexes.

Morphisme de Baum-Connes tordu. Revenons maintenant aux algébres de
groupe tordues. De la méme facon que nous avons défini des analogues des C*-
algeébres, C*(G) et C*(G), tordus par rapport a une représentation de dimension
finie, dans le Chapitre 2 nous allons définir, pour toute G-C*-algébre B, des pro-
duits croisés tordus, maximal et réduit, de B et (G, qui seront des généralisations
des produits croisés C*(G, B) et C*(G, B) (cf. Définition 2.1.6, [Ped79, 7.6]). Ces

produits croisés tordus sont définis de la maniére suivante

Définition 4. Soit (p, V') une représentation de dimension finie de G.. On considére
I’application

C.(G,B) — C.(G, B® End(V))
b (g b(g) ®p(g)).

Le produit croisé de G et B tordu par p (resp. produit croisé réduit), que 1'on note
BxPG (resp. Bx2G), est 'adhérence de I'image de C.(G, B) dans C*(G, B)®QEnd(V)
(resp. C*(G, B)®@End(V)), ot ® denote le produit tensoriel minimal de C*-algebres.

Remarque 3. 1. Ces définitions impliquent en particulier que, si B = C, alors
CxG=A(G) et CxG=AG),

de sorte que les algébres tordues définies dans le Chapitre 1, sont des cas
particuliers des produits croisés tordus.
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2. Il est clair que, si on note Ag p la représentation réguliére gauche covariante
de B (cf. Définition 2.1.6), elle induit un unique morphisme de C*-algébres
de C*(G, B) dans C}(G, B), encore noté A\g g, et donc un unique morphisme
d’algébres de Banach

Aep®@p:Bx"G— Bx\G,

(cf. Chapitre 1 section 1.1.2).

3. Si p est une représentation unitaire de G, les produits croisés tordus sont
égaux aux produits croisés classiques C*(G, B) et C*(G, B), et dong, si G est
compact, B x? G = C*(G, B) (qui est égal & B x? G = C*(G, B)).

Nous allons ensuite construire deux morphismes de la K-homologie G-
équivariante de EG a coefficients dans B dans la K-théorie des produits croisés
tordus

po  K*"(G,B) - K(Bx"G) et pl.: K (G, B)— K(BxG),

que nous allons appeler morphismes de Baum-Connes tordus, maximal et réduit
respectivement.

Ils seront construits de sorte que si p est une représentation unitaire de G, le
morphisme ugr coincide avec le morphisme de Baum-Connes classique.

Le Chapitre 3 est consacré a I'étude de la bijectivité des morphismes p” et p2,
pour une large classe de groupes vérifiant la conjecture de Baum-Connes. Nous
allons procéder de la fagon suivante :

Dans la Section 3.1, nous allons utiliser la méthode du “dual Dirac-Dirac”. Pour
ceci, nous allons d’abord montrer que le morphisme de Baum-Connes tordu a coeffi-
cients dans une C*-algébre propre est un isomorphisme pour tout groupe localement
compact. Nous allons ensuite nous servir de ceci pour étudier 'injectivité de uf dans
le cas des groupes pour lesquels on peut construire un élément v de Kasparov. Le
théoréme est le suivant

Théoréme 2. Soit G un groupe localement compact tel que pour toute partie
G-compacte Y de EG, il existe une G-C*-algébre propre A et des éléments n €
KKg(C,A) et d € KKg(A,C) tels que v :=n®ad € KKg(C,C) vérifie p*(v) =
1 dans KKgyy (Co(Y),Co(Y)), ot p est la projection de Y vers le point. Alors,
pour toute représentation p de dimension finie et pour toute G-C*-algebre B, les
morphismes uf et ufm sont injectifs.
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Nous démontrons aussi un théoréme pour la surjectivité de ,uf dans le cas ou
I’élément ~v est égal a 1 :

Théoréme 3. Soit G un groupe localement compact. Supposons qu’il existe une G-
C*-algebre propre A, et des éléments n € KKg(C, A) et d € KK(A, C) tels que, si
on pose v :=n®sd € KKg(C,C) on a~y = 1. Soit B une G-C*-algebre. Alors, pour
toute représentation p de dimension finie de G, ,uf et ufm sont des isomorphismes.

On remarque que dans le cas ou v = 1, on a K(B x” G) = K(B x* G), pour
toute représentation de dimension finie p.

En particulier, ces deux théorémes impliquent que pour tous les groupes de la
classe C, uf et Mf,r sont injectifs et ce sont des isomorphismes pour tout groupe
a-T-menable.

Dans la Section 3.2 nous allons montrer que si G est un groupe localement
compact tel que C*(G) admette une sous-algebre dense, stable par calcul fonctionnel
holomorphe et qui soit une complétion inconditionnelle de C.(G), alors il existe une
sous-algebre dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe de A?(G) qui est aussi
une complétion inconditionnelle de C.(G). Nous allons utiliser ceci pour montrer le
théoréme suivant :

Théoréme 4. Soit G un groupe localement compact satisfaisant les deux conditions
suivantes :

1. il existe une complétion inconditionnelle de C.(G) qui est une sous-algébre
dense de C¥(G) stable par calcul fonctionnel holomorphe;;

2. pour toute complétion inconditionnelle B(G) de C.(G) le morphisme up :
K*P(G) — K(B(G)) est un isomorphisme.

Soit p une représentation de dimension finie de . Alors le morphisme de Baum-
Connes réduit tordu par p

por - K'P(G) — K(AN(G)),
est un isomorphisme.

En appliquant le Théoréme 0.02 de [Laf02b| qui dit que pour tout groupe de la
classe C’, le morphisme pp est bijectif pour toute complétion inconditionnelle B(G),
on obtient alors que fi,, est un isomorphisme pour tout groupe de Lie réductif réel
et pour tout groupe de la classe C' ayant la propriété (RD). En particulier, p,,
est un isomorphisme pour tout groupe hyperbolique et pour tous les sous-groupes
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discrets et cocompacts de SL3(H), de Eg(_q6) et de SLs(F), ot F' est un corps local.

Pour terminer, dans le Chapitre 4, étant donné un groupe localement compact
G, nous allons définir une action de I'anneau des représentations non unitaires de
dimension finie de G, que I'on note Rp(G), sur le membre de gauche du morphisme
de Baum-Connes, K'P(G), qui généralise 1'action induite par produit tensoriel par
une représentation de dimension finie dans le cas des groupes compacts.
En général, pour toute représentation de dimension finie (p, V') de G, on aimerait
définir un endomorphisme de K(C!(G)) qui soit analogue au morphisme induit
par produit tensoriel par p sur I'anneau des représentations de G. Ceci définirait
un espéce d’analogue en K-théorie des foncteurs de translation de Zuckerman, dans
lesquels le produit tensoriel par une représentation de dimension finie intervient ® (cf.
[ZucT7], [KV95, Chapter VII]). Cependant, comme p n’est pas supposée unitaire, le
produit tensoriel par p induit un morphisme de C.(G) dans C(G)®@End(V') qui n’est
pas définit sur C'(G) et dont le domaine de définition est 1'algébre tordue A2(G).
On a donc un morphisme d’algébres de Banach de A?(G) dans C*(G) @ End(V),
qui, par équivalence de Morita, induit un morphisme en K-théorie

Ap s K(A(G)) — K(CHG)),

D’autre part, il existe une action de Rp(G) sur K'*P(G) définie de fagon tres
naturelle. On rappelle que, dans le cas des représentations unitaires, cette action a
été définie par Kasparov. En effet, pour tout groupe localement compact G, ’anneau
des représentations de Kasparov K K¢ (C, C), défini dans [Kas88| et noté R(G), est
le groupe abélien formé des classes d’homotopie de représentations de Fredholm
unitaires de G, sur lequel le produit de Kasparov définit une structure d’anneau
commutatif. ’anneau des représentations unitaires de dimension finie de G s’envoie
sur R(G); si G est un groupe compact, cette application est un isomorphisme
(voir par exemple |[Hig98, Paragraph 8]). De plus, pour toutes G-C*-algeébres A
et B, le produit de Kasparov définit une structure de R(G)-module sur le groupe
KKg(A, B). En particulier, si X est un G-espace propre (et G-compact), le groupe
KKg(Co(X),C) est muni d’une structure de module sur R(G). En passant a la
limite inductive, il est clair que le produit de Kasparov définit alors une structure de
R(G)-module sur K*P(G), ce qui définit une action de anneau des représentations
unitaires de dimension finie de G sur K*™P(G). Nous allons généraliser cette action
au cas des représentations non unitaires de G.

Supposons d’abord que G soit un groupe de Lie connexe et K un sous-groupe
maximale de G tels que l'espace G/K soit une variété de dimension paire munie

5Dans le cadre de la K-théorie les foncteurs de Zuckerman ont été considérés par Bost.
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d’une structure spin G-équivariante. Dans ce cas, il est clair que K'P(G) est muni
d’une structure de module sur Rp(G). En effet, K*™P(G) est isomorphe a R(K),
I’anneau des représentations unitaires de K et toute représentation de dimension
finie p non unitaire définit un endomorphisme de R(K') : comme K est un groupe
compact, la restriction de p sur K est équivalente a une représentation unitaire de
K et donc p|K définit un élément de R(K). Le produit tensoriel par p|K,

R(K) — R(K)
[o] = [p|K @ ],

induit un endomorphisme de K*P(G) qui définit Paction Rp(G) sur K*°P(G).
Dans le cas général, nous allons définir aussi un endomorphisme
T,: K'(G) — K'(Q),

pour toute représentation de dimension finie p d’un groupe localement compact G,
qui coincide avec le produit tensoriel par p lorsque G est compact ou lorsque p est
unitaire, et avec le produit tensoriel par p| K, dans le cas oit G est un groupe de Lie
connexe et K est un compact maximal vérifiant les conditions ci-dessus.

Le résultat principal du Chapitre 4 est énoncé dans le théoréme suivant

Théoréme 5. Soit G un groupe localement compact et p une représentation non
unitaire de dimension finie de GG. Alors le diagramme suivant

K'P(G) —2% K (AL(G))

T.| |

K" (G) —> K(C; (@),

est commutatif.

Dans [Val88|, Valette a défini une action sur K*P(G) pour des représenta-
tions non unitaires de dimension finie de G qui coincide avec 'action donné par
T:p— T, sur K*(G). Dans le cas des groupes de Lie connexes, il a défini aussi
une action de Rp(G) sur I'image de 'élément v de Kasparov dans K(C(G)) qu’il
a interprété ensuite en termes de foncteurs de Zuckerman.
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Finalement, pour conclure cette Introduction, nous allons donner maintenant
quelques commentaires ainsi que quelques développements futurs possibles.

Tout d’abord, nous rappelons que, dans [FHO6|, Fisher et Hitchman ont défini
une propriété analogue a la propriété (T) tordue en utilisant la caractérisation de
celle-ci en termes de 1-cohomologie ¢ et en considérant aussi des produits tensoriels
d’une représentation de dimension finie avec une représentation unitaire. Il serait
souhaitable de trouver une relation entre ces deux variantes de la propriété (T).
Une premiére idée naive serait d’abord de donner une définition de la propriété (T)
tordue par p en termes de morphismes presque équivariants : soient (7, H,), (o, H,)
des représentations de GG, € un nombre réel positif et K une partie compacte de G.
Un morphisme ¢ : H, — H, est (¢, K)-G-équivariant si

[9(7(9)€) — a(g)p(&)] < e,

pour tout élément unitaire & € H, et pour tout g € K. On pourrait dire alors que
G a la propriété (T) tordue par p, ou (p, V') est une représentation de dimension
finie, si la condition suivante est satisfaite : pour toute représentation unitaire
(7, H,) telle que pour tout € > 0 et pour toute partie compacte K de G il existe un
morphisme ¢ : V — V ® H, qui est (¢, K)-G-équivariant, il existe un morphisme
vV =V ® H, qui est G-équivariant.

La caractérisation algébrique de la propriété (T) tordue implique celle définie a
travers les morphismes presque G-équivariants 7.

Dans le cas unitaire, on sait que les deux caractérisations sont équivalentes et si G
est un groupe tel que 14 soit isolée dans (G, on peut construire explicitement un
idempotent pg dans C*(G) qui, pour toute représentation unitaire sans vecteurs
invariants non nuls, soit la projection orthogonale sur l’espace des vecteurs G-
invariants. Cet idempotent est construit comme la projection spectrale d’éléments
auto-adjoints dans C*(G) associés a un sous-ensemble compact de G (cf. [Val84b,
Theorem 3.2|). Cependant, dans le cas non unitaire, on ne sait pas comment
généraliser cette construction car elle utilise des arguments de positivité propres
aux C*-algébres qui ne peuvent pas étre généralisés au cadre des algebres de Banach
(qui ne sont méme pas involutives).

La preuve de 'existence d’un idempotent vérifiant les conditions de la Définition 2,
pour les groupes de Lie qui vérifient les hypothéses du Théoréme 1, est basée sur
la décroissance uniforme des coefficients de matrice des représentations unitaires,
et donc sur une propriété plus forte que la propriété (T). C’est cette propriété qui

®Pour la caractérisation cohomologique de la propriété (T) voir [Val02| et [BAIHV].
"La réciproque donnerait une caractérisation topologique de la propriété (T) tordue.
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nous permet de construire explicitement 'idempotent.

D’autre part, on rappelle que dans le Chapitre 1 nous avons montré que toute
représentation de dimension finie irréductible p d’un groupe de Lie simple G ayant
la propriété (T), définit un idempotent dans ’algébre tordue par p, A?(G), ce qui,
dans un sens, veut dire que la représentation p est isolée dans ’ensemble des repré-
sentations de la forme p ® 7, ot ™ parcourt I’ensemble des représentations unitaires
de G.

De facon plus générale, pour tout groupe localement compact G et pour toute re-
présentation de dimension finie p, on aimerait étudier le comportement de p dans
I’ensemble des représentations de G' qui ont la méme croissance que p, c¢’est-a-dire
les représentations m qui vérifient 'inégalité ||7(g)|| < ||p(g)|, pour tout g € G.
Plus précisément, par exemple dans le cas ou G = SL3(R) et p est la représentation
standard de G dans C?, si on note E, Uensemble des représentations 7 qui satisfont
que ||7(g)|| < |lp(g)]] pour tout g € G, on pourrait considérer la complétion de C..(G)
pour la norme donnée par :

Il ="sup |x(Pllecn . feCelG).

(m,Hx)EE,

L’idée serait de montrer qu’il existe un idempotent dans cette nouvelle algébre
de Banach qui projette sur la composante p-typique de toute représentation 7 de
G ayant la méme croissance que p, c’est-a-dire, qui satisfait : ||7(g)|| < [p(9)ll
pour tout g € G. On remarque qu’'une représentation de la forme p ® 7 satisfait
la relation demandée, donc c¢’est une généralisation du cas que nous étudions dans
cette these.

Revenons maintenant aux résultats du Chapitre 3. En résumant, nous avons
obtenu que pour tout groupe G' de la classe C, les morphismes p7 et p, sont
injectifs pour toute représentation de dimension finie p et pour toute G-C*-algébre
B. De plus, ce sont des isomorphismes si I’élément v est égal & 1. D’autre part,
nous avons montré que si G est un groupe appartenant a la classe C' et s’il existe
une complétion inconditionnelle de C.(G) qui est une sous-algébre de C*(G) dense
et stable par calcul fonctionnel holomorphe, alors p,, est un isomorphisme, pour
tout p. Au vu de ces résultats, on peut espérer avoir I’énoncé suivant :

Pour tout groupe G appartenant a la classe C et pour toute représentation de
dimension finie p, le morphisme p,, est un isomorphisme.

En fait, on peut espérer que p,, soit un isomorphisme dans les mémes cas ot le
morphisme de Baum-Connes est un isomorphisme et cet énoncé ne semble pas étre



tel-00274378, version 1 - 18 Apr 2008

22

plus facile & démontrer que la conjecture de Baum-Connes. En effet, la construction
des algebres tordues A x? GG n’est pas plus fonctorielle en G' que la construction de
C¥(G, A), mais reste fonctorielle en A, et ces algébres tordues, a différence des com-
plétions inconditionnelles, ne sont pas plus stables que les C*-algébres de groupes
par le produit de Schur (cf. [Laf02a]). On rappelle que Higson, Lafforgue et Skan-
dalis dans [HLS02| ont donné un contre-exemple de la surjectivité du morphisme
de Baum-Connes a coefficients, ce qui nous laisse penser que le morphisme tordu
ne doit pas étre un isomorphisme pour tous les groupes localement compacts. On
espére au moins que le morphisme tordu soit un isomorphisme dans tous les cas ot la
conjecture de Baum-Connes est vraie. Dans ce sens, il serait évidement souhaitable
de vérifier si les résultat de [CENO3| sur les groupes presque connexes s’appliquent
aussi au cas du morphisme tordu. En particulier, le résultat concernant les groupes
de Lie réels réductifs (dont la partie semi-simple n’est pas nécessairement de centre
fini) qui étend les résultats de Lafforgue, semble bien s’appliquer dans notre cadre, a
condition de vérifier des résultats analogues aux résultats obtenus par Chabert, Ech-
terhoff et Nest par exemple pour les champs continus de C*-algebres (cf. [CEN03,
Proposition 4.6]).

Il serait aussi intéressant de montrer que le morphisme tordu est stable par exten-

sions (cf. [OO01], [Cha00]).
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Chapitre 1

Propriété (T) tordue par une
représentation non unitaire

Ce chapitre est, & quelques modifications prés, le texte d’'un article [GAOQ7| paru

dans la revue Journal of Lie Theory dans lequel nous définissons une version tordue
de la propriété (T) de Kazhdan en considérant des produits tensoriels de représenta-
tions unitaires par des représentations irréductibles de dimension finie non unitaires
d’un groupe topologique. Nous démontrons, en utilisant la décroissance uniforme
des coefficients de matrices des représentations unitaires d’un groupe de Lie réel
simple G, ayant la propriété (T) de Kazhdan, que toute représentation irréductible
de dimension finie p de G est isolée, dans un sens que nous précisons, parmi les
représentations de la forme p ® m, ou 7 parcourt les représentations unitaires irré-
ductibles de G.
Le cas ot G = SL,,,(R) et m > 3 a été présenté par I'auteur lors de 'école d’été
intitulée "Topological and Geometric Methods for Quantum Field Theory" pendant
I’été 2005 a Villa de Leyva en Colombie et va étre publié dans les comptes-rendus
de celle-ci [GAO05].

Introduction

Un groupe topologique G a la propriété (T) de Kazhdan si sa représentation
triviale est isolée dans son dual unitaire, G. En 1967, Kazhdan a introduit cette
propriété pour étudier la structure des réseaux dans les groupes de Lie réels. 11 dé-
montre que tout réseau d’un groupe de Lie réel G qui a la propriété (T), est de type
fini [Kaz67|. Plus tard, en 1981, Akemann et Walter on donné une caractérisation
C*-algébrique de la propriété (T) [AWS81, Lemma 2|. Ils démontrent qu'un groupe
topologique localement compact G a la propriété (T) si et seulement s’il existe un

23
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idempotent p dans la C*-algébre maximale C*(G) de G tel que pour toute représen-
tation (m, H) unitaire de G, 7(p) soit la projection orthogonale sur le sous-espace
de H formé des vecteurs G-invariants (voir aussi [Val92, Proposition 2|).

Dans cet article, on va définir un renforcement de la propriété (T) en considérant des
produits tensoriels de représentations unitaires par des représentations irréductibles
non unitaires de dimension finie. Pour ceci, on va définir, pour toute représentation
irréductible de dimension finie d’'un groupe topologique, un analogue tordu de la
C*-algeébre maximale de GG, que 'on va noter A”(G), et on va définir une propriété
(T) tordue en termes de celle-ci.

Définition 1.0.1. Soient G un groupe localement compact et (p, V') une représenta-
tion irréductible de dimension finie de G. Soit C.(G) 'espace vectoriel des fonctions
continues a support compact sur G et soit A?(G) la complétion de C.(G) pour la
norme ||.|| 40() donnée par :

1 fllarey = sup [[(p @ 7)(f)|lcver,),

T, Hx

pour f € C.(G) et ou (m, H,) est une représentation unitaire de G.

On dira que G a la propriété (T) tordue par p s’il existe un idempotent pe dans
A?(G) tel que : p(pe) = Idy et, pour toute 7 représentation unitaire de G qui ne
contient pas la représentation triviale, (p ® 7)(pe) = 0.

Si un groupe G a la propriété (T) tordue par p, on dira alors que p est isolée
parmi les représentation de la forme p ® m, ol w est une représentation unitaire
irréductible de G, terminologie que l'on justifiera (voir la proposition 1.1.5).

De plus, pour toute représentation irréductible de dimension finie p on va définir,
de la méme fagon, un analogue tordu de C(G), la C*-algébre réduite de G, que I'on
notera A?(G), et on démontrera que si G a la propriété (T) tordue p, alors les
algebres A?(G) et AP(G) n’ont pas la méme K-théorie, I'intérét pour nous étant de
calculer la K-théorie de ces algebres.

On démontre aussi que la propriété (T) tordue par une représentation p est héritée
par tout réseau cocompact du groupe : Si G' a (T) tordue par p et I" est un réseau
cocompact de GG, alors I" a la propriété (T) tordue par p|r.

On ne sait pas encore si tout groupe localement compact ayant la propriété (T)
a aussi la propriété (T) tordue par toute représentation irréductible de dimension
finie, mais la derniére partie de I’article est consacrée a la démonstration du fait que,
au moins, beaucoup de groupes de Lie ayant la propriété (T) ont aussi la propriété
(T) tordue par n’importe quelle représentation irréductible de dimension finie. On
sait que tout groupe de Lie G réel simple connexe de centre fini de rang réel > 2
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ou localement isomorphe & Sp(n,1) pour n > 2 ou a Fy_a), a la propriété (T)
[dIHV89]. Plus fort encore, il vérifie une décroissance uniforme des coefficients de
matrice des représentations unitaires de G qui n’ont pas de vecteurs invariants non
nuls [Cow79]. On utilise cette propriété donnée par le théoréme 1.2.6, pour montrer
le résultat suivant :

Théoréme 1.0.2. Soit G un groupe de Lie réel algébrique semi-simple de centre fini,
conneze et simplement connexe (au sens algébrique), et tel que chaque facteur simple
de G est ou bien de rang réel supérieur ou égal a 2, ou bien localement isomorphe
a Sp(n,1) pour n > 2 ou a Fy_a, et soit p une représentation irréductible de
dimension finie de G. Alors G a la propriété (T) tordue par p.

David Fisher et Theron Hitchman définisent dans [FHO6| une propriété, qu’ils
appellent ' ® H en termes de l-cohomologie, qui ressemble & la propriété (T)
tordue par p, mais on ne connait pas d’implication entre les deux propriétés.

Remerciements. Je voudrais remercier Vincent Lafforgue pour ses nombreuses
suggestions et sa grande disponibilité et Bachir Bekka pour ses éclaircissements
dans le cas des groupes de rang 1.

1.1 Propriété (T) tordue

1.1.1 Définitions et terminologie.

On rappelle la définition de propriété (T) tordue énoncée dans l'introduction :

Définition 1.1.1. Soient G un groupe localement compact et (p, V') une représen-
tation irréductible de dimension finie de GG, o V' est un espace vectoriel complexe
muni d’une norme hermitienne. Soit C.(G) l'espace vectoriel des fonctions conti-
nues a support compact sur G et soit A?(G) la complétion de C,(G) pour la norme
|-|l.40 () donnée par :

[fllae@y = sup [[(p @ 7) ()l ceven),

(7r7H‘rr

pour f € C.(G), ou (m, H,) varie parmi les représentations unitaires de G.

Le groupe G a la propriété (T) tordue par p s’il existe un idempotent pg dans A?(G)
tel que : p(pe) = Idy et, pour toute représentation 7 unitaire de G qui n’a pas de
vecteurs invariants non nuls, (p ® 7)(pg) = 0.
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Remarque 1.1.2. L’algébre A”(G) est une algeébre de Banach et toute représentation
du groupe G de la forme p® 7 avec 7 unitaire peut étre prolongée, de facon évidente,
en une représentation de A”(G) que 'on note aussi, par abus de notation, p ® 7.

Remarque 1.1.3. Si G a la propriété (T) tordue par (p, V'), alors, pour toute (w, H)
représentation unitaire de G, (p ® 7)(pg) est la projection de V @ H sur V @ H®
parallélement & V @ (HY)L, ot HY est le sous-espace de H formé des vecteurs
G-invariants. En effet, il suffit d’écrire m de la forme my @ m;, ou 7 est la sous-
représentation de 7 sur (H G)L qui ne contient pas la représentation triviale et m
est la sous-représentation de m qui a pour espace HY et qui est équivalente a la
représentation triviale de G, que 1’on note 14.

Définition 1.1.4. Soit G un groupe localement compact, G son dual unitaire et
(p, V) une représentation irréductible de G. On définit une nouvelle topologie sur
G , que 'on appelle tordue par p, de la maniére suivante : Si P est un sous-ensemble
de G et m € G alors  est dans Padhérence tordue par p de P, si p ® m est contenu
dans I'adhérence de p® P := {p@ 7’|’ € P} dans 'ensemble des représentations de
A?(G) muni de la topologie de Jacobson (cf. [Dix96, Jac45]). On note G I'espace

G muni de cette topologie.

Proposition 1.1.5. Soit G un groupe topologique localement compact et p une re-
présentation irréductible de dimension finie de G. Si G a la propriété (T) tordue par
p alors la représentation triviale de G est isolée dans G*.

Démonstration. Supposons que G a la propriété (T) tordue par p et soit pg l'idem-
potent dans A”(G) qui vérifie les propriétés données par la définition 1.1.1. On a

alors que pg € ﬂlagﬁ Ker(p ® m) et p(pe) # 0 donc

m Ker(p @ ) € Ker(p).

I¥e! gﬂ'

Ceci implique que Ker(p), en tant qu’idéal primitif, est isolé pour la topologie de
Jacobson dans l'ensemble des idéaux bilatéres de A?(G) de la forme Ker(p ® ) avec
7 unitaire. Par conséquent, 14 est isolée dans G”. O

Cette proposition justifie la terminologie utilisée :
Si un groupe topologique G a la propriété (T) tordue par une représentation irré-
ductible de dimension finie p, on dira alors que p est isolée parmi les représentations
de la forme p ® m, ol T est une représentation unitaire irréductible de G.

Remarque 1.1.6. Si p = 1g, alors G a la propriété (T) tordue par 15 s’il existe un
idempotent pg dans la C*-algebre maximale de G, tel que pour toute représentation
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unitaire 7 de G, 7(pg) soit la projection sur I'espace des vecteurs G-invariants. Dans
ce cas, la proposition 1.1.5 est une équivalence et c’est le résultat connu qui dit qu'un
groupe localement compact a la propriété (T) usuelle si et seulement si C*(G) s’écrit
comme une somme directe de C*-algébres de la forme :

C*"(GQ) =Ker(lg) @ I,

ou I est un idéal bilatére fermé de C*(G) [AWS81], [Val84b].

L’objectif principal de cet article est de prouver que beaucoup de groupes de Lie
qui ont la propriété (T), vérifient aussi la propriété (T) tordue par n’importe quelle
représentation irréductible de dimension finie.

En s’inspirant de la remarque précédente, pour tout groupe topologique localement
compact G et toute représentation irréductible de dimension finie p de G, on consi-
dere I'espace vectoriel C,(G) formé des fonctions continues & support compact sur
G et on définit deux nouvelles complétions de celui-ci de la maniére suivante :

Soit A’ la complétion de C.(G) par rapport a la norme ||.|| 4, donnée par :

[fllae = sup |[(p@m)(F)llcovem.),

(m,Hr)
pour f € C.(G), ou (w, H,) varie parmi les représentations unitaires de G qui ne

contiennent pas la représentation triviale.
Et soit A7 la complétion de C.(G) pour la norme ||.|| 47, donnée par :

1fllaz, = [loC) [[Enacvy,

pour tout f € C.(G).
On remarque alors qu’on a deux morphismes d’algébres de Banach :

O, : A(G) - A'g and ©,: A°(GQ) — A"¢.

Soit © : A?(G) — A'¢ & A" le prolongement a A”(G) du morphisme donné sur
Ce(GQ) par : O(f) = (01(f),02(f)). Cest un morphisme d’algebres de Banach.

On a alors I’équivalence évidente suivante :

Proposition 1.1.7. Le groupe G a la propriété (T) tordue par p si et seulement si
le morphisme d’algebres de Banach © est un isomorphisme.
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1.1.2 Relation avec la K-théorie

Soient G un groupe topologique et (p, V') une représentation irréductible de di-
mension finie de G. De la méme fagon que 'on a défini 'algébre A?(G), qui est
I’analogue tordu par p de la C*-algébre maximale de GG, on peut définir une algébre
de Banach réduite tordue par p de G comme étant la complétion de C.(G) pour la
norme :

1 fllaze) = llp @ La(f)llcverz @),

pour f € C.(G) et ou Lg est la représentation réguliere gauche de G' dans L*(G).
On note A?(G) cette complétion.
On a alors un unique morphisme d’algébres de Banach

p&La: AG) — AY(G),
qui prolonge l'identité sur C.(G). Soit
(p® Lg)s - K(A?(G)) — K(AXG)),
le morphisme en K-théorie induit par p ® L.

Proposition 1.1.8. Si G a la propriété (T) tordue par p et G n’est pas un groupe
compact alors les algebres AP(G) et AP(G) n’ont pas la méme K-théorie, c¢’est-a-dire
que (p ® Lg)« n'est pas injectif.

Démonstration. Supposons que GG soit un groupe localement compact non-compact
ayant la propriété (T) tordue par une représentation p. Il existe alors un idempotent
non-nul pg € A”(G) tel que p(pg) = Idy et, pour toute représentation 7 unitaire de
G qui ne contient pas la représentation triviale, (p ® 7)(pg) = 0. Comme G n’est
pas compact on peut prendre m = Lg et, par conséquent, (p ® Lg)(pg) = 0, ce qui
montre que (p ® Lg). n’est pas un morphisme injectif.

[]

1.1.3 Propriété d’hérédité

On va démontrer que la propriété (T) tordue par une représentation irréductible
de dimension finie est héritée par les réseaux cocompacts du groupe. Pour qu'un
énoncé de ce style ait un sens, on a d’abord besoin du lemme suivant :

Lemme 1.1.9. Si I' est un réseau cocompact d’un groupe topologique localement
compact G ayant la propriété (T) tordue par une représentation irréductible de di-
mension finie (p, V'), alors p|r est une représentation irréductible de T".
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Démonstration. Soit Homrp(V|p, V|r) l'ensemble des morphismes I'-invariants de
V|r dans V|r. On a un morphisme injectif de Homp(V|r, V|r) dans Homg(V,V ®
L*(G/T)), ou L*(G/T) est l'espace de la représentation réguliére quasi-invariante de
G. En effet, soit T € Homp(V|r, V|r) et Fr la fonction continue sur G a valeurs
dans End(V) telle que Fr(g) = p(9)Tp(g)~", pour tout g € G. Comme T est T'-
équivariant, Fr est une fonction continue (qui est en plus G-équivariante) sur G/T" &
valeurs dans End (V). Comme G/T" est compact, Fr appartient a L?(G /T, End(V)).
Soit
F(T):V — L*G/T,V),

tel que F(T')(v)(z) = Fr(x)v, pour tout v € V et tout € G/I". C’est une applica-
tion linéaire continue G-équivariante, donc

F(T) € Homg(V,L*(G/T,V)) = Homg(V,L*(G/T) @ V).

De plus, si on note 1 l'identité de G, alors Frr(1) = T et donc, la correspondance T' +—
F(T) définit un morphisme injectif de Homr(V|p, V1) dans Homg(V, V®L*(G/T)).
Ceci implique que,

dime (Homp(V|r, V|r)) < dime(Home(V, V @ L*(G/T))).
Mais le fait que le groupe G ait la propriété (T) tordue par p implique que
Homg(V,V ® L*(G/I')) = Homg (V. V),
car, en effet, on peut écrire
L*(G/T) = L*(G/T)o & L*(G/T)1,

ot L2(G/T)g est la sous-représentation triviale de L*(G/T") engendrée par la fonction
constante égale a 1 et L?(G/I"); est son orthogonal, qui ne contient pas 1g. Si en
plus G a (T) tordue par p,

Homg(V,V ® LQ(G/F)l) =0,
d’ou,

Homg(V,V ® L*(G/T')) = Homg(V, V)
= C.Idy,

car V' est une représentation irréductible de GG, d’ot le lemme.
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Proposition 1.1.10. Soit G un groupe localement compact et I' un réseau cocompact
de G. Soit p une représentation irréductible de dimension finie de G. Si G a la
propriété (T) tordue par p alors T a la propriété (T) tordue par p|r.

Démonstration. Supposons que G a la propriété (T) tordue par p et soit I' un réseau
cocompact de G. L’existence de I' implique que G est unimodulaire. Soit dg une
mesure de Haar sur G telle que G/I" soit de mesure 1. Par abus de notation, on
notera de la méme facon la représentation p de G et sa restriction a I'. On rappelle
que l'on note A?(G) (resp. AP(I")) la complétion de C.(G) (resp. C.(I')) pour la
norme donnée, pour f € C.(G) (resp. f € C.(I")), par :

1= sup [[(p @ ) (f)lcevern,

7, Hy

ot le supremum est pris parmi les représentations unitaires de G (resp. de I').

Si (7, H) est une représentation de G (resp. de I') on note HY (resp. H') le sous-
espace de H formé des vecteurs invariants.

Soit pg I'idempotent de A”(G) tel que pour toute (7, H,) représentation unitaire de
G, (p®7)(pg) est la projection de V @ H, sur V ® HE.

Supposons qu'il existe une fonction f € C.(G) telle que

> Flgme(y) = plg™), (1.1.1)

pour tout g € G (ce qui implique que [, f(g)p(g)dg = Idy).

On veut construire un idempotent pr € A”(I"), tel que pour toute représentation
(7, H) unitaire de ', (p ® 7)(pr) soit la projection de V @ H sur V @ H'.
Soit une suite (pg), dans C.(G) qui converge vers pg dans A”(G), soit (m, H) une
représentation unitaire de I" et soit (Ind(r),Ind(H)) la représentation unitaire de
G obtenue par induction unitaire de 7. On note 7’ := Ind(7) et H' := Ind(H) pour
simplifier les notations.

Soit {v;}i—1,..» une base de V' et soit {v}}i—1, , la base de V* duale. Soient «
et (3 les applications linéaires continues suivantes

a:VoH —-V®H

veEm Y v (g ) vl Flgm)m(1)€),

~yel

B:VeoH —VeH
U®Sl—>/ U®f )(g)dg.
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Il est facile de voir que I'égalite > . f(g7)p(7) = p(g~') implique que I'image
par a de V ® H' est contenue dans V ® (H')%, ainsi que I'image par 3 de V ® (H')¢
est contenue dans V ® HT. Elle implique aussi que o o 3 agit par 'identité sur
V ® (H')¢ et que 3o « agit par I'identité sur V @ HT.

D’autre part, pour v € Vet £ € H,

(p@7)(pe)calv®l) =

n

/G pe(9) Y p(g)vi @ (x =Y v (plg o) f (g‘lm)ﬂ(v)€> dg,

et donc,
Bo(p@n)(pg)oalv®l) =
> /G pGZ(g) > o g)vi @ v} (p(g~ x)p(y)v) fa™) f (g~ zy)m (7)€ dgdr.

vyel i=1

Or,

Z p(x~ g)v; @ v} (p(g~ x)p(7)v) T (7)¢ Z v @ v} (p(7)v)m (7)€

p(v)v @ m(7)§.

Ceci implique,
Bolpem)(ps)oalv®e) =
26; /G XGpZ(g)f (z7'g ™ D f(zy)(p@m)(Y)(v @ €)dxdg.

Posons, pour vy € ' et n € N,

() = /G (o) g f)dody

La suite (p}), appartient a C.(I") et elle converge dans A”(T") car :

|pr]]aery = (SUI% 180 (p@ ") () o allcven,
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ol le supremum est pris parmi les représentations m unitaires de I' et 7’ est la
représentation de GG induite de 7.
Donc,

[Prllaery < sup max(||3 o p(pg) © @llgnavy |60 (p @ ) (&) © allcvens)),

(Tr?

ol on a écrit ' = 7 & 7] avec m, équivalente & 15 et 7] ne contenant pas 1. Mais
lim,, oo B0 p(pik) o @ = Idy et lim,, o B0 (p @ 7)) (pd) o a = 0, donc la suite (p}t),
est une suite de Cauchy pour la norme |||/ 40 (r).

Soit pr la limite de (p}),, dans A°(T).
On a alors 1'égalité :

(p@m)(pr) =Bo(p@7)(pa) o a.

Comme on a que oV @ HY) c V& (H)Y, B(V @ (H)Y) Cc V ® H' et que de
plus a o 3 = Idygm)c et Boa = Idygpr, alors (p ® m)(p,) est bien la projection
orthogonale de V ® H sur le sous-espace V @ H'.

Montrons maintenant qu’il existe une fonction f a support compact sur G et
vérifiant 'équation (1.1.1).
Soit p : G — G/T la projection canonique. On doit montrer qu’il existe une fonction
f continue a support compact telle que, pour tout =z € G/T,

> floelg) =1dy.

gep~1(z)

Soit (U;)i=1....q un recouvrement ouvert de G/I' (que I'on peut prendre fini car G/I"
est compact) tel que p~(U;) soit homéomorphe a U; x T et soient, pour tout i =
1,...,q, s : p~ Y (U;) — U;xT les homéomorphismes correspondants. Comme p est une
représentation irréductible de I', ’ensemble des p(y) avec v parcourant I', engendre
End(V) (théoréme de Burnside [Lan02, Chapter XVII, Corollary 3.3]); si m est la
dimension de V, on peut trouver un sous-ensemble A de I' de cardinal m? tel que
I'ensemble {p(7)|y € A} forme une base de End(V). Il est clair alors que pour tout
1=1,...,q, il existe une fonction continue a support compact f; : U; x I' — C telle
que
> filw,)p(y) = plu),

YEA

pour tout u € U;. 3
Pour tout i = 1,...,q, soit f; = f; os; et soit (0;);=1,.., une partition de l'unité
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associée & (U;)i=1,. 4
On pose pour tout g € G,

q

flg) =" (6o p)(9) filg)-

i=1

Comme f; appartient & C.(p~'(U;)) pour tout 4, alors (d; o p)f; est aussi a support
compact sur p~1(U;) et la fonction f ainsi définie est a support compact sur G et
vérifie I'équation (1.1.1).

]

1.2 Cas des groupes de Lie semi-simples

Tout au long de cette section G sera la composante connexe des points réels d’un

groupe algébrique simplement connexe (c’est-a-dire que tout revétement algébrique
de G est isomorphe & GG) de fagon a ce que G soit produit direct de ses facteurs simples
[Mar91, Proposition 1.1.4.10]. On suppose en plus que tout facteur direct simple de
G est soit de rang au moins 2, soit localement isomorphe & Sp(n, 1) pour n > 2 ou a
Fy(_20). Le groupe G a alors la propriété (T) de Kazhdan usuelle (c’est-a-dire que 14
est isolée dans le dual unitaire de G) [dIHV89] et vérifie, en fait, une propriété plus
forte de décroissance uniforme de coefficients de matrice de représentations unitaires
[CowT9].
Soit p : G — Aut(V) une représentation irréductible de dimension finie de G' dans un
espace vectoriel complexe V' de dimension m. On considére le complexifié G(C) de G
et le complexifié de 'algébre de Lie de GG, g, que ’on note gc. On notera de la méme
facon la représentation de g définie par p sur V et p elle méme. Soit u une forme
réelle compacte de gc compatible avec g et soit U le sous-groupe de Lie connexe de
G(C) qui a pour algebre de Lie u. Le groupe U est un sous-groupe compact maximal
de G(C) qui est invariant par la conjugaison complexe sur G(C) [Kna02|. Soit K
le sous-groupe compact maximal de G donné par U N G. On considére sur V un
produit hermitien invariant par I’action de U (unique & constante prés car V est
irréductible), c’est-a-dire tel que pc(U) soit contenu dans les matrices unitaires de
GL(V), ou pc est le complexifié de p. Pour un élément M € End(V'), notons M*
son adjoint par rapport a ce produit hermitien.

On considére toujours la norme d’opérateur sur End(V') que 'on notera ||.||gna(v)
et une mesure de Haar sur GG, dg pour g € G.

Soit w : G — Aut(V”’) une représentation fidéle de G qui contient p et telle que V’
soit muni d’un produit hermitien de sorte que wc(U) soit contenu dans le groupe
unitaire de GL(V”). On définit une longueur [ sur G (c’est-a-dire une fonction sur G
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a valeurs dans RY telle que (1) = 0, I(gh) < I(g) +1(h) et I(g) =1(g7"), Vg,h € G)

de la facon suivante :

[(g) = log(max(||w(g)llenavy, lw(g™)[Enar))), Vg € G.

Cette longueur définit une semi-métrique d sur G donnée par d(g,z) = (g~ x),
pour g,z € G. Soit B, = {g € G|i(g) < ¢} pour tout ¢ € N.

Le but de cette section est de démontrer que le groupe G a la propriété (T)
tordue par p.

Soient A”(G), A et A" définies comme dans la section précédente que 1'on
note A, A" et A’ respectivement pour simplifier les notations. Soit © le morphisme
d’algébres de Banach

O:A-ApA".

Théoréme 1.2.1. Le morphisme d’algébres de Banach © est un isomorphisme.

Remarque 1.2.2. Si on munit A" & A” de la norme donnée par : ||(z,y)| =
max(||z|| 4, ||yllav) pour z € A, y € A" alors © est un morphisme d’algébres
de Banach isométrique et donc pour prouver le théoréme il suffit de démontrer que
I'image est dense. En effet, toute représentation unitaire de G, (7, H,), peut s’écrire
comme somme directe de deux sous-représentations : la partie de 7 qui ne contient
pas de vecteurs invariants non nuls (et donc qui ne contient pas 1) que 1'on va noter
71, et la partie de m qui est multiple de 14, notée my. Alors, pour tout f € C.(G),

14 = sup(max([|(p @ m1)(Hllewvern.,). |0 @ (Al ewens)))

= max(sup ||(p @ 7)(/)lcoven), |p(f)|Enacy)

TPlg

= [O(N)llaaar

Remarque 1.2.3. On remarque aussi que p définit une représentation irréductible et
fidéle, car isométrique, de A” dans End(V'). On a alors que A” = End(V') (Théoréme
de Burnside cf. [Lan02, Chapter XVII, Corollary 3.3]).

On a le lemme suivant :

Lemme 1.2.4. [l existe une matrice E non nulle dans End(V') et il existe une suite
de fonctions continues a support compact sur G, ( fn)nen telles que, lim p(f,) = E et

lim sup |[(p@7)(fu)llcven,) = 0, ot le supremum est pris parmi les représentations

unitaires de G qui me contiennent pas la représentation triviale.
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Montrons d’abord que le lemme 1.2.4 implique le Théoréme 1.2.1.
Soit (fn)nen la suite donnée par le lemme 1.2.4 et E € End(V') non nulle telle que
lim p(f,) = E. La suite (f,)nen converge dans A car

[[fnll.a = max([|p(fn)l[Enacvy, sup [[(p @ ) (fu)llevem.)),

WZSIG

et comme lim sup ||(p ® m)(fa)|lz(ver,) = 0, (fn)nen est une suite de Cauchy pour
oo TI‘;_SlG
||.]|.4 et donc elle converge dans A. Soit p la limite de f,, quand n tend vers l'infini.
On a que p(p) = E et pour toute représentation unitaire 7 de GG, qui n’a pas de
vecteurs invariants non nuls, (p ® 7)(p) = 0, donc O(p) = (0, E). Soit S lidéal
bilatére engendré par p dans A et @) l'idéal bilatére engendré par E dans End(V').
Comme p définit un morphisme surjectif de A vers End(V) (cf. Remarque 1.2.3),
on a que O(S) contient 0 @ Q. Or, tout idéal bilatére non nul de End(V') est égal a
End(V') tout entier. On a donc que 0@ End(V) = 0@ A” est contenu dans O(S) et
donc dans O(A). Ceci montre alors que O(A) = A’ @ A", car A — A’ est d’image
dense, et donc que © est un isomorphisme en tenant compte de la remarque 1.2.2.

Démonstration. On va maintenant montrer le lemme 1.2.4. On remarque d’abord le
lemme suivant :

Lemme 1.2.5. Soit f une fonction a support compact sur G et (7, H;) une repré-
sentation unitaire de G. On a l'inégalité suivante :

[(p @) (lever) < SUPm2/G|f(9)|||P(g)||End(V)|<7T(9)§777>|an (1.2.1)

ot le supremum est pris parmi les vecteurs unitaires £,m de H.

Démonstration. Soit {v; }i—1__m une base orthonormale de V. On a alors les inégalités
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suivantes :
o) (Dlewony < su / £(9)(p @ 7)(g)dg. )
:cyEV@H
lz]|=ly|=1
< / F(9)l) © w(g)dg) (303 © &), (3 vk @ 1))
& 77k€H7r j=1 k=1
< / F@IS [plg)vy, vl (m(9)E ) ldg
& nkeHn
< / @@ S 7(9)65,me)ldo,
& ﬁkEH Jk=1

ou les supremums sont pris parmi des vecteurs §;,n, € Hy, pour j, k € {1,...,m},
tels que 370 [1&[* =1 et 3200, [Imell® = 1.
Or, pour tous &j,nm, € H, avec j,k € {1,..,m} tels que E;nzl 16112 = 1 et

iy lImll? = 1, si on pose & = &y et = gl

/!f M@ lemarr S ()6, ) lda

7,k=1
= [ 1@ ) 3 16l ()€
7,k=1
< S U6l s [ 1@ ool rta)e. i
7,k=1 EneEH
ll€ll=lImll=1
<t sup [ | @lo(o) saacr|(r(9)€. )l ds
§nEHr
ll€ll=llmll=1

d’ou,

1o ® M) (Plleqery < m® sup / F@ () e | ((a)E, ) do.

¢EneHx
€lI=lnll=1
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On veut utiliser la décroissance uniforme des coefficients de matrice des représen-
tations unitaires, ne contenant pas la triviale, donnée par le théoréme suivant (voir
[CowT9, Corollaire 2.4.3 et Théoréme 2.5.3|, [How82, corollaire 2.7 et proposition
6.3], [Oh02, proposition 2.7 et théoréme 4.11]) :

Théoréme 1.2.6 (M. Cowling). Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe
a centre fini tel que, tout sous-groupe distingué G; # 1 soit tel que rangg(G;) > 2,
ou G; = Sp(n,1) pour n > 2, ou G; = Fy_aq et soit K un sous-groupe compact
mazximal de G. Alors il existe une fonction continue K-bi-invariante ¢ sur G a
valeurs dans Rt qui tend vers zéro a linfini et telle que, pour toute représentation
unitaire ™ de G dans un espace de Hilbert H,, qui ne contient pas de vecteurs
wmovariants non nuls, et pour tous vecteurs unitaires &, n dans H,, on a [’estimation
sutvante :

Vg € G, [(m(9)€,m)| < ¢(9)0x (§)dx (n)

ot 6 (v) = (dim(Kv))/? € NU {oo} et (Kv) est le sous-espace de V' engendré par
l'action de K sur v, pour v € H,.

On note K I'ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles
de K.
On rappelle que toute représentation (u, H,,) de K s’écrit comme somme directe de
représentations irréductibles. L’espace H), s’écrit alors comme une somme directe de

la forme :
H,= P HE™,

[c]eK

ou [o] est la classe de la représentation (o, H,) dans K et r, est sa multiplicité dans
la décomposition de .

Le sous-espace HY" de H,, est alors appelé la composante o-typique de p.

Si (0, H,) est une représentation irréductible de dimension n,, la projection P, :
H, — H, sur la partie o-typique de y est donnée par :

P, = ngsp(xor) (1.2.2)

ol X, est le caractére de o et xo«(t) = Xo(t) = Xo(t71) est le caractére de sa
représentation contragrédiente dans l'espace dual de H, (cf. [Ser78, Chapitre 2,

Partie IJ).

Soit T C K Dlensemble des K -types de V', c’est-a-dire I’ensemble des représen-
tations irréductibles de K qui apparaissent dans la décomposition de (p|x, V) en
somme directe de représentations irréductibles.
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Pour toute représentation m de G, on note Jg(7) 'ensemble des K-types de 7
vue comme représentation de G. Avec cette notation Z = J(p).
En particulier, si 7w est une représentation de G x GG, on notera Joxg(m) C KxK
I'ensemble des (K x K)-types de m vue comme représentation de G x G.

On considére la représentation réguliére L x R de G x G sur C.(G), qui est donnée
par la formule :

LxR:GxG— LC(G), (Lx Rt f(g) = f(t " gt).

Définition 1.2.7. Soit f une fonction continue a support compact sur G. L’ensemble
des K-types a gauche et a droite de f est ’ensemble des classes de représentations
irréductibles de K x K qui apparaissent dans la décomposition de f € C.(G) quand
on décompose la représentation réguliére L x R, restreinte & K x K, en somme
directe de représentations irréductibles.

Lemme 1.2.8. Il existe une fonction ¢ continue sur G, bi-invariante par K, a
valeurs dans RT, qui tend vers zéro a linfini et telle que pour toute fonction f
continue a support compact sur G ayant des K-types a gauche et a droite contenus
dans jGXg(p ® p*) et pour toute représentation unitaire de G, ™, sans vecteurs
mvariants non nuls, on a :

1o @ m) (Nl ever.) < S m?® [ 1(9)lllp(9)l[enae)#(9)0x () (n)dy.
NEH G
ot le sup est pris parmi les vecteurs £,m € H, unitaires ayant des K-types
appartenant a Ja(p ® p*).

Démonstration. On va d’abord montrer que le supremum dans linégalité (1.2.1)
peut étre pris parmi les vecteurs unitaires £, € H, ayant des K-types appartenant
a Jo(p® p").
Soit (i, H,) une représentation unitaire de G' et f une fonction continue a support
compact sur G. On remarque tout d’abord que pour tout {,n € H, et pour toute
ce kK , la projection du vecteur u(f)¢ sur la composante o-typique de H,, est égale
a

Po(p()€) = nopi(Xor * f)E,
et ny(Xo * f) est exactement la projection de f sur la composante o-typique de la
représentation réguliére gauche L de G sur C.(G). Donc x,+ * f est non nul si et
seulement si o est un K-type a gauche de f. De méme,

Py (u(f) ) = nop(f * Xo)*E,
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et ny(f * x,) étant la projection de f sur la composante o*-typique de la représen-
tation réguliére droite R de G sur C.(G), il est non nul si et seulement si o* est un
K-type a droite de f.

Soient Ky et Ky g+ les deux sous-ensembles de K définis par :

K ={o¢€ l?| o est K-type a gauche de f}
K pe = {0 € K|o*est K-type & droite de f}.

Comme les projections P, sur les espaces o-typiques sont des projections ortho-
gonales (Lemme de Schur [Ser78|), alors :

(D), = sup ()2 y),
2y
ol z et y parcourent les vecteurs unitaires de H, tels que ’ensemble des K-types
de z est contenu dans Ky z- et 'ensemble des K-types de y est contenu dans Ky r.

Soit (m, H) une représentation unitaire de G. On considére le produit tensoriel
(pom, Ve H).
Supposons maintenant que les K-types a gauche de f soient contenus dans I’ensemble
des K-types de V et les K-types a droite de f soient contenus dans I’ensemble des
K-types de V*. Alors, Ky, C T et comme

K C{oe€ K|o*est K-type de V*},

on a aussi que K¢ - C Z. D’ou I'inégalité,

[(p @) ()l cven < Sup | ; f(@){(p@m)(9)z,y)dgl,

ol le supremum est pris parmi les vecteurs unitaires z, y € V ® H ayant des
K-types appartenant a l’ensemble des K-types de V.

De plus, si H' est le sous-espace vectoriel de H formé des vecteurs dont les K-
types sont parmi les K-types de V@ V™, tout vecteur de H®V dont les K-types sont
parmi ceux de V appartient & H' @ V' (car Homg(V @ V* H) = Homg(V,V @ H),
ot Homy désigne l'espace des morphismes de représentations K-invariants). Donc
I'inégalité (1.2.1) devient :

1(p © 7) ()l coven < supm? g | F (D p(g)Enac (T (9)€, m)dg,

&m
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ou ¢ et n sont des vecteurs unitaires de H qui ont des K-types appartenant a
'ensemble des K-types de V@ V*, Ja(p ® p*).

Considérons une fonction ¢ continue, K-bi-invariante sur G' et a valeurs dans
R™, qui tend vers zéro a I'infini, donnée par le théoréme 1.2.6. Alors on a pour toute
représentation unitaire 7 qui ne contient pas la triviale :

160 ® ) (Pl ever < m?*sup / F @09 [ &(9)5x (€5 (n)dg,
&n Ja@

ou & et n parcourent les vecteurs unitaires de H qui sont K-finis et qui ont des
K-types contenus dans Jg(p ® p*).
O

On cherche maintenant une suite de fonctions f,, € C.(G) ayant des K-types a
gauche et a droite contenus dans Joxq(p ® p*). Pour simplifier la notation, on note
J = Jaxa(p® p*). On a le lemme suivant :

Lemme 1.2.9. [] existe une matrice non nulle E € End(V') et il existe une suite
de fonctions f, € C.(G) ayant des K-types a gauche et a droite contenus dans J et
une constante positive D telles que, pour tout entier n, le support de f, soit contenu
dans G\ By, T}Lrgo p(fn) =E et

/G @ Np(9) lenairdg < D.

Démonstration. On considére la décomposition de Cartan de g donnée par la forme
réelle compacte u. g s’écrit alors

g=tdp,

out=gNuet p=gnNiu et p est non nul car G n’est pas compact. Alors pour
tout © € u, p(x) est une matrice anti-hermitienne et pour tout = € iu, p(x) est
hermitienne.

Soit X € p non nul et a := exp(X). Par conséquent p(a) = exp(p(X)) est une
matrice hermitienne (donc diagonalisable dans une base orthonormale de V)
a valeurs propres strictement positives que l'on notera, sans tenir compte des
multiplicités, vy, ...., vy, ot v; € RY pour tout 1 <7 < m.

De plus, comme w est une représentation fidele de G qui envoie U dans les matrices
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unitaires de End(V’), w(X) est une matrice hermitienne non nulle. On a que
lexp(tX)) = t]|w(X)|Ena(v, car ||lw(exp(tX))|lgnaqr = exp(t||w(X)|[Enap)), pour
tout réel t. Quitte & remplacer a par a* pour k un entier assez grand, on peut méme
supposer [(a) > 2.

Posons a,, = a”, pour tout entier positif n. On a alors que l(a,) = n||w(X)||gnaqvy =
nl(a), donc l(a,) > 2n et a, appartient & G\ B,,.

De plus on a, pour tout n, p(a,) = p(a)™ est diagonalisable sur R dans la méme base

que p(a) et ses valeurs propres sont 11", ..., vp,". Comme ||p(ay,)|/gnavy = max (")
<i<m

plan)

—5m  tend vers une matrice de
Hp(an)”End(V)

et que v; > 0, pour tout ¢ = 1...m, on a que

End(V') non nulle, que 'on note E'.

Soit maintenant f une fonction continue positive a support compact sur G telle
que le support de f soit contenu dans By N {g € G| ||p(g) — Id||gmaqv) < 3} et telle

que [, f(g)dg = 1.
Soit f, dans C.(G) définie de la fagon suivante : pour tout g dans G

flay"g)

59 = To(an) Tomaery

On a donc que suppf, C a,(suppf) et f, est dans C.(G), pour tout n. De plus, on
a que pour tout g appartenant au support de f,,

l(Q) Z l(an) - 17

donc le support de f,, est contenu dans G\ B,.
D’autre part, on voit facilement que

pfa) = ||P ||End /f

Posons J := [, f(g9)p(g9)dg. J est une matrice inversible de End(V). En effet, on a
que
I ] 160645 = Wl < | 7(6)Io(a) = Wena s
< sup |lp(g) — Idgnav)l|Ena(v)
gesupp(f)
1
<z

5"
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Par conséquent, p(f,,) tend vers E’.J qui est encore une matrice non nulle de End(V').
Par ailleurs, on a que,

/ £2(@)119(9) nacry g
G

<— F(@llp(an)l[enae)ll2(9) lEnacvydg
lp(an)|lmna V)/

/ £(9)10(9) lEnacr)

2
On a donc trouvé une suite de fonctions f,, dans C.(G), une matrice £ = E'J
dans End(V) non nulle et une constante D tels que lim p(f,) = FE,

Ja 1 fa(@)lp(9)lenavydg < D et tels que le support de f,, pour tout n, soit

contenu dans G\ B,,. On va montrer qu’on peut prendre les fonctions f, ayant des
K-types, a droite et a gauche, contenus dans J.

Soit une fonction f € C.(G). D’aprés la formule (1.2.2), qui donne la projection
sur les composantes o-typiques d’une représentation de GG, pour o € K, la fonction
f définie par la formule suivante :

F=>" ngse(Lx R)(Xoi00)(f)

¢1,92€7
Z Ny X7 * | % Ny Xy -
¢1,92€T

est la projection de f sur les K x K-types de V ® V*.

On utilise ceci pour obtenir, pour tout n, une fonction fn qui est donnée par la
projection de f, sur les K x K-types de V' ® V*. On a alors une suite de fonctions
( fn)neN ayant des K-types a gauche et a droite appartenant a 7.

On va maintenant vérifier que la nouvelle suite satisfait les conditions du lemme
1.2.9.

L’application p : C.(G) — End(V) = V ® V* est un morphisme de représentations
de G x G et, pour tous t,t dans G le diagramme suivant commute :

(LxR)(tt’)J/ l(p@?p*)(t,t’)
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Par conséquent, comme lim p(f,) = E, lim p(f,) est égal a la projection de F
sur les (K x K)-types de V ® V*, et cette projection n’est rien d’autre que E elle
méme, c’est a dire que lim p(f,) = E.

De plus, on a que,

/G (@10 maqrdo

<[ Y ng g / Xt ()X, (| fu(E gt | p(9) |t dg
G¢1,¢>2e1 KxK

< D neng /

o1,p2€l K

SD Z n¢1.n¢3/

P1,92€1 KX
<D,

X3 (£)Xaa (1] / [fa(t™ gt llp(g) || dgdtdt
K G

X ()Xo, (t)|dtdt’
K

ol D' est une constante qui ne dépend pas de n. Comme le support de f, est contenu
dans K (suppf,)K pour tout n, et les B, sont invariants par 'action & gauche et &
droite de K, le support de f,, est contenu dans G\ B,,. n

Soient maintenant £ € End(V') non nulle et f,, € C.(G) tels que lim p(f,) = E,

avec le support de f, contenu dans G\ B,,, f,, ayant des K-types a gauche et a droite
contenus 7, et tels que [, |fn(9)[l2(9)l|Enda(vydg < D, pour une constante uniforme
D.

D’aprés le lemme 1.2.8, si 7 est une représentation unitaire de GG qui ne contient pas
la triviale, on a que, pour tout entier naturel n,

1(p @ ) ()l cveom < m? Sup /G | (@ 0(9)[Enaqry #(9) I (§) I (0)dg,

ou & et 1 parcourent les vecteurs unitaires de H qui ont des K-types contenus dans
I’ensemble des K-types de V & V* et ¢ est une fonction continue et positive sur G
qui s’annule a 'infini et qui ne dépend ni de f, ni de .

De plus, on a une constante positive D telle que [, |fa(9)|llp(9)||Enaq) < D et,
comme le support de f, est contenu dans G\ B,,, I'inégalité au-dessus s’écrit :

I(p ® ) (fa)lleqveom < m*Dsup sup  ¢(g)dx (€)dx (), (1.2.3)

&n geG\Bn

ou & et 1 parcourent les vecteurs unitaires de H qui ont des K-types appartenant a
I’ensemble des K-types de V ® V* ensemble qui ne dépend pas de n.
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On veut montrer que le membre de droite de cette inégalité tend vers zéro quand
n tend vers 'infini. Pour ceci, on a besoin du lemme suivant qui assure que, pour
tout v € H ayant des K-types contenus dans un ensemble fixé S, la dimension du
sous-espace de H engendré par I'action de K sur v, que 'on note dx(v), est bornée
en fonction de S.

Lemme 1.2.10. Soit v € W, ou (u, W) est une représentation de K. Alors,

Ik (v) = dim(Kv) < Z(dim o),
[o]

ot la somme est prise parmi les [o] € K qui sont des K -types de v.

Démonstration. Soit C}(K) la C*-algebre réduite de K. Toute représentation irré-
ductible ¢ de K, apparait dim(o) fois dans la décomposition de la représentation
réguliere de K en somme directe de représentations irréductibles (cf. [Ser78]). En
fait, ’application

est un isomorphisme de C*-algébres. Soit ) 'application continue de C*(K) vers W
qui envoie f dans p(f)v € (Kv). On a donc que,

(Kv) = ¢(C(K))

ou la somme directe est prise parmi les [o] qui sont des K-types de v.
On a alors que
dim(Kv) <) (dimo)?,
[o]

ot la somme est prise parmi les [o] € K qui sont des K-types de v. ]

Maintenant on est prét pour conclure. Le membre de droite de (1.2.3) tend vers
zéro quand n tend vers l'infini, car la fonction ¢ tend vers zéro a 'infini, et donc la
norme de (p ® 7)(f,) tend vers zéro quand n tend vers l'infini.

On a donc trouvé une matrice £ non nulle dans End(V') et une suite de fonctions f,
dans C.(G) tels que nllg)lo p(fn) = E et le supremum sur toutes les représentations
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unitaires m de G, qui ne contiennent pas la triviale, de || (p@7)(fu)|lz(vem,) tend vers
zéro quand n tend vers 'infini. Ceci termine la démonstration du lemme 1.2.4, donc
celle du théoréme 1.2.1. Par la proposition 1.1.7, G a alors la propriété (T) tordue par
p, ce qui termine la démonstration du théoréeme 1.0.2 énoncé dans 'introduction. [
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Chapitre 2

Morphisme de Baum-Connes tordu

Dans le chapitre 1, étant donnés un groupe localement compact G et une repré-
sentation de dimension finie de G, (p, V'), nous avons défini des analogues tordus
par la représentation p de deux C*-algébres de groupe associées a G : la C*-algébre
maximale et la C*-algébre réduite. Ces nouvelles algébres tordues, qui ne sont plus
des C*-algebres si le groupe G n’est pas compact mais qui sont toujours des algebres
de Banach, apparaissaient de fagon trés naturelle dans ’étude de l'isolement de p
dans un ensemble de représentations de la forme p ® 7, ol ™ parcourt un ensemble
de représentations unitaires de G. Nous avons alors montré, dans certains cas, que,
comme dans le cas des C*-algébres de groupe, le fait d’avoir la propriété (T) im-
plique 'existence d’'un idempotent dans I'algébre tordue maximale qui distingue la
K-théorie des deux algébres tordues par rapport a la méme représentation p. Il est
naturel alors de vouloir calculer la K-théorie de ces algebres tordues. Dans ce cha-
pitre, nous allons construire les outils qui, dans le chapitre 3, vont nous permettre de
calculer la K-théorie des algebres tordues pour une large classe de groupes vérifiant
la conjecture de Baum-Connes.

2.1 Rappels et notations

Dans cette section, pour fixer les notations, nous allons rappeler quelques
définitions, que nous allons utiliser plus tard. On commence par donner la définition
d’une action propre d'un groupe localement compact ainsi que quelques exemples.
Ensuite, nous allons donner les définitions ainsi que les propriétés principales de
la K K-théorie équivariante de Kasparov et nous allons terminer par rappeler la
définition et les propriétés principales de la K K-théorie banachique de Lafforgue.
Toutes les C*-algébres que l'on considére sont des C*-algébres séparables et les
groupes localement compacts sont dénombrables a I'infini.

47
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2.1.1 Actions propres

Soit G un groupe localement compact. Un espace topologique séparé muni d’une
action par homéomorphismes de GG est appelé un G-espace.

Définition 2.1.1. L’action de G sur un G-espace X est propre, si I'application

GxX —>XxX
(9,2) = (9.7, )

est une application propre, c’est-a-dire que la pre-image d’'un compact est compacte.
Dans ce cas, on dit que X est un espace G-propre.

De fagon équivalente, si X est un G-espace localement compact alors, I'action de
G sur X est propre, si et seulement si, pour tous sous-ensembles compacts K et L
de X, I’ensemble
{9 € Glg. KNL+#0D}

est relativement compact dans G.
Exemples 2.1.2. 1. Sip: X — Y est un recouvrement localement trivial de
groupe G, alors l'action de G sur X est propre (et libre).
2. Si G est compact, alors toute action de G est propre.
3. Si G est groupe de Lie connexe et K est un sous-groupe compact maximal de

G, alors 'action de G sur le quotient G/K est propre.

Espace classifiant pour les actions propres. Soit G un groupe localement com-
pact.

Définition 2.1.3. Un espace G-propre X est universel si pour tout espace G-propre
Y il existe une application continue G-équivariante de Y dans X unique & homotopie
G-équivariante pres.

Pour tout groupe localement compact GG, un tel espace G-propre universel existe
et est unique & homotopie G-équivariante prés (cf. [BCH94|, [KS03|). On le note
EG.

Exemples 2.1.4. 1. Si G un groupe compact, alors on peut prendre EG = {pt}.

2. Si G est un groupe de Lie connexe, alors EG = G/K, ot K est un sous-groupe
compact maximal.
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3. Si G est un groupe discret et sans torsion (ou G est continu sans sous-groupes
compacts), alors toute action de G propre est libre et elle définit alors un
recouvrement de groupe G. Dans ce cas, EG = EG, o EG est le recouvrement
universel de I'espace classifiant des fibrés G-principaux, usuellement noté BG
(cf. [Hus94]).

2.1.2 K K-théorie équivariante de Kasparov

Dans une série d’articles (cf. [Kas80], [Kas88|, [Kas95]), G. Kasparov a défini un
bifoncteur de la catégorie des C*-algébres, munies d’une action continue d’un groupe
localement compact, dans la catégorie des groupes abéliens, qui regroupe a la fois
la K-théorie et la K-homologie des C*-algébres. Il utilise ce “ K-bifoncteur” pour
calculer la K-théorie des C*-algebres de groupe pour des groupes de Lie connexes
moyennables ainsi que pour les sous-groupes discrets. Il I'utilise aussi pour montrer
la conjecture de Novikov sur linvariance homotopique des signatures d’ordre
supérieur pour des variétés lisses dont le groupe fondamental est un sous-groupe
discret d’un groupe de Lie connexe. Nous allons rappeler ici les définitions ainsi que
les propriétés principales de cette K K-théorie équivariante, que nous allons utiliser
dans la construction de notre morphisme tordu. On renvoie le lecteur vers [Ska91],
vers |Val02| ou vers [Hig90|, pour des expositions de cette théorie.

Si A et B sont des C*-algébres, la norme de C*-algébre sur le produit tensoriel
algébrique A ®%¢ B que l'on va toujours considérer est la minimale (cf. [Hig90,

1.1]). On note alors A® B la C*-algebre produit tensoriel par rapport & cette norme.

Produit croisés. On rappelle que si G est un groupe localement compact, une G-
C*-algébre A est une C*-algébre munie d’une action continue de G, c¢’est-a-dire qu’il
existe un homomorphisme continu o de G' dans le groupe des *-automorphismes de
A, que I'on note Aut(A), muni de la topologie de la convergence en norme point par
point. Pour simplifier les notations, si A est une G-C*-algébre, on note, pour tout
g € G et pour tout a € A,

g(a) = a(g)(a),
ou, plus simplement encore, ga := a(g)(a).
Soit G un groupe localement compact et soit A une G-C*-algébre. L’espace

vectoriel des fonctions & support compact sur G a valeurs dans A, noté C.(G, A),
est munie d’une structure d’algebre involutive : on définit la multiplication par la
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formule, pour fi, fo € C.(G,A) et g € G,

9) = / (O falt g))de

ol dg est la mesure de Haar invariante a gauche sur G, et I'involution est définie par
la formule, pour f € C.(G, A) et g € G,

F(9) =9(f(g™ ) Alg ™),
ou A est la fonction modulaire de G (c’est-a-dire que dg~! = A(g)~'dg).

Intuitivement, il est parfois utile de noter tout élément g — f(g) de C.(G, A)
par 'intégrale formelle Jo [(9)egdg, on €4 est une lettre formelle satisfaisant :

— EgCy = Eygg's

— ey = e;l = eg4-1,

— et egae; = g.a pour a € A.
Nous allons utiliser trés souvent cette notation.

De méme, pour une G-C*-algébre A, on définit

L*(G,A) = {f €C. GA|/f g)dg converge en A}.

L’espace L?(G, A) muni de la norme || f|| = || [, f( dg||A est un espace de
Banach.

Définition 2.1.5. Une représentation covariante d'une G-C*-algébre A est un
couple (m,0) de représentations de A et de G, respectivement, dans le méme es-
pace de Hilbert, que I'on note H(, ), tel que :

o(g)m(a)o(g)” = m(g.a),
ouna€ Aet geQ(.

Il est clair que toute représentation covariante (7,0) d'une G-C*-algébre induit,
par intégration, une représentation de l'algébre C.(G, A), que 'on note encore (7, o)
par abus de notation. Elle induit donc une pre-C*-norme sur cette algebre involutive.

Définition 2.1.6. (cf. [Bla98, 10.1|, [Ped79, 7.7]) Le produit croisé mazimal de A
et G, noté C*(G, A), est le complété séparé de C.(G, A) pour la norme donnée par
la formule suivante :

£ = sup [[(m, @) (Pl ey o)

(m,0)
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ou f € C.(G,A) et |’.H£(H(7r ») €5t la norme d’opérateur.

Le produit croisé réduit de A et G, noté C(G, A), est 'adhérence de I'image de
la représentation réguliere

Ao Co(G,A) — L(L*(G, A))

donnée par la formule : A a(f)(R)(t) = [t (f(s))h(s™'t)ds, pour f € Ce(G,A)
et h € L*(G, A). Intuitivement, nous notons tout élément g — h(g) de L*(G, A) par
Pintégrale formelle [, e h(g)dg, car on veut que A agisse a droite sur L?(G, A). Avec
cette notation la formule qui détermine la représentation réguliére g 4 ci-dessus
devient claire.

Remarque 2.1.7. — Si A = C, alors le produit croisé de C et G est égal a C*(G),
la C*-algébre maximale de G et le produit croisé réduit est égal a C(G), la
C*-algebre réduite de G.

— La représentation A\g 4 induit un morphisme d’algeébres de Banach

Aot CH(G, A) — C*(G, A),

que l'on note A\ 4 par abus de notation et qui prolonge I'identité sur C.(G, A).

Modules hilbertiens On rappelle maintenant la définition d’un module hilbertien.

Définition 2.1.8. Soit B une C*-algébre. Un B-module hilbertien est un B-module
a droite £ muni d'un produit scalaire

<.7.>BIEXE—>B

qui vérifie les propriétés suivantes :

. A{x, \y)p = Mz, y)p, pour tout x,y € E, A € C,

(x,yb)p = (x,y) b, pour tout =,y € E, b € B,

(y,x)p = (x,y)%, pour tout x,y € E,

(x,x)p > 0 pour tout x € F et si (x,x) =0, alors x = 0,

O W

. E est complet pour la norme ||z|| = |[(z,z)5|z (on ne considére que des
modules séparés en tant qu’espaces de Banach).

On remarque que les trois premiéres propriétés impliquent :

Az, y)p = Mz,y)p et (zb,y)p =b"(z,y)5,
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pour tout x,y € £, b € B.
De plus, si E est un B-module hilbertien, on a que

lzbll < lzflol] et [[{z, y)pll < ll=l[llyll,

pour tout x,y € E.

Exemples 2.1.9. 1. La C*-algébre B est un B-module hilbertien. Le produit
scalaire est donné par : (z,y) = z*y pour tout =,y € B.

2. Sin est un entier, B™ est un B-module hilbertien. Le produit scalaire est donné
par : ()i, (vi)) = le'fyw pour (z;)i, (y:)i € B".

3. Si X est un compact, les C(X)-modules hilbertiens s’identifient avec les
champs continus d’espaces de Hilbert au-dessus de X : a tout champ continu on
associe le module des sections continues qui s’annulent a Uinfini (cf. [DD63]).

4. Si B est une G-C*-algébre, U'espace L?(G, B) défini ci-dessus, est un B-module
hilbertien. L’action & droite de B est donné par multiplication a droite sur B
et le produit scalaire a valeurs dans B est donné par la formule

(.,)g: 3G, B) x L}(G,B) — B
(s fo) — / £1(9)" Falg)dg.
G

On donne maintenant la définition d’opérateur borné sur un module hilbertien.

Définition 2.1.10. Soit B une C*-algébre et soient £ et Fy deux B-modules hilber-
tiens. On note Lz(E4, Ey) 'ensemble des applications T : E; — FEs qui admettent un
adjoint, c’est-a-dire, les applications telles qu’il existe une application T* : Fy — E;
telle que

<T$1,$2>B = <$1,T*$2>B,

pour tout xy € Ey, x5 € Es.
Si E est un B-module hilbertien, on pose Lg(FE) := Lg(E, E).

On remarque que si T' € Lg(E1, Es) alors T' et T sont automatiquement linéaires
et B-linéaires (cf. [Bla98, 13.2]) et L5(E) muni de la norme d’opérateur est une C*-
algebre.

Définition 2.1.11. Soit £ un B-module hilbertien. Si z,y € E, on note 0, , 'opé-
rateur défini par
0,y(2) =2(y,2), pour ze€kE.
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Les éléments de la forme 6, , appartiennent & Lp(E) (05, = 0,.,) et ils sont appelés

opérateurs de rang 1.
SiT € Lp(F), alors,

T0py =01y et 0,1 = 0,71y,

de sorte que ’espace vectoriel engendré par les opérateurs de rang 1 est un idéal de
Lp(E) dont les éléments sont appelés opérateurs de rang fini sur E.

L’ensemble des opérateurs compacts de E, noté Kg(F), est alors 'adhérence pour
la norme d’opérateur de ’espace des opérateurs de rang fini.

Produits tensoriels. On peut définir deux types de produits tensoriels de modules
hilbertiens (cf. [Ska91]). Soient A et B deux C*-algébres.

Définition 2.1.12. Soient F; et EFy deux modules hilbertiens sur A et sur B res-
pectivement. On note A ®%lg B le produit tensoriel algébrique. Le A ® B-module
hilbertien E; ® Es est le complété séparé du produit tensoriel algébrique E ®félg By

pour lanorme ||z|| = ||(z, 2|2, ot {,) denote le produit scalaire donné par la formule

(11 @ 9, y1 ® y2) = (T1,11) @ (T2,Ya),

pour z1,y; € Ei, x9,y2 € FEy. On appelle cette construction produit tensoriel
externe de modules hilbertiens.

Définition 2.1.13. Soient E; un A-module hilbertien, F5 un B-module hilbertien
et m: A — Lp(Es) un x-homomorphisme. Le B-module hilbertien E; ®4 Fy est le
complété séparé du produit tensoriel algébrique E; ®(%lg E5 pour la norme ||z|| =
[{z,z)||2, ot {,) denote le produit scalaire donné par

(11 ® T2, 1 @ Y2) = (w2, T((T1, Y1))Y2)
pour x1,y; € Ey, oo,y € Ey. L’action de B est donnée par la formule :
(1 ® T2)b = 21 ® 2D,

pour tout 1 € Ey, x9 € FEy et b € B. Cette construction est appelée produit
tensoriel interne de modules hilbertiens. On remarque que dans ce cas, si a € A,
r1 € Fy et x5 € E5 alors

r1 @ m(a)ry = r10 @ 9.

Nous allons utiliser souvent cette construction.

K K-théorie équivariante de Kasparov. On suppose maintenant que G est un
groupe localement compact et A et B sont des G-C*-algébres.
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Définition 2.1.14. Un G-(A, B)-bimodule équivariant est la donnée d’un couple
(E,7) ou :
e E est un B-module hilbertien Z/2Z-gradué (ie. E = E©® @ EM) muni d’'une
action continue de GG compatible avec la graduation et telle que

— (g2, 9y)5 = 9-(x,y), Vg€ G, x,y€k,
—g.(xb) = (g9.x)(g.b), VbeE B.

Un B-module hilbertien muni d’une action continue de G vérifiant les proprié-
tés ci-dessus est appelé un G-module hilbertien sur B.
o m: A — Lp(F) est un *-homomorphisme tel que

—m(A) C Ly(E)?,
—g.(m(a)z) = mw(g.a)g.x, Vge G,a€e AxeE,

Si B est une G-C*-algébre et E est un G-module hilbertien sur B, alors G agit
sur Lp(E) (resp. sur Kg(F)) par la formule suivante

(9T)z = gTg 'z,

pour T € L5(E) (resp. T € Kp(E)), g € G et x € E. On remarque que, en général,
laction de G sur Lp(F) est continue pour la topologie forte mais elle n’est pas
continue pour la norme ; par contre, I’action de G sur Kg(FE) est toujours continue.

Définition 2.1.15. Un élément T' € Lg(F) est dit G-continu si, pour tout = € E,
I'application g — ¢.T" est continue pour la norme. En particulier, si T' € Kg(FE), ou
T € w(A), alors T est G-continu.

Exemple 2.1.16. Soit B est une G-C*-algébre et E est un G-module hilbertien sur
B. On considére I'espace C.(G, E) des fonctions a support compact sur G a valeurs
dans E muni des opérations suivantes : pour f, f1, fo € C.(G,E), b € B et g,t € G,

(fb)(g9) = f(g)-b,
g(N)(t) =g(f(g'1)),

(fi. fo) = /<f1(9)7f2(g)>3d9-
e
La complétion de C.(G, E) pour la norme | f| = ||{f, f>BH% est un G-module hil-

bertien sur B noté L*(G, E). En particulier, L?(G, B) est un G-module hilbertien
sur B.
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Nous pouvons maintenant rappeler la définition de cycle :

Définition 2.1.17 (G. Kasparov). Un cycle G-équivariant sur (A, B) est la donnée
d’un triplet (E,w,T), ou :

e (E,m) est un G-(A, B)-bimodule équivariant,

o T € L(E) est impair (ie. T € Lp(E)M) et satisfait les propriétés suivantes :

—Va€ A, w(a)(T?-1), [r(a),T] € Kp(E),
—Test G-continu et Vg e G, ¢T —T € Kp(E).

Un cycle est dégénéré si pour tout a € A, w(a)(T? —1) =0 et [r(a),T] = 0.

Pour simplifier les notations, on note (E,T) le cycle (E,m,T) quand on n’a pas
besoin de spécifier la représentation 7.

On note Eg(A, B) 'ensemble des cycles équivariants sur (A, B).

Définition 2.1.18. Supposons maintenant qu’on a une troisieme G-C*-algebre C' et
0 : B — C un *x-homomorphisme G-équivariant. Soit & = (E,T') un cycle équivariant
sur (A, B). On pose

0.(F):=E®pC

le C'-module hilbertien obtenu par produit tensoriel interne et
9*(04) = (9*(E)70*(T))7

ou 0,(T) =T ®1, avec 1 € L(C) Vopérateur identité. Cette construction définit
une application

9* : Eg(A, B) — Eg(A, C)

Pour toute algébre de Banach B, on note B0, 1] I'algébre des fonctions continues
sur [0, 1] & valeurs dans B munie de la norme du supremum. Pour tout ¢ € [0, 1], on
note oy : B[0,1] — B l'évaluation en t.

Définition 2.1.19. Deux cycles a et § dans Eg(A, B) sont homotopes s’il existe
un cycle 0 dans Eg(A, B[0,1]) tel que 0¢.(d) = a et 01..(5) = . Une homotopie est
alors un élément de Eg(A, B[0,1]).

Définition 2.1.20. On note K K;(A, B) 'ensemble des classes d’homotopie d’élé-
ments de Eg(A, B). C’est un groupe abélien pour la somme directe de cycles (ie.
si (E,m,T) et (E',7',T") sont des cycles équivariants sur A et B, alors leur somme
directe (E @ E',m @ n',T @& T") est un cycle équivariant sur A et B).

Dans le cas ou le groupe G est trivial, on le note KK (A, B).
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Fonctorialité. Avec les définitions précédentes, K Kg(A, B) définit un bifoncteur
de la catégorie des G-C*-algebres dans la catégorie des groupes abéliens. Ce foncteur
est contravariant en A et covariant en B. En effet, si a« = (E, m,T') est un cycle dans
KKg(A, B), un x-homomorphisme G-équivariant 6 : C' — A définit un cycle

0" (o) = (E,m00,T) € KKg(C, B).
Sif: B — (' est un x-homomorphisme G-équivariant, alors
O (o) == (0.(E),r®1,T®1) e KKg(A,C).

Exemples 2.1.21. 1. Si 0 : A — B est un *-homomorphisme G-équivariant,
alors on note [f] la classe du cycle (B,0,0) dans KKg(A, B) qu’il définit.
Tout *x-homomorphisme G-équivariant définit alors un cycle équivariant et on
peut alors penser les éléments de K Kg(A, B) comme étant des morphisme
G-équivariants généralisés.

2. La K-théorie est un cas particulier de la K K-théorie : pour toute C*-algébre
B

’

KK(C, B) = Ko(B).

Remarque 2.1.22. De la méme fagon que pour toute C*-algébre B on peut définir
des groupes de K-théorie d’ordre supérieur K,,(B) pour tout n > 1, pour toutes
G-C*-algebres A et B, on peut définir des groupes K K¢ (A, B) pour tout n € Z.
Soient A et B des G-C*-algébres. On pose :

KKgn(A, B) = KKg(A, BR")),

ou B(R™) désigne l'espace des fonctions continues sur R™ a valeurs dans B qui
tendent vers 0 a 'infini. Donc,

KKgo(A, B) = KKg(A,B).

Dans le cas particulier ott n = 1, on peut définir les groupes K K¢ 1(A, B) de la fagon
suivante : Eg1(A, B) est 'ensemble des cycles équivariants gradués de fagon triviale
et KKqg1(A, B) est 'ensemble des classes d’homotopie d’éléments dans E¢ 1 (A, B).

Kasparov a montré le théoréme de périodicité suivant :
Théoréme 2.1.23 (Périodicité de Bott). Soient A et B deux G-C*-algébres et

n,m >0, alors :
— sin+m est pair, KKg(AR™), B(R")) ~ KKqg(A, B),
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-si n + m est impair, KKg(AR™),B(R") =~ KKg(A BR)) =~
KKo(AR), B) ~ KKg.(A, B).

Définition 2.1.24. Soit X une espace G-propre (cf. 2.1.1) et G-compact (c’est-a-
dire que X /G est un espace compact). La K-homologie G-équivariante (d’ordre 0)
de X est, par définition,

Keo(X) == KKg(Co(X),C).
Si l'espace X n’est pas G-compact, on pose
K o(X) :=lim KKq(Co(Y), C),
ol la limite inductive est prise sur les parties Y qui sont G-invariantes, G-compacts
et fermées de X.

Le théoréme suivant décrit les propriétés les plus importantes de la K K-théorie
équivariante, dont le produit de Kasparov.

Théoréme 2.1.25 (G. Kasparov, [Kas88|). Soit G un groupe localement compact et
soient A, B, C des G-C*-algébres. 1l existe une application bilinéaire appelée produit
de Kasparov : pour i,j € Z/27,

KKG,i(Ay B) X KKGJ‘(B,C) — KKG,i+j(AaC)
(z,y) » 2 ®p Yy

qui est associative et fonctorielle.
De plus, pour toute G-C*-algébre D, il existe un homomorphisme d’extension de
scalaires :

op: KKgi(A B) — KKgi(A® D, B® D)
(E,m,T)— (FD, 71, T®1)

et deuxr homomorphismes de descente :
3¢ KKgi(A, B) — KK;(C*(G, A),C*(G, B))
§¢  KKgi(A, B) — KK;(CX(G, A),C(G, B)).
Ces morphismes sont tous fonctoriels.

Nous énumérons dans la remarque suivante, les propriétés les plus importantes
de cette théorie et que nous allons utiliser plus tard.
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Remarque 2.1.26. 1. Le produit de Kasparov induit, en particulier, une action de
la K K-théorie sur la K-théorie, c’est-a-dire un homomorphisme

KK(A, B) — Hom(K;(A), K:(B))
z— (p—p®az),

pour 7z = 0, 1.

2. De plus, on a que :
—si a: A — B est un morphisme de G-C*-algébres et y est un élément de

KK¢g;(B,C), alors
[a] ®py =a*(y) € KK¢i(A,C),

—si f: B — C est un morphisme de G-C*-algébres et x est un élément de
KKg (A, B), alors

r®p 0] = Pu(z) € KKg,i(A,C).
3. Size KKg;(A,B) ety e KKg(C,C), alors
oaly) ®ax =2z Qp 0p(y),
o,
o4: KKg(C,C) —» KKg(A,A) et op: KKg(C,C) — KKq(B, B),
sont les morphismes d’extension de scalaires. En particulier, si on prend
A = B = C, on remarque que KKg(C,C) est un anneau commutatif uni-

taire (1 = [Id¢]). Les groupes KKq;(A, B), KK;(C*(G,A),C*(G, B)) et
KK;(C:G,A),Cr G, B)) sont des modules sur cet anneau.

4. Six=(E,m,T) € Eg(A,B) et y = (E',n',T") € Eq(B,C), alors
r@py=(E@pE,r®1,H)

Pour la définition de H, on renvoie le lecteur a [Kas88| (voir aussi [Con94,
Chapter IV Appendix A]). Dans le cas simple ou l'opérateur F' (ou F”) est
trivial, 'opérateur H s’écrit facilement H = 1 ® F’ (resp. H = F ® 1).

5. On peut donner facilement la définition de la descente, par exemple dans le
cas des produits croisés maximaux, d’une fagon explicite : soit

a=(E,7m,T)ec KKg(A,B).
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On consideére 'espace C.(G, E') des fonctions a support compact sur G a valeurs
dans F, qui admet une structure de C.(G, B)-module & droite. On définit un
produit scalaire sur C.(G, E) a valeurs dans C.(G, B) par la formule suivante :

(. 5)(g) = /G s((2(s), (s~ 9)) 5)ds,

ou x,y € C.(G, E). Le complété séparé de C.(G, F) pour la norme

Izl = {2, 2)|En (6, )
est un C*(G, B)-module hilbertien noté C*(G, E). Pour a € C.(G,A), x €
C.(G,FE) et g € G, on pose

(a.2)(9) = (7(a)r)(g) = LW(G(S))S(x(S_lg))dS

et (Tx)(g) = T(x(g)). Alors, dans ce cas,
i%(a) = (C*(G, E), 7, T).

Le cas des produits croisés réduits s’écrit aussi de fagon explicite et est com-
plétement analogue.

2.1.3 K K-théorie banachique de Lafforgue

Dans [Laf02b]|, Lafforgue a défini une théorie similaire a la K K-théorie équiva-
riante de Kasparov mais pour les algebres de Banach qui a permis de pour prouver
la conjecture de Baum-Connes pour des groupes infinis discrets ayant la propriété
(T). On rappelle qu'une preuve de la conjecture, pour un groupe localement
compact G, qui utilise la méthode du “dual Dirac-Dirac” (cf. introduction), et donc
la K K-théorie de Kasparov, implique forcément l’existence d’un isomorphisme
entre la K-théorie de la C*-algébre maximale de G et la K-théorie de sa C*-algébre
réduite. De plus, elle utilise le fait que ’on puisse construire une homotopie entre
un élément, appelé élément ~ de Kasparov, et lidentité dans K Kqg(C,C), ce
qu’il n’est pas possible dés que le groupe a la propriété (T). L’idée principale
de la K K-théorie de Lafforgue, dite désormais “banachique”, est de remplacer
les représentations unitaires de G dans des espaces de Hilbert dans la définition
de KKg(C,C) par des représentations isométriques de G dans des espaces de
Banach. Dans ce cadre, il n’existe pas de difficulté analogue a la propriété (T) (cf.
[Laf02b, Introduction|). Lafforgue construit la K K-théorie banachique, a partir de
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la K K-théorie équivariante de Kasparov, en remplacant les modules hilbertiens par
des paires de modules de Banach en dualité.

Dans la suite une algébre de Banach B est un espace de Banach muni d’une
structure de C-algebre telle que |jabl|p < ||a|/s||bl|s pour a,b € B. Elle est
non-dégénérée si le sous-espace vectoriel BB est dense dans B. On va considérer
des algebres de Banach qui ne sont pas nécessairement uniféres (c’est-a-dire qu’elles
ne possédent pas nécessairement un élément unité). Si B est une algébre de Banach,
on note B I’algébre unitarisée de B, c’est-a-dire B = B ® C munie du produit
(a; A).(b, 1) = (ab+Ab+ pa, Ap) et de la norme [[(b, \)|| 5 = [|b]|p + ||, pour a,b € B

et A € C. L’élément unité de B est 15 = (0,1). On identifie alors B avec son image
dans B par I'homomorphisme b — (b, 0).

Modules de Banach. Un B-module de Banach a droite (resp. & gauche) sur une
algebre de Banach B est un espace de Banach E, avec une norme que ’on note ||.||g,
muni d’une structure de B-module & droite (reps. & gauche) telle que, pour = € F,
be B,

[zblle < [lz[|£[bll5

(reps. [|bx||z < [0l 5]lz]|&)-
Un B-module de Banach est non-dégénéré si le sous-espace vectoriel EB (resp.
BE) de E est dense dans E.

Si B et C sont deux algébres de Banach, un morphisme d’algebres 6 : B — C
est un morphisme d’algébres de Banach si ||0(D)|c < [|b|| s, ¢’est-a-dire que 1'on ne
considére que les morphismes d’algébres de Banach qui sont de norme inférieure o
égale a 1.

Soit B une algébre de Banach et soient E et F' des B-modules de Banach, a
gauche ou a droite. Un morphisme de B-modules de Banach de E dans F' est une
application linéaire continue f : £ — F qui est un morphisme de B-modules au
sens algébrique. On pose :

Iflh="" sup [lf(z)[lp.

z€E||z||g=1

Produit tensoriel projectif. Si B est une algébre de Banach, E est un B-module
de Banach a droite et F' est un B-module de Banach a gauche, on note £ ®F F
le complété séparé du produit tensoriel algébrique F ®flclg F pour la plus grande

semi-norme ||.|| telle que ||z @by —2b@y|| =0 et ||z Ry|| < ||z||£||y||F pour z € E,
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ye Fetbe B.

Fonctorialité. Soient B et C' deux algébres de Banach et soit § : B — C un
morphisme d’algébres de Banach. Etant donné F un B-module de Banach & droite
non-dégénéré, on définit un C-module de Banach & droite de la fagon suivante : on
pose

0.(E) = E®TC.

La structure de C-module sur 6, (F) est donnée par la formule
(x@d)e=z2® e,

pour z € E, c € C et ¢ € C. Ceci fait de 6,(E) un C-module de Banach a droite
non-dégénéré (cf. [Laf02b, 1.1]).

B-paires. Pour définir la K K-théorie banachique, Lafforgue introduit la notion de
paire de modules de Banach en dualité sur une algébre de Banach B, car, contrai-
rement aux espaces de Hilbert, les espaces de Banach ne sont pas autoduaux. Cette
notion est a la base de son travail.

Définition 2.1.27. Soit B une algébre de Banach. Une B-paire est la donnée d'un
couple d’espaces de Banach F = (E<,E~) ou :

— E~ est un B-module de Banach & droite non-dégénéré,

— E< est un B-module de Banach & gauche non-dégénéré,
et d'un crochet

(,):ESXxE> — B

qui est une application C-bilinéaire telle que :

1. (b€, x) = b(§, x),

2. (&, 2b) = (&, 2)b,

3. (& @) ls < M€l <]l e>,
pour tout £ € E<, x € E~ et b € B.

Si E et F' sont deux B-paires leur somme directe
E®F:=(E<®F<,E> @ F”),

est une B-paire : la norme de (z,y) € E~ & F~ est ||z] + ||ly]|, la norme de (§,7n) €
E= @ F= est [l€] + [[n]] et le crochet est ((€,n), (z,y)) = (£, ) + (n,y).

Définition 2.1.28. Soient E, F' et G des B-paires. Un morphisme de B-paires
f: E — F est un couple (f<, f~), ou :
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— f7 1 EZ — F~ est un morphisme de B-modules & droite,
— f<: F< — E< est un morphisme de B-modules & gauche,
tel que

(n, 7 (x)) = (f~(n), =),

pour tout x € E~ et pour tout n € F<.

On note L(E, F') I'espace des morphismes de B-paires de E dans F, ou Lp(F, F)
quand on veut spécifier 'algébre B sur laquelle les modules sont définis. C’est un
espace de Banach muni de la norme

A1 = max([[£=1], 1~ 1D)-

Si f = (f<, f”) est un morphisme de B-paires de F dans F' et g = (¢=,¢”) est un
morphisme de B-paires de I’ dans G, la composée de f et g est

gof=(fT0g%g of)
Elle appartient & L(F, G).

Pour £ € E< et y € F~, on note |y)(¢| € L(E,F) le morphisme de B-paires
défini par les formules

I~ B — F”

x = y(, )
[y} (€|~ F~ — BT

n = (n,y)§.

On dit qu'un élément de L (FE, F') est un opérateur de rang fini s’il s’écrit comme
combinaison linéaire de morphismes de la forme |y)(n|. On note Kg(E, F') 'adhé-
rence dans Lp(FE, F) de l'espace des opérateurs de rang fini. Un morphisme de
B-paires est dit compact s’il appartient & Kg(F, F'). On pose Lg(E) = L(E, E) et
]CB<E) = ’CB(E7 E)

Exemple 2.1.29. Si B est une C*-algébre et F est un B-module hilbertien avec
produit scalaire (.,.) : E x E'— B, alors la norme sur E définie par

1
2]z = [[{z, 2)[| 5,

fait de £ un espace de Banach. De plus, on a que ||zb||g < ||z|g||b|]|z pour tout
be Betaxe E, donc E est un B-module de Banach a droite qui est en plus non-
dégénéré.
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On note E le B-module de Banach & gauche tel qu’il existe une isométrie C-
antilinéaire * : £ — FE vérifiant

b*'x* = (zb)*

pour x € E et b € B. On pose (z*,y) = (x,y) pour z,y € E. Lafforgue a montré
que, sous ces hypothéses, (E, F) est une B-paire.

Si de plus F' est un deuxiéme B-module hilbertien et f : E — F est un morphisme
de B-modules hilbertiens, on considére f* : F' — FE l'adjoint de f et on note 7*
Iapplication (x)f*(*)~! : F — E. Alors (7*,f) est un morphisme de B-paires de
(E,E) vers (F,F) et (7*, f) est compact si f est compact (|[Laf02b, Proposition
1.1.4)).

Nous allons nous servir beaucoup de cette construction dans ce travail.

Définition 2.1.30. Soient A et B deux algébres de Banach. Un (A, B)-bimodule
de Banach est la donnée d’un couple (E,7) ou E est une B-paire et 7 est un
morphisme d’algébres de Banach de A dans Lg(F). Autrement dit, £ = (E<, E7)
est un (A, B)-bimodule de Banach si :

— E~ est muni d’une structure de A-module de Banach a gauche,

— E< est muni d’une structure de A-module de Banach & droite,

— ces structures commutent avec les structures de B-module de Banach,
— (fa,x) = (§,ax), poura € A, { € E< et x € E~.

K K-théorie banachique. Considérons maintenant un groupe localement compact
G. Dorénavant, une longueur sur G sera une fonction continue ¢ : G — [0, 4o00|
telle que £(g192) < €(g1) + ¢(g2) pour tous g1, gs € G.

Une algébre de Banach B est une G-algébre de Banach si elle est munie d’une
action par automorphismes isométriques de G.

Soient A et B deux G-algébres de Banach et ¢ une longueur sur G.

Définition 2.1.31. Un (G, ¢)-(A, B)-bimodule de Banach est la donnée d’un couple
(E,7) ou :
e F = (E<,E”) est une B-paire muni d’une action continue de G telle que :

—llgzlle> < e"9|z]|p>,

-1
—llg€lle< < eVl <,
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pour tout g € G, £ € E< et x € E~,

(zb) = (g7)(gb),
(b€) = (gb)(g€),
—g({§x)) = (9§, gx)

pour tout g € G, x € E-, (€ E< et b€ B.
Une B-paire avec ces propriétés est appelée une (G, £)-B-paire.

-9
-9

e 7: A — Lp(F) est un morphisme d’algébres de Banach G-équivariant.
Si E et F sont des (G,{)-B-paires, T' € L(E, F) et g € G, on note
9(T) = (gT=g~",gT7g™") € L(E, F).

De méme que pour les bimodules hilbertiens, si la B-paire E est Z/27Z-graduée
(ie. E< et E~ sont des espaces de Banach Z/2Z-gradués), on demande en plus que
I’action continue de G sur E préserve la graduation.

Nous pouvons maintenant donner la définition de cycle banachique équivariant.

Définition 2.1.32 (V. Lafforgue). Un cycle banachique (G,{)-équivariant sur
(A, B) est la donnée d’un triplet (F,m,T) ou :

o (E,m) est un (G,{)-(A, B)-bimodule de Banach Z/2Z-gradué,

e T'c Lp(FE) est impair et satisfait les propriétés suivantes :

— Vae A, 7(a)(Idg —T?), [n(a),T] € Kp(E),
— Tlapplication g — m(a)(T — g(T')) est continue de G dans Kg(FE).
De méme que dans le cas des cycles hilbertiens 2.1.17, on note (F,T) le cycle
banachique (F,7,T) & moins que l'on ait besoin de spécifier la représentation 7.

On note Eg??(A,B) I’ensemble des classes d’isomorphisme de cycles banachiques
G-équivariants, et par rapport a la longueur ¢, sur (A, B).

Définition 2.1.33. Supposons maintenant qu’on a une troisiéme G-algébre de Ba-
nach C' et un morphisme d’algébres de Banach 6 : B — (' qui est G-équivariant.
Soit £ = (E<, E~) une B-paire. On pose

0(E). == (0.(E%),0.(E7)) = (C &% E<, E” &% O).

Alors 0,(FE) est une C-paire appelée image directe de E par le morphisme 6 :
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— le crochet est défini par la formule
(c®fzed)=ci(( ) €,

pour ¢,¢ € C, z € E> et £ € E<.

Si ' = (F'<,F~) est une autre B-paire et f = (f<, f~) est un morphisme de B-
paires de E dans F, alors

0.(f) =1 [~ frel)

est un morphisme de C-paires de 6, (F) dans 0, (F') et si f est un morphisme compact,
alors 0, (f) est compact.

Dans ce cas, si (E,n,T) est un cycle banachique équivariant sur (A, B) alors, pour
tout a € A, comme 7(a) appartient & Lp(E), 0.(m(a)) appartient & Lo (E) et donc
(0.(E),0,0m,0.(T)) est un cycle banachique équivariant sur (A, C'). Ceci définit une
application

0, : Eg*??(A, B) — EB?E(A,C).

Définition 2.1.34. Deux cycles «, 3 € Eg??(A, B) sont homotopes s’il existe un

cycle § € Eg} (A, B[0,1]) tel que 00,.(d) = a et 01.(0) = 3, o, comme dans la cas
hilbertien, on note o; : B[0, 1] — B I’évaluation en ¢ € [0, 1].

Dans [Laf02b], Lafforgue donne la définition de la K K-théorie banachique sui-
vante :

Définition 2.1.35. On note KK (A, B) 'ensemble des classes d’homotopie d’élé-
ments de Egﬁ?(A, B). C’est un groupe abélien pour la somme directe de cycles définie
de facon évidente. Si (E,T) est un cycle dans E¢* (A, B), on note [(E, T)] sa classe
dans KKg‘??(A, B). Dans le cas ot £ = 0, on omet ¢ dans la notation, dans le cas ou

G est trivial, on le note K K**(A, B).

Fonctorialité. Avec les définitions précédentes, il est clair que K K, gf‘él(A, B) définit
un bifoncteur de la catégorie des G-algeébres de Banach dans la catégorie des groupes
abéliens qui est contrevariant en A et covariant en B. En effet, si a = [(E,7,T)]
est un cycle dans K Kgf‘;(A, B), un morphisme de G-algébres de Banach 6 : C' — A
définit un élément

0" (a) = [(E,m00,T)] € KKZ4(C, B).
Si @ : B — C est un morphisme de G-algeébres de Banach, alors

0.(a) == [(0.(E), 0. o 7,0,(T))] € KK.(A,C).
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Exemples 2.1.36. 1. Si § : A — B est un morphisme G-équivariant de G-
algebres de Banach, on note [0] 'élément de K K" (A, B) défini par (B, 6,0),
ot B muni du crochet (b,t') = bb' est une B-paire qui définit un G-(A, B)-
bimodule de fagon évidente et que 'on considére graduée de fagon triviale.
2. Pour toute algébre de Banach non-dégénérée, Lafforgue a démontré I'existence
d’un isomorphisme

¢: Ko(B) - KK™(C, B),
fonctoriel en B tel que, dans le cas ot B est unifére et p est un idempotent de

My, (B), alors ((p) = ((B"p,pB"),0).

L’existence d’une structure multiplicative dans KK qui ressemble, par
exemple, a celle donnée par le produit de Kasparov dans le cas hilbertien, reste un
probléme ouvert. Cependant, Lafforgue a montré que K K agit sur la K-théorie :

Théoréme 2.1.37 (V. Lafforgue, [Laf02b]). I existe un unique homomorphisme
¥ KK™ (A, B) — Hom(K;(A), K;(B)),

pour i = 0,1, qui est fonctoriel en A et en B et qui est l'inverse du morphisme (
(cf. exzemple 2.1.36) dans le cas ou A = C.

De plus, pour toute G-algébre de Banach D, il existe un morphisme d’extension de
scalaires :

op™ : KKEP (A, B) —» KK (A®™ D, B®™ D)
(E,T)— (EQ" D, T®"1).

Compatibilité avec la K K-théorie de Kasparov. Si A et B sont des G-C*-
algébres et E est un G-(A, B)-bimodule de Kasparov, soit E le B-module de Banach
a gauche non-dégénéré déterminé par F (cf. example 2.1.29). Alors G agit de fagon
continue sur E et ||gz||g < ||z||g pour tout g € G et pour tout x € E. D’aprés
[Laf02b, proposition 1.14], le couple (E, E) est alors une G-B-paire et I'action G-
équivariante de A sur E fait de (E, E) un G-(A, B)-bimodule de Banach. Pour toute
longueur ¢ sur GG, on note ¢ 'application

v KKg(A, B) — KK& (A, B),
déterminée par I'application

Eg(A, B) — E%%(A, B)
(E,T)— ((E,E),(T",T)).
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On a alors que la K K-théorie banachique est compatible a la K K-théorie de Kas-
parov. En effet, Lafforgue démontre, par exemple, que K K™ et la K K-théorie de
Kasparov agissent de la méme fagon sur la K-théorie, c’est-a-dire que, pour tout
a € KK(A, B) et pour tout p € K;(A),

p@ac et L((a))(p)
sont égaux dans K;(B).

Morphisme de descente. Lafforgue construit aussi une variante “banachique” du
morphisme de descente. On rappelle que le morphisme de descente permet de pas-
ser de la K K-théorie équivariante a la K K-théorie, non-équivariante, des produits
croisés. On doit alors, tout d’abord, définir une variante des produits croisés dans
le cadre des algébres de Banach qui, pour un groupe localement compact G et une
G-algebre de Banach A, généralise 'algebre L!'(G, A) des fonctions intégrables sur G
a valeurs dans A. Lafforgue introduit alors la notion de complétion inconditionnelle :

Définition 2.1.38. Une complétion de C.(G) est une complétion inconditionnelle
si c’est la complétion pour une norme ||.|| telle que, pour tout fi, fo € C.(G),

|f1(9) < [fe(9)l, Vg€ G implique que |[[fi]l < |[fll-
Une norme vérifiant cette propriété est appelée norme inconditionnelle.

Exemples 2.1.39. 1. L’algebre L'(G) est une complétion inconditionnelle de
C.(G).
2. On rappelle qu'un groupe discret I' a la propriété (RD), introduite par P.
Jolissaint dans [Jol90|, par rapport a la longueur /¢, s’il existe des constantes
C, s € RT telles que, pour tout f € C.(T"), on a

Ar(Allewy < Cllflles,
olt Ar est la représentation régulieére de I' dans 1?(T") et, pour f € C.(T),

1 lles = QO LFOP A+ €01))>)?,

définit une norme [? pondérée sur I'.
Si I" a la propriété (RD) alors, pour un s assez grand,

Hy (L) :={f: T = C[[[flles < o0}

est une algébre de Banach pour la convolution de fonctions et c’est une
complétion inconditionnelle de C.(T").
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3. Soit G un groupe de Lie semi-simple réel. On note S;(G) le complété-séparé
de C.(G) pour la norme

1/ llss) = sup f(9)|®(g) " (1 +log lg)*,

ot ® est une fonction d’Harish-Chandra sur G, ||.|| est une norme matricielle
sur G, s € Rt et f € C.(G). Alors, pour un s assez grand, S;(G) est
une algébre de Banach pour la convolution et c’est aussi une complétion

inconditionnelle de C.(G) (cf. [Laf02b, Chapitre 4]).

4. La C*-algébre réduite d'un groupe localement compact GG n’est pas en général
un complétion inconditionnelle de C.(G).

La définition suivante permet de construire des variantes banachiques des pro-
duits croisés, définis dans la définition 2.1.6 dans le cas hilbertien, relatifs a toute
norme inconditionnelle.

Définition 2.1.40. Soit B(G) une complétion inconditionnelle de C.(G) et soit A
une G-algébre de Banach. Pour toute longueur ¢ sur GG, on note B,(G, A) le complété-
séparé de C.(G, A) par rapport a la norme :

£ lBuc.a) = llg = "N £(9)l|allsc)-
Si ¢ =0, on note B(G, A).
Lafforgue démontre alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.41 (V. Lafforgue, [Laf02b]). Pour toute complétion inconditionnelle
B(G) et pour toutes G-algébres de Banach A et B, il existe un homomorphisme de
descente

jg : KK (A, B) — KK"(By(G, A), B(G, B))
fonctoriel en A et en B, compatible aux images directes et a [’homotopie.

Remarque 2.1.42. Lafforgue démontre aussi que le morphisme de descente bana-
chique est compatible avec le produit de Kasparov et avec I'action de K K" sur la
K-théorie. L’énoncé est le suivant :

Soit B(G) une complétion inconditionnelle. Si A, B et C' sont des G-C*-algébres et
a€ KKg(A,B) et € KKg(B,C), alors,

Y(jsla ®@p B)) = £(js(9)) o X(js(@)),
dans Hom (K (B(G, A)), K(B(G, 0)).
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2.2 Morphisme de Baum-Connes tordu

Nous sommes maintenant préts pour définir le morphisme de Baum-Connes tordu
par une représentation non-unitaire.

2.2.1 Produits Croisés tordus

Soit GG un groupe localement compact et soit dg une mesure de Haar a gauche sur
G. Etant donnée une G-C*-algébre A, on rappelle que I'on note C.(G, A) l'espace
vectoriel des fonctions continues a support compact sur G a valeurs dans A, muni
de la structure d’algebre donnée par la convolution de fonctions :

(fix f2)(g) = /Gf1(gl)gl(f2(gflg))dgl,

pour fi, fo € C.(G, A). On représente tout élément g — a(g) de C.(G, A) par 'in-
tégrale formelle [ o a(g)eqdy, ol e, est une lettre formelle qui satisfait les propriétés
données dans la section 2.1.2. Etant donnée une représentation de dimension finie
(p, V) de G, on considére I'application suivante :

C.(G, A) — C.(G, A) ® End(V)
/wmwwwjﬁ@%®mw@.
G G

Définition 2.2.1. Le produit croisé (resp. produit croisé réduit) de A et G' tordu

par la représentation p, noté A x* G (resp. A %2 ), est le complété (séparé) de
C.(G, A) pour la norme :

wéwm%@mwa—wéam%®mm@|

(resp. ||.|lcx(aa)zEna(vy) ot C*(G, A) ® End(V) (resp.C (G, A) @ End(V)) est le
produit tensoriel minimal de C*-algébres.

C*(G,A)®End(V)>

Remarque 2.2.2. 1. Si p est une représentation unitaire, alors
AxPG=C"(G,A) et AXPGE=CIHG,A).
2. Si A=C, alors
AP(G):=Cx*G et A2(G):=Cx!G,
(cf. Chapitre 1).
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3. Soit C*(G, A) ® V' le module hilbertien construit par produit tensoriel hilber-
tien externe sur C*(G, A) ® C = C*(G, A). L’application

eg— (h®@v— ey h @ p(g)v),
pour g € G, h € C.(G, A) et v € V, induit un morphisme d’algébres de Banach
AP G — Lovean(C*(G,A)QV).
La méme application induit aussi un morphisme d’algébres de Banach
AXPG = Loy, (CH(G, A) @ V),

ou CHG,A) @V est le C(G, A)-module hilbertien construit par produit ten-
soriel externe.

Définition 2.2.3. Soient B et C' deux G-C*-algebres p une représentation de di-
mension finie de G et 6 : B — C' un morphisme G-équivariant de C*-algebres. On
note 6 1’application linéaire continue de C,(G, B) dans C.(G, C) telle que pour tout
f € C.G,B), 3

0(f)(9) = 0(f(9))-

Le lemme suivant dit que cette construction est fonctorielle.

Lemme 2.2.4. L’application 8 se prolonge en un morphisme d’algébres de Banach

03P G:BxPG— CxPG (resp. 0 XP G : Bxl G — C x2G).

Démonstration. En effet,

C*(G,C)QEnd(V')

16 % Y Pllowe = | /G 0(/(9))es ® plg)do]

< |I(C*(G.0) © 1dy) / F(9)es @ plg)dg]
< ||C*(G, 0) ® Idy || tom(c* (G, B)oEnd(V),c*(G,C)2End (V) || [ || By

ou C*(G,0) : C*(G,B) — C*(G,C) est le morphisme induit par 6. Autrement dit,
on a un diagramme commutatif

C*(G,C)QEnd(V)

C.(G,B) —= B x# G —= C*(G, B) ® End(V)
J{é iC*(G,G)@IdV

Cu(G,C) —=C %P G —= C*(G,C) ® End(V).

Il en est de méme dans le cas du produit croisé tordu réduit. O
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Soit EG T'espace classifiant de G pour les actions propres (cf. 2.1.3). Pour toute
G-C*-algebre A, on note K*P(G, A) la K-homologie G-équivariante de EG a valeurs
dans A introduite dans [BCH94|, c’est-a-dire :

K (G, A) = lim K Kg(Co(X), A),

ol la limite inductive est prise parmi les G-sous-espace propres X, fermés de EG et
tels que X /G soit compact.

Le but de cette section est de construire, pour tout groupe localement compact G,
pour toute représentation p de dimension finie de G et pour toute G-C*-algébre A,
deux morphismes de groupes :

,u’;‘ : K"P(G,A) — K(A X" G) et ,uﬁr : K*(G, A) — K(A x* G).

2.2.2 Fléche de descente tordue

Soit G un groupe localement compact et soit (p, V') une représentation de di-
mension finie de G. Pour toutes G-C*-algébres A et B, on veut définir des variantes
des morphismes de descente définis et notés j¢ et j¢ par Kasparov dans [Kas88,
Theorem 3.11| (cf. 2.1.25) :

jp: KKq(A, B) — KK™ (A x" G, B x" Q)
Jpr KKG(A,B) — KK" (A x2 G, B x? Q).

On remarque que, comme A x” G et B x” G sont des algébres de Banach, ces
morphismes ont nécessairement une image dans K KP* et non pas dans la KK-
théorie de Kasparov. La construction est analogue a la construction de la descente
banachique dans le cas des complétions inconditionnelles introduites dans [Laf02b,
Section 1.5].

Soient A et B deux G-C* algebres et soit E un G-(A, B)-bimodule de Kasparov.
On rappelle que 'on note E le G-B-module de Banach a gauche non-dégénéré déter-
miné par F (cf. exemple 2.1.29 et |Laf02b, Section 1.1]) tel qu’il existe une isométrie
C-antilinéaire * : E — E vérifiant b*z* = (xb)* pour x € E et b € B. On définit
alors un crochet (.,.) : E x E — B que I'on note (.,.) par abus de notation, par :
(x*,y) = (z,y), pour z,y € E, de sorte que (E, E) soit un G' — (A, B)-bimodule de
Banach. Si T € Lz(E) application T~ = (%)T*(x)~! définit un élément de Lz(E).
On rappelle que pour toute longueur ¢ sur le groupe GG, on note ¢ 'application :

v KKg(A, B) — KKg}(A, B),
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déterminée par I'application :

Eq(A, B) — Eg}(A, B)
(E,7)~ ((E,B),(T",T)).

Si B est une algébre de Banach, F est un B-module de Banach a droite et F' est
une B-module de Banach a gauche, on rappelle que l'on note £ ®% F' le produit
tensoriel projectif (cf. 2.1).

On considére I'espace vectoriel C.(G, E) (resp. C.(G, E)) des fonctions continues
a support compact sur G a valeurs dans E (resp. a valeurs dans E) et on note
z € C.(G,E) sous la forme x = [, z(g)eydg (resp. £ € Cc(G, E) sous la forme

£ = Jgeq€(9)dyg).

Soient C*(G,E) et CH(G,FE) les complétés de C.(G, E) définis comme dans
[Kas88, Definition 3.8 (cf. remarque 2.1.26 point 5). On considére alors le mo-
dule hilbertien C*(G, F) ® End(V) défini sur le produit tensoriel de C*-algébres
C*(G, B) @ End(V) et construit par produit tensoriel externe (cf. définition 2.1.12).
De méme, soit C(G, E) ® End(V) le (C}(G, B) ® End(V'))-module hilbertien.

Définition 2.2.5. On note E'x”G (resp. Ex2G) adhérence de I'image de C.(G, E)
dans C*(G, E) ® End(V) (resp. C}(G, E) ® End(V)) par 'application suivante :

C.(G, E) — C.(G, E) ® End(V)
| 2@esdsr [ stg)e,® plo)dg
G G

De méme, on note £ x* G (resp. E x? G) 'adhérence de I'image de C.(G, E) dans

C*(G,E) @ End(V) (resp. C(G, E) ® End(V)) par I'application :
C.(G,E) — C.(G,E) @ End(V)
[ etods — [ eiito) @ plo)ds
G ¢

On veut définir une structure de B x” G-paire (resp. B x? G-paire) sur le couple
(E x” G, E x* G) (resp. (E x? G, E x* G)) que I'on note E x* G (resp. E x? G)
par abus de notation. On donne alors la définition suivante, qui est complétement
analogue a la définition [Laf02b, Définition 1.5.3] :

Définition 2.2.6. Soient z = [, x(g)e,dg dans C.(G,E), £ = [, e,&(g)dg dans
C.(G,E) et b= [,b(g)eydg dans C.(G, B).
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On pose

xb—// b(t'g))dte,dg
be = /G e, /G g~ (b()E( g)dtdg
€= [ [ (0.0l o) dteydg

Ceci définit une structure de B x” G-paire (resp. B %/ G-paire) sur (Ex*G, ExQG)
(resp. (E %2 G, E x* G)).

Maintenant, comme on a supposé de plus que E est muni d’une structure de
A-B-bimodule hilbertien, pour A une G-C*-algébre, on va montrer la proposition
suivante :

Proposition 2.2.7. La paire EX?G (resp. EXPG) est un (AxPG, Bx*G)-bimodule
(resp. (A xP G, B x* G)-bimodule) de Banach.

Démonstration. Soit a = [,a(g9)e,dg € C.(G,A). L'algebre C.(G,A) agit sur
C.(G, E) de la fagon suivante :

ax_// x(t™'g))dteydy,
ca= |« /G (7 9)" (€()alt " g))dtdy.

On doit montrer que, avec ces formules, £ x” G est un A x” G-module de Banach a
gauche, F x”G un A x” G-module de Banach a droite, que ces structures commutent
avec les structures de B x” G-modules qui découlent de la définition précédente et
que, pour tout élément a de A x” G,

(€a, ) = (&, ax),

pour tout £ € E x” G et pour tout € E x* G. Mais ceci découle immédiatement
du fait AxPG Ex'G
WRLAC VU B e g Bxr G
C*(G,A) C*G,FE)

C*(G,E) C*(G,B)

) est un sous-espace de

) ® End(V)

et que l'inclusion est une isométrie.
Le méme raisonnement montre 1’énoncé pour les produits croisés réduits.
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Considérons maintenant un élément de Eg(A, B) que 'on note (E,T).
Soit T xP G : E x? G — E x* G (resp. T X2 G : E x? G — E x* G) le morphisme
de B x” G-paires (resp. B x? G-paires) défini sur x € C,(G, E) et sur £ € C.(G, E)
de la facon suivante :

(T x* G)>z(g) = T~ (x(g)),
(T %" G)~E(g) = T=(&(9)),

(resp. T' %2 G). Alors,
IT %* Glleexea) < 1T ),

(de méme pour le produit croisé réduit). Ces opérateurs sont analogues aux opéra-
teurs A(G,T) et T définis dans |Laf02b, Définition 1.5.3] et [Kas88, Theorem 3.11]
respectivement.

Lemme 2.2.8. L’élément (E x? G,T x* G) (resp. (E %2 G,T x* G)) ainsi défini
appartient o EP(A x? G, B x* G) (resp. EP™(A x? G, B x* Q)).

Démonstration. On va montrer le lemme dans le cas du produit croisé maximal, le
cas réduit étant complétement analogue.

On doit montrer que, pour tout élément a € C.(G,A) et pour tout g € G, les
opérateurs [a, T x* G], a(1— (T x?G)?) et a(g(T x”G) —T x”G) sont des opérateurs
compacts de E x? G.

On remarque d’abord que 'opérateur |y)(n| € Kpwa(E x” G), pour n € C.(G, E)
et y € C.(G, E), agit sur z € C.(G, E) et £ € C.(G, E) par les formules suivantes :

) / K7 (s(x(s~g)))ds,
)l <><>—/G< 0) " (K, (€(5))ds,

o Ky = [, |y(s))(g9(n(s~'g))|ds, pour tout g € G, appartient & Kp(E).

Définition 2.2.9. Etant donné un élément S = (S,),cc € C.(G, Kp(E)), ot E est
vu comme la B-paire (E, E), on définit un opérateur S dans Lpywq(E x° G) de la

maniére suivante :
— [ S2(s(ats g))as.
G

5<(6)(g) = /G (s719) (S5, (E(5)))ds,
pour 7 € C,(G, E) et £ € C.(G, E).
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Proposition 2.2.10. L’application qui ¢ un élément S dans C.(G,Kg(FE)) associe

Vélément S dans Lpwec(E %P G) défini ci-dessus, induit un morphisme d’algébres
de Banach de K(E) x? G dans K(E x* G).

Nous allons démontrer cette proposition plus tard. Remarquons d’abord qu’on a
le lemme suivant

Lemme 2.2.11. Pour tout a € C.(G, A) et pour tout g € G, posons :
S1= (£ a(t)((T) ~ T) + [o(2), 7)),
Sy = (t— a(t)t(l —T?)),
et S3=(t— a(t)t((¢T)—T)),
de sorte que S; € C.(G,K(E)) pouri=1,..,3. Alors,
[0, T x* G] = S,
a(l1 = (T x” G)?) = S,
a(g(T x* G) — T x* G) = S,

ou, pouri=1,..,3, .SA’,J est I’élément de Lpywec(E % G) donné a partir de S; par la
définition 2.2.9.

Démonstration. Soit a € Co(G,A). Pour z = [,x(g)e,dg € Co(G, E), calculons
la, T x* G)” (z) :

0.7 G (@) = [ ([ a0 (et g))dt)eyds
T 6y (o [ el o)),

donc, pour tout g € G,

[0, T x* G)” (z)(g) = / at)(T7 (x(t™"g))) — T~ (a(t)t(x(t"g)))dt,

- /G (a(t)(H(T) — TV + [alt). T)”) (t(x(t"g))dt.
De méme, pour £ = [, e,&(g)dg € Co(G,E), on a :
0. 7 GI<(€) = (T %* G)* <5>> (T %* G)(€a)),

/ / =) HT(8(t)alt™"g))dtdg

—(T %" G)= /eg/t g) (€ a(tg))dtdg),
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donc, pour tout g € G,

0T 5 G0 = [ (719) (T(s(0)at g
- [ 7<( ) st0at )
= [t (T(e@)ate9) = T=(e(0)a(t "))
~(T )T (E(B)alt™9)) + T<(E(alt™g)) ) dt
= [ 719" (latt 9. 1700,
G
+ (ot g) (¢ )T = 1)) €(1) ) d.

Dong, si pour tout ¢t € GG on pose

de sorte que Sy définisse un élément de C.(G, K(E)), alors [a, T x# G] = 5.
Calculons maintenant a(1 — T x* G*)>. Soit x € C.(G,E), on a :
(a(l1 =T x* GQ))>($) =ar — a(T x* G*)a,
donc, pour tout g € G,
(a1 = T % G?))” ()(9).
a(E)(a(tg))dt — / a(OH(T>> (" g)) dt,

G

=

at)t((1 —=T>7)z(t " g))dt,

I
S—a—a—

a(t)t(l — T*>)tx(t 1 g)dt.

De méme, pour ¢ € C.(G, E),

(a(l =T " G*))=(€) = €a — (T = G*%)(a),
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d’ou, pour tout g € G, on a :

(@1 = T 5* G)(€)(g) = €alg) — T (€alg)),
= [t e0ale ) = T () ale )

G
= [t (stateo) - (T (cate o))t
= [ (i T2<)(f(t)a(flg))>dt,
NG

Si, pour tout t € GG, on pose

at™g)(tg)( T2)<(§(t))>dt.

Sy(t) := a(t)t(1 —T?),
alors Sy € Co(G,K(E)) et a(1 — T x? G?) = S,.

Prenons maintenant g € G. De la méme fagon, on calcule a(g(7' x? G) —T x*G).
Par exemple, pour z € C.(G, E),

a(g(T x? G)—=T x* G)” z(s),
= [ attHa(T)ale5) = aT (el ),
_ /G a(OE((gT™) = T (t(x(ts)))dt,

et si on pose :
Ss(t) = a(t)t((¢T) = T),
alors S5 € C.(G,K(E)) et a(g(T x* G) — T x* G) = Ss. O
Nous allons maintenant montrer la proposition 2.2.10 qui, grace au lemme 2.2.11,

implique le lemme 2.2.8. La démonstration repose sur le lemme suivant analogue au
lemme 1.5.6 de [Laf02b] :

Lemme 2.2.12. Soit S = (Sy),ec € C.(G,K(E)), ot E est vu comme B-paire. Soit
S € Lpwa(E %P Q) Uopérateur défini comme dans la définition 2.2.9. Alors,

1SN 2rciec) S/G||Sg||z<<E>||p(g)||End(v>dg, (2.2.1)
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et S est un opérateur compact. Plus précisément, pour tout € > 0, il existe un n € N,
et pouri = 1,....,n il existe des éléments y; € C.(G, E), & € C.(G, E) tels que, si on
pose pour tout g € G,

Ko = [ Sl ot )

alors :
- K= (KQ)QGG € OC(G7’C(E)>7

— st on consideére y; et & comme des éléments de EXPG et ExPG respectivement,
n

ona K =3 ly)(&l,
=1
— et
/G 159 = Kgllcello(9)][enavydg < e. (2.2.2)

Démonstration. Montrons d’abord que linégalité (2.2.1) est vraie. Pour ceci, on
K(E) E

£ B > . Le produit croisé tordu par p de G

considére 1’algébre suivante :

avec cette algebre vérifie ’égalité :

(IC(E) E)NpG:(IC(E)NPG E>4'°G>'

E B ExPG BxG

Ceci implique que K(E) x” G est une sous-algébre de L(E x* G). Plus précisé-
ment, d’aprés [Kas88, Theorem 3.7| on a que le produit tensoriel de C*-algébres
C*(G,K(F)) ® End(V) est une sous-algebre du produit tensoriel K(C*(G, E)) ®
End(V), et donc elle agit sur le module hilbertien C*(G, F) ® End(V'). D’autre part,
par définition IC(E) x* G est une sous-algebre fermée de C*(G,K(E)) ® End(V)
(pour la norme de produit tensoriel de C*-algebres ||.||c+(c x(p)Endv)) €t E x* G
est un sous-module fermé de C*(G, E)®@End(V') par construction. Ceci implique que
IKC(E) x* G agit aussi sur E x” G et ¢’est donc une sous-algebre fermée de L(E x*G),
d’ou I'égalité :

151l cezxeay = ISk xea-
De plus,

ISl =1 | Syes ® plo)dgllc-cmpeman

G

< ||/ Sgeq @ p(9)dg| L1 (G xc(B)2ERA(V))
e

S/H%@wwmummmwﬂg
G
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Donc,
IShecewa < | 15y lce (o) lsnacr s
d’on l'inégalité (2.2.1).

Montrons maintenant que S est compact. En utilisant des partitions de 'unité,
on voit facilement qu’il suffit de montrer le résultat pour les éléments S dans
Ce(G,K(E)) de la forme S, = f(g)|y)(§], pour g € G, avec f € C.(G), y € E
et £ € L.

Soit. f une fonction & support compact sur G. Soit € > 0. Il existe une fonction

positive y € C.(G) a support compact contenu dans un voisinage de l'identité 1 de
G, telle que fG x = 1, et telle que les conditions suivantes soient vérifices !

[156) = x f Ioa)mcrdalllslele < 5 e

| / (07 9) 1€ = t€lLodt) (9 lemacdgllle < 5.
G G

Prenons n = 1 et pour tout g € G, posons
yi(9) = x(9)y et &lg) = flg)g (),

de sorte que K, = [, |x(t)y)(f(t'g)t(£)|dt définisse un opérateur K de K(E x*G).
On a alors,

1S, — K, i) = Hf(g)‘yxg‘_/GX(t)f(t19)‘y><tf|dtHK(E)>
< | £@lw)e] —/GX“V“_IQ)}”@‘%HK( )
o [xose ol [ xose o],
<[ t6) = x s el + [ | IOrC arm)e el
< |£(9) = x* £@)| wll 1€l + /G XOFE )| [yl 1§ = 2]t

'Pour que ces conditions soient vérifiées il suffit que le support de x soit assez proche de 1.
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On a alors les inégalités suivantes
15 = Kllzpxee) < /G 155 = Kgllxe) |l p(9) [Enacv)dy,

< [ (1@ = 1@ ol el
+ [ @ 9) ol [ = t€] 5t 1p(0)enardg
G

< €.

D’ou l'inégalité 2.2.2.
O

En appliquant le lemme 2.2.12 & S;, S5 et S3 on termine la démonstration du
fait que (E x? G, T x? G) est un élément de E**(A x* G, B x* G). O

Définition 2.2.13. Pour toutes G-C*-algébres A et B et pour toute représentation
de dimension finie p de G, on définit un morphisme de groupes de KK (A, B) dans
KKP(Ax? G, Bx?Qq) (resp. KKP™(Ax?G, B x?G)) que 'on note j, (resp. j,)
par la formule suivante : pour [E,T] € KKg(A, B), on pose

(B, T) = [E %" G.Tx"G] et j,.([ET)) =[Ex?GT x*G

On appelle ce morphisme morphisme de descente tordu (resp. morphisme de descente
tordu réduit).

2.2.3 Fonctorialité

La proposition suivante montre la fonctorialité des morphismes de descente tor-
dus.

Proposition 2.2.14. Les applications
jp: KKq(A, B) — KK™ (A %" G, B x* G),
Jpr KKG(A, B) — KK" (A %" G, B x* G),

définies dans la définition 2.2.13 sont des morphismes fonctoriels en A et en B. De
plus, ils sont tels que si A = B alors j,(14) = lawea €t Jor(14) = Lasec.

Démonstration. On voit facilement que j,(14) = laxee. Montrons maintenant que
Jp est fonctoriel. La démonstration pour j,, est completement analogue.
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Soit #; un morphisme de G-C*-algébres de A; dans A. Notons #; x” G le morphisme
d’algébres de Banach de A; x” G dans A x? G qu’il définit. Il est facile de voir que
pour tout o € K Kg(A, B) on a,

Jo0i(a)) = (61 x" G)"(j,(e)),

ce qui donne la fonctorialité en A.
Soit maintenant # : B — C un morphisme de G-C*-algébres. On va montrer que
pour tout a € KKg(A, B),

Jp(0:(a)) = (0 27 G).(4p(a)),

dans KKP™ (A x* G,C x* G).
Soit (E,T) un représentant de o dans Eg(A, B). Par définition,

(0 %% G).(jo(E))” = Ex* G & C %P G,

(02" G)(Jp(E)= = C xr G @~ E 4” G,

ol ®™ est le produit tensoriel projectif, et,
Jo(0:(E))” = (E®p C) %" G
Jo(0.(E))" = (E®p C) x" G,

ol ® est le produit tensoriel hilbertien interne.
On note

(6 %7 G).(jp(E)) := (0 % G).(Jo(E))” et jp(6:(E)) := ju(0.(E))”,
(0 %” G).(jp(B)) = (0 %" G)<(j,(E)= et jp(0.(E)) = jp(0.(E))%,

pour simplifier les notations.
D’aprés [Kas88, Lemma 3.10], 'application

7:C.(G,E)® Cu(G,C) — C.(G,E® C)

R /Gx(s) ® sc(s~'g)ds),

définit un isomorphisme de C*(C, G)-modules hilbertiens

C*(G, E) Qc*(G,B) C*(G, C) — C*(G,E KB C)
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On a alors,

I7(z ® ) l(epcywea = [|7(x @ )||lcx(6,pep0)eER(V)
< ||z|

C*(G,E)®QEnd(V) ||C’ C*(G,C)QEnd(V)

ce qui implique que [|7(z ® ¢)||(Eazo)we < |2 ® c||(ENPG®%/ R

xPG
L’application 7 définit alors un morphisme de C' x” G-modules de Banach a droite

de norme inférieure ou égale a 1 :

T (E %P Q)@ (C xr Q) — (E®g C) x* G,

™
BxrPG

que I'on note encore 7 par abus de notation. On note 7 ’analogue de 7 pour E.
On va alors construire I’homotopie cherchée a ’aide de cones de la maniére suivante
(cf. [Par06, Section 1.9].

Soit

Exg G ={(h,x) € j,(6.(E))[0,1] x (6 x* G).(j,(E))|n(0) = 7(x)}
muni de la norme ||(h, z)|| = max (til[épl] A ()], l|lz]]), le cone associé a 7.
De méme, on définit ’

E G = {(h,z) € j,(0.(E))[0,1] x (6 x* G).(j,(E))|n(0) = 7()},

qui est le cone associé a 7.
Alors le couple

(E x}) G, E %) Q)
définit un (A x? G, (C x* G)[0, 1])-bimodule de Banach que 'on note E xj G par
abus de notation.

D’autre part, on définit un opérateur T' x4 G € L(E x4 G) de la fagon suivante :
(T x G)”(h,e®c) = (t — (0.(T) x* G)”h(t), (8 x* G).(T x* G)”(z))
= ((9.1) = 0.2 (BB (@), (9 = T (elg))) @ c).

pour (h,e®c) € E x4 G, et on définit (T' x4 G)< de fagon analogue.

Remarque 2.2.15. L'opérateur (T xj G) ainsi défini est le “cone” du couple d’opéra-
teurs ((8 x” G).(T x* G),0.(T) x? G), noté

Z<(9 2P Q) (T %* G),0,(T) »* G)

et défini dans |Par06, Definition 1.9.14].
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Lemme 2.2.16. L’élément (Ex4G,Tx})G) appartient a EP*(Ax?G, (Cx*G)[0,1])
et il réalise une homotopie entre j,(0.(a)) et (0 x* G).(jy(c)).

Démonstration. On doit d’abord montrer que pour tout a € A x” G et pour tout
g € G, les opérateurs suivants :

. (T35 @), all— (T x5 G)), a(g(T »f G) — T x5 G)
sont des opérateurs compacts de £ x§ G.

Soit @ € AxP G et g € G. Pour S = (Sp)iec € C.(G,K(F)), on note
0.(S) := (0.(9)t)tec V'élément de C.(G,K(0.(E)) tel que 6.(S): = 0.(S).

-~

On rappelle que, étant donné S = (S;); € C.(G,K(F)), on note S I'élément de
Lpwc(E %P G) associé a S et donné par la définition 2.2.9.

On considére 'application suivante :
Y : Co(G,K(E)) — L(E x4 Q)
S ((ha) = (= 0(S)(h(D), (0 % G).(8)z) ).

Soient 51, Sy et Sy les éléments de C.(G, K(E)) donnés par le lemme 2.2.11 tels
que :

Sy =[a,Tx"G] , Sy=a(l — (T x"G)?) et S3=a(g(T x*G)—T x*G).
Par des calculs, il est facile de vérifier les égalités suivantes :

$(S1) = [a, (T > G,
¥(S2) = a(l = (T x5 G)?)
et (Ss) = a(g(T x5 G) =T x5 G).

a
a

En effet, on a par exemple, pour = € C.(G, E) et ¢ € C,(G, E),

[a,0.(T) x* GI”a(t) = /(9*(51,s)>)(5(w(81)))d57

G

[a,0.(T) %" GI=¢(t) = /(S_lt)_l(e*(sl,s1t)<>(§(3))d3a

G

pour tout t € GG, donc,

—

[a,0.(T) % G] = 6.(S}).
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De méme,
[a, (0 x* G).(T x* G)] = (6 x* G).(5)).
Et donc, les opérateurs [a, (T x5 G)], a(1 — (T x4 G)?) et a(g(T x4 G) — T x4 G)
appartiennent a 'image de 1.
D’autre part, pour tout S = (S;): € C.(G,K(E)),
||¢(S)||£<Exgc> < max (H@Hue*w)xpcw 1(6 x” G)*(g)||z:((9xpc>*<ExPG))>»

donc, I'application ¢ induit un morphisme d’algébre de Banach de K(E) x” G dans
L(E x}§ G). En effet, on a les estimations suivantes :

10 % G)u(S)lcoxrey.(Bxecy = 1S ® Ul 4 prvear  Gwrey
BxPG

< ||SllkE)xea,

et

—

10+(S) || 0. By ey = 110+(S) || k0. (B e s
< ||SlkE)xea,

qui impliquent que
[P0 eczsger < 1Sl re:

On note ¥ le morphisme
K(E) x* G — L(E %} G),

par abus de notation. On va montrer que I'image de 1 est contenue dans IC(E xj G).
Soient S € C.(G,K(E)) et € > 0. Il existe n € N et pour ¢ = 1,...,n, il existe
y; € C.(G, E), & € C.(G, E) tels que I'dlément K = (K,)yeq € Ce(G, K(E)) défini
par la formule suivante :

Ky = [ Sl ot )

vérifie I'inégalité :
[ﬂ&—mm@wwmﬂwm<a
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(voir lemme 2.2.12).
L’image par ¢ de K est un opérateur compact de E xj G. En effet, pour tout s € G,

0.(K) = [, Zn: ly:(t) @ 1) (s(1 @ &(t71s)|dt, d’ou, pour tout z € C.(G, 0,(E)>),
i=1

//Z|y s(1@&(t's))|”s(x(s™"g))dtds,

—Z g = yi(g) ® 1){g — 1@ &(9)]” (2))(9),
et de facon analogue, pour £ € C.(G, 6.(E)<), on trouve,
O(E) (€)(0) = [ (5719) 0.0 sg) (€D
- Z (19 - 1(0) ® g  10.6(0)|<(E)) 0),

d’ou,
K) =Y |9 uilg) @ 1){g — 1@ &(g)|-
i=1

De plus,
(0% G)(K)=(1e K<, K”®1),

=S e el
=1

et donc pour (h,z) € E xj G,
W(K)7 (h,x) =

(t’_’zm'_’yi(g)@ g —1®&(yg Z!yz 1®§z’|>l’>,
=1

= Z’(tH (9= 4:(9) ©1), 4 ® 1)><(tH (9= 18&(9),10&)].

On en déduit que ¢(K) € K(E %) G).
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Le fait que v soit un morphisme d’algébres de Banach, implique alors que ()
est un opérateur compact de E' x4 G. En effet, on a les inégalités suivantes :

19(S) = LK)l epsgay < 1S = Kllk@wywea

< / 15, — Kyl 10(9) ey < €.

Comme les opérateurs
0, (T G)l, a1 — (T x§G)?) et alg(T x§G) —T x§ G)

appartiennent a I'image de v, on a alors montré que ce sont des opérateurs compacts
de E x4 G et donc que (E %) G,T %} G) appartient & E**(A x* G, (C' x” G)|0, 1]).
Il est clair qu'’il réalise une homotopie entre j,(6.(a)) et (60 x* G).(j,(a)).

O

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.2.14 et donc de la fonctorialité
du morphisme de descente tordu. O

2.2.4 Descente et action de K K" sur la K-théorie.

Soient A et B deux algébres de Banach. On rappelle que 'on note > 1'homo-
morphisme de KK"(A, B) dans Hom(K(A), K(B)) défini dans |[Laf02b| et qui
donne l'action de la K K-théorie banachique sur la K-théorie. La proposition sui-
vante montre que les morphismes de descente tordus construits dans la section 2.2.2
sont compatibles avec .

Proposition 2.2.17. Soient G un groupe localement compact, A, B, C des G-C*-
algébres, « € KKg(A,B), p € KKg(B,C), et a ®p 3 leur produit de Kasparov qui
est un élément de KKg(A, B). On a alors,

Yo @ B)) = X(5,(8)) 0 B(jp(a))
dans Hom(K (A x* G), K(B x? G)). De méme dans le cas du produit croisé réduit.

Démonstration. La démonstration découle de la fonctorialité de j, et de j,, et du
lemme suivant démontré dans [Laf02b, Proposition 1.6.10] qui dit que tout élément
de K K-théorie est le produit de Kasparov d’un élément qui provient d'un vrai
morphisme et d’un élément de K K-théorie qui est I'inverse d’un morphisme.

Lemme 2.2.18. Soient G un groupe localement compact, A et B deur G-C*-
algebres et o« € KKg(A,B). Il existe une G-C*-algébre Ay, des morphisme
G-équivariants 0 : Ay — A, n: Ay — B, et un élément a; € KKg(A, Ay) tels que :
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1. [0] ®4 ap = 1Ida, et a; ®4 [0] = Ida, ou [0] € KKg(Ay, A) est induit par le
morphisme 0 (c’est-a-dire que oy est linverse en KK -théorie G-équivariante
d’un morphisme),
et

2. 0*(a) = [n], ou [n] € KKg(Ay, A) est l’élément induit par le morphisme 1.
La fonctorialité du morphisme de descente j, et de l'action de KK sur la
K-théorie donnée par ¥ impliquent la proposition (2.2.17). La démonstration est

la méme que celle de [Laf02b, Proposition 1.6.9] : on applique le lemme (2.2.18) a
G, A, B et a. Comme j, et ¥ sont fonctoriels on a

Z(jp(al» ij(e)* = Z(jp(e)*(jp(al>))a
= 2(Jp(0"(n))),
= IdK(Al xPG), Ccar (9*(041) = IdAl-

De méme,
jp(e)* © E(jp(al» = E(jp(e)*(jp(al))a
= X (Jp(0x(a1))),
= ldg(axee) car 6,(ar) = Ida.
Donc,

Jp(0) : K(A; P G) — K(A %" G)
est inversible. De plus, 6*(a ®p 3) = n*(8) dans KKg(A;,C) et donc,
Y(pla @ B)) 0 jp(0) = E(5p(B)) © (1),

et ceci implique que

Z(jp(a ®f)) = E(Jp(ﬁ)) ij(n)* ij(e)*_l'

De la méme fagon, on montre, en prenant C' = B et § = Id, que

E(jp(a)) = jp(ﬁ)* o jp(e);1

Ceci implique la proposition.
La méme démonstration vaut pour la descente dans le cas du produit croisé réduit.
O
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2.2.5 Construction du morphisme

Soit G un groupe localement compact et B une G-C*-algébre. On rappelle
que 'on note EG le classifiant de G pour les actions propres et K*™P(G, B) la
K-homologie G-équivariante de EG a valeurs dans B (cf. section 2.1). On rappelle
que K*P(G, B) = lim K Kg(Cy(X), B), ou X décrit les parties G-compactes de EG,

c’est-a-dire les parties fermées de EG, G-invariantes et telles que X /G soit compact.

Définition 2.2.19. Soient G un groupe localement compact et X une partie G-
compacte de EG. Soit ¢ une fonction continue a support compact sur X et a valeurs
dans R telle que [, c(g~'x)dg = 1, pour tout z € X (une fonction avec ces pro-
priétés existe d’aprés [Tu99| et elle est appelée “fonction de cut-off” sur X). Soit p
la fonction sur G x X définie par la formule

plg, x) = v e(x)elg—').

La fonction p définit alors un projecteur de C.(G, Cy(X)), que 'on note p par abus de
notation. L’élément de K (Cy(X ) x?G) qu'il définit est appelé élément de Mischenko
associé¢ a X. On le note A,.
Soit

¥ KK™(Cy(X) x* G, B % G) — Hom(K (Cy(X) x* G), K(B x* G))
le morphisme provenant de l'action de K K" sur la K-théorie défini dans [Laf02b]
(cf. théoréme 2.1.37). On a alors une suite de morphismes

KKa(Co(X), B) % KKY™(Cy(X) x* G, B x* G) "% k(B % G).

De méme que dans [Laf02b] section 1.7, en passant a la limite inductive on définit
un morphisme

e K'(G,B) — K(B %’ G),
et on 'appelle morphisme de Baum-Connes tordu par la représentation p.

Remarque 2.2.20. La fonctorialité des morphismes X et j, implique que le morphisme
de Baum-Connes tordu par p, défini ci-dessus, est fonctoriel en B. En effet, soit
0 : B — C un morphisme de G-C*-algébres. Soit a € KKg(Cy(X), B). On a les
égalités suivantes,
(027 Gy (@) = (0 %" G)(B(5p(@))(D,)),
= X((0 %" G).(jp(a))) (D),
= S5, (0.()(A))
s <9*<@>>.
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Définition 2.2.21. Pour toute G-C*-algébre B, soit A\g g ® p le morphisme d’al-
gebres de Banach de B x” G dans B x? G (cf. définition 4). Soit

AeB®p): K(B X G)— K(Bx!G)

le morphisme induit par Ag g ® p en K-théorie. On définit un morphisme de Baum-
Connes tordu réduit,
o, K'P(G,B) — K(B x! G),

en posant u7 = (Agz @ p). o pb.

Remarque 2.2.22. 11 est facile de voir que, si X est une partie G-compacte de EG
et si on note A,, I'élément de K(Cy(X) %2 G) défini par la fonction p, alors le
morphisme de Baum-Connes tordu réduit vérifie ’égalité

() = (e () (D),

pour tout x € KKqg(Co(X), B).

2.2.6 Compatibilité avec la somme directe de représentations

On va maintenant montrer un lemme qui montre que le morphisme de Baum-
Connes tordu est compatible avec la somme directe de représentations, ce qui termi-
nera le chapitre 2. On utilisera ce résultat dans I’étude de la bijectivité du morphisme
(cf. chapitre 3).

Lemme 2.2.23. Soient p et p' deux représentations de dimension finie de G et B
une G-C*-algebre. Alors il existe des morphismes

iy Bx"" G — Bx'G et i,: Bx"* G- Bx"G,

qui prolongent 'identité sur C.(G, B) et tels que les diagrammes suivants,

MB / #B ,
Kt0p<G, B) ﬂK(B Np@pl G) et KtOp(G, B) ﬂK(B Np®p/ G)

[ Tp, %
B plx x lp’
*\ J/ Hp

K(B x* G), K(B x*G),

soient commutatifs.
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Démonstration. 1l est clair que pour toute G-C*-algébre A et pour toute fonction
f e G, A),
1 llaxec < 1 f [l axeor

donc Idc, (@, 4) s’étend en un morphisme d’algébres de Banach
iy AP G — AxPG.

En fait, on a que A %" G = A x? GN A x* G, a équivalence de norme prés.
De méme, si E est un A-module de Banach et f € C.(G, E),

[flzxec < [fllpwera:

et Idc,(q,p) s’étend en un morphisme de A-modules de Banach, que I'on note aussi
iy, de B xP®7 G dans E x* G.
On doit montrer que

B _ . B
Ky = Tpsx O Hpgy-

Pour ceci, on va d’abord montrer que, pour tout a € K K¢ (A, B), les éléments j,(a)
et jpmy(a) ont la méme image dans KK (A x#®" G, B x? G). Cest le lemme
suivant :

Lemme 2.2.24. Pour tout « € KKg(A, B), on a l’égalité,
ip(Up(@)) = ips(Jpap (@),

dans KKP (A xP%¢" G B x* G).

Il est clair alors que le lemme 2.2.24 implique le lemme 2.2.23. En effet, pour X
une partie G-compacte de EG et pour un élément o dans K K (Co(X), B),

Nf@p’ (o) = E(jp@p’ (@) (AP@P/)v

donc, on a les égalités suivantes,

Z'py*(/ﬁf@p'(a)) = dpx 0 N(Jpap (@) (Apap),
= E(Zp Upap ()))(Apap),
S (i (o)) (D),
= Z@p( ))( *(Apeap ),
= Z(jp(@))(A)) = p, ().

~
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Démonstration du lemme 2.2.24. Soit (F,T) un représentant de «. Alors
in(Jp(E)) = B x” G,

oil £ x? G est un (A x*®¢" G, B x” G)-bimodule de Banach, I’action de A x*®¢" G
étant donnée par i,, et

inee oo ()7 = (E X0 G)” @7~ (B xe ),
ipeGpoy (B))" = (B2 G) &7 — (B X" Q).

On considére 'application suivante,

T Oc<Ga E) ®C’C(G,B) C’c(Ga B) - CC(G7 E)
T ®b— xb.

On a alors,

I7(z @ b)|pxre < |2l pxec |6l Brea

< ||x||E><P®P’G||b||B><PGa

et donc 7 définit une application,

(E "% Q) @"

Bxror' G

B xr G — E X" G,

que 'on note encore 7 par abus de notation.
Comme

(e ® Bl s < 12 © bl orcrer 50
Bxr®r' G

Papplication 7 définit un morphisme de B x” G-modules de Banach & droite de
norme inférieure ou égale a 1.

De méme, il existe un morphisme de B x” G-modules de Banach (a gauche)

T:BxrGQ" (E %% @) — E x* G,

Bxro®r' G

de norme inférieure ou égale a 1.
On va construire une homotopie entre (i,.(j,a, () et j,(c) en utilisant les cones
associés a ces morphismes.
Soit,
C(r)> = {(1h,2) € (B % G)[0, 1] X ip (s (B))1h(0) = 7(2)},
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le cone associé a T, et
C(r)= ={(h,x) € (B %" G)[0,1] X ip(Jpep (E))“h(0) = T(2)},

le cOne associé a T.
On pose
C(1) == (C(7)=,C(7)7),

qui est un (A x*®" G, (B x” G)[0,1])-bimodule de Banach.
Soit C(7,T) € L(C(7)), Vopérateur sur C(7) défini par la formule suivante :

C(r,T) (hye @ b) =(t = (T <" G)(()), (T <" G)e @b)),
pour (h,e®0b) € C(7) et de fagon analogue on définit C(7,7)<. On a alors le lemme
suivant :
Lemme 2.2.25. L’élément (C(7),C(7,T)) défini ci-dessus est un élément de
EP* (A %" G (B x” G)[0,1]).

Démonstration. On doit montrer que pour tout a € C.(G, A) et pour tout g € G,
les opérateurs,

[0.C(7,T)], a(l—(C(7,T))*) et a(g(C(r,T)) —C(7,T))

sont des opérateurs compacts de C(7).

Pour tout S = (S,)4ec € C.(G,K(E)) on considére 'opérateur §p (resp. §p@p/) ap-
partenant & L£peg(E 3P G) (tesp. L gpey o EPP? x G)) associé a S par la définition
2.2.9 appliquée a la représentation p (resp. p @ p').

On a alors une application ¢ de C.(G,C(E)) dans £(C(7)) définie sur C(7)~ par la
formule suivante : pour tout S € C.(G,K(E)) et tout (h,e ®b) € C(7)~,

-~

() (he@b) = (£ 57 (h(1)), S (€) ©1),
et 1(S)< défini de fagon analogue.
Or, pour tout (h,e ® b) € C.(G, E) x (C.(G,E) ® C.(G, B)),

[(S)” (. e®b)ler)>
= max ( sup 155 (h(0) e [ () © bl (0> )

tel0,1
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et donc,
16(8) i < max (I3l emsec Sy llemrcy )

< /G 15,110 @ £) ()l macvervryds.

L’application 1 définit alors un morphisme d’algébres de Banach de l'algébre
K(E) x#%¢" G dans L(C(7)), car |[Spop || c(puosray = 19l xc(pymeer g (Voir la démons-
tration du lemme 2.2.12).

De plus, si on pose, pour tout a € C.(G, A), pour tout g € G et pour tout g; € G,

Si(g1) = a(g1)(g1(T) = T) + [a(g1), T1),
Sa(g1) == a(g)g1 (1 —T?)),
et S3(g1) := alg)g((¢T) —T)),

de sorte que,
§1 = [CL,T x P G],
Sy =a(l — (T x* G)?),
et Sy = a(g(T x? G) =T x* G),

(voir lemme 2.2.11), alors, par des calculs simples, on obtient,

¢(Sl) = [avC(Tv T)],
U(Ss) = a(l — (C(7,T))%),
et ¥(83) = a(g(C(r.T)) = C(7,T)).

On va maintenant montrer que I'image de v est contenue dans les opérateurs
compacts de C(7). Soit S = (Sy)gec € C.(G,K(E)) et soit € > 0. D’aprés le lemme
2.2.12 il existe n € N et pour i = 1,..,n, il existe des éléments y; € C.(G, E) et
& € C.(G, E) tels que, l'élément K = (K,) eq de C.(G, K(E)) définit par la formule,

K, = /G S (o)) o(Edo g\t
=1
vérifie I'inégalité,

/G 1S, = Kyl (0 ® 0)(@)lmmaersdy < c.
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D’ou,

[9(S) = ) |l eery < /G 155 = Kgllll(p © p)(9)l[Enavarvdg,

< e.

Mais, 1(K) appartient a K(C(7)), car
V() =( Do It e = 613 la = wlg) @ 1)(g = 19 6(9)]).
:Z ‘(t = i, g yig) @ 1)><(75 = &, g1 ®§i(9))’~

On conclut alors que pour tout a € C.(G, A) et pour tout g € G, les opérateurs
[a,C(7,T)], a(1 — (C(7,T))?) et a(g(C(r,T)) — C(r,T)) sont compacts car ils ap-
partiennent a l'image de C.(G,K(FE)) par ¢ qui est contenue dans 'algébre des

opérateurs compacts de C(7).
[

Le cycle (C(7),C(7,T)) appartient donc a EP*(A x*®" G (B x” G)[0,1]) et
réalise une homotopie entre 75(j,()) et i, .(Joep (@), ceci termine la démonstration
du lemme 2.2.24. O

Ceci implique alors que pf = i,. o pu, ,, pour toute G-C*-algébre B et donc
termine la démonstration du lemme 2.2.23.

]
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Etude de la bijectivité du morphisme
de Baum-Connes tordu

Dans ce chapitre, nous allons montrer que le morphisme de Baum-Connes tordu
par une représentation non unitaire de dimension finie que nous avons construit
dans le chapitre précédent, est bijectif pour une large classe de groupes vérifiant la
conjecture de Baum-Connes. Dans un premier temps, nous allons montrer que, pour
toute représentation de dimension finie p, le morphisme de Baum-Connes tordu pu”
(et uP) est injectif pour tous les groupes de la classe C (cf. introduction). En effet,
nous allons montrer que si GG est un groupe localement compact pour lequel il existe
un élément v de Kasparov, alors p# est injectif. De plus, nous allons montrer que g
est surjectif pour tout groupe G appartenant a la classe C' (cf. introduction) et pour
lequel il existe une complétion inconditionnelle de C.(G) qui soit une sous-algébre
de C¥(G) dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe.

Pour tout groupe localement compact GG, p désignera toujours une représentation
de dimension finie pas nécessairement unitaire et pas nécessairement irréductible.
Ce chapitre est organisé de la fagon suivante : D’abord, nous allons montrer que
le morphisme de Baum-Connes tordu p” a coefficients dans une algébre propre est
toujours un isomorphisme (cf. théoréme 3.1.3). Nous allons ensuite utiliser ce résul-
tat pour utiliser la méthode du “dual Dirac-Dirac” dans la forme énoncée par Tu
dans [Tu99| pour montrer l'injectivité de p” dans le cas ou 'on peut construire un
élément v de Kasparov et la surjectivité dans le cas ot cet élément v est égal a 1
dans KKq(C,C).

Ensuite, dans la section 3.2, nous allons montrer que si G est un groupe tel qu’il
existe une complétion inconditionnelle de C.(G) qui soit une sous-algébre de C(G)
dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe alors il existe une complétion
inconditionnelle de C.(G) qui est une sous-algébre dense et stable par calcul fonc-

95
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tionnel holomorphe dans A?(G). En utilisant les résultats de Lafforgue, nous allons
alors montrer que si GG est un groupe appartenant & la classe C’ et tel qu’il existe
une complétion inconditionnelle de C.(G) qui soit une sous-algébre dense et stable
par calcul fonctionnel holomorphe, alors i est un isomorphisme.

3.1 Cas des groupes avec un élément v de Kasparov

3.1.1 Coefficients dans une algébre propre

Dans cette section, on va montrer que le morphisme de Baum-Connes tordu a
coefficients dans une G-C*-algébre propre est un isomorphisme pour tout groupe
localement compact G. Pour ceci, on rappelle d’abord les définitions suivantes :

Définition 3.1.1. Soit Z un G-espace propre. Une G-C*-algébre B est une Cy(Z)-
G-C*-algébre au sens de Kasparov [Kas88, 1.5], 'l existe un morphisme O de Cy(2)
dans le centre des multiplicateurs de B, G-équivariant et tel que ©(Cy(Z))B = B.

Définition 3.1.2. Une algébre B est une G-C*-algébre propre si ¢’est une Co(Z)-
G-C*-algeébre avec Z un G-espace propre (cf. 2.1.1).

Par abus de notation, si B est une G-C*-algébre propre on identifiera Cy(Z) a
son image dans le centre de M (B).

De fagon équivalente, Le Gall a montré que B est une G-C*-algébre propre si
et seulement si, il existe Z un G-espace propre tel que B soit munie d’une action
du groupoide Z x G. On renvoie le lecteur a [LG97| pour la définition de I'action
d’un groupoide sur une C*-algébre. On rappelle tout de méme, que si Z est un G-
espace, on note Z x (G le groupoide dont I’ensemble des unités est Z, I’ensemble des
fléches est le produit cartésien Z x G et les applications source et but sont données,
respectivement, par les applications suivantes :

s:(z,9)— gz et r:(z,g9)— 2.

On note (Z x G)@ = (Z x G)V X 4.0 (Z x G)V) I'ensemble des éléments
composables de Z x G.

Si B est une Cy(Z)-G-C*-algebre, on note r*(B) la Cy(Z x G)-G-C*-algébre obtenue
comme image réciproque de B par I'application r.

On rappelle aussi que si B est une G-C*-algébre propre, alors

C*(G, B) = C*(G, B)
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(cf. [KS03, page 184, [HG04, page 192]).

Le but de cette section est de montrer le théoréme suivant :
Théoréme 3.1.3. Si B est une G-C*-algébre propre, alors upB est un isomorphisme.

Remarque 3.1.4. On remarque que si B est une G-C*-algébre propre, alors
B x” G =B %G,

car C*(G, B) = C!(G, B), donc le théoréme 3.1.3 implique que le morphisme de
Baum-Connes tordu réduit a coefficients dans une algébre propre est aussi un iso-
morphisme.

Pour montrer le théoréme 3.1.3, on va d’abord utiliser la compatibilité de la
construction du morphisme de Baum-Connes tordu (cf. lemme 2.2.23) avec p’ := 1g,
ol on note 1g la représentation triviale de (G, pour montrer le lemme suivant :

Lemme 3.1.5. Si B est une G-C*-algébre propre, les morphismes
i,: Bx"®¢ G - Bx"G et iy :Bx"®%G—C"G,B),
induisent des isomorphismes en K -théorie.

Pour montrer le lemme 3.1.5, on va utiliser un résultat de Lafforgue (cf. [Laf02b,
Lemme 1.7.8]. On rappelle d’abord la définition suivante utilisée par Lafforgue :

Définition 3.1.6. Une sous-algebre D d’une algebre A est héréditaire si DAD C D.

De plus, on rappelle que Lafforgue a démontré I’énoncé suivant (voir [Laf02b,
Lemme 1.7.10]) :

Lemme 3.1.7. St C est une algébre de Banach, B est une sous-algébre de Banach
dense de C' et s’il existe une sous-algébre dense de B qui est héréditaire dans C,
alors B et C ont la méme K -théorie.

On va maintenant énoncer le lemme 1.7.8 de [Laf02b] et on va re-écrire la dé-
monstration de Lafforgue avec plus de détails par souci de commodité pour le lecteur.

Lemme 3.1.8. Soit Z un G-espace propre tel que Z X G agisse sur B et soient
s,7: 4 X G — Z les applications source et but, respectivement, de Z x G. Soit B,
la sous-algebre de B formée des éléments b de B tels que fb = b pour un certain
felC.Z). Alors D = C.(G, B.), lalgéebre des sections continues a support compact
dans Z x G de r*(B), est une sous-algébre héréditaire de C*(G, B).
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Démonstration. On rappelle que 'on note tout élément f de C.(G, B) par I'intégrale
formelle [, f(g)eqdg et que dg=' = A(g~")dg. Soient fi, f3 des éléments de C.(G, B).
L’application
C.(G,B) — C.(G,B)
far= fixfax f3
se prolonge par continuité en une application de C(G, B) dans 'espace des fonctions

f continues sur G a valeurs dans B qui vérifient la condition suivante : il existe une
constante C' telle que pour tout g € G,

1£(9)|5A(g)% < C.

En effet, soit L?(G, B) muni de la structure de B-module hilbertien donnée par la
formule :

o f)e = /G F) @y,

pour tout f, f/ € L*(G, B). On rappelle que I'on note tout élément de L?(G, B) par
Pintégrale formelle [, e,f(g)dg de sorte que B agisse a droite sur L*(G, B). Avec
ces conventions, l'application de C.(G, B) dans L*(G, B) envoie [, f(g)eqdg dans
) o €9f(9)dg donc il faut faire attention avec les formules.

Si f=[,ef(g)dg, ona f*= [, f(g)*e;-1dg et donc
= £) = [ fareda)([ e (o))
= f(g)"tf (gt)dge.dt.

GxG

Si on note 1 'identité de G, ceci implique que f** f'(1) = (f, f') 5. Donc, pour tout
f, f € C.(G, B) et pour tout g € G,

1f = f(Dlls = IIf = (feg-1)(D)ls
= |I[{f, (fleg—1)>L2(G,B)HB

< |1f 2.1 f eg-1 L2 (a,By-

1
2
B

I eysliaem = | [ £ita) s

= | [ £ rwae

<1 Nl2c,mAg) 2.
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Ceci implique que, pour f1, f3, fo € C.(G, B) et g € G, on a les inégalités suivantes

11+ f2 5 f3(9)l5 < Alg) 2 £ 2l f * folloiem),
< AG) 27 lxm s (fo) fall o,
_1 %
< Ag) 2l f1 22 e, |l fl

ol on note Ag,p la représentation réguliere de Cf(G, B) dans L£(L?(G, B)) de sorte
que | A,y (f2)llz2@,m) = Il f2llex@,p)- On a donc

1fr # fox fs()8AW9)? < 152 fol

ce qu’on voulait démontrer.

cs@.B)ll fsll2@,m),

C}(G,B) ||f3 HL?(G,B)»

Maintenant, si fi, f3 appartiennent a C.(G, B..), ce sont des sections continues a
support compact sur Z x G de r*(B), vu comme champ continu d’algébres au-dessus
de Z G ; donc r(suppy . (f1)) et s(suppy . (f3)) sont des sous-ensembles compacts
de Z x G. De plus, comme Z est un espace G-propre, I'application

(r,s): ZxG— Z x Z,
est propre et donc le sous-ensemble de Z x GG

K :={(z,h)[r(z,h) € r(suppz.c(f1)), 5(2, h) € s(supbzyc(f3))}

est compact.
Soit ¢ ’application qui & deux éléments composables de Z x G associe leur composée :

o (ZxG) = (ZxG)W
{((z',h), (z,9))I2" = gz} = (2, hg).

Si on définit un produit * entre les parties de Z x GG de la maniére suivante : pour
XY CZxdG,
X*Y =X X(z40)0 Y),

alors le support du produit d’éléments de C.(G, B) est contenue dans le produit des
supports. On a alors que, pour fy € C.(G, B),

SUPP 7,4 (f1 % fo * f3) C suppzya(f1) * SUPP g (f2) * SUPP 7 (f3)-
Or, Supp 56 (f1) * SUPPzc(f2) * suppPzua(f3) C K, car :

SUPP 74 (f1) * SUPPzxc(f2) * SUPP £ (f3)
= {(2,9) € Z % Glg = 919293 avec g1, g2, g3 € G,

z,93) € SUpPyi(f3), (932, 92) € sUPP i (f2),
92937, G1) € SUPPz (1) }-

o~~~ T
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donc le support de f; * fo* f3 est inclus dans un sous-ensemble compact de Z x G qui
ne dépend que de f; et f3. On en déduit que pour fi, f3 € C.(G, B.) 'application
fo — fix fax f3 a pour image C.(G, B,), car sur le support de fi * fo x f3 la
fonction g — A(g) est alors bornée. Ceci implique que C.(G, B,) est une sous-algébre
héréditaire de C} (G, B). Comme, de plus, C!(G, B) est égal a C*(G, B) car B est
propre, on en déduit que C.(G, B,.) est une algébre héréditaire de C*(G, B). O]

Démonstration du lemme 3.1.5. Maintenant, on va montrer le lemme 3.1.5. En
gardant les notations du lemme précédent, 'algébre D est une sous-algébre dense
de B x*®l¢ G car B, est dense dans B = Cy(Z)B. De plus, comme D est une
sous-algebre héréditaire de C*(G,B), alors D ® End(V) est héréditaire dans
C*(G,B) ® End(V) et comme D ® End(V) N B x» G = D alors D est une
sous-algébre héréditaire de B x” G.

En appliquant les lemmes [Laf02b, Lemme 1.7.9 et Lemme 1.7.10], on obtient
alors que

ips: K(B %% G) — K(B %’ G),
ot ir.: K(B %" Q) - K(C*(G, B))

sont des isomorphismes. O]

Remarque 3.1.9. D’aprés le lemme précédent, si B est une G-C*-algébre propre,
Papplication i, o iy, , de K(C*(G, B)) dans K(B x* G) est un isomorphisme.

Démonstration du théoréme 3.1.3. On peut maintenant démontrer le théoréme
3.1.3. D’aprés le lemme 2.2.23, ilG,*ouf@lG = 1P, ol g est un isomorphisme car c’est
le morphisme de Baum-Connes usuel a valeurs dans une algébre propre [CEMO01]. On
en déduit que uf@l . est un isomorphisme. Comme d’autre part, 7, . o 'uf@lc = Mf et
que 7, est aussi un isomorphisme, on en déduit que le morphisme de Baum-Connes
tordu par p a coefficients dans une algébre propre, uf, est un isomorphisme.

m

3.1.2 Elément v de Kasparov

On va maintenant utiliser le résultat obtenu pour les algebres propres pour mon-
trer que le morphisme de Baum-Connes tordu par n’importe quelle représentation
de dimension finie de G et a coefficient dans une G-C*-algébre quelconque est un
isomorphisme pour tout groupe localement compact G' qui admet un élément v de
Kasparov égal a 1 dans K K (C, C). Le résultat est donné par le théoréme suivant :
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Théoréme 3.1.10. Soit G un groupe localement compact tel que il existe une G-
C*-algebre propre A, et des éléments n € KKq(C, A) et d € KKg(A,C) tels que,
si on pose vy :=n®sd € KKg(C,C) on a~y = 1. Soit B une G-C*-algébre. Alors,
pour toute représentation p de dimension finie de G, uf est un isomorphisme.

Démonstration. On rappelle que si A, B, D sont des G-C*-algébres, on note op le
morphisme de K Kg(A, B) dans KKg(A® D, B® D) défini dans [Kas88|.

Soient A, n et d vérifiant les hypothéses du théoréme. L’injectivité et la surjectivité
découlent de la commutativité du diagramme suivant :

op(d)«

K'r(@, B) — 2" giop(G, A @ B) K'P(G, B) (3.1.1)

K(BNPG) K(A@BNpG)EWK<BNpG)

E(p(aB(m))

On va démontrer d’abord la surjectivité. Supposons qu’il existe v € KKqg(C,C)
vérifiant les hypotheéses et tel que v = 1.

Le fait que «y soit égal a 1 implique que X(j,(05(7))) = ldk(Bxrc)- Or v = n®ad,
donc op(y) = op(n) ®4 op(d) et donc

YX(Jplo(7))) = X(Jo(os(n) ®ags oB(d)))
= Y (Jo(oB(d))) 0o X(j,(08(n))),

ce qui implique que X(j,(0p(d))) est surjectif.
D’autre part,
E(jp<UB<d))) © H;‘@)B = #5 o op(d)s,

ARB

57 est un isomorphisme

et comme A® B est une algébre propre car A est propre, u
et ceci implique que uf est surjectif.

Montrons maintenant I'injectivité. Soit z € K'P(G, B) tel que p”(z) = 0. On a
alors

1558 (05 (n).(2)) = S((08(0)) (1, (2))
=0,

ce qui implique que op(n).(x) = 0 car u;@B est un isomorphisme. Mais op(y) =

o5(n) ®agp 0p(d), donc op(7).(x) = 0. De plus, le fait que v = 1 implique que
op(y) =1 et donc que (7). = Idgrer(c,5). Ceci implique que z = 0. O
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Plus généralement, le diagramme (3.1.1) permet aussi de montrer que l'existence
d’un élément v de Kasparov implique l'injectivité du morphisme de Baum-Connes
tordu donnée par le théoréeme suivant :

Théoréme 3.1.11. Supposons que pour toute partie G-compacte Y de EG, il existe
une G-C*-algébre propre A et des éléments n € KKg(C, A) et d € KKg(A,C) tels
que y =n®ad € KKg(C,C) vérifie p* () = 1 dans KKaxy (Co(Y),Co(Y)), ot p
est la projection de Y wvers le point. Alors, pour toute représentation p et pour toute
G-C*-algebre B, le morphisme uf est injectif.

Démonstration. Soit x un élément de K*P(G) tel que pf(z) = 0. Soit Y une partie
G-compacte de EG telle que © € KKg(Co(Y), B) et soient A, n, d et v vérifiant les
hypothéses du théoréme. On va montrer que x = 0. La commutativité du diagramme
(3.1.1) implique que og(n).(x) = 0 car

1, 2P (05 (0)(2)) = S(jp(o50)) (1 (2))
=0,
et 12" est un isomorphisme (car A® B est une algébre propre). Mais o(n).(x) = 0
implique que op(7y).(z) =0, car op(y) = 05(n) Ragp op(d).
D’autre part, l'égaliteé p*(y) = 1 dans KKguy(Co(Y),Co(Y)) implique que
ocyv)y(7)*r = 2. Or, comme v € KK(C,C), on a

UCo(Y)(’V) Rcp(y) T =2 OB UB(’Y)~

Ceci implique que op(7y).z = = et donc que = = 0. O

3.2 Cas des complétions inconditionnelles

Dans cette section, nous allons montrer que pour tout groupe appartenant a la
classe C’' de |Laf02b] (cf. introduction) et pour lequel il existe une sous-algébre de
C*(G) dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe, le morphisme de Baum-
Connes réduit tordu par rapport a n’importe quelle représentation de dimension
finie, est bijectif. Pour ceci, nous allons d’abord montrer que si G est un groupe
localement compact tel qu’il existe une complétion inconditionnelle de C.(G) qui
soit une sous-algébre de Cf(G) dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe
alors, si p est une représentation de G dans un espace de dimension finie V', il existe
une complétion inconditionnelle de C.(G) qui est une sous-algébre dense et stable
par calcul fonctionnel holomorphe de A?(G).

Nous obtenons comme corollaire la bijectivité du morphisme de Baum-Connes tordu
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réduit pour certains groupes discrets ayant la propriété (RD) (par exemple, pour tous
les sous-groupes discrets cocompacts de Sp(n, 1), Fy_a0), SL3(F) pour F un corps
local, SL3(H) et Eg_26)) et pour les groupes de Lie réels réductifs, ou réductif a le
méme sens que dans [Laf02b| : un groupe de Lie réductif est un groupe de Lie G
ayant un nombre fini de composantes connexes, dont ’algébre de Lie g est somme
directe d’'une algebre de Lie abélienne g, et d’une algébre de Lie semi-simple g, de
sorte que G admette un sous-groupe fermé G, d’algébre de Lie g, et de centre fini.
On remarque que cette classe est un peu plus large que celle des groupes réductifs
au sens algébrique.

Tout au long de cette section V sera un espace de dimension finie égale & m. Ici, le
fait que V' soit de dimension finie est indispensable.

3.2.1 Complétions inconditionnelles

On rappelle la définition de complétion inconditionnelle introduite dans [Laf02b].

Définition 3.2.1. Soit G un groupe localement compact. Une algébre de Banach
B(G) est une complétion inconditionnelle de C.(G), si elle contient C.(G) comme
sous-algeébre dense et si, quels que soient fi, fo € C.(G) tels que |fi(g)| < |f2(9)]
pour tout g € G, on a || fi||s@) < || f2ll5(c), autrement dit, si pour tout f € C.(G),
[ Fllscey ne dépend que de (g | £(g)]).

Définition 3.2.2. Soit B une algebre de Banach et C' une sous-algébre dense. Soit
A une sous-algébre de B qui est une complétion de C' pour une norme telle que
|||z < ||z||a pour tout x € C. L’algébre A est une sous-algébre faiblement pleine
de B relativement a C, si pour tout n € N* et pour tout z € M, (C),

ML (4)(T) = P, () (2),
ol p denote le rayon spectral.

Remarque 3.2.3. Une sous-algébre faiblement pleine d’une algébre de Banach est
dense.

L’intérét de cette notion est donné par la proposition suivante démontrée dans
[Laf02b, Lemme 1.7.2] :

Proposition 3.2.4. Soient A, B, C comme dans la définition 3.2.2. Notons 0 : C' —
B et : C — A les inclusions évidentes. Soit T ['unique morphisme d’algebres de
Banach de A dans B tel que T 001 = 0. St A est une sous-algebre faiblement pleine
de B alors le morphisme induit par T en K-théorie

7. : K(A) — K(B),

est surjectif.
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Remarque 3.2.5. La notion de faiblement pleine est un peu plus faible que le fait
d’étre stable par calcul fonctionnel holomorphe, mais, grace a la proposition 3.2.4,
elle est suffisante pour nos propos. Comparer avec la notion de sous-algébre dense
et pleine définie dans [Laf02b, Définition 4.4.5]. Voir aussi le théoréme A.2.1 et la
proposition A.2.2 de [Bos90].

On veut montrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.6. Soit G un groupe localement compact et (p, V') une représenta-
tion de dimension finie de G. Soit C.(G) Uespace des fonctions continues a support
compact sur G. S’il existe une sous-algebre faiblement pleine de C*(G) qui est une
complétion inconditionnelle de C.(G), alors il existe une sous-algébre faiblement
pleine de AP(G) qui est aussi une complétion inconditionnelle de C.(QG).

Soient G un groupe localement compact et (p, V') une représentation de dimen-
sion finie de G. Supposons qu'il existe B(G) une complétion inconditionnelle de
C.(G) qui est une sous-algebre faiblement pleine de C(G) et notons i I'inclusion.
On note B(G,End(V)) la complétion de C.(G, End(V)) pour la norme

I fllB@enavyy = lg = 1.f (@) |lenacv) |l By,

pour f € C.(G,End(V)).

D’aprés |Laf02b, Proposition 1.6.4], il existe un morphisme d’algébres de Banach
de B(G,End(V)) dans C;(G, End(V)) prolongeant Idc, (G gnd(vy)- On note 7 ce mor-
phisme.

Lemme 3.2.7. L’algébre de Banach B(G,End(V)) est une sous-algébre faiblement
pleine de C}(G,End(V)).

Démonstration. Soit m = dimc(V'). Comme B(G) est faiblement pleine dans C*(G),
on a
i@ () = Puinc: @) (@),

pour tout n € N* et pour tout x € M,,(C.(G)). Donc, pour tout k£ € N* et pour
tout © € My, (C(Q)),

PM (Mo (B(G)) () = PV (M (C(G))) ()

Or, on a des isomorphismes d’algébres de Banach a équivalence de norme prés (resp.
de C*-algebres)

B(G,End(V)) ~ M,,(B(G)) et C;(G,End(V)) ~ M,,(C:(Q)),

et donc ceci implique que B(G, End(V)) est faiblement pleine dans C}(G, End(V)).
[l
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Considérons maintenant la complétion de C.(G) pour la norme donnée par :

£ ey = llg = L (Dl p(9) lmnacvy [ 5cc).

pour f € C.(G). On note cette algébre B?(G) et on remarque que c’est une complé-
tion inconditionnelle.

Théoréme 3.2.8. L’algébre B?(G) est une sous-algébre faiblement pleine de A?(QG).
Démonstration. On considére 'application suivante :
Ce(G) — Ce(G, End(V))
[ (g f(9)r(9),

et on note 71 le morphisme d’algébres de Banach de B?(G) dans B(G, End(V)) qu’elle
induit.

Soit 75 : A2(G) — CH(G)@End (V) le morphisme isométrique induit par 'application
f— |, f(9)eg ® p(g)dg. On a le diagramme commutatif suivant :

B(G,End(V)) — C}(G,End(V)) — C}(G) @ End(V)
B(G) " AN(G),

ou ¢ : B(G) — AP(G) est I'unique morphisme continu d’algébres de Banach
prolongeant Idc, (). On veut montrer que ¢ est un morphisme faiblement plein.

Le morphisme 7 : B?(G) — B(G,End(V)) est isométrique, donc pour tout pour
tout n € N* et x € M,,(C.(G)),

PMa(B2(G)) (%) = P (B(G End(v))) (M (1) ().
De plus, comme B(G) est pleine dans C*(G), le lemme 3.2.7 implique,
P (B(GEnd (V) (Ma (71) (%)) = pay 0@ End(v)) M (7 0 1) (7))
et par commutativité du diagramme on a
PM(C (G End(v)) (M (T 0 1) (2)) = pa, oz (@)emna(v)) (Ma(T2 0 ¥) (7).

Or, comme 75 est isométrique le membre de droite de la derniére égalité est égal a
P (azc) (Ma(¥)(x)), dou I'égalite

/)MD(BP(G))(JE) = /)Mn(Af(G))(Mn(w)(x»;
= P, (A2(@)) ()
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la derniére égalité provenant du fait que x € M, (C.(G)) et que M,(¢)) prolonge
Idwm,(c.@))- L

On donne maintenant une proposition qui nous permettra d’appliquer les ré-
sultats précédents a 1’étude de la bijectivité du morphisme de Baum-Connes tordu
réduit.

Proposition 3.2.9. On a le diagramme commutatif suivant :

K (@) ﬂK(T(G))
Bp,r "

K(AR(G))

ol ppe est la variante du morphisme de Baum-Connes définit dans [Laf02b, Section
1.7.1] pour les complétions inconditionnelles, et 1 : B?(G) — AP(G) est l'unique
morphisme d’algeébres de Banach prolongeant l’identité.

Démonstration. La démonstration est analogue a celle de la proposition 1.7.6 de
[Laf02b]. Soit A une G-C*-algebre et soit

Ui BY(G,A) — A xP G,

"analogue de v a coefficients dans A qui prolonge I'identité sur C.(G, A). On rappelle
que ’on note ¢ 'application

1 KKg(A,C) — KKZ™(A,C),

définie par Lafforgue (cf. 2.1.3).
On a alors que, pour tout élément a € KK (A, C),

Ui(gse (@) = Va7 (@),
dans K K" (Br(G, A), AL(G)).

En effet, on construit facilement une homotopie entre les éléments 1, (j,(t(a))) et
P4 (j°()) de EP™(Br(G, A), A?(G)), a T'aide de cones et en remarquant les deux
faits suivants :

1. Si E est un G-(A,C)-bimodule de Banach et S = (S;),ec appartient a
C.(G,K(E)), alors

1SNl zmxec) < Nlg = 1Sgllkllp(9) lenav)ll 21 @)
= |lg = 1S llxce) I Lre ),
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ol on note L'*(G) la complétion de C.(G) pour la norme L' pondérée :

1 llzoe) = /G F@10(9) Enav g,

qui est une complétion inconditionnelle de C.(G).

2. Dans le lemme 1.5.6 de [Laf02b], on peut choisir les y; et les ; tels que
lg = 11Sg = Sogllcelze @ + lg = 1155 = Soglicm e < e
En particulier, pour tout sous-espace X de EG fermé et G-compact, on a I'égalité

i (Gime ((@)) = ) (37 (@),

dans KKP(BP(G, Cy(X)), A?(G)) pour tout o € KKg(Cy(X),C). Ceci implique
alors que i, , = ¥, o figs. O]

Nous pouvons maintenant montrer le résultat principal de cette section qui est
donné par le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.10. Soit G un groupe localement compact satisfaisant les deux condi-
tions sutvantes :

1. il eziste une complétion inconditionnelle de C.(G) qui est une sous-algébre
faiblement pleine de CF(G) ;

2. pour toute complétion inconditionnelle B(G) de C.(G) le morphisme défini par
Lafforgue up : K*?(G) — K(B(G)) est un isomorphisme.

Soit p une représentation de dimension finie de G. Alors le morphisme de Baum-
Connes réduit tordu par rapport a p

Hor t K'P(G) — K(AL(G)),
est un isomorphisme.

Démonstration. Soit B(G) une complétion inconditionnelle de C.(G) stable par cal-
cul fonctionnel holomorphe dans C(G). Soit B?(G) la complétion inconditionnelle
de C.(G) définie comme ci-dessus. Alors, d’aprés le théoréme 3.2.8, le morphisme
d’algeébres de Banach ¢ : B?(G) — A?(G) induit un isomorphisme en K-théorie.
De plus, d’aprés la proposition 3.2.9, u,, = 1, o uge, donc p,, est bien un isomor-
phisme. [
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Dans |Laf02b]|, Lafforgue a démontré que les groupes appartenant a la classe C’
(cf. introduction) vérifient la condition 2 du théoréme 3.2.10 (cf. [Laf02b, Théoréme
0.0.2]). De plus, il a montré que si G est un groupe de Lie réductif réel, une variante
de l'algébre de Schwartz généralisée (cf. [Laf02b, Chapitre 4] et section 2.1 exemple
2.1.39 numéro 3.), qui est une complétion inconditionnelle de C.(G), est aussi une
sous-algebre de Banach faiblement pleine de C(G). De plus, si un groupe discret I'
a la propriété (RD), une variante de 'algebre de Jolissaint, H*(I") (cf. section 2.1
exemple 2.1.39 numéro 2.), qui est aussi une complétion inconditionnelle, est une
sous-algeébre de Banach faiblement pleine de C(I'). On a alors le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.11. Pour toute représentation de dimension finie p, le morphisme
de Baum-Connes réduit tordu ji,, est un isomorphisme pour les groupes suivants :

— les groupes réductifs réels,

— tous les groupes discrets appartenant a la classe C' et possédant la propriété
(RD), donc, en particulier les sous-groupes discrets cocompacts de Sp(n, 1),
Fy—20), SI3(F) ot I est un corps local, Sls(H) et Eg_26), et tous les groupes
hyperboliques.
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Chapitre 4

Action sur K'P(G) par le produit
tensoriel de p

Soit G un groupe localement compact et soit Rr(G) 'anneau des classes d’iso-
morphisme de représentations virtuelles de dimension finie de G. Pour toute repré-
sentation de dimension finie p de G et pour toute G-C*-algébre A, le produit tensoriel
par p induit un morphisme d’algebres de Banach de A x?G dans C} (G, A) @ End (V)
qui, par équivalence de Morita, induit un morphisme A, , de la K-théorie de A x2 G
dans la K-théorie de C(G, A). Dans ce chapitre, pour toute représentation de di-
mension finie p nous allons construire un endomorphisme de K*P(G, A), pour toute
G-C*-algebre A, qui définit une action de Rp(G) sur K*P(G, A). Nous allons ensuite
montrer que ces deux actions de Rp(G) sont compatibles avec les deux morphismes
de Baum-Connes, tordu et classique, c¢’est-a-dire la commutativité du diagramme
suivant

K%P(G, A) —2" K (A %2 G)

TP\L lAp,r
A

K" (G, A) —> K(C;(G, A)).
Par simplicité, nous allons montrer un énoncé analogue pour les algebres L'(G, A)
et L'*(G, A) qui impliquera la commutativité du diagramme ci-dessus.

4.1 Définitions et énoncé du théoréme principal

Etant donné un groupe localement compact G et une représentation de dimension
finie (p, V) de G, nous allons considérer la longueur ¢ sur G définie de la fagon

109
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suivante : pour tout g € G on pose

((g) := max (log([lp(g™")lleaa(v)); log(llp(9) lnacy))-

On a alors
lp(g)vlly < e Doy,

pour tout v € V et pour tout g € G. Le couple (V,0) définit alors un élément de
E&}(C,C) (cf. définition 2.1.31). On note [V] sa classe dans K K&y (C,C).

Définition 4.1.1. Soit A une G-C*-algébre. La représentation (p, V') de G définit un
morphisme de groupes de K (A x?G) dans K(C}(G, A)). En effet, soit C¥(G, A) @V
le C¥(G, A) ® C-module hilbertien construit par produit tensoriel externe. D’aprés
la définition de A x? G (cf. 2.2.1), il est clair que Iapplication

e (h® v egx h @ pg)v),
pour tout g € G, h € C.(G, A) et v € V, induit un morphisme d’algébres de Banach
A PG — ,Cc;«(QA)(C:(G, A) ® V).

Le produit tensoriel hilbertien C*(G,A) ® V est alors un (A x? G,C*(G, A))-
bimodule de Banach (cf. définition 2.1.31), et le couple (C¥(G,A) ® V,0) définit
alors un élément de E*(A x? G, C#(G, A)). On note [CF(G, A) @ V] sa classe dans
KK (A xf G,C*(G, A)). Grace a l'action de la K K-théorie banachique sur la
K-théorie (cf. théoréme 2.1.37) on a le morphisme suivant

S([CHG, A) @ V]) : K(AXEG) — K(CHG, A)).
On note A,, ce morphisme.

Remarque 4.1.2. La représentation (p, V') étant de dimension finie, on aurait pu dé-
finir le morphisme précédent de la maniére suivante : soit 7 le morphisme d’algébres
de Banach de A x? G dans C}(G, A) ® End(V') induit par I'application

eg > eq ® p(g),

pour f € C.(G, A). On note 7, le morphisme de groupes induit par 7 de K(A %2 G)
dans K (C;(G, A) ® End(V)). Comme C; (G, A) ® End(V) ~ M,(C;(G, A)), ot n
est la dimension de ’espace vectoriel V', alors, par équivalence de Morita, 7 induit
un morphisme,

7.t K(A %P G) — K(C*(G, A)).

Il est facile de voir que 7, est égal au morphisme A,, défini par la proposition 4.1.1.
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Remarque 4.1.3. De fagon analogue, (p, V') définit un morphisme de groupes
A, K(AXG)— K(C*(G, A)).

Considérons maintenant un G-espace X qui soit G-propre et G-compact et consi-
dérons le fibré triviale G-équivariant au dessus de X de fibre V', que ’on note V. On
a alors le lemme suivant :

Lemme 4.1.4. Le fibré V peut étre muni d’une structure hermitienne G-
équivariante.

Démonstration. Soit b € C.(X,R") une fonction a support compact sur X telle que
Jo (g7 z)dg = 1 pour tout 2 € X (une fonction b avec ces propriétés existe car X/G
est compact). Soit K le support de b qui est une partie compacte de X. On munit V'
d’une structure hermitienne quelconque au dessus de K que l'on note (.,.); , pour
tout x € K. Soient x € X et v, vy appartenant a la fibre de V au dessus de x notée
V,. On pose :

e R G T TS

Ceci définit une structure hermitienne G-équivariante au dessus de V. En effet, pour
g EG, e X etuv,v eV,

gl<’U17'U2>27x - <P(91_1>U17p(gl_l)v2>2,gflx

J

/ b h_la:)<p(h_1)vl,p(h_l)vg>1,hflmdg

= <1}1, UQ>2 z’

dg

Lg~lg; 'z

Q

b9~ g1 ") (p(g ™ g vr, p(g ™ g1 )
(

Q

]

On considére maintenant 1'espace Cy(X,)) des sections de V qui s’annulent a
I'infini, ot V est muni de la structure hermitienne G-équivariante, (.,.)s, définie
ci-dessus.

Lemme 4.1.5. Le couple (Cy(X,V),0) définit un élément de Eq(Co(X),Co(X)).
On note [Co(X, V)] sa classe dans KKqg(Co(X), Co(X)).
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Démonstration. En effet, Cy(X) agit sur Co(X,V) (a gauche et a droite) par multi-
plication point par point. On définit un produit scalaire sur Cy(X, V) a valeurs dans
Co(X) de la fagon suivante : étant données s et so deux sections de V qui s’annulent
a l'infini,

(s1,82) = (x = (51(x), 52(7))2.0)-
Ce produit scalaire fait de Cy(X,V) un Cy(X)-module hilbertien G-équivariant.

L’action de Cy(X) a gauche commute avec l'action & droite trivialement.
O

Maintenant, si A est une G-C*-algébre, comme [Cy(X, V)| est un élément de
KKg(Co(X),Co(X)), le produit de Kasparov par [Co(X, V)] induit un morphisme
de groupes :

[Co(X M (x)

KKa(Co(X), A) KKq(Co(X), A).

En passant a la limite inductive on obtient un morphisme
T,: K'*P(G, A)—K"?(G, A).
Le but de ce chapitre est de démontrer le théoréme suivant,

Théoréme 4.1.6. Le morphisme de groupes de K*P(G, A) dans lui-méme induit
par le produit de Kasparov par [Co(X,V)| rend commutatifs les deux diagrammes
sutvants :

u

LA .
Ko (G A) 2 K(AxP G) et K™P(G,A)—2~ K(Ax"G)

T, | e T, |

K0 (G, A) 1 K(CHG, A)) K0 (@, A) — K(CH(G, A)).

4.2 Algeébres L'. Rappels et notations

On rappelle d’abord que, pour tout groupe localement compact GG, étant données
des G-C*-algébres A, B et D, pour toute longueur ¢ sur G, on note ¢ le morphisme
de KK¢(A, B) dans KKg} (A, B) défini par Lafforgue dans [Laf02b, Proposition
1.6.1] et op le morphisme de KK} (A, B) dans KK} (A ®™ D, B ®" D) défini
dans [Laf02b, Définition 1.2.2|).
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Maintenant, étant donnés un groupe localement compact G et une G-C*-algébre
A, on rappelle que 'application identité sur I’espace des fonctions continues a sup-
port compact sur G & valeurs dans A, C.(G, A), se prolonge en un morphisme d’al-
gebres de Banach de L'(G, A) dans C# (G, A) (resp. C*(G, A)), et donc L' (G, A) est
une sous-algébre dense de C*(G, A) (resp. C*(G, A)). De méme, si on note L'*(G, A)
la complétion de C.(G, A) pour la norme

1 oty = /G 17 () 1]l ()l macr o,

pour f € C.(G, A), alors l'application identité de C.(G, A) se prolonge en un mor-
phisme d’algebres de Banach de L'*(G, A) dans le produit croisé tordu A x2G (resp.
A xP @), et donc L(G, A) est une sous-algebre dense de A x? G (resp. A x” G).
Nous allons montrer un énoncé pour les algébres L'(G, A) et L'*(G, A) analogue a
celui du théoréme 4.1.6 qui va impliquer le théoréme 4.1.6.

Remarque 4.2.1. Si p est une représentation unitaire, alors, pour toute G-C*-algébre
A LY (G A) = LG, A).

On rappelle que les algebres L'(G) et L'*(G) sont des complétions incondition-
nelles de C.(G) et donc que Lafforgue a défini dans [Laf02b, Proposition-Définition
1.5.5], des morphismes de descente pour ces algébres :

jo: KKEP(A,B) — KK™(L'*(G, A), L"(G, B))
jrie : KKE™(A, B) — KK (L (G, A), L (G, B)),

pour A et B des G-C*-algébres et pour £ la longueur sur G' définit par la norme de
p.

Par abus de notation, pour toutes G-C*-algébre A et B, nous allons définir un
troisiéme morphisme de “descente’

Jp: KKa(A, B) —» KE"™(L'(G, A), L' (G, B)),

comme la composée de ¢ et ji,, c’est-a-dire j, = jri, o t. Ce morphisme est
'analogue sur L' du morphisme de descente tordu défini dans le chapitre 2 (cf.
section 2.2.2).

Soit X une partie G-compacte de EG. Soit p € C.(G, Cy(X)) défini comme dans
la définition 2.2.19. On rappelle que p est alors un projecteur de C.(G, Co(X)) défini
a l'aide d'une fonction ¢ € C.(X,R;) telle que fG c(g~r)dg = 1 pour tout = € X.
On note A, lélément de K (L' (G,Cy(X))) qu'il définit.

On rappelle alors que, pour toute G-C*-algébre A, la variante du morphisme de
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Baum-Connes a valeurs dans K (L'?(G, A)) définie par Lafforgue dans [Laf02b, 1.7],
est donnée, & passage a la limite inductive prés, par le morphisme

i KEG(Co(X), A) — K (LM(G, A),
défini par la formule

pire (@) = E(jo(a)) (D),
pour tout élément o dans K K (Cy(X), A).

On rappelle de plus que I'on note ¥ le morphisme de KKP®(A, B) dans
Hom(K(A), K(B)) définissant l'action de la K K-théorie banachique sur la
K-théorie (cf. théoréme 2.1.37, [Laf02b, Proposition 1.2.9]) pour A et B des
G-C*-algébres.

Pour montrer qu’'un énoncé analogue a ’énoncé du théoréme 4.1.6 pour les al-
gébres L' implique le théoréme 4.1.6, on aura besoin alors du lemme de compatibilité
suivant

Lemme 4.2.2. Les diagrammes

A A
Hr1p K1,

K9P(G, A) —2 K(LW (G, A)) et K'9P(G, A) —2 K(LY2(G, A))

. -7
Tx Lk
MpA,\ J/ m i

K(A x* Q) K(A x* Q)

oui: LY (G, A) — AxP G (resp. i’ : LY (G, A) — A x? G) est le prolongement de
Uapplication identité sur C.(G, A), sont commutatifs.

Démonstration. La démonstration est analogue a la démonstration de la proposition
3.2.9 du chapitre 3. O

Remarque 4.2.3. Le lemme 4.2.2 et la remarque 4.2.1 impliquent en particulier que si
p est une représentation unitaire alors M;‘,r = p?t (resp. u;‘ = p?) pour toute G-C*-
algébre A et donc le morphisme de Baum-Connes tordu coincide avec le morphisme
de Baum-Connes classique.

4.3 Démonstration du théoréme 4.1.6

Soit X une partie G-compacte de EG. On va montrer le théoréme suivant :
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Théoréme 4.3.1. Pour toute G-C*-algebre A, le morphisme, noté Y,, qui a un
élément a € KKq(Co(X),A) associe le produit de Kasparov [Co(X, V)] ®cy(x) @
dans KKq(Co(X), A) rend commutatif le diagramme suivant :

A
KKa(Co(X), A) 2> K(A %! G)

TP\L J/Ap,r

K Ka(Co(X), A) — K(C2(G, A)).

La preuve repose sur un résultat analogue pour les algébres L' que nous allons
énoncer plus bas et qui implique aussi la commutativité du diagramme du théoréme
4.1.6 pour les produits croisés maximaux de fagon analogue. Pour énoncer le résultat
pour les algébres L', nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 4.3.2. Pour toute G-C*-algébre A, la représentation (p, V') de G définit
le morphisme de groupes suivant,

B(jr(ea((V])) : K(L'*(G, A)) — K(LY(G, A)),
olu, on rappelle que, dans ce cas,
¥ KK (L"(G, A),L'(G,A)) — Hom(K (L"*(G, A)), K(L'(G, A))).

En effet, [V] est un élément de KK} (C,C) et donc jpi(oa([V])) appartient a
KKP (LY (G A), LNG, A)).

Nous allons alors montrer le théoréme suivant qui est I’analogue pour les algébres
L' du théoréme 4.3.1 annoncé dans la section 4.2.

Théoréme 4.3.3. Pour toute G-C*-algébre A et pour toute partie G-compacte X
de EG, le diagramme

A
K Ka(Co(X), A) "2 K (L12(G, A))
rpl lzmlmqvm)
A
K Ka(Co(X), A) = K(LY(G, A)),
est commutatif.

Montrons d’abord que le théoréme 4.3.3 implique le théoréme 4.3.1.
Soient

i1 LYG,A) — C*(G,A) et iy: L"(G,A) — A x G,



tel-00274378, version 1 - 18 Apr 2008

116

les inclusions naturelles qui prolongent 'application identité sur C,(
torialité de ¥ implique que le morphisme A,, de K (A x?G) dans K(
commutatif le diagramme suivant :

G, A). La fonc-
C*(G, A)) rend

K(LY(G, A)) 2"~ K (A x? G)
Z(J'LI(UA([V])))i J{Ap,r
K(LY(G, A)) ==~ K(C1(G, A).
En effet, il est facile de voir que
(GG, A) @ V]) = i1 (j (0a([V]))),
dans K K™ (LY (G, A),C*(G, A)). Do,
2(22([ (G, )
= Y (i« (Jrr (0a([V])),
= i1.(2(ri (0a([V])),

et comme A,, = X([C}(G) ® V]) par définition, alors le diagramme est commutatif
ce qui prouve que le théoréme 4.3.3 implique le théoréeme 4.3.1. Il en est de méme
dans le cas des produits croisés maximaux.

V)l),
VD)),

®
®

]
]

La démonstration du théoréme 4.3.3 repose sur le lemme et la proposition sui-
vants.

Lemme 4.3.4. Les éléments ([Co(X,V)]) et ocyx)([V]) sont égaur dans
KR (Co(X), Co(X)).

Ce lemme implique en particulier que jz1(¢([Co(X,V)])) et jri(ocyx)([V])) sont
égaux dans K K" (LY (G, Co (X)), LG, Cy(X))) et donc qu’ils agissent de la méme
maniére sur A, € K(L" (G, Cy(X))), ¢’est-a~dire

S0 ((Co(X,VIDNA,) = Sl (oa:x) (VD)) (A)-

Démonstration. Nous allons montrer que ¢([Co(X,V)]) et ocyx)([V]) sont homo-
topes dans Eg (Co(X), Co(X)).
Soit s une fonction sur X a valeurs dans V' qui s’annule & 'infini. On pose :

Isllo == llsllcox.vy = sup [|s(z)lv
zeX

[Isllx := IIsllcocx,vy = sup [|s(@)]ly-
reX
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Soit H;, pour t € [0, 1], I'espace de Hilbert des fonctions sur X a valeurs dans V' qui
s’annulent a l'infini pour la norme :

Islle = tlislly + (1 = D)l sllo-

Alors, H = (Hy)epo,y) € B (Co(X), Co(X)[0,1]). Il est clair que H réalise I'homo-
topie cherchée. O

Proposition 4.3.5. Soient A et B des C*-algébres et soit o un élément de
KKg(A, B). Alors le diagramme

5(Jp(a))

K(LY (G, A)) K(L'Y*(G, B))

E(ip1(ea(lV])) (1o (V)

E(p1(a))

K(LY(G, A)) K(LY(G,B))

est commutatif.

Démonstration. Soit a« € KKg(A, B). D’aprés le lemme 1.6.11 de [Laf02b] (voir
aussi lemme 2.2.18), il existe une G-C*-algébre que 1'on note A;, deux morphismes
G-équivariants 0 : Ay — Aetn: Ay — B et un élément a; € KKg(A, Ay), tels que
0*(ay) = Ida, dans KKqg(Ag, A1), 0.(cq) = Ids dans KKg(A, A), et 0*(a) = [n]
dans KK (A, B). On peut écrire alors le diagramme suivant en K K-théorie :

A= - - —— - - == = = =B
I |0'A1([VD I
\ | |
e Y |
ca(VD1 - 1 lop([V])
A U |
v ) ,
A - - - - - ~B

ot les fléches en pointillés désignent des éléments en K K-théorie qui ne sont pas
nécessairement donnés par des morphismes d’algebres.
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Lemme 4.3.6. Comme [V] € KKE?{I(C,C), on a alors les deux égalités suivantes :
0*(ca([V]) = 0(oa, ([V])) et n7(on([V]) =n(oa, ([V]),

dans KK} (A, A) et KK} (Ay, B).

Démonstration. Le lemme découle de la fonctorialité de K K . O

On rappelle que nous avons noté j, = jpi, o ¢ pour simplifier les notations.
Le fait que X, jr1 et jri, soient fonctoriels nous permet, d’'une part, d’écrire le
diagramme suivant :

K(L'"* (G, Ay))

Jp(0)« Jp(m)«

%(Jp(a))

K(LY(G, A)) K(L'*(G,B))

2(jp1(oa, VD)

E(p1(ea((V)) (1 (es(V])
K(LY(G, Ay))
Jpr((0))s 1 (4(m))«

(i1 (Ua)

K(L'(G,A)) K(L'(G,B))

et d’autre part de montrer que j1(¢(0)). et j,(0). sont inversibles (voir démonstra-
tion du Lemme 1.6.11 de [Laf02b]). On va montrer que ce diagramme est commutatif
en le découpant en morceaux.

Lemme 4.3.7. On a les égalités suivantes :

g (u(n)s 0 G (1(0)); ' = 2 (i (@),
et
jp(n)* © jp(e)*_l = E(jp(a»'

Démonstration. Par fonctorialité et par définition de n et de 4 :

S (@) 0 Jpa (1(0))s = B(jirt (1(0))* (jr1 (1(@))))
= S (i (0% (@),
=X (v(n))),
= Jr1(t(n))s-

La deuxiéme égalité se démontre de facon complétement analogue. O]
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Lemme 4.3.8. On a les égalités suivantes :

S(ir(@a((V])) 0 drre(1(0))s = jra(1(8)). 0 X(jrr (04, ([V]))),
et

2zt (@s([V)) © dpre (v(n))e = jra (e(n)x 0 Bz (04, ([V])))-

Démonstration. La fonctorialité et le lemme 4.3.6 permettent d’avoir les égalités
suivantes :

et d’autre part :

e (e()s 0 B(jer (o4, ([V]))), =

Maintenant on est prét pour conclure. D’aprés les deux lemmes précédents, on
a:

S(jzr (e(a))) 0 B(jrr(0a([V])) © jrre(e(0))s
= Sz (¢(a))) © jpr (U0))s 0 (i (04, (V)

et ceci implique donc que :

2 (@) o S(jri(o4([V]))),
= Jp ()« 0 B(jrr (04, ([V]))) © jrre (1(6))1,
=2 (ju(o(V])) © jre(e(n))s 0 Lo (1(6));
=2(jros([V])) o Z(jrr((@))).

Et ceci termine la démonstration de la proposition 4.3.5. O
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Démonstration du théoréme 4.3.3. On va maintenant montrer le théoréme 4.3.3.
Nous allons noter [V] := [Cy(X, V)] pour simplifier les notations. Soit o un élé-
ment de K Kq(Co(X), A). La compatibilité de ¥ avec le produit de Kasparov (voir
[Laf02b, Proposition 1.6.10]) implique les égalités suivantes

pr (V@ a) = 2(jn (V] @ a)))(A),
= (i (e(a))) o E(jr (L([VI))(A).

Mais d’aprés le lemme 4.3.4 on a

2 (e ((a))) o B(jr ((VI)(A) = B(jir («(@))) 0 (i (00 [V])) (),

et la proposition 4.3.5 appliquée & Cy(X) et & A implique que le dernier membre de
cette égalité est égal a

S(jr(ea([V])) 0 E(jp(a)) (D).
On a alors,

(V] @ @) = (s (1)) © E(ju (000 [V]) (A),

(]Ll oA V) ) OE(Jp ) A),

et c’est exactement ce qu’on voulait démontrer.
Dans la page suivante, nous écrivons un diagramme récapitulatif.
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(v o)1) — (v *0)e1) 31 ()% D) 1) 31 ) woH - (v (X)) 231 31
([0
(72D > ()% )ay7) ) aﬁ:_goo%sw?w D)1) 31 ()% D) 7) 31 ) won 3
(([a]7o) 1 T)x
(((A]vo) 17Dz 101 fog
(v *D)oT) 31 AQT%QQ 9)aT) 3 (((X)% @}i&v wop e (v (X)00)251 31
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