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Introduction générale

Introduction générale

Contexte

L’importance considérable de l’énergie pétrolière au plan économique justifie la rude
concurrence actuelle et la recherche constante d’innovations, dans ce secteur d’activité,
qui permettent d’optimiser les procédures de prospection, d’extraction et de transport de
cette ressource. Par ailleurs, la croissance des besoins en énergie pétrolière en raison des
évolutions sociales, démographiques et des progressions technologiques conduit à mener
des investigations poussées afin de satisfaire cette demande.

De plus, l’augmentation de la capacité de production, nécessite des moyens perfor-
mants et fiables. Le système de forage rotary est à la base du processus d’extraction
du pétrole. Il est crucial de souligner que la réduction du temps de forage ainsi que la
préservation des équipements sont conditionnées par une conduite appropriée.

Un système de forage est un ensemble structurel dont l’objectif premier est de
détruire de la matière, en général de la roche, afin de forer un puits. La structure de
forage peut être perçue comme une poutre qui tourne en surface, à vitesse constante,
et dont l’extrémité, fore par l’intermédiaire d’un outil. Sous certaines conditions de
fonctionnement, la vitesse de rotation de cet outil prend des allures dites « stick-slip ».
Ce phénomène se traduit par une oscillation particulière de la vitesse de rotation, l’outil
s’arrête et repart soudainement en mouvement pour atteindre des vitesses supérieures au
double de la vitesse moyenne imposée en surface.

L’effet du « stick-slip » sur les équipements du forage constitue la problématique
principale. En effet, les oscillations engendres peuvent souvent provoquer des niveaux de
couples capables d’endommager le système de forage, rendant ainsi l’opération relati-
vement coûteuse. Elles sont par ailleurs réputées pénalisantes vis-à-vis de l’avancement
axial qui représente la performance instantanée du système. Différentes études ont été
réalisées dans la littérature pour réduire ce phénomène à l’aide de plusieurs formes de
lois de commande [29,33,35].

Dans la plus part de ces travaux, déjà existants, l’approche linéaire est prépondérante.
On y trouve principalement des lois de commande de type Proportionnel Intégral
(PI) [35], de type H∞ basées sur des modèles linéaires tangents [29], ou des régulateurs

1



Introduction générale

issus des techniques de commande optimale [33]. En revanche, très peu de travaux de
recherche ont été effectuées pour traiter ce problème épineux par des approches non
linéaires, car l’étude dans le domaine linéaire n’a pas pu conduire à des résultats très
satisfaisants.

A l’heure actuelle, l’évolution matérielle des techniques d’implantation des stratégies
de contrôle numérique permet de faire évoluer les lois de commande basées sur des
correcteurs classiques PI, PID pour s’intéresser aux lois de commande plus avancées et
offrant un peu plus de performances.

Dans ce contexte, ces travaux de thèse traitent du problème d’asservissement non
linéaire du système de forage rotary afin d’évaluer le niveau d’amélioration des perfor-
mances.

Contribution de la thèse

Le travail réalisé dans le cadre de cette thèse a donc pour objectif d’apporter une
réponse au problème généré par la présence des frottements secs, connus et que l’on
appelle plus communément le phénomène « stick-slip » ou encore le collé-glissé. Pour
cela, une modélisation puis des propositions de lois de commande atténuant cet effet sont
suggérées. La contribution de la thèse comporte alors deux idées principales :

– L’étude du phénomène « stick-slip » et la modélisation de son comportement non
linéaire, en vue d’améliorer l’efficacité du système de forage par l’élaboration de lois
de commande adéquates. Ceci pourrait prolonger la durée de vie de l’outil et éviter
des arrêts longs et coûteux (contraintes économiques) dans un gisement de pétrole.

– La synthèse de commandes non linéaires plus appropriées, permettant d’atteindre
les performances demandées.

En effet, on montre qu’il est possible d’améliorer les performances du système à
l’aide des méthodes non linéaires relativement avancées. La perspective étant par ailleurs
de tendre vers un transfert de ces méthodes de l’état théorique à des applications
industrielles, quoique la loi de commande devient un peu plus complexe, mais compte
tenu de l’évolution très rapide des moyens informatiques, cette complexité relative ne le
serait probablement pas dans un futur proche.

Pour cela, deux techniques de synthèse de loi de commande sont particulièrement
considérées : la technique de linéarisation par bouclage et la commande par modes glis-
sants. Comme un système de forage peut être soumis à des incertitudes paramétriques,
on propose alors une synthèse de loi de commande utilisant une technique récursive, de
type Backstepping pour leur prise en compte.
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Introduction générale

Organisation du mémoire

Ce mémoire de thèse comporte cinq chapitres :

Chapitre 1. Dans ce chapitre, nous présentons les principes fondamentaux sur les-
quels repose le système de forage rotary. Puisque toute méthode de commande vise, en
premier lieu, la réduction des vibrations, on y décrit alors les différents types de vibrations
existantes et en particulier la vibration de torsion.

Chapitre 2. Ce chapitre est consacré à la modélisation du système de forage. Il
comporte en outre une analyse plus développée du frottement pour compléter celle décrite
dans le chapitre précédent. Ce phénomène est prépondérant dans le comportement du
système, et sa modélisation revêt un caractère capital. Cette étude a conduit à adopter une
certaine forme de la non-linéarité des frottements, néanmoins présentée dans la littérature
par plusieurs auteurs [5, 21, 29, 37] et ceci à partir d’un modèle du « stick-slip » décrit
dans [29], on propose ici un modèle du système de forage, qui intègre la non-linéarité.

Chapitre 3. On s’intéresse dans ce chapitre à la commande H∞, devenue une com-
mande incontournable dans le domaine de la commande linéaire robuste. Cet intérêt est
justifié par le besoin d’éliminer l’effet du « stick-slip » qui est néfaste pour le forage. Un
rappel des éléments essentiels de la synthèse H∞ est présenté ainsi que la technique du
choix des filtres de pondération, qui reste le point important de cette synthèse H∞. Les
résultats de simulation sont exposés.

Chapitre 4. Dans ce chapitre, on considère trois principales approches pour la com-
mande :

– La première concerne la technique de linéarisation par bouclage, qui s’appuie sur
les outils de la géométrie différentielle. C’est une technique qui est maintenant bien
connue en théorie des systèmes mais cependant, elle s’avère toute nouvelle dans
plusieurs domaines d’application et plus spécifiquement dans les forages pétroliers.
Une fois le système linéarisé par bouclage et diffémorphisme, cette méthode peut
tirer profit des acquis du linéaire [18,27,32].

– La deuxième repose sur : la technique par modes de glissements, qui impose une lo-
gique de commutation sur la commande et la dernière approche est celle du "Backs-
tepping", procédure récursive qui s’applique aux systèmes non linéaires triangulaires.
Bien que les modes glissants soient très connus et très appliqués en linéaire, ils le
sont beaucoup moins en non linéaire. Quant à l’approche Backstepping, développée
au début des années 90 [14,15,22], elle est encore moins connue au plan pratique et
probablement pas du tout dans le domaine des forages pétroliers.

Chapitre 5. Ce dernier chapitre est dévoué à l’application des trois types de
commandes non linéaires décrites au chapitre 4, au système de forage pétrolier.
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Introduction générale

On montre que ces trois formes de commandes permettent de réaliser un bon suivi de
trajectoire en boucle fermée. Les résultats de simulations sont comparés à ceux exposés
dans la littérature avec un correcteur classique PID et un contrôleur synthétisé par la
technique H∞.

On y vérifie la robustesse de ces lois de commande en introduisant des incertitudes
paramétriques, comme, sur l’amortissement de l’assemblage de fond, l’amortissement
de la table de rotation et sur la longueur du train des tiges. Les essais montrent
que le contrôleur synthétisé par la technique Backstepping permet de mieux gérer le
compromis entre la robustesse et les performances demandées. Enfin, une optimisation
des paramètres du correcteur Backstepping est réalisée afin d’améliorer encore plus les
performances.

Une conclusion, les perspectives, quelques annexes contenant des compléments de dé-
finitions, des résultats de simulation et une bibliographie complètent ce document.
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Chapitre 1

Système de forage rotary

Ce chapitre décrit le système de forage rotary : son principe, les éléments qui le
composent ainsi que les différents types de vibrations pouvant se produire lors de la phase
de forage.

Concernant ces effets de vibrations, on distingue trois classes de vibrations parasites
répertoriées suivant leurs plans d’évolution, à savoir :

– les vibrations longitudinales
– les vibrations latérales
– les vibrations de torsion
– les vibrations hydrauliques

On s’intéresse en particulier aux oscillations de torsion provoquées par le phénomène
« stick-slip », qui constitue la vibration la plus fréquente, ayant un effet néfaste sur le
fonctionnement du système. Il est très utile de mentionner que la maîtrise de ce phénomène
représente un objectif industriel des plus prioritaires.
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Chapitre 1. Système de forage rotary

1.1 Le forage rotary

1.1.1 Description générale

Un système de forage est composé de deux parties : l’installation de forage et de
garniture, comme le montre le schéma simplifié de la figure 1.1 :

– L’installation de forage est la partie située à la surface du sol. Elle comprend une
tour, appelée derrick ou mât, sur laquelle sont situés les équipements de levage et
de plancher qui permettent la manutention, le vissage et dévissage des tiges et le
changement de l’outil (trépan).

– La garniture désigne la partie souterraine du système de forage. Elle est constituée,
de deux parties principales :

– la partie haute formée du train des tiges (drillstrings),
– la partie basse formée de l’assemblage de fond que l’on a coutume de désigner

par BHA (« Bottom Hole Assembly »).

Garniture

Installation de

forage 30-80 m

1-8 km

Fig. 1.1 – La plateforme de forage

L’installation de forage, conçue pour permettre la manoeuvre de la garniture de forage,
inclus les systèmes suivants :

– un système de suspension,
– un système rotary,
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1.1. Le forage rotary

– un système de circulation de boue,

– un système de production d’énergie,

– et enfin un système de contrôle du puits.

• Le système de suspension

Il est constitué du derrick pouvant atteindre 80 m de hauteur et d’un treuil motorisé
situé au sol à sa base. Il sert à faire descendre et remonter l’équipement de forage. Il
permet également de fixer le poids appliqué au trépan en retenant partiellement le poids
de l’ensemble de la garniture.

• Le système rotary

Il est composé de toutes les parties qui permettent la transmission de la rotation à
l’outil, c’est à dire, la table de rotation et sa motorisation, la tige d’entraînement ainsi
que le train de tiges et la tête d’injection.

• Le système de circulation de boue

Il assure la circulation de la boue de forage et il est associé à une station de pompage
servant au traitement du fluide de forage : la boue est en effet un mélange d’eau, d’argile
et d’additifs. Une injection continue de boue dans le puits s’effectue pendant toute la
durée du forage.

Les pompes à boue aspirent la boue des bassins par l’intermédiaire d’un tuyau flexible
placé à l’intérieur du train de tiges et remontant par l’espace annulaire compris entre
les tiges et le puits. La circulation de la boue contribue à la lubrification des pièces en
mouvement, à leur refroidissement et à l’excavation par évacuation vers la surface des
fragments de roches arrachés par le trépan ; mais aussi à l’équilibre hydrostatique du
puits et éventuellement à la rotation du trépan au travers d’une turbine. Enfin, la boue
est d’une grande utilité pendant l’opération de forage car son analyse fournit des éléments
sur la nature géologique des milieux traversées.

• Le système de production d’énergie

L’énergie est produite par des moteurs à courant continu. Elle est transmise sous forme
électrique ou mécanique vers les différents systèmes de l’installation.

• Le système de contrôle du puits

Il sert à détecter et gérer les apparitions soudaines des fluides sous pression; ces irrup-
tions, connues sous le nom de kick, peuvent être extrêmement violentes.
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Chapitre 1. Système de forage rotary

1.2 Principe de base du procédé de forage

Les puits de pétrole et de gaz sont forés principalement par le procédé de forage rotary.
Le principe général du forage rotary consiste à mettre en rotation un outil en appliquant
une force verticale orientée dans le sens d’avancement souhaité. Cet outil, appelé trépan,
sert à tailler, strier et détruire la roche. La circulation continue de boue descendant par
l’intérieur des tiges et remontant par l’espace annulaire compris entre les tiges et le trou
évacue les débris de roche vers la surface. Cette boue joue un rôle important dans le travail
d’attaque de la roche par le trépan.

1.3 Paramètres de forage

Les paramètres de forage sont les différents facteurs mécaniques et hydrauliques pou-
vant agir sur la vitesse de progression notée ROP (Rate of Penetration) ainsi que sur le
comportement directionnel.

Le ROP correspond à la profondeur (en mètres) forée par heure. L’optimisation du
ROP est un aspect très important dans l’analyse du processus de forage car c’est directe-
ment lié au temps passé sur une installation onshore ou offshore.

Les principaux paramètres mécaniques sont : le poids appliqué à l’outil, la vitesse de
rotation et le couple exercé sur l’outil.

• Le poids sur l’outil WOB (Weight on Bit)

Ce paramètre désigne la force appliquée par la garniture sur l’outil suivant son axe de
révolution. Cette force dépend du poids propre de la garniture, de la poussée d’Archimède
due au fluide de forage et de la tension du câble de soutien de la garniture, en surface.
Les grandeurs usuelles de WOB s’étendent typiquement entre 10 kN et 103 kN [37].

• La vitesse de rotation

Le choix de la vitesse de rotation dépend de celui du WOB. En surface, elle peut être
précisément contrôlée mais elle peut être différente de la vitesse de rotation du trépan.
Les vitesses de rotation usuelles se situent entre 60 et 250 RPM (tours/min).

• Le couple exercé sur l’outil Ttob (Torque On Bit)

Ce paramètre correspond au couple transmis par la garniture au trépan suivant son axe
de révolution. Compte tenu des frottements du train de tiges contre la paroi du puits, ce
couple est nettement inférieur à celui mesuré en surface. Ainsi, le couple Ttob représente les
effets combinés du couple réactif et des forces de frottement non linéaires sur la longueur
du BHA.
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1.4. Éléments principaux d’un équipement de forage

1.4 Éléments principaux d’un équipement de forage

La figure 1.2 montre les éléments principaux qui composent un équipement de forage
rotary. Le forage en mode dit "rotary" consiste à entraîner depuis la surface, un train de
tiges transmettant au trépan, situé au fond du puits, un effort longitudinal de compression
en fonctionnement normal (WOB) et un couple. Une certaine énergie est produite en
surface pour maintenir cette rotation et permettre le travail de désagrégation de la roche
par les taillants du trépan.

Fig. 1.2 – Schéma des éléments principaux du forage rotary

1.4.1 Le train de tiges

Cette partie de la garniture est constituée d’une série de tiges d’acier raccordées les
unes aux autres par des joints filés coniques. Le train de tiges permet de contrôler l’outil
par la transmission du couple moteur fourni en surface, par l’intermédiaire de la table de
rotation. En outre, il fournit la pression nécessaire pour percer dans la formation et abraser
les roches avec une force WOB suffisante. Cet ensemble peut atteindre une longueur de
plusieurs kilomètres (1 à 8 km).

• Les tiges de forage

C’est un ensemble de tiges d’acier légères d’environ 10 m de longueur, d’un diamètre
extérieur pouvant aller de 9 à 15 cm et d’une épaisseur de 1 cm. L’ensemble des tiges de
forage, entraîné à partir de la table de rotation est sollicité en traction et en torsion.
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Chapitre 1. Système de forage rotary

1.4.2 Assemblage de fond BHA (Bottom Hole Assembly)

C’est la partie inférieure de la structure de garniture, constituée de l’outil, des sta-
bilisateurs et des masses-tiges. La longueur de cet ensemble varie typiquement de 100 à
300 m en fonction de la pression recherchée.

• Les masses-tiges

Ce sont des tubes de fortes sections permettant d’exercer du poids sur le trépan.
Les masses-tiges sont sollicitées en compression et en torsion. Les diamètres de ces tiges
peuvent varier selon les puits, de 6 à 8 cm pour le diamètre intérieur et de 10 à 25 cm
pour le diamètre extérieur pour une épaisseur de 6 à 16 cm, ce qui leur confère une bonne
rigidité en torsion et en compression.

• Les stabilisateurs

Ce sont des tubes de longueur nettement plus faible que celle des masses-tiges et dont
le diamètre extérieur est voisin de celui du trépan. Ils sont placés au niveau des masses-
tiges et parfois intercalés entre deux masses-tiges pour assurer le centrage et le guidage
de l’assemblage de fond. Ils maintiennent le trépan perpendiculaire à la formation, ce qui
augmente sa performance.

1.4.3 Les trépans

Le trépan est monté à l’extrémité d’un train de tiges. C’est un outil qui sert à tailler
et détruire la roche. Il existe différents types de trépans, chaque type étant choisi pour
une opération de forage spécifique, en fonction de la nature de la formation (plus ou
moins dure) et de la résistance mécanique des terrains (forabilité, stabilité des parois,
comportement des argiles... ). La mécanique de l’outil de forage influence directement
la vitesse de progression ROP . Les plus utilisés sont les trépans PDC (Polycrystalline
Diamond Compact) qui contiennent des pastilles de diamant (figure 1.3). Lorsqu’ils sont
en bon état, ce mode de rupture est plus efficace et favorise l’extraction naturelle des débris
rocheux. Ils s’avèrent plus performants lorsqu’ils sont bien utilisés, en d’autres termes bien
commandés, sinon ces performances se dégradent. Les trépans PDC forent la formation
par cisaillement, ce qui exige, de manière significative, moins d’énergie que la rupture de
formation basée sur la compression. Les PDC sont stables pour des vitesses de rotation
élevées mais instables pour des vitesses faibles. Cette instabilité conduit à des vibrations
d’auto excitation comme par exemple les vibrations de type « stick-slip » [7, 10].
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1.4. Éléments principaux d’un équipement de forage

Fig. 1.3 – Exemple d’outil PDC

1.4.4 Système induit

Les systèmes de forage rotary, sont souvent équipés d’un système induit (figure 1.4),
dont le comportement mécanique est régi par trois composantes : la table de rotation,
un moteur électrique qui fournit le couple nécessaire au forage et une boîte de vitesse de
rapport n.

Fig. 1.4 – Système induit

• La table de rotation

La table de rotation fournit la puissance nécessaire, à travers le train de tiges, à l’outil
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Chapitre 1. Système de forage rotary

de forage. Les sources de dissipation de cette énergie incluent le frottement rotary et
l’amortissement des vibrations.

• Le moteur

Dans les plate-formes pétrolières, on utilise des moteurs à courant alternatif (ac) ou
à courant continu (dc). Les moteurs ac sont un peu plus difficiles à commander, car ils
ont des caractéristiques non linéaires. Par ailleurs, en raison de leur coût, ils sont peu
employés dans l’industrie pétrolière. De nombreuses plate-formes de forage sont équipées
d’un moteur à courant continu à excitation séparée (figure 1.5).

moteur

réducteur

amplificateur

e

Vemf

Fig. 1.5 – Moteur dc

L’équation électrique est :

Lm
dIm

dt
+ RmIm + Vemf = Vm (1.1)

avec

Vemf = Ke Ω2 (1.2)

Tm = Kc Im (1.3)

l’impédance d’armature Za est donnée par :

sLm + Rm = Za (1.4)

s étant la variable de Laplace.

L’équation mécanique est :

Jm Ω̇m = Tm − Fv Ωm (1.5)

Pour faciliter la lecture, la liste des symboles est indiquée ci-dessous :
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1.4. Éléments principaux d’un équipement de forage

Paramètre Description Unité

Im Courant de l’induit [A]
Vm Tension de l’induit [V ]
Rm Résistance du moteur [Ω]
Lm Inductance du moteur [H]
Vemf Force contre-électromotrice [V ]
Ke Coefficient de la force contre-électromotrice [V/rad/s]
Kc Coefficient de couple [Nm/A]
Jm Inertie du moteur [ kgm2]
Tm Couple moteur [Nm]
Ωm Vitesse angulaire de l’arbre moteur [ rad/s]
Fv Coefficient de frottement visqueux [N/(m/s]

Tab. 1.1 – Liste des symboles

Le moteur dc est généralement piloté par un convertisseur de puissance comme par
exemple un pont de Graëtz ou encore un redresseur SCR (Silicon Controlled Rectifier).

Le réducteur utilisé (figure 1.6) a pour rapport de transmission n :

n =
nrt

nm

=
φ̇m

φ̇rt

. (1.6)

Si on néglige les pertes dues aux frottements, on a

T1φ̇m = T2φ̇rt (1.7)

d’où

n =
φ̇m

φ̇rt

=
T2

T1

(1.8)
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Chapitre 1. Système de forage rotary

Engrenage 1

Engrenage 2

Couple de charge

Arbre de charge

Arbre du moteur

Couple du moteur

1T

2T

mn

rtn

mT

rtf

mf

Fig. 1.6 – Réducteur

Paramètre Description Unité

nm Nombres de dents de l’engrenage 1
nrt Nombres de dents de l’engrenage 2
φm Position angulaire de l’arbre moteur [ rad]
φrt Position angulaire de la table de rotation [ rad]

Ωrt = φ̇rt Vitesse angulaire de la table de rotation [ rad/s]
T1 Couple appliqué sur Jm par le réducteur [Nm]

T2 = nTm Couple transmis par le réducteur [Nm]
1/n Coefficient de réduction

Tab. 1.2 – Liste des symboles.

Un couple de charge important est exigé pour le forage rotary. Dans ce cas, le rapport
de transmission doit être plus grand que 1 ; n > 1. Pour le modèle utilisé dans cette
thèse, n = 7.2.

La dynamique du moteurs est très rapide par rapport à celle du système de forage.
Nous avons donc choisi de concevoir la commande sans tenir compte de la modélisation
du moteur.

1.5 Vibrations de train de tiges
Les vibrations de train de tiges (drillstrings) ont été étudiées dans la littérature durant

ces dernières années [19, 34, 38]. Connaître le mode de la vibration est extrêmement
utile car on peut alors trouver plus aisément un moyen de les compenser. Les vibrations
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1.5. Vibrations de train de tiges

latérales dans l’assemblage de fond BHA sont nombreuses, cependant, elles sont rarement
identifiées parce qu’elles n’influent pas au-delà d’un point dit de "non contrainte". Elles
peuvent être limitées en évitant la vitesse de rotation critique et en plaçant de manière
optimale les stabilisateurs [26]. Le type le plus violent de vibrations, comme on l’a déjà
souligné, est celui du « stick-slip » (collé-glissé). Il est produit par le frottement non
linéaire entre le trépan et la roche.

Fig. 1.7 – Vibration de train de tiges

La figure 1.7 exhibe certains modes des vibrations de train de tiges durant le processus
de forage. On peut noter que le BHA est la partie la plus soumise aux vibrations. Celles
du train de tiges peuvent être induites par le contact entre le trépan et la formation, le
contact entre le train de tiges et le puits [9] et par l’auto-induit [12]. On peut distinguer
les vibrations longitudinales, les vibrations latérales, les vibrations hydrauliques, et les
vibrations de torsion. Ces vibrations peuvent engendrer une défaillance prématurée de
l’équipement [34], une réduction de la vitesse de progression ROP et une augmentation
du coût d’un puits [7].

• Vibrations longitudinales

Une vibration longitudinale se produit quand la vibration du milieu porteur est paral-
lèle à la direction du transfert d’énergie. Les vibrations longitudinales sont des alternances
de compressions et sont dues au rebondissement du trépan sur la formation pendant la
rotation. Le mode de vibration longitudinale du train de tiges peut, dans certaines condi-
tions de forage, dégénérer en rebonds avec séparation périodique au niveau du contact
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Chapitre 1. Système de forage rotary

outil-roche. Ce phénomène de rebond intervient surtout avec un outil de type tricône
dont l’énergie se développe plutôt dans le sens longitudinal.

• Vibrations latérales

Cette vibration est aussi dite transversale, ou "whirling". Elle est causée par l’excen-
tricité des tiges qui mènent aux forces centripètes pendant la rotation. Le mouvement de
whirling synchrone, se caractérise par une même vitesse de rotation du mouvement de
précision et du mouvement de l’outil sur lui-même. Ce type de vibration est auto limité
par le puits, mais il peut conduire à un choc endommageant par contact avec la paroi du
puits [20,25].

• Vibrations de torsion

Ce type de vibrations est causé par le phénomène de « stick-slip » qui se produit quand
une section de train de tiges est momentanément soumise à un frottement contre le puits.
Les conséquences du « stick-slip » peuvent être assez graves dans la mesure où cela peut
provoquer l’arrêt de la rotation du trépan. On s’intéresse dans cette thèse à ce dernier
type de vibrations.

1.6 Les oscillations de type « stick-slip »

Une classe importante des vibrations de torsion est associée au phénomène du
collé-glissé. Elles sont générées par frottement non linéaire entre le trépan et la roche.
Aussi, comme le PDC se manifeste plutôt dans le sens transversal, cela conduit à la
génération de vibrations latérales et oscillations. Cependant, celles-ci existent également
lorsqu’on utilise des outils de type tricône.

La figure 1.8 illustre un cas réel d’oscillations persistantes, qui ont été mesurées dans
un système de forage [37].

16



1.6. Les oscillations de type « stick-slip »

Fig. 1.8 – Stick-slip mesuré dans un gisement de pétrole

La courbe en noir montre la vitesse de la table de rotation (en surface) qui varie entre
45 et 65 RPM (tr/min) et la grise montre la vitesse de rotation du trépan (downhole).
On peut remarquer que la vitesse de rotation du trépan peut atteindre 3 à 5 fois sa valeur
nominale et avec une période d’oscillations de 1 à 5 sec. Pendant cette période, le trépan
arrive parfois à un arrêt complet tandis que dans le même temps, la table de rotation
continue de tourner à une vitesse moyenne d’environ 55 RPM (tr/min), ce qui cause
des fluctuations de torsion sur le train de tiges. Ce phénomène entraîne non seulement la
défaillance du trépan due à une fatigue prématurée du train de tiges, mais aussi son usure
prématurée en raison de sa vitesse élevée.
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Chapitre 2

Modélisation du forage rotary

Ce chapitre présente tout d’abord, de manière non exhaustive, une étude de quelques
modèles de frottements statiques et dynamiques. Leur prise en compte est indispensable
en particulier à basse vitesse pour valider un cahier des charges et permettre l’analyse
des problèmes générés par ce phénomène afin d’orienter les solutions permettant de les
résoudre. Ensuite, nous présentons deux classes de modèles mathématiques associés au
système de forage rotary : le premier modèle étudié est linéaire tandis que le second tient
compte de la non linéarité due au phénomène de collé-glissé.

Pour cela on décompose le système en deux parties couplées :
1. le système induit ;
2. les trains de tiges et l’assemblage de fond.

Pour la modélisation des trains de tiges, on utilise celle d’une ligne de transmission ou la
méthode des éléments finis.

Le modèle linéaire impose une valeur constante nulle ou arbitraire du couple de
frottement sec Ttob entre le trépan et la roche, qui est à l’origine des oscillations. Cette
invariance de la valeur de Ttob dans le modèle n’est pas sans effet, car les correcteurs li-
néaires synthétisés à partir de ce modèle, conduisent à des performances peu satisfaisantes.

Ceci nous conduit à proposer un modèle mathématique non linéaire approchant au
mieux le comportement du couple de frottement sec Ttob. On termine ce chapitre par une
analyse qualitative du phénomène de « stick-slip », afin de mieux compenser son effet.
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Chapitre 2. Modélisation du forage rotary

2.1 Modélisation des frottements

Les frottements dans un système physique constituent un phénomène important car
il se produit dans toutes les parties mécaniques : roulements, transmissions, systèmes
hydrauliques, etc. Différents modèles physiques et mathématiques sont présentés dans
la littérature pour la modélisation et l’analyse de ce phénomène qui peut s’avérer
complexe [1, 2, 4, 6].

Tout contact entre deux solides peut être source de frottements. En effet, l’intégration
d’un modèle convenable permet de mieux reproduire en simulation le procédé réel ou
expérimental, et ainsi proposer des solutions plus adéquates.

2.1.1 Généralités sur les frottements

Le modèle de frottements utilisé pour un système physique dépend de ce dernier. On
s’efforce de mettre en évidence l’essence de ce phénomène avec une complexité raisonnable.

Il existe différents types de frottements, on distingue : les frottements secs, et les
frottements visqueux (figure 2.1). On se limite ici à la description des premiers.

La nature des modèles de frottements est différente. On y rencontre des modèles sta-
tiques ou des modèles dynamiques c’est-à-dire décrits par un système d’équations diffé-
rentielles,ou algébro-différentielles.

v0

zone de

frottement sec

statique sF

zone de

frottement

de stribeck skF

zone de

frottement

visqueux F

Frottement

de Coulomb
cF

Vitesse

Frottement

Fig. 2.1 – Différents phénomènes de frottements
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2.1. Modélisation des frottements

2.1.2 Modèles statiques classiques

2.1.2.1 Frottements secs statiques

Ce type de frottements apparaît pour des vitesses très faibles (v < vs). Il est par
conséquent très difficile de l’identifier, d’autant qu’il présente une forte dépendance au
regard de certains paramètres comme la température, l’état des surfaces,.....etc.

Les frottements secs se manifestent par une force statique qui bloque le mouvement
tant que les forces appliquées restent inférieures à un certain seuil appelé force de stiction.
Celle-ci est responsable du phénomène de redécollage et est très nuisible comme déjà
mentionné au chapitre précédent.

2.1.2.2 Frottements de Coulomb

Le modèle proposé par Coulomb au 18e siècle est le plus ancien et le plus simple des
modèles de description de frottements secs. Celui-ci exprime le fait que deux surfaces
en contact, animées l’une par rapport l’autre d’un mouvement tangent avec une vitesse
de glissement relative v, exercent mutuellement une force parallèle et de sens opposé au
déplacement, de norme Fc constante, égale au coefficient de Coulomb µ multiplié par
l’effort normal FN (figure 2.2.a).

2.1.2.3 Frottements visqueux

La théorie de l’hydrodynamique conduit à l’expression de la force de frottement causée
par la viscosité des fluides. La force de frottement visqueux F est :

F = Fvv (2.1)

où Fv est le coefficient de frottement visqueux et v est la vitesse de glissement relative.
Cette force est combinée avec le frottements de Coulomb comme le montre la figure 2.2.b.

Afin d’avoir une meilleure prise en compte des données expérimentales, la force de
frottement visqueux peut dépendre de façon non linéaire de la vitesse v :

F = Fv|v|δv sgn(v) (2.2)

où : δv est fonction de la géométrie de la surface en contact.

2.1.2.4 Frottements de stiction

C’est une description de la force de frottement au repos, cette force est plus élevée
que les frottements de Coulomb. En dessous d’un certain seuil, cette force de frottement
s’oppose aux forces extérieures et empêche tout mouvement, comme le montre la
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Chapitre 2. Modélisation du forage rotary

figure 2.2.c. Cette force est alors décrite en fonction de la résultante des forces extérieures
Fe pour une vitesse nulle :





Fe si v = 0 et |Fe| < Fs

Fs sgn(Fe) si v = 0 et |Fe| ≥ Fs

(2.3)

où Fs est la force de frottement de stiction (ou force de collage).
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Fig. 2.2 – Modèles des frottements statiques
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2.1. Modélisation des frottements

2.1.2.5 Frottements de Stribeck

La transition entre le frottement de stiction et le frottement de Coulomb se fait
par une décroissance exponentielle de la force de frottement dans une plage de vitesses
proches de zero, comme on peut le voir sur la figure 2.2.d. Cette décroissance correspond
aux frottements de Stribeck. Une description plus générale du frottement est alors donnée
par la fonction suivante :





F (v) si v 6= 0

Fe si v = 0 et |Fe| < Fs

Fs sgn(Fe) si v = 0 et |Fe| ≥ Fs

(2.4)

Plusieurs paramétrisations de la fonction F (v) ont été proposées [1]. Une forme
commune de F (v) est la fonction non linéaire suivante (de Bo et Pavlescu) :

F (v) = Fc + (Fs − Fc) e−|v/vs|δs (2.5)

δs et vs sont des paramètres empiriques, vs est la vitesse caractéristique de Stribeck.

Pour Bo et Pavlescu 1/2 ≤ δs ≤ 1, Arstromg-Helouvry utilise δs = 2.

2.1.3 Modèles dynamiques

Les modèles statiques ne considèrent que les forces de frottements à une vitesse
constante, aussi ils s’avèrent insuffisants pour expliquer certains comportements liés à la
dynamique interne comme par exemple le comportement élastique des surfaces en contact.

2.1.3.1 Modèle de frottements de Dahl

Un modèle de comportement unidimensionnel a été proposé par Dahl en 1968 [6], il dé-
crit la variation de l’effort de frottement en fonction de la position et du signe de la vitesse.

Le modèle de Dahl a été construit de la manière suivante :

dF

dx
= σ

(
1− F

Fc

sgn v

)α

(2.6)
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Chapitre 2. Modélisation du forage rotary

où x est le déplacement, F est la force de frottement. Le paramètre σ est homogène
à un coefficient de raideur élastique qui relie la force à la contrainte. Il caractérise la
rapidité avec laquelle F tend vers son asymptote. Enfin, α est un paramètre empirique
et il exprime la vigueur avec laquelle F change.

La relation précédente peut encore s’exprimer sous la forme d’une équation différen-
tielle dans le domaine temporel :

dF

dt
=

dF

dx

dx

dt
=

dF

dx
v = σ

(
1− F

Fc

sgn v

)α

v (2.7)

Pour le cas α = 1, l’évolution de la force de frottement peut alors être formulée comme :

dF

dt
= σv − F

Fc

|v|. (2.8)

2.1.3.2 Modèle de frottements de Lugre

Ce type de frottements dynamiques représente les micro-déplacements pendant la
phase de collage. Il agit seulement sur quelques dixièmes de millimètre [4].





dz

dt
= v − σ0

|v|
g(v)

z

g(v) = Fc + (Fs − Fc) e−v2/v2
s

F = σ0 z + σ1 ż + f(v)

(2.9)

où σ0 est une constante de raideur en collage, σ1 est un amortissement, g(v) est un modèle
des effets de Stribeck et f(v) la force de frottement visqueux.

2.1.3.3 Modèle de frottements pour le forage rotary

La description des modèles de frottements des sections précédentes va apporter de
l’aide quant au modèle de frottement qui sera retenu pour le système de forage rotary.

En réalité, on sait peu de choses au sujet des effets du « stick-slip », et plusieurs moyens
ont été proposés dans la littérature pour analyser ce type de vibrations [5, 21, 29, 37].
Néanmoins, on sait que les frottements dans le système de forage s’expriment par une
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2.1. Modélisation des frottements

relation non linéaire entre le couple exercé sur le trépan Ttob et sa vitesse de rotation Ω1.

Commençons par une analyse simple de ce phénomène. La figure 2.3 exhibe la relation
entre la vitesse de rotation du trépan et le couple au trépan Ttob. L’augmentation du
frottement à faible vitesse est connu comme un frottement statique et c’est la principale
source des oscillations. Par contre, l’augmentation du frottement à vitesse élevée peut
être contrôlée par l’amortissement. Plus précisément, dans cette figure, ce qui compte
est le couple nécessaire pour mettre le trépan en rotation, et c’est ce qu’on appelle le
couple statique Ts, qui est beaucoup plus grand que le frottement dynamique Td ou le
frottement de Coulomb. On devrait considérer que le modèle ci-dessous est seulement
un moyen pouvant expliquer les oscillations observées sachant que d’autres mécanismes
peuvent également causer des effets semblables.

tobT

1 0W ¹ 1 0W =

1W

sT

sT-

dT

dT-

le couple appliqué

tobT

Fig. 2.3 – Modèle de Coulomb et frottement statique

Brièvement, le phénomène de collé-glissé peut s’expliquer de la manière suivante :

1. quand le trépan s’arrête suite, par exemple, à l’augmentation soudaine du WOB, le
frottement nécessaire pour remettre le BHA en mouvement sera Ts;

2. vu que la table de rotation continue à tourner à une certaine vitesse, et que le train
de tiges – en raison de sa longueur – est assez flexible, ce dernier va se tordre jusqu’à
ce que le couple du train de tiges atteigne la valeur des frottements statiques Ts. Le
trépan commence alors à se mouvoir et l’écart Ts − Td qui se présente comme une
torsion du train de tiges va accélérer le BHA;

3. il dépasse alors sa vitesse nominale et par manque d’amortissement sur le trépan, il
finira par s’arrêter, et le cycle se répète.

Le phénomène de « stick-slip » engendre une possibilité d’inversion des vitesses de
rotation au niveau du trépan, cependant, comme on va le voir par la suite (Section 5.1.2),
nous supposerons que la rotation en sens inverse ne se produit pas, étant donné que la
relation réelle entre le couple Ttob et la vitesse du trépan est très compliquée en pratique.
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Chapitre 2. Modélisation du forage rotary

Ainsi, nous sommes seulement intéressés par la partie de la courbe à droite de l’axe
vertical i.e. Ω1 > 0.

Plus récemment, certains auteurs [29] ont étudié le phénomène de « stick-slip » et
en ont présenté un modèle non linéaire approximé mais qui convient relativement bien
(figure 2.4), et que nous utiliserons tout au long de notre travail de recherche.

C’est un modèle qui, pour des vitesses élevées, s’approche du modèle de Coulomb et
pour des vitesses très faibles, s’approche du modèle de Stribeck. L’expression analytique
du couple de ces frottements est :

Ttob = −Ttobdyn
2

π
(α1Ω1e

−α2|Ω1| + arctan(α3Ω1)) (2.10)

avec Ttobdyn = 0,5 kNm, α1 = 9,5, α2 = 2,2, et α3 = 35.
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Fig. 2.4 – Le couple non linéaire Ttob en fonction de la vitesse de rotation du trépan Ω1.

2.2 Modèle mécanique du système
Le système de forage rotary peut être modélisé par deux inerties couplées par un

pendule de torsion linéaire de constante de raideur k. Autrement dit, les tiges de forage
sont représentées comme des ressorts de torsion et les masses-tiges se comportent comme
un corps rigide. Ce pendule de torsion est lié à deux dispositifs d’amortissement visqueux
de constantes C1 et C2, comme indiqué par la figure 2.5.
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2.2. Modèle mécanique du système
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Fig. 2.5 – Modèle de forage rotary

L’assemblage de fond BHA est constitué de tubes à parois épaisses qui fournissent
une force suffisante pour forer. Une tige d’entraînement transmet le couple moteur de la
table de rotation à la tige de forage.

Ce modèle est valable sous l’hypothèse que les variations de la vitesse de rotation de
la table sont négligeables devant celles du BHA. Cependant, la précision d’un modèle est
généralement obtenue au détriment de sa simplicité.

Le choix se fait donc entre :

– les modèles linéaires pour lesquels de nombreuses méthodes de traitement sont
connues mais possédant une plage de fonctionnement limitée ;

– les modèles non linéaires d’utilisation complexe mais possédant un domaine de va-
lidité étendu.

2.2.1 Le train de tiges et le BHA

En appliquant le théorème des moments, l’équation d’évolution de ce sous-système
tiges et BHA est alors :

J1Ω̇1 + C1Ω1 − k(φ2 − φ1) = Ttob(Ω1) (2.11)

où la désignation des variables est fournie par la liste ci-dessous :
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Chapitre 2. Modélisation du forage rotary

Paramètre Description

φ1 Position angulaire du trépan
φ2 = φrt Position angulaire de la table de rotation
Ω1 = φ̇1 Vitesse angulaire du trépan

J1 Inertie équivalente d’une partie de l’inertie des tiges de forage
et les masses tiges

C1 Constante d’amortissement visqueux au niveau du BHA
Ttob Couple non linéaire exercé sur le trépan

Tab. 2.1 – Liste des symboles.

2.2.2 Système induit

Le comportement mécanique du système induit est dominé par trois composantes : la
table de rotation, un moteur électrique qui fournit le couple nécessaire au forage et une
boîte de vitesses de rapport n. L’équation d’évolution de ce sous-système est

J2Ω̇2 + C2Ω2 + k(φ2 − φ1) = T2 (2.12)

avec

J2 = Jrot + n2Jm (2.13)

La commande u est le couple T2 exercé sur la table de rotation. Ce couple est fourni
par le moteur dc à travers la chaîne de transmission mécanique, auquel on retranche le
terme C2Ωref qui permet de mieux atténuer les oscillations dans le système. On a :

u = T2 − C2Ωref , (2.14)

les différentes variables sont précisées dans la liste suivante :
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2.3. Modèle mathématique du système

Paramètre Description

J2 Inertie équivalente de la table de rotation et du moteur
électrique Jm ainsi qu’une partie de l’inertie des tiges

et celle de la transmission mécanique
n Rapport de transmission
C2 Constante d’amortissement visqueux de la table de rotation
T2 Couple exercé sur la table de rotation

Ωref Vitesse angulaire désirée
Ω2 = φ̇2 Vitesse angulaire de la table de rotation

u La commande

Tab. 2.2 – Liste des symboles.

2.3 Modèle mathématique du système

2.3.1 Cas linéaire

On s’attache dans un premier temps à l’étude du modèle linéaire. Les équations d’état
du système complet sont obtenues à partir des équations (2.11) - (2.12) :




φ̇1

Ω̇1

φ̇2

Ω̇2




=




0 1 0 0

−k/J1 −C1/J1 k/J1 0

0 0 0 1

k/J2 0 −k/J2 −C2/J2







φ1

Ω1

φ2

Ω2




+




0

Ttob/J1

0

T2/J2




(2.15)

Les vibrations du train de tiges sont décrites en termes de déplacement relatif entre
le trépan et la table de rotation.

Il est donc possible de réduire ce système d’équations en définissant l’écart angulaire
relatif entre la table de rotation et le trépan : φ = φ2 − φ1.
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Chapitre 2. Modélisation du forage rotary

En prenant comme variable d’état φ, le système (2.15) devient :




Ω̇1

φ̇

Ω̇2


 =




−C1/J1 k/J1 0

−1 0 1

0 −k/J2 −C2/J2







Ω1

φ

Ω2


 +




Ttob/J1

0

T2/J2


 (2.16)

Si on suppose que le couple non linéaire Ttob est constant ou nul, en l’absence de
frottements, alors le système (2.16) est linéaire.

2.3.2 Cas non linéaire

2.3.2.1 Les perturbations

L’origine des incertitudes est souvent due à une modélisation imparfaite du système.
En effet, une perturbation est une grandeur que l’on ne connaît pas en général, ayant
une action sur le système. Ces perturbations font parfois l’objet de caractéristiques
particulières comme ici où l’on considère le cas des oscillations de collé-glissé qui est un
phénomène non linéaire. Elles se traduisent de manière spectaculaire par une période
d’environ 5s, durant laquelle l’outil s’arrête de tourner pendant plus d’une seconde,
comme on l’a déjà décrit au chapitre précédent (cf. figure 1.8).

Les équations d’état du système non linéaire prennent alors la forme :

ΣNL =





ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t)

y(t) = h(x(t))

(2.17)

avec comme vecteur d’état x = [ Ω1 φ Ω2 ]T ∈ R3 et comme vecteur de sortie y ∈ R,
y = Ω1,

et

f(x) =




−C1

J1

Ω1 +
k

J1

φ +
1

J1

Ttob

Ω2 − Ω1

−C2

J2

Ω2 − k

J2

φ +
1

J2

Ωref




, g(x) =




0

0

1

J2


 .

30



2.4. Conclusion

2.4 Conclusion
Nous avons aboutit à un modèle du système de forage rotary sous forme de représen-

tation d’état. Cette modélisation considère la structure de l’équipement avec un système
induit, le train de tiges et le BHA et inclut les frottements. On a exposé les modèles de
frottements secs parmi les plus courants et décrit le modèle retenu pour représenter le
phénomène de « stick-slip » qui peut se produire dans le système, durant toute la phase
de forage. Ce phénomène a des effets importants sur le ROP et sur la durée de vie du
trépan. La complexité du modèle non linéaire est due à la prise en compte, du couple
exercé sur le trépan Ttob, qui est une fonction non linéaire de sa vitesse angulaire Ω1. La
synthèse de lois de commande à partir de ce modèle non linéaire est traité au chapitre 5
selon trois techniques : linéarisation par bouclage, modes de glissements et l’approche
"Backstepping".

31



Chapitre 2. Modélisation du forage rotary

32



Chapitre 3

Commande Linéaire (H∞)

Ce chapitre traite de la synthèse H∞ en vue de mettre en évidence le niveau éventuel
d’amélioration apporté par les méthodes de commandes non linéaires exposées au
chapitre 5.

L’inconvénient des méthodes de commande linéaire classique comme le correcteur PID
et moderne comme le LQG est qu’elles ne garantissent pas toujours la stabilité vis-à-vis
des incertitudes. L’introduction de la synthèse H∞ permet de garantir la stabilité en
présence des erreurs de modélisation, au détriment parfois des performances, d’autant
plus que le résultat obtenu est assez conservatif.

L’utilisation de la µ synthèse permet de réduire ce conservatisme [8] (à condition de
bien savoir où interviennent les incertitudes). Toutefois, l’ordre du contrôleur augmente.
Une autre alternative consiste à spécifier les objectifs de commande par l’introduction
de filtres de pondérations fréquentielles appliquées sur les différents signaux. Ils sont uti-
lisés pour pondérer la commande et les sorties afin d’assurer les performances avec de
bonnes marges de stabilité au système en boucle fermée. L’application de cette synthèse
au problème du forage rotary reprend une partie des travaux déjà existants [29].
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Chapitre 3. Commande Linéaire (H∞)

3.1 Introduction
La synthèse H∞ par approche standard constitue une méthode de construction de

correcteurs utilisant des outils fréquentiels. Le système en boucle fermée, décrit également
par des incertitudes, doit satisfaire des exigences formulées en termes d’objectifs de com-
mande. Celles-ci sont alors réalisées grâce à l’étude des marges de stabilité et au modelage
des transferts entrée/sortie du modèle de synthèse de façon à ce que le système commandé
possède de bonnes propriétés de stabilité. Le théorème du petit gain [39] est la base du
développement des outils d’analyse qui permettent de mettre en oeuvre une stratégie de
contrôle par optimisation H∞.

3.2 Valeurs singulières et norme H∞

3.2.1 Valeurs singulières

Soit A une matrice complexe; A ∈ Cm×n, les valeurs singulières de A sont définies par

σi(A)
∆
=

√
λi(AA∗) ≥ 0 (3.1)

Les valeurs singulières étant des réels, il est possible de les classer et on note :

σ(A) = σ1(A) ≥ σ2(A) ≥ . . . ≥ σm(A) = σ(A)

Nous avons les relations suivantes :

σ(A) = max
x 6=0

‖Ax‖2

‖x‖2

(3.2)

σ(A) = min
x6=0

‖Ax‖2

‖x‖2

(3.3)

On peut montrer par ailleurs que σ(A) est une norme matricielle. On a en effet :

(i) σ(A) = 0 ⇐⇒ A = 0

(ii) ∀λ ∈ C, σ(λA) = |λ|σ(A)

(iii) σ(A + B) ≤ σ(A) + σ(B)

(iv) σ(AB) ≤ σ(A) · σ(B)

Les trois premières propriétés prouvent que σ(A) est une norme pour A. La quatrième
propriété montre que c’est en plus une norme multiplicative.
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3.2. Valeurs singulières et norme H∞

3.2.2 Matrice de transfert et valeurs singulières

Considérons un système linéaire représenté par sa matrice de transfert G(s) avec un
vecteur d’entrée e(t) et un vecteur de sortie s(t) de dimensions respectives m et p. En
réponse à une excitation harmonique e(t) = Eejωt, E ∈ Cm, la sortie du système s’écrit :

s(t) = G(jω)Eejωt

Pour un système monovariable, on définit, à partir de cette relation, le gain du
système à la pulsation ω par le module |G(jω)|. Dans le cas multivariable, on utilise la
notion de valeurs singulières :

σ(G(jω)) ≤ ‖s(t)‖2

‖e(t)‖2

=
‖G(jω)e(t)‖2

‖e(t)‖2

≤ σ(G(jω)) (3.4)

Les valeurs singulières σi(G(jω)) constituent une généralisation aux systèmes multi-
variables de la notion de gain. Pour un système multivariable, le gain à une fréquence
donnée sera compris entre les valeurs singulières inférieure et supérieure.

3.2.3 Norme H∞ d’un système linéaire stationnaire

Soit un système linéaire stationnaire de représentation d’état :





ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

La matrice de transfert correspondante s’écrit G(s) = D +C(sI−A)−1B. On suppose
que le système est stable, i.e. G(s) ∈ RHn×m

∞ .
Nous donnons la définition suivante :

Définition 3.2.1
On définit la norme H∞ de G(s) par la quantité

‖G(s)‖∞ ∆
= sup

w∈R
σ(G(s)) (3.5)

‖G(s)‖∞ est la valeur la plus élevée du gain du système sur l’ensemble des pulsations.
Pour un système monovariable, c’est la valeur la plus élevée de |G(jω)|.
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Chapitre 3. Commande Linéaire (H∞)

Le calcul de ‖G(s)‖∞ n’est pas toujours aisé : si on se restreint à un nombre fini de
pulsations, on n’obtient qu’une borne inférieure. Le théorème 3.3.1 de la section qui suit
permet d’obtenir un majorant γ de ‖G(s)‖∞.

3.3 Commande H∞ standard

La commande H∞ est une commande relativement récente, mais elle a eu un fort
retentissement important, car elle peut apporter une amélioration en ce qui concerne la
robustesse. De plus, on dispose d’une panoplie de définitions et d’outils mathématiques
(Riccati, LMI,...etc).

3.3.1 Problème standard

La synthèse H∞ utilise la notion de problème standard, qui est représenté sur la
figure 3.1 : la matrice de transfert G(s) modélise les interactions dynamiques entre deux
ensembles d’entrées et deux ensembles de sorties : le vecteur w représente des entrées
extérieures, telles que signaux de référence, perturbations, bruits; le vecteur u représente
les commandes; les signaux z sont choisis pour caractériser le bon fonctionnement de
l’asservissement; enfin y représente les mesures disponibles pour élaborer la commande.

y

w

u

z

( )G s

( )K s

Fig. 3.1 – Problème H∞ standard

En effectuant une partition de la matrice G(s) de façon cohérente avec les dimensions
de w, u, z, y sur la figure 3.1, on a

[
z
y

]
=

[
Gzw(s) Gzu(s)
Gyw(s) Gyu(s)

] [
w
u

]
. (3.6)

Dans un problème de commande H∞, on veut minimiser la norme H∞ du transfert
entre les entrée exogènes w et les sorties exogènes z qui représentent, dans un problème
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3.3. Commande H∞ standard

de robustesse, les éléments de connexion avec la matrice de transfert des incertitudes.

Cette réduction se fait par le biais d’un bouclage, entre les sorties de mesure y et les
entrées de commande u, moyennant un transfert du correcteur K. On note le système
bouclé Gzw.

On rappelle que la norme H∞ de Gzw entre w et z est :

‖Gzw‖∞ = sup
w∈L2, w 6=0

‖z‖2

‖w‖2

. (3.7)

La méthode de calcul du correcteur H∞ standard, proposée par Doyle [39] (plus
connue sous l’algorithme de Glover-Doyle), est rappelée ci-après. Cette méthode repose
sur la forme standard d’état de Gzw suivante :

ẋ = Ax + B1w + B2u

z = C1x + D11w + D12u

y = C2x + D21w + D22u

(3.8)

3.3.2 Transformation Fractionnaire Linéaire

La notion de bouclage en automatique est prépondérante, car grâce au bouclage nous
pouvons stabiliser un système et lui imposer une dynamique. De même que le système
peut être stabilisé par un correcteur K (figure 3.2.a), il peut etre déstabilisé par des
incertitudes de modélisation ∆ (figure 3.2.b).

u

z

y

w

G

K Gu

z

y

w

(a) LFT inférieure (b) LFT supérieure

Fig. 3.2 – Transformation Fractionnaire Linéaire
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Chapitre 3. Commande Linéaire (H∞)

Les bouclages présentés dans la figure 3.2 sont des Transformations Fractionnaires
Linéaires, ou LFT (de l’anglais Linear Fractional Transformation); pour dire qu’elle
est inférieure ou supérieure on rajoute l’indice L ou U . Sous forme transferts, les LFT
FL(G,K) (figure 3.2.a) et FU(∆,K) (figure 3.2.b) s’écrivent :

FL(G,K) = Gzw(s) + GzuK(s) (I −Gyu(s)K(s))−1 Gyw(s) (3.9)
et

FU(∆,K) = Gyw(s) + Gyw∆(s) (I −Gzw(s)∆)−1 Gzw(s) (3.10)

Dans un problème H∞, la valeur de γ n’est pas connue d’avance, alors la recherche de
γ se fait par dichotomie. Afin que le problème H∞ puisse être résolu à chaque itération,
des conditions doivent être vérifiées :

1. (A,B2) est stabilisable et (C2,A) est détectable

2. rang[D12] = m2 et rang[D21] = p2

3. ∀ω ∈ R rang

[
A− jωIn B2

C1 D12

]
= nG + m2

4. ∀ω ∈ R rang

[
A− jωIn B1

C2 D21

]
= nG + p2

D’après la condition 2, on peut toujours choisir les sorties et les entrées exogènes telles
que DT

12 = [0 I] et D21 = [0 I]. Suivant la partition de D12, D22 = 0 et D21, on peut
partitioner D11 comme suit :

D11 =

(
D1111 D1112

D1121 D1122

)
.

On donne ci-dessous le théorème énoncé par Glover et Doyle [16], permettant de
générer l’ensemble des correcteurs vérifiant la norme H∞ imposée par la condition de
robustesse.

Théorème 3.3.1
Soit γ > 0. Il existe un correcteur stabilisant le système (3.8) et vérifiant ‖FL(G,K)‖∞ < γ
si et seulement si :

(a) γ > max{σ̄ ([D1111,D1112]) , σ̄
(
[DT

1111,D
T
1121]

)}
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3.3. Commande H∞ standard

(b) Il existe des solutions X∞ ≥ 0 et Y∞ ≥ 0 aux équations de Riccati telles que
ρ(X∞Y∞) < γ2

Si les conditions (a) et (b) sont vérifiées, alors tout correcteur K stabilisant, pour
lequel ‖FL(G,K)‖∞ < γ est donné par :

K = FL(Ka,Φ) (3.11)

avec Φ ∈ RH∞ 1, vérifiant ‖Φ‖∞ < γ, et Ka :

Ka :

(
AKa BKa

CKa DKa

)
(3.12)

avec :

BKa = (BKa1BKa2) = (−Kf∞3 + (B2 + Kf∞2)D̂11 (B2 + Kf∞2)D̂12)

CKa =

(
CKa1

CKa2

)
=

(
(Kc∞3 − D̂11(C2 + Kc∞2))(I − γ2Y∞X∞)−1

D̂21(C2 + Kc∞2))(I − γ2Y∞X∞)−1

)

AKa = A + Kf∞C + BKa2D̂
−1
12 CKa1

DKa =

(
D̂11 D̂12

D̂21 0

)

où

D̂11 = −D1121D
T
1111(γ

2I −D1111D
T
1111)

−1D1112 −D1122

D̂12D̂
T
12 = I −D1121(γ

2I −D1111D
T
1111)

−1DT
1121

D̂T
21D̂21 = I −DT

1112(γ
2I −D1111D

T
1111)

−1D1112.

1. Ensemble des transferts stables et propres
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Chapitre 3. Commande Linéaire (H∞)

Le contrôleur le plus utilisé est le contrôleur central qui correspond au choix d’un
transfert Φ(s) = 0.

Dans le cas où D22 est non nul, le correcteur se déduit d’un contrôleur K0 obtenu
pour D22 = 0 par :

K = FU
(

K0,

( −D22 I
I 0

))
(3.13)

On garantit par cette relation (3.13) que :

‖FL(GD22=0,K0)‖∞ = ‖FL(G,K)‖∞. (3.14)

3.3.3 Filtres de pondération

La synthèse H∞ est fréquentielle, donc toute spécification doit être imposée par
l’intermédiaire d’un gabarit fréquentiel, ainsi les filtres n’auront pas seulement pour
rôle de spécifier la variation fréquentielle de l’incertitude, mais aussi d’imposer des
performances temporelles (figure 3.3). Ce dernier point représente l’inconvénient de
l’utilisation de la synthèse H∞.

G

4W

-

y

K

3W

2W

1W

z

w +uer

b

+

Fig. 3.3 – Exemple de synthèse H∞ par pondérations fréquentielles

On calcule aisément la matrice de transfert du système bouclé FL(G,K) (voir éq. 3.9).

avec w = (w1, w2)
T = (r, b)T et z = (z1, z2)

T = (e, u)T , on a
(

z1

z2

)
=

(
H∗

11 H∗
12

H∗
21 H∗

22

)(
w1

w2

)
. (3.15)
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3.3. Commande H∞ standard

Le problème H∞ standard qui en découle après avoir introduit les fonctions de pondé-
rations est le suivant : déterminer un nombre γ > 0, et le correcteur K(s) stabilisant le
système bouclé et assurant :

∥∥∥∥
(

W3 H∗
11 W2 W3 H∗

12 W1

W4 H∗
21 W2 W4 H∗

22 W1

)∥∥∥∥
∞

< γ. (3.16)

Bien que plusieurs techniques de choix des filtres aient été utilisées, elles restent
souvent spécifiques à un système donné, d’autant plus que dans le cas multivariable
la norme H∞ ne permet pas de séparer les contraintes entre les différentes paires
d’entrées/sorties, le choix des filtres devient alors difficile, et il peut induire un correcteur
d’ordre élevé.

Si on considère le transfert en boucle ouverte entre la consigne et l’erreur de régulation,
l’interprétation fréquentielle des performances temporelles est d’avoir un gain élevé pour
réduire l’erreur de régulation, et élargir la bande passante pour diminuer le temps de
réponse (figure 3.4.a). Pour une synthèse H∞ standard, l’interprétation sur la boucle
ouverte GK est transposée sur la fonction de sensibilité S = (I + GK)−1 (figure 3.4.b),
en raisonnant par comportement asymptotique.

erreur d’asservissement

erreur
d’asservissement

(a) GK (b) (I + GK)−1

Fig. 3.4 – Traduction fréquentielle des spécifications temporelles

Dans [13] par exemple, on trouve une méthodologie pour la construction des filtres.
Les filtres considérés sont du premier ou du deuxième ordre. Le premier ordre permet
d’imposer des contraintes de types : roll-off, bande passante,...etc. Le deuxième ordre
introduit une contrainte sur un intervalle de fréquences, pour, par exemple, contrôler un
mode souple.

Le choix des filtres reste très difficile à concevoir surtout pour les problèmes de
commande où des critères discordants doivent être considérés.
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Chapitre 3. Commande Linéaire (H∞)

3.4 Application au forage rotary

Dans la synthèse H∞, on considère comme entrées exogènes et sorties exogènes les
variables :

w =

(
Ωref

Ttob

)

z =

(
Ωref − Ω1

u

)

Les performances temporelles sont imposées par l’application d’un gabarit fréquentiel
sur la fonction de sensibilité S qui est donnée pour le système de forage par le transfert
entre Ωref et Ωref − Ω1. Le rajout de la sortie exogène u traduit la considération du
transfert KS, ce qui permettra d’imposer un roll-off sur le système bouclé.

L’entrée Ttob a le rôle de spécifier la robustesse vis-à-vis de l’effet « stick-slip », qui
dans une synthèse linéaire est défini par une bande passante.

D’après les hypothèses simplificatrices données dans le chapitre précédent (para-
graphe 2.3.1), les matrices de la forme standard (3.8) du modèle linéaire (2.15) sont :

A =




−C1/J1 k/J1 0

−1 0 1

0 −k/J2 −C2/J2


 ; B1 =




0 1/J1

0 0

C2/J2 0


 ; B2 =




0

0

1/J2




C1 =

(
−1 0 0

0 0 0

)
; D11 =

(
1 0

0 0

)
; D12 =

(
0

1

)

C2 =

(
0 0 −1

0 1 0

)
; D21 =

(
1 0

0 vtob

)
; D22 =

(
0

0

)

(3.17)

Le schéma général de la synthèse H∞ est donné par la figure 3.5. Les points clés de
cette synthèse sont la détermination des filtres Vref , Vtob, Wp et Wu.
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G uW

+

u

pW

tobV

refV 1z1w

tobv

2w

+

2z

u

1refW - W

1 2refy = W - W 2y f=

refW

tobT

Fig. 3.5 – Structure de la commande H∞

La bouclé fermée généralisée devient

(
H11 H12

H21 H22

)
=

(
Wp H∗

11 Vref Wp H∗
12 Vtob

Wu H∗
21 Vref Wu H∗

22 Vtob

)
(3.18)

Les rôles des filtres de pondération Wp et Wu consistent à spécifier le comportement
fréquentiel de la boucle fermée S et KS. En revanche, la fonction des filtres Vref et Vtob

est de définir la réponse fréquentielle des entrées associées.

Ainsi pour le filtre Vref , nous le considérons unitaire, car la valeur imposée à Ωref est
un échelon de référence. Nous développerons dans ce qui suit le procédé de spécification
des autres filtres.

• Filtre Wp

Le filtre de pondération Wp agit sur les deux transferts S et celui de l’entrée Ttob vers
l’erreur d’asservissement. Concernant ce deuxième transfert, nous supposons que le choix
du filtre Vtob permettra d’imposer un gabarit voulu. On se contente d’agir seulement sur
la fonction de sensibilité. Nous garantissons ainsi :

‖S‖∞ <
1

|Wp| (3.19)
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Chapitre 3. Commande Linéaire (H∞)

pour une valeur de γ égale à 1 et Vref = 1.

Comme le montre la figure 3.4.b, le filtre Wp permet de spécifier deux types de
performances, la première est la bande passante définit par l’emplacement du pôle et du
gain à l’infini de l’inverse du filtre. La deuxième est l’erreur relative maximale qui dépend
du gain statique de l’inverse du filtre. Posons :

1

Wp(s)
= κ

s + α1

s + α2

(3.20)

où κ est un gain.

On souhaite obtenir une réponse temporelle du système sans dépassement et que pour
les instants supérieurs à Td = 0,2 sec, l’erreur statique ait une valeur inférieure à 1%.
A partir de ces exigences, nous obtenons α2 = 5 et κ = 100. Si nous imposons α1 = 0,
nous aurons une erreur statique nulle. Nous pouvons cependant réduire la contrainte, en
prenant α1 = 10−3. Ainsi le filtre Wp est :

Wp(s) =
s + 5

100s + 0,1
(3.21)

• Filtre Vtob

L’intérêt de ce filtre est de réduire le gain du transfert, entre la perturbation de l’effet
« stick-slip » et l’erreur statique d’asservissement, au niveau de la bande passante de la
réponse fréquentielle de cette perturbation. D’après [21], si la valeur de la référence est
donnée par la formule suivante :

Ωref =
(Ttobmax − Ttobdyn)ωd

2k

[√
πξ − ξ

πξ − ξ2

]
(3.22)

où ωd =

√
k

J1

est la pulsation propre du système.

avec ξ = C1/2J1ωd, pour une valeur fixée de C1, alors l’effet « stick-slip » est supposé
disparaître.

Vu que la valeur de Ωref peut être différente de celle donnée par l’expression (3.22), le
but du filtre Vtob est de ramener Ωref à celle donnée par (3.22) pour la fréquence propre
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du « stick-slip ». Si on considère Ωref = 10 rad/sec, le filtre Vtob est :

Vtob(s) = 50.103 s2 + s + 0.8

s2 + 50s + 0,8
(3.23)

où la pulsation propre de l’effet « stick-slip » est égale à 0.9 rad/sec. La valeur 50.103 kNm
est imposée par la limitation du couple moteur.

• Filtre Wu

Comme nous l’avons mentionné précédemment, l’intérêt du filtre Wu est d’imposer
un roll-off permettant de rejeter l’effet des bruits en hautes fréquences et prévenir d’une
éventuelle saturation de la commande. Le filtre de roll-off est ainsi défini comme étant :

1

Wu(s)
= ζ

s + β

s
, (3.24)

la valeur de β est donnée par la bande passante du roll-off imposée, soit β = 25 rad/sec.
La valeur de ζ est déterminée par tâtonnement après vérification de la valeur du couple.
Après plusieurs essais, nous avons opté pour la valeur ζ = 500. Le filtre de Wu choisi est
alors :

Wu(s) =
s

500(s + 25)
(3.25)

3.4.1 Résultats de simulation

Le correcteurH∞ résultant de l’application des pondérations données ci-dessus, permet
d’avoir des résultats acceptables, comme le montre la figure 3.6, quoique qu’il subsiste
encore quelques oscillations sur cette réponse. On peut alors conclure que la commande
H∞ a permis de réduire l’effet « stick-slip » mais elle ne garantit pas sa suppression.
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Fig. 3.6 – Correcteur H∞

Cette méthode de commande, demeure néanmoins intéressante et servira pour l’étude
comparative avec d’autres méthodes de commande, réalisée au chapitre 5

3.5 Conclusion
Nous avons présenté la méthodologie d’application de la synthèse H∞ au problème

de forage, et tenté d’apporter une solution au problème du phénomène « stick-slip » en
l’abordant par une approche fréquentielle. Cette approche ne permet pas de considérer
la totalité de l’information que nous avons sur ce phénomène, vu le caractère linéaire
ici considéré. Nous avons donc pu seulement atténuer son effet sans pour autant l’éliminer.

Dans les chapitres qui suivront, nous aborderons d’autres approches supposées mieux
adaptées à ce problème.
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Chapitre 4

Méthodes de commande non linéaires

Ce chapitre est essentiellement consacré à trois approches non linéaires que nous avons
sélectionnées pour commander le système de forage rotary : linéarisation par bouclage,
commande à structure variable et commande par Backstepping.

Aucune de ces approches n’a encore été appliquée dans le domaine des forages.
La linéarisation par bouclage est relativement bien connue maintenant en théorie des
systèmes non linéaires, néanmoins pour faciliter la lecture de ce document, quelques
rappels sont donnés.

Ensuite, nous présentons de même un rappel sur les méthodes de commande à struc-
ture variable et commande par Backstepping. L’objectif est ici de souligner les idées sur
lesquelles sont basées les lois de commande élaborées au Chapitre 5.

47



Chapitre 4. Méthodes de commande non linéaires

4.1 Linéarisation entrée-état

Comme déjà mentionné, la linéarisation par bouclage est aujourd’hui bien connue
en théorie des systèmes non linéaires, le lecteur peut se référer, par exemple, aux
ouvrages [18,27,32].

L’intérêt d’une telle approche est d’obtenir un comportement homogène quelque soit
le point de fonctionnement : il sera possible ainsi de stabilier le système autour d’une
trajectoire quelconque.

La linéarisation entrée-état d’un système non linéaire consiste à trouver une loi de
commande non linéaire qui permet au système bouclé d’avoir un comportement linéaire
comme indiqué par la figure 4.1.

Système

non linéaire

Contrôleur

non linéaire

u yv

Système linéaire

x
()h ×

Fig. 4.1 – Linéarisation par bouclage

Dans ce cadre, nous considérons des systèmes non linéaires affines en la commande,
c’est-à-dire décrits par une représentation d’état de la forme :

ΣNL =

{
ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t)
y(t) = h(x(t))

(4.1)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ R est l’entrée en commande du système,
y(t) ∈ R est la sortie, f : Rn −→ Rn et g : Rn −→ Rn sont des champs de vecteurs et
enfin h : Rn −→ R est une fonction non linéaire, supposée analytique.

Le but de la méthode de linéarisation est de trouver un bouclage statique de la forme :

u = α(x) + β(x)v (4.2)

et un changement de variables
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4.1. Linéarisation entrée-état

z = T (x) (4.3)

qui transforme le système non linéaire ΣNL en un système linéaire commandable , tel
que les nouvelles variables d’état z, et la nouvelle entrée v vérifient un système d’équations
linéaires stationnaires :

ż = Az + Bv (4.4)

où A(n× n) =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
0 0 0 0 0




et B(n× 1) =




0
0
...
1
0



.

L’équation (4.4) est obtenue dans le cas où le degré relatif du système (4.1) est égale à
la dimension de l’espace d’état, autrement dit dans les nouvelles coordonnées, l’équation
d’état prend la forme normale :

ż1 = z2

ż2 = z3
...

...
...

żn = b(z) + a(z)u

Lorsque la sortie y du système est une fonction non linéaire de la nouvelle variable z,
le schéma bloc du système linéarisable entrée-état est celui de la figure 4.2.

xTz =

Système linéaire

uxgxfx )()( +=( )( )vzb
za

+-
)(

1
u x

z

v
zj

y

Fig. 4.2 – Boucle de linéarisation globale
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Rappelons que les conditions à satisfaire pour qu’un système soit linéarisable par
retour d’état statique sont fournies par le théorème suivant [32] :

Théorème 4.1.1
Le système 4.1 est linéarisable entrée-état si, et seulement si il existe une région Ω ⊂ Rn

telle que les conditions suivantes soient satisfaites :

1. Les champs de vecteurs {g,adfg,.....,adn−1
f g} sont linéairement indépendants sur Ω

2. L’ensemble {g,adfg,.....,adn−2
f g} est involutive

La première condition peut être interprétée comme une simple condition de contrôla-
bilité pour le système non linéaire (4.1) et la deuxième condition signifie que le crochet
de Lie de deux champs de vecteurs quelconques de l’ensemble {g,adfg,.....,adn−2

f g} peut
s’exprimer comme une combinaison linéaire des autres champs de vecteurs de cet ensemble.

4.2 Commande par modes glissants

4.2.1 Systèmes à structure variable

Cette technique a connu un développement théorique au début des année 60 grâce à
la résolution de l’équation différentielle à second membre discontinu par le mathématicien
Russe A. Fillipov, suivie des recherches de S. Emelyanov en 1967 [11] et de V. Utkin en
1977 [36].

Le réglage par modes de glissement est un mode de fonctionnement particulier des
systèmes de réglage à structure variable. Un système à structure variable est un système
pouvant changer de structure en faisant commuter sa commande entre deux valeurs, sui-
vant une logique de commutation bien spécifique σ(x) comme illustré par la figure 4.3.

xs

u
max

u

min
u S

Fig. 4.3 – Système de réglage à structure variable avec changement de la structure par
commutation

Dans ce cas, la commutation de commande entre deux valeurs est imposée par la loi
suivante :
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4.2. Commande par modes glissants





u = umax pour σ(x) > 0

u = umin pour σ(x) < 0
(4.5)

Pour les systèmes à structure variable, le choix adéquat des paramètres de chaque
structure et une bonne définition de la logique de commutation sont essentiels. Sous cer-
taines conditions, la commutation peut se faire à une très grande fréquence. Le système
évolue alors en modes glissants. Le comportement dynamique du système est déterminé
par la condition σ(x) = 0; σ(x) étant la surface de glissement, le but est d’amener la
trajectoire d’état du système vers cette surface et assurer le maintien du régime glissant
jusqu’au point d’équilibre.

4.2.2 Conception de la commande par modes glissants

Synthétiser une loi de commande par modes glissants revient, en premier lieu, à choisir
la surface de glissement qui permet la convergence de la trajectoire d’état du système vers
le point d’équilibre désiré; en second lieu, à établir la condition d’existence du mode de
glissement qui est reliée à la convergence de la trajectoire d’état vers le point d’équilibre,
et en troisième lieu à déterminer la loi de commande qui aura pour rôle de maintenir
les conditions de glissement (attractivité). En d’autres termes, la conception de la loi de
commande par modes glissants est réalisée en trois étapes :

Étape 1 : Choix de la surface de glissement
Étape 2 : Élaboration de la condition de convergence
Étape 3 : Détermination de la loi de commande.

4.2.2.1 Choix de la surface de glissement

La surface de glissement est un hyperplan dans l’espace d’état global, et représente le
comportement dynamique désiré. La trajectoire d’état du système doit atteindre cette
surface. Il n’existe pas de critères spécifiques pour le choix d’une surface de glissement
appropriée.

Soit un système à m entrées de commande, la surface est alors décrite par la forme
suivante :

σ =




σ1
...

σm


 = βx + βdxd (4.6)
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Chapitre 4. Méthodes de commande non linéaires

où x ∈ Rn est le vecteur d’état du système, xd ∈ Rn désigne le vecteur d’état désiré,
β ∈ Rm×n est la matrice des gains définissant la dynamique de la surface de glissement
et βd ∈ Rm×n est la matrice des gains du vecteur xd,

soit en décomposant la surface de glissement en m surfaces :

σi =
n∑

j=1

βijxj +
n∑

j=1

βdijxdij; i = 1, · · · · · · ,m. (4.7)

Dans certains ouvrages [31], on trouve une forme de la surface de glissement qui est
fonction de l’écart sur la variable à régler x, elle est donnée par :

σ(x) =

[
d

dt
+ λx

]r−1

e(x) (4.8)

où l’écart sur la variable à régler est e(x) = (x− xd), λx est une constante positive et r le
degré relatif. La surface de glissement est fonction de l’application et de l’objectif visés.

4.2.3 Existence du mode glissant

Le domaine S, de σ = 0, est un domaine du mode glissant, si pour chaque ε > 0, il
existe un δ > 0 tel que tout mouvement, au voisinage δ de Sn (domaine de dimension
n), peut quitter le voisinage ε de Sn, seulement à travers le voisinage ε des bornes de Sn

(figure 4.4).

s = 0
s1 = 0

sm = 0

Fig. 4.4 – Définition du domaine de glissement

Les conditions d’existence du mode de glissement sont des critères qui permettent
aux dynamiques du système de converger vers la surface de glissement et d’y rester
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4.2. Commande par modes glissants

indépendamment des perturbations. Ces conditions d’existence peuvent être définies soit
par la fonction directe de commutation, soit par la théorie de stabilité de Lyapunov.

Théorème 4.2.1
Soit Ω l’espace d’état global de dimension n, et σ la surface de glissement d’ordre m
associée au système. Soit D un sous espace de Ω de dimension (n − m). La condition
suffisante pour que D soit un domaine du mode de glissement, est l’existence d’une
fonction V (x,σ,t), dite fonction de Lyapunov, continue, dérivable et qui satisfait les
conditions suivantes :

I. V (x,σ,t) est définie positive :




V (x,σ,t) > 0 σ 6= 0

V (x,σ,t) = 0 σ = 0
(4.9)

II. Pour ‖σ‖ ≤ ρ, la fonction V (x,σ,t) est une fonction bornée :

hρ ≤ V (x,σ,t) ≤ Hρ (4.10)

avec hρ ≥ 0 et Hρ > 0

III.
V̇ (x,σ,t) < 0 ∀x ∈ D (4.11)

si x appartient à la surface de glissement alors V̇ (x,σ,t) n’existe pas.

La fonction de Lyapunov doit être choisie positive et décroissante, de manière à
contraindre la trajectoire du système à toujours se diriger vers la surface de glissement.
Par conséquent, l’idée est de choisir une fonction scalaire σ(x) qui garantit l’attraction
de la variable x vers une valeur de référence et ceci par une commande u telle que :

V (x) =
1

2
σ2(x) (4.12)

et donc

V̇ (x) = σ(x)σ̇(x). (4.13)
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4.2.4 Synthèse de la commande

Une fois la surface de glissement σ choisie stable de sorte que la sortie y(t) du système
converge vers une sortie désirée yd(t), et la convergence du mode glissant assurée, on
élabore une commande qui forcera les états du système à atteindre le point d’équilibre,
tout en maintenant la condition d’existence du mode glissant.

La commande u peut être décomposée en une somme de deux commandes,

u = uN + ueq (4.14)

ueq étant la commande équivalente qui sert à maintenir l’état sur la surface de glissement
σ(x) = 0, et uN étant la commande stabilisante.

La dérivée totale par rapport au temps de cette surface est :

σ̇(x) =
∂σ

∂x

dx

dt
=

∂σ

∂x
ẋ (4.15)

comme l’équation d’état est

ẋ = f(x,t) + g(x,t)ueq + g(x,t)uN (4.16)

on a alors

σ̇(x) =
∂σ

∂x
[f(x,t) + g(x,t)ueq] +

∂σ

∂x
g(x,t)uN (4.17)

En régime idéal, la dérivée de la surface est nulle, la commande appliquée au système
est la commande équivalente ueq, par conséquent

{
uN = 0
σ̇(x) = 0

(4.18)
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4.2. Commande par modes glissants

ueq = −
(

∂σ

∂x
g(x,t)

)−1
∂σ

∂x
f(x,t), (4.19)

si la matrice
∂σ

∂x
g(x,t) est inversible.

Donc, en remplaçant la commande équivalente par son expression (4.19) dans (4.17)
on obtient :

σ̇(x) =
∂σ

∂x
g(x,t)uN . (4.20)

Nous choisissons, pour simplifier, une surface de glissement qui vérifie la relation :

∂σ

∂x
g(x,t) = I (4.21)

où I est la matrice identité,

ainsi

σ̇(x) = uN . (4.22)

La commande discontinue est choisie de manière à satisfaire la condition suffisante
d’existence des modes glissants. Il existe plusieurs formes pour cette commande où la
condition d’existence est vérifiée dans les cas suivants :

I.

uN =





δ(x) sgn(σ) si σ 6= 0

0 si σ = 0
(4.23)

avec δ(x) < 0,

σ σ̇ = δ σ sgn(σ) < 0 (4.24)

ou encore

σ σ̇ = δ |σ| < 0. (4.25)
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II.
uN = L σ (4.26)

avec L matrice constante de dimension (m×m) définie positive.

σT σ̇ = −σT L σ < 0. (4.27)

III.

uN = −
k∑

i=1

Ψixi − δ0 (σ) (4.28)

avec : 1 ≤ k ≤ n− 1

Ψi =





αi si xi σ > 0

βi si xi σ < 0
(4.29)

avec αi > 0 et βi < 0 et δ0 scalaire positif infiniment petit,

σT σ̇ = −σT (Ψ1x1 + Ψ2x2 + · · ·+ Ψkxk + δ0 sgn(σ)) < 0 (4.30)

IV.
uN = (σ/‖σ‖)ρ (4.31)

avec ρ < 0,

σT σ̇ =
ρ

‖σ‖ < 0.
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4.3. Commande par Backstepping

4.3 Commande par Backstepping
La méthode de Backstepping est un processus récursif et systématique de commande

des systèmes non linéaires.

La méthodologie de construction d’une fonction de Lyapunov pour un système par
cette technique a été développée au début des années 90 par R. Freeman et P. Kokoto-
vic [14,15], M. Krstic et al. [22].

4.3.1 Principe du Backstepping

L’idée principale de cette stratégie de commande repose sur la construction d’un
algorithme qui permet en premier lieu de concevoir simultanément, pour un sous-système,
la loi de commande passive (virtuelle), la dynamique d’adaptation ainsi que la fonction
de Lyapunov qui garantit la stabilité. Ensuite, pour le deuxième sous système on calcule
une nouvelle commande virtuelle et une deuxième fonction de Lyapunov; et ainsi de suite
selon l’ordre du système. Enfin, en dernier lieu, on obtient l’expression de la commande
qui garantit la stabilité globale et les performances du système.

Considérons le système non linéaire suivant :





ẋ = f1(x,y) + g1(x,y)y (s1)

ẏ = f2(x,y) + g2(x,y)u (s2)
(4.32)

x, y sont les variables d’état et u est la variable de commande. Les fonctions f1, f2, g1,
g2 sont continues telles que g1(x,y) 6= 0 et g2(x,y) 6= 0, pour tout x, y. Quand u = 0, on
suppose que le système (4.32) a pour point d’équilibre l’origine (0,0).

Le Backstepping consiste à trouver une fonction de Lyapunov strictement assignable
(CLF), définie positive et radialement non bornée qui garantit la stabilité asymptotique
global au système (4.32).

Le but de cette procédure est de commander tout d’abord le sous-système s1 par
l’intermédiaire de la variable y, appelée commande virtuelle, puis de commander le
système globale par u.

Ainsi, on peut trouver une commande u stabilisante à partir de la fonction de
Lyapunov strictement assignable au système (4.32) et ceci étape par étape.

Étape 1 : On considère le sous système s1, avec y comme commande virtuelle. On
suppose qu’il existe une fonction de Lyapunov V1(x) choisie définie positive et radialement
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non bornée et une fonction φ(x) à trouver telle que :

∂V1

∂x
= Lf1V1(x) + Lg1V1(x)φ(x) ≤ −W (x) (4.33)

où W (x) est une fonction définie positive.

Ainsi le sous-système s1 est asymptotiquement stable.

Étape 2 : On considère le système global (4.32). Pour trouver la commande stabili-
sante u, on introduit la fonction de Lyapunov suivante :

V2(x,y) = V1(x) +
1

2
(y − φ(x))2. (4.34)

Sa dérivée totale par rapport au temps est :

V̇2 ≤ W (x) + (y − φ(x))

(
f2(x,y) + g2(x,y)u− ∂φ

∂x
(x)

)
(4.35)

comme le but est de choisir une commande u qui rend la dérivée de la fonction de
Lyapunov V̇2 définie négative, on peut alors prendre

u(x,y) =
1

g2(x,y)

(
−α(y − φ(x))− f2(x,y) +

∂φ

∂x
(x)

)
(4.36)

avec α une constante positive.

Ainsi, la fonction de Lyapunov V2(x,y) est assignée pour assurer la stabilité asympto-
tique globale du système (4.32).

4.3.2 Cas particulier du système de forage

Pour le système de forage nous avons f2(x,y) = 0 et g2(x,y) = 1. L’équation (4.32)
prend alors la forme :
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4.3. Commande par Backstepping





ẋ = f(x) + g(x)y (s1)

ẏ = u (s2)
(4.37)

où x, y sont les variables d’état et u est la variable de commande, les fonctions f : D → Rn

et g : D → Rn appartiennent au domaine D ⊂ Rn.
Quand u = 0, on suppose que le système (4.37) a pour point d’équilibre l’origine.

Le système (4.37), représenté par le schéma de la figure 4.5, est triangulaire, il se
présente sous une forme en cascade où la commande n’intervient que dans l’équation (s2).

ò
x

)(×f
xf

xgò
yu

Fig. 4.5 – Schéma bloc du système

Soit φ la commande stabilisante du premier sous-système, telle que :

φ(0) = 0, ẋ = f(x) + g(x)φ(x). (4.38)

On suppose qu’il existe une fonction de Lyapunov V (x) définie positive et vérifiant :

∂V

∂x
[f(x) + g(x)φ(x)] ≤ −W (x), ∀x ∈ D. (4.39)

En ajoutant et soustrayant le terme g(x)φ(x) dans le sous système s1, on obtient :

ẋ = [f(x) + g(x)φ(x)] + g(x)[y − φ(x)] (4.40)
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comme indiqué par la figure 4.6.

ò
x

)()()( ××+× fgf
xf

xgò
yu

xf-

Fig. 4.6 – Schéma bloc du système modifié

On pose

z = y − φ(x). (4.41)

Remarque : Ce changement de variables permet d’avoir un point d’équilibre à l’ori-
gine pour z.

Le système (4.37) devient, comme montré par la figure 4.7 :





ẋ = [f(x) + g(x)φ(x)] + g(x)z

ż = u− φ̇
(4.42)

ò
x

××+× f)()( gf

xgò
zu

f-

Fig. 4.7 – Schéma bloc du backstepping
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Maintenant, si on suppose que v = u− φ̇, le système (4.37) devient :





ẋ = [f(x) + g(x)φ(x)] + g(x)z

ż = v
(4.43)

Le système (4.43) est équivalent à celui donné par l’équation (4.37), sauf qu’à présent
la première partie de l’équation (4.43) est asymptotiquement stable quand z = 0. Cette
caractéristique sera exploitée dans la synthèse de v.

Soit la fonction de Lyapunov candidate :

V1(x) = V (x) +
1

2
z2 (4.44)

telle que :

V̇1 =
∂V

∂x
[f(x) + g(x)φ(x)] +

∂V

∂x
g(x)z + zv, (4.45)

en utilisant (4.39), on obtient,

V̇1 ≤ −W (x) +
∂V

∂x
g(x)z + zv (4.46)

en choisissant maintenant v = −∂V

∂x
g(x)− kz, k > 0, on a alors :

V̇1 ≤ −W (x)− kz2. (4.47)

D’après le théorème de Lyapunov, le point z = 0 est asymptotiquement stable,
puisque φ(0) = 0, alors le point (x = 0, y = 0) est aussi asymptotiquement stable, d’où :

u =
∂φ

∂x
(f(x) + g(x)y)− ∂V

∂x
g(x)− k (y − φ(x)) (4.48)
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Et si V (x) est radialement bornée, on peut donc conclure que l’origine est globalement
stable.

4.4 Observateur

Dans le système de forage rotary, l’objectif principal est de commander la vitesse de
rotation du trépan, seulement cette grandeur n’est pas mesurable. Pour la mise au point
de la loi de commande, une estimation de la vitesse angulaire est nécessaire, on peut par
exemple utiliser un observateur de Luenberger, dont on décrit ci-dessous la dynamique à
titre de rappel.

4.4.1 Observateur de Luenberger

Quoique le système auquel on s’intéresse soit non linéaire, il s’avère ici suffisant
d’utiliser un observateur linéaire.

Soit le système à asservir suivant :





ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(4.49)

avec dim(x) = n, dim(y) = q et C de rang q.

La dynamique de l’observateur est





˙̂x = Ax̂(t) + Bu(t) + LC(x− x̂)

ŷ(t) = Cx̂(t)
(4.50)

S’il n’y a aucune raison de penser qu’à t = 0 l’état initial x̂0 = x̂(0), est le même que
l’état initial x0 du système à asservir, il est en revanche logique d’exiger que x̂(t) → x(t)
pour t →∞.

Introduisons l’erreur d’estimation :

e(t) = x(t)− x̂(t) (4.51)

x̂(t) est une bonne estimation de x(t) si e(t) −→
t→∞

0.
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On obtient :

ė(t) = (A− LC)e(t) (4.52)

On sait que, si la paire (A, C) est observable, alors on peut choisir la matrice de gain
L de l’observateur de telle façon que A − LC ait toutes ses valeurs propres à parties
réelles négatives, ce qui assure la convergence vers zéro de e(t) quand t −→∞.

La spécification du gain L peut être effectuée de différentes manières : placement des
poles, solution stationnaire d’une équation de Riccati, solution d’une équation de Lyapu-
nov, etc.

4.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons rappelé certains outils mathématiques de synthèse d’une

loi de commande non linéaire : la linéarisation par bouclage, la commande à structure
variable et la commande par Backstepping.

La synthèse de ces lois de commande appliquées au problème de forage, font l’objet
du prochain chapitre.
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Chapitre 5

Commande du système de forage rotary

Ce chapitre est consacré à l’élaboration des commandes, par les trois approches
présentées au chapitre précédent, dans l’objectif de réduire le phénomène épineux du
« stick-slip ».

On montre l’apport de l’utilisation des méthodes de synthèses non linéaires par
rapport au linéaire, qui reste un peu néanmoins limité dans le contexte de ce problème,
même pour des approches modernes comme la commande H∞.

Afin de mettre en évidence l’efficacité de certaines approches par rapport à d’autres,
on y présente à la fin du chapitre une étude comparative, permettant de mieux situer
le niveau d’apport de chacune. Cette étude comporte également une évaluation des
performances temporelles et de robustesse paramétrique.

Les performances demandées sont :
– réduction significative des oscillations du « stick-slip »,
– dépassement très faible,
– temps de réponse ≤ 4 sec.
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5.1 Linéarisation par bouclage du forage rotary

La méthode utilisée pour la synthèse de la loi de commande consiste à compenser par
retour d’état la dynamique naturelle non linéaire du système.

L’objectif de commande fixé est de faire converger la vitesse de rotation du trépan Ω1

vers une vitesse de référence Ωref (de l’ordre de 10 rad/sec) fourni par l’utilisateur et de
supprimer, ou tout au moins de réduire, les oscillations du collé-glissé.

5.1.1 Réponse du système en boucle ouverte non commandée

Reprenons le modèle non linéaire décrit dans la section 2.3.2 :





Ω̇1 = −C1

J1

Ω1 +
k

J1

φ +
1

J1

Ttob(Ω1)

φ̇ = Ω2 − Ω1

Ω̇2 = − k

J2

φ− C2

J2

Ω2 +
C2

J2

Ωref +
1

J2

u

Pour réaliser les simulations nous avons utilisé les caractéristiques du système de
forage rotary reportées dans le tableau 5.1 et qui sont empruntées à la référence [30].

Paramètre Description Valeur Unité

J1 Inertie de l’assemblage de fond
+ 1/3 de l’inertie du train des tiges 374 kgm2

J2 Inertie de la table de rotation
+ Inertie de l’induit 2122 kgm2

C1 Amortissement de l’assemblage de fond 0-50 Nms/rad
C2 Amortissement de la table de rotation 425 Nms/rad
k Rigidité du train des tiges 473 Nm/rad
L Inductance du moteur 0.005 H
R Résistance du moteur 0.01 Ω

Tab. 5.1 – Valeurs numériques du système de forage

La figure 5.1 montre la vitesse du trépan du système non commandé, on peut observer
les oscillations indésirables dues au phénomène de « stick-slip », qui durent plus que 40
secondes. Celles-ci peuvent endommager les trains de tiges et l’assemblage de fond si l’on
n’adjoint pas un module de commande efficace.
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Fig. 5.1 – La vitesse angulaire du trépan du système non commandé

5.1.2 Synthèse de la commande linéarisante

La représentation d’état du système peut se mettre sous la forme :
{

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t)

y(t) = h(x(t))
(5.1)

en posant comme vecteur d’état x =
(

Ω1 φ Ω2

)T ∈ R3 et comme vecteur de sortie
y ∈ R.

avec ici

f(x) =




f1(x)

f2(x)

f3(x)


 =




−C1

J1

Ω1 +
k

J1

φ +
1

J1

Ttob

Ω2 − Ω1

−C2

J2

Ω2 − k

J2

φ +
1

J2

Ωref




et

g(x) =




g1(x)

g2(x)

g3(x)


 =




0

0

1

J2


 .

Le choix de y = Ω2, qui aurait pu être plus judicieux car c’est la vitesse de la table de
rotation, ne permet pas l’utilisation de cette technique tandis que si l’on choisit comme
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sortie la vitesse angulaire du trépan, en d’autres termes h(x) = Ω1, l’élaboration de la loi
de commande par cette technique, paraît alors envisageable, induisant une complexité de
développements acceptable.

5.1.2.1 Conditions d’application de la commande linéarisante :

a. Condition de contrôlabilité et d’involutivité :

Les calculs de adfg et ad2
fg donnent :

adfg =

(
0 − 1

J2

C2

J2
2

)T

ad2
fg =

(
k

J1J2

−C2

J2
2

− k

J2
2

+
C2

2

J3
2

)T

,

la matrice de commandabilité est donc :

(
g, adfg, ad2

fg
)

=




0 0
k

J1J2

0 − 1

J2

−C2

J2
2

1

J2

C2

J2
2

− k

J2
2

+
C2

2

J3
2




,

elle est de rang plein donc le système est commandable. On vérifie également que la
condition d’involutivité est satisfaite dans la mesure où les champs de vecteurs qui la
composent sont constants. Par conséquent, le système de forage (5.1) est linéarisable
entrée-état.

On effectue alors le changement de coordonnées :

z1 = Ω1 (5.2)

Il vient :

z2 = Lfz1 = −C1

J1

Ω1 +
k

J1

φ +
1

J1

Ttob(Ω1) (5.3)

et

z3 = L2
fz1 = Hz2 +

k

J1

(Ω2 − Ω1). (5.4)

Si Ω1 > 0, alors
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H = −C1

J1

− 2Ttobdyn

π J1

(
α1e

−α2z1(1− α2z1) +
α3

1 + α2
3z

2
1

)

Ainsi la nouvelle représentation d’état est :





ż1 = z2

ż2 = z3

ż3 = Mz2 + Hz3 +
k

J1

Q +
k

J1J2

u

(5.5)

où :

Q =
C2k

J1J2

(Hz2 − z3) + (
C1

J1

− C2

J2

)z1 + (
k

J1

− k

J2

)φ +
C2

J2

Ωref − 1

J1

Ttob(z1)

M = a

(
α1α2e

−α2z1 (α2z1 − 2)− 2α3
3z1

(1 + α2
3z

2
1)

2

)

et a =
−2Ttobdyn

J1π
.

On en déduit la commande par retour d’état statique :

u =
J1J2

k

(
v −Mz2 −Hz3 − k

J1

Q

)
(5.6)

où v représente la nouvelle entrée.

Comme le système présente une erreur statique, alors on choisit v = −d
∫

e dt, pour
l’annuler;

e = z1(t)− Ωref (t) désigne cette erreur statique, limt→∞ e(t) = 0.

d est un gain, convenablement choisi, qui assure un comportement satisfaisant du
système en boucle fermée, on trouve d = 0.016.

Le schéma-bloc du système commandé est donné par la figure 5.2.
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Fig. 5.2 – Schéma bloc de l’ensemble de l’installation

5.1.3 Résultats de simulation - discussion

La figure 5.4 illustre la réponse du système bouclé à un échelon de vitesse. On garde
cependant à l’esprit que le but est d’assurer la convergence de la vitesse angulaire du trépan
vers la référence, en annulant ou tout au moins en réduisant d’une manière significative
le phénomène de « stick-slip » du trépan. En comparant la figure 5.4 avec la réponse du
système sans commande (figure 5.3), on constate qu’avec ce correcteur, la vitesse angulaire
du trépan atteint la vitesse désirée (10 rad/sec) sans dépassement et peu d’oscillations.
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Fig. 5.3 – Vitesse angulaire du trépan du système non commandé
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Fig. 5.4 – Vitesse angulaire du trépan en boucle fermée

En vue de souligner l’apport éventuel des techniques appliquées dans ce document,
on a également reproduit les résultats des deux principales méthodes utilisées dans la
littérature : le correcteur PI et le correcteur H∞.

Pour le correcteur PI, sur la base du modèle linéaire tangent (2.16) décrit au
paragraphe 2.3.1, on peut aisément montrer que la constante d’intégration Ti = 1.6 s et
l’action proportionnelle est K = 50. Pour le correcteur H∞, en complétant les travaux
déjà existants [29], on aboutit aux résultats présentés au chapitre 3.

Les figures (5.5), et (5.6) représentent les réponses en vitesse angulaire du trépan ob-
tenus dans la littérature par le correcteur classique PI et la méthode H∞, respectivement.

On peut observer que la réponse du système bouclé par un PI exhibe plus d’oscillations
(figure 5.5), la méthode H∞ présente un dépassement important (figure 5.6).
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Fig. 5.5 – Correcteur PI
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Fig. 5.6 – Correcteur H∞

On dresse alors un tableau de comparaison des résultats obtenus (Tab.5.2) avec notre
méthodologie et ceux obtenus dans la littérature.

Méthode de commande Temps de réponse Dépassement

Linéarisation entrée état 19 s nul
PI 32 s 18 %
H∞ 12 s 22 %

Tab. 5.2 – Comparaison entre les trois méthodes

Ce tableau met en évidence le fait que le correcteur par linéarisation entrée état, a
permis un dépassement nul mais au prix d’un temps de réponse un peu plus long que
celui du correcteur H∞.

Pour conclure sur cette approche, la linéarisation entrée-état utilisée est principalement
caractérisée par ; un comportement homogène dans tout le domaine de fonctionnement et
permet de proposer une solution simple pour la stabilisation sans oscillations. Cependant,
l’inconvénient lié à la linéarisation entrée-état est le problème de robustesse, même si les
performances dynamiques obtenues sont supérieures à celles exposées dans la littérature.
La question de la robustesse n’a pas été abordée dans la littérature et donc fera l’objet
des commandes décrites dans les paragraphes qui suivent.
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5.2 Application des modes glissants
Dans le but d’améliorer la commande par linéarisation par bouclage et diffémorphisme

déterminée au paragraphe précédent, un contrôleur PID basé sur la théorie des modes de
glissement est présenté. En effet, pour mémoire, il est connu que le point faible de la
commande linéarisante par bouclage est lié à la robustesse.

5.2.1 Surface de glissement

La surface de glissement est en général un hyperplan dans l’espace d’état global, et
représente le comportement dynamique désiré.

Soit s cette surface de glissement, on choisit :

s = λε

= λ(Ω1 − Ωref )
(5.7)

où : λ est une constante positive, ε est l’écart sur la variable à régler, Ω1 la vitesse à réguler
et Ωref la vitesse de référence.

5.2.2 Conception de la commande

La commande développée dans cette section se compose de deux termes :
– un premier terme correspondant à la loi de commande précédente,
– un deuxième terme correspondant à un PID synthétisé par la méthode du mode

glissant,

c’est à dire :

u = uee + usm (5.8)

avec usm = us + uPID.

uee correspond à la commande donnée par l’expression (5.6), us est le contrôleur de
modes glissants et uPID désigne le contrôleur PID. On a :

us = k sign(s) (5.9)

où k = 0.1
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uPID = kp

(
s + 1/Ti

∫
s dt + Td

ds

dt

)
(5.10)

où kp, Ti et Td désignent comme à l’accoutumée et respectivement le gain, la constante
d’intégration et la constante de dérivation.

Pour analyser la stabilité de ce contrôleur, nous choisissons une fonction de Lyapunov
candidate définie positive basée sur la dynamique de l’erreur du système, c’est à dire :

V =
1

2
s2, (5.11)

sa dérivée par rapport au temps est :

V̇ = s ṡ. (5.12)

L’objectif du contrôleur est de réaliser la condition de glissement. Ceci est exprimé
par l’équation suivante :

ṡ = −λ s. (5.13)

Si s > 0 alors ṡ < 0 et inversement.

Supposons que, pour le gain proportionnel donné kp, il existe respectivement un gain
intégral ki = kp/Ti, et un gain dérivé kd = kp Td , tels que la condition d’atteingnabilité
soit satisfaite, en d’autres termes, avec

uPID = kp s + ki

∫
s dt + kd

ds

dt

Par conséquent, la loi de commande uPID est choisie de telle sorte à ce que la trajectoire
soit dirigée vers la surface de glissement. Les gains suivants, kp = 2× 103, ki = 4× 103 et
kd = 10×3 10 permettent d’atteindre la réponse souhaitée.
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5.2.3 Comparaison avec le contrôleur linéarisant

Le schéma de la figure 5.7 illustre la commande u appliquée au système, le contrôleur
par modes glissants usm est inséré en parallèle sur le contrôleur linéarisant entrée-état uee.

Système

Correcteur

entrée-état

Correcteur

par modes

glissants

refW
1Wu

smu

eeu

++

Fig. 5.7 – Schéma bloc du contrôleur

Les simulations réalisées montrent à l’évidence que les deux types de contrôleurs
conduisent à une bonne réponse à un échelon de vitesse angulaire et sans oscillations
du collé-glissé. Le contrôleur basé sur la technique de modes glissants s’avère cependant
mieux adapté : pas d’oscillations, temps de montée rapide, comme le montre la figure 5.8.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

2

4

6

8

10

12

Temps en seconde

Ω 1 [r
ad

/s
ec

]

Fig. 5.8 – Réponse à un échelon de la vitesse angulaire du trépan (rad/sec) en fonction
du temps (en sec) en boucle fermée, correcteur par modes de glissement

La figure 5.9 exhibe le signal de la commande appliquée au système. Cette commande
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permet d’apporter une solution très intéressante pour le système de forage par rapport à
la commande par linéarisation entrée-état présentée au paragraphe (5.1.3). L’hypothèse
nécessaire pour mettre en œuvre ce type de commande porte sur le choix de la surface de
glissement s.
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Fig. 5.9 – Signal de commande (en N.m) en fonction du temps (en sec)

D’après les résultats obtenus, la commande par modes glissants sollicite le système,
elle peut exciter donc des dynamiques non considérées. Bien que le filtrage de la com-
mande permet de réduire cette excitation, il a l’inconvenient de réduire en même temps la
robustesse de cette commande. Dans la section suivante nous exposerons l’approche par
Backstepping de manière à prendre en compte la question de la robustesse, cette approche
est modérée en effort de commande et découle de l’application de la fonction de Lyapunov.

5.3 Application de la commande par Backstepping

Pour les système non linéaires, le Backstepping est une procédure qui consiste à trouver
une fonction de Lyapunov de commande (CLF) strictement assignable pour garantir la
stabilité asymptotique globale du système considéré (cf. section 4.3).

5.3.1 Synthèse robuste par Backstepping

Reprenons encore une fois le modèle du système de forage :




Ω̇1 = −C1

J1

Ω1 +
k

J1

φ +
1

J1

Ttob(Ω1)

φ̇ = Ω2 − Ω1

Ω̇2 = − k

J2

φ− C2

J2

Ω2 +
C2

J2

Ωref +
1

J2

u

(5.14)
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On introduit une transformation d’état afin de reformuler le problème de régulation
en un problème de stabilisation. Les nouvelles variables sont définies comme étant :

ε = Ω1 − Ωd
1 (5.15)

z = φ− φd (5.16)

et enfin

y = Ω2 − Ωd
2 (5.17)

ε est le signal d’erreur et Ωd
1 dénote la vitesse angulaire de référence du trépan, Ωd

2 est la
vitesse angulaire de référence de la table de rotation, enfin φd représente l’écart angulaire
de référence.

Par souci d’une certaine simplicité de calculs, ramenons le système (5.14) au système
différentiel :





ε̇ = Ω̇1 − Ω̇d
1

ż = −Ω1 + Ω2 − φ̇d

ẏ = − k

J2

φ− C2

J2

Ω2 +
C2

J2

Ωref − Ω̇d
2 +

1

J2

u

(5.18)

Pour élaborer la loi de commande non linéaire du système global, on procède en 3
étapes :

Étape I :

On considère tout d’abord le premier sous-système Σ1

Σ1 : ε̇ = −C1

J1

Ω1 +
k

J1

φ +
1

J1

Ttob(Ω1)− Ω̇d
1 (5.19)

où Ωd
1 est une constante. Ce sous-système peut être stabilisé en utilisant le déplacement

angulaire φ comme une commande virtuelle.

On introduit la fonction de Lyapunov CLF de commande :

V0 =
1

2
ε2, (5.20)
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sa dérivée est :

V̇0 = εε̇. (5.21)

La commande virtuelle φ est maintenant choisie pour que la dérivée totale par rapport
au temps de la fonction de Lyapunov soit négative ou nulle.

Ceci est assuré par :

φd = −1

k
Ttob(Ω1) +

C1

k
Ωd

1. (5.22)

On vérifie que la dérivée de la CLF est :

V̇0(ε,φ
d) = −C1

J1

ε2 < 0 (5.23)

Étant donné que V̇0 est définie négative, la loi de commande virtuelle φd stabilise bien
le sous-système Σ1.

Étape II :

Considérons maintenant le sous-système Σ2 formé par

Σ2 :





ε̇ = −C1

J1

ε +
k

J1

z

ż = −Ω1 + Ω2 − φ̇d
(5.24)

avec Ω2 la seconde commande virtuelle.

On prend la CLF V1 telle que :

V1 =
1

2
(ε2 + z2), (5.25)

dont la dérivée totale par rapport au temps est :

V̇1 = (εε̇ + zż) (5.26)

78



5.3. Application de la commande par Backstepping

qui conduit à l’expression

V̇1 = ε

(
−C1

J1

ε +
k

J1

z

)
+ z

(
−Ω1 + Ω2 − φ̇d

)

= −C1

J1

ε2 + z

(
k

J1

ε− Ω1 + Ω2 − φ̇d

)
.

(5.27)

Comme pour l’étape 1, on assigne strictement la fonction de Lyapunov V1 en prenant :

Ωd
2 = Ω1 + φ̇d − γ1z − k

J1

ε (5.28)

avec γ1 une constante positive. Ainsi, V̇1 devient :

V̇1 = −C1

J1

ε2 − γ1z
2 < 0. (5.29)

Étape III :

On considère enfin le système complet de forage Σ3 :

Σ3 :





ε̇ = −C1

J1

ε +
k

J1

z

ż = y − γ1z − k

J1

ε

ẏ = − k

J2

φ− C2

J2

Ω2 +
C2

J2

Ωref +
1

J2

u− Ω̇d
2

(5.30)

On choisit la fonction de Lyapunov de commande CLF candidate V2 :

V2 =
1

2
(ε2 + z2 + y2) (5.31)

dont la dérivée totale par rapport au temps est :
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V̇2 = (ε̇ε + żz + ẏy)

=

(
ε

(−C1

J1

ε

)
+ z (y − γ1z) + y

(−k

J2

φ− C2

J2

Ω2 +
C2

J2

Ωref +
1

J2

u− Ω̇d
2

))

(5.32)

De façon similaire aux précédentes étapes, on peut déduire la commande u qui rend la
CLF V2 strictement assignable. Par ce moyen, on assure la stabilité asymptotique globale
du système.

La loi de commande résultante est alors :

u = J2

(
k

J2

φ +
C2

J2

(Ω2 − Ωref ) + Ω̇d
2 − γ2y − z

)
(5.33)

avec γ2 une constante positive. On peut aisément montrer que :

V̇2 =

(−C1

J1

ε2 − γ1z
2 − γ2y

2

)
< 0, (5.34)

assurant ainsi la convergence de la vitesse angulaire du trépan (Ω1).

5.4 Calcul des gains pour l’observateur de Luenberger

Comme on l’a déjà mentionné dans la section 4.4 l’objectif principal est de comman-
der la vitesse de rotation du trépan, seulement cette grandeur n’est pas mesurable. On
détermine alors un observateur de Luenberger pour l’estimation de cette vitesse Ω1, qui
s’avère ici suffisant.

Reprenons une nouvelle fois les équations dynamiques du modèle de forage rotary :





Ω̇1 = −C1

J1

Ω1 +
k

J1

φ +
1

J1

Ttob(Ω1)

φ̇ = Ω2 − Ω1

Ω̇2 = − k

J2

φ− C2

J2

Ω2 +
C2

J2

Ωref +
1

J2

u

(5.35)
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ou sous forme matricielle, pour le linéarisé tangent

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(5.36)

L’observateur de Luenberger décrit par le système d’équations différentielles d’état est :

{
˙̂x = Ax̂(t) + Bu(t) + LC(x− x̂)

ŷ(t) = Cx̂(t)
(5.37)

Introduisons l’erreur d’estimation e(t) = x(t)− x̂(t).

On obtient :

ė(t) = (A− LC)e(t) (5.38)

Déterminons la matrice A, en linéarisant le système autour d’un point de fonctionne-
ment (Ω1 = Ω2 = 10 rad/sec), on obtient la jacobienne de f , le champs de vecteur de
dérive comme défini par l’équation (5.1),

A =




−C1

J1

k

J1

0

−1 0 1

0
−k

J2

−C2

J2




(5.39)

Calculons les valeurs propres de la matrice [A− LC]
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λI − (A− LC) =




λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ


−




−C1

J1

k

J1

0

−1 0 1

0
−k

J2

−C2

J2



−




L1

L2

L3




(
1 0 0

)

=




λ +
C1

J1

+ L1
−k

J1

0

1 + L2 λ −1

L3
k

J2

λ +
C2

J2




on a alors

det(λI−(A−LC)) = λ3+λ2(0.33+L1)+λ(1.53+1.3L2+0.2L1)+0.33+0.2L1+1.3L3+0.3L2

Pour déterminer les gains L1, L2 et L3, on place les pôles en :

−5 + 5j, −5 et −5− 5j.

Par identification nous obtenons : L1 = 14.7, L2 = 73.5 et L3 = 172.87.

5.4.1 Résultats de simulation

5.4.1.1 Système nominal

Les figures 5.10 et 5.12 montrent respectivement le comportement de la vitesse du
trépan et du signal de commande. D’après la figure 5.10, on observe que la vitesse angulaire
du trépan atteint la vitesse désirée (10 rad/sec) sans dépassement et sans oscillations
« stick-slip ».
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Fig. 5.10 – Réponse à un échelon de la vitesse angulaire du trépan (rad/sec) en fonction
du temps (en sec) en boucle fermée, commande par Backstepping

5.4.1.2 Étude comparative

Le tableau 5.3 reporte les valeurs des différents paramètres de comparaison obtenues
par les trois méthodes de commande exposées dans ce chapitre avec celles existantes
dans la littérature. Ce tableau permet de constater que les performances temporelles du
système bouclé ont été améliorées par rapport aux réponses présentées dans la littérature.
On observe que les trois correcteurs non linéaires synthétisés permettent l’annulation
du dépassement. En outre, on constate, à travers ces résultats, que le contrôleur par
Backstepping conduit à un temps de réponse le plus rapide (de l’ordre de 4sec).

Méthode de commande Temps de réponse Dépassement

PI 32 s 18 %
H∞ 12 s 22 %

Linéarisation entrée état 19 s nul
Entrée état +

PID basée sur le mode de glissement 15 s nul
Backstepping 4 s nul

Tab. 5.3 – Comparaison entre les trois méthodes

Pour compléter cette étude et afin d’améliorer les performances en termes de robustesse
par rapport aux incertitudes, il nécessaire d’inclure les incertitudes paramétriques lors du
processus de robustification, comme on va le traiter dans le paragraphe suivant.

83



Chapitre 5. Commande du système de forage rotary

5.4.2 Contrôleur Backstepping robustifié

5.4.2.1 Système avec incertitudes

Pour tester la robustesse du dernier contrôleur, trois incertitudes paramétriques sont
introduites, la première sur l’amortissement de l’assemblage de fond C1, la deuxième sur
l’amortissement de la table de rotation C2 et la troisième sur la longueur l.

C1 peut varier dans l’intervalle 0 ≤ C1 ≤ 5000 Nms/rad et C2 dans l’intervalle
425 ≤ C2 ≤ 5000 Nms/rad. La longueur du train des tiges peut varier, quant à elle,
entre 0 et 3500 m.

La longueur nominale est l = 2000 m. Définissons ∆l comme l’incertitude de longueur
du train des tiges, ainsi

−2000 ≤ ∆l ≤ 1500 m (5.40)

ce qui affecte, par conséquent, la rigidité du train des tiges k.

Tous les changements de la longueur du train des tiges induisent un changement sur
sa rigidité k telle que :

∆k =
k∆l

l(l + ∆l)
(5.41)

où ∆k désigne l’incertitude sur la rigidité.

Les résultats de simulation du système soumis aux incertitudes paramétriques sur
k, C1, C2 de la figure 5.11 montrent que la stabilisation et les performances exigées
sont satisfaites. La courbe en tirets représente la vitesse angulaire du trépan du système
nominal et les courbes en trait continu représentent le système soumis aux incertitudes.
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Fig. 5.11 – Réponse à un échelon de la vitesse angulaire du trépan
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Fig. 5.12 – Signal de commande (en N.m) en fonction du temps (en sec)

La synthèse du contrôleur non linéaire par la technique de Backstepping a permis
de mieux garantir les performances du système de forage rotary. On obtient en effet des
performances supérieures aux cas linéaires (commande H∞ et PID classique) ou encore à
celles obtenues avec les deux autres contrôleurs non linéaires présentés.

5.5 Optimisation du correcteur Backstepping
Dans le but de relever encore le niveau de performances du correcteur que l’on vient

d’étudier, nous présentons dans cette section, une approche d’optimisation générale
en automatique pour la retouche de correcteurs. Cette approche permet d’améliorer
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Chapitre 5. Commande du système de forage rotary

systématiquement les paramètres du correcteur afin de valider un cahier des charges
donné. Les spécifications de ceux-ci sont souvent traduites via des gabarits temporels sur
les différents signaux du système bouclé.

De nombreux auteurs se sont penchés sur cette question [3, 17, 22, 28] en particulier
on peut citer les travaux de B. Lassami et S. Font [24] auxquels la formulation ci-dessous
est liée à travers un travail réalisé en commun [23].

L’approche proposée se base sur la formulation du problème de commande sous forme
d’un problème d’optimisation paramétrique générique.

La traduction mathématique des différentes spécifications d’un cahier des charges
sous forme de contraintes temporelles permet de poser la problématique de recherche
d’un correcteur sous forme d’un problème d’optimisation. Les paramètres du correcteur à
retoucher sont désignés par un vecteur θ qui représente le vecteur de variables de décision
(figure 5.13).

+

u b

r +

-

+

++

-

+

w

y

e

Fig. 5.13 – Système bouclé avec variables ajustables

Les signaux de la boucle fermée en réponse à une sollicitation donnée s’écrivent sous
la forme :

s(K(θ),G,r(t),t) = s(θ,t) (5.42)

Les critères classiques du cahier des charges tels que le temps de réponse Tr et le
dépassement Dep sont également dépendants des paramètres θ. Nous les noterons comme
suit :

α(s(θ,t)) = α(θ) (5.43)
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5.5. Optimisation du correcteur Backstepping

où α désigne un des critères classiques (Tr,Dep,...).

En outre, les spécifications d’un cahier des charges temporel peuvent être formulées
sous forme de contraintes de type gabarits en utilisant l’inégalité :

smin(t) ≤ s(θ,t) ≤ smax(t) ∀t > 0 (5.44)

où smin(t) et smax(t) sont définies comme indiqué sur les figures (5.14), (5.15) et (5.16).

( )s t

( )s ¥

( )minS t

( )maxS t

t

maxs

mins

Fig. 5.14 – Gabarit min/max





smin(t) = smin

smax(t) = smax

t

( )minS t

( )maxS t

( )s ¥

eT

2a

t

( )s t

Fig. 5.15 – Gabarit de temps d’établisse-
ment





smin(t) =

{
−∞ ∀t ∈ [0,Te]

(1− α) s(∞) sinon

smax(t) =

{
+∞ ∀t ∈ [0,Te]

(1 + α) s(∞) sinon
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Fig. 5.16 – Gabarit de réjection





smin(t) = −A e(− t
τ
) + s(∞)

smax(t) = A e(− t
τ
) + s(∞)

où τ est une constante de temps.

D’une façon générale, un problème d’optimisation de correcteur comprend des
contraintes sur des indicateurs de type α et/ou des contraintes de type gabarit. Ces
demandes se traduisent dans le domaine temporel sous l’une des formes suivantes :

{
smin(t) ≤ s(θ,t) ≤ smax(t) ∀t > 0

F (α(θ)) ≤ 0
(5.45)

Par exemple une demande de dépassement inférieur à 20% sera traduite par :
F (Dep) = Dep− 0.2.

Les gabarits précédents peuvent être combinés afin de traduire un cahier des charges
plus compliqué sur plusieurs signaux de la boucle fermée. Dans ce cas, les fonctions
gabarit seront des fonctions définies par morceaux dans l’espace temps.

En conséquence, le problème d’optimisation du correcteur peut être formulé comme
un problème de faisabilité non convexe avec des contraintes non linéaires sous la forme
suivante :

∃θ/




F (i)(α(θ)) ≤ 0

s
(i,j)
min (t) ≤ s(i)(θ,t) ≤ s

(i,j)
max(t) pour t ∈ [t

(j)
l ,t

(j)
h ]

(5.46)

où i est l’indice du signal s(i) de la boucle fermée et j est l’indice de l’intervalle de temps
[t

(j)
l ,t

(j)
h ].

88



5.5. Optimisation du correcteur Backstepping

Nous notons, ici, que ce type de problème est très difficile à résoudre parce qu’il est
infini (la variable temps t) et fait intervenir des variables implicites (les variables définies
par le vecteur α) tel que le temps de réponse par exemple.

Pour contourner cette problématique, nous formulons le problème d’optimisation
d’une manière équivalente mais approximative par un problème d’optimisation fini sans
contraintes avec l’un des critères à minimiser suivant :

J(θ) = max
k∈[kmin kmax]

[s(θ,tk)− smax(tk)] + max
k∈[kmin kmax]

[smin(tk)− s(θ,tk)] (5.47)

J(θ) =
kmax∑

k=kmin

[vk|s(θ,tk)− smax(tk)|+ + wk|smin(tk)− s(θ,tk)|+] (5.48)

avec |f |+ = max(f, 0) où |f |+ est l’opérateur partie positive.

Les gabarits seront vérifiés si et seulement si leurs critères associés sont négatifs.

Nous remarquons que le problème d’optimisation formulé est non différentiable par
construction (il fait apparaître des fonctions max, partie positive) et il peut aussi l’être
quand le maximium est atteint sur plusieurs points simultanément.

Pour résoudre ce problème d’optimisation, nous avons utilisé un algorithme de
descente de sous-gradient prenant en compte les particularités des critères différentiables
presque partout [23]. Le cas contraint peut être traité avec l’ajout de pénalités avec des
pondérations non linéaires non différentiables ce qui permet leur prise en compte exacte.

L’algorithme proposé, pour résoudre le problème formulé, ne nécessite que le calcul
du gradient de la fonction critère J(θ). Ce dernier est calculé à partir de la technique des
fonctions de sensibilité. Le lecteur peut se référer à l’annexe C pour plus de détails.

Les simulations réalisées hors ligne après optimisation du correcteur Backstepping,
conduisent aux résultats de la figure 5.17.
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Fig. 5.17 – Réponses temporelles du système retouché

On constate que l’approche d’optimisation proposée est efficace et qu’elle est bien
adaptée à la problématique d’optimisation générale liée au cahier des charges. En outre,
en comparant avec les résultats obtenus avec le contrôleur Backstepping dans la section
précédente, on peut noter un gain en performances du système de forage après la retouche
des paramètres du contrôleur.

En effet, on avait une commande atteignant 1.45× 106 Nm (figure 5.12), maintenant
on a une amplitude maximale de 1.2×106 Nm. Le temps de réponse était de 4 sec, tandis
que dans ce cas il est de 2 sec (figure 5.17).

5.6 Conclusion
Ce chapitre a mis en évidence l’efficacité des commandes non linéaires dont l’objectif

est d’une part de faire converger la vitesse de rotation du trépan Ω1 vers une vitesse de
référence Ωref , et d’autre part de supprimer les oscillations de « stick-slip » qui sont très
néfastes pour le trépan et qui par conséquent, rende l’opération de forage dans les puits
de pétrole et du gaz inefficace et très coûteuse.

La commande classique linéaire et la commande par la technique H∞ ont été
présentées comme des commande de "base" afin de mieux souligner l’apport des trois
méthodes non linéaires étudiées.

L’issue de cette application est concluante tant sur les performances temporelles que
sur la robustesse. Pour le problème de forage, au plan théorique, l’étude comparative
montre la supériorité de la synthèse par Backstepping sur les approches données dans la
littérature, ainsi que sur les deux autres approches non linéaires.

Enfin, en vue de répondre à un cahier des charges spécifique, les paramètres du cor-
recteur Backstepping obtenus ont été optimisés, ce qui a conduit à augmenter encore un
peu plus les performances du contrôleur.
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Conclusion générale

Le problème de commande d’un système de forage demeure encore non complètement
maîtrisé, car en dépit de son aspect applicatif (contraintes d’implémentation) imposant
la recherche de solutions simples (correcteur PI, PID et H∞), nous avions mené des
investigations sur un système complexe contenant des non-linéarités fortes pouvant
induire la destruction du matériel de forage.

La problématique principale de cette thèse consiste à élaborer un ensemble de
stratégies de commande avancées pour améliorer les performances du trépan.

Comme les forces de frottement ont ici une importance capitale dans la modélisation
du système de forage, nous avons commencé par l’étude de différents modèles de
frottements. Cette étude nous a mené à adopter un modèle qui met en évidence l’essence
de ce phénomène avec une complexité raisonnable afin de représenter au mieux ses effets.
Ce modèle de frottement est appelé effet du « stick-slip ». La prise en compte de la
non-linéarité a conduit à une modélisation globale du forage rotary approchant donc au
mieux le comportement réel de la plate-forme pétrolière.

L’inconvénient des méthodes linéaires classique comme le PID et moderne comme
le LQG est qu’elles ne garantissent pas la stabilité vis-à-vis des incertitudes. Même si
des approches linéaires comme la synthèse H∞ permettent de prendre en considération
des incertitudes sur le modèle linéarisé, elles ne permettent pas de prendre en compte la
totalité de l’information que nous avons sur le « stick-slip », vue que le comportement
non linéaire de celui-ci a été linéarisé. Ensuite, différentes méthodes de synthèse nous ont
amenés à l’élaboration de nouvelles lois de commande, encore jamais appliquées, à notre
connaissance, à cette problématique.

L’application de méthodes de synthèse non linéaire (linéarisation par bouclage, mode
glissant et Backstepping), a montré leur intérêt. Elles ont permis de réduire efficacement
les oscillations du « stick-slip » améliorant ainsi d’une manière marquante les réponses
temporelles mais aussi la robustesse (Backstepping) par rapport aux méthodes de type
PI et H∞ basées sur des modèles linéaires tangents.

Une comparaison entre les méthodes non linéaires proposées a montré la supériorité
de la synthèse par backstepping, où la question de robustesse a pu être considérée, pour
des incertitudes paramétriques.
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Enfin, grâce à la retouche du correcteur Backstepping par une optimisation de ses
paramètres, les performances ont été améliorées.

Au final, on peut conclure que d’un point de vue théorique, la commande par Backs-
tepping s’avère la plus appropriée au regard du cahier des charges. Il subsiste néanmoins
à l’heure actuelle, le problème de la complexité de cette commande en vue d’une implé-
mentation et ceci par rapport à la simplicité de celle d’un PI ou PID.

Perspectives
Le travail effectué nous a permis non seulement d’avoir des réponses aux questions

posées par l’industriel, mais également d’ouvrir des perspectives concernant la synthèse
de commande par Backstepping. Il serait intéressant de poursuivre ce travail sur les
points suivants :

B La perspective la plus directe consiste à valider cette méthodologie sur un système
de forage réel.

B On peut envisager d’étendre la méthodologie de commande par Backstepping à
d’autres formes de modèles de forage non linéaires.

B Un autre axe à étudier est la prise en compte d’autres types d’incertitudes, comme
par exemple les incertitudes structurées sur différents paramètres du modèle de
forage. Ces incertitudes prennent en compte le fait qu’un système physique ne peut
être modélisé que de façon imparfaite.

B Enfin, sachant qu’en réalité, on sait peu de choses au sujet des vibrations du « stick-
slip », il est important d’explorer d’autres domaines scientifiques spécialisés sur la
question, comme la mécanique des solides et la mécanique des milieux pour bien
concevoir des modèles de frottements non considérés ici, bien que le modèle pris en
compte dans ce document s’avère suffisant dans un contexte de commande de forage.
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Annexe A

Modélisation de la ligne de transmission

Nous présentons dans cette annexe le modèle complet d’une ligne de transmission, à
partir duquel découle le modèle générique présenté au chapitre 2, modèle suffisant pour
répondre aux objectifs de la thèse.

Dans cette méthode, on suppose que la tige de forage est un ensemble d’éléments
dynamiques, linéaires et consécutifs. Considérons la figure A.1 dans laquelle une section
infinitésimale de la tige de forage est illustrée [29] et [37].

0=x lx =

dx

dx

lc
i

dx
l

J
t

tdxxT ,+

tdxx ,+j

dx
l

c
e

tx +j

txT +

dx

lk
t
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Fig. A.1 – Modélisation de la ligne de transmission

L’inertie totale du train de tiges Jt est supposée divisée en sections d’inertie Jt

l
dx. La

même hypothèse est utilisée pour l’amortissement externe ce le long du train de tiges.
Le ressort à torsion du train de tiges totale kt, ainsi que l’amortissement interne ci sont
considérés comme étant un nombre infini de ressorts de torsion ktl

dx
, et d’amortisseurs cil

dx

reliés mécaniquement en parallèle.
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Les équations du petit déplacement pour cette section infinitésimale peuvent facile-
ment être déduites comme ce qui suit.

Pour le couple à l’extrémité droite de la section, on a :

T (x + dx,t) = T (x,t) +
∂T (x,t)

∂x
dx (A.1)

Pour le couple à l’extrémité gauche, on a :

T (x,t) =
cil

∂ϕ(x,t)

∂t
+ ktlϕ(x,t)

dx
, (A.2)

L’application de la loi de Newton à l’inertie amortie donne :

Jt

l
dx

∂2ϕ(x,t)

∂t2
+

ce

l
dx

∂ϕ(x,t)

∂t
= T (x + dx,t)− T (x,t) (A.3)

En substituant les équations (A.1) et (A.2), dans l’équation (A.3) et en réarrangeant
les termes, on obtient l’équation aux dérivée partielles suivante :

Jt

l
dx

∂2ϕ(x,t)

∂t2
+

ce

l
dx

∂ϕ(x,t)

∂t
=

∂

(
cil

∂(x,t)

∂t
+ ktlϕ(x,t)

)

∂x2
(A.4)

Sachant que ∂ϕ(x,t)
∂t

= Ω(x,t), en appliquant la transformée de Laplace, (s est la
variable de Laplace), on obtient :

∂2Ω(x,s)

∂x2
=

1

η2
Ω(x,s) (A.5)

avec η = ±
√

cis + kt

Jts2 + ces
l2.
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Le paramètre η est homogène à une longueur, et peut être interprété comme étant la
longueur d’onde complexe de l’onde vibrante dans le train des tiges.

Maintenant, il est facilement vérifiable que la vitesse de rotation à gauche et à droite
de la section de tige est telle que :

Ω(x = 0,s) = v(s)

(
T (x = l,s)− cosh(x/η)T (x = 0,s)

sinh(x/η)

)
(A.6)

Ω(x = l,s) = v(s)

(
cosh(x/η)T (x = l,s)− T (x = 0,s)

sinh(x/η)

)
(A.7)

avec

v(s) =

√
s

(sJt + ce)(sci + kt)
(A.8)

Bien que (A.6) et (A.7) donnent la solution générale pour chaque section infinitésimale
dx le long de la coordonnée x du train des tiges, la solution générale Ω(x,s) n’est pas
valable aux bornes de l’intervalle, e.g. à x = 0 et x = l.

Pour le train des tiges, les conditions de bord sont formées comme :

– x = 0 : l’inertie amortie de l’assemblage de fond BHA, qui est excitée par le couple
de frottement Ttob.

– et x = l : l’inertie amortie de la table de rotation, qui est excitée par le couple moteur
T2.

Les fonctions décrivant T2 et Ttob, n’étant pas connues, la solution générale Ω(x,s) ne
peut donc pas être donnée. D’autre part, en utilisant la méthode de modélisation de la
ligne de transmission, certaines valeurs de paramètres peuvent être estimées dans le cas
de discontinuités locales du modèle du train de tiges continue.

L’adaptation du modèle discret s’obtiendrait en effectuant un bilan d’énergie ou de
puissance entre les deux modèles en zéro (figure A.2).

En supposant que les vitesses de rotation à x = 0 et x = l sont les mêmes pour les
deux modèles principaux, et que la seule quantité à adapter est le couple T (x,s) ; en
réécrivant les équations (A.6) et (A.7), on obtient :

T (x = 0,s) = − Ω(x = 0,s)

v tanh(x/η)
+

Ω(x = l,s)

v sinh(x/η)
(A.9)
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Fig. A.2 – Modèle du train de tiges continue à gauche et discret à droite

T (x = l,s) = − Ω(x = 0,s)

v sinh(x/η)
+

Ω(x = l,s)

v tanh(x/η)
(A.10)

Les équations équivalentes pour le modèle discret sont :

T1(s) = −
(

kd

s
+ sJd1

)
Ω1(s) +

kd

s
Ω2(s) (A.11)

T2(s) = −kd

s
Ω1(s) +

(
kd

s
+ sJd1

)
Ω2(s) (A.12)

Notons que toutes les vitesses sont définies comme des fluctuations autour d’une
vitesse de référence.

Maintenant, nous définissons les erreurs de couple par :

ε1 = T (x = 0,s)− T1(s) (A.13)
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ε2 = T (x = l,s)− T2(s) (A.14)

Rappelons que seul le cas sans pertes est considéré ici, impliquant ci = ce = 0, donc
η = 1

s

√
kt

Jt
et v = 1√

Jtkt
.

En multipliant (A.13) et (A.14) par x/η sinh(x/η), et en substituant Ω(x = 0,s) =
Ω1(s), Ω(x = l,s) = Ω2(s), les fonctions de l’erreur apparaissent avec les expressions
suivantes :

ε̃1 = −
xsJt cosh

(
xs

√
Jt/kt

l

)
+

√
Jt/kt(k + s2Jd1)x sinh

(
xs

√
Jt/kt

l

)

l
Ω1

+

xsJt −
√

Jt/ktk sinh

(
xs

√
Jt/kt

l

)

l
Ω2

(A.15)

et

ε̃2 = −
xsJt −

√
Jt/kt sinh

(
xs

√
Jt/kt

l

)

l
Ω1

+

xsJt cosh

(
xs

√
Jt/kt

l

)
+

√
Jt/kt(k + s2Jd2)x sinh

(
xs

√
Jt/kt

l

)

l
Ω2

(A.16)

Les équations (A.15) et (A.16) sont équivalentes aux équations (A.13) et (A.14). En
utilisant un développement de Taylor autour de s = 0 et pour x = l, il découle :

ε̃1 ≈
[(

Jtk

kt − Jt

)
s +

(
JtJd1

kt

+
J2

t k

6k2
t

− J2
t

2kt

)
s3

]
Ω1+

[(
Jt − Jtk

kt

)
s− J2

t k

6k2
t

s3

]
Ω2 (A.17)
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ε̃2 ≈
[(

Jt − Jtk

kt

s

)
+

(
J2

t

2kt

− JtJd2

kt

− J2
t k

6k2
t

)
s3

]
Ω2 +

[(
Jtk

kt

− Jt

)
s +

J2
t k

6k2
t

s3

]
Ω1

(A.18)

Si on pose que la rigidité kd du modèle discret est égale à la rigidité totale kt du
modèle de transmission, alors les solutions "non triviales" obtenues pour les paramètres
du modèle discret sont données comme fonctions de Ω1 et Ω2 :

Ω1

(
Jd1 − 1

3
Jt − 1

6
Jt

Ω2

Ω1

)
= 0, (A.19)

Ω2

(
Jd2 − 1

3
Jt − 1

6
Jt

Ω1

Ω2

)
= 0. (A.20)

Les moments d’inerties Jd1 et Jd2 peuvent être obtenues à partir des équations (A.19)
et (A.20) respectivement, à condition que Ω1 et Ω2 soient disponibles.

Jd1 =
1

3
Jt +

1

6
Jt

Ω2

Ω1

(A.21)

Jd2 =
1

3
Jt +

1

6
Jt

Ω1

Ω2

. (A.22)
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Annexe B

Quelques outils mathématiques :
rappels

B.1 Matrice jacobienne
La matrice jacobienne de la fonction vectorielle h(x(t)) ∈ Rp est :

∂h(x(t))

∂x(t)
=




∂h1(x(t))
∂x1(t)

. . . ∂h1(x(t))
∂xi(t)

. . . ∂h1(x(t))
∂xn(t)

... . . . ...
...

∂hi(x(t))
∂x1(t)

. . . ∂hi(x(t))
∂xi(t)

. . . ∂hi(x(t))
∂xn(t)

...
... . . . ...

∂hp(x(t))

∂x1(t)
. . . ∂hp(x(t))

∂xi(t)
. . . ∂hp(x(t))

∂xn(t)




(B.1)

B.2 Difféomorphisme
Un difféomorphisme est une transformation permettant de réaliser un changement

de coordonnées. Une fonction Φ : Rn −→ Rn, définie dans un sous espace ∆ de R est
appelée difféomorphisme si la fonction Φ est de classe C∞ et si son inverse Φ−1 existe et
est de classe C∞.

L’effet du changement de coordonnées sur un système non linéaire peut être analysé
de la manière suivante : on considère le système non linéaire :

{
ẋ = f(x) + g(x)u
y = h(x)

(B.2)
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et le changement de coordonnées :

z = Φ(x) (B.3)

On a

ż =
dz

dt
=

∂Φ

∂x
(f(x) + g(x)u) (B.4)

Le système non linéaire est transformé en un autre système non linéaire :

{
ż = f(z) + g(z)u

y = h(z)
(B.5)

avec :

f(z) =

(
∂Φ

∂x
f(x)

)

g(z) =

(
∂Φ

∂x
g(x)

)

h(z) = (h(x)) .

B.3 Dérivée de Lie
La dérivée de Lie du vecteur τ(x(t)) le long du champ de vecteurs f(x(t)) est :

Lfτ(x(t)) =
∂τ(x(t))

∂x(t)
f(x(t)) (B.6)

avec les opérations suivantes :

LgLfτ(x(t)) =
∂Lfτ(x(t))

∂x(t)
g(x(t)) (B.7)
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B.4. Le degré relatif

Lk
fτ(x(t)) =

∂Lk−1
f τ(x(t))

∂x(t)
f(x(t)) (B.8)

B.4 Le degré relatif
Le degré relatif d’un système non linéaire est ρ, (1 ≤ ρ ≤ n), dans une région D0 ⊂ D,

si ∀x ∈ D0 on a :

LgL
i−1
f = 0, i = 1,2, . . . , ρ− 1; LgL

ρ−1
f h(x) 6= 0 (B.9)

Le degré relatif correspond ainsi au nombre de dérivations de la sortie nécessaires
pour faire apparaître explicitement la commande.

B.5 Crochet de Lie
Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs f(x(t)) et g(x(t)) est :

[f(x(t)), g(x(t))] = Lfg(x(t))− Lgf(x(t)) =
∂g(x(t))

∂x(t)
f(x(t))− ∂f(x(t))

∂x(t)
g(x(t)) (B.10)

B.6 Théorème de Frobenius
Le théorème de Frobenius est important dans le traitement formel de technique de

linéarisation par bouclage pour des systèmes non linéaires d’ordre n.

Définition B.6.1
Une distribution ∆ = span (τ1, · · · ,τn) sur une variété M de dimension m est involutive
si : ∀i,j ∈ {1, . . . ,n}

[τi,τj] =
∑

k∈{1,...,n}
fk

ij(x)τk (B.11)
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où les fk
ij(x) représentent des fonctions C∞ définies de Rm → R.

Théorème B.6.1 (Théorème de Frobenius)
Une distribution ∆ sur une variété M de dimension m est complètement intégrable si et
seulement si elle est involutive.

B.6.1 Exemple

On considère les équations aux dérivées partielles suivantes :

2x3
∂h

∂x1

− ∂h

∂x2

= 0 (B.12)

−x1
∂h

∂x1

− 2x2
∂h

∂x2

+ x3
∂h

∂x3

= 0 (B.13)

L’ensemble des champs de vecteurs associé est {f1, f2} avec

f1 = (2x3 −1 0)T f2 = (−x1 −2x2 x3)
T

Nous vérifions l’involutivité de l’ensemble des champs de vecteurs {f1, f2} afin de
déterminer si cet ensemble d’équations aux dérivées partielles est solvable ou encore com-
plètement intégrable.

on trouve

[f1, f2] = (−4x3 2 0)T (B.14)

alors comme [f1, f2] = −2f1 + 0f2, donc l’ensemble des champs de vecteurs est involutif.
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Annexe C

Algorithme d’optimisation de type
sous-gradient

L’algorithme utilisé pour ce travail s’appuie sur une collaboration avec B. Lassami et S.
Font consolidé par la rédaction d’une communication. Cette communication sera présentée
à la conférence (IFAC Workshop on Control Applications of Optimisation, Paris -Cachan,
France, 2006). Pour plus de détails sur cet algorithme, on peut se reporter aux travaux
de thèse de B. Lassami qui seront présentés dans un futur proche.
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