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TABLE D’INTEGRALES A DEUX CENTRES

Par JacqQues TILLIEU, Jean BAUDET et Jean GUY,
Laboratoire de Physique moleculaire, Faculte de Pharmacie, Paris.

I. Au cours du calcul de certaines grandeurs
moléculaires (énergie, moment dipolaire, polari-
sabilité électrique, susceptibilité magnétique, etc...)
Pemplo1 des orbitales atomiques K et L du type
hydrogénoide ou d’un type voisin conduit a de
nombreuses mtégrales a deux centres. Un certain
nombre de celles-c1 ont déja été tabulées, en parti-
culier par Coulson [1] qu1 les a publiées sous une
forme completement developpee mais pour laquelle
le calcul numerique effectif est souvent laborieux.
En plus de certaines intégrales deja déterminées
par Coulson, la presente table comporte des inté-
grales nouvelles et toutes sont présentées sous une
forme condensée (déja utilisée par Preuss [2]) trés
favorable au calcul numérique.

Nous désignons par J des intégrales & deux
centres hétéronucléaires A et B, du type :

Tl By 0) = < 1> =[] exp (—ar,— Bry) drlx # B) (1)

et par K des intégrales a deux centres homo-
nucleaires, du type :

Kult, o) = () = [Jexp (—ar, —ar)ar  (2)
ou ry et ry sont les rayons vecteurs du poimnt P

(fig. 1) et fune expression algébrique de rq, ryet des
hignes trigonometriques de 0, et 0,.

Fic. 1.

I1. Ces diversesintégrales J et K sont calculables

en passant aux coordonnees spheroidales 2, u., @,
définies par :

e P
Cette transformation conduit a des expressions

comportant uniquement 4 types de fonctions des
parametres :

a=1/2p(+ ) b=1]2¢(c—p) (4)
soit ¢
1) les fonctions
Apia) = _/; % am —ar dn (5)

connues par récurrence [1] & partir de :

. Ao(a) = (1]a) e—a (6)
e
Amla) = (1]a) e~ + (m]a) Ap—y (a) (6)
2) les fonctions
Bay) = [* yr et o)

pour lesquelles les formules de récurrence sui-
vantes [1] permettent un calcul rapide :

By(b) = 2 smnh b[b (8)
Bomir(b) — 2 cobsh b I (2m + ;) By (b) (8)
Bynlt) — 2 su;h b . 2m le:n_l(b) (87)

3) les fonctions
Cla) — /; :°° Mm(NE — 1)U/2 g—ah d) (9)

qui peuvent étre calculees par récurrence a partir
de Cy(a) ([3], voir egalement Pappendice).

4) Enfin les fonctions

1
Dafb) = [ unlt — p)re—oe du (10)

déterminées par récurrence a partir de D, (voir
appendice).

III. II convient de noter les principales remar-
ques survantes, pour un emploi correct de la table :

1) II est commode de debuter par la deter-
mination des valeurs numériques des A, B, C et D
necessaires a la résolution du probleme envisage
(en general, 1l faut aller jusqu’a I';ndice 5 ou 6).
Une fois ces divers nombres connus, 1l ne reste plus
a faire que des produits et des sommes pour obtenir
les integrales desirées.

2) Certaines intégrales quine figurent pas expl-
citement dans la table, peuvent se deduire faci-
lement des integrales tabulees, par addition ou
soustraction ; on a, par exemple :

<rsm20, > =<r2> —-<rlcos20,> =Jg—Jy

3) Permuter les indices 1 et 2, dans I’expression f
de (1), revient a permuter les coefficients « et 8 en
laissant f inchangee. L’integrale J,(B, «, p) est
immediatement connue a partir de J,(x, B, p) en
changeant le signe des termes contenant des fonc-
tions B,(b) d’ordre imparr.

Article published online by EDP Sciences and available at http://dx.doi.org/10.1051/jphysrad:01957001807045500



http://www.edpsciences.org
http://dx.doi.org/10.1051/jphysrad:01957001807045500

I-Ne

© W0 T TE W N e

LN B 0 O GO 0 W O W LY W N RN NN N NN N RS R A R A e
wwﬂo@w\lamw\ww»owm\:mmpww»aoe.oooumm»rww»o

1A

456 JOURNAL DE PHYSIQUE Ne 7

II-(*) III-InTEGRALES J(%, B P)
1 wp3fk (A By— Ao B,)
ry np?/8 (A3 By + Ay By — A1 B, — Ay By)
rycos 0, npf8 (A3 By + Ay By— A, B;— A, B,)
ry s 0, npt/8 (CyDy— CoDy)
ryry wp8/16 (A4 By — 24, B, + A, By)
r3 meS/16 (A, By + 245 B, — 24, By — Ay B,)
r§ cos 0, mp°[16 (A4 By + Ag By + A3 By— Ay By + A, By — Ay B;— A, B, — A, By)
ry 7y cos 04 mp[16 (A, By — A3 By + A3 Bo— Ay By — A, By + A, B, — A, B, + A, By)
7% s 0, 765/16 (C5 Dy + Cy Dy — Cy Dy — Co Ds)
7y 7y S0 0, 7p5/16 (C3 Dg— Cy Dy — Cy Dy + CoDy) .
r# cos? 0, wpS/[16 (Ay By + 2438, — Ay By + Ay, By— 24, By, — Ay B,)
ryrscos 0,cos 0, wpS/16 (— A, By + Ay B, + Ay By — Ay B,)
3 ry cos 0, 7p%/32 (A5 By + Ay By—2A43B;— 24, B, + A, B, + A, B,)
r?rysm 60, wp8/32 (C4 Dy — 2C, Dy + CyD,)
72 ry o8 0, mp%/32 (— Ag By — 24, By + A, By + 24, B, + 24, B, + A, B; — 24, By — A, B,)
r$ cos 0, 70%/32 (Ag By + 24, By + Ay By + 24, B, —24,B,— A, By—2A4, B;— A, B,)
r$ sin 0, p8/32 (Cy Dy + 2C3 D, — 2C, D3 — Cy D))
72 ry cos? 0, 76832 (Ag By— Ay By 24, By — Ay By —2A, By + Ay By + AyBy—2A,B;—A, B, + 24, B;— A By + A By)
7% ry sin? 0, 76%32 (— A, By + Ay By + Ay By— A By + Ay By — Ay By — A, By + AyB,— A, B+ A By+ AoBs—AoBy)
ryricos O, smm 06, wp¥32(CyD,—Cy3D,+ C3Dy—CyD3—CyD, + C;Dy— Cy D, + CyDy)

rir2cos 0, cos 0, mp%/32 (—A; By + AyBy+ AgB, + Ay Bog— Ay, By— A, B, — A, B, + Ay By)

3 cos® 0, 76832 (As By + Ay By + 24, By — Ay By + 243 By + AyBy— A,By— 2A4,By+ A, B,—2A,B,— A, B,— A, By)
rism? 0, 7832 (— Ay By + Ay Bo— Ay By + Ay B, + Ay B, — A, By + Ay By — Ay Bi— A B/ A, By;—AyBs+ Ao By)
7% cos® 0, 7p%/32 (Ag By + 3A, B,— Ay Bs+ 343 B, — 34, B, + Ay B,— 34, By;— Ay B))

r3 sin3 6, 7%/32 (— Cy Dy + Cy Dy + Co Dy — Cy Dy — Co Dy + Cy D)

r2rycos?0,cos 0, wp8/32(— A;B;— A B, + A3 By + A3 B, + Ay By + A, By— A; Bg— Ay B,)

réry cos 0, 7p7/6k (— Ag By — 3A5 By + AgBy— 24, By + 34, B, + 24, B, +24,B, + 34,B;—2A4,B;+ A,B—34,B,
r3rycos 6, 7p7/64 (Ag By + Ay By + Ay By—2A, By + A, B, — 24, B, — 24, B, + Ay By— 2A4,B;+ A Bs+ A1 By + A, By
rirysm 0, 7p?/64 (Cs Do + C4 Dy — 2C3 Dy — 2C3 Dy + C; D, + Cy Dy)
rirysm 0, 7p7[64 (C5 Do + 3C, Dy + 2C3 Dy — 2C, Dy — 3C, Dy — Co D)
3 r2 cos? 0, 7p7[64 (Ag By— 245 By + 2A45B, —4A By + A By + 2A3B;—2A4,B,— A, B+ 44, B,—2A, Bs+24,B;—A,B))
r?r} sin? 6, 7p/64k (— Ag By + Ag By + 245 B; — 24, B,#»A B, — A,B, — 24,B, + 24B, + A;Bs —AB4 + 24, B;
13 r, cos? 0, 7076k (A By + 245 B,—2A, By + Ay B—4A; By + Ay By—2A4, B, + 24, B;+ Ay B))
rdrysm? 0, 7p7/64 (— Ag By + Ag Bo+ 2A, By— Ay By— A, By— Ay Bg— Ay B, + 24, By + Ay Bg— Ao B4)
r2ricos 0, cos 0, 7764 (— Ag B, + 24, B, + Ay By— Ay By — 24, B, + A, B))
rirycos 0, cos 6, Tp?/64 (— A6 B, —2A4A,B; + A, By + 243 B; + 243 B, + Ay, By — 24, B3 —A, B,)
rirysm 0; cos 0, 7p?/64 (— C3D,—2CDy+ CyDy+2C3D; +2Cy Dy + C, Dg—2C,D3— C, D)
8 ry cosd 0, 7p7/64 (Ag By— Ay By + 345 By — AyBs— 3A,B; + 34,B, + A3 By—3A4,B,—3A,B, + A3 By+34:B;—34,B,
r§r2sm3 01 7'597/64( Cs-D2+05D0+C4Ds"‘C4D1+C3D4"‘03D0‘—02D5+02D1_C1D4+01D2+COD5—C° 3)
i rycos? 0, cos 0, wp?/64 (— Ag By — AsB,— A;By + AgBy— Ay By + Ay B, + Ay By + A3B,+ AyBy +'A3By + A2 Bs — 4, B
4 st 6, 707/64 (Ag By —2Ag By + Ag Bo— Ay By + 34, By;—2A4, By + 24, By—3A,B, + A, By—AoBs +24,B1—4,B))
ré cost 0, 7p?/64 (Ag 4+4A By—A,Be+ 6A,By;—4A; By + 4A; B;—6A, B, + Ay By — 4A; By — Ag B
rirycos® 0, cos 6, wp"/64 (— Ag B, —24,B; + A, Bg + 24;B; + 2438, + A; By — 24, B3 — Ay B,)
rdcos? O, sin? 0,  7wp7/64 (— Ag By + Ag Bo—2A5 By + 245 By + A, Be—2A,By + Ay By + 243B;—2A4,B,— A Bg + 243 Ba— A4, B,

45 rir,sm 0, cos?6, cos 0, wp?/64 (— Cs;D3— C, Dy + C3D5+ C3D, + Cy D4+ C, Dyg— Cy Dg— Cy D)

46

rirycos® 0, sm 0, 7p?/64 (Cy D3+ 8C,Dy— C3D;5 + 3C3D, —3C, Dy + CyDy— 3C, D3 — CyD,)

(1) Fonction f figurant dans 'integrant (voir formules 1 et 2).
(%) Parité de I'indice des termes a conserver lorsqu’on calcule les K sur 1’espace entier.
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— 4o By)

—2A4; By — Ao Bg + Ao By)

— Ay By + 34,B,— AB, + Ay By)

+A2B1—A134'—‘A1Bz—“AoBs)1

_ 24, Bs+ 24, B;—A,B,+ A, B,)
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IV-INTEGRALES K(x, p)
(CALCULEES SUR UN DEMI-ESPACE)

mp?fa (A, —1/3 Ay)

mpd/8 (Ag+1/2 Ay—1/3 Ay —1/t Ay

net/8 (1/2 Ag+ Ay —1/a Ay —1/3 Ag)

not/8 (m/a C;— /16 Cy)

wpS/16 (A, —2/3 Ay + 1/5 Ay)

wps/16 (A + Ag—1/2 A, — 1[5 Ay)

7pS/16 (1/2 Ay + 4/3 Ay + 1/5 Ay— 8/15 A, — 1[5 A,)

7p5/16 (1/2 Ay + 2/3 Ay—3/6 Ay — 215 A, + 1/& Ay)

p3/16 (n/s C3 + 1/3 Cy — /16 C; — 2/15 Cy)

e3/16 (n/h C3—1/8 Cy— w[16 Cy + 2/15 C,)

meS/16 (1/3 Ay + Ay + 45 Ayg—1/2 A, —1]3 Ay)

7516 (—1/3 Ay + 6/5 Ay —1/3 Ay)

7e8/32 (1/2 A5 + A, —1/2 A3 —2/3 A, + 1/6 Ay + 1/5 Ay)

wp8/32 (n/h Cy, — w/8 C, + w/32 Cy)

7p8/32 (—1/2 Ay +1/3 Ay + Ay + 2/5 Ay —1/3 A, —1/5 Ay)

708/32 (1/2 As + 5/3 Ay + Ay—2/5 A, —2/3 A, —1/5 Ay)

70%/32 (n/& C, + 2/3 Cy— &/15 Cy — /32 Co)

p8/32 (1/3 A5 4 8/ Ay + 2/15 A3—5/6 A, + 1/15 A; + 1[4 A,)
7p9/32 (23 Ag — 1/ Ay — 4[5 Ay +1/3 A, + 2/15 A, —1/12 A,)

7p8/32 (1/3 C4 + 37/16 C3— 7/15 Cy— w/32 Cy + 2/15 C,)

7832 (—1/3 Ay + 1/6 Ay + 6/5 Ay—2/3 Ay —1/3 Ay + 1/5 A)

709/32 (1/3 As + 5/& Ay + 22/15 Ay—1/6 Ay —11/15 A, —1/& Ay)

mp8/32 (2/3 A5 +1/6 Ay — 4[5 A3 —1/3 Ay + 2/15 A, +1/12 A)

7p%/32 (1/4 Ay + Ay + 43 Ay + 2/5 Ay — 36 Ay —1/3 Ay)

mp8/32 (83w/16 Cy— 77[32 C, + /32 C)

7p8/32 (—1/k Ay —1/3 Ay + 2/3 Ay + 6/5 Ay—1/5 A, —1/34,)

7p7/6h (—1/2 Ag -+ Ay + 16/15 Ay —16/35 A, —1/6 Ag)

7p7/64 $1/2 Ag + 4/3 Ay —16/15 Ay—1/3 Ay + 12/35 A, + 1/6 Ay)

wp?/64 (n/h C5 + 1/3 C4,— w/8 C3— 4/15 C, + w/32 Cy + 8/105 Cy)

707/64 (/& Cy + Cq + /8 Cy— 415 Cy— 37/32 Cy — 8/105 Cy)

7p7/64 (1/3 Ag + 1/2 Ay —1/3 Ay—2/3 Ag + 23/35 Ay +1/6 A; —1/5 A,)
7p7/64 (2/3 Ag—1/2 Ag—2/3 Ay + 2/3 Ay —2/35 Ay —1/6 A, + 2/35 Ay
7p7/6k (1/3 Ag + Ag + 3/5 Ay — Ay —11/21 A, +1/3 Ay + 1/5 Ay

7p7/64 (2/3 Ag—14/15 A, + 34/105 A, — 2/35 A,

Te?[6h (—1/3 Ag + 7/5 Ay —17/21 Ay + 1/5 Ag)

707/64 (—1/3 Ag—1/2 Ag + Ay + 43 Ay +1/7 Ay—1/2 A, —1/5 Ay)
7p7/64 (—1/3 C5 + 7/8 Cy + 2/3 Cy + /16 Cy— 4/21 Cy — /32 C,)
7p7/64 (1/k Ag + 4/5 Ag + 712 Ay — 1635 Ay — 3/4 Ay + 4/15 A, + 1/4 Ay)
7764 (37/16 C5—1/5 Cy— 77/32 Cy + 9/35 C3 -+ 7/32 Cy — 2/35 Co)
77/64 (—1/h Ag—8/15 Ay + 512 A, -+ 176/105 Ay + 5/12 Ay — 8/15 A, — 1[4 A,)
7p7/64 (8/15 Ag — 8/7 A, + 24/35 A, — 8/105 Ag)

7p7/64 (1/5 Ag + Ay +13/7 Ay + 4/3 Ag—1/5 Ay — A, —1/3 A,)

776k (—1/5 Ag—1/2 Ay +1/7 Ay + 4/3 Ag+ Ay—1/2 A, —1/3 Ay
7p7/64 (2/15 Ag + 1/2 A5 +10/21 A, —2/3 A3 —26/35 Ay +1/6 Ay + 2/15 A,) ~
7p7/64 (—2/15 C5— /16 C, + 43/105 Cy + 97/32 Cy—2/15 C; — /16 Co)
7764 (2/15 Cy + 3716 Cy4 + 97/105 Cy + 57/32 Cy — 2[5 Cy — /16 Co)

V(3
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4) Les intégrales K(«, p) ont été calculées sur le
demi-espace z = 0, c¢’est-a-dire pour 0 < p < 1.
Ce champ d’mtegration se présente lorsqu’on tient
compte des plans nodaux de certamnes fonctions
d’onde. Les intégrales calculees sur tout 1’espace
sont facilement obtenues a partir des expressions
tabulées, en conservant uniquement les facteurs
d’indice pair ou impair, survant que la fonction est
répertoriee P ou I et en multiphant I’ensemble
restant par deux. On a, par exemple, pour le demi-
espace :

4 1 1 1
Ky= () =2 (4 + 54 —34,—740) (D)

et pour P’espace entier :
Ky = (r1) = (mp*[4) [A3 — (1/3) 4,].

V. Appendiee : Caleul des intégrales de la forme :

+1
Dafb) = [ unlt — sz e du

N (11)

1) D, est une fonction uniformément continue du
parameétre b et peut étre obtenue, par des dén-
vations successives sous le signe d’intégration, a
partir de Dy,

Dult) = (= [* e ()
= (— 1)» d» Dy(b) [dbn.
2) Il faut donc calculer :
Dt) = | “;1 (1 — w22 e—tu dp. (13)

En posant . =co0s 6(0 < 0 < =), (13) devient :
Dy(b) = j;n sin? 6 g—beosd 46, (14)

Or la théorie des fonctions de Bessel fournit la
relation générale [4] pour les fonctions d’ordre v :

Jylz) = (—;—)vm j; "SI @ ekbeosd 4, (15)
2

On voit facilement que (14) est un cas particulier
de (15), obtenu en prenant :
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d’ou
Dy(b) = — (1]b) Jo(1b). (17)
3) D’aprés (12) et (17) on aura :

D) = (— 1)t m o [100] (19)

et d’aprés les formules de récurrence [5] :
(dJ4(2) [dz) = — (1]3) J4(z) + Jol3) (20)
(dJo(2) [dz) = — J4(a). (20)

Les fonctions D,(b) s’exprimeront uniquement &
I’'aide des fonctions de Bessel d’ordre zéro J(z) et
d’ordre un J,(z) dont 1l existe des tables [6].

Les 6 premiéres fonctions D, (b) sont les sui-
vantes :

Dy(b) = — m[hgb)]
Dy(b) = —m [2‘]1;(:17) — Jogb)]
Dy(b) = — m[(—bqs + %) Jq(1b) — 17)312 Jo(lb)]

% + b%) Ja(uh) — L(% + %) Jo("b)]

12_50 4 27 + %) ]l(Lb)——l(%g + -136—2) Jo(Lb)]

22 T ) Tih)
(Y ]

On peut remarquer que les fonctions C déja
publiées [3] se présentent d’une maniére treés
analogue aux fonctions D. On passera de D 4 C en
remplacant le facteur de multiplication 1= par = [2,
les fonctions J, et J, respectivement par les fone-
tions de Hankel " et H{", le paramétre b par a.
On a par exemple la correspondance :

v=1 _ 2J4(1b) Jo(1h)
§z=-—zb. (16) Dl(b)“”‘“[ . T ]
’ On a alors pour la fonction de Bessel d’ordre 1 et > Cyla) = _g [231“: (e) _ H™ (m)]
d’argument imaginaire a a
Jy(— 1) = — (1b[ =) Dy(b) (157) Manuscrit recule 6 juin 1957.
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