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Résumé. 2014 Nous présentons des arguments physiques simples permettant d’obtenir les comportements
asymptotiques de marches aléatoires dans des milieux désordonnés. Nous montrons en particulier qu’un
comportement non-diffusif est lié à l’impossibilité d’appliquer le théorème de la limite centrale de façon
directe, en raison de l’apparition de lois de distribution « larges » (par exemple pour les temps effectifs de
piégeage) ou de corrélations à longue portée, conduisant soit à une hypodiffusion, soit à une hyperdiffusion.

Abstract. - Simple physical arguments are developed, allowing to predict the asymptotic behaviour of random
walks in random media. It is shown that anomalous diffusion originates from distributions (for example of
effective trapping times) with long tails, or from long-range correlations. This leads either to subdiffusive or
superdiffusive behaviours.
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Une illustration physique exemplaire du theoreme
de la limite centrale (T.L.C., pour un dnonc6 precis,
voir [0]) est le mouvement Brownien. Considdrons
un marcheur effectuant des deplacements 616mentai-
res al6atoires de moyenne nulle ; le T.L.C. assure en
particulier que le deplacement moyen au bout d’un

temps fini, 1 i Xi tend vers zero comme N - 112. En
i = 1

effet, la mauvaise compensation syst6matique des
deplacements tires conduit a un deplacement typique
xi qui croit comme N 1/2 ; il en r6sulte qu’a temps N

N

fini, il existe une valeur moyenne résiduelle xi IN
i = 1

qui tend vers la moyenne statistique (zero) comme
N - n2 .

Cette situation est gdn6rique et les exemples
d’applications multiples : les fluctuations thermody-
namiques s’dteignent (dans les cas usuels) comme

(*) Laboratoire associ6 au Centre National de la

Recherche Scientifique.
(**) Laboratoire Propre du Centre National de la

Recherche Scientifique, associd a 1’Ecole Normale Supd-
rieure et a 1’Universite de Paris Sud.

V-ll2, ou V est le volume de I’dchantillon ; la
distribution des vitesses dans un gaz est maxwel-

lienne, ce qui rdsulte d’un grand nombre d’dchanges
al6atoires d’impulsion entre les particules. Le th£o-
r6me de la limite centrale est peu affect6 par
exemple par la presence de correlations de courte
portde et reste valable dans des situations plus
complexes comme celle d’un produit de matrices
al6atoires 2 x 2 [1] : le logarithme de la trace de
cette matrice produit se comporte essentiellement
comme la somme de nombres independants (sauf
dans des cas particuliers de resonance ou « d’inter-
mittence » cf. [2]), comme si le produit des matrices
pouvait 8tre remplac6 par un produit de scalaires [1,
2]. 

’

Un comportement differant de la diffusion nor-
male est ainsi le signal de ph6nom6nes interdisant
1’ application usuelle du T.L.C. dont les limitations
sont essentiellement de deux types (cf. [0]) :

a) Le second moment de la loi de distribution de
la variable que l’on somme doit 8tre fini (distribu-
tions pas trop « larges »).

b) Les correlations entre les variables que l’on
somme ne doivent pas 6tre « a tr6s longue portde ».
Bien entendu, la complexite des syst6mes physi-
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ques s’exprime justement dans la fagon dont ces
correlations ou larges distributions apparaissent,
induites par la dynamique meme de ces systemes :
par exemple les fluctuations d’un syst6me thermody-
namique a son point critique s’6teignent moins vite
que V - 1/2 a cause des correlations tr6s fortes

(d6croissant en 1/ rd - 2 + 11) entre les objets constitu-
tifs. Des lois « pathologiques » rdgissant la longueur
du saut 616mentaire d’un marcheur peuvent provenir
de la structure meme du probl6me considdr6 : gran-
des boucles form6es par les polym6res aux interfaces
controlant leur extension parall6le a la surface [3],
distribution statistique des tourbillons dans un flot
turbulent [4], effet g6om6trique dans le billard de
Sinai bidimensionnel [5].
Comme nous le verrons plus loin, une marche au

hasard dans un milieu d6sordonn6 peut dans certains
cas auto-induire des correlations ou des lois de
distribution violant les hypotheses a) ou b) : ce

phenomene est a la source des lois de diffusion
« anormales » r6gissant le comportement asymptoti-
que de cette marche.

1. Remedes heuristiques aux pathologies non gaus-
siennes.

Il existe, dans les cas « pathologiques » a) et b) des
considerations heuristiques simples permettant de
comprendre comment la decroissance en N - 1/2 est
affect6e, et d’obtenir les comportements asymptoti-
ques non classiques induits par ces pathologies. Ces
considerations heuristiques peuvent 6tre rendues

plus rigoureuses en se fondant sur des th6or6mes
g6n6raux 6tendant le T.L.C. a ces situations [6].
Dans le cas a), il s’agit de constater qu’un nombre

fini N de tirages ne peut 6tre sensible a la totalite de
la loi de distribution des 6v6nements 616mentaires :
au-dela d’une certaine « coupure effective » depen-
dant du nombre de tirages, on peut tronquer la loi de
distribution r6elle puisque les dv6nements concern6s
ne peuvent 6tre sondes. Pour une loi de distribution
arbitraire P (x ) la valeur x, (N) de la coupure est
d6finie par :

ce qui signifie qu’au plus un 6vdnement x &#x3E; x, a eu

lieu en N tirages. L’introduction de cette coupure
effective permet de ddfinir des moyennes effectives
(a temps fini) meme si ces moyennes divergent aux
grands N : c’est justement la dependance non triviale
de ces moyennes en N (a travers leurs bornes

supdrieures x,) qui modifie les comportements
asymptotiques. Consid6rons par exemple un « vol de
Levy », d6fini comme une marche form6e de sauts
de longueur I, variable distribude selon

P (I ) l - 
a (les longs sauts ont donc une probabi-

lite anormalement grande). En N sauts inddpen-
dants, le marcheur sera typiquement a une distance
R (N ) de son point de depart telle que :

La divergence de cette expression pour a -- 3 est en
fait le signe que la coupure xc ne peut 6tre ignoree.
Ceci conduit a :

et :

On obtient ainsi le comportement hyperdiffusif d’un
vol de Levy (voir aussi les references classiques [7]) :

Un autre exemple d’application de cette m6thode
nous est fourni par le probl6me de la marche au
hasard entre des pièges dont le temps moyen de ’
« desorption » est infini. Supposons en effet qu’au
bout d’un temps t on ait effectu6 N sauts entre ces

pi6ges. S’il n’existe pas de direction de saut privile-
gide, l’éloignement v6rifie R2 = a2 N, of a est la

distance moyenne entre les pieges. Notons No le
nombre de pieges différents visit6s par le marcheur.
Puisque le mouvement est brownien en N, on a
NO - Nd/2Si d  2 etNO - N six &#x3E; 2 (N /ln N pour
d = 2). Le comportement temporel de cette diffusion
s’obtient en dliminant N des equations « effectives » :

Si P ( T ) se comporte en 1 / T’ ’,", on obtient ainsi :

qui sont prdcisdment les rdsultats obtenus par
J. Machta [8] en utilisant une approche de renormali-
sation dans 1’espace reel, et par S. Alexander
et al. [9] dans le cas unidimensionnel. (Dans le cas
ou il existe une direction de saut privilegiee, la

meme analyse conduit A v = JL en toute dimension.)
Dans le cas b), il faut interpreter une fonction de

correlation G (r) comme une mesure du nombre de
sites a distance r d’un point 0 ou l’observable (force,
aimantation, etc... ) prend la meme valeur qu’en 0.
Ainsi dans une sphere de rayon R on trouve a peu
pr6s :
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sites ressemblant au site central. Si G (r ) decroit en
loi de puissance, on obtient :

Le nombre de valeurs differentes de l’observable
dans une sph6re de rayon R est Rd/Nid - Ra si

a  d : la correlation rdduit donc, comme on peut s’y
attendre, le nombre de variables e f fectivement ind6-
pendantes.

Cette remarque peut 6tre utilis6e pour determiner
si le ddsordre modifie ou non la loi de diffusion
d’une marche au hasard en presence d’une force
al6atoire F (x ) dont les correlations d6croissent

selon F (x) F IX-YI -- (x - y)-’. En effet,
. j x - y j - m
en l’absence de d6sordre (F = 0), le volume « acces-
sible » au marcheur en un temps t est (t1l2)d et le
nombre de sites visitds est bien entendu t. Le
marcheur repasse donc t 1- d/2 __+ 00 fois au m6me
site si d  2 et un nombre fini de fois si d &#x3E; 2. On
s’attend donc a ce que le ddsordre, lorsque les
correlations sont a courte port6e (a &#x3E; d ), soit tr6s
efficacement moyenne si d &#x3E; 2, ne conduisant qu’a
une correction du coefficient de diffusion. Si
d  2 au contraire, on obtient des diffusions anorma-
les [10]. En presence de correlations a longue port6e
(a : d), la discussion prdc6dente montre que le

meme crit6re s’applique en substituant a A d : ainsi,
pour a  2 le comportement de diffusion est-il
anormal en toute dimension. Une discussion plus
precise de 1’effet des correlations, ainsi qu’un calcul
des exposants de diffusion par le groupe de renorma-
lisation est presente dans [11].
Dans le cas ou la correlation est temporelle

G (t ) - t - " et d6crolt plus lentement que 1 It, la ’
somme des T variables tir6es doit s’estimer de la

fagon suivante : les T variables se d6composent en
TJL groupes independants ; chaque valeur est reprise
T1 - JL fois, ainsi :

ou maintenant la somme reduite de variables ind6-

pendantes satisfait au T.L.C. ; alors :

Ainsi, les correlations a longue portde augmentent la
valeur de la moyenne r6siduelle et ralentissent sa

convergence vers la valeur moyenne statistique.

2. Deux exemples de diffusions anormales.

Les deux id6es exprim6es ci-dessus, qui permettent
de comprendre comment le thdor6me de la limite
centrale doit 6tre modifie dans certains cas pathologi-
ques, permettent d’obtenir les comportements

asymptotiques de diffusion dans un grand nombre de
situations diverses. Nous choisissons d’illustrer ces
mdthodes par deux exemples gdndriques de marches
aldatoires dans des milieux désordonnés, qui revelent
1’existence de deux m6canismes extremement g6n6-
raux modifiant les lois de diffusion : la marche peut
gdn6rer dynamiquement des corr6lations dans la

force qu’elle subit - auquel cas on observe en

general une hyperdi f fusion - ou bien g6n6rer des
anticorrelations, ce qui a pour consequence 1’appari-
tion de regions de pi6geage, dont la distribution des
temps d’attente peut 6tre pathologique et donc
conduire a une hypodi f fusion. Insistons sur le fait

que, dans nos exemples, les pathologies sont indui-
tes : les mod6les sont au depart caracterises par des
lois tout a fait gaussiennes (et non, comme dans le
cas ci-dessus, par des lois choisies larges a priori).
Le premier exemple est du a G. de Marsily et

G. Matheron [12] : on consid6re (Fig. la) un milieux

Fig. 1a. - Milieu poreux stratifie bidimensionnel.

[Bidimensional layered porous medium.] ]

poreux bidimensionnel, constitu6 de « couches », a
l’intdrieur desquelles la vitesse est une constante et
est dirig6e parall6lement a celles-ci. Le module de
cette vitesse est une variable al6atoire, dependant de
la coordonn6e z de la couche. Le mouvement selon z
est donc purement di f fusi f : z2 = Dt ; comment varie
la distance parcourue en x au cours du temps ? Le
mouvement 6tant diffusif selon z, la probabilite de se
trouver au site de depart au bout d’un temps t est
P (0, t ) - 1/ (Dt )1(2. Ceci signifie donc que la force
subie par la particule est corr6l6e dans le temps, et
puisque seule la coordonnde z determine cette force,
on a (v (o ) v (t)) - 1/ (Dt )1(2, qui décroît plus lente-
ment que 1/t. On sait donc, d’apr6s la discussion
precedente, que la diffusion est modifi6e : le nombre
de plaques di fférentes visitées est (Dt )1/2, chacune
1’est (t / D )112 fois «Dt )1(2 (t / D )112 = t = nombre
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total de sauts). Ainsi, si la vitesse suivant x est de
moyenne nulle, on a :

avec

On obtient donc, pour cet exemple a priori exempt
de pathologies, un comportement hyperdi f fusi f
(X21/2 - t 314) a grand temps. Ce rdsultat a ete obtenu
exactement par De Marsily et Matheron [12], mais
sa provenance physique n’avait pas ete 6lucid6e.

_ Notons n6anmoins que ces arguments permettent
aussi de dire que :

i) le comportement redevient normal (X21/2 - t 112)
si 1’echantillon a une extension transverse finie [13],
ou si la vitesse du flot n’est pas strictement parall6le
aux couches. Le comportement demeure cependant
t3/4 aux temps courts.

ii) Pour un probl6me de barreaux d6sordonn6s
(cf. Fig.1b), le meme argument permet d’obtenir
x ~ t In t, le logarithme provenant de la nature

bidimensionnelle de la diffusion transverse (neo =
t/ln t en d = 2).

Fig. lb. - Gdndralisation A trois dimensions.

[Tridimensional analogue.]

Le deuxi6me exemple que nous voulons presenter
conduit au contraire a une diffusion ralentie, dont la
cause est 1’apparition dynamique de pieges a tr6s
long temps d’attente. Considdrons une particule
astreinte a se ddplacer sur une droite, et soumise A :
- une force «thermique» 1J (t), aldatoire et

variant d’instant en instant :

- une force « gelde », fixee une fois pour toute,

mais fonction aldatoire de la position de la particule :
F(x).
Dans la limite d’un grand coefficient de frottement

(faible nombre de Reynolds), 1’equation de Langevin
ddcrivant la particule s’ecrit :

On peut obtenir des rdsultats exacts pour ce pro-
bl6me, lorsque F (x ) est une variable gaussienne
[14]. Posant :

On obtient [14-16] : (tk = m/u)

On peut cependant comprendre l’origine de la loi
x - tlL par un argument simple. Le mouvement a
lieu dans un potentiel schdmatisd sur la figure 2a.
Autour d’une pente moyenne V (x) = - mx, ce

Fig. 2a. - Ddtail d’une rdgion de pi6geage.

[Enlarged view of a trapping region.] ]

-x

Fig. 2a. - Le potentiel unidimensionnel f 41 (y ) dy dans
lequel la particule evolue par activation thermique.

[The one-dimensional potential fx 0 (y) dy in which

evolves the particle under thermal activation.] ]
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potentiel ddveloppe des fluctuations qui repr6sentent
pour la particule des obstacles a franchir par activa-
tion thermique (dans notre limite visqueuse, la

particule ne bdndficie pas d’inertie). Supposons par
exemple que le piege soit celui reprdsent6 sur la
figure 2b : sur trois sites, le potentiel croit de

F 1 + F 2 + F 3. Le temps typique n6cessaire pour
franchir la premiere « marche » est donn6 par la loi
d’Arrhenius : exp (F1/T ). Puis, la particule retombe
au fonds du puits, et ne franchit la seconde marche
qu’au bout d’un temps exp ( (Fl + F2)/T ). De ces
mouvements de va-et-vient, il rdsulte que le temps
typique nécessaire à la sortie du piège est

L’dtude de la distribution de ces temps de pidgeage
se ram6ne donc a 1’etude de la variable

Il est facile de montrer [15] qu’asymptotiquement, la
distribution de T obtenue se comporte comme
T - (i + w ) a grand, avec g caractense par :  z IL&#x3E; =1.
Si F (x ) est gaussien de variance et de valeur
moyenne m, on a JL = m / u. L’intdr8t de la discus-
sion ci-dessus et de montrer que de fagon spontanee,
le systeme a induit une distribution pathologique de
temps d’attente au fond des pieges : en effet, la
valeur moyenne de T est infinie pour g  1. La

transposition de l’argument prdsentd plus haut dans
le cas ou une direction est privil6gide conduit alors
directement au r6sultat x = (Cte) t,’ obtenu par de
nombreux auteurs. Le cas ou la force est tir6e selon
une loi binaire engendre un prdfacteur pdriodique en
In t [17] : x - f (In t ) t ’, dont l’origine peut aussi se
comprendre par des arguments simples. Quant au
comportement logarithmique obtenu par Sinai dans
le cas g = 0, c’est dgalement une consequence de la
loi d’Arrhenius, en remarquant que dans ce cas le
potentiel croit comme x 1/2
On peut meme obtenir, grace a cette image

physique, la loi de distribution P (x, t ) dans la region
ou elle a une forme d’échelle (voir Annexe) : on
trouve en particulier que le front de diffusion n’a
plus en general un profil gaussien.
En conclusion, nous avons voulu montrer

comment, dans bon nombre de cas, 1’apparition
d’exposants anormaux est lide a la presence (prdexis-
tante ou auto-induite) de fortes correlations ou de
lois a moments divergents rendant caduque l’utilisa-
tion habituelle du theoreme de la limite centrale.
Nous avons d6velopp6 des arguments tr6s simples
permettant d’obtenir la valeur exacte de ces expo-
sants anormaux. Ceci est attest6 dans chaque cas par
les resultats rigoureux que l’on peut obtenir par
ailleurs pour ces probl6mes. L’intdret de tels argu-
ments est cependant d’etre faciles a manier, et donc

adaptables a des situations difficiles a aborder analy-
tiquement. L’apparition de lois comportant des

« longues queues » est en fait generique lorsque ce
sont les 6v6nements les plus rares qui dominent la
dynamique que l’on observe : les pieges dont nous
avons parld sont exponentiellement rares, mais le

temps ndcessaire a les franchir est exponentiellement
grand, ce qui a comme consequence l’apparition de
queues algdbriques dans les distributions. La physi-
que des milieux d6sordonn6s nous fournit un grand
nombre d’exemples ou ces 6vdnements rares contr6-
lent les comportements physiques :
- la densite d’6tats au voisinage du bord de

spectre d’un hamiltonien ddsordonnd poss6de une
singularite essentielle (« queue de Lifchitz ») en

exp - (1/ E)d12 [18],
- pour un marcheur effectuant une diffusion

entre des pieges infiniment profonds, les grandes
regions exemptes de piege r6gissent le comportement
asymptotique de la probabilite de survie du mar-
cheur : P z) - exp - tdld + 2 [19],
- dans un verre de spin, les grandes regions « de

Griffiths » ne contenant que des liens ferromagneti-
ques n6cessitent la creation d’une grande paroi de
Bloch (donc 6nerg6tiquement couteuse) pour retour-
ner les spins qu’ils contiennent : ces regions limitent
ainsi le comportement a grand temps de la fonction
d’autocorr6lation de spins : (S (0 ) S (t )) &#x3E;
exp - (In t )dld -1 1 [20].
Mentionnons enfin que, meme dans un probl6me

aussi habituel qu’une marche aldatoire centr6e a une
dimension, certaines quantit6s possedent n6anmoins
une loi de distribution « large » : c’est le cas par
exemple du temps de premier retour au point de
depart, pour lequel P 1 (t ) - t- 3/2 et qui n’a donc pas
de valeur moyenne ! Cette remarque permet d’imagi-
ner des situations unidimensionnelles simples
conduisant a des diffusions anormales (diffusion sur
une structure « en peigne »).

Annexe

FRONTS DE DIFFUSION. - Choisissons N variables
al6atoires ind6pendantes distribuees selon la meme
loi p (T). La probabilite que leur somme vaille T est
proportionnelle a :

Exprimant la fonction delta comme une transform6e
de Fourier, on obtient :

Si p decroit comme T - (1 + IL )(0 « &#x3E;  1 ), sa transfor-
mee de Fourier se comporte comme 1 + E’ quand
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E -+ 0. La mdthode du col sur l’intdgrale prdc6dente
conduit alors a :

En interpr6tant N comme la distance parcourue au
bout d’un temps T, et p comme la loi de distribution
des temps de pidgeage locaux, on voit donc que la loi
de distribution a asymptotiquement une forme
d’echelle P (x, t ) = 1 It" f(x/t’) au voisinage du
front de diffusion, qui a ceci de remarquable qu’elle
n’est pas gaussienne. En fait, (A.1) reproduit le

comportement asymptotique d’une loi de Levy
d’ordre g, dont on peut montrer dans certains
mod6les [15a] qu’elle est la forme exacte de la
fonction d’6chelle. Dans le cas ou une vitesse

apparait, cette forme d’6chelle devient :

l/ç(t) f«x - Vt)/ç(t)).
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