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MISE AU POINT

MÉTHODES DE THÉORIE DES GROUPES POUR L’ÉTUDE DU CHAMP CRISTALLIN

Par O. PARODI,
Physique des Solides, Faculté des Sciences, Orsay, Seine-et-Oise, France.

Résumé. - On introduit les notions de théorie des groupes utiles pour l’étude des champs
cristallins (classes 2014 représentation 2014 caractères). On montre comment le théorème de Wigner
permet de prévoir a priori les levées de dégénérescence dans un entourage cristallin. Le produit
direct de deux représentations permet d’aborder le couplage spin-orbite ou le couplage de plusieurs
électrons en champ cristallin fort. On définit les opérateurs tensoriels irréductibles, et on montre
comment le théorème de Wigner-Eckart permet d’établir a priori les règles de sélection.

Abstract. 2014 We introduce the concepts of group theory that are of interest in crystal-field
theory. The Wigner theorem allows one to see a priori how degeneracies will break in a crystal-
line environment. The direct product of two representations is used for the study of spin-orbit
coupling or the coupling of several electrons in a strong crystal-field. Irreducible tensorial opera-
tors are defined, and it is shown how selection rules may be calculated a priori from the Wigner-
Eckart theorem.

LE JOURNAL DE PHYSIQUE TOME 26, AOUT-SEPTEMBRE 1965,

Introduction. - Apr6s les autres exposes de ce

séminaire sur le champ cristallin, il n’est guere n6ces-
saire de souligner l’intérêt de la th6orie des groupes
pour 1’etude du champ cristallin. Je n’ai pas l’inten-
tion de faire un expose math6matique sur la th6orie
des groupes, mais plut6t d’en rappeler les resultats
int6ressants pour les physiciens des solides, et d’en
donner des exemples d’application.

I. Notions sommaires de th6orie des groupes. - Un
groupe est un ensemble d’elements sur lequel a 6t6
définie une loi de multiplication interne et associative.
Il comprend nécessairement un element unite E, et à
tout element A du groupe correspond dans le groupe
un inverse, A-1.
En particulier, 1’ensemble des op6rateurs unitaires

commutant avec un op6rateur hermitique (H, J2,
J, etc...) forme un groupe.

Si la loi de multiplication est commutative, le groupe
est dit ab6lien.

CLASSES. - On appelle « ordre )) d’un groupe le
nombre de ses elements.

Les elements d’un groupe peuvent etre r6partis en
« classes n. Dans le cas d’un groupe de sym6trie, chaque
classe est compos6e d’operations g6om6triques de
meme nature (rotations d’un meme angle autour
d’axes cristallographiques equivalents).

Si un groupe est ab6lien, chaque element constitue
une classe.
Le groupe 0, par exemple, est le groupe des rotations

propres laissant un cube invariant. Ses 24 elements
peuvent etre r6partis en 5 classes : ,

ou Cn est une rotation de + 27c/n. Les axes cristal-
lographiques correspondant sont

Les operations de sym6trie d’un cristal peuvent
également comprendre des rotations impropres, pro-
duit d’une rotation propre par l’inversion I (sym6trie par
rapport au centre). Nous d6signerons par 6 les sym6-
tries par rapport a un plan et par Sn le produit I X Cn.
Le groupe de sym6trie complet du cube est le

groupe Oh, qui comprend 48 elements r6partis en

10 classes :

Le groupe R(3) est le groupe des rotations propres
dans 1’espace a trois dimensions. Toutes les rotations
d’un meme angle cp constitue une classe, CQ.
On sait que, lorsqu’on fait tourner une fonction de

spin, il faut distinguer entre une rotation de cp et une
rotation de (cp + 27r) : Si

L’ensemble des operations R et R forme le groupe
double des rotations. A chaque groupe fini de symétrie,
on peut de meme associer un groupe double. Le groupe
double associ6 a 0 comporte 8 classes :

REPRESENTATIONS. - Soient Q un op6rateur hermi-
tique commutant avec les operations d’un groupe g,
lqi &#x3E; ses n fonctions propres correspondant a la
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valeur propre q. Les fonctions Iqi &#x3E; sous-tendent un
espace invariant dans les operations du groupe 6.
Soit A l’un de ces operations.

Alqi &#x3E; est fonction propre de Q avec la valeur propre q,
donc une combinaison lin6aire des fonctions lqi &#x3E;.
Nous pourrons prendre dans cet espace invariant, 6q,
une base. Les operations A seront alors representees
par des matrices (A). On d6montre ais6ment que ces
matrices forment un groupe r, et que l’on peut définir
un homomorphisme de 9 sur r. On dit que r forme
une representation du groupe 8.
On appelle « caractere » de l’op6ration A dans la

representation r la trace x(A) de la matrice (A). On
d6montre que, dans une meme representation, toutes
les operations d’une meme classe ont memes carac-
t6res. Deux representations qui ont le meme systeme
de caract6res sont dites 6quivalentes.

Si 1’espace 6q ne possede pas de sous-espace inva-
riant, il est dit « irr6ductible )), et la representation r
est dite également irréductible. Toute representation
r6ductible peut se d6composer en une somme de repre-
sentations irreductibles

on a alors

On d6montre que le nombre de representations irr6-
ductibles d’un groupe fini est 6gal au nombre de ses
classes. On a, entre les caracteres des diff 6rentes repre-
sentations irreductibles, des relations d’orthogonalite,
dont la plus importante est

ou g est l’ordre du groupe, et ou dab vaut 1 si les

representations r(IX) et r({3) sont 6quivalentes, et est
nul dans le cas inverse. Ces relations permettent de
calculer pa

A chaque valeur de J entier &#x3E; 0 correspond une
representation irr6ductible du groupe des rotations
R(3), a (2J + 1) dimensions, et ayant pour kets de
base les kets locJM &#x3E;(- J  M -_ J) satisfaisant aux
relations

A chaque valeur enti6re ou demi-entiere correspond
de meme une representation irr6ductible du groupe
double des rotations.
Dans ces deux cas, les caractères d’une operation

R(u, Q ) sont 

Dans la plupart des applications, il nous suffira de
connaitre le tableau des caracteres des representations
irreductibles. Celui du groupe 0 est donn6 par le
Tableau I,

TABLEAU I

CARACTKRES DES REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES
DU GROUPE 0

La representation irreductible Ð(2) du groupe des
rotations forme la base d’une representation r6ductible
de 0, de caract6res

On voit aisément que

2. Th6or6me de Wigner. - Sauf cas de d6g6n6-
rescence accidentelle, les fonctions propres d’un hamil-
tonien associ6es a la meme valeur propre forment une
base pour une representation irr6ductible du groupe
de symétrie de I’hamiltonien.
La notion de dégénérescence accidentelle est

d’ailleurs d6finie par cet 6nonc6. C’est une d6g6n6-
rescence qui n’est pas exig6e par les propri6t6s de
sym6trie. Le cas le plus classique est celui de i’atome
d’hydrogene en I’absence de couplage spin-orbite. Dans
la couche n, on a une dégénérescence accidentelle entre
les representations ÐO, 9)(1) ..., Ð(n-1).

L’exemple que nous avons trait6 plus haut est celui
d’un electron d dans un champ cubique. En l’absence
de champ cristallin les cinq orbitales d forment une
base pour 2}(2). Le champ cristallin leve partiellement
cette dégénérescence et nous trouvons deux niveaux
d’énergie.

L’un, T2, a une dégénérescence d’ordre 3 et a pour
fonctions de base

L’autre E a une dégénéreseünce d’ordre 2, et a

pour fonction de base 

La seconde forme montre bien la sym6trique cubique. 
Un autre exemple est celui, sugg6r6 par J. Winter,

d’un moment J = 15/2, que l’on rencontre comme
6tat fondamental d’un ion de terre rare de configu-
ration f 9, Dy+ + +. Il nous faut pour cela connaitre les
representations du groupe double 0. Ces repr6sen-
tations, of 7,(A) == -4- 4(A), sont d’une part les repre-
sentations du groupe simple, d’autre part, les repre-
sentations additionnclles (où X(Ã) = - X(A)) donnees
par le tableau II.



533

TABLEAU II

CARACTHRES DES REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES ADDITIONNELLES DU GROUPE 0,
ET DE LA REPRESENTATION ti)(16/2) DE R(3)

Le tableau II donne également les caractères de
a)(15/2).

Dans un champ cubique, nous aurons done cinq
niveaux, deux doublets et trois quadruplets.
Un autre exemple est celui de 1’ion Cr+++ dans

MgO. L’ion Cr+++ a pour fondamental un 6tat 4F.
En presence d’un champ cristallin cubique, cet 6tat 4F
se decompose. Cherchons cette decomposition. Les
fonctions orbitales de 4F forment une base pour Ð(3)
dont les caract6res sont

Nous aurons donc, en l’absence de couplage spin-
orbite, trois 6tats, 4A 4Ti et 4T 2. Le premier est un
singulet orbital, les deux autres sont des triplets orbi-
taux. L’6tat fondamental est 1’6tat 4A2. A 1’6tat 4T2
correspond une bande d’absorption dans le vert.

2. Produit direet de deux repr6senta#ons. - Le
probl6me qui se pose maintenant est celui du couplage
de deux 6tats correspondant a des representations
irreductibles, par exemple couplage des fonctions orbi-
tales de deux electrons, couplage de fonctions d’orbite
et de fonctions de spin.

Soient fi(a’) les fonctions de base de r(II), /fib celles
de rfi&#x3E; les n(1. np fonctions

f orment la base d’une representation de S, F(xx p) pro-
duit direct des representations r0153) et r(B)

Les caracteres de cette representation sont

Cette representation peut se decomposer en repre-
sentations irreductibles de 9

En l’absence de couplage, toutes ces representations
sont dégénérées. Le couplage leve la dégênépescence
entre representations irreductibles diff6rentes.
On obtient ainsi les niveaux d’energie du systeme

couple. En particulier, quand il s’agit de repr6ren-
tations du groupe double des rotations,

On retrouve la regle d’addition des moments angu-
laires.
On peut ainsi prévoir la decomposition d’un niveau

due au couplage spin-orbite. Reprenons notre 6lee-
tron d dans un champ cubique. Nous avions deux
niveaux E et T2. Le spin 1/2 correspond a la repre-
sentations 5)(1/2) de R(3) et El/2 de 0. 11 nous f aut
former les produits directs

dont les caract6res sont donn6s par le tableau III.

Le couplage spin-orbite ne 16vera pas la d6g6n6-
rescence du niveau 2E. Il scindera le niveau 2T 2 en

un doublet et un quadruplet.

TABLEAU III
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La meme technique permet d’étudier le couplage de
plusieurs electrons en champ fort. Si on a deux 6lee-
trons d en champ cubique, trois configurations sont
possibles :

Chacune de ces configurations se decompose en
termes, caractérisés par une representation orbitale
et une valeur de S. Pour avoir ces termes, il suffit de
d6composer en representations irreductibles le produit
direct des deux representations orbitales. Le principe
de Pauli 61iminera un certain nombre de ces termes.

On trouve :

Les termes permis sont:

3. Base standard. - Dans un espace invariant irr6-
ductible 6a&#x3E; nous pouvons d6finir une infinite de repre-
sentations 6quivalentes. Faisons le choix de l’une
d’entre elles, que nous nommerons representation stan-
dard IP(II). A chaque base I fi(II) dans &#x26;(") correspond
une representation IP(II). Nous dirons que 1 /(0’-) 1 est
une base standard si la representation qu’elle definit
est identique à la repr6sentation standard IF(a-).

Soient fJ(3) et f(y) les bases des representations irr6-
ductibles r([3) et r(y). Supposons que le produit direct
r ([3) X ]P(r) contienne une seule fois r(Ot). Nous pou-
vons former, dans 1’espace des fonctions fi(P) l(k*t) une

base standard pour I ( f["&#x3E; L et cette base sera

definie a un facteur de phase pres

Les coefficients  Pyiklpymi &#x3E; ne sont autres que
les coefficients de Glebsch-Gordan. Ils sont en parti-
culier nuls si r13&#x3E; X ry) ne contient pas r0153).

Prenons un exemple : les fonctions x, y, z forment
une base pour la representation irr6ductible T1 du
groupe 0. Le produit direct

contient T1. A I’aide des neuf fonctions

nous pouvons former une base standard pour TI. Cette
base sera 6videmment

(X, Y, Z) sont les coordonn6es cart6siennes du produit
vectoriel des deux vecteurs rl et r2 de coordonn6es

(Xl yi Zl), (x2 Y2 Z2), A un facteur de normalisation lIV2
pres.
Nous pouvons maintenant écrire le tableau IV des

coefficients de Clebsch-Gordon

TABLEAU IV

COEFFICIENTS DE CLEBSCH-GORDAN  T 1 T 1 kiT 1 T 1 T 1 i &#x3E;

Théorème de Wigner-Eckart. - On appelle op6ra-
teur tensoriel irr6ductible TJr3) un op6rateur dont les nfi
composantes se transforment dans les operations du
groupe 9 comme les vecteurs d’une base standard
de F(P)

Quand S est le groupe R(3) des rotations, on prend
comme base standard de 0(k) les harmoniques sph6-

riques Ykq. . Les op6rateurs Tl (k) satisfont alors aux
relations de commutation

T (k) est dit « q ième composante d’un op6rateur tensoriel
irr6ductible d’ordre k ».

Tout op6rateur scalaire est un op6rateur tensoriel
d’ordre 0. Par exemple V(r), V2, L. S, etc...
Tout op6rateur vectoriel V de composantes Vx, Vy,
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V. est un op6rateur tensoriel irr6ductible d’ordre 1,
de composantes :

Les op6rateurs L, p, J, S, r, etc... sont des op6rateurs
tensoriels irreductibles d’ordre 1.

L’expression du couplage dipole-dipole entre deux
moments angulaires I,

est une combinaison lin6aire de composantes d’un ope-
rateur tensoriel irr6ductible d’ordre 2.

Si on fait agir des op6rateurs tensoriels irreductibles
TIO) sur une base standard I f(k) de r(o), les fonctions

f orment une base pour la representation r(Ot) X r(D).
Nous pouvons d6composer cette representation en

representations irreductibles de 9

Si pa = 1, nous pouyons former, dans l’espace des
fonctions Tja’ fik, une base standard et une seule
de ra.),

Soit f i(a) I une autre base standard de ra.). On.

démontre alors que les elements de matrice de Tj(B)
entre tia.) et f k ? peuvent se mettre, si pa = 1, sous la
forme :

ou « l’élément de matrice r6duit »

ne depend plus ni de a, ni de j, ni de k. C’est IA le
th6or6me de Wigner-Eckart.

Notons que si r(P) X r(Y) ne contient pas r(Ot), cet
element de matrice r6duit est certainement nul. D’ou
l’origine de la plupart des regles de selection.

Dans un environnement a sym6trie sph6rique, par
exemple, les elements de matrices r6duits

ne seront diff6rents de 0 que si

D’ou les regles

pour les transitions dipolaires 6lectriques et magn6-
tiques (k = 1).

pour les transitions quadrupolaires (k = 2).
Le th6or6me de Wigner-Eckart permet de plus de

calculer les rapports d’intensit6s des différentes compo-
santes d’une raie, sans avoir besoin pour cela de con-
naitre les fonctions d’ondes exactes des niveaux ini-
tiaux et finaux. 11 suffit de connaitre leurs propri6t6s
de sym6trie et le calcul des intensités relatives des
raies se ramene a un calcul de coefficient de Clebsch-
Gordan - calcul qui se fait en utilisant les fonctions
les plus simples ayant les memes propri6t6s de sym6trie.

Enfin le th6or6me de Wigner-Eckart permet d’6crire
que les elements de matrice d’un op6rateur tensoriel
irr6ductible sont proportionnels a ceux de tout op6ra-
teur tensoriel irr6ductible de meme type. On peut ainsi
d6finir, dans un groupe cubique, un facteur de Land6
en 6crivant que les elements de matrice de (L + 2S)
entre fonctions de base de deux representations irr6due-
tibles sont proportionnels a ceux de J. Les composantes
de ces deux op6rateurs vectoriels se transforment en
effet comme les fonctions de base de la meme repre-
sentation irr6ductible T 111 de Oh (l)-

Bibliographie. - Les premieres applications de la
Th6orie des Groupes a la M6canique Quantique sont
dues a H. A. Bethe [1], J. Von Neumann et E.
P. Wigner [2]. Ces m6thodes ont ensuite ete d6velop-
p6es par ces auteurs, ainsi que par Van Vleck [3],
Bouckaert, Smoluchowski [4], Seitz [5], Herring [6,
7], Opechowski [8] dans les ann6es 1930-1940.

L’introduction d’op6rateurs tensoriels irr6due-
tibles dans les groupes finis est due a 1’equipe de
K. W. H. Stevens [9]. Les coefficients de Clebsch-
Gordan pour le groupe cubique ont ete calcul6s par
Y. Tanabe et S. Sugano [10]. L’extension du th6or6me
de Wigner-Eckart aux groupes finis est due à
G. F. Koster [11].
De nombreux livres ont ete publi6s sur l’application

de la Th6orie des Groupes 6 la M6canique Quantique.
Citons parmi eux ceux de E. P. Wigner [12], H. Weyl 1
[13], J. S. Lomont [14], V. Heine [15], M. Hamer-
mesh [16], P. H. E. Meijer et E. Bauer [17], M. Tin-
kham [18], et celui de R. S. Know et A. Gold [19] qui
presente l’intérêt de r66diter un grand nombre
d’articles originaux.
Des tables de caracteres des groupes de sym6trie

ponctuels ont ete publi6es par G. F. Koster [20, 21].

Manuscrit regu le 12 juillet 1965.

(1) Colloque sur le champ cristallin, l’objet d’un expose lors duColloque sur le champ cristallin, organisé sous le patronage
de la Société française de Physique et de l’Association fran-
çaise de Cristallographie, de novembre 1964 a fivrier 1.965,
avec l’aide financière de la DRME. L’ensemble des expos6s
pre,sent6s au Colloque sera r6uni dans un fascicule spécial,
édité par le Journal de PhyTsique.
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