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�E°t{~�������5�®� �2}~km��� �|�Y��}O�-����}����®���®�m¢0�2³��m�²���,�®}~k {*}��E}~�����m�����~y0³����/´��)oÏ¢Qo�}���� o]�����E}~�������,km�²��k ��{
�|�®¸Io]�~o]��}~�²�E­,¹±��°�kzy��Io-���I��­�����}6y��Io[»t���Â}~k�oO­�����¢��®}~���|������­��d�E���²�E�m­�o������À�m�Q�N­��z�]�E­!�®�0}~k�o9}�������{*�Qo-��{*o/�Q�mo�´
�)o9����km��o-�Qo/������n%�m­�o�}�o/n��d}~k�o-n��d}����]�E­
�����E­�y|{*�²{@�E°!}~kmo���������o]{~�Y�Q���|���m¢�o]���Q­®�|}��®�Q�2�m�~�Q�m­�o-n2´��)o9{6}����|y
���������*}����-�m­²�E�8}~kmo��®�m³��mo-�Y��o��E°�}�kmo�³����f�Qo-­��z�-�¶}6y%�m���E¿Y­®o����Ï}~kmo���o-­�­¶¼U�Y��{*o[�|�mo[{~{8���Ï}~km�²{��m�~�Q�m­�o-n2´`j@km��{
�²{/����{~o]�)�Q�0}�kmoÏ{~�Yo[��}�����­��E����­®y|{~��{���°,���I���m�Y�|o]�5�m�Q�5�m����n��E­`���Io-���d}����/��� �®�m¿��m�®}~oÏ�|��n%o-��{~������´ µ ��o
�I�Q{�{*���m­�o8���Q��{~o]���mo-�Y��o���°m}~km�²{��8�Q�������Q��{*�²{*}����9���m}��E���m���m¢#�mo�� ��o]{~�m­¶}�{����Y�Q�|}�kzy|�|���|�|yz���En%�²�`�®�Y{6}��E�m��­®�®}~��o]{
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5�o/�-��o]�m�#�|o��-or}����b�d���®­¾o[{6},��o-­²�d}~�®°`·�­L½ �E����­®y|{~orn��d}�km�-n��E}~�²�Q��o��|�2�m�~�Q�m­�l-n%o/�¾½ �]���Q­®�|}��®�Q��{~�m���b����}





j
��������o-�
u(x, y, t) : R × [−1, 1]× R

+ → R,

( ∂
∂t

+M(y)
∂

∂x

)2
u− 1

2

∂2

∂x2

∫ 1

−1

u dy = 0, (x, y) ∈ R × [−1, 1], t > 0,

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ R × [−1, 1],

∂u

∂t
(x, y, 0) = u1(x, y), (x, y) ∈ R × [−1, 1].

¹76b»

��8
M ∈ L∞([−1, 1])

o�}
(u0, u1) ∈ H1

(
[−1, 1];L2(R)

)
× L2(R × [−1, 1])

{~����}#�|�Q�m�m�]{]´
µ �Ï{]½ ����}~�]�~o[{~{~o,�m­���{����~�[���²{*�]nOo]��}8�E�Ï�]�E������}~l-��o,�m��o-�¥�I�Q{~�#o-}@·/­²�9{*}����m��­®�®}~�

L2 �|o���or�m�~�Q�m­�l-n%o�¯z�|����}��Q���kmo]����kmo��%�m���®�Q�~�È­²�%{*�Q­®�|}��®�Q�����E��{@­L½ o[{*�Y����o:9*���d}��m��o-­<;O¹±n��E�²{,���Q{,{6}��E�����E����»��|o�­i½ �-�mo]�~¢Q�®o�¿����®o�=

u ∈ C1(R+;L2(R × [−1, 1]) ∩ C0(R+;L2([−1, 1] : H1(R)).
¹i��»

5�½ �E�Y�E­�yz{~oÏ�|o?>m�Q�m�~��o-�9�Yo]�~n%o�}��|o�����nOo]�mo-����o�}~}~o���}~�Y�|o�·Â­i½ �E����­®y|{~oÏ�¾½ �m� �m������­®l]nOo�{*�Io]��}~���E­8o-� �m��o
�|��n%o-��{~�®�Q�Â�¾½ o]{~�����-o�¯Io-�Â�E�����E��o-���-o/�-­��-n%o-��}��E���~oQ¯�o-�N­i½ �|�-�����~o]����o�­²�%}�km�-�Q�~��o9{~�Yo[��}~���E­�o��¾½ �m�Â�Q�Y�]���E}~o-���
�m�Q� ­��|�-�E­

A
�E¢Q��{�{��E��}O{~�m���|o]{�°±�Q����}��®�Q��{��|o2­��){~o-�m­�o��d���~�²�E�m­�o�­��0�d�E�������m­®o

y ∈ [−1, 1]
´ ¬ o-�����®l]�~o�­®o

{~�®n%�m­����-�¶}��t�E�����E��o-��}~o,�|or��o,�m�����m­�l-n%o#{~o#�-�Q��kmo-��}`o-�%°º���¶}8�mo]{`���]{~�m­®}��d}�{���{�{~o�@,{*���~�m��o-�Y�E��}�{]´�pt����{���­®­����Y{
���Q�®�,���mo�­®o/�]�E������}�l-��ot�m��o-���I�Q{~���m���m������­®l]nOo%¹76b»8o]{*}�}��~l[{8°±���~}~o-n%o]�Q},­��®�/·�­��%{*}~������}��m��o��|o�­²��°±�Q����}��®�Q�
M(y)

���mo��m���Y{,�E�m�Io-­�­®o]�~�Q��{A9*�m�~��¿�­<;r���E�,­²�%{*���¶}�o�´
5�o���­����5�mo�­��À{~�m�®}~o¥�|oÏ�-o������m�I���~}�o[{6}�­�o¥{~�m�®�d���Q}[´B5
�À{~o]��}~����� ���|�]�-�~�®}�­²�2nO��}~���d�d}~����� �|o¥�-o%}~���b�d�E��­
o�}%o�Ã|�m­��²�Q��o��¾½ ��8 ����o-��}%­®o�n%�|�|l-­�oÏn��d}�km�-n��E}~�²�Q��o�´ ÍÎ­@o]{*}�­��®�2·Â��� �m������­®l]nOo��¾½ �E�-���Q�Q���Q��{6}������mo�=��Q�
{]½ ����}~�-��o]{�{~o�·O­²�����~�Q���E¢��d}~�������¾½ �Q���|o[{��Q���Q��{6}������mo[{,� ¬ �m����{��m�À���Q���|�m�®}#�|o/�Yo-}~�®}~o/�]���E�²{~{~o-�����Y�E���������~�
���������Ï³������|o�o]�Ï�]�-���m­�o-n%o]�Q}@­²�En%�®�Y�E���~o%¹±�Q�����²{��E��­®­��[»+=!­²��°±������}~�����

M
�|�]�-�~�®}�¹±o]���-���Q���m���m�m�]o]{��m����n��E­®¼

�²{*�]o]{�»�­®o[{/�d�E�����E}~������{�­��E}~�-���E­�o]{9�|o¥­²�2���®}~o[{~{~oÏ�|oÏ­i½ �]�-���m­�o-n%o-��}�¹º���Q�®��¿�¢Q�m��oC6E´�5�o¥n%�|�|l]­®o¥o[{6}����|}�o-�z�
�����/�m�mo¥�E�Y�E­�yz{~o%��{~y�n%�|}��E}������moO°±����n%o-­�­®o��Y�E�/���E�m�I���~}�·�­L½ �]���E�²{�{*o]�m�

ε
�|� �-�����|���¶}��|o�­²�À{*�Q­®�m}~�����5�|�

�m�����m­�l-n%or�mkzyz{~�²�Q��o�¯|�|�]�-�~�®}~or���E�@­�o]{8�]�����E}~������{��¾½ "��m­�o-�@­®���m�[�E����{~�-o[{ED �GF¾����o-���-����o#¼`�|ot°º��H��Q�����Qn%�m­®l-}~o-¼
n%o-��}¥�]���m���d�E­�o-��}~o�¼9�Y�E�%­®o[{��]�����E}~������{��mo�I���­®���~�m�JD �m¯LK|¯E6+FU´NM8��o-� o]�Q}�o-���m��¯��-oÀn%�z�ml-­�o2���m�m���|��km�
�Io-�|}�����{�{*�AO-}~��o��z�5�-��n%n%o��m� n%�|�|l-­�o�����{�{~o�°±���]���mo]����o��I������­®oÏ�m�~�Q�m­�l-n%o%�����®¢Q�®����­`o�}9���E}~��oO}~���b�d�E��­
o]{*}/�E����{*�P9*���d}��m��o-­�­®o]nOo]��}7;9��o-­��®�%�E�|ÃÂ�-}~���mo]{/��­²��{�{~�����mo[{t{~�m��­®o[{r����{*}����m�®­��®}~�]{�kzy|�|���|�|yz���En%�²�Q��o]{�D �QFU´
5
o

y

x

M(y) ex

>!�®¢Q�m�~oR6�=S5
o/�m���E¿�­��|o�­L½ �[���Q�m­®o]n%o-��}
���Q�m�~}��Y�E���E¢����E��kmo 1 n%����}��~o����Qn%nOo]��}�­i½ �E����­®y|{~o��|o¥{*o%���En%l-��o%·2­L½ ��}~�Y�|o¥�|� {~�Yo[��}~��o��|o�­L½ �Q�Y�]���E}~o-���
A
�]���|���m�/�m­���{,k����|}]´#Á8o�}t�Q�Y�]���E}~o]�m�,o]{*}t�m�Q��������n%��­�o�}r­®o��]�E������}�l-��o��m�®o]�À�Y��{*�/o[{6}ro-�2���E�~}~�²����­®��o-�#­����

·�­i½ o�Ã|�²{6}�o-���-o��¾½ �]��o]�Q}��mo-­�­�o]{��d�E­�o-�m��{��m�~�Q�m��o]{��m���)���-o-­�­�o]{��|o
A
´05�o%��T�­�oO�moO­²��}~km�]�����®o%{~�Yo[��}~���E­�o��m�E�Y{

­L½ �-}~���|o��|ot­²�9{*}����m��­®�®}~���|o]{��m�~�Q�m­�l-n%o]{8�¾½ �]���Q­®�|}��®�Q�%¼!o-}8�����*}����-�m­��®l]�~o]nOo]��}8�m�E�Y{�­�or�-�Q{��¾½ ���I�-���d}�o-�m��{`�m�Q�

Ü
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�m�Q�~n��E�mÃ�¼8�O��}~���m�6�*·O­����~¢Qo-n%o-��}@��}����|���/o�}#n%��{#o-�2�-�z�²�|o-���-oRD/6b�GFL¯��m�E}��En%n%o-��},o-�2kzyz�m�~�|�|yz����nO�²���mo�´
5�o/��o]{*}~o/�|��}����b�d�E��­¾o]{*},�m���]���²{~�-n%o-��}t���Q��{��������r·%­L½ ��}~�Y�|o��|�À{*�Io]��}~��o��|o/­L½ �Q�Y�]���E}~o-���

A
´L5�o[{@�m�����m���®�-}~�[{

¢��]�m�-���E­�o]{��|o
A
o�},­��O{*}~������}��m�~o�¢��]�m�-���E­�or�mo�{~����{*�Io]��}~��o�{~����}@��}��E�m­��®o[{@�m�E��{�­²��{~o]��}~��������´`ÍÎ­Èo-���~o[{~{~���~}

���moO­®o��-�����Q��}�l-��o9�m��o-�0�Y��{*���|o2¹76b»to[{6}/o]�N�����*}����-�m­®��o-��­��®��·�­i½ o�Ã|�²{6}�o-���-oO��½ �]��o-��}��mo-­�­®o[{��b��­®o]�m��{r���~�Q�m�~o[{
�m�Q�N���-o-­�­�o]{t�mo

A
´�5�o]{���k����m�¶}��~o[{��¥o�}/¡Ï�-����}~��o-�m��o-��}�­�o]{����Q��}~���®�m�m}~������{ro]{�{*o]��}~��o-­�­®o[{r�|o%��o9}~���b�d�E��­i´�ÍÎ­�{

��}����|��o-��}/o-�5�|��}��E��­�­i½ �®�m³��mo-�Y��o��|�)�m�~��¿�­`�|oO­i½ �]�-���m­�o-n%o-��}
M(y)

{*�m��­�o�­�o��-�����Q��}~l]�~o9�m�®o]�0�I�Q{~�%�|oÀ¹76b»
�m����{��|o-�|Ã)�-��{������*}����-�m­��®o]��{ =t­�oO�]��{���80­®o%�m���E¿Y­

M(y)
o[{6}/�E��}~�²{~y�n%�-}~�������mo2¹º��½ o[{6}/­�o%�]��{r­®o%�m­���{�������k�o

o-�2���]{~�m­®}��d}�{,�|����o-��{8¼����Q�®�,{~o]��}~�������E»�o�}#­�o��-�Q{@��82­�o����~��¿�­
M(y)

o]{*}t{*yzn%��}��~�²���mo/·%�����z�Qo�Ã|�¶}���¿mÃ|o�´A5�o
�|o]�~�m��o-�`�Y�E���E¢����E��kmo,�r�z�²{*o#·���­®­���{*}~��o-���z�mn%�]�~�²���mo-n%o-��}�­�o]{`���]{~�m­®}��E}�{!}~k��-�����²�Q��o]{�o�}�·�nOo-}*}��~o,o]�O­��mn%��l-��o
­�o]{,�|���¥���m­®}~�[{#�|o/­L½ ���m�m���bÃz��n��d}��®�Q�Ï�z�mn%�-�������mo/�|�2�m������­®l]nOo%¹76b»�´

� � �/��� �r�/��������� ��������&�+,���'�/.�.�	���
� �" �,� ��"@	!�9��
8�9��������$%����?
p#�Q��{@�m�Q��{@�m­²��H��Q��{@o-�À�|o]�|Ã��|��n%o-��{~������{,�¾½ o]{~���Q��o�¯m���E��{@�m�À�-�����|���¶}t�|o/�Io�}��¶}�o/�-������{�{~o-�m�

2ε > 0
=

Ωε = R × ] − ε, ε [.
¹ 1 »

p#�Q��{��|�[{*��¢�������{������
(x,y)

­�o��I�����Q}9�-���m���E��}��|o
Ωε

´Ïp#�Q��{�{~�m�m�I�Q{~����{/�-o¥�����Y�|�m�®}����E�����Q�m�~�0���E�9�m�
�]�-���m­�o-n%o]�Q}�{6}��d}~���������E���~o/­²�En%�����E����o����E���E­�­�l-­�o�·�­��Ï�|�®��o]��}~�����

x
o�}��]�E������}~�-���²{*�������r{~���À�m���E¿�­!�|o�sN����k

¹
Mε(y)

o]{*}#­²���d��­®o]�m�#�|o/­²���z�®}~o[{~{~o/�|o�­i½ �]�-���m­�o-n%o-��}t·O­L½ ���I�-��{�{*o
y
»#�|���m�����Y�E�

∀ y ∈ ] − ε, ε [ , Mε(y) = M(
y

ε
)

¹±�z»
��8

M(y), y ∈ ]−1, 1[
o]{*}��m���m���E¿Y­��¾½ �]���Q�m­�o-n%o-��}8�|�Q�m�m�Q´���������n%�|�|�-­���{~o-��­����m�����Y�E¢Q�E}~�����%�¾½ �m�mo#�Q���|o

���-����{*}~�²���mo�¯]�����Io-�|}
�Y�E��o-Ãzo]n%�m­®o`�m}~��­®�²{*o]��­�o�n%�z�ml-­�o��|o I��E­��m���m�/�|����}�­�o]{¾�����-���m�z�mo[{
(uε(x,y, t),vε(x,y, t)){~����}#­®o[{t�|o]�|ÃÀ����n%�I�Q{��E��}~o[{,�|�Â�|�]�m­��Q��o]nOo]��}E5
�E¢Q�����m¢���o-�
´�p#�Q��{#��o-�z���dyQ����{������#o�Ã|o]nO��­®o/­�o�­�o]��}�o-�m�r·

D ��F��I���m�,�m­���{#�mo��|��}��E��­�{]´ 5�o]{#�]�����d}��®�Q��{@�|�2n%�z�ml-­�o�{*�Q�Q}




( ∂

∂t
+Mε(y)

∂

∂x

)2

uε −
∂

∂x

(
∂uε

∂x
+
∂vε

∂y

)
= 0, (x,y) ∈ Ωε, t > 0,

( ∂

∂t
+Mε(y)

∂

∂x

)2

vε −
∂

∂y

(
∂uε

∂x
+
∂vε

∂y

)
= 0, (x,y) ∈ Ωε, t > 0,

¹��Q»

���Qn%�m­®�-}~�������,­®o[{#���Q���|�®}~������{,�|o��m�Q�2¢�­���{�{*o]n%o-��}@{~�m�,­�o]{,�Y�E�����²{
y = ± ε

=

vε(x,± ε, t) = 0, (x,y) ∈ Ωε, t > 0.
¹º¡Q»

5�½ �²�|�-o/o[{6}t���moQ¯m­®�Q��{����mo
ε
}~o]���2��o]��{,��¯|­®o/��km�-�m�Qn%l-�mo/�mkzy|{~�����mo/�d�'O�}��~o��|o/��­®��{#o-�2�m­���{,n%���m�|�|��n%o-�|¼

{~�®�Q�m�mo-­
o�}t�|o]�����E�®},�Y�Q�m���Q�®� O-}~��o��|�]�-�~�®},���E�t�m�mo/�]�����E}~����� 6 ¬ �-��n%n%o��E½ o]{*}#­®o��]��{,�b�Qo]��­i½ �]�����E}~�����2�|o]{
}~�]­®�]¢����E�mk���{*}~o[{�¹º­i½ �]�����E}~�����À�|o[{@�����|o[{ 6 ¬ »�o-�2�E��{~o-�Y��o/�¾½ �]���Q�m­�o-n%o-��}]´
�����m���|�-}~o-��n%�®��o-�r°±����nOo]­®­�o-n%o]�Q}���oOn%�z�ml-­�o��E���m�~�|��km�Q¯È���Âo-¸Io[��}~��oO�¾½ �E�I�����À�m�)��k��E��¢�o-n%o]�Q}��¾½ �[��kmo-­�­�o
o-�

y
¹
y = ε y

»��|o�°º��H-���2·O{~o�����n%o-�mo]�#·����2�m��n��E���mo�¢��]��n%��}��~�²���mot¿�ÃzoQ´�p#�Q��{@�Y��{*�Q��{ =




uε(x,y, t) = uε(x,
y

ε
, t) (x,y) ∈ Ωε, t > 0,

vε(x,y, t) = vε(x,
y

ε
, t) (x,y) ∈ Ωε, t > 0.

¹L��»

5�o[{@�]�����E}~������{@o]�
(uε, vε)

{-½ �]�-�~����o]��},��­®�Q��{ =




( ∂
∂t

+Mε(y)
∂

∂x

)2

uε −
∂

∂x

(
∂uε

∂x
+

1

ε

∂vε

∂y

)
= 0, (x, y) ∈ R × [−1, 1], t > 0,

( ∂
∂t

+Mε(y)
∂

∂x

)2

vε −
1

ε

∂

∂y

(
∂uε

∂x
+

1

ε

∂vε

∂y

)
= 0, (x, y) ∈ R × [−1, 1], t > 0.

¹�K�»
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vε(x,± 1, t) = 0, (x,y) ∈ Ωε, t > 0.
¹��Q»

p#�Q��{,�E­�­�����{@�I�Q{*}~�m­�o-�#���E��{@�m�À�|�]��o]­®�Q�m�Yo]n%o-��}@°±����nOo]­��|o/­²�9°±�Q�~n%o�=




uε = u0 + ε u1 + ε2 u2 + · · · ,

uε = v0 + ε v1 + ε2 v2 + · · · ,

¹ 6]��»

o�}@��kmo-����kmo]��·/�²�|o-��}~�®¿�o]��­�otn%�|�|l-­�ot{��d}~�²{*°º�E�®}8������­®o����Q�m�m­�o 96­���nO�®}~o+;
(u0, v0)

´������m����o-­²�/�m�Q��{����~�|���[�|���Y{
o-��}��~�Q��{���}��E�Io]{(=
¹±�ã» 5�o�}~o]�~n%o�o-�

ε−2 �|o�­²�%{*o[�����Y�|o��]�����d}��®�Q���mo¥¹�KQ»�������{,�|�Q�m�mo�=

∂2v0

∂y2
= 0,

��o/���m�i¯Y����n%�|}�o�}~o-�z�À�|o[{,�����Y�|�¶}��®�Q��{,�E�mÃÏ­®��n%�¶}�o]{
v0(x,± 1, t) = 0

o-��}������®�mo�=

v0(x, y, t) = 0.

¹±���ã» 5�o�}~o]�~n%o�o-�
ε−1 �|o�­²�%{*o[�����Y�|o��]�����d}��®�Q���mo¥¹�KQ»�������{,�|�Q�m�mo�=

∂

∂y

(
∂u0

∂x
+
∂v1

∂y

)
= 0,

ÍÎ­¾o�Ã|��{*}~o��m�������m�moE9~���Q��{*}��E��}�oro]�
y
;�¯|�m�E}��-o

c(x, t)
¯m}~o]­®­�o/���mo�=

(∂u0

∂x
+
∂v1

∂y

)
(x, y, t) = c(x, t).

"��2�®��}~�]¢����E��}@o-�2y¥o�}#o]�2�|}~��­®�²{��E��}
v1(x,± 1, t) = 0

¯m�������mo-��}~�®¿�o/­²�9°±�Q����}��®�Q�
c(x, t)

=

c(x, t) =
1

2

∫ 1

−1

∂u0

∂x
(x, ξ, t) dξ

¹º�®���ã» 5�o�}~o]�~n%o�o-�
ε0
�|o�­��%���~o]nO��l-��o��]�����d}��®�Q���mo¥¹�KQ»@�m���m�mo�=

( ∂
∂t

+M(y)
∂

∂x

)2

u0 − ∂

∂x

(
∂u0

∂x
+
∂v1

∂y

)
≡

( ∂

∂t
+M(y)

∂

∂x

)2

u0 − ∂c

∂x
= 0.

"��2�~o]nO��­���H-�E��}
c
���E�#{��9�d��­®o]�m�]¯|��­��z��o-��} =

( ∂
∂t

+M(y)
∂

∂x

)2
u0 − 1

2

∂2

∂x2

∫ 1

−1

u0 dy = 0,
¹76�6[»

�E�|}��~o]nOo]��},�m�¶}[¯
u0 {��d}���{*°º�E�®},�m�®o]� ¹76[»�´

5�½ ��}����|o��|�À�]�E������}�l-��ot�m��o-�2�I�Q{~�/�|o¥¹76b»��~o]��O�},�|�Q�����m�mo��|�Q�m�m­�o��®n%�I���~}��E�Y��o�=
6Q´�"�­®­�o�o]{*}O�m��o-� {�����°±�Q���m��nOo]��}��E­��I���m���|�-}~o-��n%�®��o-�%�m�E��{%���mo]­�{O�-�Q{��-o�n%�|�|l-­�o�­®��n%�¶}�o��Io-�m}'O-}~��o
�|}~��­®�²{~��o-}��d�����6��{6}��¶¿Y��¯

�m´rÁ8o�}*}�o���}����|o�o[{6}�{*��{���o]�|}~���m­�o�¯I�z���%�m��o��E�Y�E­�yz{~o/��{~yznO�m}~�E}������moQ¯Y�|o[{#���|°±����n��d}��®�Q��{#{~�m�#­²�¥{6}��E�m��­��¶}��
�|�����~�Q�m­®l]n%o%¹ KQ»�´

Ü
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¡ � 
%���"�+��� � �+��������	��	�
��$��+) ,�

��
�.��

�����m�@�m���]�-��{~o-�,�-o��mo-���m�®o]�@�Y�Q�®��}]¯m{~��¢�����­®�Q��{@�Q��o�¯m�m����{@­®o[{@�-��{@��80¹ 6[»8o]{*},n%��­¾�Y��{*�Q¯|�����Yo]�|}t{]½ �E}*}~o]���|��o
·Ï�-o�����½ �m�moO�E����­®y|{~o9��{~yznO�m}~�E}������mo 96�Y��{�{*o/°±���]���mo]����o+;��Yo]�~n%o�}~}~o%�¾½ ��}����m­��®���|o]{r���]{~�m­¶}��d}�{r�¾½ ����{6}��E�m��­��¶}��
¹º�-�~�Q��{�{��E���-o!o-Ã|�Y�Q�mo-��}~��o-­�­�o`o-��}~o]n%��{
�|o�­��,{~��­��|}~�����/�|�/���~�Q�m­®l]n%o��|o�Á��E�Y��k�ym»�¯-�I���m��­®o`�m������­®l]nOo`�Q�~��¢����mo]­
¹��Q»�´�pt����{���o-�z���dyQ����{`���mot}�o-­�­®o��-}~���|o�·��m�����~�|��k����®��}����b�d���®­L´ ¬ o���o��|o-���m��o-�@�I�����Q},�|o��z�mo�¯z­L½ �-}~���mo����m�
�d�À{*���®�z��o��Yo]�|} O-}~��o�����oÏ�m�E�Y{/­®o�nRO]nOoÏo]{~�m�~�®}����mo�­L½ �-}~���moÏ�|o]{9�®�Y{6}��E�m��­®�®}~�[{/kzy|�|�~�|�|yz����n%�����mo[{��m�E�Y{
­�o]{r�]���Q�m­�o-n%o-��}�{r{6}����E}~�®¿��]{]¯Y}~o-­�­�oO����½ o-­�­®o�o]{*}r�m���]{~o-��}��-o������to-Ãzo]n%�m­®oO�m�E�Y{
D �GFU´ Ì �m�E}�o-�r}~���m}~o�°±�Q��{]¯È�Q��o
­²�%�m­®�����E�~}r�|o[{#���]{~�m­¶}��d}�{#���Q�m�z��{#�m����{#��o��|��n��E���mo��-�����-o-���mo-��}#­�o��m­���{t{~���m�Qo-��},­®o��-��{#�®���-��n%�m��o]{�{*���m­�o
¹º�-�¶}�����{#�m�]���mn%������{ D 1 ¯ �GF±»@����n%n%o�o�Ãm��o]�|}~�����2�m��}~�Q�®��o[»�´
Ì �m���®�Q�~�L¯|���mo-­²���mo]{@�Q��{*o]�~�d�E}~������{��-­��-n%o]�Q}��E���~o[{,�|o�¹76b»��®���-�¶}�o-��}9¹±�Y���L��o-n%o]�Q}�»�·�­L½ ���|}��®n%�²{*n%o�=
� 5�����{��Q��o M o]{*},�-����{*}�����}]¯|­�o/�m�~�Q�m­�l-n%o�¹76[»@{~o��~�[{*�Q�|}@°º���-�®­�o-n%o-��},o-�2��o-n��E�������E��},���mo

U(x, t) =
1

2

∫ 1

−1

u(x, y, t) dy

o]{*},{~��­��|}��®�Q���¾½ �m�mo�{~��nO��­®o/�[�Q�Y�d}~�����2�|o[{@�����|o[{,���Q���Qo]��}~�-o�=

(
∂

∂t
+M

∂

∂x
)2 U − ∂2U

∂x2
= 0

¹ 6[��»
µ � �Q�|}~��o-��}Ï��­®�Q��{%�I���m����k������mo

y
­��)°±�Q����}��®�Q�

(x, t) → u(x, y, t)
o-� ���]{~��­��d�E��}�­i½ �]�����E}~����� �|o

}~���E��{~�Y�Q�*},�E�2�-���~�����b��o]��{~o]���Q����nOo]n9�m��o�=

(
∂

∂t
+M

∂

∂x
)2 u(·, y, ·) =

∂2U

∂x2
.

¹ 6 1 »

� "��2­i½ �E��{~o-�Y��o/�|��}~o]�~n%o/�|o����Q�m�m­²�E¢Qo

1

2

∂2

∂x2

∫ 1

−1

u dy,

­®o/{~yz{*}~l]n%o����m����������}#���Qn%nOo��m��o�°º�En%�®­�­�o���½ �[�Q�Y�d}~�����2�|o�}�������{*�I���~}#�E�2�-���~�����m�]���Q�m�m­��-o[{-´
j����|}�o�°±���²{�­L½ ����{~o-���d�d}~���������mor­®o�{*y|{*}~l-n%o#¢Q­®�Q���E­Y�E�m����������}�����n%n%o#�m��ot�Io-�~}~�m�����d}��®�Q�Â¹±�m�Q�¥­��z�]�E­�o[»`��½ �m��o
°º�En%��­®­�o��¾½ �[�����d}��®�Q��{8�mo#}~���E�Y{*�I���~}����Ï�-���~����¯��E½ o]{*}@·��|�®��or��½ �m��ot°º��nO��­�­®o��|or{~y|{6}�l-n%o]{8kzyz�Yo]�~�I��­������mo[{8���m�
{~����}#{*o]�m­®o]n%o-��}@°º�E���m­®o]n%o-��}#kzy��Io-���I��­������mo[{-¯|�������®}~o�·O­²�OnO�-¿Y�E�Y��o�´

� � ",&���
���������� ���4.�	��(42��+#��� ��.)�,
��
	����
5
�)n%��}�km�|�|o2}~�����m�¶}��®�Q�m�mo-­�­�o-n%o-��}¥�|}��®­���{~�-oÀ�Y�E��­�o]{��mkzy|{~���-�®o]��{%�Y�Q�m����}����|��o-�¥­�o]{¥�®��{*}����m��­®�®}~�[{��m�E��{¥�m�
n%�|�|l-­�o/�mkzy|{*�²���mo/�����Y{*�²{6}�o�·%�-}~���m�®o]�,­®o[{A96n%�|�|o]{#�m����n��E�|Ã ;�¯z��½ o[{6}#·%�|���~o/­�o]{,{~��­��|}��®�Q��{,�|o�­��O°±�Q�~n%o

u(x, y, t) = u(y) exp i(ωt− kx), k ∈ R, ω ∈ C,
¹76]��»

�b��o[�
u(y) 6= 0

´
¬ �E��{!­L½ �����E­�y|{*oQ¯[­�o��m��n��m�~o��¾½ �����|o

k
o[{6}`�|�Q�m�m��o�}`�����Y{6}��¶}��mo8���9��������nOl-}~��o8�|o�­i½ ��}����|oQ¯E­��#°±�~�[���mo-���-o

ω
�

�m���®�Q�~�È���Qn%�m­®o-Ã|o�¯z��}��E��}�­L½ �®���-���m�z�moQ´ 5
�9{*}����m��­®�®}~���|���m�~�Q�m­�l-n%oto[{6},�E­�����{���o-­����-or·�­L½ �]��o-��}��mo-­�­®oro�Ã|�²{6}�o-���-o
�|o9{~��­��|}��®�Q��{

ω
·%���E�~}~��o/�®n���¢������E���~o/���-¢Q�E}~����oQ´L5��Q��{����mo/­i½ ���2���d�6o]��}~oÏ¹ 6-�z»,�m�E�Y{,­i½ �]�����E}~�����À�|�Àn%�|�|l-­�o�¯

���2�E�I���m}~�®}t·�­L½ �]�����d}��®�Q�P=
−(ω −Mk)2u+ k2Eu = 0

¹ 6 ��»
��8��m�Q��{,�b���Q��{��®��}~���|�|�m�®}#­i½ ���I�-���d}�o-�m�,�|o/n%�dyQo-�m�mo��|�-¿��m�������

∀u ∈ L2([−1, 1]), Eu(y) =
1

2

∫ 1

−1

u(y)dy
¹76[¡Q»
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���������
	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� �

5�½ �]�����E}~�����)�m���]���[�|o-��}�oO�Io-�m}
O�}��~o%���-�]�-�~�®}~o��-��n%n%oO���)���~�Q�m­®l]n%o%�mo��b��­®o]�m��{��m�~�Q�m��o]{�o-�5�I�Q{��E��}�}~���m}
�¾½ �E�I�����

ω = kλ
¯��-o��Q���¾nOl]�mo�·

−(λ−M)2u+ Eu = 0,
�m�m�²{,o]������}~���z�m�m��{��E��}

v = (λ−M)u
�������mo-­��]��{@�����Io-�|}t���-�[�����®��o�{*�Q��{8°±����nOo���½ �m�À{~y|{6}�l-n%o�=





Mu+ v = λ u

Eu+Mv = λ v

¹ 6b��»

µ ��o]{*}t�E����{*�¾�Y�d}~���~o]­®­�o-n%o-��}#�En%o]�m�/·%�®��}~���|�|�m���~o�­L½ �Q�Y�]���E}~o-���,�Y�Q�~�m�
A
�|o

L2([−1, 1])2
�|�-¿��m������� =

A




u

v


 =




M I

E M







u

v


 ¹ 6 K�»

�E�Y�Q��o-­��-�Q{/¹76d�d»@{*o����-�[�����¶}

A




u

v


 = λ




u

v


 ¹ 6 ��»

��o/���m�
��n%l-�mo����E}~�m��o-­�­®o]n%o-��}t·%{-½ �®��}��-��o]{�{*o]�����2{~�Io]��}��~o/�|o
A
´

q#��o�°º��H����9�]���m���b��­®o]��}~o�¯dn�����{�n��d}~k��-n��d}������mo]nOo]��}!�m­���{��~��¢��Q�m��o-��{~o�¯b�|o@�����Y{*�²�|�-��o-��­®o��m�����m­�l-n%o������Y{*�²{6}�o
·%�E�m��­®�²���mo-�,­²��}~���E��{*°±����n��d}~�������|o�>m�Q�m���®o]��o]�

x
=

u(x, y, t) −→ û(k, y, t)

�E�5�m������­®l]nOo��¾½ �-�Q��­��|}~����� 6�´Ï�!�Q�m����k��Q�Q��o
k
¯
­²��°±������}~�����

û : (y, t) → û(k, y, t)
{��d}���{*°º�E�®}�­i½ �]�����E}~�����

�¾½ �-�Q��­��|}~�����P=
( ∂
∂t

+ ik M(y)
)2
û+ k2 E û = 0

����½ �����Yo]�|}#}~���E�Y{6°±�Q�~n%o-�@{~����{@­²��°±����nOo/�¾½ �m�Â{~y|{6}�l-n%o/�|�2�m�~o]n%�®o]���Q���m�~o�o-��}~o]n%��{,o-�2����}~���z�m�m��{��E��}G=

Û =




−ik û

∂û

∂t
+ ik M(y) û




�E�Y�Q��o-­��-��{���� ���-���®¿�o0����{~�-n%o-��}2�Q��o�¯t�I��������k��Q���mo
k
¯t­�� °±������}~�����

t → Û(k, ·, t) o[{6}À{~��­��|}~����� �m��m�����m­�l-n%o/�¾½ �-�Q��­��|}~�����P=
dÛ

dt
+ ik A Û = 0

¹L�E�Q»
�|�Q�Q},­²��{*�Q­®�m}~������o]{*},�m���m�m�]o����E��¹º­i½ ���I�-���d}�o-�m�

A
�-}��E��},�I�����m��¯m�-o��Q���
{*���¶}#�%�����*°º���¶}�o-n%o-��},�m�2{*o]��{�»

Û(k, ·, t) = eik A t Û0(k, ·).
¹L��6[»

5
�%{~�m�®}~o��|o�­L½ �����E­�y|{*o/{~o����En%l]�mo�¯|�z�²��­�o�}~k��-����l-n%o��|o/��­²�E����k�o-��o-­L¯m·�o[{6}��®n%o]�

‖ eik A t ‖
5�½ �E�Y�E­�yz{~o��m�~�[���²{*o/�|�À{~�Yo[��}��~o/�|o

A
�m�Q��{,�En%l]�mo/·9°±�Q�~n��m­�o-�,­²�O�-���d�6o[��}��m�~o/{~�m���b����}~o�=

� Ê����[Å ªE§�
�¨ Å����
	�� �E#"$&
���.�
��R�?��� ,��%
%. ������
%������� �+��� �+�����?#�
%��,B��	����
L2 �����������+��. �+�0�+� � ��� . �'��#������ $&�

σ(A)
����.�� 
�#�,�$&	�� ����$

A
�+���L�!�"�+. ���
��	%���

R �
�����m��}�������{*°±����nOo]�/��o�}~}~o¥�-���d�6o[��}~���~o�o]�0}�km�-�Q�~l]n%o�¯�­²�2�m���®���-�®�Y�E­�o%�m� �¥����­¶}���o]{*}9�|�mo¥�E� �]�E������}�l-��o9�m�Q�
�m�Q�~n��E­`�|o�­L½ ���I�-���d}~o]�m�

A
o�}/�m�Q��{��Yo]��{~����{/����½ �®­�°º���|}��Io-�|}~¼�O-}~��o¥�E­�­®o]����k�o-����kmo-��­²��{~��­��|}��®�Q�0�m����{/�|o]{

���]{~�m­¶}��d}�{�¿���{,�|o/­²��}~km�]�����®o/�|o[{#{*o]n%�¶¼U¢������m�Io]{ D �%FU´

Ü
ÜVU�WmæGX*ä�Y�Z+[�ç�å�\�]
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K � 
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��$��+) ,�
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ÏÅ � ©m¨�� 
 Å ����� � � ,���
%�"��, ���*./	 ��
%��������� ��$���� � �(�����P�����+� �	��$A� $�
�# �!�:#"$&,��+� ����	�$A./	E����
�� � � ��	%����
%�R$���
 
%��$&��������%�?� �+$��0��
 �����+�R#�
Q��,�� � � �����"#�	Q� #�$&,���� ��,�� ��� ���+	%�!���A��
���� ��� �����R	�����
%��� #�	Q��	%�
#�$&
��+.�
��0� ��� �+��$&���+
�$�� � ��0�+� �0������� #�
Q��, 	��N���+��� ���+�0#�$�
���.�
+�0�+���+
%$�� ���R������� ��#���$���
�. ���������B#�	�$-�����+�E#�./������� � � 
���� �����Q
����	%��� 
%$�� ����$(������#���$�� �'���
$&,�
���./	%$��!� ,
������$&�(. 	B��
����",��
�!���!����	%. �
U0
���L./	0��
%. ������
%�

U(·, t) �"! 
%��� �#�+
�� � �*���+��� �#��+$�� � ����$�,$
���./	�$��!� ,
� � 	&%E����� ��$&	B�����(. 	 �%	%$���	��+./�
x ' ����#"���+�����R������
%�-	%��$&	

U ∈ C0(R+;L2(R × [−1, 1]), (⇐⇒ ( ( )) ,
��
%���(.�� � ��#�
�� � 
���� '

U0 ∈ L2([−1, 1] : Hm(R))
#�
%��$(��� ����$�� 	��!� ���������+$

m ≥ 0 �
) ���!� $�� ��� �����+�E#�./� � ��	%���R. �B��	Q�B
+*-./� #�$&
,�A.

M
�+��� ��
%����� 	%� � � �Q
��!$ � � ( �C��� ���-� � ��� ��� ����� ��� �+��� .�� 
%�
��������+� �*	 �%���

m = 1
�A./	 #���$�� � ��� ���-
%$&��$&�
����$&,�
���./	%$��!� ,
,�� 	%���*
 ����	Q����
%� ��,�� #�	�$(.�� ,��+��	�� ��
�� ����� $�	%����#�
%$��

	%� ��	�$�$&, ������� �
. / ���,��$%���,�:	!",�������!�����:���Ï	 ��� ��.)�,
��
	�� &��'��(*�/.0"@	������,��	10
Á8oÀ��k��E���¶}��~o�°º�E�®}Ï�E���Yo]­t·5�Q��o-­²�Q��o]{%�m��}~������{��-­��Q{~{~�����mo[{%{*�m��­²�0}~km�]�����®oÀ{~�Yo[��}�����­®oÀ�|o[{%���I�-���d}~o]�m��{�o]�
�|��n%o-��{~�®�Q�����|¿����®oQ´L5�o�­�o]��}�o-�m�,�I�����~����}~�����m�Qo-�,��o[{@�m�E}��®�Q��{,�m�E�Y{ D/6�6�F
��� D 6]�QF
�Y�E�,o�Ã|o]nO��­®oQ´

243,5 687:9<;>=@?�A47:BDCE=GF:HJI,9 I,KE;LI&=G7:BM3
p#��}~�Q��{�}~�Q�|}t�¾½ �E�I���������mo��m�Q��{@�Y�Q�m���Q��{@���-�]�-�~����o�=

A = A0 +B,
¹L����»

��8

A0 =




M I

0 M


 o-}

B =




0 0

E 0


 ¹L� 1 »

p#��}~�Q��{r���mo�­i½ ���I�-���d}�o-�m�
B
o[{6}/�|o������m¢C6��m�����9o-�N�Y�E�~}~�²���m­��®o]�r�-��n%������}ON(5�½ ���I�-���d}�o-�m�

A0
¯I­��m�L¯¾��½ o]{*}

���Q{@�m����n��E­��-���@�������-���®¿�o/�E�²{*�]nOo]��}@�Y�E�,­�o��]�E­²���m­��Q��o

A0A
∗
0 =




M2 + I M

M M2


 , A∗

0A0 =




M2 M

M M2 + I




µ �Â{��E�®}ro-�À��o-�d������kmo9���mo�­®o9{~�Io]��}��~oO�|o
A0

o[{6}t���-o]­i´	"��À°º�E�®}]¯È�Q�À�����®}t��n%nO�[�|�²�d}~o]n%o-��}�����½ �®­���� �i�Y���²�|o
�b��o[�t­L½ �®n��E¢Qo�o]{�{*o]�Q}��®o]­®­�o/�|o

M
σ(A0) = ImM ,

¹L�d��»
��8����2���E�m�Io-­�­�o����moQ¯|���E�#�m��¿��m�®}~�����

λ ∈ ImM ⇐⇒ ∀ δ > 0, mes
{
y ∈ ] − 1, 1[ / M(y) ∈ ]λ− δ, λ+ δ[

}
> 0.

¹L� ��»
�`�E�#�-����}~��o�¯|­²�O���d}��m�~o��mo���o/{*�Io]��}~��o��|�-�Io-�Y�Ï°±�Q�*}�o-n%o-��}t�|o[{@�m�����m���®�-}~�[{,�|o

M
���®��{~�
���mo�­�o/nO�Q��}~��o�­�o]{

�|o]�|Ã��]��{�o�Ãz}~��l-n%o[{,{*�m���d�E��}�{ =
� wz� M ∈ C0([−1, 1])

¯|­�o�{~�Yo[��}~��o/�|o
A0

o]{*}#�E��{~��­��mn%o-��}#���Q�Q}��®�z�P=

σ(A0) = [M−,M+], M− = inf
y ∈ [−1,1]

M(y), M+ = sup
y ∈ [−1,1]

M(y).
¹L�E¡Q»
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���������
	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� �

� wz� M o[{6}8�-����{*}�����}~o#������n%������o[�E�|Ã¾¯�­�or{~�Io]��}��~or�|o
A0

o]{*}��m���~o]nOo]��}8�I������}~�mo]­i´���­���{8�m�~�[���²{*�]n%o-��}
{*�Q�¶}

β0 = −1 < β1 < ... < βN − 1 < βN = 1
}~o]­�{,���mo

y ∈ ]βj−1, βj [ =⇒ M(y) = Mj ,
�E­�����{

σ(A0) = {M1, ...,MN} ¯Y��kY�����mo/�d�E­�o-�m�t�m�~�Q�m��o Mj

�-}����Q}��|o�n9��­¶}��®�m­��²���®}~�9���|¿����®oQ¯�­�o9{*�Q��{*¼
o]{~�����-or�m�������~o/��{�{~�z�-�®� Ej

�-}��E��}t�|�-¿��m���Y�E�G=

Ej = { (u, 0)t, u
·%{*�m���Y�Q�*}t�m����{

]βj−1, βj [ }.
"��|¿Y��¯m{*�I���QnOn%or���¥­�ot�Qo-������¯�­²��{6}��~�Y��}~���~o��|�Ï{~�Yo[��}~��or�mo

A
�m�-�Io-�����|or�-o-�~}��E���mo[{��m�����m������}~�[{��|o

M(y)
¯

��o�{*�Io]��}~��o¥o]{*}�����{~o-��{~�®��­®oÏ·Â­��2°º��H��Q� �|����}�{~����} 9*�����m¢��[{ ;%­®o[{
M(y)

´ "`Ã|�m���®n%���Y{9��o]­��N�|o�°º��H-��� �m­���{
n��d}�km�-n��d}������moQ´
wz�Q�¶}

g
�m��o/�m� �6o[��}��®�Q�2�mo

[−1.1]
�m����{@­®���¶¼UnRO-n%o/�Q�����m���]{~o-����o�­��On%o]{~�m��o�=





g : [−1, 1] −→ [−1, 1],
�m� �6o]��}~����o

∀ Ω ⊂ [−1, 1]
n%o[{*�m���E��­®o

,
n%o]{ (

g(Ω)
)

=
n%o]{

(Ω)

¹L�Q��»

p#�Q��{@���Q}��~�|�|����{~����{@­²��}~���E��{*°±����n��d}��®�Q�Ï­��®�m�[�E���~o/�m����{
L1([−1, 1])

=





Sg : L1([−1, 1]) −→ L1([−1, 1]),

u −→ Sgu = u ◦ g.

¹L��K�»

ÍÎ­,o]{*}¥��­²�E���%o�}��m��o-� ��������� ���mo�¯8�Y�Q�m�%}~�Q�|}
p ∈ [1,+∞]

¯
Sg

o]{*}O�m� �²{*�Qn%�����mkm�²{*n%oÏ�²{~��n%��}��~�²���mo��mo
Lp([−1, 1])

�m�E��{9­®���8nRO-n%oQ´ ¬ oÏ�m­���{]¯��m�E��{9­®o��-�Q{
p = 2

¯`�-o�}��Q�Y�]���E}~o]�m�9o[{6}%�E�|}��Q���d�6�����Q}����m�¶}��E���~oQ´
p#�Q��{@­²�E�²{~{~����{@����­�o]��}~o]�m�,­��O�m��o-����o��-­��-n%o-��}��E���~o��|�2�~�[{*��­¶}��d}#{*���®�d�E��}G=
��Å � � Å�� �
	�� 
��!�

Mg = SgM
���
Ag

.�� 
�#�,�$&	�� ����$
	Q����
 ����,R	%�'#"$&
&�L.
Mg

	%./
�$�� 
%� 	 .�� �����������!� ,

Ag = S−1
g ◦A ◦ Sg.

¹L� ��»

� � #�	�$�� ������. ����$�./�+��
�#�,�$&	�� ����$�� A �+�
Ag


%� � �"���R����#������ $&� �
Á8o-­²��{~�®¢Q�m�®¿�ot���mo�¯z������­²��{~�m�¶}�o�¯Q}~�Q�|}8���]{~�m­®}��d}8�-�m�Q�����r�Y�Q�m���m�Ï�m�~��¿�­

M
{]½ �-}~o]���¥·/}����|}8�m�~��¿�­

Mg

�I���m�
}~�Q�|}~o/��� �6o[��}~�����

g
�m���]{~o-���d�E��}@­��On%o]{~�m��o�´


ÏÅ � ©m¨�� 
 Å�� ��� � 
%� 
%���R�����R./�+�R��� �����+����
%���E#"$&,�����$��Q	����:. 	 �R�+����$&�'��
%� ����� 	��+./�+� #�	�$R��
%�E#�
Q���!� ��
�� ���+��+
%�"�+����
%��� � ���?� $&
�� �Q� �����+�C����� �+�"�%� #�	%$��'� ��.!./��� ./�+�:�+
%��������
%��� g(x) = x

-*
g(x) = −x �0	%� � 	�������� �����#��+$��'��� 	�� ��
����B�%� ����$ 
�� �+�B��
�� �0� ���+.!./� � ��� ' �+
��!� {x0, x1..., xN} ��� �0	%�!.!./	 
��?$&,�
���. ����$B��� [−1, 1]

�
x0 =

−1, xj = −1 + j h, h = 2/N
� �+�

σ
�����R#���$�� ��� 	%����
%�J��	����

SN

�'./��
�$�
%�G#�� �����'#��+$��'��� 	�� ��
����C���
{0, 1, · · · , N − 1} �A
�� 
��+�����+� � ���"�
��� �����+����
%�B#�$&,+���+$��%	%� � . 	0�0������$&� 	 �%���

g(xj + νh) = g(xσ(j) + νh), ∀ j = 1, · · · , N − 1, ∀ ν ∈ [0, 1[.
�����m��}�o-��n%�®�mo]�]¯��m����{!�-}��E��­®�²{~{~���Y{����O­���o-�%o-��}~��o�­®o#{~�Yo[��}��~o,�|o@­L½ �Q�Y�]���E}~o-���

A
�Q{~{~�|�������������~��¿�­

M
·���o-­��m�

�|o�­L½ �Q�Y�]���E}~o-���
Ã
�Q{~{~�|�������������~��¿�­ −M o�}#·%��o]­®�m���mo�­L½ ���I�-���d}~o]�m�

Aα

�Q{~{~�|�������������~��¿�­
Mα = M + α��8

α
o[{6}#�m��o������Y{6}��E��}~oQ´

p#�Q��{@���Q}��~�|�|����{~����{@­²�%{*yzn%��}��~��o S �|o

S(u, v) = (u,−v). ¹ 1 �Q»
ÍÎ­�o[{6}@°º���-�®­�o��|o����]�~�®¿�o]��­�o
��Å � � Å�� � � ��� 	0./�+�($&��./	%����
%���

Ã = −S (A+ λ)S, Aα −A = α I.
¹ 1 6[»

� � #�	�$�� ������. ����$
σ(Ã) = −σ(A)

���
σ(Aα) = σ(A) + α.

¹ 1 ��»

Ü
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6]� � 
%���"�+��� � �+��������	��	�
��$��+) ,�

��
�.��

243�� � ;LH&7 A4=@B C =���C =G7:B��E7�� 	 =GF:B AEH�
 ;�
GB�
�F:KEF =G;LA��
��Å � � Å�� � � � �+� �Q	�./�+��$��'#"$&
�#"$&���

λ ∈ C
����� � � 	�#�#�	%$����������������:#�	%��� Im M

��
%� � ���+��$&	����!���+�C���
.�� ,�����	%����
%� ' ∫ 1

−1

dy

(λ−M(y))2
= 2.

¹ 1�1 »
�'��#". ���(���+� �Q	�./�+��$��*#"$&
�#"$&���(��
����A���!�E#�./�+� �
������������� wz�Q�¶}

λ
�m�mo��d�E­�o-�m�O�m�����m��oÏ�|o

A
o-}

(u, v)t ­�oÏ��o[��}�o-�m�O�m�����m��o��Q{~{~�|������´)ÍÎ­�o[{6}�°º���-�®­�o��mo�-��­��-�m­�o-�#���mo�=




(λ−M)2 u = Eu

v = (λ−M) u
5
�9°±���Y��}~�����

u
o[{6},�|�Q���t���]��o[{~{��E����o-n%o-��}8�����Ï�z�m­�­�o�´�wz�

λ /∈ ImM ¯z­²�9n%�dyQo-�m�mo
Eu

o]{*}��]¢Q�E­�o-n%o]�Q}��m���
�z�m­�­®o��]�E�

(λ−M)2u = 0
o]��}~���E���mo

u = 0
´��`�E�#�-����{~�]���mo]��} =

u =
Eu

(λ−M)2

Ì ���~l[{@�®��}~�]¢����d}��®�Q�Ïo-��}��~o�¼�6�o-}�6�¯|�Q���Q�|}~��o-��}

Eu
[

2 −
∫ 1

−1

dy
(
λ−M(y)

)2

]
= 0,

�|�Q�Q},�Q�2�m�]�|�m�®}t���mo�}~�Q�|}~o/�d�E­�o-���,�m�~�Q�m��o��|o
A
o[{6},�m�[��o[{~{��E���~o]n%o-��}#{*�Q­®�|}��®�Q���mo

∫ 1

−1

dy

(λ−M(y))2
= 2.

¬ oÀ�m­®�Y{���� ���Q�¶}¥���mo2}����|}�oÀ��o]��}~o]�m���m�����m��oÀ��{�{*�|�����À·)�m�moÀ}�o-­�­®oÀ�d�E­�o-�����m�~�Q�m��o�o[{6}¥���]��o[{~{��E����o-n%o-��}
�m�����I���~}~�����m��o-­�­®o�·

( 1

(λ−M)2
,

1

(λ−M)

)
.

Á8o�}~}~o/�d�E­�o-���,�m�~�Q�m��oro[{6}t�|�Q����{*��n%�m­�o�´
�

� Ê ¨ Ê � �i©��±¨ Å�� �! � ����#������ $&��#�
������ ����. ���
A
�
σp(A)

�*�+��� � �%�R,���$����+��� #�	�$($&	�#�#�
�$��"�B.�� 	 � �
$&,���. '
λ ∈ σp(A) =⇒ λ ∈ σp(A)

¹ 1 ��»
������������� "�� ���Q�d�6�m¢��Y�E��}�­L½ �]¢Q��­®�®}~�)¹ 1�1 »�¯��Q� ���Q�¶}%���mo�¯��-��n%n%o

M
o[{6}�·N�d��­®o]�m��{9�~�]o-­�­®o[{-¯�{~�

λ
o]{*}

{~��­��|}~�����2�|o¥¹ 1�1 »�¯
λ
­i½ o]{*}#�-¢��E­�o-n%o-��}[´

�

� Ê ¨ Ê � �i©��±¨ Å�� �$# � � ��� ��
%$��?��� Im M
� ./�B��#������ $��(#�
%�"�+������.*���

A
�+������
%����� �!����, ��� �Q	�./����$�� #�$&
�#�$&�+�

���!�:#"./�+��� �+
�./,����
����� ��� #���� �%�+� �A� � 	�������� ��./��$
�����(����$ ImM �
�������������V5
��°±�Q����}��®�Q�

F (λ) =

∫ 1

−1

dy
(
λ−M(y)

)2 , λ ∈ D = C \ Im M
¹ 1 ��»

o]{*}��-­����®��o-n%o-��}������E­�y�}~�²���mo¥�m�E�Y{
D
´C5
o]{�@]�-���Q{��mo

F (λ) − 2
{~����}��m���������]��o[{~{��E����o-n%o-��}��²{*�Q­®�[{-´2�`�E�

�E��­�­®o]�m��{@��­¾o]{*}t��­²�E���#���mo
|F (λ)| ∼ 1

|λ|2
�����E��� |λ| → +∞.

â±Þ!Ü�âãá

in
ria

-0
01

89
32

0,
 v

er
si

on
 2

 - 
21

 N
ov

 2
00

7



���������
	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� 6�6

�`�E�%���Q��{*�[���mo-��}]¯�­L½ �[�����d}��®�Q�
F (λ) = −2

�mo��Yo]�|}O�Y��{O�b�������9�|o2{~��­��|}~����� ·N­i½ o�Ãz}��-���®o]�m�O��½ �m� ��o]�*}��E���
�|�²{~���mo/�|�2�m­²�E�À�-��n%�m­�o�Ã|o�¯m�-o����m�������Y��­��|},­��%�m��o-n%��l-��or�Y�E�~}~��o��mo/­��%�|�]nO�Q��{*}~���d}~�����
´

�p#�Q��{`�|�[�|�m�²{*�Q��{`�-¢��E­�o-n%o-��}��|�%­�o-n%n%o,��´ �m¯�­L½ o-Ã|��{*}~o]����o,�¾½ �E�%n%������{`�|o]�|Ã��d�E­�o-����{��m�������~o[{����-o]­®­�o]{]´�pt����{
���Q}��~�|�|����{~����{��I���m�r��o-­²�

M− = inf M(y), M+ = supM(y).
¹ 1 ¡Q»

��� �zÊ ¨�� � Å ����� � � 
�#�,�$&	%� �+��$
A
	 	%� #�.<���B����� �%	%./����$ #�$&
�#�$&�

λ−
��	����?.�� �!��� �+$��%	%.!. �

] − ∞,M−[
�+�

	%� #�. �������"� �Q	�./�+��$:#�$&
�#�$&�
λ+

��	%���
.�� �!� � ��$��Q	�.!./�
]M+,+∞[ ��� .<��� #�$&,���� ��,+�0�+� � ��./	 �%	%./����$ #"$&
�#"$&� λ−����� ��� �(���L���A������./�+�0�����A��� ' ∫ 1

−1

dy
(
M− −M(y)

)2 > 2

���*��.!./�R����� ��	�$&	���� ,+$�� ��,���#�	%$ '

λ− < M−
�+� ∫ 1

−1

dy
(
λ− −M(y)

)2 = 2.

�'���"�+�0� �A./	 �%	%./����$*#�$�
�#�$��
λ+

����� ��� �(���L���A������./�+�0�����A��� '
∫ 1

−1

dy
(
M+ −M(y)

)2 > 2

���*��.!./�R����� ��	�$&	���� ,+$�� ��,���#�	%$ '

λ+ > M+
��� ∫ 1

−1

dy
(
λ+ −M(y)

)2 = 2.

�������������1�����m�,�-}~���m�®o]�#­®o[{@�d�E­�o-�m��{@�m�����m��o]{����-o-­�­�o]{]¯|��}~�Y�|�®�Q��{@­²�9°±�Q����}��®�Q�

F (λ) =

∫ 1

−1

dy

(λ−M(y))2
, λ ∈ R \ ImM .

¹ 1 �E»

F
o]{*}�o-���Y�E�~}~�²���m­��®o]���|�-¿��m��or{~�m��­L½ ����}~o-���d�E­�­®ot�~�]o-­

] −∞,M− [ ∪ ] M+,+∞ [
��8�o]­®­�o#�m��o-�����mo]{��d��­®o]�m��{

���-o-­�­�o]{]´`wm�O�m�-���®�Q�-o�o]{*}#�|���m���-o/�����

F ′(λ) = −2

∫ 1

−1

dy

(λ−M(y))3
,

��o2���m�@n%����}~��o����mo
F
o[{6}¥{*}~������}~o-n%o]�Q}��������²{�{~���Q}�oÏ{~�m�

] − ∞,M−[
o�}�{*}~������}~o-n%o]�Q}��|�[�������²{~{��E��}~o�{*���

]M+,+∞[
´��`�E�#���®­�­®o]�m��{-¯|�Q����o-n��E�����mo��Q��o�¯mo]���|}��®­��²{~���Q}#­�o�}~km�]����l-n%o/�|o����Q�z��o-��¢�o]����orn%���m��}~����o

lim
λ→±∞

F (λ) = 0, lim
λ→M±

F (λ) =

∫ 1

−1

dy
(
M± −M(y)

)2 ,

��o-}*}�o��|o-���m��l-��o�����}~�]¢����E­�or�I���m�d���Q} O-}~��o��]¢Q��­®o/·
+∞ ¹±���Q�®�,���E}���n%n%����}@­²�O�~o]n��E���Q��or�Y´ K%�-�¶¼Î�E�m��l]{�»�´

ÍÎ­�o[{6}@°º���-�®­�o��|o/���Q����­��m��o/·�­L½ �E�²�|o/�|��}~km�]����l-n%o/�|o]{,�d��­®o]�m��{�����}~o-��n%�]�|�²�E����o]{]´
�


ÏÅ � ©m¨�� 
 Å�� �
	 � �
M(y)

	%��� ���!��� ./	 �Q	�./����$
M±

�+� ���(#�
%�!���
y±

+* ��.!./� �+���

C1 � ��$&
%�!� �(
%� � 
 	%��� ��� �

%� �Q,�$�� � �'	%� ��,��R����� �����

∫ 1

−1

dy
(
M± −M(y)

)2 = +∞,

��� �����L	Q������$&��.�� �J��� ��� �+�"���'���
λ± �
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6[� � 
%���"�+��� � �+��������	��	�
��$��+) ,�

��
�.��

p#�Q��{�}~���E�®}~�Q��{@o-�m¿��2­®o/�-�Q{,�|o/�d�E­�o-�m��{@�m�����m��o]{@�m����{ ImM
´

��� �zÊ ¨�� � Å ����� � 
%�!�
λ ∈ Im M

���
Nλ = {y ∈ [−1, 1] / M(y) = λ} � ) ./
%$��

mes(Nλ) > 0 =⇒ λ ∈ σp(A),
¹ 1 KQ»

���*���:#". ���(�!. � � 	�
��!� ��� ����� �Q	�./����$*#�$&
�#�$&�R���
�'��. � � #". �����!� , �!� �L����� �
� �
M
�+���

C1
#�	�$(�R
�$&����	���� � 
%� 	 .�� ,��+��� �%	%./������� '

λ ∈ σp(A) ∩ ImM ⇐⇒ mes(Nλ) > 0.
¹ 1 �Q»

������������� wz�m�m�I�Q{~����{t�Q��o
mes(Nλ) > 0

´@w|���®}
u
�m�Q�2����­®­�o�¯I·¥{*���m�Y�Q�*}t���E��{

Nλ

o�}r·%n%o]{~�m��o/�z�m­®­�o�¯
�������]�~�®¿�o/�E�²{~�-n%o-��}#���mo�=

A
[

(u, 0)t
]

= λ
[

(u, 0)t
]
,��oÂ���m�t�m�~�Q�m��o2���mo

λ
o[{6}��m��oÂ�d�E­�o-�m���m�������~o2�|o

A
o-}Ï�Q�moÀ­�oÂ{~����{*¼Lo[{*�Y����o��m�����m��oÀ��{�{*�|�����2������}��®o]�Q}

­L½ o[{*���Q��o�¹º�mo��|�®n%o]��{*���������|¿��m��o[»@�|o[{@°±���Y��}~�����Y{,·�n%�dyQo-�m�mo��z�m­�­®o/·�{~�m�m�I���~}#�m�E��{
Nλ

´
wz�m���Y��{*�Q��{9���mo

mes(Nλ) = 0
o�}%���mo

M
o[{6}

C1 ������n%�Q���-o]�E�mÃÈ´Nw|���®} (u, v)t
��� �-�Qo-��}~�mo]­8�Qo]��}~o-���

�m�����m��o��|o Ì ¯m�Q����}����d�6�Q�m��{




(λ−M)2u = Eu

v = (λ−M)uµ ��o-�À�|�]�m�m�¶}t���mo/�I�����
y /∈ Nλ

¯
u =

Eu

(λ−M)2Á8o-­²����n%�m­������mor�m�]�-o]{�{~���®��o-n%o-��}8���mo
Eu = 0

�-���8{~�®�m�Q��¯
M
�-}����Q}

C1 ���E��n%������o]���|Ã¾¯ u �mor�I�����~���E�®}����Q{O�}��~o/�|o��]�E���~������}~�-¢Q�����m­�o�´��`�E�#{~�m�¶}�o
Eu = 0

o]��}~���E���mo
(λ −M)2 u = 0

�-o����m��o-��}������®�mo
u = 0

�m�m�²{~���mo
mes(Nλ) = 0

´
�


ÏÅ � ©m¨�� 
 Å�� �
	�� � 	C��,��0
%������$&	%����
%� �R
�����$&�B�����0. 
%$����+���
M
�����

C1
#�	%$0�0
%$&����	%��� �:� 
%��� �4�+
%�"�+����
%�

#�$�
�#�$��'	%���+
G����,�� � ����� �%	%. �+��$*#"$&
�#"$&�R��	%��� ImM
�����*��,���������	%�!$&���0�+� � �0�0
 �������"��� ��.!./� �

243�� � C 7�� 
 =@7	����K 
GIJK A�3
��Å � � Å�� �
	 	 � ��� #����+��$&��$&,����������+.S���

A
�+��� � ����� �

������������� µ � {~���¶}9���mo
λ ∈ σr(A)

{~��o-}�{*o]�m­�o-n%o-��}�{~�
λ /∈ σp(A)

o-}
λ ∈ σp(A

∗)
¯���8

A∗ �m�]{~�®¢Q�mo­L½ �Q�b�6������},�mo Ì ´ µ �,�Q���Q���®},���mo¥¹º�®­�{*� �%}t�|o���o-n��E�����mo-�,���mo
E
o]{*}t�E�|}��Q�Q�b�6������}@�m����{

L2([−1, 1]
»~»

A∗ =




M E

I M




Ì �m}~��o-n%o-��}t�|�®}]¯�{~�¾�m�Q��{,���Q}��~�|�|����{~����{�­L½ �Q�Y�]���E}~o]�m�,�Q�����~�[�E­���{~o�­i½ �]��k����m¢�o/�|o
u
o-}
v
¯m{~���®}

S =




0 I

I 0




���m��o[{6}#�E�m}~�Q�Q�b�6������},o�}#�m�m�®}����®��o
(S2 = I)

¯m�Q�����]��­®�²{~o����mo�=

A∗ = S A S.
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���������
	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� 6 1

Ì �m}~��o-n%o-��}9�|�®}9­�o]{/�Q�Y�]���E}~o-����{
A
o�}
A∗ {~����}9{~o-n9��­����m­®o[{-´�ÍÎ­²{�����}�o]�)�Y�E�~}~�²���m­��®o]�/­®o[{/nRO-n%o]{��b��­®o]�m��{�m�����m��o]{�o�}@­®o����Q�~�Q­®­²�E����o,��´ �/o]{*}��m�����r�®�Y����n%���E}~���m­�or�b��o[�#­L½ o-Ã|��{*}~o]����o��|o�{~�Io]��}��~or�~�[{*�²�|�mo]­!¹i��°LD 6�6Q¯ 6[�QF±»�´

�5�o9�~�[{*�m­®}��E}t{*���®�d�E��}t��n%�m­������moQ¯I�-��n%�|}~o�}�o-�z�N�|�2}�km�-�Q�~l]n%o/��´ ��o�}r�|�N­®o]nOn%o��Y´/6�6%¯I���moQ¯�o-�Â�mo-km�Q��{#�mo
­L½ �EÃzo����-o]­i¯|­�o�{*�Io]��}~��o/�|o

A
��½ o]{*},�-����{*}~�®}~�����Q��o��mo/�b��­®o]�m��{@�m�~�Q�m��o]{@{*��n%�m­�o]{]´

��� �zÊ ¨�� � Å ��� 	 � ��� 	0. � �!����. ������
%� ' σc(A) ⊂ ImM.
��������������ÍÎ­¾{*� �%},�|otn%�Q�Q}��~o]�8���mo�{*�

λ /∈ Im M
o-}��
½ o[{6}�����{8�m�mo��d�E­�o-�m���m�����m��ot�|o

A
¯|�E­�����{

A−λIo]{*}#�����Qo-��{*���m­�o�´
wz�Q�¶}

(f, g)t ∈ L2([−1, 1])2
¯|������{,��kmo]����k�����{@·�}~�����m�Qo-�

(u, v)t ∈ L2([−1, 1])2
}�o-­²{#���mo

(A− λI)
[
(u, v)t

]
= (f, g)t,

�E½ o]{*}t·%�|���~o




(M − λ)u+ v = f

Eu+ (M − λ) v = g��o/���m�
��n%l-�mo/·O­i½ �]�����E}~�����2o-�
u

Eu− (M − λ)2u = h, h = g − (M − λ)f.

Á8��n%n%o
λ /∈ Im M

¯|��­�o]{*},­®�²���®}~o��mo��|�®�z�²{*o]�,���E�
(M − λ)2

¯m��o����m�
�m���m�mo�=

Eu

(M − λ)2
− u =

h

(M − λ)2
.

Ì ���m­®�²���m���Y{,­i½ ���I�-���d}�o-�m�
E
·%��o-}*}~o/�]¢Q��­®�®}~�Q¯|�®­¾�z��o-��}

Eu

(
E

[ 1

(M − λ)2
]
− 1

)
= E

[ h

(M − λ)2
]

µ �#���Qn%nOo
λ
�
½ o[{6}#���Q{@�m�mo/�d�E­�o-���,�m�~�Q�m��o��|o

A
�Q�2�2¹º­®o-n%n%o 1�1 »

E
[ 1

(M − λ)2
]
6= 1.

µ ��o-�À�|�]�m�m�¶}t���mo
Eu =

(
E

[ 1

(M − λ)2
]
− 1

)−1

E
[ h

(M − λ)2
] ���m��{t�Q��o

u =

(
E

[ 1

(M − λ)2
]
− 1

)−1

E
[ h

(M − λ)2
] 1

(M − λ)2
− h

(M − λ)2
.

p#�Q��{,�b���Q��{@�|���Y{@nO�Q��}~�������mo�­²�%�~�[{*�Q­®�d���Q}�o��mo�­L½ ���I�-���d}~o]�m�
A
��}��E�®}#�|���m���-o/�����

(A− λI)−1
[
(f, g)t

]
= (u, v)t

�b��o[�




u =

(
E

[ 1

(M − λ)2
]
− 1

)−1
E[g/(M − λ)2] −E[f/(M − λ)]

(M − λ)2
− g − (M − λ)f

(M − λ)2
,

v =
g

(M − λ)
−

(
E

[ 1

(M − λ)2
]
− 1

)−1
E[g/(M − λ)2] −E[f/(M − λ)]

(M − λ)
.

�

��� �zÊ ¨�� � Å ��� 	�� � 
��!�
yλ ∈ ] − 1, 1 [

� ��. �����
M
�+
��!� ���B�+./	%���+�

C1
	����%
%� ���!��	 
��?���

yλ

��� � ��.A�+���

M(yλ) = λ
	�./
%$��

λ ∈ σ(A).
¹º�Q�Q»
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6-� � 
%���"�+��� � �+��������	��	�
��$��+) ,�

��
�.��

�������������<�������,nO�Q��}~��o-�,���mo���k������mo
λ
o[{6}t�m����{@­�o�{*�Io]��}~��o��mo

A
¯m­L½ �²�|�-o/o[{6},­²��{*���®�d�E��}�o�´�wz���®}

yλ

}~o-­
���mo

M(yλ) = λ
o�}
δyλ

­��%�|�²{6}��~���m�|}��®�Q�À�|o ¬ �����Q���E�2�Y�Q�®��}
yλ

¯m�E­�����{]¯z���2nO�Q�®�Y{�°±����nOo]­®­�o-n%o]�Q}[¯




δ′yλ

o[{6}��-·OnO�dyQo-�m��or�z�m­�­®o��d¯

δ′yλ
(λ−M)2 = 0

¯

δ′yλ
(λ−M) = −M ′(yλ) δyλ

´
Ár½ o]{*}
��o����m�E�d�@�m�Q��{¾¢Q�m���mo-���I���m�������Y{6}��~�m����o!���mo�{*���¶}�o�{*���m¢Q�m­®��l-��o

(uε, vε)
�-�����z�Qo-��¢�o]����}��È�Qo-��{

(δ′yλ
,−M ′(yλ) δyλ

)
´

wz�Q�¶}
ρ(y)

�m�mo�°±���Y��}~�����2���-¢Q�m­®��l-��o�·O{~�m�m�I���~}#���QnO�Y����}[¯|���E����o�o-}t�|����},­L½ ����}~�-¢Q����­®o��d�E�m} 6Q´`���Q{~����{

ρε
λ(y) =

1

ε
ρ (

y − yλ

ε
), uε(y) = αε (ρε

λ)′(y), vε(y) = −αε (M(y) − λ)
)

(ρε
λ)′(y),

��8
αε

o[{6},�m��o������Y{6}��E��}~o/�|o��m�Q�~n��E­��²{~�E}~�����¥}�o-­�­®o����mo�=

‖ (uε, vε)t‖ = 1.

p#��}~�Q��{,���mo����QnOn%o�=
∫ 1

−1

[
1 + (M(y) − λ)2

]
|(ρε

λ)′(y)|2 dy ∼ 1

ε3

∫ +∞

−∞
|ρ′(z)|2 dz, ε→ 0,

�������Q�¶}#���mo

αε ∼ α ε
3
2

�����E�Y�
ε→ 0,

��8
α =

(∫ +∞

−∞
|ρ′(z)|2 dz

)− 1
2

.

p#�Q��{,�E­�­�����{@n%����}��~o]�@���mo
lim
ε→0

‖(A− λ)(uε, vε)t‖ = 0,

��o/���m�
�m�-n%����}~��o-���O�Q��o
λ
�E�m�����*}��®o]��},����{~�Io]��}��~o��mo

A
´ µ ���]�E­²���m­�o/�E�²{*�]n%o-��}#�Q��o

(A− λ)
[
(uε, vε)t

]
= (0, ϕε)t,

��8
¯m����n%n%o
ρ
o]{*}t·On%�dy�o-���mor�z�m­�­�o�¯

ϕε = −αε

[
(M − λ)2 (ρε

λ)′
]

p#�Q��{,�b���Q��{

‖ϕε‖ = αε

[∫ 1

−1

|(M − λ)|2 |(ρε
λ)′|2 dy

] 1
2

.

¬ �E��{���o����m�|{*�m�®}]¯
C
�|�]{~��¢��mo8�m�mo@�����Y{6}��E��}~o8�Y��{*�®}~����o��|����}�­��r�d�E­�o-�m�!�Yo]�|}`��k��E�m¢Qo-�!�¾½ ���mo@­®��¢��mo�·t­L½ �E�|}��~oQ´

Á8��n%n%o
M
o[{6}#�|�]�~���d�E�m­�o/�E�����Q��{~�®�Y�E¢�o��|o

yλ

¯m��­¾o�Ã|�²{6}�o/�m�mo/���Q��{6}��E��}~o
C > 0

}~o]­®­�o����mo�=

|y − yλ| ≤ ε =⇒ |(M(y) − λ)|2 ≤ C |y − yλ|2.
�`�E�#�-����{~�]���mo]�Q}

∫ 1

−1

|(M − λ)|2 |(ρε
λ)′|2 dy ≤ C

ε4

∫ yλ+ε

yλ−ε

|y − yλ|2 ρ′(
y − yλ

ε
)2 dy =

C

ε

∫ 1

−1

z2 ρ′(z)2 dz

>!�®�Y�E­�o-n%o-��}
‖ϕε‖ ≤ C |αε| ε−

1
2 ≤ C ε.

�
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���������
	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� 6��

� Ê ¨ Ê � �i©��±¨ Å�� �
	 � � �L
%�C���G#�#�
%�+�R�����
M
�+���*���'��./	%�����

C1
#�	�$(�R
�$&����	���� � 	%�������+.S��	%� Im M

�+��� �����
$&,�������
�� �L�����0��� �!��� �+$��%	%.!./�+� � �+������
%� ���G#�#�
Q��� �����'� 
�����./���0�+�����+�0�+. ���'���R��� �%��	%�

Nµ

��
%� �E���R�0�+����$��
����.!. �

σc(A) = Im M.

�������������1ÍÎ­
{~� �%}t�|o/���-�m�m���,­�o]{�}~k��-����l-n%o[{@��´ �|¯|��´ 6[��o�},�Y´/6 1 ´
�


ÏÅ � ©m¨�� 
 Å�� �
	� �� .��+���A	%������� �!�������!��� � ����� ���!$&�(�����E. � �+���+���0�+./�
�%�0��#�������$&� ��
������!��� �+���A��� �'��. � � #". �����!� ,
( ���*��� � �B� ��	��+���',�./,+�0�����*��� ��#������ $&� ��
%�����!�����+����	Q����
 ����, ��� �+. 
 �R������
%$&��	%� �����'��. ��� #�. �����!� , (�� � 
%���	%.!. 
%���
,�� 	��+.<�!$ ���+./	E�+
%$��0�+.!. �+�0�+� � �7���P#�������
%���(��� � �!. ��
��!������$&�*#�
Q�������+. �'��� ��
%� ����$(�������+��� $���
 
%��$&����� �
���B�����*�����!��� . 
%$����+���

M
�����

C2 ����$����+� ���R�����:�0
%�"
%� 
%�"� � � . ���0����	���� ���0�+� � �:./
�$����+��� M �+���
C2 �:�"
%���

	%.!. 
%���:�0
%� � $��+$E����� ���
M ′(x) 6= 0

�
M(x)

�+��� ��� #�
%�!� �A�%�R��#������ $�� ����� 	(. 	��'��. �!��� #�. �����!� , (�� � 
%��$E���+. 	��!.�+	%����
 �0
%$�	%./���R������� #�	%���+��$ ���
L2 	���� �%� ����$����+������
%��� �A���L	%�B�0
%�!��� ,�� ������$&� A 	%��� ��� ��� $�������� ��
����(��� 
%$��%$&�

( ����� �+���L	 �+����� ��� �+�����
����	%�"� M �����
C2 �

�'	%�������
��	���$&� �A./	B��,+�0
%������$&	�� ��
�� �%� � ��,�
%$ 
+�0��� � �-��#�$&
�� �Q� �+��� � ��	������ M(x)
�+���L����� �Q	�./�+��$*#"$&
�#"$&�

��� ) 	%���+
G����,��R	�� �%���+� ����$*#�$&
�#�$&� '
ex =




δ′x

−M ′(x) δx




� 
����(	�.!./
%��� ��
%������$����!$&�(�0	%�!� � ����	���� ��� �Q����� ����$ fx

� ��. �+��� '
Afx = ex +M(x) fx,

��� �����L,�� 	��+. �!$�	 �����
A
$&������$&���!���*	�� ��
%��� � ����#�	����

(ex, fx)
�+���L$&� #�$�,�������� ,�#�	%$(./	 �R	�� $������'��� ��
%$&��	%� '




M(x) 1

0 M(x)




� �L
��0#�
Q���
fx = (u, v)t

�A.�� ,��+��	�� ��
��
Afx = ex +M(x) fx

����$&,�,���$��!� '




Mu+ v = δ′x +M(x) u

Eu+Mv = −M ′(x) δ(x) +M(x) v

� 
����+���
Eu = 0

�A./	0�+����
%�"���R,��+��	�� ��
��C��
����
��
%� ���

[M −M(x)] v = −M ′(x) δ

��
����*�����(�+
�. ������
%� �+���
v(x) = −δ′(x) �4� �C$�� #�
%$�� 	%� ����	%���(./	0������
������R,�����	%����
%�C�"
%���

���� ����
����

[M −M(x)] u = 2 δ′x
� 	�#�#��+. 
%���(./�+���+
%$��'��./�+� '





[M −M(x)] δ′x = M(x) δx

[M −M(x)] δ′′x = 2 M ′(x) δ′x +M ′′(x) δx

� �-� ���+$&� ��	���� u ��
%���(./	E�+
%$��0� u = a δ′′x + b δ′x
�*����� �%,�$�� � �R�+�����

Eu = 0
� 
�� 	���
���� �!��	%� ��,��R������� '

a =
1

2 M ′(x)
b = −M ′′(x)

M ′(x)2
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6]¡ � 
%���"�+��� � �+��������	��	�
��$��+) ,�

��
�.��

� 	�$
��
�����,��+����������	����(./���+
���� � ����#�	�����#"$&
�#"$&�R	Q����
 ����,R	%��� �Q����� ����$�� '

ex =




δ′x

−M ′(x) δx


 , fx =




1
2 M ′(x) δ

′′
x − M ′′(x)

M ′(x)2 δ
′
x

−δ′x


 ,

.�� 
�#�,�$&	%� ����$
A
�+���*�����+� $&� #"$&,+�+����� , �0��� ��./
G� ������
%$���	%�-���

2 × 2
	%���+
G����, � ./	 �%	%. �+��$�#"$&
�#"$&�

M(x) �

243 2 � ; ?�A47:B 
GI���K�� � K �4;L9<7:K 
 ;>H,7 �47 H��#7��4I,B 
 7:K � 7 �47��>;>H,7:A4= B CE=�� CE=G7:B K � K
=GF 7 H,H&7 B

5�o[{,{*o[��}��®�Q��{@��´ 6/·��Y´ 1 �m�Q��{@�Io-��nOo-}*}�o-��}t�|o/���]{~�mn%o-�@­��%{*}~������}��m��o�¢Q�-�m�]����­®o��|�À{~�Yo[��}~��o��|o�­L½ �Q�Y�]���E}~o-���
A
·¥­i½ �E�²�|o�­²�%¿�¢Q�m�~o9�À¯I���m�!��������o]{~�Y�Q����}6y��������mo]nOo]��}r�E�Â�]��{t��½ �m�N�m�À�m���E¿�­

M(y)
���Q�Q}��®�z� =�o-�Â��­®o]�

�m�Q��{���o-���~�[{*o]�Q}�����{�­®o�{~�Yo[��}~��or�-����}~���z��¯zo-����o-�~}8­�o]{8�d�E­�o-�m��{8�m�~�Q�m��o]{8�~�]o-­�­®o[{t¹º�m����}@�mo-�|ÃÏ{~o-�m­�o-n%o]�Q},{~����}
o-�À�|o]km����{@�|�À{*�Io]��}~��o/������}��®�z��¯|­�o]{#���|}~��o]{8¼����]��o[{~{��E����o-n%o-��},�|o�n9�m­®}~���m­����-�¶}����®�m¿��m��o�¼���������o]{~�Y�Q���m�E��}@·
�¾½ �-�Qo-��}~�mo]­�{�9*���E­��®o]��{7;9�|oO­��Ï°±������}~�����

M
»�¯¾o-�0�~�Q�m¢�o�­�o]{��]��o-��}��®�mo]­®­�o]{r�d�E­�o-�m��{r�m�~�Q�m��o]{#�����N���-o]­®­�o]{O¹º���m�

���Q��}@���]��o[{~{��E����o-n%o-��}@���E�,�����®��o]{@�-���d�6�m¢Q�m�-o[{�»�´

Re λ

Im λ

>���¢����~o���=�w�}��~�Y��}~���~o/�|�À{~�Yo[��}~��o/�|o
A

wz����� ���mnOo-}�­²�Â���Q�d�6o]��}~�m��o 1 ´ 6�¯�­L½ �-}~���moÏ�|� �]�E������}�l-��o%�m�®o]� �I�Q{~�Ï�|� �m�����m­�l-n%oC6�{*o¥���En%l]�mo¥·Â��o-}*}�o
{~o-�m­�o/�Q��o]{*}~�����

5�½ ���I�-���d}�o-�m�
A
���mnOo-}*¼U�®­��mo]{@�d�E­�o-�m��{@�m�����m��o]{��m�Q�2�~�]o-­�­®o[{@� ¹º��6b»

wz��­²�%���-�I����{~o/·���o�}~}~o����mo[{6}��®�Q��o[{6}#������¯��-o-­²�%{*��¢��m�®¿�o����mo/­�o/�m�����m­�l-n%oR6/o]{*}#�m��o-�2�Y��{*�Q´8wz��­²�%���-�I����{~o
o]{*}#�����i¯m�-o-­²�O{~��¢��m�®¿�o/���mo/­®o��m������­®l]nOoR6�o]{*},°±���~}~o]n%o-��},n%��­��I�Q{~��´
5
���|o]�|Ã|�®l]nOoO�����*}��®o2¹±­²�����E�~}~��o����-¢Q�E}~����ob»#�|o%­L½ �]�m�����-�O���m�`���~l[��l]�mo9o]{*}/�m�)�~�[{*�m­®}��E}�����¢������~o]�|Ã¾´�pt����{
�I���m�Q����{,�|�Q��{@­L½ �]�m�����-o-�,{~����{@­²��°±����nOo/�¾½ �m�2}�km�-�Q�~l]nOo�=
��� �zÊ ¨�� � Å ��� 	 # � � . �(��#�������$&� ���

A
� � ����� #�	Q�($&,���. �A./� #�$&
��+. 
+�0� � � � ����� �+
%$�� �+�0�+� �L�0	%.�#�
%�+, �

������������� wz��­®o�{*�Io]��}~��oÏ�|o
A
��½ o]{*}����Q{9���-o]­i¯`�-o-­²�Â{*��¢����¶¿�o��Q��o

A
�Q�|n%o�}����moÏ�d�E­�o-���9�m�����m��o

λ =
µ + iσ, µ ∈ R, σ > 0

´�wz�Q�¶}
Φ 6= 0

¯È�m�Â�Qo]��}�o-�m���m�����m��o9�Q{~{~�|������¯È�Q��o9�m�Q��{r{~�m�m�I�Q{~o-�����Y{t�|o��m����n%o 6
�m����{

L2(−1, 1)2
¯�{~�¾���À���Q��{*�²�|l]�~o��m�mo��|�Q�m�m�]o����m�®}~�²�E­�o�=

U0(x, y) = β(x) Φ(y),

�E­�����{]¯E�E�m��l]{�}~���E�Y{6°±�Q�~n��d}��®�Q�9�|o >m�Q�m���®o]�]¯E�Q�9�Q���®}`���mo@­²��{*�Q­®�|}��®�Q�O�mo�¹ 6[»!�|�Q�¶} O�}��~o,�|�Q�m�m�]o�¯�{~�|o-­�­®o@o-Ãz�²{*}~o�¯
�����

Û(k, y, t) = β̂(k) · eiµkt eσkt · Φ(y)
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���������
	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� 6d�

���m�
{��d}���{*°º�E�®}
‖Û(k, ·, t)‖L2(−1,1)2 ≥ |β̂(k)| eσkt

��o/���m���Io-��n%o�}t�|o��-�����-­®���~o��E�²{*�]n%o-��}]´
�5�o[{�����¢�o]{����m�r���Q�Q}¥{~�m������oÀ���Q��}¥nO�Q��}~��o-�¥����½ ��� �Yo]�|}Ï�-}��E��­®���¥�m�moN¢����E���|o2�d�E������}~�Â�moÀ�~�[{*�m­®}��E}�{�o]�

°±���Y��}~����� �|o]{%���~�Q�m�~����}��]{O�|� �m�~��¿�­
M(y)

´ ÍÎ­,o[{6}��m���d}������mo]n%o-��}O��n%�Y��{~{~���m­®o2�¾½ O�}��~o�o�Ã|k�����{6}��¶°6´ Ár½ o[{6}
�I���m�����m���¾�m�Q��{@�m�Q��{@­®��n%�¶}�o-������{,·%�|o]�|Ã��]��{@�����*}����-�m­��®o]��{ =
� 5�o/�-�Q{��mo]{@�m���E¿�­²{,{~y�n%�-}~�������mo[{8o-}t���Q���Qo�Ã|o]{]¯z�E½ o]{*}t·O�m�®��o�­®�Q��{����mor­²��°±������}~����� M(y)

o]{*}@�Y�E���~o�o�}
�����z�Qo�Ã|oO¹º���2���Q���-�b�Qo[»�¼��������:>!�®¢Q�m��o K�¯

� 5�or�]��{@�|o[{8���~��¿�­�{��E��}���{~yznO�-}~�������mo[{-¯z�E½ o]{*},·��|����ot­�����{~���mor­��9°±������}~����� M(y)
o[{6}[¯z·��m�mo����Q��{*}��E��}�o

���m�|�®}~����o��m��l]{]¯|��nO�Y�E���~o�¼����Q�®� >!��¢��m��o���´
¬ �E��{/­�o��m��o-n%��o-�9�]��{]¯
���mo��m���Y{�}~���E�®}~o]�~�Q��{/·�­��À{~o]��}~����� ¡|¯!�m����{���o-��������{����mo�­�o]{���km��{*o[{�{*o
9*����{�{~o-��}
�m��o-��;�=t­�o%�m�����m­�l-n%o���½ �]����­��|}��®�Q�No]{*}�}~���E�6���m��{��m�®o]�N�I�Q{~�O�ml]{/���moO­��Ï°±������}~�����

M(y)
o[{6}����Q��}~������o�´�5�o

�-�Q{��|o[{��m���E¿�­²{����Q}���{~yzn%��}~���²�Q��o]{]¯!���mo��m�Q��{9��­®­����Y{��¾½ �E�I�����N}������¶}�o-�9���E��{9­��Â{~o]��}~����� ¡m¯!o]{*}9�Io]�������Q�m�
�m­���{@������kmo�o�},n%l-��o�·O�|o[{@�~�[{*�m­®}��E}�{8�d�E���®�[{-´ "������E�~}~�²����­®��o-�[¯z�����Yo]�|},o�Ã|km���Yo]�#�|o]{@�m���E¿Y­�{8n%o-�����Q}#·O�|o]{
�m�����m­�l-n%o[{�°±���~}~o-n%o]�Q},n��E­¾�I�Q{~�]{]´

� / ���,��$%���,� 	!",������������� &5(6�!�¥�������,��
8� ��� &�� �����v�!�¥�������,��
8� &�� �r�����,��	��
.�	��/.�	��,�:�����>	�",�,�����,�:.0����	1���,�:.�	����2���:���������
�¥��"��
	!�-$O���,�

µ �%�E�m�Io-­�­®o]�����m���E¿Y­m�E��}~�²{*yzn%��}��~�²���mo�¯��m�mo�°±������}~�����
M(y)

}~o]­®­�o#����½ ��­mo-Ãz�²{*}~o@�m�mo#�-����{*}����Q}�o
M
¹±­²���d�E­�o-�m�

n%�dy�o]�m�mo/�|o
M
N�»�}�o-­�­®o/���mo�=

M(y) +M(−y) = 2M.
¹º���Q»

¬ �E��{,�-o��-��{]¯|��­�o�Ã|�²{6}�o����mo�°±������}~�������®n%�����®��o
Mi(y)

}�o-­�­®o����mo

M(y) = M +Mi(y).
¹º� 1 »

5�oO{*�Io]��}~��o��I���Y��}~��o-­`�|o
A
{~oO�|�[�|�m�®}���n%n%�]�|�²�d}�o-n%o-��}����E�t}~���E��{~­��E}~�����N�mo

M
¹º�m�����9���E���E­�­®l]­®oO·¥­L½ �EÃ|o

���-o-­ã»r�|�0{~�Yo[��}��~o%�|o%­i½ ���I�-���d}�o-�m�
Ai

�Q{~{~�|������·
Mi

¹i��°6´�­®o]nOn%oO��´ 1 »�´%Ár½ o[{6}/�I���m�����m���L¯¾{~����{t�Io-���|��oO�mo
¢��]�m�-���E­��®}~��¯z�m�Q��{,�m�Q��{@��o]{*}~��o-�����|������{��E�À�-�Q{���8

M = 0
¯m�E½ o]{*}t·%�|���~o/�E�2�-�Q{@��8

M
o[{6},��nO�Y�E���~oQ´

��3,5 � K C =G7:9 I&7 = =GF:B AEH�
 ;�
 
 F:K4F =@;>H�3
��Å � � Å  ��
	 ��� ���G#�#�
Q���?�+���B./	O�+
%��������
%�

M
�����E�!�E#�	%�!$&� � ) ./
�$�� � ��� ��� ��
�$��?��� .�� �!�0	�
 � ��� M � ./�

��#������ $��*#�
%���������+. ����. � 
�#�,+$&	�� ����$
A
�����*��
������ �!����,*#�	%$(���"�($&,�������
��O�L�����
���
�+
���� � �+���+���0�+./�+�

S
� ��. ���+���

� � 
%�!� S = {0},
� � 
%�!� S

�+��� ��
������ �!����,?�����(��
��������!� ��,?��� ������� �%	%./����$�� #�$&
�#�$&�+� 
�#�#�
%��,��+� �($&,��+.!./�+�?
�� �!�R	 
��!�"	%�!$&�+�
#���$&�+� �

� � 
%�!� S
�+������
%����� �!����,
�+������
%����� �!����,
���'����	%��$&� �Q	�./����$�� #"$&
�#"$&�+�'�+���L���R��,��%��� �������*.�� �����'��� .�� 	���� $&�

#�	�$ � �%�0,�� $���� #�	�$($&	�#�#�
�$�� �0.�� 	 � �
$&,���. �L.�� 	 � �
�!�0	�
��!��	%�!$��0
%� .�� 
%$���
��!��� �
�������������1ÍÎ­
{~� �%}t�|o/��o-n��E�����mo-�@���mo�{*�

F (λ) =

∫ 1

−1

dy

(λ−M(y))2
,

�E­�����{
F (−λ) = −F (λ)

¹º���m�m­������mo]�t­�o9��k��E��¢�o-n%o]�Q}��|o��d�E�������m­�o
y → −y »�´ µ �Ào]�N�|�]�m�m�¶}����mo9{~� λ o]{*}�d�E­�o-�m�,���~�Q�m�~oQ¯ −λ ­i½ o]{*}#�-¢��E­�o-n%o-��}]´ µ �2���Q����­��|},o-�O�6����¢��Y�E��}#��o�}~}~o/��o-n��E�����mo��E�2��������­�­²�E���~or��´ �z´

�

Ü
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6 K � 
%���"�+��� � �+��������	��	�
��$��+) ,�

��
�.��

��3�� � 
GA��47 �47 � 7:A � � ;LB C ;>= 
GI � AEHJI&7 = B 
 =��:B B I,9<C H,7:BM3
p#�Q��{#��­®­�����{@�-}~���m�®o]�t�|o-�mÃ��-�Q{,�����*}����-�m­®��o-��{/¹�>!��¢��m��o 1 »@�I�����,­®o[{~���mo]­�{,­�o]{t�-�E­²����­�{,{~o/n%l-�mo]�Q}�·�­²�%n��E���
�|o%°º��H����)�-­��-n%o]�Q}��E���~oOo�}9���Y�Q�|}~�²{�{*o]�Q}�·2�|o]�|Ã)�-�����-­®��{~������{������Y��{*�]o]{R=/�m�E�Y{/�m�5�-��{]¯�­�o��m�����m­�l-n%oÀ¹76b»
o]{*}%�m�®o]� �I�Q{~�)¹i�E��{~o-�Y��o��mo��d�E­�o-���O���~�Q�m�~oÏ�m��� �~�]o-­�­®oQ¯`}~km�]����l-n%o �m´ ��»�¯8���E��{�­i½ �E�m}~��o���­@o]{*}On��E­��I�Q{~�
¹±o-Ã|��{*}~o]����o2�|o��b��­®o]�m��{����~�Q�m�~o[{��m�Q� ���-o]­®­�o]{�»9��� n%������{%�m����{��-o-�~}����®��{%�]��{�¹ã}~k��-����l-n%o �|´ 1 »�´ Ì � �mo-­²·
�|oO­®o]�m���®��}��-��O�}��®��}~������{*l[���mo�¯��-o]{��|o-�|Ã)�-��{r�m���-�����~o]��}r­²��{~�m�®}~o%�|�)��kY�E�m�®}~��o�´(5�o%�-�Q{��|�N�m���E¿Y­!­����m�]���®��o
�m���-�����~o�­�o]{%���]{~�m­¶}��d}�{O�mo�­²�5{*o[��}��®�Q� �|´ 1 {*�m��­�o]{%���~��¿�­�{%{~� �¥{~��n%nOo]��}%���-¢Q�m­��®o]��{]¯�o�}�­�oÀ�-��{%�|� �m���E¿Y­
�m�®¼U�-������k�o]{@��o]�|Ã��|o�­²��{*o[��}��®�Q���m´ �%{*���,­®o[{,�m���E¿�­²{,���Q��{6}��E��}�{������,n%������o]���|Ã¾´

>!�®¢Q�m�~o 1 =`���~��¿�­¾�m�®¼U�-���m�Y��kmo]{@o-}@���~��¿�­¾­®���m�[�E���~oQ´

��Å ª�©m¦�Ë�� 
 ��� ¨ Ê�� �!� � ��� ©��º¨ Å�� p#�Q��{#�-����{~���m�-������{�­�o��]��{@�����*}����-�m­��®o]�

M(y) = M+ y,
¹º���z»

��� �zÊ ¨�� � Å  � � � � ./�*#"$&
&�L.
M(y)

�+��� ��
����",*#�	%$ � � � � �
A
� � 	��%�0�+� 	����+���"� �%	%./����$ #�$&
�#�$&����
%��$�,���.!./� �

�������������<p#��}~�Q��{,���mo
∫ 1

−1

dy

(λ−M(y))2
=

∫ 1

−1

dy

(λ−M+ y)2
=

2(
λ2 −M2

+

)

5
	ºo]�����E}~���������|ÃÏ�d�E­�o-����{/¹ 1�1 »��m�������~o[{�{]½ �]�����®},��­®�Q��{

λ2 −M2
+ = 1

�|�Q�Q}@­�o]{,�|o]�|Ã�{~o-�m­�o]{@{~��­��|}~������{]¯
λ = ±

(
1 +M2

+

) 1
2
¯m{~����},�~�]o-­�­®o[{r¹i��o/{~����}�­�o]{,�mo-�|ÃÏ�d��­®o]�m��{8�m�����m��o]{

λ±�E���m�����-�-o[{8�Y�E�,­�o�}~km�]����l-n%o���´ �d»�´
�

��Å ª�©�¦NË�� 
 � � � ��� Å 
 ¤�� Ç ª Ê 
!ª � Å ¦ ��pt����{���­®­����Y{/���Q�®�����mo
A
�Io-�m}��b���Q�®�/�|o[{/�d�E­�o-�m��{��m�����m��o]{��m�Q�

���-o-­�­�o]{]´!wz�m���Y��{*�Q��{�o-�Oo�¸Èo�}����mo
M
�m��o-�Y���|o]�|Ã9�d�E­�o-����{`�-����{*}����Q}�o]{��|�®¸I�]�~o]��}~o]{�{~�m�`­�o]{`�|o]�|Ã9���Q}�o-���d�E­�­®o[{

I± = ± [ 0, 1[
´ µ ���Io-�|},}����d�6�Q�m��{,{*�m���Y��{*o]�#�Q��o��-o]{,�|o]�|Ã��d��­®o]�m��{,{~����},�����Y��{*�]o]{

M(y) = ±M+,
{~�
y ∈ I±.

¹º� �Q»
p#�Q��{#{��b���Q��{@�|�6�*·����mo

M+ o�} −M+ {*�Q�Q}#�|o]�|Ã��d��­®o]�m��{@���~�Q�m�~o[{,�|o/n9��­¶}��®�m­��²���®}~�����|¿��m��o¥¹º��°�}~km�]����l-n%o
��´ ��»�´
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	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� 6 �

��� �zÊ ¨�� � Å  � � � �
. �B#�$&
,�A.
M(y)

�+���B��
�����,B#�	%$ � ��� ���
A
	��%�0��� �J��	��+� �+�0����� � �Q	�./����$��0#�$&
�#�$&�+�

���!�:#"./�+� �+� ��� ��
%$�� ��� ±M+ � ��� 	���� $&��#�	�$�� '
� � � M+ ≥ 1

�L�����
����	%��$&� �Q	�./�+��$��*#"$&
�#"$&��� ��
%� � $�,���.!./�+� �
� � � M+ < 1

�L�������B��
%��� $&,��+.!. ��� �*���+��� ��
%���*�!�0	�
��!��	%�!$�����#"��$&��� �
�������������	"��2�]�-�~���d�E��} =

(λ −M)2 u = Eu���Ï�����®}����mo
u
o]{*}@�-����{*}����Q}�ot{~�m����kY�������Ï�|o]{�����}~o-���d�E­�­®o[{

I−
o�}
I+
´ ¬ or�m­���{]¯|{*�

u−
o�}
u+

�m�]{~�®¢Q�mo-��}8­�o]{
�|o]�|Ã��d�E­�o-����{@���Q��{*}��E��}�o]{]¯|���2��=





(λ+M+)2 u− =
1

2
(u+ + u−)

(λ−M+)2 u+ =
1

2
(u+ + u−)

�¾½ ��8�­i½ ���À�|�[�|�m�®}
1

2 (λ+M+)2
+

1

2 (λ−M+)2
= 1,

{~���®}@o]�����Q�~o
1

2

[
(λ+M+)2 + (λ−M+)2

]
= (λ2 −M2

+)2,
�E½ o]{*}t·%�|���~o

(λ2 +M2
+) = (λ2 −M2

+)2,ÍÎ­�o[{6}#��­²�E���[¯|¢����E�mkm�²���mo-n%o]�Q}[¯|�Q��o/­®o[{@���Q�����mo]{,�|o�­L½ �[�����d}��®�Q��o]�
X

(X +M2
+) = (X −M2

+)2,

{~����}`�~�]o-­�­®o[{-¯d­²���m­®�Y{�¢����E���|o���}��E��}��m�[��o]{�{��E���~o]nOo]��}��I�Q{~�¶}��®�Qo�´S5�o]{`�mo-�|Ã�{~����}`�I�Q{~�¶}��®�Qo]{�{*�|o-}�{*o]�m­�o-n%o-��}�{*�
1 ≤M2

+

´ µ ��o-�%�|�]�|���¶}����mo,{*�
1 > M2

+

¯
A
���mnOo-}��mo-�|Ã9�d��­®o]�m��{!�m�������~o[{
��n��E¢��������®��o]{��m�m��o]{����Q�d�6�m¢Q�m�-o[{

o�}t�mo-�|ÃÏ�d��­®o]�m��{@���~�Q�m�~o[{��~�]o-­�­®o[{@���m�I�Q{~�-o[{-´
�

��3�� � 7 � ;LB��E7:B C =���� H,B ;LK 
GI,B��49 F�
 = I,?�A47:B ��� K 
GI,K�A B 7�
 � =���I,B B ;>K 
GBM3
p#��}~��o9�m�m}�o[{6}����-�!��½ �Q�|}~o]�m�®���m�)��o]�*}��E���Â�m��n��m��o9�|oO�~�[{*�m­®}��E}�{r¢��]�m�-���E�|ÃÀ{~�m�r­L½ �-��o]��}~�mo]­®­�o9o-Ãz�²{*}~o-�Y��o��mo
�d�E­�o-�m��{r�m�~�Q�m��o]{r�m���0�~�]o-­�­®o[{r�m����{r­®o��-�Q{t��8

M
o[{6}��m�)�m�~��¿�­��E��}~�²{*yzn%��}��~�²���mo��-����}~���z�No-}�{*}~������}~o]nOo]��}

n%���m��}~�Q�mo�´�Á8��n%�|}�o�}~o]���2�|�2­�o-n%n%o/��´ 1 ¯������mo��Yo]���2�E�Y���m�mo�¢Q�-�m�]����­®�®}~��o-�2{~�m�m�I�Q{��E��}#�Q��o�=

y →M(y)
o[{6}t�-����}~���z��o-}t{6}��~�²��}�o-n%o-��}#�������²{�{~���Q}�o�´ ¹±��¡Q»

5�o[{@�~�[{*��­¶}��d}�{,���mo��m�Q��{#��­®­�����{@�|�]n%����}~��o-�,�m��������o-��},���mo/�|o-�|Ã��-­��-n%o-��}�{!�6���mo]�Q}#������T�­�o��®n%�I���~}��E��}G=
� ­®o[{@�m�~�Q�m���®�-}~�]{@�|o ��
�� �%�J���!� , �|o M(y)

¯
� ­�� $&,�
���./	%$��!� , �|o M(y)

�E�����Q��{~�����E¢Qo��|o�­L½ �Q�~��¢����moQ´
¬ �E��{@��o����m�¾{*�m�®}]¯|������{��E­�­®�Q��{8�m����{8­��®n%�®}~o-�,·O�|o]{8�m���E¿�­²{��E��}~�²{*yzn%��}��~�²���mo]{����Q��}~�����Y{8{*}~������}~o]nOo]��}@�-�~�Q��{*¼
{��E��}�{��|�Q�Q}/­²�2�����z�Qo�Ã|�¶}��9o[{6}/¿mÃ|�]oO�m����{�­�o%�mo-n%�¶¼U���Q}�o-���d�E­�­®o

[0, 1]
¹ >!�®¢Q�m�~oO�z»�´ Ì �d�E��}��¾½ o-��}~��o-�/�m����{�­�o

�z�¶°`�|�Â{~�d�6o�}[¯��m���]{~o-��}�����{@���®¼Î�|o]{�{*�Q��{@�m��}~��o��m�-n��E����kmo/�E����{~�
����½ �������®­²�E�À�|o[{,�~�[{*��­¶}��d}�{,���mo/������{#��­®­����Y{
���m}~o-���®�[´
� ¬ ����{�­®o��m����­����m¢Qo-n%o-��}@�|���]��{@�|���m�~��¿�­È­®���m�[�E���~oQ¯�������{���}����|������{�}����|},�¾½ �E�I�����¥­�o/�-��{@�|o[{��m�~��¿�­²{­®���m�]���®��o]{��Y�E�`n%������o[�E�|Ã¾´ 5�·�o-���-����o�¯E­�o]{��]�E­²���m­²{`{~o,nOl]�mo-��}8·�­²��n��E���Oo-}�­®ot¢����Q{��b�d�E��}���¢�o�o]{*}��Q��o
­��r°±���Y��}~�����

F (λ)
{~o,�~�]��l-­�o�O�}��~o@�m�mo@°±������}~�����O���E}~�����m��o-­�­®oQ´�Á8o]{��-�E­²����­�{��m�Q��{��Io-��nOo-}*}�o-��}��¾½ ��}����m­��®�

�m���m��o-n%�®o]�����]{~�m­¶}��d}��Q{~{~o�@,¢Q�-�m�]����­m{*�m��­®o[{��m���E¿�­²{`­��®���]�E����o]{�������n%������o]���|Ã¾¯��E½ o]{*}�­�o,}~k��-����l-n%o �m´ �z¯
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>!�®¢Q�m�~o�� =!���~��¿�­�{t�E��}~�²{*yzn%��}��~�²���mo]{@·%���Q�z��o�Ã|�®}~�r¿mÃ|o�{*���,�m�À�|o-n%�®¼L����}~o-���d�E­�­®oQ´

� p#���Y{%}~���E�®}~�Q��{%o-��{~�m�®}~oÂ­�oÂ�-�Q{¥�|o[{��m���E¿�­²{¥���Q��}~�����Y{%���E�Ï�mo]{¥���~¢Q�mn%o-��}�{��¾½ �E���m�~�bÃ|��n��d}~����� ������®��}~o]�~�I��­²�d}��®�Q�Ï­��®���]�E����o�´`p#�Q��{@��}����|������{#{~���]��o]{�{~�®�Qo-n%o-��},�|o-�|Ã2�-�Q{�=
¹º�²»

M
o]{*} ��
�� �%�J��� {~�m�

[0, 1]
=9�m����{/��o¥�]��{�­L½ �Q�Y�]���E}~o-���

A
�
½ �O�*��n%����{/�mo��b��­®o]�m���m�������~oO�m���

���-o-­�­�o%¹±}~km�]����l-n%o �|´ ¡�»�´
¹±���²»

M
o]{*} ��
%�"��	 �Q� {~�m�

[0, 1]
=O���E��{9­®oÏ�]��{/­�o¥�m�Qn9�m��o¥�|o¥�d��­®o]�m��{��m�~�Q�m��o]{/�m�Q� �~�]o-­�­®o[{��|o

Ao]{*}#�-¢��E­¾·%�O���À�|¯m�E�Y�Q��o-­��-�Q{@o-­�­®o[{,{*�Q��}@��n��E¢Q�®�����®��o]{8�m�m��o]{@o-}t���Q�d�6�m¢����-o]{/¹±}~km�]����l-n%o �|´ �d»�´
�����m��}���������kmo]�!­L½ �E­®}~o-�����E}~����o�¯��®­|°º���|}`°º�E����o@�mo]{�kzyz�Y��}~kml[{*o[{��m­®�Y{`�m���]���²{~o]{]´�p#�Q��{`�b���Q��{!��}����|���
�|o]�|Ã�{~����{,�]��{ =

¹º�Q»
M
o]{*} ��
�� ��,+$�� �%	���./� �+�

0
o�}�nRO]nOo�{*� ��{��En%n%o-��}�{~�®��¢��m­��®l]�~o#�������Q��{~�®�Y�E¢�o,�|ot­i½ �����®¢Q�®��o

�I���m���Q��o�­���°±������}~�����
1/M2 ¹º���m�
}~o]���À�m�[��o]{�{��E���~o]nOo]��}#��o-��{ +∞ ·%­L½ �����®¢Q�®�mo/�Y�E�r�-���|¼

}~���z�m�®}~�Ïo-}���n%���E���¶}��Ï�|o
M
»�{*�Q�¶}9����}~�]¢����E�m­�o�´ µ � ���m}~��o-��}��m����{9�-oÏ�-�Q{��m�mo������Y�|�¶}��®�Q�

�m�[��o]{�{��E���~o0o�}À{*� �¥{��E��}~o0�Y�Q�m�2­i½ o�Ã|�²{6}�o-���-o)�mo0�d�E­�o-����{��m�����m��o]{Ï�m��� �~�]o-­�­®o[{�= ��½ o[{6}2­�o
}~k��-����l-n%o �|´ K2¹±�Q�����#�E��{�{*�È­²�%�~o]n��E���Q��o �m´/6[�E»�´

¹±�Y»
M
o[{6} ��,+$�� �%	���./� �+�

0
o�}��|o��-­��Q{~{~o

C2 {*�m�/��k��Q���m�)�|o]{/�mo-�|Ã0{~���Y{r����}~o]�~�d�E­�­�o]{ [−1, 0]o�}
[0, 1]

´ ¬ �E��{r��oO�-��{]¯I�®­!o]{*}t�m�[��o]{�{��E���~o����mo
M
{~���®}

C2 ·�­L½ �Q�~��¢����mo��I�����r���mo A ��½ �E�®}
���Q{��|o��d�E­�o-�m�O�m�����m��o¥�m�Q� �~�]o-­�­®o�=��E½ o]{*}�­²�Â�m��o-n%��l-��o¥���E�~}~��o��m� }~km�]����l-n%o �m´/6b��´0�`���
�E��­�­®o]�m��{]¯d­�����{~���mo

M
o]{*}!o-¸Io[��}��®�Qo-n%o-��}

C2 ·r­L½ �Q�~��¢����mo�¯bn%�dy�o]�m�����Q}����mo-­²���mo]{!kzyz�Y��}~kml[{*o[{}~o[��km�m�²���mo]{#{~�m�
M

¹±���Q�®�@}�km�-�Q�~l]n%o �m´/6b�9�I�����,�m­®�Y{#�|o��m���]���²{~�®�Q�Y»�¯|�Q���Io-�|}r��}����m­��®�,�m��o
���Q���|�®}~����� �m�]�-o]{�{~���®��o¥o�}�{~� �¥{~���Q}�o��I������­L½ o-Ã|��{*}~o]����o2�|o��b��­®o]�m��{9�m�������~o[{��m�Q� ���-o-­�­�o]{ =
�E½ o]{*}#­²�O�mo-�|Ã|��l-n%o/���E�~}~��o/�|��}~km�]����l-n%o �|´ 6[��´
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M

���
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���� ��� $���./� �0�+�
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%� ��	 $&,�
���./	%$��!� , ��� ��� 	%����$&� #�
%�!� � �
����$�� 
%��� ���(
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%�E#�� �C��� . �+�'�R�

� � � ��� � ����� �����+�-�	��$'./� �+	��!� �����R.�� 
%�-���R$�������$&�+��
���� �����+�E#"$&
&�L. �R	������ � �%�0,�� $����������0�+���:��
%� � 
+$�� � 0
���

$���./��#�	�$�� ������. ����$ � � � �+	��!� � ./��#�
��!��� �!�:#�
%$�� 	%� ������� ����� � ��
%�E#�� � � ����� ���B.�� 	������ � �%�0,�� $�������� M ��� �+���
���?#�
%�!��� ��� �!�G)�������
%� � ��
%�"��
 ./���*#�
��!��� ��� �!� ) ������
%� � 
�� ��� � 
%� 
�� � ���R./	 ��
�� �%�J���!� ,B���

M
����$R� ��	��+���

�����'� � �!��� �+$��%	%.!./���?���
M �

 �� ���
	 � §�
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!¦ � � � � ©��±¨ Å ¦ � ©|¨ � Ê ¨bª Å © 
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p#�Q��{,{~�m�m�I�Q{~����{

M(y)
¯m������}��®�z�2o�},��nO�Y�E���~o�o�}t����½ ��­�o�Ã|�²{6}�o����mo�{*���¶}�o�¿��m��o

x0 = 0 < x1 < · · · < xN = 1,
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�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� ��6

}~o]­®­�or���mo
M
o]{*}8­��®�m�[�E���~or�m�E��{�­i½ ���Q}�o-���d�E­�­®o

]xi, xi+1[
�I���m��}~���m}

i < N
´ Ì �|}��~o]nOo]��}�{~�

Mi = M(xi)
¹±o]�

�����*}����-�m­®��o-�
M0 = 0

»�¯m�m���Y{,�b�����Y{




∀ 0 ≤ i ≤ N − 1, M(y) = αiy + βi

�m����{
[xi, xi+1],

αi =
Mi+1 −Mi

xi+1 − xi

, αixl + βi = Ml, l = i, i+ 1.

¹º��K�»

µ �2{*�m���Y��{*o]���Oo-�����m}~��o�­²��°±������}~�����
M
{*}~���²��}~o]n%o-��}t�������²{~{��E��}�o�¯z�E½ o]{*}t·O�m�®��o

∀ 0 ≤ i ≤ N − 1, Mi+1 > Mi (=⇒MN = M+).

"��|¿Y���Q�2�Yo]�|},}~�Q�d�6���m��{,{~�m�m�I�Q{~o-�[¯m�Q���¶}~}~o�·%��k��E��¢�o-�@­�o/�|�]�-���m����¢�oQ¯m�Q��o�=

∀ 0 ≤ i ≤ N − 1, αi+1 6= αi

��� �zÊ ¨�� � Å  �  � 
%�!�
M(y)

���R#"$&
&�L. ��� $������ �+�0�+� �*��$&
%� ����	%� � �A�!�E#�	%�!$ ��,#�L���"#�	%$ � �:��� �+� � ����� � ) ./
�$��
��� � � �S./	 �+
%��������
%�

M
�+���*��
%���Q����� ��	%���

[0, 1]
�S. � 
�#�,+$&	�� ����$

A
� � 	 	����+���"� �%	%. �+��$*#"$&
�#"$&���"
%� $&,��+.!./� �

� �!� � � �*./	 �+
%�"�+����
%�
M
�+��� ��
%����	 �Q� ��	%���

[0, 1]
�*.�� 
�#�,�$&	�� ����$

A
	C	%�B#�. ���0������� �%	%./����$�� #�$&
�#�$&�+�'�"
%�

$&,��+.!./�+�
�+���S��
����L�",����+����	%�!$&���R����� �!�R	 
��!�"	%�!$&�+� #"��$&���
���*��
%� ����
���,��+� �
�������������<p#��}~�Q��{8}~���m},��½ ���Y�Q�����Q��o�¯m�b��o[�#­L½ kzyz�I�E}~k�l]{~o��|o/�-�~�Q��{�{~������o��|o

M
¯|�m����{@{��b���Q��{8���mo

A
��½ �

���mo/�|o-�mÃ��d�E­�o-�m��{@�m�����m��o]{����-o]­®­�o]{�¹º��°6´`}~k��-����l-n%o[{@��´ �/o-}#��´ ��»�´��,o]n��E���Q������{@o]��{*���¶}�o����mo
∫ xi+1

xi

dy

(αiy + βi − λ)2
=

1

αi

∫ xi+1

xi

αi

(αiy + βi − λ)2
dy =

1

αi

[
1

(αiy + βi − λ)

]xi

xi+1

,

�E�m}~��o-n%o-��}#�|�®}
∫ xi+1

xi

dy

(αiy + βi − λ)2
=

1

αi

[
1

αixi + βi − λ
− 1

αixi+1 + βi − λ

]
,

�E½ o]{*}t·%�|���~oQ¯m����n%�|}�o�}~o-�z�À�|o¥¹º��K�»
∫ xi+1

xi

dy

(αiy + βi − λ)2
=

xi+1 − xi

Mi+1 −Mi

[
1

Mi − λ
− 1

Mi+1 − λ

]
.

"���}~o]���E��}t�-��n%�|}~o/�|o/­L½ �®n%�����~�®}~�/�|o
M
¯|�m�Q��{@���m}~o-������{

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F (λ) =

N−1∑

i=0

xi+1 − xi

Mi+1 −Mi

[
1

Mi − λ
− 1

Mi+1 − λ

]

+

N−1∑

i=0

xi+1 − xi

Mi+1 −Mi

[
1

Mi + λ
− 1

Mi+1 + λ

]
.

¹º� ��»

Ì �m}~��o-n%o-��}!�m�¶}[¯[­²�@°±�Q����}��®�Q�
F (λ)

¯E�,�m���®�Q�~��km��­���n%�����mkmo����E��{
C\[M−,M+]

{*o��m�~�Q­®�Q�m¢�o�o]���m�mo`°±�Q����}��®�Q�
n%�-����n%�����mkmo��m�E��{

C
¯��m­���{O�m���]�-��{~�-n%o-��}9���moÏ°±������}~����� ���d}��®�Q�m�mo]­®­�o�¯��Q�|n%o�}*}�o-��}

2N
��T�­�o]{O{*��n%�m­®o[{-¯�·

{��b�������,­�o]{ ± Mi, i = 1, · · · , N ¹±­�o9­�o]��}�o-�m�r���]�~�®¿�o-�����E�²{~�-n%o-��}r���mo
M = 0

��½ o]{*}r���Q{#�m�Â�z���E����T�­�o�¯I­�o]{
}~o]�~n%o[{#���Q�~��o]{~�Y�Q���m���Q}#{]½ �]­®��n%�®�Y�E��}�»�´��`���t{*���¶}�o�¯I�®­�o]{*}r��­²�E���t���mo�­L½ �[�����d}��®�Q�

F (λ) = 2
{*o/���]�m�m�¶}�·��m�mo

�]�����E}~�������Y�Q­®yz�m�QnO�²�E­�o/�|o/�|o-¢Q�~�
2N

��o/���m���|�]nO�Q��}~��o����mo
A
���|n%o�}t���Ï�m­���{

2N
�d�E­�o-����{��m�����m��o]{8�m�Q�

���-o-­�­�o]{]´
� }����|������{�n��E���Q}�o-������}
­®o[{��I�Q{�{*���m­�o]{¾�����-�®��o]{¾���-o]­®­�o]{��|o�­L½ �[�Q�Y�d}~�����

F (λ) = 2
¹º���m���mo�{~����}
���Q{
�|o[{��d�E­�o-����{

�m�����m��o]{��|l]{%����½ o-­�­®o[{%{*�Q�Q}%�m�E�Y{
[−M+,M+]

»�´ pt����{%{��b���Q��{9�|�*�*·0����½ ��­�y o]� �0�|o-�|Ã¾¯�o-}%{~o-��­®o]nOo]��}
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��� � 
%���"�+��� � �+��������	��	�
��$��+) ,�

��
�.��

�|o]�|Ã¾¯�o-�Â�mo-km�Q��{#�mo
[−M+,M+]

¹i��°�}~k��-����l-n%o/�Y´ �d»�´,p#���Y{#��o-n��E�����m����{,���moQ¯Y�����Q���²{*������¢�o/�|o9��k��Q���mo
Mi, 1 ≤ i ≤ N − 1

F (λ) ∼
( xi+1 − xi

Mi+1 −Mi

− xi − xi−1

Mi −Mi−1

) 1

Mi − λ
, (λ →Mi),

¹��E��»
�E­�����{@���mo����E�#���®­�­®o]�m��{�=

F (λ) ∼ − xN − xN−1

MN −MN−1

1

MN − λ
, (λ→MN ).

�|o�}�o-­�­®o�{~���~}~o����mo�¯mo]���Y�E�~}~�²���m­��®o]� =

F (λ) → −∞,
���������

λ→M−
N

¹���6b»
¹±�ã»,wz�m���Y��{*�Q��{@n��E���Q}�o-������},���mo

F
o]{*}t���Q���Qo�Ã|o��m�E��{

[0, 1]
¯m�E½ o]{*},·��m�®��o/�Q��o

∀ 1 ≤ i ≤ N − 1,
Mi+1 −Mi

xi+1 − xi

>
Mi −Mi−1

xi − xi−1
.

"��¥�m}~��­®�²{~����}r¹�����»`o-}r¹���6]»�¯������Io-�|}@�E­�����{`��o-n��E�����mo-�����mot���E��{�}�����{�­®o[{�����}~o-���d�E­�­®o[{
[Mi,Mi+1]

¯
1 ≤ i ≤

N − 1
¯

lim
λ→M

+

i

F (λ) = +∞, lim
λ→M

−

i+1

F (λ) = −∞.

Ì �m}~��o-n%o-��}t�|�®}]¯m­²��°±������}~�����
F
�m�~o]����­��O�d�E­�o-�m�t�O����n%�Q�®��{@���mo�°±���²{,�m�E�Y{,��k����-�m���mo]{#p#¼�6����Q}�o-���d�E­�­®o[{

[xi, xi+1], i = 1, · · · , N − 1
´��`�E�@{*yzn%��}��~��o#�Q�¥o-���|�]�|���¶},���mot­L½ �[�����d}��®�Q�

F (λ) = 2
���E�¥n%�Q�®��{

2N − 2���������mo[{8���-o]­®­�o]{,���E��{
[−M+,M+]

´A5�o[{@���Q�����mo]{@�|o
F (λ) = 2

{~����}@}~�Q�|}~o[{,���-o-­�­�o]{�o�}
A
��½ �%�|���Y�r�Y��{,�|o

�d�E­�o-�m��{@�m�����m��o]{��m�Q�����-o]­®­�o]{]´
¹±���ã»,wz�m�m�I�Q{~����{@n����®��}~o]���E��}#���mo

F
o[{6}t�-�����]�b��o��m�E�Y{

[0, 1]
¯m�E½ o]{*}#·O�m�®��o����mo

∀ 1 ≤ i ≤ N − 1,
Mi+1 −Mi

xi+1 − xi

<
Mi −Mi−1

xi − xi−1
.

µ ���Yo]�|}r�E­�����{��~o]n��E���Q��o-�@�Q��o��m�E��{@­�o]{@����}~o]�~�d�E­�­�o]{
[Mi,Mi+1]

¯
1 ≤ i ≤ N − 2

¯

lim
λ→M

+

i

F (λ) = −∞, lim
λ→M

−

i+1

F (λ) = +∞.
¹��Q��»

�E­�����{@���mo/�m�E��{#­i½ �®��}�o-���b��­®­�o
[MN−1,MN ]

lim
λ→M

+

N−1

F (λ) = −∞, lim
λ→M

−

N

F (λ) = −∞.
¹�� 1 »

Ì �m}~��o-n%o-��}`�|�¶}[¯Eo-�O�|}��®­���{��E��},¹��Q�E»�o�}�­®o8}~km�]����l-n%o@�|o]{!�d�E­�o-�m��{��®��}~o]�~n%�[�|�����®��o]{]¯b���������®}!���mo�­²�#°±�Q����}��®�Q�
F�m��o-����­²�%�d�E­�o-�m�t�%����n%�Q�®��{@���mo/°±���²{,�m����{#��k��Q���m�À�|o[{#p,¼6���®��}~o]�~�d��­®­�o]{

[Mi,Mi+1], i = 1, · · · , N − 2
´

�`�E��{*yzn%��}��~��o�¯@��� o-�f�|�[�|�m�®}����moÂ­L½ �[�����d}��®�Q�
F (λ) = 2

� ��� nO�Q�®�Y{
2N − 4

���������mo[{��~�]o-­�­®o[{Ï�m����{
[−M+,M+]

´�Á8��n%�|}~ot}~o]�����|o]{��|o-�mÃ%�����-�®��o]{t¹º�d�E­�o-�m��{����~�Q�m�~o[{�»`o-�Ï�|o]km����{��mo
[−M+,M+]

¯z­i½ �]�����E}~�����
F (λ) = 2

�%�|o]�|Ã����|}~��o]{����������mo[{-´
Ì �Y���m�mo/�|o��-o]{����������mo[{8��o��Io-�m}t{*o�{*�®}~��o-�#�m����{@­i½ �m�2�|o]{@����}~o]�~�d�E­�­�o]{

[−MN ,−MN−1]
���

[MN−1,MN ]�-���]¯¾�-��n%�|}~o9}~o]���5�|o�¹�� 1 »�¯�{~�
F (λ) − 2

{]½ �E�m�z�m­�o��m����{
[MN−1,MN ]

¯¾o-­�­�oO{]½ yÂ���m�z�m­�o��E�0n%������{r�mo-�|Ã
°±���²{2¹±o]� ���Qn%�|}����Q}¥�Â°±���²{����mo��]��o]�Q}��mo-­�­�o������-�®�mo��|�����m­®ob»�=����E��{~y�n%�-}~���®oQ¯���� ���m���E�®}%�|�Q�����N���������mo[{
{~�m�m�m­��-n%o-��}��E���~o[{-¯#�-oN���m�ro[{6}��®n%�I�Q{�{*���m­�o�´��`���Ï�m�f���E�²{~���m�mo]n%o-��}Ï�E����­®�Q¢��moQ¯,��� �Q���®}����mo0�-o]{Ï�mo-�|Ã
���������mo[{�n%���������E��}�o]{��mo��Io-�m�Qo-��}9�E�����E�~}~o]�m�®���m�Q�5�m­®�Y{�·À�E���-�m�5�|o]{�p#¼Î������}~o-���d�E­�­®o[{

[Mi,Mi+1], i =
1, · · · , N − 2

´
¬ �E��{�­L½ ����}~o-���d�E­�­®o

[−M1,M1]
¯¾�®­`o[{6}�°º���-�®­�oO�moO�Q���������moO­²�¥°±�Q����}��®�Q�

F (λ)
o]{*}��Y�E���~o�o�}�}~o]���Â�Qo-��{

+∞�����E�Y�
x
}~o]������o-��{ ±M1

´ ¬ o��m­���{]¯|o-­�­®o�o]{*}#�������²{~{��E��}~or�Y�Q�m�
x > 0

¯z�m�]�������²{�{~���Q}�ot�I���m�
x < 0

o-}@�m�����
�d}~}~o]�®��}t{~����nO���m��n9�mn1o-�

x = 0
´ ¬ o]�|Ã��]��{,�|o�¿�¢Q�m��o�{~o/�m���]{~o-��}~o]�Q}#��­®�Q��{ =
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���������
	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� � 1

� F (0) ≥ 2
´ ¬ �E��{���o��]��{]¯b­i½ �]�����E}~�����

F (λ) = 2
�t�|o-�|Ã����������mo[{¾���m�I�Q{~�-o[{��m����{�­L½ ����}~o]�~�d�E­�­�o

[−x1, x1]o�}#��o/�mo�{~����}@����{t�|o]{@�d�E­�o-����{@�m�������~o[{��mo
A
´

� F (0) > 2
´ ¬ �E�Y{9��o��-��{]¯
­�o]{9�|o-�|Ã5���������mo[{/n��E���������Q}�o]{/{~����}9�|�Q������n%��¢������E����o]{��m�m��o]{�o�}��-���|¼

�6�m¢��m�]o]{@o-}t��o/{*�Q��},�mo]{,�d�E­�o-����{��m�����m��o]{@�|o
A
´

p#�Q��{8�®­�­®�Y{6}��~�Q��{8�-�¾�|o]{�{*�Q��{���o]{��|o]�|ÃÏ�-�Q{8�|ot¿�¢����~o[{8{~�m�@�|o-�|ÃÏ�]��{8���E�~}~�²����­®��o-��{��-�����~o[{*�I�������E��}8·
N = 6o�}#���2�m�]���Q�m����¢�o��m�m�®°±����nOo/�|o

[0, 1]
´

� Á���{ 6
= M o]{*}8­L½ �®��}~o]�~�I��­��-o�­��®�m�[�E���~o�{*�����-orn��E��­�­���¢�ot�|o�­²��°±�Q����}��®�Q�
th(y)

´�p#�Q��{���o-���~�[{*o]�Q}�����{�­®o
¢����E�mkmo@�|o

F (λ)
{~�m�`­L½ �EÃ|o,�~�]o-­�¹�>!��¢��m��o �Q»�´S5
�/�|�����®}~o,km�Q�~� @-�Q��}��E­�o��~�Q�m¢�o@o]{*}�­²�/�|�~�Q�¶}�o,�¾½ �Q���m���m�m�]o

�����Y{6}��E��}~o%�-¢��E­�o�·Â�|´ 5
o�­®o[��}�o-�m�����E}~o]���2���mo�­L½ �Q�5�mo¥���Q�¶}/���Q{��|o¥�I���~}~�����5�|oÏ�-���m���Io%���E��{/­�o]{
�®��}~o]�~�d��­®­�o]{

]−MN ,−MN−1[
o-}

]MN−1,MN [
¹±�²���

MN

�b���|}
th(1)

» =���o]�-�Yo[{6}@� �Ï���%°º�E�®}����mo#­�o]{
�b��­®o]�m��{����~�²{*o[{!���E�

F
�m�E��{��-o]{����Q}�o-���d�E­�­®o[{!{~���~}~o]��}`�mo�­L½ �®��}~o]�~�d��­®­�o

[−12, 12]
´��`�E�����®­�­�o-�m��{

F (λ)−2{-½ �E�m�z�m­�o��|o-�|Ã�°±���²{,�m�E�Y{
] −M1,M1[

´

−2 −1 0 1 2

−10

−5

0

5

10

>!��¢��m��o ��= 5�o/¢Q�����mkmo��|o
F (λ)

´
M(y)

o[{6}#­L½ ����}~o]�~�I��­���­®���m�]���®��o/{*���(6[�9�®��}~o]�~�d��­®­�o]{,�|o
th(y)

´

� Á���{��C= M o]{*}�­i½ �®��}�o-���Y�Q­®�]o�­��®���]�E����o�{~�m�/��o%n��E��­®­²�E¢Qo��|oO­��Ï°±���Y��}~����� √
y
¹�>!��¢��m��oO¡Q»�´ 5
o]{����QnO¼

nOo]��}��E����o]{#��o-­²�d}��¶°º{����|ÃÀ�®��}~o]�~�d��­®­�o]{
] −MN ,−MN−1[

o�}
]MN−1,MN [

¹i��o�}~}~oO°±���²{
MN

�b���|}
1
»

{*�Q�Q}�}~�Q�d�6������{��|o�n%�²{*oQ´ "��5��o-�d�E�Y��kmo�¯¾�Q�0�m��}~o���o-}*}�o�°±�Q��{/���mo
F (λ) − 2

�mo�{-½ �E�m�z�m­�o%����{/���E��{
] −M1,M1[

´

�

 �� ����� �8Å ª�©�¦�Ë � 
 � � ¨ Ê�� ��ª Ê�� § � � 
 Å §�ª Ê ���YÅ � Å ¦�
�¨
[0, 1]

�
��� �zÊ ¨�� � Å  �!# � 
%�!�

M(y)
��� #�$&
,�A. ��� $������ ���0�+� �0��$&
�� ����	������B�!�:#�	%�!$ ���B��
������!��� ����$

[−1, 1] � ���
���G#�#�
Q���

M(y)
�+���L��
%� �%��� � ����$

[0, 1] � ) ./
%$�� .�� 
�#�,+$�	%� �+��$ A � � 	����R��� 	%��������� �%	%. �+��$ #�$�
�#�$��(��
���$&,��+.!. � �

Ü
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�d� � 
%���"�+��� � �+��������	��	�
��$��+) ,�

��
�.��

−2 −1 0 1 2

−10

−5

0

5

10

>!�®¢Q�m�~o/¡�=S5
o/¢����E�mk�o��|o
F (λ)

´
M(y)

o]{*}@­L½ �®��}~o]�~�I��­��/­��®�m�[�E���~o�{~�m�(6[�����Q}�o-���d�E­�­®o[{,�|o √
y
´

������������� wz�Q�¶}
h = 1/N

´ µ ���-����{~���ml-��or­�o/n��E��­®­²�E¢Qor���-¢Q�m­®��o-�#�mo
[0, 1]

���Q��{*}~�®}~�m�������,­®o[{,�Y�Q�®��}�{

xi = i h, i = 0, 1, · · · , N
wz�Q�¶}

Mh(y)
­�o,�m�~��¿�­|­��®�m�[�E���~o@������n%������o[�E�|Ã��Q�|}~o]���%o]�O���~�Q­®�Q�m¢�o[�E��}!�Y�E�`��nO�Y�E���¶}���¯E­L½ ����}~o]�~�I��­��-o,­��®���]�E����o

�|o
M
{*�m�#�-o�n%���®­�­²�E¢�oQ´�Á8­����®��o-n%o-��}G=

‖M −Mh‖L∞([−1,1]) ≤ ω(M,h),
��8

ω(M,h)
�|�[{*��¢���o�­�o�n%�z�m�m­®o��mo�������}��®�z�m�®}~���m�m�®°±����n%o��|o

M

ω(M,h) = sup
|y1−y2|<h

|M(y1) −M(y2)|.

"��2�����*}����-�m­®��o-�
‖M −Mh‖L∞([−1,1]) → 0

���������
h→ 0.wz�Q�¶}

Ah

­i½ ���I�-���d}�o-�m���Q{~{~�|�����������m���E¿Y­
Mh

´ µ �Oo]{*}��m�E��{�­�o,�-�Q{`�¾½ ���m�m­����]�d}��®�Q�O�|�%�I������}t¹±�ã»��|�O}~km�]����l-n%o
�|´ ��o�}#�m�Q��{,{��b�����Y{8���mo/­�o/{*�Io]��}~��o��|o

Ah

o[{6}#�m���~o]nOo]��}@���-o]­i¯m�-o/�Y�Q�m�@}~�Q�|}
h
´�Á8�Qn%nOo

A−Ah =




M −Mh 0

0 M −Mh




��­�o]{*}#��­²�E���#�Q��o�=
‖A−Ah‖ = ‖M −Mh‖L∞([−1,1])wz�

A
�Q�|n%o�}*}��E�®}��m�mo2�d�E­�o-�m���m�������~o

λ
¯@�¾½ �E�m��l]{O­�o]{%���]{~�m­¶}��d}�{O�-­��Q{~{~�²�Q��o]{2¹±�Q�����?D ¡QF±»%�¾½ �E�m���~�bÃ|��n%�E}~�����

{~�Yo[��}~���E­�o�¯I�m�E�Y{,}~�Q�|}t�Q���²{*�����E¢Qo��|o
λ
�®­�o�Ã|�²{6}�o-���E�®}]¯��I�����

h
�Q{~{~o�@/�Io�}��¶}[¯È�m�mo9�d��­®o]�m�#�m�����m��o��|o

Ah

´ µ �
��o[���¾o[{6}#��n%�Y��{~{~�®��­®o��m�m�²{��Q��o/­®o/{~�Yo[��}~��o��|o

Ah

o]{*}#�~�]o-­L´
�

â±Þ!Ü�âãá

in
ria

-0
01

89
32

0,
 v

er
si

on
 2

 - 
21

 N
ov

 2
00

7



���������
	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� � �

 �� ��� � �8Å ª�©�¦�Ë � 
 � � ¨ Ê�� ��ª Ê�� § � � 
 Å §�ª Ê � ªQ© �IÅ ¦�

¨
[0, 1]

�
� ��� ¨ Å � � Å ¨%¨ � ¦�
 �±§[©|§�� ��� � ¨d© � �
��� �zÊ ¨�� � Å  ��� � 
%�!�

M(y)
��� #�$&
,�A. ��� $������ ���0�+� �0��$&
�� ����	������B�!�:#�	%�!$ ���B��
������!��� ����$

[−1, 1] � ���
���G#�#�
Q���

M(y)
�+������
%����	 �Q�
����$

[0, 1] � ) . 
%$���
%� 	 .�� 	%.<� ��$���	�� � �%�
� .�� 
�#�,+$�	%� �+��$ A � � 	��%�0�+� 	%��������� �Q	�./����$*#�$&
�#�$&� ��
�� $&,���.!./� �

� .�� 
�#�,+$�	%� �+��$ A 	��%�0��������	���� ���R������������� �Q	�./�+��$��*#"$&
�#"$&� ��
%� $&,��+.!./�+� �
�!�R	 
��!�"	%�!$&�+��#���$&�+�
�+����
%������
���,���� �

������������� ÍÎ­�{~� �%}��¾½ ���m���|}~o]�/­��À�m�-n%����{*}~���d}��®�Q�)�m�0}�km�-�Q�~l]n%o �|´ ¡�o]� {-½ �E�m���myQ���Q}��-o�}*}�o�°±���²{�{~�m�/­²�
�����*}��®o�¹±���ã»@�|��}~km�]����l-n%o �|´ �

������m���E����­®y|{~o-�¥�m­���{¥¿��mo-n%o]�Q}�­®oN�]��{¥�m� �m�~��¿�­r�-�����]�b��oÀ{~�m�CD �m¯ 6+FU¯���­r°º�E�|}�{]½ �®��}~�]�~o[{~{~o-�¥· ­i½ �]�����E}~�����
F (iν) = 2

��8

F (iν) =

∫ 1

−1

M(y)2 − ν2

[ M(y)2 + ν2 ]
2 dy.

¹��d��»
p#�Q��{,{��b�����Y{��m�6�*·m¯m��½ ���m�~l[{@­®o�}�km�-�Q�~l]n%o �m´ ��¯Y�Q��o
� wz���®} F (iν) = 2

��½ ���E���-�m�mo����������mo/�m����{
]0,+∞[

´
� wz���®} F (iν) = 2

�%o�Ãm�Q��}~o]n%o-��},�m�mo����Q�����mo�¹º{~�®n%�m­�o[»@���E��{
]0,+∞[

´
Á8��n%n%o�­��O°±�Q����}��®�Q�

F (iν)
o]{*}#�~�]¢��m­��®l]�~o��I���m�

ν > 0
o�}t�-��n%n%o

F (iν) ∼ − 2

ν2
(ν → +∞),

¹�� ��»

����o]{*}t{~�®n%�m­�o-n%o-��}t��nOo]�mo-�,·�{~�¶}��mo-�,­²�%�����E��}~�®}~��¹i{*���Q��{~�m�m�I�Q{~o�����½ o-­�­®o�o�Ã|�²{6}�o[»

lim
ν→0

F (iν) (
�]��o-��}��mo-­�­®o]n%o-��},�®�|¿Y�m�®o

)

�����,�����m�Y�Q�*},·��|´

��Å ª�©m¦�Ë�� 
 ��� ¨ Ê�� ��¦�
�� ¦[© � � Å�� §�¨ � � 
���� Å ¨�� � � Ê ¨ ��� � ��Å �
��� �zÊ ¨�� � Å  � 	 �*�C�+��#�./	����'��	%��� . ��� � ��#�
%� � 
+�����R�%� � ��,�
%$ 
��R� � � �0����
��C���G#�#�
Q���'�+� 
���� $�� ����� '

∫ 1

−1

dy

M(y)2
< +∞.

) ./
�$�� . � 
�#�,+$&	�� ����$
A
	?������� �Q	�./�+��$��*#"$&
�#"$&�����!�0	�
��!��	��!$&�+��#���$&�+�
��
�������
���,���� ���L�+� ���+��./���0�+� �A���

∫ 1

−1

dy

M(y)2
> 2.

������������� "��À�|}��®­��²{~���Q},­�o�}~km�]����l-n%o/�|o(5�o]�Yo[{*¢Q�mo�¯|�Q���Q�|}~��o-��}

lim
ν→0

F (iν) =

∫ 1

−1

dy

M(y)2
.

¹��E¡�»

µ �2�����Y��­��|}#�®n%n%�]�m���E}~o-n%o]�Q}[´
�
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ÏÅ � ©m¨�� 
 Å  �� � � �+� $&,+����. � 	���� � � � � ��� � ��� � ��
���� � $�	%���+� �!����, #�������	�� �0�����B��� � 
%��� � � ��#�
%� � 
+��� ���
��
%� � �!� ���!� , � �0
%�"
%� 
%� ���

%����
%���Q�����!� , $��+./	�� � �%� �

M � ���C�+� ��,������!� ����� ��#�
%��$ ���
#"$&
&�L. 	%� � � � �%�0,+��$����+��������+./��
�������� �A./	?��
����+. ���!�",$
 	%.<�!� , '
2 <

∫ 1

−1

dy

M(y)2
< +∞,

�+���"���"�*��
����%�!����
%�'����� �+	���� �"#�
%��$ .�� ����� ��� �+�"���*��� ������� �Q	�./����$�� #�$&
�#�$&�+�L�!�0	�
��!��	��!$&��� #���$&�+� ���*. � 
�#�,+$&	�� ����$
A


ÏÅ � ©m¨�� 
 Å  ��
	�� ) ��� ��������
%� �S���
∫ 1

−1

dy

M(y)2
= +∞,

�!.:� � �+���:#�	%� � $&	��
	?#"$���
%$�� �����
F (iν)

� ����� �Q��$��
+∞ �+��	����

ν → 0 � � $��+�"�%$&�0#�	�$ �J�����:#"./� ./� ��	%�
M(y) = M+ y

#�
%��$ ./�������+.P. 	E�+
������ ��
��
F (iν)

�+��� � 
%�	��
���$�� �",�
�	�� � �%���

ÏÅ � ©m¨�� 
 Å  ��
	 	 ���C$&����$&
%� �%�(./�
$&,+����. � 	��*����� �!. ����� ��� � ��
���� ����� ��	�$
��	%���
���'��	Q� '

∫ 1

−1

dy

M(y)2
=

2

M2
+

.

� � Å � � � Å�	 « �����m�,­�o/�m���E¿�­��-����}~���z��o-}#�®n%�����®�@}�o-­
���moR=

M(y) = M+ yα {~�
y > 0,

��8
α < 1/2

¯|���������®}#���mo
∫ 1

−1

dy

M(y)2
=

2

(1 − 2α)M2
+

.

µ ��o]{*}t�|�������Q{~{~�m�����|o/­L½ o�Ã|��{*}~o]����o/�¾½ �m�mo/�d��­®o]�m�,�m�����m��o��®n��E¢Q�®�Y�E���~o��m�m��o/�|l]{,���mo�=

(1 − 2α)M2
+ < 1.

��Å ªQ©m¦ Ë�� 
 � � ¨ Ê � ��Ë � ¨ � � ©|¤ � Å � � � Ê ¨ � � � �!Å � 5
oN���]{~�m­¶}��d}2�|� }~k��-����l-n%o �|´ K �mo0{]½ �E�m�m­��²�Q��oN���Q{
������o-Ã|o-n%�m­�o%{~�`���5{~�m�m�I�Q{~o%���mo

M
o[{6}9�m�-���®�d�E��­®o%�E�)���Q��{~�®�Y�E¢�oO�|o%­i½ ������¢����mo�´�Ár½ o[{6}���o��]��{/���mo%�m���Y{

�E­�­�����{��-}~���|��o-�8n��E���Q}�o-������}]´�p#���Y{�{*���m�Y��{*�Q��{`�|�[{*�Q�~n��E�²{`���mo
M
o]{*}��|�-���®�d���m­®oQ¯Q{*}~������}~o]nOo]��}��������²{~{��E��}~oQ¯

��nO�Y�E���~o�o�}t�-�����]�b��o�{*�m�
[0, 1]

´!ÍÎ��}��~�|�|�m�²{~����{@­²��°±������}~�����2�®�z�Qo-��{*o��|o
M
=

µ(λ) = M−1(λ), λ ∈ [0,M+].

¬ o]{/�m�������~����}��]{/�|o
M
¯��m����{9�|�]�|����{~����{/���mo

µ
o]{*}9�|�]�~���d�E�m­�o�¯!{6}��~�²��}�o-n%o-��}9�������²{�{~���Q}�o�o-}9���Q���Qo�Ã|o�{*���

[0, 1]
´ ¬ o��m­���{

µ(0) = 0
´ "����|}��®­��²{~���Q}�­�o8��k����m¢�o]nOo]��}!�|o��d�E�������m­®o

z = M(y)
�m�E�Y{8¹ �d��»�¯d�m���Y{��Q�|}~o]�m���Y{

¹±������{@�|}��®­��²{*�Q��{#�E�Y{~{~�¾­i½ ��nO�Y�E���¶}����mo
M
»

F (iν) = 2

∫ M+

0

z2 − ν2

[ z2 + ν2 ]
2 µ′(z) dz

¹����E»

p#�Q��{��E­�­®�Q��{,n��E����}~o-�Y�E��}�{~�m�m�I�Q{~o-���Q��o
M
o]{*}��|oO��­²��{�{*o

C2 �m����{t��k��Q���mo����Q}�o-���d�E­�­®o [−1, 0 ]
o-}

[0, 1]
¯

��o����m�Èo-��}~���E���mor���mo
µ
o]{*},�|or�-­��Q{~{~o

C2 �m�E�Y{ [−M+, 0 ]
o�}

[0,M+]
´ ¬ or�m­���{]¯z���Ï�]�E­²���m­�or����{~�-n%o-��}@�Q��o

¹
f(0+)

�|�]{~�®¢Q���E��},­²��­���nO�®}~o�·��m�~�Q�¶}�o��mo
f(x)

���������
x
}�o-�����Qo-��{��¥»

µ′(0) =
1

M ′(0)
, µ”(0+) = −M”(0+)

M ′(0)3

5�o�­�o]��}�o-�m�@�m��}~o]�����Q��or­L½ kzyz�I�E}~k�l]{~o��|o/�-�����]�b���®}~���|o
M
o-��}~���E���mo

M”(0+) ≤ 0
o�}#���mo

M
o]{*}@�|o���­²��{�{~o

C2 ·O­i½ ������¢����mo/{*�¾o-}t{*o]�m­®o]n%o-��}t{*� M”(0+) = 0
�E�����mo]­��-��{

µ”(0+) = 0
´
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���������
	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� ���

�����m�
z
�I�Q{~�®}~�®°6¯m�m���Y{@�Y�Q�m���Q��{@�]�-�~���~o

µ′(z) =
1

M ′(0)
− M”(0+)

M ′(0)3
z + z r(z),

�b�Qo]�
lim
z→0

r(z) = 0.
¹���KQ»

"��2��o-�I���~}��E��}�¹���K�»@�m����{/¹����d»�¯m������{@�Q�|}~o]�m����{

F (iν) = 2
( 1

M ′(0)
Φ0(ν) −

M”(0+)

M ′(0)3
Φ1(ν) + Φr(ν)

)
,

��8��m�Q��{,�b���Q��{��Y��{*�




Φ0(ν) =

∫ M+

0

z2 − ν2

[ z2 + ν2 ]2
dz,

Φ1(ν) =

∫ M+

0

z (z2 − ν2)

[ z2 + ν2 ]
2 dz,

Φr(ν) =

∫ M+

0

z r(z) (z2 − ν2)

[ z2 + ν2 ]
2 dz.

¹�� ��»

p#�Q��{���­®­�����{�{*�m���Y��{*o]���Q��o�¯z�Q�Y�E���
z
}�o-���%�Qo-��{`�m¯�­²��°±���Y��}~�����

r(z)
}~o]���%��o]��{`�9{*� �¥{��En%n%o-��}��z�¶}�o,�Y�Q�m�

���mo�=
∫ M+

0

|r(z)|
z

dz < +∞.
¹º¡Q�Q»

µ ���Yo]�|}r�E­�����{@�E�m��­®�²���mo-�@­�o�}~km�]����l-n%o/�|o�5�o]�Yo[{*¢Q�mo��Y�Q�m�,���|}�o-�m���G=

lim
ν→0

Φr(ν) =

∫ M+

0

r(z)

z
dz.

�`�E�#���®­�­®o]�m��{-¯m�-��n%n%o�=
− d

dz

(
z

z2 + ν2

)
=

z2 − ν2

[ z2 + ν2 ]2��­��z�®o]�Q}
Φ0(ν) =

[
z

z2 + ν2

]0

M+

= − M+

M2
+ + ν2

=⇒ lim
ν→0

Φ0(ν) = − 1

M+�`�E�#���®­�­®o]�m��{

Φ1(ν) = −
∫ M+

0

z
d

dz

(
z

z2 + ν2

)
dz =

∫ M+

0

z

z2 + ν2
dz +

[
z2

z2 + ν2

]0

M+

,

�E½ o]{*}t·%�|���~o

Φ1(ν) =
1

2
log

[
1 +

M2
+

ν2

]
− M2

+

M+ + ν2
=⇒ Φ1(ν) ∼ log(

1

ν
) (ν → 0).

¬ o-�|Ã2�-��{,�mor¿Y¢��m��o/{*�Q�Q}#�|�Q����·����Q��{*�²�|�]�~o]�
∣∣∣∣∣∣∣∣

M ′′(0+) < 0 :
¬ �E��{#�-o/�-��{

lim
ν→0

F (iν) = +∞.

M ′′(0+) = 0 :
¬ �E��{#�-o/�-��{

lim
ν→0

F (iν) = 2
(∫ M+

0

r(z)

z
dz − 1

M ′(0)

1

M+

)
.

p#�Q��{,{~��n%n%o]{@n��E����}~o-�Y�E��},o-�2n%o]{~�m�~o/�¾½ �-�������-o-�,­�o����]{~�m­®}��E},{~�m���d�E��} =
��� �zÊ ¨�� � Å  � 	 � ���C���G#�#�
Q���'�+���
./	 �+
%�"�+����
%�

M(y)
�+���L�!�E#�	��!$&� � ��� $������ ���0�+� �*��$&
%� ����	%� � � �*���R��./	Q�����

C1
����$

[−1, 1]
�L���'��./	Q�����

C2
������
�����	 �%�(����$

[0, 1] �
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��K � 
%���"�+��� � �+��������	��	�
��$��+) ,�

��
�.��

� � � M ′′(0+) = lim
y→0+

M”(y) < 0
�

A
	����R��� ������� �%	%./����$��*#�$&
�#�$&�+���!�0	�
��!��	%�!$�����#"��$&���
��
%� ����
���,��+� �

� � � M ′′(0+) = 0 (⇐⇒M ∈ C2([−1, 1]) )
�+�L���

∫ 1

0

|M ′(y) −M ′(0)|
M(y)2

dy < +∞,
¹º¡�6[»

A
	����R��� ������� �%	%./����$��*#�$&
�#�$&�+���!�0	�
��!��	%�!$�����#"��$&���
��
%� ����
���,��+� ���L���L������./���R�����L���

∫ 1

0

M ′(0) −M ′(y)

M(y)2
dy − 1

M+
> M ′(0).

¹i¡Q��»

������������� w|o-�m­�o�­²�¥�|o-�mÃz��l-n%o����E�~}~��o��|�À}�km�-�Q�~l]nOo9�~o[{6}�o9·��]�-­����®�������[´8ÍÎ­�{*� �O}��|o���o-n��E�����mo-�[¯��b�Qo]��­�o
��k����m¢�o]nOo]��},�mo��d���~�²�E�m­�o

z = M(y)
¯m�Q��o

∫ M+

0

r(z)

z
dz =

∫ 1

0

r
(
M(y)

)

M(y)
M ′(y) dy

�m�m�²{#�|o��m��}~o]�#�Q��o�¯m­�����{~���mo
M ′′(0+) = 0

¯|�m�Q��{@���|}�o-�m�Q��{/¹±���~o]���|��o
z = M(y)

�m�E�Y{/¹���K�»~»

r(M(y)) =
1

M(y)

[
µ′(M(y)

)
− 1

M ′(0)

]
=

1

M(y)

[
1

M ′(y)
− 1

M ′(0)

]
,

�E�Y�Q��o-­��-�Q{
r
(
M(y)

)

M(y)
M ′(y) =

1

M(y)2
M ′(0) −M ′(y)

M ′(0)
.

µ �Â���Q�m­��|}t�E­�����{@°º���-�®­�o-n%o]�Q}[´*5
o�­�o]��}�o-�m�t�m�E}�o-�����Q��o�­i½ kzyz�Y��}~kml[{*o¥¹i¡�6]»#��½ o[{6}��E�|}��~o����moÏ¹i¡���»#�E­�����{,�Q��o
¹º¡��E»���½ o]{*}t�E�|}��~o/���mo

lim
ν→0

F (iν) < 2
´

�


ÏÅ � ©m¨�� 
 Å  ��
	 � ���C�"
%� �+$&	B�+���'��
%�'�R�
M
����� ��
�����	 �%� �L./	4�+
������ ��
��

M ′(0) −M ′(y)

M(y)2

�+���P#�
%���!� � �%� � � �+� ��$&
�� � � ��$��R�+� �!� � ��$��%�+�"	%��� ��	����(.�� �!�",$
 	%.<�!� , � � ( �R�+
�������
%�"��#�
Q���!��� ��� �
� � � ��#�
�� � 
������ � � ������� ��$ 
+� #���� $&������$����+��� �%� ' ��.!./�B���+�0	%�"���0� 
%��� ������� � 
 ��� #���� #". ���+�(�����'./	C��
������!�����!� ,���
M ′′(y)

�+�
y = 0 �

� � Å � � � Å��P=8Á8����{~�²�|�-������{�­�o/�m���E¿�­¾�����*}����-�m­��®o]�

M(y) = M+ sin
πy

2
.

µ �2�-�E­²����­®o/�E�²{~�-n%o-��}#���mo
M ′(0) −M ′(y)

M(y)2
=

π

4M+ cos2 πy
4o�}#�Y�E�#���Q��{~�]���mo-��},���mo

∫ 1

0

M ′(0) −M ′(y)

M(y)2
dy =

π

4M+

∫ 1

0

dy

cos2 πy
4

=
1

M+
.
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���������
	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� � �

5�½ ���m�-¢��E­��¶}��Â¹º¡Q�Q»���½ o]{*}]¯`���mo-­�­�oÏ���moÏ{~���®}�­��À�d��­®o]�m�9�|o
M+ ¯I�*��n%����{9{~�E}~�²{6°º���¶}�o¥o�}9­L½ ���I�-���d}~o]�m� A �-�����~o-¼

{~�Y�Q���m�E��}#·%��o/�m���E¿Y­¾��½ �%�|�Q��������{,�mo/�b��­®o]�m��{@�m�~�Q�m��o]{�o-�2�|o-k�����{,�|o/­i½ �dÃ|o����-o-­L´
� � Å � � � Å � =8Á8����{~�²�|�-������{�­�o/�m���E¿�­¾�����*}����-�m­��®o]�

M(y) =
3

2
M+ y (1 − y2

3
) .

µ �2�-�E­²����­®o/�E�²{~�-n%o-��}#���mo

M ′(0) −M ′(y)

M(y)2
=

6

M+

1

[3 − y2]2
=

2

M+

[
1

3 − y2
+

y2

[3 − y2]2

]
,

µ �
∫ 1

0

y2

[3 − y2]2
dy =

∫ 1

0

d

dy

[
1

[3 − y2]

]
y

2
dy =

[
y

2(3 − y2)

]1

0

− 1

2

∫ 1

0

dy

3 − y2
.

�`�E�#�-����{~�]���mo]�Q}
∫ 1

0

M ′(0) −M ′(y)

M(y)2
dy =

2

M+

[
1

4
+

1

2

∫ 1

0

dy

3 − y2

]
=

1

2M+

[
1 +

√
3

3
log(2 +

√
3)

]
' 0.88

M+
.

Ì �m�Q�m��o[�E��¯|­L½ �®�m�]¢Q��­®�®}~�¥¹i¡Q��»��
½ o[{6}[¯Y���mo-­�­�o9���mo�{*�Q�¶}#­²�%�d�E­�o-�m�r�|o
M+ ¯E�*��n%����{t{~�E}~�²{6°º���¶}�o/o�}#­L½ �Q�Y�]���E}~o-���

A
��½ �%�|�������Y��{,�|o��d�E­�o-�m��{@�m�����m��o]{�o]�2�mo-km�Q��{@�|o/­L½ �EÃ|o����-o]­i´

� � Å � � � Å�� =8Á8����{~�²�|�-������{�­�o/�m���E¿�­¾�����*}����-�m­��®o]�

M(y) = a th(α y), a > 0, α > 0 .

µ �2�-�E­²����­®o/�E�²{~�-n%o-��}#���mo
M ′(0) −M ′(y)

M(y)2
=
α

a
,

o�}#�Y�E�#���Q��{~�]���mo-��},���mo
∫ 1

0

M ′(0) −M ′(y)

M(y)2
dy =

α

a
.

5�½ ���m�-¢��E­��¶}��%¹i¡Q�E»�o[{6}#�[���m�®�d��­®o]�Q}�o/·

α

a
− 1

athα
> aα ⇐⇒ a2 < 1 − 1

α thα
.

wz�Q�¶}
α∗ > 0

­L½ ���m�����mo�{~��­��|}��®�Q���|o/­L½ �]�����d}��®�Q�

α thα = 1.

� wz� α ≤ α∗ ¯ f(α) ≡ 1 − 1/α thα ≤ 0
o�}�­L½ ���m�-¢��E­��¶}���¹L¡Q�E»r��½ o]{*}/����{�{��d}���{*°º�E�®}~oQ¯È���mo]­����moO{~���®}

a
´

5�½ ���I�-���d}~o]�m�
A
��½ �O�m���������Q{,�|o/�d�E­�o-�m��{@�m�����m��o]{�o-�2�|o]km����{,�|o/­L½ �EÃzo����-o]­i´

� wz� α ≤ α∗ ¯ f(α) ≡ 1 − 1/α thα > 0
o�},���E�#{~�m�®}~o

− wz�
a < f(α)

1
2

¯m­L½ ���I�-���d}~o]�m�
A
�%�|o-�|Ã��d�E­�o-�m��{@�m�����m��o]{���n%��¢������E����o]{8�m�m��o]{@o�}t�-���d�6��¢��m�]o]{]´

− wz�
a > f(α)

1
2

¯m­L½ ���I�-���d}~o]�m�
A
��½ ���Y��{#�|o��d�E­�o-����{@�m�������~o[{8o]�À�|o-km�Q��{@�|o/­L½ �dÃ|o��~�]o-­L´
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1 � � 
%���"�+��� � �+��������	��	�
��$��+) ,�

��
�.��

��3 2 � 7 � ;LB��E7:B C =���� H,B ��� K B 
 ;LK 
GB CE;>= 9 ��= � 7 ;LA � 3
p#�Q��{@���Q��{*�²�|�]�~�Q��{�n��E����}~o]���E��}8­�o��-��{��|o[{8���~��¿�­�{����Q��{*}��E��}�{������8n%�Q���-o]�E�mÃÈ´ 5�o��m���®���-�®�Y�E­È�®��}��-��O�}��mo��-o
��������¢����E�mkmo/o[{6}��|o9n%o-}*}~��oOo-�Â�]���²�|o]����o�­®oO�m�E�m¢Qo-���¾½ ���moO���m�m���bÃ|�®n��d}��®�Q�2����nO�]�~�²���mo��m�Â�m���E¿�­

M(y)
¯

�m���m¢�o]�����m�@{*o]���Â�-���|¿Y�~n%�¥�����9­�o]{��~�[{*��­¶}��d}�{9�z�mn%�-�������mo[{9���moÏ������{��m���]{~o-��}~o]�~�Q��{��m����{�­²�N{~o]��}~����� �z´
�����m���~�[{*�Q���|��o�¹ 6[»�¯Q�®­Yo]{*}��-�z�²�|o-n%n%o-��}`}~o]��}��E��}��|o#�-����{~�²�|�-��o-�`�m�%�m���E¿Y­����Q��{6}��E��}`���E�`n%�Q���-o]�E�mÃÈ¯�n'O]n%o
{~�!­�o%�m���E¿�­����m�¶}�����­�o]{*}����-¢Q�m­��®o]� =�o-�0o�¸Èo�}]¯��m�E��{��-o%�]��{]¯È���)o]{*}����E}~�m��o-­�­�o-n%o-��}�����nOo]�m�%·Ï���]{~�����m�~o��m�
�m�Qn9�m��o,¿��m�¾�¾½ �]�����E}~�����Ï�mo#}~���E�Y{*�I���~}E6 ¬ ´|p#�Q��{8��­®­����Y{����Q�®������½ ���mo#}�o-­�­®o��E�m���~�|��kmo#o[{6}�¢��]�m�-�������mo]n%o-��}
���Q�m�-o#·�­i½ �]��kmo[�#�m����{�­�ot{~o-��{���8¥�|l[{����mo#­�o#n��E��­®­²�E¢Qo,o]{*}8{~� �¥{~��nOn%o]�Q}�¿���¯����%}~�Qn9�Ior{~�m���m�Ï�m�~�Q�m­�l-n%o
°±���~}~o]n%o-��},n%��­��I�Q{~��´�Ár½ o[{6}#­�o/{*o]��{#�|��}~k��-����l-n%o �|´ 6 �|´
p#�Q��{!�����Y{*�²�|�-�����Y{�·,�m�Q�m��o[�E�/­�o�n��E��­®­²�E¢Qot¹±�|�d»¾o-}�{~�m�m�I�Q{~���Y{�n��E����}~o-�Y�E��}����mo

M
o[{6}!�®n%�����®�!o�}������Y{6}��E��}

�m����{,��k������mo�����}~o-���d�E­�­®o
]xi, xi+1[

=

∀ 0 ≤ i ≤ N − 1, M(y) = Mi+1
�m�E�Y{

[xi, xi+1].
¹i¡ 1 »

I�� � ��o/����­�o-n%n%o/��´ 6E¯|���2�Io-�|},}����d�6�Q�m��{,{*�m���Y��{*o]�#�Q��o

0 ≤M1 < M2 < · · · < MN = M+.
¹i¡E�z»

¬ �E��{#�-o��-�Q{-¯m�Q�À{~���¶}#���mo/}����|}�o]{,­�o]{,�d��­®o]�m��{ ± Mi

�I�����
i = 1, 2, · · · , N {~����}t�|o]{#�b��­®o]�m��{@�m�~�Q�m��o]{,�|o

n9��­¶}��®�m­��²���®}~�����|¿��m��o��|o
A
´��`�E�#���®­�­®o]�m��{-¯m�-��n%n%o��m�E��{@­�o��-�Q{,­��®�m�[�E���~o������,n%������o]���|Ã¾¯|­���°±�Q����}��®�Q�

F (λ)o]{*}#o-��°º�E�®}#�m�mo�°±������}~���������E}~�����m��o-­�­®o��|����}#­�o]{@��T�­�o]{,{~����},�m���]���²{~�-n%o-��},­®o[{t�EpS�d�E­�o-����{@���-o]­®­�o]{ ±Mi

=

F (λ) =

N∑

i=1

(xi+1 − xi)

[
1

(Mi − λ)2
+

1

(Mi + λ)2

]

µ �À���Q�¶}��E����{*�!���mo9­L½ �[�����d}��®�Q�
F (λ) = 2

¯Y�|�Q�Q}r�m����{�{��b�����Y{,�Q��o�­®o[{r{~��­��|}��®�Q��{#���Q��{*}~�®}~�mo]�Q}�­®o[{#�d�E­�o-����{
�m�����m��o]{Ï{*��n%�m­®o[{Ï�|o

A
¯#{~oÂ����n%l-�moÂ· ���moÂ�]�����E}~����� �I��­�yz��T�n%�²�E­�oÂ�|oN�|o]¢����

N
¯#��oN���m��{~�®¢Q�m�¶¿YoÂ�Q��o

­L½ �Q�Y�]���E}~o-���
A
��o-Ã|�Q��}�o-n%o-��}

4N
�d��­®o]�m��{!�m�������~o[{!�m�¶¸È�-��o-��}~o[{`�|o]{ ±Mi

´!pt����{`{��b���Q��{�����{�{*�¾¹ã}�km�-�Q�~l]n%o
��´ �d»%���moÂ�|o]�|Ã �moÂ��o]{¥�b��­®o]�m��{%�m�~�Q�m��o]{%{*�Q��}¥�~�]o-­�­®o[{%o�}¥�����Y��{*�]o]{]¯8{~�¶}��m�-o[{��~o[{*�Io]��}~����o]nOo]��}����E��{

] −
∞,−M+[

o-}
]M+,+∞[

´ pt����{���­®­�����{On��E����}~o]���E��}��m���Y{%�®��}~�]�~o[{~{~o-�����|Ã �-�Qo-��}~��o-­�­®o[{�{*�Q­®�|}��®�Q��{2¹º���
�m�Qn9�m��oO�mo

4N − 2
���0��­®��{�»��|oO­i½ �]�����E}~�����

F (λ) = 2
���m��{~����}��-��n%�m����{~o]{ro-��}��~o −MN

o-}
+MN

¯��-o
���m����o-�z��o-��}]¯|�����,{*yzn%��}��~��o/·�{-½ �®��}�o-��o]{�{*o]��·��-o-­�­®o[{,�Q����{*�Q�Q},o]�Q}��~o

0
o-}
MN

´
ÍÎ­�o[{6}@°º���-�®­�o��|o����Q�®�#���moQ¯|�Y�Q�m�@}~�Q�|}#���-o-­¾�I�Q{~�®}~�®°

a
­²��°±������}~�����

λ ∈ R → Fa(λ) =
1

(a− λ)2
+

1

(a+ λ)2

o]{*}��I�Q{~�¶}��®�Qo,o�}����Q�z��o�Ã|o,{~�m����k����-�m���|o]{��®��}~o]�~�d��­®­�o]{
]−∞,−a[ o�} ]−a, a[ o�} ]a,+∞[

´!pt����{�{~�m�m�I�Q{~���Y{
n��E����}~o-�Y�E��}#�Q��o

M1 > 0
´�ÍÎ­�o[{6},°º�Q����­®o/�|o/�Q�����,�Q��o�=

� wz�m� [0,M1[ , F (λ)
o[{6}/{*}~������}~o-n%o]�Q}/���Q�z��o�Ã|o�o-}��-�~�Q��{�{��E��}~oQ´	"�­�­®o%�d}~}~o]�®��}/{*�Q�Ân%�®�m��n9��n o-�

λ =
λ0 ≡ 0.

� wz�m� ]Mi,Mi+1[ , i = 1, · · ·N − 1
¯
F (λ)

o]{*}#{6}��~�²��}�o-n%o-��}t���Q�z��o�Ã|o�o�}@}~o]���2��o]��{
+∞ {~�

λ→M+
io�}

λ → M−
i+1

´	"�­�­®oO���|n%o-}��|�Q����{~�m�r�-o�}r����}~o]�~�d�E­�­�o��m�Â�m�������mo�nO���m��n9�mn2¯¾{*}~������}]¯È�d}*}�o-����}ro-�N�m�
�Y�Q�®��}

λi ∈ ]Mi,Mi+1[ .p#�Q��{@��­®­���{*}~������{,�-o�}*}�o/�m�����m���®�-}~�/{~�m�,­���¿�¢Q�m��o��z´`�����#���Q��{*�[���mo-��} =
� wz� F (0) ≤ 2

¯
A
���|n%o-}��m�mo#�d�E­�o-�����m�����m��o,�m�E��{

[0,M1[
o�}8�m�mo#�m����{

]−M1, 0]
´`wz���m���
¯

A
��½ ������{

�|o9�d�E­�o-����{r�m�����m��o]{t�~�]o-­�­®o[{t�m����{r�-o�}��®��}�o-���b��­®­�o9o-}��Q�|n%o�}/�|�������E�Ân%�Q�®��{��|o]�|ÃÀ�d�E­�o-�m��{t���~�Q�m�~o[{
�m�����~�]o-­�­®o[{-´

� wz� F (λi) ≤ 2
�Y�Q�m���m���-o-�~}��E���

i
o-��}~��o
6to�}

N1
¯
A
���|n%o-}@�|o]�|Ã��d�E­�o-�m��{��m�������~o[{��m����{�­L½ �®��}~o]�~�d��­®­�o

]Mi,Mi+1[
o�}��|o-�mÃ0�m�E�Y{

] −Mi+1,−Mi[
´%wz���m�Q��¯

A
��½ �Ï�Y��{/�|o%�d�E­�o-�m��{��m�����m��o]{r�~�]o-­�­®o[{/�m�E�Y{

��o�},����}~o-���d�E­�­®o�o-}t���|n%o�}t�m�������E��n%������{,�����d}��~o��d�E­�o-����{@�m�������~o[{8�������~�]o-­�­®o[{-´
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���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� 1 6
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λ

>!�®¢Q�m�~o9��=S5
o/¢����E�mk�o��|o
F (λ)

´
M(y)

o]{*}@­L½ �®��}~o]�~�I��­��/­��®�m�[�E���~o�{~�m�(6[�����Q}�o-���d�E­�­®o[{,�|o √
y
´

5�o[{,�|o-�mÃ�{~�¶}����d}��®�Q��{@o�Ãz}~��O-n%o[{,{*�Q�Q},­�o]{,{~�m���b����}~o]{ =
� j
�Q��{�­®o[{ F (λi), i = 0, N − 1,

{~����}/�®�|°±�]�~��o-����{��Q�)�]¢Q���|ÃN·À�|´ ¬ �E��{/�-o¥�-��{]¯¾}����|}�o]{/­�o]{��d�E­�o-����{
�m�~�Q�m��o]{9�mo

A
{*�Q��}����-o-­�­�o]{ =Ï��­�y �)�|o-�mÃ �b��­®o]�m��{��m�����m��o]{O�m����{

] − M1,M1[
o�}��|o-�mÃ �b��­®o]�m��{

�m�~�Q�m��o]{@�m�E�Y{,��k����-�m���mo]{@���Q}�o-���d�E­�­®o[{
]Mi,Mi+1[

o�}
] −Mi,Mi+1[

¯
i = 1, · · · , N − 1

´
� j
�Q��{�­�o]{ F (λi), i = 0, N − 1

¯z{*�Q�Q}�{6}��~�²��}�o-n%o-��}�{�{~�m�Y�]�~��o-����{8·9�|´ ¬ �E��{8��or�]��{]¯�}����|}�o]{�­®o[{��d�E­�o-����{
�m�~�Q�m��o]{�o-���|o-km�Q��{��|o]{ ±M1

{*�Q�Q}����������-o-­�­�o]{��m����}8�|o]�|Ã2¹ºo�}@�|o-�|Ã�{~o-�m­�o-n%o-��}�»`{*�Q��}��®n���¢������E���~o[{
�m�m��o]{/¹±�Q�����@�~o]n%�������mo �|´ 6-��»


ÏÅ � ©m¨�� 
 Å  ��
	 � � 
%�E#�� � � �+� �0��� ./��� �0� � � � �S��
�� �0� ./� ��
%�0��$&� ��� �%	%./����$��S#�$&
�#�$&�+�E�"
%�?$&,��+.!./�+� �+�����
%� 
�$�� � ( �0
 ����./
 � � ���C�+����,��%���!�L.�� �J��� ��� �+�"���(��� 	%�?�R
��!��� ���+��� �Q	�./�+��$��A#�$&
�#�$&�+� �!�0	�
��!��	��!$&��� #���$���� ���$ '

F (iν) =

N∑

i=1

(xi+1 − xi)

[
1

(Mi − iν)2
+

1

(Mi + iν)2

]
= 2

N∑

i=1

(xi+1 − xi)
M2

i − ν2

(M2
i + ν2)2

.

�����%
%�!���!�'�R,��%��	�� ���0�+� � ����� �P#�
%��$
ν > 0

. 	E�+
������ ��
��
ν → F (iν)

����� ��� $������ ���0�+� ����,���$&
�� ����	���� � � � 	%$��
%���+,������+� � � .�� ,�����	%����
%�
F (iν) = 0

	B	%�'#". ���(�����(�+
�. ������
%�0#�
Q���!��� �Q� � � �

� ��$�	%� ��
%� �����R��������,��R
�����$&�
�����+	%�!� ��� � �!. � 	B����	���� ���R�����*������� �%	%./����$��*#�$&
�#�$&�+�(�!�R	 
��!�"	%�!$&�+��#���$������+���
%� ����
���,��+��� 
��
��� � ��� ���+�
F (λi)

#�
���$
i ≥ 1

�����L���G#�,�$����+��$ � ������� �
�����m�,�Q�|}~o]�m���@°º������­�o-n%o-��}#�m�2���]{~�m­¶}��d}#�¾½ o�Ã|�²{6}�o-���-o��mo/�b��­®o]�m�,�m�����m��o��m�����~�]o-­�­®oQ¯|�~o]n��E���Q������{@���mo�=

∀ λ ∈ ]Mi,Mi + 1[, F (λi) >
xi+1 − xi

(λ−Mi)2
+
xi+2 − xi+1

(λ−Mi+1)2

Ü
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1 � � 
%���"�+��� � �+��������	��	�
��$��+) ,�

��
�.��

o�}#�Y�E�#���Q��{~�]���mo-��}
F (λ) > inf

λ ∈ ]Mi,Mi+1[

[
xi+1 − xi

(λ −Mi)2
+
xi+2 − xi+1

(λ−Mi+1)2

]

�E½ o]{*}t·%�|���~oQ¯m�E�m��l]{��m�2�Io�}~�®}r�]�E­²���m­�{~�®n%�m­�o�=

F (λi) >

(
(xi+2 − xi+1)

1
3 + (xi+1 − xi)

1
3

)3

(Mi+1 −Mi)2
.

µ ��o-�À�|�]�m�m�¶}t���mo
A
�
½ �Q�|n%o�},����{,�mo/�b��­®o]�m�,�m�����m��o��m�E��{

[Mi,Mi+1]
�|l]{,���mo�=

(Mi+1 −Mi)
2 ≤ 1

2

(
(xi+2 − xi+1)

1
3 + (xi+1 − xi)

1
3

)3

,
¹i¡ �Q»

�E�m}~��o-n%o-��}¥�|�®}Ï�|l]{����mo2­�oÂ{~���|}�o-��}~��o
Mi

o�}
Mi+1

o]{*}Ï��{�{*o @��Io�}��¶}[´ Á8o-­²�)�Yo]�~n%o�}��]���²�|o]nOn%o]�Q}Ï�mo
���Q��{*}~���m�®��o��Io]�������Q�m�9�|o8�m�~��¿�­²{��-����{*}����Q}�{������
n%������o[�E�|Ã/�|�Q�m���E��}!­®��o-�9·t­i½ o�Ã|�²{6}�o-���-o8�|o8�d�E­�o-�m��{
���~�Q�m�~o[{
�m�Q�����-o]­®­�o]{]´
q#� �-�Q{O���E�~}~�²���m­���l-��o-n%o-��}�����}~�]�~o[{~{��E��}�o[{6}�­�oÀ�-��{���8

Mi

�|�]{~��¢��mo�­��0�d�E­�o-�m���¾½ �m�mo�°±�Q����}��®�Q� �-����}~���z�mo
M(y)

�E���I�����Q}
xi

´�wz���m�Y��{*�Q��{@�I���m�t{~��nO��­®�®¿�o-�,­�o/n��E��­®­²�E¢Qor���-¢Q�m­��®o]��o-}#�Y��{*�Q��{

h = xi+1 − xi

­²�O�-�����m�¶}��®�Q�5¹i¡ �E»@{~o��~�]�]�-�~�®} =
(
Mi+1 −Mi

h

)2

≤ 4

h
.

p#�Q��{@o-�À�|�[�|�m�²{*�Q��{@­�o
��� �zÊ ¨�� � Å  � 	  � 
��!�

M
���'#�$&
,�A. 	������ � �%�0,�� $��������
��$&
%� ����	%� �*���
��./	Q�����

C1 �+� ��
��!� Mh

. �*#�$�
&�A. ��
�� �
��� 	����P#�	�$(�R
�$&����	���� 	%���+
G����,'	����R	��!.!./	�
 �

xj = jh

+*

h = 1/N
��� � ��. �+���

Mi = M(xi) .
¹i¡�¡�»

� 
��!�
Ah

. � 
�#�,+$&	�� ����$
	Q����
G�+��,R	%�'#"$&
&�L.
Mh �

) . 
%$��
� 
+� �+���

h ≤ 4

‖M ′‖2
L∞

,
¹i¡���»

.�� 
�#�,�$&	%� ����$
Ah

� � 	 #�	Q� ��� �Q	�./�+��$ #"$&
�#"$&�+�'$&,���.!./�+�0��� ��� ��
�$��B���+� ± Mi

��� ����� ������� �%	%. �+��$�� #�$&
�#�$&�+�
$&,���.!./��� ��
%� ��,���� #�	%$B./� � ��,�
�$ 
��R� � � � � �

	�$�� � ./�+�
4N − 2

�%	%./����$�� #�$�
�#�$���� $&�+��� 	���� ��� �(������� �(�+�(�������
���+��. �+�0�+� �A��
%� �L�!�0	�
��!��	��!$&���:#���$&�+�(��� ��
�������
���,���� �
������������� ¬ ½ ���m�~l[{@­®o�}�km�-�Q�~l]n%o��mo]{,���]�������²{~{~o-n%o]�Q}�{�¿Y�m��{]¯m�I���m�@}����|}

i

(
Mi+1 −Mi

h

)2

≤ ‖M ′‖2
L∞ <

4

h

�|l[{,�Q��o¥¹º¡��E»@��­���o-��´ µ �À���Q����­��|}#�E�²{~�-n%o-��}]´
�

� � ��� �!�¥�������,��
��'&����r�����,��	�� .�	��/.�	��,� ���9�x	!",�,���-�,� .0����	:���,� .�	����
�2���:�
�¥��"��
	!�-$O���,� � 
���� ���!�¥����" � �¥��?

p#�Q��{,�E­�­�����{@�-}��E��­®���#�m�E�Y{,��o�}~}~o�{~o]��}~������­®o�}�km�-�Q�~l]nOo/{~�m���b����}
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���������
	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� 1�1

>!�®¢Q�m��o K�=`�����E¿�­²{,{*yzn%��}��~�²���mo]{@·��-���z��o-Ãz�®}~�r¿mÃ|o�´

��� �zÊ ¨�� � Å�#�� 	 � 
%�!�
M(y)

���'#�$&
,�A. #�	%�!$����*��
%� � �!� �B����$
[−1, 1] � ��� ���G#�#�
%��� M(y)

�+��� ��
%� �%��� � 
%�
��
%�"��	 �Q� ���L��
���$&� ��� � ) ./
�$�� . � 
�#�,+$&	�� ����$ A � � 	��%�0�+� 	%��������� �Q	�./����$*#�$&
�#�$&� ��
��C$&,���.!./� �
5
�À�m�-n��E����kmo����mo%�m����{9�E­�­®�Q��{/���|�Q�|}~o]�/�Y�Q�m�9�|�]n%����}~��o-���-o%}~km�]����l-n%o%o�}�{~�®n%��­����®��o�·À��o]­®­�o¥���mo��m���Y{
�b���Q��{��|}~��­���{~�-o/�I���m�,­�o]{#�m�~��¿�­²{,�E��}~�²{*yzn%��}��~�²���mo]{�o-}t�����Y{*�²{6}�o/·%�~o]¢Q�E���|o]�8­�o��-�Q{,�¾½ �������~��¿�­¾­®���m�[�E���~o������
n%������o[�E�|Ã¾´
p#�Q��{#{~�m�m�I�Q{~����{,�m�����/�m����{@�m�2�m��o-n%��o-�,}�o-n%��{#���mo/­²�O°±������}~�����

M(y)
o]{*},}~o]­®­�o9����½ �®­�o-Ã|��{*}~o/�m��o�{*�m�®}~o

¿��m��o
x0 = 0 < x1 < · · · < xN = 1,

¹i¡�KQ»
}~o]­®­�o%�Q��o

M
o]{*}r­����m�]���®��o�{*}~������}~o]nOo]��}��������²{�{~���Q}�o��m�E�Y{r��k��Q���mo9����}~o-���d�E­�­®o

]xi, xi+1[
�I���m�r}~�Q�|}

i < N
´

Ì �m}~��o-n%o-��}t{~�
Mi = M(xi)

¯m������{,�b�Q����{




∀ 0 ≤ i ≤ N − 1, M(y) = αiy + βi

�m�E�Y{
[xi, xi+1], αi > 0,

αi =
Mi+1 −Mi

xi+1 − xi

, αixl + βi = Ml, l = i, i+ 1

¹i¡ ��»

��8����2�Io-�|},}����d�6�Q�m��{,{*�m���Y��{*o]�@���moQ¯����m�®}*}~o�·%��k����m¢�o]�@­®o��|�[���Q�m���E¢Qo�¯|���mo�=

∀ 0 ≤ i ≤ N − 1, αi+1 6= αi .

��Å � � Å #���� � 
��!�
M(y)

./� #"$&
&�L. #�	%�!$C��,#�L���L#�	�$ � �:��� �+� � ����� � ��� ���G#�#�
Q��� ���N
%����$&���+��� M �+���
��
%���Q����� � ) ./
�$�� . � 
�#�,+$&	�� ����$ A � � 	 	%��������� �%	%. �+��$*#"$&
�#"$&� ��
%� $&,��+.!./� �
������������� Ì ��o[���|o[{��]�E­²���m­²{�{~��nO��­²�E���~o[{�·r��o-�mÃ�nOo]�m�]{��m����{�­��t�m�~o]�m��o��|��}�km�-�Q�~l]n%o �|´ �z¯d�m�Q��{!���|}�o-�m�Q��{]¯
�E���~l[{��b�Q�����@o�Ã|�m­����®}~��­��O�����~�®}~�/�|o

M
=

F (λ) = 2
N−1∑

i=0

xi+1 − xi

Mi+1 −Mi

[
1

Mi − λ
− 1

Mi+1 − λ

]
.

¹U�d��»

Ì �m}~��o-n%o-��}!�m�¶}[¯d­��#°±������}~�����
F (λ)

¯E�t�m���®�Q�~�Ek���­���n%�����mkmo����E��{
C\[M0,MN ]

{~o��m����­�����¢�o`o-�9�m�mo�°±�Q����}��®�Q�
n%�-����n%�����mkmo#���E��{

C
¯���­®��{��m���]���²{~�-n%o-��}�o]�¥�m�mot°±���Q��}~���������d}��®�Q�m�mo]­®­�o�¯����|n%o�}~}����Q}

N +1
��T�­�o]{�{~��nO��­®o[{-¯

·5{~�b�Q������­�o]{
Mi, i = 0, · · · , N ´ �����¥{*���¶}�o�¯��®­,o[{6}Ï�-­����®�����mo2­i½ �]�����E}~����� F (λ) = 2

{~oÀ���]�|�m�®}¥·)�m�mo
�]�����E}~�����¥�I��­�yz�m��n%�²�E­�ot�|o��|o-¢Q�~�

N + 1
�-o����m�È�|�]nO�Q��}~��or���mo

A
���mnOo-}����¥�m­���{

N +1
�d��­®o]�m��{8�m�����m��o]{

�m�Q�����-o]­®­�o]{]´
� }����|������{�n����®��}~o]���E��}�­�o]{��I�Q{�{*���m­�o]{O���������mo[{%�~�]o-­�­®o[{��|o2­i½ �]�����E}~�����

F (λ) = 2
¹º���m�#�moÀ{~����}�����{��mo]{

�d�E­�o-�m��{`�m�������~o[{��|l]{8����½ o]­®­�o]{8{*�Q��}��m�E��{
[M0,MN ] ≡ [M−,M=]

»�´`p#�Q��{�{��b���Q��{`�|�*�*·9����½ �®­Yy�o]�¥���|o-�mÃÈ¯

Ü
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1 � � 
%���"�+��� � �+��������	��	�
��$��+) ,�

��
�.��

o�}t{~o-��­®o]nOo]��},�mo-�|Ã¾¯mo]�2�mo-km�Q��{@�|o
[M0,MN ]

¹º��°!}~k��-����l-n%o���´ �d»�´�p#���Y{,�~o]n��E���Q������{����mo�¯������Q���²{*������¢�o
�|o���k��Q���mo

Mi, 1 ≤ i ≤ N − 1

F (λ) ∼
( xi+1 − xi

Mi+1 −Mi

− xi − xi−1

Mi −Mi−1

) 2

Mi − λ
, (λ →Mi),

¹U��6b»
�E­�����{@���mo����E�#���®­�­®o]�m��{�=

F (λ) ∼ − xN − xN−1

MN −MN−1

2

MN − λ
, (λ→MN ).

¹U�E�Q»
o�}

F (λ) ∼ − x1 − x0

M1 −M0

2

M0 − λ
, (λ →M0).

¹U� 1 »
5�½ kzyz�Y��}~kml[{*o#�|o����Q���Qo�Ã|�®}~�,�|o

M
¯]�6������}~ot��­²�/�����~�®}~�#���m�Io-��}~��� �ã�mo,­²�/�������²{~{��E�Y��o,�|o

M
{*���:D ��¯/6�FL¯z{~�®¢Q�m�¶¿Yo

���mo
∀ 1 ≤ i ≤ N − 1,

Mi+1 −Mi

xi+1 − xi

>
Mi −Mi−1

xi − xi−1
> 0.

"��¥�m}~��­®�²{~����}r¹L��6]»`o-}r¹L���E»�¯������Io-�|}@�E­�����{`��o-n��E�����mo-�����mot���E��{�}�����{�­®o[{�����}~o-���d�E­�­®o[{
[Mi,Mi+1]

¯
1 ≤ i ≤

N − 1
¯

lim
λ→M

+

i

F (λ) = +∞, lim
λ→M

−

i+1

F (λ) = −∞.

Ì �m}~��o-n%o-��}t�|�®}]¯m­²��°±������}~�����
F
�m�~o]����­��O�d�E­�o-�m�t�O����n%�Q�®��{@���mo�°±���²{,�m�E�Y{,��k����-�m���mo]{#p#¼�6����Q}�o-���d�E­�­®o[{

[Mi,Mi+1], i = 1, · · · , N − 1
´ µ �)o]� �|�]�|���¶}9���mo�­L½ �[�����d}��®�Q�

F (λ) = 2
�À���)n%�Q�®��{

N − 1
���������mo[{

���-o-­�­�o]{��m�E��{
[M0,MN ]

´�5�o[{t�����-�®��o]{��|o
F (λ) = 2

{~����}r}~���m}~o]{����-o]­®­�o]{ro�}
A
�
½ ���|���Y�9���Q{r�mo��d�E­�o-����{

�m�����m��o]{��m�Q�����-o]­®­�o]{]´
�

� � � Ê�� ¦-§]¨d©|§ � Ê�� Ë�
 § � �zÊ ¨�� � Å #��
	 ´
������������� Á8��n%�|}�o,}~o]�����|�¥­�o-n%n%o 1 6E¯z�����Io-�|},{*or������}�o-��}~o]�8�|o������Y{*�²�|�-��o-�8­®or�-��{8��8

M
o[{6}@���Q���Qo�Ã|o

¹±o]�2o�¸Èo�}]¯Y{*�
M
o]{*}#�����Y�-�b��oQ¯ −M o]{*}t���Q���Qo�Ã|o[»�´

µ �)�Yo]�|}9nRO-n%o�{*o�­���nO�®}~o]���E� �-�Q{���8
M
o[{6}�{*}~������}~o-n%o]�Q}9�-���z��o-Ã|o�¹i��°@�~o]n%�������mo%¡m´ 1 »�´ ¬ ����{/��o¥�]��{]¯

­L½ ���~¢Q�mn%o-��}Oo[{6}%­�o�nRO]nOoÀ���moÀ��o]­®�����m}~��­®�²{*�2�I���m�¥�m�-n%����}~��o-�O­�o�}�km�-�Q�~l]n%o��m´ ¡|´ wz���®}
h = 1/N

´ µ �
���Q��{~���|l]�~o�­�o/n%���®­�­²�E¢�o����-¢���­®��o-�#�|o

[0, 1]
���Q��{6}��¶}��m�����E�,­�o]{#�Y�Q�®��}�{

xi = i h, i = 0, 1, · · · , N .
wz�Q�¶}

Mh(y)
­®o��m���E¿�­!­®���m�[�E���~o��Y�E�tn%�Q���-o]�E�mÃ��Q�|}~o]���No-�Â�m����­�����¢�o]����}#���E�r���E���¶}���¯I­i½ ���Q}�o-���Y�Q­®�]o9­��®���]�E����o

�|o
M
{*���t��o/n��E��­�­���¢�o�´ ¬ o[{,�m�����m���®�-}~�[{,�|o������~�®}~��o�}��|o�{6}��~�²��}�o����Q���Qo�Ã|�®}~�/�|o

M
¯m�Q�2{]½ �E�Io-�������®}#���mo/­®o

�m���E¿�­
Mh

���]�~�®¿�ot­�o]{8kzyz�Y��}~kml[{*o[{8¡ ��o�}@��o-­�l-��or�|�������|or­i½ �E�m��­®�²�-�E}~�����Ï�|��­®o]n%nOo�¡m´ �z´ µ �Ï�-�����-­®�m}@��­®�Q��{]¯
���Qn%nOo/����}�km�-�Q�~l]n%o �m´ ¡�¯|���E�,�m�À���~¢Q�mn%o-��}@��½ ���m�m���bÃz��n��d}��®�Q��´

�


ÏÅ � ©m¨�� 
 Å #�� ��� �����+
%��������
%�
M
��
%���Q����� ��#��+��������$&� �G������
%�'�R��./	0.<�!� �!� �(��� � �+
%$��0�
��� ���"� �����!� �����

�+
%�"�+����
%���(��� $������ ���0�+� �*��
%���Q������� � ���0#�	Q����� ��
%���R��� ��	%� ����$������ ���R��������
%� �%��� �'	%� ��	%����
�� �%�J��� #�	�$����	%$$
����0�+� �*��� 	�#�#"$&
����!�0	%����
%� �

ÏÅ � ©m¨�� 
 Å #�� � � � �+	��!� ��� 	 �%
%�!$:�+	��!� .�� � ��#�
�� � 
���� �+����. 	L�+
%�"�+����
%�

M(y)
,�� 	%�!��#�	%�!$&�S#���$��0�+� �+�����+� � ����.!./� �

�0�+� � ���'���!�:#". � � ��$'./	�#�$&��� �Q�B�%�C./���'�R� � � (�� � � $�� #"$&�+�"	%� � ./	�#�$&��� �Q�0��� ���'./��� �0� ��	%���R��
���������,�$&��$.�� � ��#�
�� � 
����B��� #�	%$��!� , �:
%� #��+���*� � 	�#��+$������%
%�!$ �E�0	%� �'��� �+��� ���B#��+� #�,�������./� � ����� ���+��. �'./	 ��
�� �%�J���!� ,0���
./	E�+
%��������
%�

M
�+��� �!�E#�
%$�� 	%��� � #�
���$(	���
%�����!$
	%��$&,+����. � 	�� � ���R#��+����	%�!����� ,�� 	���. �!$�./�
� ��,�
%$ 
��R������� �Q	����

�����	��

����������� � 
%�!�
M(y)

��
������!��� ����$
[−1, 1]

�*��
%���Q�����'
�� ��
%�"��	 �Q� � ) ./
%$��
. � 
�#�,+$&	�� ����$ A � � 	����R���
	%��������� �Q	�./����$*#�$&
�#�$&� ��
�� $&,���.!./� �
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���������
	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� 1 �

� 0<.�.�	����¥�-���/�����������:	!",�������������:�%�2��"@	!�-$O���,�
p#�Q��{8�m����{8���Q}��-��o]{�{*�Q��{�·9­i½ �E���m�~�bÃ|��n��d}~�������z�mn%�]�~�²���mor�|���m�����m­�l-n%or���|Ã��d�E­�o-�m��{��m�������~o[{t¹76d�E»����E���|o]{
}~o[��km�m�²���mo]{/�|o¥�m��{�������}���{��d}��®�Q�?9~{6}��E���m������;��Yo]�~n%o-}*}�����}9�|o�{*o����En%o-��o-�/·�­������]{~��­��|}~�����5�¾½ �m�5�m�~�Q�m­�l-n%o
{~�Yo[��}~���E­¾o]�À�|�®n%o]��{*������¿��m��o�´8Á8o�°º����{��E��}[¯|�m����{@�I������{~�m�������Y{8���2�m���m�m­�o����|�6o[��}��¶°7=
� ÍÎ­®­���{*}~��o-�,�m��{@�m�~�����-�®�����|ÃÏ���]{~�m­®}��d}�{�}~km�]���������mo[{-¯|o[{~{~o-��}��®o]­®­�o-n%o-��}t�-o-�|Ã��m�Â��k��E�m�®}~��o ���~o]­��E}~�®°º{#�E�|Ã�m�~��¿�­²{�����}~�²{*yzn%��}��~�²���mo]{]´
� sÀo�}~}~��oro]��­��mn%�®l]�~o�­�o]{@�|�����-�m­®}~�]{,�mo�­L½ �E�m�m���bÃ|�®n��E}~�������z�mn%�-�������mo��|���m�����m­�l-n%o��¾½ �]���Q­®�|}��®�Q�0¹ 6[»�¯�m�E��{@­L½ o]{~�m�~�®}#�|o]{@���]{~�m­®}��E}�{,�|�2��������¢����E�mkmo �|´ �m´

� 3,5 � IJB � =@F�
GI,B ;�
 I � K � A CE=���� H � 9 7 ;LA�� �>;LH&7:AE=@B C =���CE=@7:B
�����m���E�m���~�|��kmo]��­®ot�m�~�Q�m­�l-n%o�¯������d���m}~��­®�²{*o]���m��otn%��}�km�|�|or�|o I��E­�o-� ������¯z��ot���m�I���Q{~{~o#�������m�mo��E�m�m���bÃz¼
��n%�E}~�����2�|o/­L½ o[{*���Q��o

V = L2([−1, 1])
���E�@�m�À{~����{@o[{*�Y����o/�|o/�|��n%o-��{~������¿��m��o�=

Vh = span [ ψ1, ψ2, · · · , ψNh
]

��8
h
o]{*},�m�����E���En%l�}��~o��¾½ �E�m�m���bÃ|�®n��E}~�������mo]{*}~���m�/·�}�o-���|��o���o]��{

0
o�},��8�­��O�|��n%o-��{~�®�Q�

Nh

�|o
Vh

}~o]���
��o]��{

+∞ ­�����{~���mo
h
}~o]������o]��{,��´S5
o/�m�����m­�o-n%o/�E�m���~�|��km��{-½ o]�-�~�®} =





j
�����m�Qo-�
(uh, vh, λ) ∈ Vh ×Vh × C, (uh, vh) 6= (0, 0),

∫ 1

−1

M(y) uh(y) ũh(y) dy +

∫ 1

−1

vh(y) ũh(y) dy = λ

∫ 1

−1

uh(y) ũh(y) dy

1

2

∫ 1

−1

∫ 1

−1

uh(y) ṽh(y) dxdy +

∫ 1

−1

M(y) vh(y) ṽh(y) dy = λ

∫ 1

−1

vh(y) ṽh(y) dy

¹U�b�z»

wz�����Â��km�Q��{~�¶}#­²�����Q{*o {ψj}
���~}~km�Q�m����n%�-o/�m�E�Y{

L2 o-}r{~�
���À�|�[{*��¢���o����E� Uh

¹º�~o[{*��´
Vh

»,­®o��Qo]��}~o-���t�|o]{
���Qn%�Y��{~���Q}�o]{@�|o

uh

¹±��o]{~��´
vh

»����2�E�I���|}��¶}t�����m������­®l]nOo/�|o/�d��­®o]�m��{��m�������~o[{�=




MhUh + Vh = λ Uh

EhUh + MhVh = λ Vh

¹U� �Q»

��8 =
(Mh)i,j =

∫ 1

−1

M(y)ψi(y)ψj(y)dy

(Eh)i,j =
1

2

∫ 1

−1

∫ 1

−1

ψi(y)ψj(x) dxdy.

"��2�¾½ �E�|}��~o[{�}�o-��n%o]{]¯��Q�����m�m���z��k�ot­�o�{~�Yo[��}��~o��|o�­i½ ���I�-���d}�o-�m�
A
¹º���m�¾���Qn%�Y�Q�*}�or�m��or�����*}��®o����Q��}~������oro-}

�m�mo����E�~}~��o��m��{�����l�}�o[»,�Y�E�t­�o%{*�Io]��}~��o�¯I�m�]�-o]{�{~���®��o-n%o-��}t���m�~o]n%o-��}��|�²{�����o�}]¯¾�|o�­��Ïn��d}~���²��o9�]�E���~�]o
2Nh ×

2Nh

=

Ah =




Mh I

Eh Mh


 .

µ �2�%��}~�Y�|�®��}��~�Q��{@��km�Q�¶Ã��Y��{~{~�®��­®o[{@�Y�Q�m�,­i½ o]{~���Q��o/�¾½ �E�m�m���bÃ|�®n��E}~�����
Vh

´

���
	 �
	 � � § � Ê Ë Å 	 «/Ë��i¦]ª�¨ � § �º¦[©|§ � Ê�� � � �®©��ºË Å Ë Å��UÊ � ª�§ � Ê�� ¦%ª Ê � ¦]§]© � § Å ¦ � ©|¨ � Ê ¨dª Å © 
��
µ ��{~�m�È�|�����²{~or­L½ ����}~o]�~�d�E­�­�o

[−1, 1]
o]�

2N
����}~o]�~�d�E­�­�o]{��|or­�����¢��mo]�m�

h = 1
N

´�wz�
χj+ 1

2

�m�]{~�®¢Q�mor­²�/°±�Q����}��®�Q�
�-�����Q��}��-����{*}~�²���mo��mo�­L½ �®��}~o]�~�d��­®­�o

[yj , yj+1]
��8

yj = jh, j = −N, · · · , N − 1,
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1 ¡ � 
%���"�+��� � �+��������	��	�
��$��+) ,�

��
�.��

�����I�Q{~o�=




ψj = 1√
2h
χj− 1

2
, j = 1, · · · , N,

ψj = 1√
2h
χj+ 1

2
, j = −N, · · · ,−1.

¹U�d¡�»

�E�Y�Q��o-­��-�Q{@­®o[{ {ψj ,±j = 1, · · · , N} °±����n%o-��},�m�À{*y|{*}~l-n%o����~}~k����m�Q�~n%���m�E��{ L2 o�}
Vh = span [ ψj , ± j = 1, · · · , N ].

¬ �E��{,�-o��-��{]¯|��­�o]{*}@°º������­�o��mo/�������,���mo
Eh

o[{6}#­²�On��d}~���²��o/�|o/���E�m¢?6/�|��¿����®o/�����

(Eh)i,j = h =
1

N
, ± i = 1, · · · , N, ± j = 1, · · · , N.

�`�E���E��­®­�o-�m��{��I�������]�E­²���m­�o-���|o#°º��H����¥���m�m���|��km�-o#­²�/n��d}��~�²��o
Mh

¯z�Q�Ï�-��­��-�m­®ot­®o[{�����}~�-¢Q����­®o[{��b��o[�,­²�/�~l]¢�­�o
�|�)�Y�Q�®��}/n%�®­���o-� ¹±o�Ãm�Q��}~o%{~�

M(y) ∈ P1([yi, yi+1])
¯
�E�Y�Q��o-­��-�Q{

Mh

o]{*}�­²��n%�E}~�����-oO�m����¢����Y�E­�o��|�-¿��m��o
����� =�=

(Mh)i,j = M(yj+ 1
2
) δij , yj+ 1

2
= (j +

1

2
) h, ± i = 1, · · · , N, ± j = 1, · · · , N.

���
	 ��� � � § � Ê Ë Å � «/Ë��i¦]ª�¨ � § �º¦[©|§ � Ê�� ¦ ��Å ªE§-¨d© � Å
µ �2{*o��|�Q�m�mo��m�2o-��}��®o]�

N ≥ 1
¯m�Q���I�Q{~o

h = 1/N
o�},���2�I�Q{~o�=

Vh = [ψ0] + span [ (ψ1
n, ψ

2
n), n = 1, · · · , N ].

��8��m�Q��{,�b���Q��{@�|��¿���� =

ψ0 =

√
2

2
, ψ1

n = cos(nπy) n > 0, ψ2
n = sin(nπy) n > 0,

���m�¾°±�Q�~n%o-��},�m�Â{~y|{6}�l-n%o����~}~km�Q�m����n��E­¾�m�E�Y{
L2 ´ µ ���m��}~o]���%���mo Nh = 2N + 1

´ ¬ �E��{#­��O�m���d}������mo����
�z�mn%�-���E}�o�­�o]{,�mo-¢����]{@�|o/­����Yo]�*}����¾½ ���mo�°±������}~�����

uh

�|o
0
·

2N
�|o�­²��°º�����Q��{~�m���d�E��}~o�=

uh = u0 ψ0 +
N∑

j=1

uj ψ
1
j +

N∑

j=1

uN+j ψ
2
j .

5�o[{r°±������}~������{
ψ1

n

o-}
ψ2

n

��}��E��}r}����|}�o]{/·�n%�dy�o-���mo��z�m­�­�o�¯��Q�No-�5�|�[�|�m�®}/���mo%­²�Ïn��E}~�����-o
Eh

�Ï���){~o-�m­
�-­��-n%o]�Q}#����������­ =

(Eh)0,0 = 1, (Eh)i,j = 0
{*�

(i, j) 6= (0, 0)�`�E�#�-����}~��or­²�%n��d}��~�²��o
Mh

��½ o]{*}#o-��¢��]�m�-���E­È���Q{,�|�²�E¢��Q���E­�o�����n%n%o��E½ ��}��E�®},­®o��]��{@�I���m�,n%��}�km�|�|o06�´
��­���{,�m���]�-��{~�-n%o]�Q}[¯m{*�¾�Q��°º�E�®}#­��%�|�[����n%�I�Q{~�¶}��®�Q���Y�E�,�m­��|�-{,�|�2��o[��}�o-�m�

Uh

=

Uh = (U1
h , U

2
h)t, U1

h = (u0, u1, · · · , uN), U1
h = (uN+1, · · · , u2N )

�E­�����{����2�O­����|�[���QnO�I�Q{~�®}~�����2�|o�­��On��d}��~�²��o
Mh

{~�m���d�E��}~o�=

Mh =




Mcc
h Mcs

h

Msc
h Mss

h


 ¹U����»

�b��o[�




Mcc
mn =

∫ 1

−1

M(y) cosmπy cosnπy dy, 0 ≤ m,n ≤ N,

Mss
mn =

∫ 1

−1

M(y) sinmπy sinnπy dy, 1 ≤ m,n ≤ N,

Mcs
mn = Msc

nm =

∫ 1

−1

M(y) cosmπy sinnπy dy, 0 ≤ m ≤ N, 1 ≤ n ≤ N.

¹U�%K�»

5�o�­�o]��}~o-���#�Y�Q�m�������~o]n��E���Q��o-�,���mo�=
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���������
	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� 1 �

� wz� M(y)
o]{*},�®n%�����®��o�¯

Mcc
h = 0

o�}
Mss

h = 0
´

� wz� M(y)
o]{*},���E���~oQ¯

Mcs
h = 0

o�}
Msc

h = 0
´

���
	 � � � � § � Ê Ë Å � «/Ë��i¦]ª�¨ � § �º¦[©|§ � Ê�� � ©|¨ ��Ê � Æ���� � Å ¦ Ê ¨[§ � Ê � Ê�� © 
 �
µ � ��km���²{*�®}�­®o[{%�Y�Q­®yz��TQn%o]{%�|oC5�o]¢�o]���|��o�·)�m�moÀ�-����{*}����Q}�o����~l[{-¯@�d¿�� �¾½ �b���Q�®�O­i½ ���~}~k����m�Q�~n��E­��®}~��= µ �
���Q}��~�|�|���¶}#­�o]{�°±�Q����}��®�Q��{�=

ψn(y) =

√
2n+ 1

2
Pn(y) n ≥ 0

��8�­�o]{
Pn

{~����},�I��­�y���T�n%o]{,�|o(5
o-¢�o]���|��o/�|��¿�����{@�����,�~�[���m����o-���-or����� =

P0(y) = 1, P1(y) = y, (n+ 1)Pn+1(y) − (2n+ 1) y Pn(y) + nPn−1(y) = 0.

¬ o]{r�m�~�Q�m���®�-}~�]{r�|o]{r�I��­�y���T�n%o]{��|o 5
o-¢Qo-���|��o�¯Io-�N���E�~}~�²���m­���o-�t­�o-���r�Q�*}�km��¢Q������­®�®}~�Q¯����0�|�]�|���¶}/�E�²{*�]n%o-��}
���mo�­®o[{

ψN

°±����n%o-��},�m�À{*y|{*}~l]nOo��Q�*}�km���m�Q�~n���­I�|o
L2 ´

µ �2{*o��|�Q�m�mo
N
�m�2o-��}~��o-�#{~�m�I�-���®o]�m�#· 6�¯

h = 1/N
o�}#�Q���m��¿��m�®} =

Vh = span [ ψn, n = 0, · · · , N ].�E�Y�Q��o-­
�]��{@���À�
Nh = N + 1

´������,���~}~km�Q¢��Q���E­��¶}���·
P0 = 1

¯�­®o[{,�Y�Q­®yz��TQn%o]{,�|o�5
o-¢�o]���|��o/{*�Q�Q},}�����{,·
n%�dy�o]�m�mo��z�m­®­�o�{~�m�

[−1, 1]
´ µ �2o-�À�|�[�|�m�®}r���mo�¯I���QnOn%o��I���m�#­²�%n%��}�km�|�|o��|¯�­��On��d}��~�²��o

Eh

�%�m�À{~o-�m­
�-­��-n%o]�Q}#����������­A=

(Eh)0,0 = 1, (Eh)i,j = 0
{*�

(i, j) 6= (0, 0)

� 3�� � � 9<C ; =@;>IJB � K �E7:B�
 =�� I,B 9<F�
�� ���47 B C � A4= �E7:A�� C =���� H,B B 
 ; � H&7:B C ; =�
 I ���
AEHJI&7 = B

�������
	 �8Å � ¨ Ê�� � ��� � � ©��±¨ Å �
p#�Q��{,���Q��{~���|�]�~�Q��{�­®o/���~��¿�­¾­®���m�[�E���~o��E��}~�²{~y�n%�-}~�������mo�=

M(y) = y

p#�Q��{,���Q�m������{�{*�Q��{@�m�E�Y{,��o��-�Q{�­���{*}~������}��m��o��m��{~�Yo[��}��~o��|o
A
���m��o[{6}#���m�~o]n%o-��},�~�]o-­¾o�}t�-����{*}~�®}~����=

� �|��{~o-¢Qn%o-��} [−1, 1]
���m���-����{*}~�®}~�mo/­�o/{*�Io]��}~��o����Q�Q}��®�z��¯

� �|o]{,�|o]�|Ã��d��­®o]�m��{��m�������~o[{ ± √
2
´

� � § � Ê Ë Å 	 wz�m�/­²�¥¿Y¢��m��o ��¯����5�����5�Ï��o-�m���]{~o-��}����m����{�­®o%�m­²�E�Y����n%�m­�o�Ã|oO­®o[{��b��­®o]�m��{r���~�Q�m�~o[{��|�
{~yz{*}~l]n%o��|��{�����o�}#�I�����#p�� 6[����¯��E���Oo-}#�Q���O����}~o-���d�E­�­®o[{-¯��Y�Q�m�#s ­®���m�[�E���~oQ´L5�o[{,�~�[{*��­¶}��d}�{,���m�Io-­�­®o]�Q}#­�o]{
���Qn%nOo]��}��E����o]{@{*���®�d�E��}�{�=
� Ì }*}~��������{r}~�Q�|}��¾½ �E�I�����Â­L½ �E}*}~o]��}~�����5�|�5­®o[��}~o]�m�/{*���/­®o[{r�[��kmo-­�­�o]{r}~��l]{/�|�®¸È�-��o-��}~o[{/�|�)�mo]{�{*���N�I���m�­��������*}��®o����-o]­®­�o%o�}9­²�2���E�~}~��o%�®n���¢������E���~o�N2wz���m�Q��{��b�z�®�Q��{���km���²{~���Y�Q�m�/­²�2���E�~}~��o��®n���¢������E���~oO­²�
n'O]n%o#�]��kmo]­®­�ot���mot�-o-­�­®o���km���²{~�®o,�I���m�8­������E�~}~��o#���-o-­�­�o�¯�­�o]{8¡E9~�������~�Io]{8�|��{�����l�}�o]{7;,���m�I�E�m�Y�E���E�²{~{~o-��}
{*�m�9­���¿�¢Q�m��o �|¯`�������~�Io]{����mo�������{�����n%n%o-��}�o-������{��m� �Io-� ��­®��{9­®�Q�®�
¯!{~o¥{*o]�����®o]��}��]������{~�-o[{/{*���
­i½ �dÃ|o����-o]­
o�}��E�m���E��o-��}r{~o-n��m­®� 96��o-n%�m­��®� ;/­i½ �®��}�o-���b��­®­�o

[−1, 1]
¹±�Q�����t�]¢Q�E­�o-n%o]�Q}r�m�Q{r����n%n%o-��}��E���~o[{

{*�m�,­L½ �E�m�m���bÃ|�®n��E}~�����Ï�|�À{~�Yo[��}��~o/���Q��}~�����I»�´
� 5�o�{~�Yo[��}~��o9�|o

Ah

o[{6}������Y{6}��¶}��m���|o9�|o]�|Ã2�b��­®o]�m��{,�m�����m��o]{@���-o]­®­�o]{,�Q�m�I�Q{~�-o]{ ± λ∗h
o�}r�|o

4N + 2�b��­®o]�m��{8���~�Q�m�~o[{��m���2���-o-­�­�o]{]¯z����½ ���2�Io-�|}#��o-¢Q�~�Q�m�Io-�@���E�@�����®��o]{,�-���d�6��¢��m�]o]{

Λc(h) = {
(
λj(h), λj(h)

)
, j = −(N − 1), · · · , N − 1 }.

¬ o���­®��{]¯��Q�2���-���®¿�o����mo
λ−j(h) = −λj(h).

o�}t���mo
λ0(h)

o�}
λ0(h)

{*�Q�Q}#­�o]{t�|o-�|ÃÀ{~o-�m­�o]{,�d��­®o]�m��{
�m�~�Q�m��o]{��®n���¢������E���~o[{����m�~o[{,�|o

Ah

´

Ü
ÜVU�WmæGX*ä�Y�Z+[�ç�å�\�]
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1 K � 
%���"�+��� � �+��������	��	�
��$��+) ,�

��
�.��

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−0.02

−0.015

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02
N=400
N=200
N=100

>!��¢��m��o ��=����E­�o-����{��m�����m��o]{��I���m�t�m�2�m�~��¿�­¾­��®�m�[�E���~oQ¯|sÀ��}�km�|�|o06�´

� 5�o]{/�mo-�|Ã)�b��­®o]�m��{r���~�Q�m�~o[{��~�]o-­�­®o[{/�����Y{6}��¶}��mo-��}��m�mo¥���m�m���bÃ|�®n��d}��®�Q�0�|�5{~�Yo[��}~��o��I������}~�mo]­��|o A ´µ ���Q��{*o]�~�Qo����mo�=
lim
h→0

± λ∗h = ±
√

2.

p#���Y{��~o]�m�~�[{*o]��}~���Y{-¯bo-�%�[��kmo-­�­®o@­���¢��E���¶}�kmn%�����moQ¯d­®o[{��b���~�²�d}��®�Q��{��|o,­L½ o]�~��o-�m�
λ∗h−

√
2
o]�9°±�Q����}��®�Q�%�m�

����{��|o��|��{�������}���{��d}��®�Q�
h = 1/N.

5��9�-���m���Yo��|o����Q���Qo-��¢�o]����ot���m�È�m�Q��{@���Q����o]�~�mor���-�Èo]{*}�­²���-���m���Io
�m­®o]�mo����m�`��������o]{~�Y�Q���N·�­���n%��}�km�|�|o�6�¹º­®o[{/�E�|}��~o[{��������~�Io]{�{~����}��-o-­�­®o[{/���m�`��������o]{~�Y�Q���|o-��}/�E�|Ã
nO�-}~km�|�|o[{#��o�} 1 »�´ µ ���Io-�m}tn%o]{~�m�~o]�,�Q��o/­��%���Q�z��o-��¢�o]����oro]{*},o-�

O(h2)
´

−2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

log
10

(h)

lo
g 10

(e
rr

or
)

Constantes par morceaux
Discretisation spectrale
Discretisation polynomiale

>!��¢��m��o 6[��= Ì ���m�~�bÃ|��n��d}~�����2�|o[{@�b��­®o]�m��{@�m�~�Q�m��o]{@�|o
A
���E�,­�o]{,}~�����²{8n%�-}~km�|�|o[{-´

� 5�½ o-��{~o-n��m­®ot¿��m� Λc(h)
���Q��{*}~�®}~�mo�o-���Q��o-­²�Q��o�{~���~}~or�m�mo��|��{�������}���{��d}��®�Q�Ï�|��{*�Io]��}~��o��-����}~���z���|o

A
´

Ár½ o[{6},­��m�
���m�
�|�]�Y�Q����kmo/{~�m�,­®o[{A9*�-���m���Io]{,�|�²{~�-�~l-}~o[{ ;r�]���|���m�-o[{��m­®�Y{,k��E�m}]´`��­���{,o-Ã|�Q��}�o-n%o-��} =

∀ λ ∈ [−1, 1], lim
h→0

inf
µ∈Λc(h)

|λ− µ| = 0.

â±Þ!Ü�âãá

in
ria

-0
01

89
32

0,
 v

er
si

on
 2

 - 
21

 N
ov

 2
00

7



���������
	���
�������������������	������������������ �!�"����#�	%$&��
���$��'#�	�$(���
)*�������'�+�-,���
���./�+�0����� 1 �

M8��o-�5�]���²�|o]nOn%o]�Q}[¯��I�����9��k������mo
λ ∈ [−1, 1]

¯
infµ∈Λc(h) |λ − µ| o[{6}��E}*}�o-���Q}��Y�E�9�|o]�|Ã0�d��­®o]�m��{�m�~�Q�m��o]{!�����E�6�m¢��m�]o]{

λjλ
(h)

o�}
λjλ

(h)
´ ¬ o@°º��H��Q����n��E¢Q�-o�¯d�Q���Io-�m}8�|���~o,���mo�¯Q�E�m��l]{��|�²{~�-�~�-}~�²{~�E}~������¯

��k������mo@���-o-­Y�|��{*�Io]��}~��o#������}��®�z�%o]{*}��]�-­��E}~�,o-�¥�mo-�|ÃO�b��­®o]�m��{��m�~�Q�m��o]{`���Q�d�6�m¢Q�m�-o[{`�m���%���-o]­®­�o]{`�|�Q��}
­��0���E�~}~��o��®n��E¢Q�®�Y�E���~oÏ}~o-�Y� �Qo-��{

0
´ Á8o[���,o]{*}¥���Qkm�-��o-��}��b��o]�Ï­®o 96°º�E�®}7;����moÀ��k��Q���mo��]­®o]n%o-��}¥�|�

{*�Io]��}~��o��-����}~���z���mo
A
o]{*},�mo/n9�m­®}~���m­����-�¶}��9��¹º���Q�®�,��o-n��E�����mo���´ 6 �d»�´

� 5�o�°º�E�®}����mo%­�o]{��-­��-n%o-��}�{��m�0{~�Yo[��}~��o%������}��®�z�?9*�����*}�o-��}7;��m����{�­®o%�m­²�E�)���QnO��­®o-Ãzo%�|o�°º��H-���0����}~�®¼{*yzn%��}��~�²���mo@���E�`���E�m�I���~}�·�­i½ �dÃ|o,���-o]­|o-��}~���E���mo,�m�[��o]{�{��E���~o]nOo]��}����mo,­�o#nRO-n%o,�m���|���]�m�#�|o#�|�²{~�-�~�-}~�®¼
{~�E}~�����5�E�m�m­��²�Q���Ï�E�5�m�����m­�l-n%o¥�¾½ �-�Q��­��|}~����� ¹ 6[»/�|�]�Y�Q����kmo¥{~�m���m� ���~�Q�m­®l]n%o¥{*o]nO�®¼Î�|��{�����o�}Ï¹º�i´�o�´
�|��{�����o�}@o-�

y
o-},�-����}~���z�Ïo]�

(x, t)
»��Q���¾o]{*}@����{*}����m­®oQ´�Á8o]���¾o[{6}#·������m�m���|��kmo-�@�|���~�[{*�m­®}��E}��Q�|}~o]�z�

�E�)���E���E¢Q�����mkmo �|´ �m¯
­�����{~����½ ���){*o¥�-����}~o]��}~o¥�|o¥�|�²{�������}~�²{~o-��­®o����~��¿�­
M
�mo%°º�����Q� �����Y{6}��E��}~o%�����

nO�Q���-o]���|Ã)¹º­®o��m�~�Q�m­�l-n%o�{~�Yo[��}�����­
�I�Q{~�9��o]{*}��E��}r�m�����/o]�0�|��n%o-��{~�����À���|¿��m��o[»�´r��­���{��m���]�-��{~�-n%o-��}[¯
­��O{*�Q­®�m}~�����2�|�2�m�~�Q�m­�l-n%o��mo�Á��E����kzy¥{~o-n%�¶¼Î�|�²{~�-�~o-}@���m���9o]��¢Q�-�m�]����­Y���mo��������²{~{��E�Y��oto]�Ï}�o-n%��{,o]�

e α(h) t ��8
α(h) = sup

µ∈Λc(h)

Im µ.

¹ µ ������{~o-����o��z�mn%�-�������mo]nOo]��},���mo
α(h) = Im λ0(h)

´ »
M8��o-�Oo-��}�o-���|�
¯

α(h)
}�o-���O��o]��{

0
�����E���

h
}~o]������o-��{

0
´`wz�m�`­²�#¿�¢Q�m��o 6�6E¯����O�~o]�m�~�[{*o]��}~o�o]�%�]��kmo]­®­�o

­®�Q¢E¼U­®�Q¢�­�o]{8�d�E�����E}~�������|o
α(h)

�Y�Q�m��­�o]{�}~�����²{�n%��}�km�|�|o]{]´ 5
���-���m���Iot���Q�~��o]{~�Y�Q���m���Q}�·�­��9nO�-}~km�|�|o
6ro[{6},­²�O�-���m���Ior�m­�o-��o�´ µ �Ï�Io-�m}t�E����{*�¾�Q�-���¶¿Yo-�@�Q��o�­²�%���Q���Qo-��¢�o]����o#�Qo-��{�­®o/{~�Yo[��}~��o�������}��®�z�2�|o

Ao]{*}@­����m�]���®��o�¯m��½ o[{6}#·��|���~o�o]�
O(h)

´

−2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0
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>!�®¢Q�m��o'6�6�= Ì ���m�~�bÃ|��n��d}~�����2�|�À{~�Yo[��}~��o/���Q�Q}��®�z�2�|o
A
������­�o]{,}~�����²{8n%�-}~km�|�|o[{-´

� ÍÎ­Io[{6}����d}��m��o-­¾�|o�{-½ �®��}��-��o]{�{*o]�8�E�mÃ%�Qo]��}~o-����{8�m�����m��o]{ (uh, vh) ∈ Vh ×Vh

�|o
Ah

´ µ ������{~o-����or�Q��o
��k������mo%�d�E­�o-�m���m�����m��o��|o

Λc(h)
o[{6}9{~��nO��­®o¥o-}]¯��m��o-� { �m�[¯!{~� (

uj(h), vj(h)
) �|�[{*��¢���o�­®o¥�Qo]��}~o-���

�m�~�Q�m��oÏ¹±�m�Q�N���-o]­²»r��{�{*�|�-�®�9·
λj(h)

¯�­�o��Qo]��}�o-�m���m�����m��o9�Q{~{~�|������·
λj(h)

o]{*} (
uj(h), vj(h)

) ´/�`���
�E��­®­�o-�m��{]¯���­�o[{6},°º�Q����­®o/�|o/n%����}��~o]�@���mo�=

(
u−j(h), v−j(h)

)
=

(
uj(h),−vj(h)

)

wz�m�¥­²�)¿�¢����~o 6b�z¯@�m����{¥�~o]�m�~�[{*o]��}~���Y{%­®o[{¥�����d}��~oÀ�Qo]��}�o-�m��{%�m�����m��o]{��Q{~{~�|�����]{�· �����E}~��oÀ�b��­®o]�m��{
�m�~�Q�m��o]{ =
­�o]{,�|o]�|Ã¥�d�E­�o-�m��{��m�~�Q�m��o]{8­®o[{8��­®��{@���~�|��kmo[{8�|o

λ = 0.5
¯|�|o�­²� 96°±����n%o�;

λ = 0.5± δ
��8

δo]{*}"9*�Yo-}~�®}7;�o-}!­�o]{!�|o]�|Ã��d�E­�o-�m��{
���~�Q�m�~o[{
­�o]{��m­���{!�m���z��k�o]{!�|o
λ = −0.5

¯d�|o�­���96°±����nOo+;
λ = −0.5±δ¹º�b��o[��­®o�nRO-n%o

δ
»�´ µ �N�-����{*}��E}~o9���mo�­®o[{tn%�|�|o[{t�m�������~o[{#{*�Q��}t}~��l]{t­®�|�]�E­���{~�]{r�E�|}����m���|o

y = 0.5
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�Y�Q�m�@­®o[{,�|o-�|Ã¥�d��­®o]�m��{��m�������~o[{��m���|��kmo]{@�|o
λ = 0.5

o-}#�E�|}����m�,�|o
y = 0.5

�I���m�,­�o]{@�|o]�|ÃÏ�d�E­�o-�m��{
�m�~�Q�m��o]{#���~�|��kmo[{t�|o

λ = 0.5
´�Á8o]���!��}��E�®}��E}*}�o-���|�0o�}�o-�)�����m°±����nO�®}~�O�b��o[�/­i½ �E�Y�E­�yz{~o�°±�Q�~n%o]­®­�o��|o

­��O��o-n��E�����mor�Y´/6���´
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>!�®¢Q�m��o 6b��=`sÀ�|�|o]{#�m�~�Q�m��o]{@��{�{*�|�-�®�[{�����{~�Io]��}��~o/�-����}~���z���I���m�
λ ' ±0.5

´

� � § � Ê Ë Å � � µ �2�-��­��-�m­®o/����{~�-n%o-��}#���mo

Mcs
m,n =

1

π2

[ (−1)m+n − (m+ n)π

(m+ n)2
+

(−1)m−n − (m− n)π

(m− n)2

]

wz�m�%­²�Â¿Y¢��m��o 6 1 ¯��Q� �N��o-���~�[{*o]�Q}����m����{O­®o��m­²�E� ����n%�m­�o�Ã|o�­®o[{��d��­®o]�m��{O�m�������~o[{9�|� {*y|{*}~l]nOo2�|�²{~�-�~o-}
�I���m�R6]�Q�m¯¾�E�Q�¥o�}��Q�Q��°±�Q����}��®�Q��{��|o��Y��{~o�´ µ �N�Q�|}~��o-��}/�����E­��¶}��d}��®�Qo-n%o-��}]¯¾�|o[{��~�[{*�m­®}��E}�{r��}����m����n%nOo]��}
{~�®n%��­����®��o]{@·���o]�|ÃÏ�Q�|}~o]���Y{,�b��o]�r­²��n%�-}~km�|�|o06Q´�wz������y¥��o-¢��E���|or��­®��{#�m�~l[{-¯|�Q���-����{*}��E}~o/���mo�=
� "�����o����m�����Q����o]�~�mo�­L½ ���m�m���bÃ|�®n��d}��®�Q���m��{*�Io]��}~��o��Y�Q����}��mo-­��|o A ¯[�Q�/�#{*o]�m­�o-n%o-��}
�m��o����Q���Qo-��¢�o]����oo-�

O(h)
¹±���Q�®�@­²�����Q�m�~�Io��~�Q�m¢�o��|o/­²��¿�¢��m��oR6]�Q»�´

� 5�½ �E�m�m���bÃ|�®n��E}~�����2�|�0{~�Yo[��}��~o9�-����}~���z�Âo]{*}]¯È���Qn%nOo��Y�Q�m�t­�o��]��{r�|o9­²�¥n%��}�km�|�|oB69o-� O(h)
¹±���Q�®�

­��%���Q�m���Yo������m¢Qo��|o/­²��¿�¢����~oR6�6[»�´

� � § � Ê Ë Å ��� µ �2{*o��m­²���-o/�m�E��{#­®o/�-�Q{,�¾½ �m�2�m�~��¿�­¾­��®�m�[�E���~oQ´ 5�o�­®o[��}�o-�m�#�Q�-���¶¿Yo-���9���mo0=

Mm,n =





2(m+ 1)

(2m+ 1)(2m+ 3)

{*�
n = m+ 1

2m

(2m− 1)(2m+ 1)

{*�
n = m− 1
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>!��¢��m��o 6 1 = ���E­�o-����{@�m�������~o[{8�I�����,�m�2�m�~��¿�­¾­��®�m�[�E���~oQ¯msÀ��}�km�|�|o9�|´
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>!��¢��m��o 6]��= ���E­�o-����{@�m�������~o[{8�I�����,�m�2�m�~��¿�­¾­��®�m�[�E���~oQ¯msÀ��}�km�|�|o 1 ´

wz�m��­²�r¿�¢��m��o 6-�m¯Q�������~o]�m���]{~o-��}~�@�m�E�Y{`­®o,��­����O�-��n%�m­�o�Ã|o,­®o[{��d�E­�o-�m��{��m�����m��o]{��|�¥{~y|{6}�l-n%o,�|��{�����o�}`�I���m�
6]�Q�m¯`�E�Q�2o�}9������°±���Y��}~�����Y{9�|o�����{~o�´ µ � ���m}~��o-��}��m� �-��n%�I���~}~o-n%o]�Q}O{*��n%�®­²�E���~o��E� �|o]�|Ã)���~�[���]�mo-��}~o[{
���Q�|¿�¢Q�m���E}~������{]´

��������� �8Å � ¨ Ê�� �8¦ � � 
!¦ Ê�� Ë!© � �
p#�Q��{,���Q��{~���|�]�~�Q��{�­®o/���~��¿�­¾­®���m�[�E���~o��E��}~�²{~y�n%�-}~�������mo�=

M(y) = sin(
π y

2
).

p#�Q��{,���Q�m������{�{*�Q��{@�m�E�Y{,��o��-�Q{�­���{*}~������}��m��o��m��{~�Yo[��}��~o��|o
A
���m��o[{6}#���m�~o]n%o-��},�~�]o-­¾o�}t�-����{*}~�®}~����=

� �|��{~o-¢Qn%o-��} [−1, 1]
���m���-����{*}~�®}~�mo/­�o/{*�Io]��}~��o����Q�Q}��®�z��¯
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� �|o]{,�|o]�|Ã��d��­®o]�m��{��m�������~o[{ ± λ0
��8

λ0
o[{6}#�]�E������}��-����{~�����E�

λ0 > 1
o�} ∫ 1

−1

dy
(
λ0 − sin πy

2

)2 = 2.

� � § � Ê Ë Å 	 ��p#���Y{#��o-�m���]{~o-��}~�Q��{#{~�m�#­²��¿�¢Q�m��o06 �%­²�¥�|�²{6}��~���m�|}��®�Q�Â�|o]{r�d�E­�o-�m��{,�m�������~o[{#�|o
Ah

�I���m�
N = 100, 200, 400

´ 5
o¥­®o[��}�o-�m�����-���®¿�o-���2�Q��o¥­®o[{9�-��n%n%o-��}����®��o]{�°º���¶}�{9�m����{�­�oÏ�]��{9�m� �m�~��¿�­�­����m�]���®��o
��o]{*}~o-��}/�����E­��¶}��d}��®�Qo-n%o-��}��b��­����m­�o]{]´9wzo-�m­�o%­��Ï°±����n%oO�mo�­²���-���m���IoO�|o[{��b��­®o]�m��{r���~�Q�m�~o[{to[{6}�­��-¢�l]�~o]n%o-��}
��k����m¢��]oO¹ºo-­�­®o/o[{6}#�m­���{A9*�Y�Qn9�I�-o+;����mo��m����{@­®o/�]��{,�|�2�m���E¿�­¾­����m�]���®��o[»�´
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>!�®¢Q�m��o'6���= ���E­�o-����{@�m�������~o[{8�I�����,�m�2�m�~��¿�­�{~�®�z��{~���²�m�E­L¯|sÀ��}�km�|�|o06�´

� � § � Ê Ë Å � � µ �2�-��­��-�m­®o/����{~�-n%o-��}#���mo

Mcs
m,n =

4

π

[ (m+ n) (−1)m+n+1

4(m+ n)2 − 1
+

(n−m) (−1)n−m+1

4(n−m)2 − 1

]

wz�m��­��2¿Y¢��m��o�6]¡|¯��Q� �2�~o]�m�~�[{*o]��}~�¥�m����{�­�o¥�m­²�E� �-��n%�m­�o�Ã|o�­®o[{��d�E­�o-����{/���~�Q�m�~o[{/�|� {~y|{6}�l-n%oÏ�|�²{~�-�~o-}
�I���m�06[���m¯
������o�}/�Q�Q�¥°±�Q����}��®�Q��{/�|o%���Q{*oQ´ µ �)���|}��®o]��}����5�-��n%�I���~}~o-n%o]�Q}�{~�®n%��­����®��o%�E�5�-��{��|�5�m���E¿Y­
­��®�m�[�E���~oQ¯m{*���-o/��½ o]{*}@­²�O°±����n%o/�|o]{A9~���Q�m�~�Io]{,�m��{�����l�}�o]{7;��|o]{@�d��­®o]�m��{@���~�Q�m�~o[{-¯z�m­���{#�-��n%�m­�o�Ã|o�´

� � § � Ê Ë Å ��� �`�Q�®�,­²��¿�¢��m��oR6b��´

� 3�� � 
GA��47 K�AE9<F =@IJ?�A47 �47 ?�A47:HJ? AE7:B C =���� HJB � I,7:K � ��� I,B IJB 3
��� ���
	 � ¨ Ê�� �i¦

C1 � ©��º¦ ��Ê � C2

µ �����-���®¿�o�{~�m�,­²��¿Y¢��m��oR6 K|¯m����½ ����o]{*}#{6}��E�m­�o/�m�E��{�­�o/�-��{,�m���m���E¿Y­������z�Qo�Ã|o�¯
C1 ¯|����� C2 ¯m��­®�Q��{�����½ �Q����m}~��o-��}t�|o-�mÃÏ�d�E­�o-�m��{@�m�����m��o]{���n%��¢������E����o]{��m�m��o]{,�m����{@­�o��]��{,�-�����]�b��o�´

��� ����� ��©m¦%© �YÅ ªÂ©|¤�¦ Å � ª Å Ë Å ¦ ��Å ªE§]¨ Å ��Ê�� ªE§�
 Å �
µ �2��km���²{*�®},�m�2�m���E¿�­L¯m�|o�}~o]­®­�o�{~���~}~o��Q�
½ �Q�2���¶},���Q{,�O�m�~���������|o/{~�Yo[��}~��o/�I������}~�mo]­i´

M(y) = 4 (1− (1 − y)0.4)

µ �������®}#{*���,­��O¿�¢Q�m��o 6 �|¯����mo�}~�Q�|}~o[{@­®o[{@�d�E­�o-�m��{@�m�����m��o]{8}~o]���|o]�Q}#�Qo-��{�­i½ �®��}�o-���b��­®­�o
[−4, 4]
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>!�®¢Q�m��o'6[¡�= ���E­�o-����{@�m�������~o[{8�I�����,�m�2�m�~��¿�­�{~�®�z��{~���²�m�E­L¯|sÀ��}�km�|�|o9�|´
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>!�®¢Q�m��o'6d��= ���E­�o-����{@�m�������~o[{8�I�����,�m�2�m�~��¿�­�{~�®�z��{~���²�m�E­L¯|sÀ��}�km�|�|o 1 ´

��� ��� � � §�
!Ë Å Ë Å � ¨ Ê � �º¦ Å�� §]© � � Å � § Å � Æ ��Å ¨b¤ Ê � �#� 
 Å �
µ �2{*o/�m­²���-o/�m�E��{@­�o/�-�Q{,�¾½ �������~��¿�­��|o/­²�9°±�Q�~n%oR=

M(y) = a tanh(2 y)

µ ���m�~�]���Q�¶}#�|o/n��E���®l]�~or}~km�]���������mo/���mo��-o����~��¿�­��|�����mo�­®��o-�À�%�|o]{#�®��{*}����m��­®�®}~�[{,{*�

a >

√
1 − 1

2 tanh(2)
(≈ 0.6938)

µ �����-���®¿�o/��o�}~}~o/�m�������~����}���{~�m�,­²�O¿�¢��m��o/�E�|´
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>!�®¢Q�m��oB6 K�= Ì ¢��E����kmoQ¯Y�|�²{*}~���®�m�m}~�����0�mo]{r�b��­®o]�m��{#�m�����m��o]{t�Y�Q�m���m�Â�m���E¿�­����Q���-�b�Qo
M(y) =

√
1 + y −

1, y ∈ [0, 1]
´ Ì �|�����®}~o�¯��|��{*}~�����m�|}~�����)�I���m��­�oO���~��¿�­`�~�[�����m���z���mo

M(y) = y2 + 2 y
¹±�m���E¿Y­��-���z��o-Ã|o[»�´
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