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Introduction

1.1 Introduction: Limite singuliére

L’objectif de ce travail est une contribution a I’étude de la limite singuliére des
équations et des systémes de réaction-diffusion, qui modélisent des problémes issus
de la physique, de la chimie, de la biologie et des sciences de la technologie. En
effet, ce type de probléme se présente dans la nature et ils sont caractérisés par
la présence des paramétres qui, lorsqu’ ils sont suffisamment grands , donnent lieu
généralement & un phénomeéne appelé couches limites . Nous essayons de comprendre
comment un modéle approche un modéle d'un autre type ot comment les solutions
d’un modeéle Py (uo, f) convergent lorsque k — oo vers les solutions d’un autre modeéle
P.o(ug, f) quin’ est pas donné par une limite formelle du probléme initial. Les limites
singuliéres apparaissent physiquement (Cf. [10], [11], [12], [13], [20], [22], [23], [24],
129], [30], [32], [36], [40] ); les grandes valeurs de ces paramétres étant des données
du probléme, par exemple un coefficient de diffusion, de réaction ou d’ homogénéité,
... . Dans ce cas on cherche a déterminer le comportement de la solution lorsque ces
coefficients sont trés élevés par rapport aux données du probléme, ou bien lorsque
I'un de ces paramétres est plus important que ’autre. Les modéles considérés seront
les équations aux dérivées partielles et les systémes non linéaires qui admettent une
formulation abstraite

u+Au > f sur (0,7)

(1.1)
u(0) = wy,

ou A est un opérateur accrétif dans un espace de Banach X, uy € X et f €
LY(0,T; X).

Cette thése est composée de six chapitres dont nous présenterons le contenu d’ une
maniére détaillée.

1.2 Rappels et Définitions

Dans ce chapitre, nous allons exposer quelques définitions et rappels des résul-
tats nécessaires pour la suite de ce travail. Nous commencons par introduire quelques
propriétés sur les opérateurs accrétifs et m-accrétifs, ainsi que les équations d’évolu-
tions associées a ces opérateurs et nous terminons la premiére partie par un rappel
sur les résultats de convergence des opérateurs (Cf. [38], [6]). La deuxiéme partie est
consacrée aux rappels de quelques résultats de base sur les espaces fonctionnels de
Lebesgue et Sobolev (Cf. [1], [16]).
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Introduction

1.3 Some Competition Phenomena in Evolution Equa-
tions

La premiére partie de ce chapitre est consacrée a 1’étude de la limite singuliére
dans un cadre abstrait. Pour cela nous considérons le probléme (1.1) avec A := Ay
, A — A lorsque k — oo et up € X. Il est bien connu (Cf. [17]) que si la donnée
initiale uy prend ses valeurs dans D(Ay), alors la solution uy converge vers u,, dans

C([0,T], X) et us solution de
Usor + Ao Use D f  sur (0,7) Uso (0) = wp. (1.2)

Par contre, si la donnée initiale ug prend ses valeurs dans X \ D(A.), le probléme
(1.2) est mal posé et la limite de u; peut ne pas exister.

Exemple: On pose X = C, A, =ik, f = 0 et on considére le probléme
u + iku =0 sur [0,77)

u(0) = up.

Il est clair que, lorsque k — +o00 on a
A — A ol A est défini par A, = {(0,2), z € C}.
En effet, soit f un élement de C et vy la solution de
v + kv = f,
alors lorsque k — +00, on a vy — 0 et D(Ay) = {0}. D’autre part, la solution

ug(t) = ug exp(—ikt) n’admet pas de limite lorsque k tend vers +o0. n

Pour une grande classe des problémes issus de la physique, la chimie, la dynamique
de populations, etc, cette limite existe, et il existe uy € D(Ay), telle que u solution
du probléme

Usor + Ao Uso D f  sur (0,7) Uso(0) = uy.

De maniere générale, la caractérisation de u, reste un probléme ouvert, néanmoins
dans certains cas particuliers le probléme est résolu (Cf. [9], [10], [15]) .

Dans ce chapitre, nous établirons des nouveaux résultats abstraits de la théo-
rie des semigroupes non linéaires sur la limite singuliére d’une suite de problémes
d’évolution

gy + A up 3 F(t,u) sur (0,7) uk(0) = ug

11
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ou pour k = 1,...,00, A, est un opérateur m-accrétif d’'un espace de Banach X,
ug € ﬂ D(Ag) et F:[0,T] x D(A;) — X une fonction Caratheodory. Nous nous
k>1

intéressons a des classes d’opérateurs tels qu’ il existe une fonction de relaxation qui
rend la limite réguliére. Plus précisément, on suppose qu il existe m : RT — RT telle
que m(k) — 0, et m(k) Ay — A avec ug € D(A). Nous montrons (Cf. Théoréme
3.2.1) que, pour une condition initiale générale, les solutions se développent, au
voisinage de la donnée initiale et donnent lieu & un phénomeéne de couches limites, et
nous donnons une caractérisation de la nouvelle donnée initiale associée au probléme
limite en fonction de I'opérateur A et la donnée initiale de départ uy.

D’autre part, on peut se poser la question de savoir le comportement de la
solution du probléme d’évolution lors d’une compétition entre deux (ou plusieurs)
opérateurs accrétifs. Pour cela nous considérons le probléme d’évolution abstrait
suivant:

ug + d(k) Au+r(k) Bu > F(t, u) sur (0,7)
(1.3)
u(0) = uo,

our,d : Rt — R" sont deux fonctions telles que

(k)
ey = T

~—

up € D(A), A et B deux opérateurs accrétifs avec D(A) C D(B) et F une fonction
Carathéodory. Nous supposons que lorsque k£ — 0o on a

Hy :=d(k) A+r(k) B— H. (1.4)

Il est clair, que lorsque d(k) et/on r(k) tends vers oo, le probléme (1.3) met en jeu
une compétition entre les opérateurs A et B. Notre but est de mieux comprendre
lequel de ces opérateurs deviennent prépondérants en déterminant la donnée initiale
du probléme limite en fonction de la vitesse de chaque coefficient. Dans le cas ot

klim d(k) # oo , nous prenons Hj := m?’(k, nous appliquons le résultat du
— 00 T

Théoréme 3.2.1 et nous établirons un deuxiéme résultat abstrait permettant 'iden-
tification de la donnée initiale du probléme limite en fonction de l'opérateur B et
ug. Par contre, si d(k) tend vers oo, la situation est différente et les deux résultats
abstraits obtenus jusqu’a maintenant ne nous permettent pas d’identifier la donnée
initiale du probléme limite. En effet, le choix d’une fonction m : Rt — R telle que
m(k) Hy — H avec uy € D(H) n’est plus possible car la singularité provient de
Iopérateur A et B. Nous utilisons une relaxation en deux étapes et nous montrons
un troisiéme résultat abstrait qui fait intervenir 'opérateur A, B et la donnée ug

12
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pour l'indentification de .

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre nous allons appliquer ces résultats dans
le contexte des équations aux dérivées partielles. Soit © C RY un ouvert borné de
frontiére réguliére 02 et d > 0, r > 0, considérons le probléme de Réaction-Diffusion
suivant :

—dAw+rgu)=f u=pw) sur Q:=Qx(0,T)
P4 (ug, f) { Opw+2=0, z¢€(w) sur ¥ =08 x (0,7)
u(z,0) = up(z) sur €,

ou 3 et g sont des fonctions continues croissantes, et 7 est un graphe maximal
monotone avec

D(y)=R ou bien  D(y) = {0}.

L’existence et I'unicité de la solution du probléme P%"(ug,f) ont fait 'objet de
nombreuses recherches mathématiques. Nous renvoyons ici a [34] et aux références
qui s’y trouvent. Plus précisement, pour toutes ug € L>(£2) et f € L*(Q) il existe
une unique solution u € L>(Q), telle qu’ ils existent w € L? (O,T; HI(Q)), z € LA(%),

=fB(w) pp.Q, ze€v(w) pp. X et

[ oo [ e foose [ e ] froef i

pour tout & € CH([0,7] x Q) avec £(.,7) = 0 et 7 > 0. Dans cette partie on s’intéresse
au comportement de la solution, lorsque les coefficients de diffusion d et/ou de
réaction r deviennent trés grands. Cette situation apparait dans la nature pour
des modeles combinant le processus réactif et diffusif en forte interaction et créant
une compétition (Cf. [31], [13], [18], [23], [11], [28], [12], [29], [20], [36], [32] et les
références qui s’y trouvent pour des applications concrétes). Afin de donner une
identification concréte de la donnée initiale du probléme limite, nous supposons que
v =R x {0} et nous signalons que les résultats donnés par la suite restent vrais dans
le cas o1 v # R x {0} avec une donnée initiale qui n’est pas déterminée concrétement
pour certains cas. On suppose que d > 0 et r — o0, alors le modéle représente un
probléme de réaction-diffusion avec une grande réaction (Cf. [13], [23], [11], [12], [29],
[20], [36] et [32]). Nous montrons que la solution du probléme P*"(ug, f) converge
vers la solution du probléme P%“*(u,, f) définie par

13



Introduction

w—dAw+Gu)=f, u=p5w) su Q
Osw =0 sur %
u(0) = uy = mg V(ug A My) sur €,

ol, GG est un graphe maximal monotone défini par

0 si omy <r < M,
G(r)=<¢ [0,+00) si r= DM,
(—00,0] si r=my

ot mg et My sont données par g~ {0} = [mg, Mo]. Nous fixons le coefficient de
réaction r > 0 et nous faisons tendre d vers oo, alors le modéle décrit un probléme
de réaction diffusion avec une grande diffusion (Cf. [40], [31], [33]). La solution du
probléme P%" (ug,f) converge vers la solution du probléme P*"(cq, f) défini par

ce+rg(e) = ]éf sur  (0,7")

c(0) = ¢ := ]éuo.

Maintenant, nous supposons que d — co et 7 — 00, le modéle donc devient un
probléme de réaction diffusion avec une grande réaction et diffusion. Dans ce cas, un
phénoméne de compétition apparait entre le terme de réaction et celui de diffusion
et il est naturel de distinguer les cas ol I'un des processus est plus important que
lautre. On suppose que d = d(k) et r = r(k), telle que kli_)moo d(k) = klimoor(k) = 00,

alors si lim d (k)
k — oo T‘(k‘)

(EDO) suivante:

= 0, le probléme limite est 1’équation différentielle ordinaire
¢+ G(c) 3 ][f sur  (0,7)
Q

c(0) = mo\/(Mo/\][uo).

Q

14



Introduction

Si lim d (k)

] " = 00, alors le probléme limite est ’'EDO suivante:
—o0 T

¢+ Ge) > ]éf sur (0,7

c(0) = L' — lim z(t),

t—o0
oil z est la solution du probléme P%(z, 0) avec zy = moV (ugAMy) p.p. .

1.4 Homogénéisation localisée pour un probléme de
Diffusion dans un milieu Hétérogéne

Dans ce chapitre, nous considérons le systéme non linéaire couplé avec des condi-
tions aux limites générales

uyy — Awy = Fugug), wy = @i(ug) sur Q

Uy — Awy = G<u17u2)7 Wa = 802(U2) sur @

(Pk) Oswy + 21 =0, 21 € y1(wy) sur X
Owy + 29 =0, 29 € Yo(ws) sur %
L w1 (2,0) = ugr(x)  uz(2,0) = upa(w) sur {2,

ol 1, s sont des fonctions continues croissantes, 7, v2 des graphes maximaux
monotones , et les fonctions F', G modélisent les termes de réaction pour les deux
équations. Ce probléme représente en général un systéme de Réaction Diffusion non
linéaire et nous allons considérer particulierement le cas ol les termes de réactions
sont de la forme

Flurug) = =Ri(g(wr — ws),  G(uiuz) = Ry(.)g(wi — ws)

15
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avec g est une fonction continue, croissante qui vérifie g~ (0) = {0}, et R}, est
une fonction mesurable positive qui dépend du paramétre k& > 0.

Le systéme a été introduit par E.DiBenedetto, R.E. Showalter dans [21], pour
décrire des problémes intervenant dans des modéles de conduction de la chaleur
dans des matériaux composites, ot bien, dans des phénomeénes de diffusion dans un
milieu hétérogene, c’est le cas d’ un milieu poreux fracturé. Les différents choix des
fonctions ¢;,v; (1 = 1 ou 2) correspondent & des problémes provenant de différentes
applications par exemple, pour ;(r) = |r|™ Signe(r), avec m; > 1 décrit une dif-
fusion non linéaire lente ([3], [39]); m; = 1 correspond a l'équation de la chaleur
classique et 0 < m; < 1 décrit une diffusion tres rapide. Le graphe ~; peut étre mul-
tivoque et ceci permet d’inclure les conditions de Dirichlet au bord ( v; = {0} x R)
et les conditions de Neumann ( 7; = R x {0}) ainsi d’autres possibilités.

Ce genre de probléme se rencontre aussi dans la modélisation de 1’évolution d’
une réaction chimique réversible entre deux espéces (Cf. [12], [22], [3], [8], [39]).

Dans le cas ot 'R, ne dépend pas de I'espace, 'existence et 'unicité de la solution
faible du probléme (P*) avec des conditions de Dirichlet et ¢y = 0 ont été établis
en utilisant la théorie H~! dans [21], ensuite Xiangsheng Xu (Cf. [46]) et J.M. Ma-
zon et J.Toledo (Cf. [35]) ont montré I'existence d’une unique bonne solution par la
théorie des semigroupes non linéaires. Dans ce travail, nous allons d’abord étendre
les travaux de Xiangsheng Xu, J.M. Mazon et J.Toledo dans le cas out Ry dépend de
I'espace en présentant une analyse mathématique (existence et unicité de la solution
faible), ensuite nous étudierons le comportement de la solution lorsque le paramétre
d’homogénéité devient trés grand sur un sous domaine 2y C 2. Pour cela, nous
considérons

Ri(r) = a(k)xa,(r) + Ro(z)xa, () p.p. dans €,

avec ) = Q\ Qo et a(k) une fonction strictement positive telle que a(k) — oo
lorsque k — oo.

Dans notre cas, la difficulté est double: d’'une part la limite du probléme (P*) est
singuliére, d” autre part comme nous travaillons avec des termes de réactions dépen-
dant de I'espace, le passage a la limite n’est pas clair. Pour surmonter ces difficultés,
nous utiliserons les résultats abstraits obtenus dans le Chapitre 3, et nous combinons
les deux équations pour introduire une nouvelle notion de solution qui fait intervenir
la somme des deux équations. Nous supposons que, (ug,ugz) € L(2) x L=(Q) et

nous montrons que lorsque k — 0o, la solution faible (u¥, u4) du probléme (P¥)
converge vers (uy, up) dans C((0,T), L' () x L'(2)), avec (u1, us) vérifie

16
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(w1, uz) € C([0,T), L'(Q) x L'()), et pour i =1,2;
u; € L=(Q), Jw; € L*([0, T[, H'(Q)), 3z € L*(%)

w; = @i(w;) p.p. Q, z € vi(w;) p.p. %, VI>0

%/ﬂ/oul Ti(pr(r) — &)dr + /Q Dw DTi(wy — &) + /asz 21T (wy — &)
+% /Q /Ou2 Ti(pa(r) — &a)dr + /Q Dwy DTi(wy — &) + /BQ 29T (wy — &)

+ | Ro@)glwr = wo) (Tu(ws = &) = Ti(ws = £)) <0 dans D'(0,7)

Q1

. V (&1,6) € Cl(ﬁ) X Cl(ﬁ) tel que & =& p.p.{

ou
uo1 () sur
ug () = . :
1+ @57 o] (uor + uo2) sur Qg
et
Uga() sur
ugy () =

[+ prl ° 902]71(U01 + ugy)  sur .

avec 1) est la fonction troncature au niveau ! définie par T;(s) = min ( max(s,—1),1).

1.5 Analyse numérique du comportement de la so-
lution pour les grandes valeurs du paramétre
d’homogénéité

Dans ce chapitre, nous considérons le modéle linéaire classique (dimensionnée)
décrivant 1’écoulement d’'un fluide légérement compressible dans un milieu hétéro-
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gene se constituant de deux composants

( Ou
% ditgy = —Ry(x)(u — v) sur @ := Q x (0,7)
@—d = +Ri(z)(u —v) sur @ == Q x (0,7)
57~ Q2vee = +Ru(2)(u —v ur ) = : (15)
u=v=20 sur ¥ := 0Q x (0,T)
[ u(0,2) = up(r), v(0, r) = vo(z) sur Q.

La premiére équation décrit I’écoulement dans des régions de fissures dont le vo-
lume est relativement petit mais de grande perméabilité. La seconde décrit 1’écoule-
ment dans des régions de cellules de grande porosité, mais en isolement les uns des
autres. Les deux équations doivent étre comprises macroscopiquement; c’est-a-dire,
ces équations sont obtenues en faisant la moyenne des voisinages contenant un grand
nombre de cellules (appelées les " blocs " de pores) et fissures. Le terme de droite de
chaque équation représente ’échange du fluide entre les cellules et les fissures (Cf.
[44]). Physiquement, lorsque R) — oo alors le degré de fissuration est trés grand et
I’échange de I’écoulement ne rencontre aucune résistance et u = v.

Nous rappelons que pour un k fixé, les méthodes numériques efficaces pour appro-
cher la solution de ce type de systéme ont fait I’objet de nombreuses études nous
renvoyons ici a (Cf. [25], [26], [43] etc). Malgré la diversité de ces méthodes, elles sont
limitées par des conditions de stabilité et /ou de convergence et nous ne permettent
pas d’étudier le comportement de la solution lorsque Ry — oo.

Dans ce travail, nous utilisons la méthode des différences finies et nous discréti-
sons le probléme (1.5) par un schéma numeérique d’Euler implicite. Pour des raisons
de stabilité et afin de conserver les propriétés de la solution lorsque k& tend vers
oo, nous allons discrétiser implicitement le terme +R(.)(u — v). D’abord, nous
présentons une analyse numérique et nous montrons l’existence de la solution dis-
créte, ensuite nous utilisons le principe de comparaison pour prouver la stabilité
ce qui nous permet de conclure que le systéme discrét converge vers le probléme
(1.5) indépendamment de la valeur du paramétre k. Finalement, nous présentons
des simulations numériques ol on retrouve les résultats et les propriétés établies
dans la partie théorique et nous remarquons que lorsque R; devient grand, u = v
instantanément.
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1.6 Probléme d’obstacle pour une équation double-
ment non linéaire

Ce chapitre a pour objet ’étude de I'existence et 'unicité de la solution du pro-
bléme d’obstacle. Ce probléme apparait naturellement dans des modéles physiques
(Cf. [4], [19] et [27]). Il se rencontre aussi comme limite d'un probléme de réaction
diffusion lors d’une trés grande réaction qui dépend de I'espace (Cf. Chapitre 7).
En particulier, pour des applications dans la physique nous renvoyons a l’article de
J.F.Rodrigues [41]. Dans ce travail, on s’'intéresse a des problémes d’obstacles bi-
latéraux pour des équations elliptiques paraboliques doublement non linéaires avec
des conditions aux limites de Neumann. On considére 'opérateur suivant

P(t,z,.) : u — O — diva(z,Dw) + h(z,u) — f(t,z) avec u = B(w),

ot —div a(z, Dw) est I'opérateur divergentiel, avec a : Q x RV — RY est un champ
vérifiant des hypothéses du type Leray-Lions, s — h(.,s) est une fonction croissante
et continue sur R et f est un terme source. On suppose que [ est une fonction
continue croissante avec (3(0) = 0, ce type de non linéarité se rencontre dans la
modélisation d’une grande classe des problémes issus de la physique, par exemple,
diffusion dans un milieu poreux, dynamique de populations ainsi que d’autres ap-
plications. En particulier, le cas ou

décrit le phénomeéne de saturation et insaturation de ’eau a travers un milieu po-
reux en absence de la force de gravitation (supposé négligé). Dans ce cas u = f(w)
représente la concentration de I'eau, w la pression.

En général, la fonction 3 est donnée par I'expérience et elle n’est pas réguliére. La
dégénérescence ( les "plats") de la fonction [ constitue une difficulté mathématique
provenant de I’absence de régularité en temps des solutions faibles.

Soient m et M deux fonctions données telles que m < 0 < M p.p. Q. Alors, pour
T > 0 le probléme d’obstacle bilatéral de P s’écrit formellement sous la forme:
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Trouver u une fonction mesurable sur () vérifiant

([ m<u< M, u=p(w) )
P(t,z,u) =0sur [m < u < M]
sur @
P(t,z,u) > 0 sur [m = ul
P(t, x,u) <0 sur [u= M] )
a(x, Dw).n =10 dans X
[ u(0, 2) = up(x) dans (2,

avec ug une fonction mesurable sur € telle que m < uy < M p.p. €.
En terme d’équation le probléme d’obstacle se traduit sous la forme suivante :

up — diva(z, Dw) + G(z,u) > f u=f(w) sur Q
P%C(uy, ) a(z, Dw).ii =0 sur X
u(0) = g sur €2,
ou G(z,.) est le graphe maximal monotone, et pour p.p. = € 2
h(z, ) si m(x) <r< M(z)
G(z,r) =< (—oco,h(z,m)] si r=m(z)

[h(z, M), +o00) si r=M(z).

Les contraintes que nous considérerons seront bilatérales, dépendant de l'es-
pace c’est a dire que les ensembles de contraintes de la solution seront du type
m(z) <u < M(z) p.p.Q, ot m, M seront des fonctions de 'espace = données.
Pour de tels problémes et dans le cas ou m, M sont des constantes, I'existence et
I"unicité d’une solution faible ont été prouvées dans le chapitre précédent, cette solu-
tion est obtenue en particulier comme limite du probléme de réaction diffusion avec
une large réaction. Dans le cas de contraintes dépendantes de 1’espace de maniére
non réguliére, en général les problémes de type P7%(ug, f) n’admettent pas de so-

lution faible. L’exemple suivant montre la non existence:
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Exemple (Cf. [45]). Considérons le probléme elliptique associe a P %(uq, f)
avec des conditions Dirichlet au bord, § = Idg et a(z, §) = & suivant:

V= Vg + G(z,v) 2 f sur

(E)
v=20 sur I’
ou 2 =(-2,2) et
0 si z € (—2,0) et s<0
0, +00) si x € (=2,0) et s=0
G(z,s) = ¢ 0 si s € (0,2) et s>0
(—00,0] stz € (0,2) et s=0
0 ailleurs
Soit f € L*(2) donnée par
0 si x € (—2,0)

f@) = { —1—(z—1)* sinon .

On suppose que (E) admet une solution v € W*>(—2,2). Or, on a W>>(-2, 2)
s’injecte dans C"(—2,2), donc v(0) = 0. Par consequent, v; = vj(_g) € Wol’z(—Q,O)ﬂ
W2%(=2,0), va = V)2 € Wy*(—=2,0)NIW3>(0,2), et v; (respectivement v5) la so-
lution du probléme (E) sur (—2,0) (respectivement (0,2)). Alors v; = 0, x € (—2,0),
vy =1—(z—1)% x € (0,2). ce qui contredit le fait que v € W>*°(—2, 2).

Le cas ou a(x,&) = £ et f = Idg a été étudié par F.Mignot, J.P.Puel dans [37],
les auteurs ont défini et prouvé I’ existence d’ une solution dite maximale obtenue
comme limite décroissante des approximations par pénalisation. Cependant, pour
les équations elliptiques-paraboliques, la méthode de F.Mignot et J.P.Puel ne fonc-
tionne pas avec des opérateurs non linéaires.

Une difficulté majeure a 'obtention de 'existence des solutions faibles provient de
I’absence des estimations dans un espace convenable. En effet, aprés régularisation
de I’absorption, et suite & la dépendance en espace seul des estimations dans L'
peuvent étre obtenues. D’otl I'apparition des mesures lors le passage a la limite.
Pour un probléme elliptique quasi linéaire avec des conditions au bord Dirichlet
cette approche a été étudiée en utilisant la convergence dans ’espace des mesures
par P.Wittbold dans [45]. Elle a montré 'existence et 'unicité d’une solution appelée
" Solution généralisée" faisant intervenir des mesures dont la partie singuliére est
concentrée sur [u = m|]U[u = M], et en se basant sur les travaux de G.Bouchité
[14] les auteurs ont donné une caractérisation de cette limite sous la forme d’une
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mesure qui ne charge pas les ensembles de capacités nulles. Récemment K.Shihi et
P.Wittbold [42] ont adopté cette approche pour le probléme d’évolution en construi-
sant par approximation une solution entropique pour un probléme parabolique avec
absorption dépendant de ’espace et condition au limite homogéne de Dirichlet.
Notre approche est a la fois voisine et complétement différente dans la mesure
ou pour le probléme elliptique c’est une généralisation des résultats de F.Mignot,
J.P.Puel (Cf. [37]) dans le cas non linéaire, et pour le probléme elliptique et/ou
parabolique ne font pas apparaitres des mesures.

Cette solution sera décrite par des inégalités du méme type que les solutions entro-
piques introduite par Ph.Bénilan (Cf. [7] ). Par exemple si f = G = 0, rappelons
que w est solution entropique de P*°( f) si

w e WHHQ), Ti(w) € W(Q) VYI>0

[ate.DoDTiw=-¢ < [ fhw-6 v¥eewr@nIv@.
Q Q

Ce type de troncature permet de compenser la perte de régularité de la solution

dans le cas des données peu régulicéres auquel il n’y a pas d’existence des solutions
faibles.

Maintenant, nous considérons le probléme elliptique associé a P% ¢ (ug, f) défini par

sha(py v—diva(z, Dw)+ G(,,v) > f v=pw) sur Q

a(x, Dw).n =0 sur I

Dans notre cas, nous introduisons pour le probléme S° ’G( f) la notion de solution
suivant:

(v eV (Q),ne (), we WHQ)

v=0w) pp.reQ, neG(,v) ppre etVI>0

/va ) +/Qa<x,Dw>DTl<w —¢) +/QnTl<w —6)< /Qle(w )

| VEe WP Q) NLE(Q)  tel que m(z) < B(¢(x)) < M(x) p.p. €.

Dans cette définition, nous constatons que la troncation ne joue aucun role et nous
pouvons montrer I'existence et 'unicité d’une solution au sens précédent en enlevant
T;. Par contre, 'importance de la troncation apparait lors de la définition de solution
pour le probléme d’évolution P?(ug, f) car c’est un outil important de la preuve
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d’unicité. Dans le cas ou GG = 0, nous rappelons qu'une fonction mesurable v : Qr —
R est dite solution entropique du probléme elliptique-parabolique P” Oug, f) si

( B(w) =u € C([0,T), L'()), T(w) € L(0,T; W'(Q)) VI >0,

/Q@Aw o)(T /<¢t,le ¢>>+// . Dw)DTi(w — )
sA@,(wo—¢<0))+AT[2fﬂ(w—¢)

| Vo e 170, T; W'P(Q) N L¥(Qr) tel que ¢, € LV (o, T (W“’(Q)),)

ot O(7) = / Ty(s) ds, et < .,. > est le crochet de dualité entre 'espace W'?(Q)
0

et son duale (Wl’p(Q))/.
Notre formulation sera décrite de la maniére suivante: pour f € L™(Q), ug € L>(Q2),
tels que pour p.p. € Q m(z) < ug(x) < M(x) , alors u est solution du probléme
P@G(uﬂa f) si
([ u(0) = ug

u € C([0,T), L'(Q)), Jw e LP(0,T; W'(Q)), In e LP(Q)

u=p(w) pp. Q n € G(xr,u) pp. Q

// Ti(r— €) d A(r) + /(-,Dw)DTz(w—é)Jr/QnTz(w—é)

§/le(w—f) dans D'(0,7) VI>0
0

| V€€ C'(Q) tel que m(z) < B(&(x)) < M(z) p.p.x € Q.

L’unicité de la solution est prouvée a ’'aide de la méthode des solutions intégrales
introduite par Ph.Bénilan [5].

Pour le probléme P?¢(uy, f) dans le cas de condition de Dirichlet homogéne au bord
et B = Idg, cette définition est équivalente a celle obtenue par K.Sbihi et P.Wittbold
dans [42]| puisqu’ elles conduisent a la méme (unique) solution.
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1.7 Compétition dans un probléme de Réaction Dif-
fusion localisée

Le but de ce chapitre est d’étudier la compétition Réaction-Diffusion dans le
cas ou la diffusion est remplacée par 'opérateur divergentiel — div a(x,Dw) et la
réaction dépend de I'espace, pour cela nous considérons le probléme suivant:

u —d diva(z, Dw) +r g(x,u) = f u=[F(w) sur Q
P4 (ug, f){ a(x, Dw).i =0 sur X

u(0) = ug sur €,

ouuy € L®(Q), f € L*(Q) et g: Q2 xR — R est une fonction continue croissante
par rapport a sa deuxiéme variable.

Dans le probléme Pj’ "(uo, f), d > 0 et r > 0 représente respectivement le coefficient
de diffusion et de réaction. L’existence et I'unicité de la solution faible du probléme
P (ug, f) se déduit directement du Chapitre 6. On s’intéresse au comportement
asymptotique de la solution lorsque les coefficients d et/ou r deviennent trés grands.
Le cas ou la fonction g est indépendante de l'espace et le champ a(z,§) = € a
été étudié dans le Chapitre 3. Ce genre de dépendance de ’espace apparait dans
la modélisation de la diffusion et/ou la réaction (matériaux composites, dynamique
de populations, réactions chimiques) lorsque dans des sous régions soit une espéce
se diffuse plus rapidement que 'autre, ou bien les deux espéces sont en grande
interaction (Cf. [2], [12], [13], [20], [24], [29], [30], [31], [32], [33], [36], [40] ).

Afin d’étudier la compétition entre les deux opérateurs, nous reprenons les résul-
tats abstraits du deuxiéme chapitre et nous appliquons ces résultats sur le probléme
Pf””(uo, f). Lorsque la réaction devient trés grande, plus précisément lorsque d est
fixé et r — o0, la solution du probléme P%"(ug, f) converge formellement vers la
solution du probléeme

u —d diva(z, Dw) + G(z,u) = f uw=[F(w), sur Q

(1.6)
a(z, Dw).i =0 sur X
ou, pour p.p. x € €, G(x,.) est un graphe maximal monotone défini par
0 sio m(x) <r< M(x)
G(z,r) =< [0,+00) si r=M()
(—o0,0]  si r=mx)

24



Introduction

oit m et M sont données par g(x,.) {0} = [m(z), M(x)] p.p. # € Q. Le probléme
(1.6) s’écrit encore sous la forme suivante:

([ m<u<M, u=pw) )
(u; — d diva(z, Dw) — f)(u—m)(u— M) =0
> sur @)
¢ (w—ddiva(z, Dw) — f) >0 sur [u = m]
(u; — d diva(z, Dw) — f) <0 sur [u = M]
a(x, Dw).n =0 dans X

est appelé probléme d’ obstacle. Nous établirons un lien entre ce travail et celui
que nous avons effectué dans le chapitre précédent, ou nous avons montré que si
m(z) < ug(x) < M(z) p.p. x €  alors, (1.6) admet une unique solution. Nous
utilisons les résultats abstraits du chapitre 3, et nous montrons que si ug ne prend
pas ses valeurs dans [m(z), M (x)] p.p. z € £ un phénoméne de couche limite en ¢t = 0
apparait; la limite devient singuliére et la donnée initiale correspond au probléme
limite est m(x)V (uo(z)AM (z)) p.p. = € €.

Pour r > 0 fixé et d — oo, alors le probléme limite est 1’équation différentielle
ordinaire suivante:

ce+r ][g(;z:, c)dr = ][f sur  (0,7)
Q Q

c(0) = ]S{uo.

Finalement, nous étudions la compétition entre la réaction et la diffusion, pour
cela on suppose que d — oo et r — oo . Nous montrons que le probléme limite est
I’ équation différentielle ordinaire suivante:

(1.7)

¢t + Goo ][f sur  (0,7)

ol G, est le graphe maximal monotone défini par

0 si s € [mo, My
Go(s) =R (—=00,0] si s=my
0,+00) si s= M,
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avec

mp = min ( ﬂ [m(z), M(z)]) et My=max( ﬂ [m(x), M(x)]).

z € rEN

Notons que ﬂ [m(z), M(x)] # (), car pour tout z € Q on a 0 € [m(z), M(x)].

z €
Comme nous avons remarqué dans le Chapitre 3 cette compétition donne lieu a un

phénomeéne de couche limite induite par les deux opérateurs (Réaction et Diffusion),
et 'identification de la donnée initiale correspondante aux problémes limites néces-
site la séparation entre le cas ou la réaction est plus importante que la diffusion (

,
7 00) et le cas ou la diffusion est plus grande que la réaction (- — o0). Pour
r

r o . o
le cas ou 7 oo on montre que la donnée initiale correspond au probléme limite

d 1 .
est mo\/(Mo/\ uo). Lorsque — — o0 nous étudions le comportement asymptotique
T

lorsque le temgs tend vers l'infini de la solution du probléme d’obstacle avec une
donnée initiale égale a m(:v)\/(uo(x)/\M(x)), p.p. £, et un terme source f = 0, et
nous montrons que cette solution se stabilise a I'infini vers une valeur constante, et
qui coincide avec la donnée initiale de notre probléme limite.
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Chap. 2: Rappels et Définitions

2.1 Rappels et Définitions

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats essentiels d’ analyse fonc-
tionnelle et de semi-groupes non-linéaires(Cf. [1], [4], [5], [6]). On se donne un espace
de Banach réel X muni de la norme | . |.

2.1.1 Opérateur accrétif et m-accrétif

On appelle opérateur de X toute application A : X — P(X) et on définit

DA)={xeX: Az #0} et RA)= |] Ax
z€D(A)

On identifie A a son graphe dans X x X, et on écrit:
A={(zy) : x € D(A), y € Az}

lopérateur A sera dit univoque si, pour tout = € D(A), Az ne contient qu'un seul
élément y de X, et on écrira y = Az. On note |.|4 la norme défini par

|z|4 = liml(i)nf{|y/|; y € Az, |z —x/| <r}
T

Un opérateur A de X est dit accrétif si
lz—a2|<|z—2' +Xy—y)| pourtout \>0,z,2 € D(A),ye Az,y € Az,

un opérateur A est dissipatif si et seulement si —A est accrétif. Afin de donner
des formulations équivalentes de cette définition nous considérons 'application de
dualité F': X — P(X") (avec X* le dual de X)) définit par

F(x)={2" € X" : 2"(z) = [2° = |2"[" },
et nous introduisons les notations de 7] suivantes: pour tout z,y € X
<y,x>=max{z"(y) : 2" € F(x)}, <y,x>=min{z"(y) : 2" € F(x)}
ou bien

gl L 1@yl — 2] el 1
<Y, T >e= |x!alr51+ " , <y, r>== |a:]alr{)1+ =

2] — |z — ayl

Avec ces notations un opérateur A dans X est accrétif si et seulement si

<y—y,z—a >,>0 pourtout a>0,z,2 € D(A),ye Azx,y € Az
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2.1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Dans la suite, nous utiliserons les crochets définis par:

.+ ayl - |2l oz =z —ay
— 1 i = 1 )
2] a0t a e P8 o

il est clair que A est accrétif si et seulement si

[z — z .y — yl] >0 pour tout z,z € D(A),y € Ax, y e Ax,
on dit que A est strictement accrétif si et seulement si

[z — z Ly — yl]i >( pour tout z,z € D(A),y € Az, y € Az
Proposition 2.1.1 (Cf. [2]) Soient x,y,z € X et \,u € R, alors
(1) [, py] = |pllz,y]  si A >0.

(@) [, ety] = Alz[+[z, 4] et [0,9] = [y,

(#i1)  [z,y] < yl.

(i) 2,y = —[z,—y].

(v) [z, y+2] < [z, y]+[z, 2]

Exemple: Soient Q C RY un ouvert et X = LP(Q) avec p € (1,00). Pour tout
u,w € LP(Q), on a

ey = | ol signo(w)

pour p=1on a

ma:/ﬁ&wam+/'|m
Q [u=0]

ol

1 sis>0
Signo(s) =4 0 si s=0
—1 si s < 0.

Un opérateur A de X est dit m-accrétif si A est accrétif et R(I + AA) = X pour
A > 0. Autrement dit : VA > 0, J := (I +\A) ! est une contraction définie partout.
Si, de plus, X est réticulé on défini y* = max{y,0} pour tout y € X.

Un opérateur A de X est dit T-accrétif si A est accrétif et

(Ty — D) < [y =) pour A>0,y,4 € D(J»)
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Chap. 2: Rappels et Définitions

Remarque 1 Soient X =R et v est une application multivoque dans R, on iden-
tifie v a son graphe et on dit que vy est monotone ( au liew de accrétif ) si

(u —u,v — V") >0 pour tout (u,v) € ~, (U, V") € 7.

Si v est maximal dans 'ensemble des opérateurs monotone, alors v est appelé maxi-
mal monotone. Soit Q@ C RY un ouvert, v : Q@ x R — P(R) un graphe monotone.
On désigne par vy l'approximation Yosida de vy, définie par

(z,.) = %(I — (I+ )\’y,\(x,.))_l) p.p. Q

L’application vy est mazximal monotone, lipschitzienne et pour presque tout x € €}
lorsque A — 0 on a |y\(z,s)| — |v0(x,s)| pour tout s € D(y(z,.)) avec vy est le
graphe défini comme suite: pour p.p. x € 2, on a

inf v(x,s) si s> 0
Yo(z,s) =< 0 st s =0
sup y(z,s) si s < 0.

Convergence et accrétivité

Soit (Ag)k>o une famille d’opérateurs sur X, alors liminf Ay est définit par (z,y) €

k—o0

lilgn inf Ay 8’1l existe (zy,yx) € Ay tel que xp — x et yp — y.

Proposition 2.1.2 (Cf. [2] ) Soient (A)k>0 une suite d’opérateurs m-accrétifs sur
X, et Y un sous espace dense dans X, alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes:

(i) lilgn inf A, = A

(17) li}gn inf A, O A

(iii)  lim (7 + M) =T+ ML) f,Vf €Y et A>0.

2.1.2 Equation d’évolution associée aux opérateurs accrétifs

Soit A un opérateur de X, ug € X et f € L*(0,7; X). On considére le probléme
de Cauchy suivant:
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2.1. RAPPELS ET DEFINITIONS

u+Au > f sur (0,7)

P(uo, )
u(0) = up.

On appelle solution forte de P(ug, f) toute fonction v € WH(0,7; X) avec u(t) €
D(A) p.p. t € (0,T) telle que P(ug, f) est vérifié pour presque tout ¢ € (0,7). En
général cette solution forte n’ existe pas, donc on cherche des solutions appelées
bonne solution que nous obtenons en discrétisant la dérivée u, dans P(uo,f) par le
schéma implicite. En effet, pour toute subdivision 0 = t5 < t; < ... < t, < T, on
considére le systéme discrétisé

Uj

GmWil v A5 f, i=12,m (2.1)
€i—1

avec €;,_1 = tz — ti,1 et fl, fg,....,fn telle que

if;/:l|f—fi|36.

En utilisant la résolvante de A, les valeurs u;, sont déterminées successivement par
U; = u7'ei_1(ui—1 + €i—1 fl)? 1= ]-727"'7n

alors le probléme P(ug, f) admet une solution si, et seulement si, u; 1 + €;_1 f; €
R(I + MA), pour tout i = 1,2,...,n, ce qui est vrai en particulier pour les opérateurs
m-accrétifs. La fonction w, : [0,7] — X définit par u.(0) = ug et u.(t) = u; pour
t;1 <t <t; est considérée comme solution approchée de P(uq, f) et converge vers
une unique fonction u € C([0,7"); X) telle que u(0) = wug. Cette fonction est appelée
bonne solution de P(ug, f) sur [0,7].

Théoréme 2.1.1 (Cf. [2] ) Soit A un opérateur m-accrétif dans X et f € L'(0,T; X).
Alors, pour tout ug € D(A), il existe une unique bonne solution de P(uo, f). Si,
f =20 alors u est donnée par la formule exponentielle suivante:

t -n
u(t) = e g := lim (I + —A> U. (2.2)
n

n—oo

De plus, la famille d’opérateurs e ™, t > 0, est un semi-groupe de contractions
continues de D(A) dans lui méme.
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Chap. 2: Rappels et Définitions

Théoréme 2.1.2 (Cf. [2] ) Soit X un espace de Banach, pour tout k = 1,2,...,00;
Ay, une suite d’operateurs m-accrétifs sur X, ug € D(Ay), fr € L'(0,T;X) et uy la
bonne solution de

ug, + Agug > fr.  sur (0,T)

ur(0) = ug.

Si, lorsque k — 0o, on a

(I+ A f — (I+ AL)"Yf, dans X,Vf €Y,

et
fr — foo, dans LI(O,T,X),

alors
uF converge vers u™, dans C([O,T); X).

2.1.3 Outils et notations fonctionnels

Soit 2 € RY un ouvert, pour 1 < p < oo on note par L?(2) I'espace de Lebesgue
des fonctions mesurables u : {2 — R tels que, si p < oo

1
|u||Lr) = (/ |u|pdx>p < 00,
Q

et pour p = oo, on note

||| oo () = €55 — Sup lu| < 0.

Nous nous référons a [4] pour les propriétés et les résultats principaux sur les espaces

de Lebesgue. Pour toute fonction v dans un espace de Lebesgue, on désigne

U
ou tout simplement u,, ) sa dérivée partielle dans la direction z; définie au sens des
distributions, par

< Uy, p >= — / Uy, d,
Q

et on note par Du = (ug,,...,Uuy, ) son gradient. L’espace de Sobolev WP(Q) avec
1 < p < oo, est lespace des fonctions u € LP(Q) tels que Du € [LP(2)]"Y muni de la
norme naturelle ||u||y1r) = ||u|[zr@) + [|Dul|zr ), Wy (Q) désigne la fermeture
de C3°(Q2) par cette norme. On rappelle que, pour 1 < p < oo, 'espace dual de

LP(Q) s’identifie avec L” (Q), ou p’ =

7 est le conjugué de p, et 'espace dual de
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2.1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Wy P(Q) est noté par W1 (Q).

Théoréme 2.1.3 (Cf. [4]) Soit G : R — R une fonction Lipschitzienne telle que
G(0) = 0. Alors pour tout u € Wy*(Q) on a G(u) € WP(R), de plus DG(u) =
G'(u)Du pour presque partout x dans €.

Conséquence de ce Théoréme est que
Du=0 p.p.dans H, ={z €, tel que u(x)=a},

pour tout a > 0. Par conséquent, nous pouvons considérer le composé d’une fonction
dans W, *(£2) avec une autre fonction auxiliaire utile. Souvent ici nous allons utiliser
la fonction de troncation au niveau k > 0, défini par

| kSigng(s) si|s| >k
Tils) = { s sils| < k;
ATi(s)
P —
\
\
\
|
Xk ‘: s
| k B
\
u
|
|
. X

Pour toute fonction u = u(z) définie p.p. x € €2, on note Tju la fonction définie p.p.
x € Q par Tpu(z) = Ti(u(x)).
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Chap. 2: Rappels et Définitions

On remarque que, si u € W,?(Q), alors Ty(u) € Wy?(Q) et DTy (u) = Duxjuj<
p-p. dans €2, pour tout £ > 0, ot xg C € est la fonction caractéristique de B. Si u
une fonction telle que Ty(u) € Wy () pour tout k > 0, alors il existe une unique
fonction mesurable v : 2 — R telle que

v = DTy (u)

pour tout k > 0, et presque partout sur 'ensemble [|u| < k] (Cf. [3]).
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Chap. 3: Competition Phenomena

abstract

This paper is concerned with some nonlinear evolution equations governed by
two competitive operators. We treat the problem in a general setting and show how
to apply the results to the particular situation of reaction diffusion equation with
large reaction and/or large diffusion.

keywords : Singular limit, large reaction, large diffusion, elliptic-parabolic problem,

L' theory, Semigroup of contraction, competition, nonlinear evolution equation,
weak solution.
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3.1 Introduction

In general, the evolution of biological and physical problem uses different pro-
cesses. May be the most known processes are diffusion, reaction and convection.
Sometimes, they differ very strongly from one part of the physical system to the
other, so that some kind of competition between them appears. The aim of this
paper is to describe the asymptotic behavior of evolution problem governed by two
(or more) competitive processes like reaction/diffusion or convection/diffusion..

Several useful models for this type of problems may be described by evolution
problem governed by the sum of two (or many) operators. These operators are
connected in the equation by rates which strongly changes. For instance, let us
consider the evolution problem

u + dyAu+ryBu = f in (0,7, (3.1)

where A and B are two operators describing the considered processes with rates
d; € R" and r, € R", and f is a source term. The variation of the processes lies in
the parameter k£ € IR. We are interested to the asymptotic behavior of the solution
uy, of evolution problem of type (3.1) when each one of the operators A and B acts

r r
strongly. In other words, we assume that d—k — 400 or =& — 0, as k — oo, and we

study the asymptotic behavior of uy. First, ]\jve study the p]}oblem within an abstract
general framework. Then, we show how to apply the result to the particular situation
(3.1) and also to concrete examples like the reaction-diffusion equation.

Note that this problem is a particular case of an overall program of studying
the so called singular limit for nonlinear partial differential equations. That is a
perturbation problem where the perturbed problem is of totally different character
than the unperturbed one. In a Banach space X, let us consider a family of evolution
equations

u+ Agu s f in (0,00), u(0) =ug (3.2)

governed by the family of operators (A)renw being such that (3.2) has a solution
u, € C([0,7),X) and such that Ay converges to A in the graph sense, as k — oo. It
is known that (see for instance [16]) if ug € D(A), then u, — u in C([0,T),X) and u
is the solution of

ur+Au>s f in (0,00), u(0) = up. (3.3)

But, if ug € X \ D(A), then (3.3) is not well posed and in general the limit of w
may not exist. However, for a large class of concrete problems the limit u exists and
there exists u, € D(A), such that u is the solution of

u+Au> f  in (0,00), u(0) = uy.

But the characterization of u, is not clear yet in general. For instance, if X is a
Hilbert space and Ay is the Yoshida approximation of A assumed to be maximal
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monotone in X, then (cf. [14]) u, is the projection of uy on the closure of the
domain of A. It is again the projection, in some particular case of k—homogeneous
accretive operators Ay, ; i.e. Ap(Au) = A¥ A(u) (cf. [9]). But, in general it is not the
projection (see [9] and [11]). Paper [10] treats the case where Ay = By + F which
By, being a family of accretive operators, and F' being nondecreasing bounded and

continuous. In [10], it is proved that w, is given by lir% lim e *Prug, where e 1Pk is
t—0 k—oo

the semigroup generated by By. In this paper, we treat the case where a rescaling
makes the limit regular. More precisely, we assume that there exists m(k) — 0, such

that m(k)Ay — A and uy € D(A). As well as the reaction-diffusion problems is
concerned (cf. section 3.), this condition is fulfilled in a large field of applications
like models of the type (3.1) (cf. section 2).

To give a brief description of our main results, let us consider 2 C RY a bounded
domain with smooth boundary 09, ug € L>(2) and f € L>(Q). In Q, we consider
the Reaction-Diffusion problem of the form

w—dAw+rgu)=f uw=p0pw) in@:=0x(0,T)
P (ug, f) < Oqw =0 in ¥ := 00 x (0,T)
u(z,0) = up(z) in €,

where d > 0, r > 0, # : R — R is a nondecreasing continuous function such that

B(0) =0,

(H1) Im(3) =R
and
(H,) g : R — R is continuous, nondecreasing with ¢(0) = 0.

It is known that P (u,f) is well posed in the sense of weak solution. More precisely
(see for instance [31] and the references therein), there exists a unique u € L*(Q),

such that there exists w € L* (O,T; Hl(Q)>, u = [(w) a.e. in @ and

d/OT/QDwDéer/OT/Qg(u)gz/DT/Qfé“Jr/OT/QU&-F/QUog(O)a

for any ¢ € C'([0,7] x Q) such that &(.,7) = 0. For P?"(ug,f), d and r represent
respectively the diffusion and the reaction rate. We are interested in the asymptotic
behavior of the solution as d and/or r being very large. Concretely this situation
can be found in models combining reactive and diffusive processes acting strongly
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and creating a some competition between the processes (see [26], [15], [18], [21], [12],
[23], [13], [24], [19], [35], [27] and the references therein for concrete applications).

If r =0 (resp. d = 0) the limit of the solution as d — oo (resp. 7 — o0) is also
given by the large time behavior of the solution of P4(ug,f) (resp. P°"(ug,f)).
Indeed, it is enough to consider the rescaling 7 = dt (resp . 7 = rt). In these cases,
the problem is well understood (see [2], [1], [34], [32], [31] and the references therein).
Our main interest lies in the case where d and r are both non null.

If we assume that d > 0 and » — oo, then the problem is the reaction-diffusion
equation with large reaction (cf. [15], [21], [12], [13], [24], [19], [35] and [27]) . For-
mally, we see that the limiting problem is

w—dAw+Gu)=f, uw=pw) inQ
(3.4)
aﬁw = 0, in X

where, G is the maximal monotone graph given by

0 if  mog<r< M,
G(r)=<¢ [0,400) if r=DM,
(—o00,0] if r=myg

where mg and M, are given by g {0} = [mg, My]. In other words the limiting
problem is

([ mo <u< My, u=pgw) )
(uy —d Aw — f)(u —mgp)(u — My) =0
in )
(ug —d Aw — f) >0 in [u = my
(uy —d Aw — f) < 0in [u = My )
[ Osw =0 on Y,

which is the so called obstacle problem. Indeed, an instantaneous new distribution of
the spatial inhomogeneities appears in the limiting problem. The solution is forced
to transfer between M, and my. Compatible initial data for (3.4) are functions living
in [mo,Mp], so that the limit of the solution of P?"(ug,f) is singular. In the sense
that a boundary layer appears in the passage to the limit and it could be interesting
to identify the compatible initial data for (3.4) associated with ug. As a consequence
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of the main results of this paper, the corresponding compatible initial data for the
limiting problem is given by the limit, as ¢ — 0o, of the solution of the ode

zz+1g(z) =0 in (0,7)
2(0) = uy,

which is equal to mgV(ugAMp).

Ifr > 0 and d — oo, then the problem describe a reaction-diffusion problem with
large diffusion (cf. [3], [38], [26] and [30]). Using the fact that ¢ is nondecreasing and
continuous this is a particular case of [30] and the limit of the solution is given by

c+rglc) = ]éf in (0,7

c(0) = ]S[luo.

Assuming that d — oo and r — oo, the problem models a reaction diffusion
problem with large reaction and large diffusion. In this case, a competition between
the reaction and the diffusion appears and we need to distinguish between the cases
where one of the rates is more important than the other. So, assume that d = d(k)
and r = r(k), with khﬂrgo d(k) = klggo r(k) = oo. In the limiting problem, the solution

(3.5)

is forced to be constant in space and transfers between M, and mg. Precisely, the
limiting problem is the following ode

¢+ G(e) > ]s[zf in  (0,7).

For the identification of the corresponding initial data, and as a consequence of the

d(k d(k
competition phenomena, we treat separately cases lim Q = oo and lim Q =0.
k—o0 T’(k}) k—o0 T(k’)

Actually, we prove that

k
1. if lim (k) =0, then ¢(0) = mo\/(Mo/\][uo) ,
Q

) " = 00, then ¢(0) = tlim z(t) where z is the solution of the obstacle
—o0 T —00

problem P¢ with 2(0) = mgV (ugAMy), a.e. Q.

Concerning the corresponding initial data for the limiting problem, we remark
that it is given by the large time behavior of the equation stated only with the most
competitive process. In this direction, our main results (cf. Theorem 3.2.1, Theorem
3.2.2 and Theorem 3.2.3) also allow us to describe the large time behavior for some
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evolution problems by adding an artificial regularizing processes (cf. Corollary 3.2.1).
A concrete situation for hyperbolic equations will be treated in details separately in
forthcoming papers.

In the following section, we give in the first part, some preliminaries on nonlinear
semigroup theory. In the second part, we state and prove our main result in a general
abstract framework. We also show how to apply this result to the particular situation
(3.1). At last, section 3 is devoted to the proof of the results for concrete situation

Pd’r(uoaf)'

3.2 Abstract framework.

3.2.1 Preliminaries.

Throughout this section (X,|.|) is a Banach space, [.,.] is the bracket defined as
follow \
[xjy] — inf w

In{ 3 Vz,y e X.

Recall that an accretive operator A is a function (possibly multi-valued ) from X
to P(X) with nonexpansive resolvent ; i.e. Jy = (I + AA)~'. It is known also, that
this is equivalent to say that for any v; € Au; and vy € Aug, then

[u1 — U2,U1 — 'UQ] Z 0.

In connection with the Hilbert case, i.e. X is a Hilbert space, an operator is accretive
if and only if it is monotone. If A is m-accretive, i.e. A is accretive and the resolvent

is everywhere defined, then, for any f € L;.(0,T; X), and uy € D(A) (the closure
of the effective domain D(A) = {z € X ; Az # (}) the evolution problem

w+Au > f in (0,7)
(3.6)
u(0) = uyg,

has a unique mild-solution. It is the solution that we obtain through the discreti-
zation of the derivative in (3.6) by the implicit difference schema. Indeed, for any

partition 0 =tg < t; < ... < t,_1 <T <t,, take the system of difference relations
U; — Uj— .
-l + Aul ) fi, 1= 1,2,...,77, (37)
€i—1

where €;_1 =t; — t;_1 and fi, fo,....,f, are such that

;/ti_l |f—fil <e
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Using the resolvent of A, the value u;, are determined successively by
U‘i - \Zifl(ui—l + € f@), Z — 1,27...777/

and therefore (3.7) has a solution if, and only if, u; + ¢ f; € R(I + A\A), for all
t = 1,2,...,n. In particular, this is true for m-accretive operator. The step functions
u : [0,7] — X defined by u(0) = up and u(t) = u; for t,_; <t <t; is considered to
be an approximated solution of (3.6), converges to a unique function u € C([0,7"); X)
such that u(0) = ug. This function u is called the mild-solution of (3.6) on [0,77].
In particular, if f = 0, then the mild solution is given by the exponential formula

t -n
u(t) = e g = lim (I + —A) Up. (3.8)
n—oo n

Moreover, the family of operators e_tA, t > 0, is a continuous semigroup of nonex-
pansive self-mappings of D(A).

Many of partial differential equations that can be studied by means of the nonlinear
semigroup theory satisfies a “comparison principle”. This fact is a consequence at the
order preserving property of the semigroup (e_tAu())tZO. The operators which gene-
rates order-preserving semigroups are the following: Let X be a Banach lattice and
A be an operator in X. A is called T-accretive if, its resolvents are T-contractions,
ie.,

[(Da = D@)*| < |(w—2)"] for z, @ € D(J)).

Now, since every T-contraction is order-preserving, then if A is T-accretive then,
for each t > 0, e ' is order-preserving. In general, T-accretivity does not implies
accretivity, but in some Banach spaces T-accretivity implies accretivity, this remains
true for the case of LP(£2) spaces, with 1 < p < oc.

To end up these preliminaries, remember that if we replace the function f by a
continuous perturbation F'(t,u); i.e. we consider in X, the evolution problem

ur+Au > F(tou) in (0,7)
(3.9)
u(0) = o,

then the definition of the mild solution remains the same by replacing f(.) by
F(.,u(.)), and we know that

Proposition 3.2.1 (Cf. [10] ) Let A be m-accretive in X, uy € D(A) and F
(0,7] x D(A) — X be a Caratheodory function ; i.e. F(t,x) is measurable in t and
continuous with respect to x, such that

) [z =y F(tr) = F(ty)] <o)z -yl for any x,y € D(A)
1 and a.e. t € (0,T) with a € L},.([0,T]),
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(F2) \F(tx)| <c(t) withce L, ([0,T)),

loc

then (3.9) has a unique mild solution.

3.2.2 Main results.

Now, in X let us consider (A)r>1 a sequence of m-accretive operator, such that
(Hq) A — A as k — +o00, in the sense of the resolvent,

i.e. (I+XAy)"" converges, in X, to (I + A As) ' Recall that, since Ay, is assumed
to be m-accretive, then (H;) is equivalent to the convergence in the graph sense;
i.e. for v, € Ay uy, if up, — v and v, — v, then v € Ay u.

We are interested to the asymptotic behavior, as k — oo, of mild solution u; of

u + Agu 2 F(tu) in (0,T)
(Pr)
u(0) = uy,
where uy € D(Ag) and F' : (0,7) x D(Ax) — X is a Caratheodory function
satisfying (F1) and (F2). In general, D(A) # Ng>1D(Ag), and

u + Asou 3 F(tu) in [0,T)

u(0) = ug

has a solution if and only if ug € D(A). If vy € D(A), we know (Theorem of
Trotter-Kato-Brezis-Pazy [16] and [28] ), that uy — w in C([0,7),X) and u is
the unique mild solution of

ur + Asou 3 F(tu) in [0,T)
u(0) = up.

But, if ug ¢ D(A.) and the limit of uy exists, then the limit is singular, a boundary
layer at t = 0 appears in the passage to the limit. In fact, there exists a modified
initial data u, (depending on ug and A.,) such that the limit of u; is the solution of
ur + Ao 3 F(tu) in [0,T)
u(0) = uy.
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The characterization of u, is not well understood in general. In this paper we
are interested to characterization of v, in the case where Ay, is such that there exist
m : RT — R* such that Jim m(k) =0,

—0Q

(HQ) Ak = m(k).Ak — ./Ioo as k — o,
and
(Hs) uy € D(As).

In other words, we assume that there exists a rescaling for which the limit is not
singular.

Theorem 3.2.1 Let (‘Ak)k:eN be a sequence of m - accretive operators in X satis-

fying (H1) and (Hs), F : [0,T]xD(Ax) — X be a Caratheodory function satisfying
(F1) and (Fz), ug € ﬂ D(Ay) and uy, be the mild solution of (Py). If, ug satisfies

k>1

(H3) and

lim €7t'ZOOU0 =1 Uy S D<Aoo>7

t—+00
then
up — win C((0,7,X)  ask — o0,

where u 1s the unique mild solution of
uy + Ao 3 F(t,u) in (0,T)
(P

u(0) = uy.
Proof: Thanks to Theorem 4.1. of 28], it is enough to prove the result for F' = 0.
In this case, it is known that the mild solution is given by the exponential formula.

So, for any ¢,7 > 0 and k € N such that 7m(k) < t, we have

uf(t) —u(®)] = e ug — 7wy

IN

et Ak — 6—(t—rm(k))AkQ0| . |6—(t—7-m(k))AooH0 _etAny |

(3.10)
+ |€—(t—Tm(k))Akg0 _ 6_(t_Tm(k))AooU/0|-
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Using the additive property of the semigroup e ***, the first term of the right hand
of (3.10) satisfies

|e—t.A;C ug — 6—(t—7‘m(k))Ak Uo| _ |€—(t—7m(k))Ake—Tm(k)Ak U — —(t—mm(k)) A

e up|

< |€—7'm(k).Aku0 _ ﬂo’ = |e_Tﬂka - ﬂo’

< \e’“z’“uo — e’T“Zmuo| + |e*”{°°u0 — U
The contraction property of e 4= implies that the second term (3.10) is such that

|€_(t_Tm(k))A°°QO - €_tA°°QO| S |€—’rm(k)Aoog0 . u0|.

For the last term of the right hand of ( 3.10 ), we have

tffm(k))AkgO . ef(tffm(k))Aoogd < sup |€78Ak20 o efs.AooQO )

s€[0,T7]

e

So

WP () —u(t)] < e Mug — e | + e ug — uy|

+ Sup |e—8¢4k20 o e—SAoog0| + |6—Tm(k)«400g0 _ Q[)|
s€[0,7

Using the fact that ug € D(Aw), uy € D(Ax), lim m(k) = 0 and [16], we deduce

’ k—oo
that

lim sup [u* (£) — u(t)] < e ™ ug — ug|.
k—-+o00

At last, letting 7 — +00 we obtain
klim [u(t) — u(t)| = 0.

Still in the abstract setting, the main applications we have in mind is the study of
evolution problems governed by two competitive operators. More precisely, consider
the evolution problem

ur + d(k)Au + r(k)Bu > F(t,u) in (0,T)
(Pr)
u(0) = ug
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where r ,d : Rt — R™ are two functions such that

(k)

= A1
e = o (3:11)
A, B, d(k)A + r(k)B and H are accretive operators such that D(A) C D(B), F
satisfies (F1) — (F2) and ug € D(A). We assume that

d(k)A+r(k)B — H, ask — oc. (3.12)

As a consequence of Theorem 3.2.1, we have

Theorem 3.2.2 Let uy be the mild solution of (P},). Assume that

eA+ B — B, ase —0 (3.13)
and ug € D(B). If )
Jim e Pug == uy € D(H), (3.14)

then, as k — oo, upy — u in C((0,T),X), and u is the mild solution of
ur + Hu > F(tu) in (0,7
(P%)
u(0) = uy.

Proof. It is enough to apply Theorem 3.2.1 with Ay := d(k)A +r(k)B and m(k) =
[r(k)] i

Remark 3.2.1 1. In general, B # B. For instance, let X = R and A be the
maximal monotone graph defined by

0 flrl<1
A(ry=1<¢ [0,00) ifr=1
(—00,0]  ifr=-—1.
Then, it is clear that for anye >0, e A=A ande A+ B=A+ B = B.
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2. If D(A) = D(B) and A is strictly accretive, i.e. [u; — ug,vy — v1] < 0 for any
v € Auq,vg € Aug, then B = B. Indeed, set

T T e o
[z,yls = [z, — y] := sup ——————,
A<0 A

so that A is strictly accretive is equivalent to [u; — ug,v1 — vals > 0, for any
vy € Auq,v9 € Aug. For f € X, let u. be the solution of the problem

Ue + ¢ Au. + Bu, > f,
and u is the solution of
u+ Bu> f.
Since B is accretive in X then for w. € Bu., w € Bu we have

[U. —u, w. — w] >0
and
[Ue — U, — U — €V +u| >0 where v. € Ale,

which implies that

G — 1 < [0.—7,—c0]
. — @, — e (3. — 0) — £ 7]

e [ue — u, — V. + 0| + [t — u, — € 7.

IAIA A

This implies that,
[te —u, —ev] < € |0]

and
e [ue —u,v. —0|s + |ue —u| < e|v] for v e Au

and, Since A s strictly accretive, we deduce that
|ae - ﬂ| S € |,ﬁ|

so that, letting e — 0, we obtain u, — u, in X.

3. It is clear by the preceding remarks that an s-accretive operator is accretive, but
conversely an accretive operator is not necessarily s-accretive. If X = L*(Q),

then
[u,v] —/v signg(u) +/ [v].
Q [u=0]
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Then, it is not difficult to see that an accretive operator A is strictly accretive

if and only if
/ |v1 — vg] < ‘ /(vl — Vy) signg(u; — uQ)‘
[u1=u2)] Q

For instance, if v is a nondecreasing continuous function in R, then A defined
in LY(Q) by Au = v(u) and D(A) = {Z c L'Q); y(z) € LI(Q)} is strictly
accretive.

In some practical situation the condition (3.14) may not be fulfilled (as for
example P%"(ug,f) in the case of large reaction and diffusion), in this case we need
to work moreover with the limit of the modified operator A + [d(k)] 'r(k)B. More
precisely, we have

Theorem 3.2.3 Assume (3.12) and (3.13) are fulfilled, vy € D(B) and let uy be
the mild solution of (Py,). Let G be given by

A+r(k)[dk)]'B — G, ask — oco.

1f,
tE»IEoo e Bug = u, € D(G)
and
tEIJrrloo e Cuy = u, € D(H), (3.15)

then, as k — 00,
u, —u in C((0,7),X)

where u is the mild solution of

u + Hu > F(tu) in (0,7
(P%)

w(0) =u, .
Proof. Let Hy, := d(k)A+r(k)B, Gy := A+[d(k)]'r(k)B, v(k) = [r(k)] 4+ [d(k)]
, for any ¢,7 > 0 and k£ € N such that 7 < v(k)t, we have

uf(t) —u()] = [e7"uo — ey

S |6_tHku0 - 6—(t—T’y(k))Hkg0| + |6_(t_T,Y(k))HQD o 6—tHHO|

(3.16)
+ |e_(t—7'7(k))7'fkg0 - 6—(t—77(k))Hg0|‘
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It is clear that the first term of the right hand of (3.16) satisfies
|eft7-tku0 _ ef(tfffy(k))HkgO’ < ‘eftHkuO . ef(tfm)Hde

n |€_(t_ﬁ)m% _ o=y Hy, |

IN

H
le” qo) Fug — ug| + e awy ’“u —u |
The second one is such that

f(tf‘r'y(k))'H —tH k)H .
e u, — u | < lem e —u .

The last term of the right hand of ( 3.16 ) satisfies

|e—(75—7"7(]f))7'fkg —e —(t=Tv(k))H u | < sup |6 SHkQ o G_SHQ
=0 =0 =0
s€[0,T]

So that

[ (t) —u(®)] < e ug — ug| + e T g —

|€—T’Y(k)7'(g0 —u | + sup |€ SHkQO _ B_SHQO
- s€[0,T] -
Thanks to (3.12), we have
limsup |e” 70 %y — ug| = |e7 By — U

k—-+o00

Using the fact that ug € D(B), u, € D(H) and the Theorem of [16] , we get

lim sup [uf(t) — u(t)] < e Uo—uo|+|e @0_%’
k—+o0

and by letting 7 — +00 we obtain

lim |u®(t) —u(t)| = 0.

k— 00

Remark 3.2.2 The passage to the limit in the problem (Py) leads to a singular
limit. An instantaneous change of initial data is necessary. If F =0, then, in order
to describe the behavior of the solution for smallt > 0 and large value for k, it is
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sufficient to work with vy, given by vg(t) = ug(t/m(k)). Indeed, it is clear that vy, is
the mild solution of )
v+ Aw >0 in (0,00)

v(0) = uy.

So, thanks to Theorem 3.2.2, the compatible initial data for the limiting problem of
(Px) is given by tlim lim vy (t). In other words

00 k—o0

lim li t) = lim li t).
g Jim, (1) = g Jing, w9

At last, we note that in some practical situation, the previous result may also
describe the large time behavior of the mild solution of evolution problems. In the
following corollary, we give one consequence of Theorem 3.2.2 in this direction.
Concrete situation will be given in details in forthcoming papers.

Corollary 3.2.1 Let A be an accretive operator and ug € D(A). If up := tlim e g

exists then

= lim lim wuy
=0 t—0 k—oo ’

where uy, s the mild solution of

u+kAu+Bu>30 in (0,T)
(3.17)
u(0) = wo,

and B is an accretive operator such that A + e B converges to A, as € — 0, and
uy € D(lilgn inf(kA+ B)).

In Corollary 3.2.1, B is an arbitrary artificial process. The interest of B may
be in the fact that we can choose it such that the solution of (3.17) is regular. In
particular this could be interesting for numerical analysis for lim e *“lu

t—o0

0-

3.3 Applications.

Throughout this section,  C RY is a bounded domain with smooth boundary
o), § and g are nondecreasing continuous functions such that 3(0) = g(0) = 0
and Im(3) = R. In ©, we consider the problem P%"(uy,f), where ug € L™(Q) and
f € L*(Q). Our aim in this section is to study the competition between reaction r
and diffusion d in the reaction diffusion problem P%"(ug,f). The main result of this
section is the following Theorem 3.3.1.
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Theorem 3.3.1 Let f € L™(Q), up € L>(Q) and denote by u®" the solution of
Pd 7T(”O?f)'

1. Large diffusion: For any r >0, as d — oo, u®™ — ¢ in C((0,T),L"(Q)), where
c € CH([0,T)) is the unique solution of the ode,

c+rgle) = ]éf in (0,7)

c(0) = ]éuo.

2. Large reaction : For any d > 0, as r — oo, u™ — w in C((0,T),L*(Q)), where
u 18 the unique weak solution (see Proposition 3.3.4 for the definition) of the
obstacle problem (3.4) with w(0) = moV(upAMy) a.e. in 2.

(3.18)

3. Large diffusion and reaction: If d = d (k) and r = r(k), with lim d (k) =

k—o0

klim r(k) = oo, then

u — ¢ in C((0,T),L*(Q)

where ¢ € C*([0,T)) is the solution of the ode

ct—irG(c)B]({f in  (0,T),

with
d(k
(a) if ]}erolo % =0, then ¢(0) = mo\/(MO/\]{Zuo) :
(b) if lim = 00, then ¢(0) = lim z(t) where z is the solution of the

k—oo T(k) t—o0
obstacle problem P with 2(0) = moV (ugAM,), a.e. Q.

It is known that the weak solution of P%"(uy,f) is given by nonlinear semigroup
theory. Indeed, we know that the weak solution is the mild solution of the Cauchy
problem

T uy + A4y = f in (0,T)
C P (ug,f
u(0) = uyp,
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where, A%" is the m-T-accretive operator defined in L'(€2) by

v,f € LYQ), g(v) € L'(Q), 3w € WH(Q), v = B(w) ae. in Q and

f=A%v o
d/QDngw/Qg(v)g = /Qfg for any & € Wh>(Q).

and, D(A4r) = L'(Q). More precisely (see for instance [31]) we have

Proposition 3.3.1 If f € L>(Q) and uy € L*=(QY), then the mild solution u of
C P (ug,f) is the unique solution of P*"(ug,f) in the sense that u € L=(Q), there

exists w € L* (O,T; Hl(Q)> such that, u = f(w) a.e. in Q, and

d/OTADwD5+r/OT/Qg<u>§:/OT/Qfﬁ/OT/Qum/Quoé(ox (3.19)

for any € € C1([0,7] x Q) such that £(.,7) = 0. Moreover, for any T > 0

[fu(m)l[z=@) < lluollz=@) + Tl fll=@); (3.20)

L@ [ [1gtor< [ ] i [ (3.21)
Litwen+a [ [1pup < [+ [ ] o (3.22)

where j : R —— [0,00| is a proper convexr s.c.i function such that j(5(q)) =
q

/ sdf(s).

0

Now, the study of the asymptotic behavior of the solution of P%"(ug,f) with
respect to d and r is closely connected to the limit of its associate stationary equation

and

v—dAw+rg(v)=f, v=pFw) inQ

SU(f)
8ﬁw = 0, in 0€) .

Recall (cf. [7]) that for any f € L'(Q), there exists a unique (u,w) solution of S%"(f)
in the sense that

ve LNQ),g(v) € LYQ),Iwe WH(Q), v=03(w) ae in Q and

d/QDngqu/Qg(v)fz/Q(f—v)f for any & € Wh>(Q).
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In addition, for fi,f, € L*(Q), if (v;,w;) is the solution of S*"(f;)) for i = 1,2, then

[ = r [ (gt =gt < [ (5= 1" (3.23)

/|vl—vg|+r/|gv1 — g(vy |</|f1 fal- (3.24)

Moreover, if f € L>°(Q) then the solution (v,w) € L*(2) x H*(£2) and one has the
following estimates:

and

o[z < I fllze@ and  ||r g(v)||z=@) < [[f]]L~(@)- (3.25)

Indeed, taking ¢, such that ¢, + rg(c,) = || f||z>(q), then it is clear that ¢, is the
solution of S (|| f|ls) and using (3.23), we get

v< 6 < || fllze  and rg(v) < rgler) < flle@)

where we used the fact that ¢, > 0 and g(c,) > 0. In the same way, we prove

v > —“fHL”(Q) and Tg(v) > —HfHL"O(Q)

Thanks to (H;), we have

oy < ma (8711 lleie) U =67 (< fll=@)) = C. (3.26)

and
d [ 1Duf < llimia (3.27)
Q
where C” is a constant which depends only on € and || f|| L9

Theorem 3.3.2 Let f € L'(Q) and let us denote by v*" the solution of S (f).
1. Ifd =d (k) and lim d (k) = oo, then

k—o0
v — (Ig + rg)l(]éf) in L'(€2).

2. Ifr =r (k) and hm r (k) = oo, then v — v in L'(Q) and v is the unique
solution of the ellzptzc problem

v—dAw+ Gw) 3 f, v=pw) nQ
8ﬁw = 0, in OS2
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in the sense that v € L®(Q) there exists w € WH(Q), u = B(w) a.e. in Q,
there exists n € L'(Q), n € G(v) a.e. in Q and

d/QDwDH/an:/Q(f—v)f

for any & € W1*°(Q). Moreover,

[y < W fllzeq) — and lnlle=@) < [ fll=() (3.28)
3. Ifd =d (k) and r = r(k), with klim d (k)= klim r(k) = oo, then

v —s -1 in LY(Q).
(1+G) %ﬁ L)

Proof': Since in each part of the theorem, d and/or r depends on k, then, throughout
the proof, v*", w®" and rg(v™") are denoted by v, wy and 7, respectively. First,
let us assume that f € L>(£2). Thanks to (3.25), (3.26) and (3.27), v and wy are
bounded in L>(£2) and moreover wy, is bounded in H'(€2). So that, wy is weakly
relatively compact in H'(€2), and since 3 is continuous then vy, is relatively compact
in L'(Q). Then, there exists a subsequence that we denote again by k, such that
v — v in LY(Q), wy — w in L'(Q) and weakly in H'(Q), and v = 3(w) a.e in Q.
Moreover, hy = v + 7(k)g(vy,) is relatively compact in L'(Q). Indeed, thanks to
Lemma F. of [7] we have

im sup [ [ha(o -+ 9) — ()] =0,
Q/

ly[—=0

and moreover, the sequence is uniformly integrable. Therefore
F(k)g(v) — nin L}(Q).

Now, in order to characterize u, w and 7, we treat separately each case of the
theorem.

1. Thanks to (3.27), we have

am/mwﬁsmmu,
Q

so that
/ |Dw|? < liminf/ | Dwy|? = 0,
Q V)

which implies that w and v are constant functions. Taking £ = 1 as a test
function and passing to the limit we deduce that the constant v satisfies v +

rg(v) = ][ f. This ends up the proof of the first part of the Theorem.
Q
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2. Since ¢g(0) = £(0) = 0, then (3.24) implies that

r(B)lg(o)ler@) < 1flu@-

So, g(v) = 0 and my < v < My a.e. in . Recall that r(k)g converges in the
graph sense to GG, then by standard monotone arguments n € G(v) a.e. in .
As to (3.28), it follows from the estimates (3.25). And the proof of the second
part finishes.

3. Since
CL(Q,N)

Duwy| < ——21 s
[ 1pw < S im0,

then w and v are constants. Moreover, since r(k)g converges in the graph
sense to G, then n € G(v) a.e. in Q. Integrating the equation over 2 and
letting k — oo, we get

v—i—G(v)B]{zf.

At last, we see that the application f — klim vk as defined in each cases of the theo-
—00

rem is well defined and is a contraction from in L'(€2) into L'(2), so the convergence
result for f € L'(Q) follows by density of L>(Q) in L'(9). n

As an immediate consequence, we have

Corollary 3.3.1 1. For anyr > 0, as d — oo, then the operator A®" converges
to the T-accretive operator A" defined, in L'(€2), by

fGAOO’Tv(:)fGLl(Q),vEc,CE]Rcmdrg(c):][f.
0

2. For any d > 0, as r — oo, then A" converges to the T-accretive operator

A% defined, in L'(Q), by
((v,f e LNQ),Iwe W (Q),3ne L)

fe Aty o v=pFw),n e G) ae on Qand

\ d/QDngJr/Qn{f:/Qfé for any &€ € WH>®(Q)

3. If d = d(k) and v = r(k), with lim d(k) = lim r(k) = oo, then ALT
converges to the T-accretive operator A, defined by

fGAOOU@fELl(Q),UEC,CERand][fGG(C).
Q
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It is not difficult to see that
A" = dA+rB (3.29)
where A = A" and B : L*(Q) — L*(Q) is defined by Bu = g(u) with

D(B) = {u € L'Q); g(u) € L)},

and D(A) C D(B).

Lemma 3.3.1 Ase — 0, A+ B — B, in the sense of resolvent.

Proof: Since, ¢3~! converges to the graph N = 0, then the proof is a simple
consequence of [7].

Proposition 3.3.2 1. D(A4>) = {z € L' Q) ; mo<z< M ae. Q}

2. D(A=7) =R

3. D(AOO) = [mo,Mo].
Proof':
1. Clearly, by the definition of A% we have D(A%>®) C {z € L'(Q) ; my <
z < My a.e. Q} To prove the converse part, let u € L'()) be such that

mo < u < My a.e. in © and consider u,. the solution of

ue — e ANw. =u, u. = [(w,) in
Orwe = 0, in 0Q

It is clear that my < u., < My a.e. in €2, so that u, € D(.Ad’oo), for each € > 0.
Since, ¢3! converges to 0 in the graph sense, then by [7], we deduce that
u. — uin L'(Q), as € — 0, and the proof completes.

2. This is a simple consequence of the fact that D(g) = R. Indeed, for any ¢ € R,
rg(c) is well defined and there exists f € L'(Q), such that ][f = rg(c), so
Q

that f € A%"(¢) and A" (c) # 0.
3. It is clear that D(A>) C [mg,My]. Now, for ¢ € [mg,Mp], G(c) is not empty

and for any o € G(c), there exists f € L'(Q), such that ][f = «, so that
Q
f € A%(c) and we deduce that A>(c) # 0, and ¢ € D(A™).
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3.3.1 Large Diffusion.

In this subsection, we begin by studying the first part of Theorem 3.3.1, i.e. the
case of large diffusion. So, we fix r > 0 and we let d — oo. In order to apply Theorem
3.2.2, we consider first the Cauchy problem

u+Au=0 in (0,7)

(3.30)
u(0) = wuo.

It is known (see for instance [31] and [34]| and the references therein) that, if ug €
L>(€2), then the mild solution u of (3.30) is the unique weak solution of

u—Aw =0 u=pFw) in@Q
0w = 0, on X (3.31)
u(0) = ug in

and

lim u(t) = ][uo.
t—o0 Q

Lemma 3.3.2 For any uy € L=(Q) and f € L*(), the mild solution of
uw+Bu=f in(0,T)
(3.32)
u(0) = uyg
15 the solution of the ode
w+rgu) =f i (01)
u(0) = ug

in the sense that u € WHH((0,T),L*(Q)) and the equation is satisfied a.e. in Q with
u(0) = ug. Moreover, if f =0, then

lim u(t) = moV(upAMy)  a.e. in Q.

t—o0
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Proof. Thanks to Lemma 3.3.1, we know that ¢A + B converges to B, so the limit
of the mild solution u, of

ur+eAu+Bu=0 in (0,7)

u(0) = uyg,

converges to u (the mild solution of (3. 32)) Using Proposition 3.3.1, u. € L*(Q),
there exists w, € L*(0,T; H'(Q)), u. = B(w.) a.e. in Q and

o[ [ pwncer [ [ atge= [ [ rex [ [ wsr [ s a9

Moreover, u., w. and rg(u.) are bounded in L*°(2) and ew. is bounded in L*(0,T; H*(Q2)),
so that
ew, — 0 weakly in L2(0,T; H'(2)).

Passing to the limit in (3.33), we deduce that g(u) € L*(Q) and
0

P fes [ fres [ e /M

Since, f, g(u) € L(Q) then v € W' (0,T,L'(Q)) and, for a.e. x € Q, u(x) +
rg(u(z)) = f(z) in (0,7"). This ends up the proof of the first part of the lemma.
Assuming that f = 0, there exists a measurable function u.,, such that, as t — oo,
u(t) — U, a.e. in Q and g(us) = 0, ae. in Q ; ie. my < Uy < My, p.p. in
Q. Moreover, since u is bounded in L>(Q), then the convergence is in L'(Q). Let
us prove that u., = moV(ugAMy). First, note that, if my < ug(x) < My, then,
u(t,x) = ug(x), for any ¢ > 0, and us(x) = ug(x). If ug(x) > My, then it is clear
that ¢t — wu(t,z) is nonincreasing. So,
Uoo (1) < up(),

and we deduce that u.(z) = My. In a similar way, u.(x) = mg, a.e.x € , such
that ug < myg, and the proof of the lemma finishes. n

Now, applying Theorem 3.2.2, we get the first part of Theorem 3.3.1. More precisely,

Proposition 3.3.3 For any r > 0, as d — oo,
Wt e in C((0,T),LN9)),
where ¢ € C'([0,T)) is the unique solution of the ode

c+r1yg(c ][f in (0,1

c(0) = ][Quo.
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Proof: Recall that u®" is the mild solution of C'P% (uq,f), A* = dA + rB.
Moreover, thanks to Lemma 3.3.1, A and B satisfy the assumption (3.13), with

B = B, and tlim e Muy = ][uo . Since ][uo € D(A*>), then applying Theorem

Q
3.2.2 we deduce that u®" — w in C((0,T); L*(Q)), where u is the mild solution of

u+A"u > f  in (0,7)

u(0) = ]{Zuo.

It is not difficult to see that the mild solution of (3.34) is the mild solution of

(3.34)

ut—i—Bu:][f in (0,7
Q

u(0) = ]éuo,

and, thanks to Lemma 3.3.2, the proof is finished. [

3.3.2 Large Reaction.

Assume now, that d > 0 is fixed and that r is very large; i.e. r — oo.

Lemma 3.3.3 Asr — oo, u™ — u in C((0,T); L*(Q)), where u is the mild solution
of
u + A*u s f in (0,T)
(3.35)
u(0) = moV (up(x)AMpy).

Proof: Thanks to Lemma 3.3.2,

tlim e Pug = moV(ug(x)AMy) a.e. x €.
On the other hand, we have A%"*®) — A% and mgV(ugAMy) € D(A%>®), then the
lemma is a simple consequence of Theorem 3.2.2. [

At last, the proof of the second part of Theorem 3.3.1 follows by characterizing the

mild solution of
u + A u > f  in (0,7)
(3.36)
u(0) = v
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Proposition 3.3.4 Let f € L™(Q) and vy € L*=(Q2) such that my < vy < My a.e.
in Q. Then, the mild solution of (3.36) is the unique solution of the obstacle problem

—dAw+Gu) = f, u=pw) inQ
u(0) = vy on €.

That is: u € C([0,T),L'(Q)), u(0) = vy, there ezists w € L*(0,T; H'(2)), u = B(w),
there exists n € L*(0,T; L*()) such that n € G(u) a.e. in Q and

o founes [ foee [ s [ [ foco

for any € € C([0,7] x Q) such that £(.,7) =

Proof: The proof of this proposition is standard by now (see for instance |31]).
For completeness let us give the arguments. For ¢ € [0,7’], consider a subdivision
th=0<t) < .. <th1 <7<ty witht,; —t,.1 =¢, fi,....fo € LOO(Q) with

n t; n
Z/ [f(t) = filltr < € and Z ellfille ) < / | fL(0)- By definition of
: ti-1 i=1

the mild solution, u is given by

u(t) = L' — lim u.(t)

e—0

uniformly for ¢ € [0,7"), where . is the approximate solution by u.(0) = ug, u.(t) =
u; for t €)t;_y,t;], i = 1,...,n, where u; satisfies u; + e A%®u; = ef; + u;_,. That is,
there exists w; € HI(Q) and n; € L*(Q2) such that

U; — 8dAUJZ +en; = ui—1 + €fi, U; = ﬁ(wz), n; € G(uz) in
(3.37)
a’fiwi = Oa in 0f)

Thanks to (3.24) and (3.25), it follows that
Jtude [l < [ qual+e [ 15 (3.39)
Q Q Q Q

T
lallay + el < 2(1luallmien + [ Wfllimian) = M.
0

and
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so that,
T
lucOlli=ioy + [ Olliadt < M v € 071, (3.39)
0

where f., n. :[0,7] — L*(Q), with f.(t) = f; and 1. = n;, for any ¢ €]t;_1,t;],i =
1,...,n. Taking & = w; as a test function in (3.37 ) and using the fact that

/(Ui1 —u)w; < /j(uil) _/j(ui)
Q Q Q
we deduce that

/Qj(ul-)—i—ed/Q|Dwi|2+s/ﬂmwiSs/inme/Qj(ui_l), (3.40)

so that, adding for ¢ = 1,....n, we get

/Qj(us(T))er/OT/Q!DwEIQJr/OT/Qnsws S/Qj(uo)‘F/oT/ﬂfswg. (3.41)

where w, : [0,7] — H'(Q) with w. = w;, for any t €|t;_,t;],i = 1,...,n. Since
Im(B) = R, then we deduce that w, is bounded in L>°((0,7) x 2) and, using the fact
that j > 0, n.w. > 0 a.e. in [0,7] x €, it follows that w. bounded in L*(0,7,H"(f2)).
So, let w € L*(0,7,H*(Q)) and n € L*((0,7) x ), such that w,, — w, weakly in
L*(0,7,H'(Q)) and 1. — n weakly in L2((0,7) x ), where ¢}, is a sequence such that
e — 0. Using the monotony of 3 and G, we have u = f(w) and n € G(w) a.e. in
Q). Now, let us Consider @i the function from [0,7] into L'(92), defined by a.(t;) = u;
and 1. linear in [t;_1,t;], then ( 3.37 ) implies that

//DweD&/ Jne= [ [rer [ [acs [weo. @)

for any € € C'([0,7] x Q), s.t £(7) = 0. Letting e — 0 in ( 3.42 ) , we get

of fpones [ foee [ frco [ foo foo

for any ¢ € C'([0,7] x Q), s.t £(7) = 0. n

3.3.3 Large Reaction and Diffusion.

To finish the proof of Theorem 3.3.1, we consider the case where both the reaction
and the diffusion rates are very large. So, we assume that d = d (k) and r = r(k),
with klim d (k)= klim r(k) = oo. First let us consider the case where

lim d (k)

lim o5 = 0, (3.44)
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in other words the reaction is more competitive than the diffusion. Thanks to Theo-
rem 3.2.3, we need to consider the operator

r (k)
A B =: A;.
+ k) k
(k)
Since a0 — 00, then by Theorem 3.3.2, we deduce that

Ak — ./41’00.

On the other hand, thanks to Lemma 3.3.2, remember that tlim e By = moV (ugAMy),

a.e. . Since, moV (ugAMy) & D(A>), then, having in mind Theorem 3.2.3, the boun-
dary layer of the limit of u®" is given by the large time behavior of the solution of
the Cauchy problem
u+A">u 30 in (0,00)
(3.45)
U(O) = mo\/(UQ/\MQ).

To this aim, we consider the set
K ={z€[mo,My); 3c €R, z=p(c)}.

It is not difficult to see that K is a nonempty closed subset of L' (€2) and, moreover,
is contained in the set of stationary solution of (3.45), i.e. for any z € K, e A = 2,

for any ¢ > 0.

Proposition 3.3.5 For any u, € L*(Q), such that mg < uy < My a.e. in ), there
exisls a unique u, € IC, such that

_ 1,00
e tA

ug—u in L'(Q), as t — oo,

0

Proof: The proof of this proposition follows the same line of [28]|. To summarize
the proof we give just the main lines. For more details one can see [28|. Indeed,
using the results of [7], we prove first that the resolvents are relatively compact from
L>®(Q) into L'(Q), i.e. if B is a bounded subset of L(€2), then (I + ¢ A">)"1(B)
is relatively compact in L'(€) so that, the orbit y(u,) = {e_tAl’oogo : 1> 0}is
relatively compact in L'(2). In addition, it is not difficult to prove that

| [iur < [ itw),
6
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which implies that the w—limit set is contained in K. Then, by using the additive
semigroup property, we deduce that the w— limit set is a singleton and the proof
finished. ]

Remark 3.3.1 The identification of u 1s an open problem. In this direction, the
reader can see the papers [29] and [31]

Lemma 3.3.4 Under the assumption (3.44), u™ — ¢ in C((0,T); L*(Q)), where c
15 the mild solution of the Cauchy problem

¢+ A%c> f in (0,7)
(3.46)

c(0) =u,

and u, 1s given by Proposition 3.3.5.

k
Proof: Recall that we have d(k)A + r(k)B — A™, h Tk; = 00, tlim e Puy =
).

moV(upAMo) and u, = tlim e moV (ugAM,) € D( Then, the result of the

lemma is a consequence of Theorem 3.2.2.

Proposition 3.3.6 For any ¢y € [mq,My], the mild solution of
c+A%c> f in (0,1)
(3.47)
c(0) = ¢

15 the unique solution of the ode

.+ G(c) 9][Qf in (0,7,

c(0) = ¢y,

in the sense that ¢ € WHH(0,T), there exists n € L*(0,T), such that c¢(0) = ¢y and
c+n= ][f, a.e. in (0,T).
Q
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Proof Since, for any f € L'(Q), (I + X A°)'(f) = (I + )\.Aoo)l(][gf) =

(1+A G)_l(][ f), then the mild solution of (3.47) is the mild solution of
Q

¢+ G(e)> 4+ f in(0,7)
][ Q (3.48)

c(0) = co.

Thus the proof is a simple application the classical theory of nonlinear semigroup
governed by maximal monotone graphs in Hilbert space (cf. [14]). n

To end up the proof of Theorem 3.3.1, we consider the case

d(k
lim (k) =
2 T(R)
i.e.; the diffusion is more competitive than the reaction.

(3.49)

Lemma 3.3.5 Under the assumption (3.49), u™ — ¢ in C((0,T); L*()), where c
15 the mild solution of the Cauchy problem

a+G)>f in(0,1)

(3.50)
c(0) = mo\/(][ upAMp).

Q

Proof: Thanks to [7], it is not difficult to see that A4+e B — A, as ¢ — 0, in the
sense of resolvent. So, using Theorem 3.2.3, we need to consider the operator

d (k)
A+ B =: By.
() ST
Since — 00, then Corollary 3.3.1 implies that

Bk — Aoo,l.

t—o0

On the other hand, remember that lim e~ vy = ][ug and ][uo ¢ m So, we
need to consider the Cauchy problem . N

us + A'u >0 in (0,00)
(3.51)



3.3. APPLICATIONS.

Since the mild solution of (3.51) is the mild solution of

¢t +g(c) =0 in (0,00)

c(0) = ]{2 o,

then, using Lemma 3.3.2, the proof is complete. ]
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Chap. 4: Sy. de Reéaction Diffusion

4.1 Introduction

Soit € un ouvert borné de RY de frontiére 02 assez réguliére. On considére le
systéme de Réaction Diffusion suivant

uy — Awy = Fug,ug), wi=¢i(u) sur Q:=Qx (0,7)

gy — Awy = G(ug,ug), wy = @o(us) sur @ :=Q x (0,7)

(P*) { Oswi +2 =0, 2z €y(w) sur X := 00 x (0,1
Orwe + 29 =0, 29 € Yo(wy) sur X := 08 x (0,7)
| 1 (2,0) = up (x)  ua(x,0) = upa(x) sur €2,

ol, 1,y sont des fonctions continues, strictement croissantes avec ¢;(0) = 0 et
pour i = 1,2; 7; est un graphe maximal monotone de R x R tel que 0 € ;(0) et

(Hy) D(v;) =R ou bien D(y;) = {0}.

Différents choix de fonctions ¢;,7; (i = 1 ou 2) correspondent a des problémes pro-
venant de différentes applications par exemple, pour ¢;(r) = |r|™ Signy(r), avec
m; > 1 décrit une diffusion non linéaire lente ([1], [10]); m; = 1 correspond a ’équa-
tion de la chaleur classique et 0 < m; < 1 décrit une grande diffusion. Le graphe
v; peut étre multivoque et ceci permet d’inclure les conditions de Dirichlet au bord
(7i = {0} x R) et les conditions de Neumann ( 7; = R x {0}) ainsi d’autres possibi-
lités. Pour les termes de réactions, on suppose que

F(uy,ug) = —Ri()g(wy —we), G(uy,uz) = Re(.)g(wy — ws)

avec g est une fonction continue, croissante vérifiant ¢~'(0) = {0} . Pour tout
k>0, R : @ — RY est une fonction mesurable avec Ry € L™(Q) N BV (Q)
. Le modéle a été proposé par E.DiBenedetto et R.E. Showalter dans [§8], il fut
suivi en cela par Xiangsheng Xu dans [11] et finalement le probléme a été étudié
par J.M. Mazon et J.Toledo dans [9]. Ce systéme décrit le phénomeéne de diffusion
dans un milieu hétérogeéne constitué de deux composantes. Cette situation apparait
pour des problémes de conduction thermique dans des sols rocheux, ou aussi la
diffusion (liquide, gaz) & travers un milieu poreux fracturé. L’existence et l'unicité
de la solution faible dans le cas ot Ry = 1, ¢o = 0 et avec des conditions de Dirichlet
au bord a été démontrée dans [§| en utilisant la théorie H'. Dans ([11] et [9]) les
auteurs utilisent la théorie des semigroupes non linéaires, et en se basant sur les
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4.2. RESULTATS PRINCIPAUX

résultats elliptiques obtenus dans (2], [6]), ils montrent que dans le cas ou Ry ne
dépend pas de I'espace, le probléme (P*) admet une unique bonne solution. Dans ce
chapitre, on s’intéresse a I'existence, I'unicité de la solution du probléme (P*) et au
comportement de la solution lorsque I’échange entre les deux composantes est trés
grand dans un sous domaine €2y C 2. Pour ceci, on considére

Ri(x) = a(k)xo, () + Ro()xa,(¥)  p.p. dans Q,

avec Q) = Q\ Qy et a(k) une fonction strictement positive telle que a(k) — oo
lorsque k — oo.

Dans la premiére partie de ce chapitre on commence par étudier le probleme
elliptique associé a (P*), on démontre des résultats d’existence et d'unicité, ensuite
nous étudierons le comportement de la solution lorsque k& — oo. La difficulté de
passage a la limite dans la terme Ryg(w; —ws) nous ameéne a introduire une nouvelle
notion de solution qui fait intervenir simultanément les deux équations. Dans la
deuxiéme partie, nous introduisons le probléme de Cauchy abstrait lié a (P¥), qui
nous permet a l'aide des semigroupes non linéaires de montrer 'existence de la
solution faible. Finalement, nous passons a la limite dans le probléme (P*) et a
I’aide de la notion des solutions intégrales on montre l'unicité de la solution du
probléme (P*) ainsi du probléme limite .

4.2 Reésultats principaux

Dans cette section, nous présentons les résultats d’existence et d’ unicité de
la solution faible du probléme (PF¥), ainsi le comportement de la solution lorsque
k — oo.

Théoréme 4.2.1 Pour tout Uy := (ug1, upz) € L®(Q) x L=(Q), le probleme (P*)
admet une unique solution faible U := (uy, us) au sens suivant :
u; € L=(Q), Jw; € L*([0,T), H'(Q)), 3z € L}, ([0,00[, L*(0%)) telles que

= @i(u;) p.p. sur Q, z; € vi(w;) p.p. sur 3, et

o] it | [ [ [
//QDwngg—//QRk(f) wy — Wy §2+//z2§2 //u2 /Quozﬁz(()),

pour tout &,& € CH((0,7) x Q) avec & (., T) = &(., T

De plus, on a
Lo [[(ua(t), ua(t)) oo < [I(uor, uo2)|oo -
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¢
2. / /(|Dw”f|2 + |[Dwh?) < O, ou C est une constante indépendante de k.
0 Jo

Le passage a la limite dans le probléme (P*) nécessite un cadre fonctionnel bien
adapté au comportement de la solution lorsque k& — oo. Formellement pour com-
penser le fait que le coefficient a(k) — oo il faut que le terme g(w; — wy) = 0 p.p.
)y ou encore wy = wy p.p. 2. Et, donc on note par K 'espace naturel associé au
probléme limite défini comme suit:

K= {(51, &) € L'(Q) x LY(Q) tel que & =& p.p. dans QO}.

Théoréme 4.2.2 Soit Uy = (uo1, uge) € L=(Q) x L>®(Q) et U = (uf, ub) la
solution du probléeme (Pk) donnée par le Théoreme 4.2.1. Lorsque k — 0o, on a

U¥ — U := (u,us) dans C((0,T),L"(Q) x L'(2)),
ou, pour 1 = 1,2; les u; sont caractérisées par:
{ u; € L™(Q), Jw; € L*([0,7), H'(Q)), 32 € L, ([0,00[, L*(99))
w; = pi(u;) p.p. Q, z € vi(w;) p.p. %,
etVi>0 ona
d “
G [ [ ten -+ [ DuiDTi -+ [ atiw - )
dtdQ 0 Q o0
+— / / Ti(pa(r) — &o)dr + / Dwy, DT (wa — &) + 2T (wy — &)
dt Jo Jo Q
RQ(Q?

89
)g(wy — wo) (TI(wl — &) — Ti(ws — 52)) <0 dans D'(0,T),

Q

pour tout & = (£1,6) € (C'(Q) x CH(Q)) NK. Et Uy = Uy = (ug;,ups) 0U uy; sont

données par:

Uy, (z) = { up () sur () = { upe(z)  sur

o1 () sur Qo aor(x)  sur Qq

avec Ug () = [I + 902—1 o gpl]_l(um + ug2), tpz(x) == [I + gpl_l o gog]_l(uo1 + ug2)-

4.3 Probléme stationnaire

En utilisant la discrétisation par schéma implicite en temps et tenant compte de la
théorie de semigroupe non-linéaire, I’étude de (P¥) est liée directement au probléme
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stationnaire suivant:

(v, — Awy + Re(2)g(wy —ws) = f1, wy € p1(vy)  sur Q

— Awy — Ri(x)g(wy — ws) = fo, wy € pa(vg) sur

Sg’ﬁ(fhfz)
Oqwy + 21 =0, 2 € y(wq) sur Of)

Ofwy + 29 =0, 29 € yo(ws) sur 0Of)

\

4.3.1 Existence et unicité de la solution.

Dans ce paragraphe, nous supposons que 1, @y sont des graphes maximaux
monotones de R x R avec D(y1) = D(p2) = R et nous allons montrer 1'existence
et I'unicité de la solution faible du probléme stationnaire Sg:’fy( f1,f2). Pour cela,
commencons d’abord par rappeler les résultats dans le cas ot les non linéarités
©i, ;1,7 L et g sont suffisament réguliéres.

Lemme 4.3.1 (Cf. [9]) Pour i = 1,2; on suppose que @;,0; " ,7; ' et g sont des
fonctions Lipchitziennes continues, et soit F = (f1, fa) € L*(Q) x L*(2), alors il
existe une unique solution V := (vy, vy) € L*(Q) x L*(Q). Et, Jw; € H'(Q),3 2 €
L2(09) telles que w; = ;(v;) p.p. Q, 2 = vi(w;) p.p. 09, et

/leDé /Rk w2)§i+/89 Zz‘&:/g(fi—vi)& (4.1)

pour tout & € H*(Q).

Lemme 4.3.2 (Cf. [9]) Sous les hypothéses du lemme 4.3.1, soit (v1,v2) la solution
du probleme Sgk(fl, f2) au sens du Lemme précédent, alors on a

1 |[(vr, vo)llr < J|(f1s f2)llr -
avec ||(v1, v2)|[1 = ||U1||L1(Q) + ||U2||L1(Q)
2. Etant donné M > 0,

émm—Mﬁ+WwdmﬂSAMM—MV+WH=MW

En particulier,

(w1, v2)lloe < [[(f1s f2)llo0

avee [[(vr, 02) oo = sup (l[ur] e, ol 1<(o )
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A fin de montrer I'existence de la solution du probléme Sg’k (f1,f2) nous allons com-

7’y
mencer par établir le Lemme technique suivant:

Lemme 4.3.3 Sous les hypothéses du lemme 4.3.1, soit F' := (f1,f2) € L=(Q) x
L>®(Q), et V := (v1,v2) la solution du probleme Sg’ﬁ(fl,f2>. Poury €e RN, ¢ >0 et
Y € CHQ) de support ' := {x € Q; distance(x,00) < |y|}, on a

V@l y) — @) + e+ y) = (@)
< /,|Aw(x)\(]w1(x+y)—wl(x)!+!w2($+y)—w2(3?)|)
+/Q7/1/J(x)(|f1(x+y)—f1($)|+|f2($+y)—f2($)|)

+2 /Q/@Z)(x)ﬂRk(x +y) — Re(2)llg(wr — ws)|)

(4.2)

Preuve. Nous utilisons les mémes techniques dans [9]. Soit (v1,v4) la solution du
probléme Sf,’,’;(fl,fg) au sens du Lemme 4.3.1, d’aprés (4.1) on a

D(w:(z + y) — wi () Déda + / (01(x + ) — v (2))éda

’

n / Ri(z + 1)g(wi(z +y) — walz + 1)) — Ru(@)g(un(z) — wn(@))édz  (4.3)

— [ (e +9) — R@)eds

pour tout & € H'()) tel que support(¢) CC . Soit ¥ € C*(), 1 > 0 prenons
¢ = YH.(wi(z + y) — wi(z)) comme fonction test dans (4.3) et soit I le terme a
gauche de 'équation (4.3), alors

Ii: = DW[DyH(W) + ¢H,5(W)DH5(W)]

> | DWDyH(W)

Q/

= — | WAYH.(W)— | WDyH(W)DH.(W),
% v

ot W = wi(x +y) — wy(x) et Ho(s) = inf(s*/e,1), pour tout ¢ > 0 et s € R.
D’autre part, il vient de la définition de H. que, lorsque ¢ — 0

WH.(W)—0 et WH. (W) <1 pp. Q.
Par conséquent

lim | WDYH(W)DH(W) = 0.
E—> QO

82



4.3. PROBLEME STATIONNAIRE

Nous faisons tendre € vers 0 dans (/§), nous trouvons

lim IF = lim WAwHE(W)z—/ WA, (4.4)
€ Q/

e—0 —0 Q

Ainsi, nous utilisons le fait que ¢;,p; *, sont des fonctions continues Lipschitziennes
et nous obtenons

tiy [ () = n@)WH(Wdr 2 [ joety) @ (45

Passons a la limite dans (4.3) lorsque ¢ tend vers 0 et utilisons (4.4) et (4.5), nous
déduisons

[ @t +5) = ul@)] + [ te)p)Sim(u e+ ) — () o
< [ 1@l +y) - w@h + [ s@fen - A@)
Qf Qf

ou t(z) = Ri(r +y)g(wi(x +y) —wa(z+y)) — Ri(z)g(wi(z) —wa(x)). De la méme
maniére, nous obtenons

[ @t +) = alo)] = [ ta)ote)Signalus(e -+ ) — wala) -

S/ [AY(a)|(Jwaz +y) —wa(2)]) + | (@) fo(z +y) = fa(2)]).
Q 94

D’autre part, il vient que

J i =) (Signo(wr(z +y) = wi(@)) = Signo(uwa(z +y) = ws(w)))
> (Rule +) = Rile) ) glw (@) = wp(w)) (Signo(wi(x + y) — wi ()
—Signo(wa(z +y) = wa(2)))
> —2(|(Ri(x +y) = Rilw))gwr — ) )

(4.8)

Nous additionnons (4.6) avec (4.7) et d’aprés (4.8), nous obtenons le résultat du
lemme. ]

Remarque 2 Le résultat du lemme 4.53.3 est toujours vrai pour tout solution du
probléme de type Sf;f; indépendamment des conditions auzx bords.
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Proposition 4.3.1 Soit F':= (f1, f2) € L=(Q) x L>(R2), alors il existe une unique
solution V' := (vy, vg) € L*=(Q) x L*(Q) du probleme Sg’ ~(f1, fa) au sens sui-
vant: pour i = 1,2; Jw; € H'(Q), Iz € L*(0Q) telles que w; € o;(v;) p.p. Q,2 €
~i(w;) p.p. 0L, et

/QDUJ@'D&: + (-1t /{)Rk(ﬂf?)g(wl —wa)&; + /8Q zi&i = /Q(fz‘ —v)&  (4.9)

pour tout & € H' ().
De plus, on a les estimations suivantes:

1o (v, v2)lleo < 1(f1; f2)lloo -

2. /(\Dw1]2 + [Dws|?) < ', ot C" est une constante indépendante de k.
Q

Preuve. Pour i = 1,2, Soient gpz ,% et ¢* respectivement I’approximation de Yoshida
de @i,y et g. Posons ¢} (r) = o} (r) 4+ Ar, il est clair que ¢}, ()71, 47 et g sont
des fonctions continues Lipschitziennes, donc d’aprés le Lemme 4.3.1 il existe une

unique solution faible notée (v}, v3) du probléme Sf;”f{A (f1, f2). Il vient du Lemme
4.3.2 que 7

1@ o)l < 110 £2)le
et puisque | ()] < [0(r)], done

1B M) ey < 1) (W) Loe () + Al[vM | Loe ()
< @11 f2)loo) + A1, f2)] oo

prenons \ assez petit, nous déduisons que
163 (W) (0) < My (4.10)

ou M; est une constante qui dépend uniquement de Q et ¢} (||(f1, f2)||). De la
méme maniere on a

g™ (¢1(v1) = @2(v2)) ||z < g (162 (V)= + [162(02) || L=()

alors,

1Reg™ (22 (01) = 22 ()) =) < My (4.11)

ot M; est une constante qui dépend uniquement de €2, g, M; et ||Ri||co-
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Maintenant, prenons ;' = ¢;(v;') comme fonction test dans le Lemme 4.3.1,
alors on a

/\DA“ D [ Retadg o} - o)+ [ 2= [ (ol
o0 Q

2 = ~;(10)), en utilisant le fait que 7; et ¢} sont croissantes, on déduit que
D} |? / Ri( / 0
/Q\ )| i — )i} + | fid (4.12)
< ||ng wy —w2)|lLoo @0 + ||f?||L1 @7 |y < Ms

olt M; est indépendante de A. Par suite ($7(v7), $3(v3)) est bornée dans H'(Q) x
H'(Q), donc faiblement séquentiellement compact dans L?(Q2) x L*(£2). D’autre part,
il vient du Lemme 4.3.3 que

| #@)10} +) = @)1+ e +) = @)

< [ 18w (e + )~ wl@)] + ludle+ )~ @) +
o

U@ (file +1) = A+l +y) - L@)

U(@) ([Ryl + ) = Raa) lg(w} — w)])

avec € et 7 sont des ouverts de 2, et ¥ C Q, Q7 C Q.
Nous utilisons (4.12) et le fait que Ry, € BV (2), nous obtenons

nmsup/ (0@ +4) — v} (@)| + [0 (@ +y) — v (@)]) =0,

y—0A>0 JQ”»

nous combinons avec le Lemme 4.3.2 et on a (v;,v3) est précompact dans L'(Q) x

L'(). De plus, d’apés (4.11) que ¢*(¢7(vy) — $3(v3)) est faiblement séquentiel

compact dans L'(Q) x L'(Q2). Alors, il existe A, — 0 telle que

(v} 03") — (v1,03) fortement dans L'(Q) x LY(Q)
(@17 (01),p5" (v3™)) — (wy,ws)  fortement dans L*(€2) x L*(€2)

(2pm,25") — (21,22) faiblement dans L*(09) x L*(0%)

g (P71 (v}) — $3(v3)) — h faiblement dans L'(Q).
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En utilisant 'argument de monotonie on trouve que h = g(w; — wy) et pour i = 1,2
w; € @i(v;), zi € v;(w;). Finalement nous passons a la limite dans la formulation
faible et nous obtenons (4.9). Ce qui termine la premiére partie de la preuve.
Maintenant, pour terminer la preuve de la proposition nous allons montrer les esti-
mations 1) et 2)

1) Puisque [[(v7,03)lo0 < [|(f1.£2)lloc done [[(v1,02)]o0 < [I(f1:f2)ll-
) Prenons w’ comme fonction test dans (4.9), alors on a

/|Dw“ /Rk wf — wh)w! +/ 2 f—/(fi—vz‘“)wf
oN Q

il vient du fait que 7; et ¢; sont monotones, que vfw! > 0 et 2FwF > 0. On additionne
I’ équation vérifiée pour ¢ = 1 avec I’équation vérifiée pour ¢ = 2 alors

/Q Dulf? + / Dulf? / Ru(e —wz)(w’f—wé“)/ < / (frk + fou)

>0

d’ou
[ 1putt+ [ DutP < (Al oo + 1l o)
(Al @D =) + 1ol @ el 1=(e)

Ce qui achéve la démonstration de la Proposition. [

IN

4.3.2 Passage a la limite lorsque £k tend vers oo

Comme le Probleme (P¥) est lié a S% ok 5 (f1,f2) via la théorie de semigroupe alors
le passage a la limite I'est aussi. Nous montrons d’abord le Lemme suivant:

Lemme 4.3.4 Soient a, b, ,&,I; € R alors
(9(a—0b) — g(a—0))(Ti(a—a)—Ti(b—0b)) >0  Vi>0.
Preuve: Soit | > ()Aet posons I, := (g(a—b) — g(a— l;)) (Ti(a—a) —Ti(b— IS)) donc
sia—a>letb—b< —[alors
I =2l(g(a—b) — gla— l;)) > 0.
Sia—a>1et —lgb—lsglalors

~

L= (gla—0b) — gla—1b)) (I—(b—0b)>0.
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Sia—dg—let—lgb—i)glalors

~

L:(ﬂa—@-—g@—@”ﬁ—l—@—bnzo.

J/

e

<0

Et, sia—aetb— b sont sur le méme coté de T, alors I; = 0. Les autres cas se
déduisent en permutant a avec —a et b avec —b. D’oit le résultat du lemme. [

Maintenant, nous passons a la limite dans Sfo’f“y( f1,f2) et nous obtenons la Pro-
position suivante:

Proposition 4.3.2 Soit F':= (f1,fs) € L™(Q)x L>=(Q) et V* := (vF,v}) la solution
du probleme Sg’w(fl, f2). Alors, lorsque k — 400, on a pour i = 1,2 vf — v,
dans LY(Y), 2F — 2, dans L'(09Q)-faible et w¥ — w; dans H(Q)-faible. Le
triplet (v;, wy, z;) € (L'(Q), H(Q), L'(0Q)) satisfait :

w; = @i(v;) pp. Q, 2z € Yi(w;) p.p. O wr=ws pp. Qo

et

(

/QvlTl(wl —&) —1—/QD@U1DTZ(7~U1 —&1) +/89 21 Ti(wy — &)
+/ngz(uu—52)+/9Dw2DTz(w2—§2>+/8QZ2TI(“’2_§2)
f Ro(@)g(ws = wa) (Ti(wn - &) ~ Ti(wz - &)

/flTl wy — &) /f2Tl wy — &)

pour tout & := (&1,6) € (H'(Q) x H'(Q)) N K. De plus, le couple (vi,v2) est unique.

(4.13)

Preuve. Convergence: Prenons F := (fy, fo) € L™(Q) x L>®(Q) et V¥ := (vF, )
la solution du probléme Sg:’fy(fl,fg), alors pour i = 1,2 on a v’ € L>(Q),wt € H*(Q)
et zF € L*(09). D’autre part il vient de la Proposition 4.3.1, que

HM%WMSthMmet/WMW+WMWSC
Q

d’ott w! est bornée dans H'(f2), alors w! est relativement compact dans L?*(Q).
Puisque, v} est bornée dans L>(2) et vF = ;' (wF) alors vf est relativement com-
pact dans L'(Q2). Donc, on peut extraire une sous suite de v (respectivement wf),
notée encore v¥ (respectivement w?) | telles que lorsque k tend vers +oo, on a

v¥ converge fortement vers v;, dans L'(Q)
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et wF converge vers w;, faiblement dans H'(f) et fortement dans L*(9).

D’aprés (Hi), on a zF est bornée dans L>(9), d’oit zF est bornée dans L*(99),
alors
2F 2, dans L*(09).

Nous appliquons le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, donc

g(w’f — wlg) — g(w; —wy), dans LI(Q).

D’autre part, on multiplie 'équation (4.9) par [a(k)] ™", on obtient

1</QDwa§i+/me§i+/ﬂ(Uf—fi)@

H1 [ Ralalgud - uf)é) = (1) [ gtk - ubs

Ql QO

On fait tendre k vers +oo, donc

klim g(wf —wh)& =0 (4.14)
- Ja,

pour tout & € H'(RQ), et puisque g(w? — w5) converge vers g(w; — ws) dans L*(Q),
on déduit que

lg(w1 — w2)| 20y =0 d'ott glw; —wz) =0 et wy =wy p.p. dans €.

Maintenant, prenons 7;(wf — &) comme fonction test dans (4.9) et additionnant les
deux équations, on obtient

/kaT (wh — &) /lefDTz wi — &)+ /Q AT (wy — &)

+/ Ti(wy — &) /Dw’SDTz — &) +/{m &) (4.15)
+j3k(x)=/f1Tl( — &)+ foTi(wy — &) VI>0
Q Q

pour tout &, & € H'(Q), ot 8*(x) = Riw)g(wf — wh) (Tiw! - &) = Ti(wh - &)).

Prenons £ := (£,&) € K donc & = & =& p.p. Qo, et on décompose l'intégrale de
S* de la maniére suivante

/QS’“( ) = /QO S*(x) + /Q1 S*(x). (4.16)
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pour le premier terme, on a

g S*(x) = [ Ralx)g(wi —wy)(wy —wy) + | Ry(z)g(wy —wh)(wy — & —1)
0 Ey N Es
>0
+ [ Ri(x)gwy — wh)(l — wh + )
Es
ou,

Ey = {z e, telque |wf —¢| <1 et |wh—¢ <1},
By :={x € Q, telque |[wh—¢| <1 et |wh—¢>1}

et
By :={x € Qq, tel que |wf —¢|>1 et |wh—¢ <1}

Pour p.p. x € E5 on a:

wh — & —1<0 donc wf < wh et Ri()g(wf —wh)(wh — & —1)>0.
Pour p.p. x € E3 on a:

[ —wh +€6>0 et wh > wh alors Ri()g(wh — wh)(l —wh +€) >0

Par conséquent,

/Q SH@)= 0 don /Q SH(z) > /Q £ e

On en déduit donc, que

/ T(w} — &) / DuiDTy(wy — &) + | 24 Ti(wf — &)
Q

o
+/ Ti(wk — &) /Dw’gDTl —&)+ | mTi(w; — &)
~ o9 (4.18)
+ [ Rofwtut —ub)(mnt &)~ Tk - )

< / AT (wi = &) + fTi(ws — &) VI>0
Q

pour tout (&1,6%) € (H'(Q2) x H'(€2)) N K. Or, lorsque que k tend vers oo, on a w)
converge faiblement vers w; dans H'(Q), par suite Tj(w? — &) converge faiblement

vers Ty(w; — &) dans H' () et
/|DT1 &P < hmlnf/ |DTy(wF — &)
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D’autre part, on a

[ putpTiut —¢) = [ pTiwt - )P + [ DeDTi(wt - ),
Q Q Q
d’ou

likniioréf/QDwaﬂ(wf—&) > / |DTl(wz‘—fi)|2+/QD€iDTl(wz‘—§i)
:/QDU%DTZ(U%—&)-

Q

(4.19)
Finalement, nous appliquons le Lemme de Fatou, nous passons a la limite en k£ dans
(4.18), nous utilisons (4.19) et nous obtenons (4.13).

Unicité: Soient V := (v1,vy), V := (91, 73) deux solutions au sens (4.13), prenons
(w1, w9) fonction test dans I'inégalité satisfaite par (vq, v9), donc on a

/ ’U1Tl<w1 — U~)1) -+ / leDT'l(U)l — U~J1) +/ lel(wl — U~}1>
Q Q [2)9]

+/ ’UQTl(’LUg — ?IJQ) + / DwQDE(/LUQ — ’U~12) + / ZQT[(@UQ — 1712)
Q o0

(4.20)
+ Ro(z)g(wr — 7~U2)(Tl(w1 —wy) — Ti(ws — wg))
Q1
< / fiTi(wy — 1) + foTi(wa — s).
Q
Maintenant prenons (wy, wy) dans l'inégalité satisfaite par (0y, 03), alors
/ 0 T3 (w01 — wy) + / Dy DT (0 — w,) +/ 5T (W) — wy)
@ Q o0
-i-/ 09T} (g — wo) + / Dy DT (g — woy) + / ZyT (g — wo)
y o0 (4.21)

afﬂmwwrﬂw@@rww—m@—WU

0
S/f:17}(@1—w1)+f2ﬂ(152—w2)-
Q

On additionne I'inégalité (4.20) et (4.21), on obtient
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o= oTitun =) + [ (0 = )T — )

+ [ Dlw, — @) DTy (wy — @) + /Q D(w; — ) DTy (w, — )
+] (Zl — Zl)ﬂ(wl — lZ)1> -+ / (ZQ — Zg)ﬂ(wg — lZ)Q)

Q B } 0N y
+j Si(z) < /(fl — )T (w1 — w1) 4 (fo — f2)Ti(we — we),

Q —Ja

(4.22)

ou
Si(x) = Ro(x) (g(w1 — wa) — g(wWr — w2)) (T (wy — w1) — Ti(ws — Ws)).
Il vient de la monotonie de 7,72 et T} que pour i = 1,2 (z; — Z;)Tj(w; — ;) > 0 et

~ 1
d’aprés le Lemme 4.3.4, on a S;(z) > 0 p.p. € €. On multiplie (4.22) par 7 et on
passe a la limite lorsque [ tend vers 0, on trouve

o1 = B[ Loy + o2 = Dolla) < I1f1 = filloi) + 11fe = Follroy-

Ce qui achéve la démonstration de la Proposition. n

4.4 Probléme d’évolution

4.4.1 Bonne solution

Afin d’écrire (P") sous la forme abstraite, on considére X = L'(Q) x L'(Q) I'espace
de Banach muni de la norme usuelle |(u1,u2)|x = ||u1]|r1) + [|u2||1(), pour tout
(u1,uz) € X. Et, on considére U = (uy, us) comme application définie de [0,7] dans
X, alors le probléme de Cauchy abstrait associé a (P*) s’écrit

U+ AU 20 sur (0,7°)
CPk(UOh U02)
U(0) := Uy = (uo1, uo2),

oit A* est Popérateur défini dans X par: pour tout F := (fy, fo) € X et U :=

(u1,u3) € X, on a F € AU si et seulement si f; € Agﬁvlul et fo € Ai’fmu% ol
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pour ¢ = 1,2; 'opérateur Agkv est défini par

(v fi € L(Q),3w; € WHH(Q), 3z, € L1(09)

w; € pi(v;) p.p. Q2 € yi(w;) p.p.0SY, et
fi € A%F v

iV /Dszfz /Rk wl_w2)§i+/m zi&:/gfi&

pour toute & € WH(Q).

On munit Pespace X de la relation d’ordre (fi, f2) < (g1, g2) si et seulement si
fi < g1 et fo < go p.p. dans €.

Remarque 3 1[I vient de [9] que lopérateur A est T-accrétif dans X, de plus
la relation entre les résolvantes des opérateurs A", Agl ~ €l AZQ L, €str (v1,09) =

(1 +4€Ak)71<f17f2> si et seulement si pour i = 1,2; v; = (I + &?Agim)_l(fi -
(—1)l71€Rk(.) (U)l - ’LUQ))
Remarque 4 Lopérateur AF est m- T-accrétif dans X. En effet, d’apres la Re-

marque 3, on a A* est T-accrétif dans X donc AF Uest aussi, et il vient de la Propo—

sition 4.3.1 que L= (Q) x L=(Q) C R(I + MA*) d’ on par densité R(I + NAF) =

Corollaire 4.4.1 Pour tout (ug1,ue) € X, le probleme CP*(ugy,up2) admet une
unique bonne solution.

Conséquence immédiate de la Proposition 4.3.2, on a le résultat de convergence de
'opérateur A" suivant:

Corollaire 4.4.2 Lorsque k — oo, lopérateur A* converge dans X, au sens de
la résolvante vers l'opérateur T-accrétif défini, par

(v; € L2(Q), Jw; € HY(Q), 3z € L*(09),

w; = @(v;) p.p. Q, 2z € y(w;) p.p. 0K, et

/QleDTl(wl — &)+ /Q Dw, DTy (ws — &)
+ /(;Q lel(wl — fl) + /8Q Z2E(w2 - 52)+ (423)
Ro(x)g(wr — wa) (Ty(wy — &) — Ty(wsy — &)

/flTl wy — &) /f2Tl wy — &2)

(f1.f2) € Asc(v1,02) &

[ pour tout & = (£.,&) € (H(Q) x HY(Q)) N K.
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En particulier, A, est T- accrétif, R(I +eAs) 2 L=(Q) x L>(Q) et A, engendre
un semigroupe non linéaire de contraction dans X. [

4.4.2 Existence de la solution faible

Proposition 4.4.1 On suppose que ugy, ugs € L(Q) et U = (u, uz) la bonne
solution du probleme CP*(ug1, o). Alors U est une solution faible du Probléeme
(P*) au sens du Théoreme 4.2.1.

Preuve Soit (u{, u5) la solution e- approchée ot € = t/n, et pour i = 1,....,n, on a

(ul — eAwl + eRp(z)g(wi — wl) =ul™t  wi = (u})  sur Q
uy — eAwh — eRp(z)g(wi —wh) =uy ' wh = ga(up)  sur Q
Oqwi + 21 =0 2} €y (w)) sur 00 (4.24)
Oqwh + 25 =0, 24 € yo(wh) sur 0.

\

AN g’
pour t €]t;_1,ti],ug(0) = ugy. D’aprés la Proposition 4.3.1, on a  [[(uf, uj)||e <
|| (w01, wo2)||oo , alors

Pour ¢ = 1,2, notons u la fonction constante par morceau définie par ug(t) = u

[|(ut, u5)lloo < [I(uo1, uo2)||oo- (4.25)
D’autre part, on a w; = p,(ug) donc
HwZHLw(Q) < SOq(H(UOL Uoz)Hoo) =M (4.26)

ott M’ est une constante indépendente de . Maintenant, on prend w! (respectivement
wy) comme fonction test dans la premiére (respectivement la deuxiéme) équation de
(4.24) et on additionne les deux équations obtenues, on trouve

Jah =it + [ (= iy + e [ (1Dl + Dut)
Q Q Q
+e/ (ziw] + Z5w}) + e/ Ri(2)g(w] — wh)(wi —wh) = 0.
o0 Q

(4.27)

Soit j, : R — [0,00] une fonction convexe propre s.c.i. telle que j,(r) = / ©q(s)ds,
0

alors j, vérifie

L =y < [ Gl = ).
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donc (4.27), devient

/ i (ud) +32(U2)> ‘ / (1Dwi + 1Dwif?) 4+ [ (i + ziwl)
@ S Joa (4.28)
/ Ri(@)g(wi — wh) (wh — wh) < / Ga (™) + o).

Nous utilisons la monotonie de ¢4, 7, et g dans (4.28), on voit que

/Q (a(el) + Jalu)) + € / Dwif? + [Duif? < / (h(i™) + o). (4.29)

On additionne (4.29) pour ¢ = 1,...,n, on obtient

/Q(jl(Ui)Jrjz(US))+/Ot/Q\Dwi!2+|Dw§!2s/ﬂ(jl(um)ﬂg(uog)) (4.30)

et comme j1,50 > 0, on a

/Ot/Q|Dwi|2+|Dw§|2S/Q(jl(u(n)'f—jg(uOQ)). (4.31)

D’apres, (4.25) et (4.31) on a w, est bornée dans L*([0,7), H'()), donc il existe
wy € L*([0,T),H()) telle que wy — w, faiblement dans L*([0,T),H'()). D’autre
part, w; est bornée dans L>((Q)) et ¢, est continue, donc nous utilisons le Théoréme
de convergence dominée de Lebesgue, alors

wy — w, dans LYQ).

Il vient de (H;) que z; € v,(wy) est bornée dans L>(X), donc il existe 2, € LA (%)

telle que z; — 2, faiblement dans L*(X). Nous utilisons 1’ argument de monotonie
(Cf. Lemme G [2]) et nous obtenons w,(t) = 4(ue(t)), 24(t) € v4(wy(t)) p.p. Q.
Maintenant, Soit 1]; la fonction définie de [0,77] vers L*(€2), par ag(t;) = uy, et i est
linéaire sur [t;_1.t;], alors il vient de (4.24) que

//QDwa§1+//QRk(x)g W) + //2151 //1 ;tl /u(n&(o)
//QDWSD&—//QRk(x)g 1 — W §2+//z2§2 // ~§&6€t? /UOQ&(O)

pour tout &1, & € CH((0,7] x Q) avec &,(.,T) = &(.,T) = 0. Passons a la limite quand
¢ tend vers 0 dans (4.25), (4.31) et les égalités précédentes, on obtient respectivement
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1)

2
//QleD§1+//QRk(x)g(w1—w2)€1+//2z151 ://Qul%+[2u0151<0)
//QDIUQD£2_//Q,RJ§<I>Q(UJ1_w2£2+//222£2://Qu2%+/guo2g2(o)

pour tout &,& € CH(0,T] x Q) avec &(.,T) = &(.,7) = 0. Ce qui achéve la dé-
monstration du Théoréme. [

) et

Remarque 5 Le résultat de cet théoreme reste valable si @1 et ps sont croissantes.

4.4.3 Passage a la limite

Le passage a la limite dans la formulation abstraite nécessite le calcul de la
fermeture du domaine de 1’ opérateur limite, nous allons d’abord montrer le lemme
suivant:

Lemme 4.4.1 Soit (fi, fo) € L>(Q2) x L=(Q) et (v1, v2) la solution du probléme
S9(f1, f2) au sens de la Proposition 4.5.2. Alors (vi, va) est aussi solution du
probléme

v; — Awy + Ro(x)g(w; —ws) = f1 sur
vy — Awy — Ro(x)g(wr — wa) = fo sur
(vi+v) =2Aw=fi+ fo, wi=wy:=w sur Q

Preuve. D’aprés la proposition 4.3.2 on a pour i = 1,2 le triplet (v, w;, 2;) €
(LY(Q), H'(Q), L' (09)) satisfait :

w; = @;(v;) p.p.- Q, 2z € vi(w;) p.p. 0N, w3 =wy p.p. Qo
et pour tout &1, & € HY(Q) tel que & = & p.p. ¥ € Qp on a
4
/ nTi(wy — &) + / Dw DT (wy — &)
Q Q
+/ vy (wy — &) + / Dwy DTy (ws — &)
Q

(4.32)
+? Ro(x)g(w1 — w2)<Tl(’w1 — &) — Ti(wy — 52)>
Q1
< /Qflmwl ) +/Qf2Tl<w2 —6), V>0,
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Prenons & = wy comme fonction test, et puisque w; = wy p.p. g alors & = wy p.p.
Qo, et pour [ assez grand on a

/Q nlwn=6)+ [ DunD(uw—6)+ [ Ra@gtor—un)(wi-6) < [ lw—)

951

Maintenant, soit & = 4(w; — &) avec & € Hy (1), alors

/vm DwDE+ | Ro(x)glw, —wn)é = | fig
o o Q1

O

et de la méme maniére, nous montrons que

/025-1- DuwsDE — [ Ro(@)gws — wo)e = | fut.
(951 (951 (921

951

D’autre part, prenons & = & = £ p.p. 2 dans (4.32) alors

([ ot —¢)+ [ DuiDTi(w - ¢
+ [ fiwa =9+ | DuaDTitus =6
f Ro(x)g(wr — ws) (Ti(wr — &) - Tz(wz—f))
/flTl wy — /fQTl wy — ), VI > 0.

Nous utilisons le Lemme (4.3.4) alors [ Ro(z)g(w;—ws) (Tl(w1—5) —Tl(wg—«ﬁ)) >
1951
0 et pour [ assez grand on a

)
/vl wy — /le (wy =€)

vo(wy — DwyD(wy —€)

]flwl 7f2w2

et pour £ = wy; = wy := w sur {)y nous obtenons

[orew-9+ [ Dupw-9< [ (h+pw-e.

Soit n = £ (w;y — &) avec n € Hy(£y), alors
| @+ [ pupy= [ i+ fan
Qo Qo Qo
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qui compléete la démonstration du lemme [

Maintenant, montrons le lemme de fermeture suivante:

Lemme 4.4.2 D(A,) = {(u1,u2) € X, tel que p1(u1) = @a(uz), p.p. Qo} =Y
Preuve. D’aprés la définition de l'opérateur A, et par densité, on a D(A,) C Y.

Pour montrer que Y C D(A), il suffit de prouver que Y N (L‘X’(Q) X LOO(Q)> C

D(A,). Etant donné u := (ujuz) € Y N <L°°(Q) X L”(Q)) nous considérons

uf = (uSu5) = (I +eAs)” H(ur,up) d’oti on a —((u1 —ui),(usg —u§)> € A (uj,uj) .
Prenons & = & = 0 comme fonction test dans la définition de 'opérateur A, nous
obtenons

LLW%F+LMMW-%Lg£@+£@H-QEMMW?WQEWQ—EWW

< ([ —admed + [ (- u)ne))

et d’aprés la Proposition 4.3.2, on a

[(uf,ua) oo < (uru2)lloo et [[(w],w)llee < Clf(ur,u2)]|o-
On utilise la monotonie de ;,v;,g et T}, alors

Jipuit+ [ 10wk < 2( [ - )T + [ ()T

< ([ wni)+ [ whiw)

< 1o
e

ot (" une constante qui dépend de €2, ||(u1,u2)||s0, 1, @2 €t [. Ainsi, pour i = 1,2,
et ¢ assez petit , on a eDw; est bornée dans Lz(Q), donc lorsque ¢ tend vers 0,
ew; — 0, dans H'(Q)-faible, et il vient de (H;) que z{ est bornée dans L (95)
alors zf — z;, dans L*(99)-faible. D’autre part, nous utilisons le Lemme 4.4.1 alors
(uf, u3) est solution du probléme

uj — e Aw§ 4 € Ro(z)g(wi — w§) = uy sur ()
uy — eAws — e Ro(x)g(wi — w§) = usy sur Q4 (4.33)
(u§ +u§) — 26 Aw® = uy + ug, w =wi :=w" sur .
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Il vient du Lemme 4.3.3 et la Remarque 2, que
| vt +) = @) + g+ )~ i)
< [ 1av@I(uf@+y) - ui@)] + usa + ) - uila)]) +
o
. (@) (Jur(z +y) — (@) + Jua(x + y) — ua(2)])

+2ie y U(2)(|Ro(z + y) — Ro(z)| |g(w] — w3)])

oil pour i = 0,1; on a Q et Q7; sont des ouverts de Q;, et Q) C Q;, Q7; C .
Nous utilisons le fait que Ry € BV (€2;), nous obtenons

lim sup / (6 + ) — w(@)] + [z + ) — u5(@)]) =0,
y—0e>0 J7,;

d’out (u$,u5) est précompact dans L'(€);) x L'(€), et par conséquent (u$,uj5) est
faiblement séquentiel compact dans L*'(Q) x L'(£2). Alors, il existe &, — 0 telle que

(u§™, u5r) — (i, Gy) fortement dans L'(Q2) x L'(Q)
(eDwi",eDw;") — (0,0) faiblement dans L*(€2) x L*(12)

eg(w™ —wir) — 0 faiblement dans L'(Q).

Passons a la limite quand ¢ — 0 dans (4.33) et donc @y = uy, Uy = ug sur £ et

U+ Uy = uy + ug , ©1(01) := pa(te) sur Qy. Alors @4y = uy et Uy = uy sur .
Finalement, on a (uj, u5) converge vers (uy, us) dans X lorsque ¢ tend 0. Ce qui
achéve la démonstration du lemme. n

Afin d’appliquer le Théoréme 3.2.1 (Cf. chapitre 3), on considére I'opérateur A
défini par A* = [a(k)]7'A" et soit le probléme elliptique non linéaire associé a A"
suivant:

v, — Aw; + R;C(x)g(wl —wy) = f1, w;=f(v)) sur Q
vy — Awy — R;f(x)g(wl —wy) = fo, wy = Ph(vy) sur

5/17577k(f17f2)
Oqwy + 21 =0, 2 € yF(wy) sur 0f2

Oqwy + 20 = 0, 29 € Y5 (wy) sur 0f)
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avec ©F = [a(k)] s, 7 = [a(k)] 1y et Ry, la fonction défini par
Rip(2) = xa () + [a(k)] " Ro(x)xa, (z)  p-p. Q.
On démontre le lemme de convergence suivant:

Lemme 4.4.3 Soit (fi,f2) € L™(Q) x L®(Q) et (V75 la solution du probleme
S’i’fﬁk(fl,fz) au sens de la Proposition 4.5.1. Alors lorsque, k tend vers +oo, on a
pour i =12; 7" — 7;, dans L'(Q), W; = ©:(T;) p.p. Q, et le couple (T1,05) vérifie :

U1 + g(Wy — Wa) X, = f1, p-p. sur Q
Uy — g(Wy — Wa)Xay = f2, p-p- sur €.

De plus, (01,02) est unique.
Preuve. D’aprés de la Proposition 4.3.1, il existe un unique couple (T%,5%) solution

de S/Zg’ffyk(fhfz) au sens (4.9). Pour i = 1.2; on a v} € L™(Q),w} € H*(Q), et

% %
ZF € L*(09) avec Wr = o;(TF) et ZF € v(w") . En utilisant le méme raisonnement
de la Proposition 4.3.2, il existe une sous suite notée encore % tel que, lorsque k
tend vers oo on a

oF — T;, dans L'(Q); Z¥ =0, dans L'(0Q) et Dw: —0, dans L*(Q).
D’apres le Théoréme de la convergence dominée, on a
Ry (@)g(@) —w5) — g(w1 —W2)xa,, dans L'(Q).

Passons a la limite dans la formulation faible, nous obtenons

/Q Tk, + (—1)! /Q ol )6 = /Q 1

ainsi le résultat de convergence est obtenu. [

Une conséquence de ce lemme est le corollaire suivant:

Corollaire 4.4.3 Lorsque k — oo, l'opérateur A* converge vers lopérateur T -
accretif dans X, défini par

B fi=f=0 pp &
(f1,f2) € Aso(v1,02) & Jwy,wy € Ll(Q) Jwy = p1(v1), we = a(ve) p.p. Q, et
fi=—fa= g(wl - ’w2) p.p. §o.

De plus, D(A) = L*(Q) x L'(Q).
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Proposition 4.4.2 Pour tout (ugy,up2) € L>(2) x L=(Q) la bonne solution de
U+ A U0 dans (0,T)
(4.34)

est une solution du systéeme différentiel ordinaire suivant:
cie+ g(p1(cr) = a(c2))xa, =0, sur (0,T)
ED(g,uo1,u02) § ¢ — g(p1(c1) — a(c2))xao =0, sur (0,T)
01(0) = Uo1, 02(0) = Uo2

au sens suivant: pour i = 1,2; ¢; € Wl’l((O,T),Ll(Q)) et le systeme est vérifié pour
presque tout (t,x) € Q avec ¢;(0) = ug;. De plus

lim (c1(2),2(t)) = (ugy toy)  p-p- sur Q2

t—o00

g, (x) :{ wn(@) s { ugp(e)  sur O

o1 () sur Q o () sur Qo

avec

0’&, fLOl(l‘) = [] + 902—1 @) @1]_1(71/01 + U()Q) et ’1202(1') = [I + ng_l @) QDQ]_I(U(H + UOQ).

Preuve. D’aprés le corollaire 4.4.3 'opérateur A converge vers ./Z(OO, d’ ou la bonne

solution U* de B
U+A"U >0 sur (0,7)

U(0) = U,

converge vers U (la bonne solution de (4.34)). On utilise la Proposition 4.4.1, pour
i = 1,2; ul € L>®(Q), il existent wf € L*(0,T; H'(Q)), zF € L™(%) telles que
wh = @;(ul) p.p. sur Q, 2 € v;(wF) p.p. sur ¥, et

la(k //Dkag +(-1)’ //Rk g(wy — wy)§ (4.35)
v ] e e feo
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De plus, u¥, w¥ et g(w? —wh) sont bornées dans L>(Q) , 2 est bornée dans L>(%)
et w} est bornée dans L*(0,7; H'(12)), alors on a
[a(k)]"'DwF — 0  faiblement dans L*(0,7; H'(Q))
et
[a(k)]"*2F — 0 faiblement dans L*(X).

Passons a la limite dans (4. 35), nous déduisons que

o [ ftoter-sione= [ [ frnco

Puisque, g(p1(c1) — ¢a(ca)) € LY((0,T) x Q) ¢; € WHH(0,T,L1(Q)) et, pour p.p.
x €,

cu(z) + g(p1(cr(z)) — pa(ea())) xay(x) = 0 sur (0,7)
cae(@) = g(1(er () = pa(ea())) Xy (2) = 0 sur (0,7)

c1(2)(0) = uo1(z) c2(x)(0) = uoa(z).
Ce qui termine la premiére partie de la preuve. D’aprés [5] il existe un couple de
fonctions mesurables (¢100,¢200) telles que lorsque ¢ — o0, on a ¢i(t) — 1o
ca(t) — Cooo P-P- 2, (Cloo, C200) € AL (0,0) d'ot g(gol(cloo) — gpg(CQOo)) =0 p.p. Q
ce qui se traduit par ¢1(C100) = P2(Ca00) P-p- o . D’autre part, on additionne les deux
équations on voit que ¢y = cop = 0 p.p. 21, par suite ¢i1o0 = Ug1, Co00 = Ug2 P-P- 21 €t
ciy+co = 0p.p. Qo d'oll €16+ Cooe = Ug1 +ugy P-P- Qo et puisque ¢;(C1oc) = P2(C200)
p.p. o on obtient ¢1oo = [T4p5  op1] ™ (uer +ugs) et cose = [T+ 0pa] ™ (U1 +ugs)
p-p- ¢ € 2. Ce qui achéve la démonstration de la Proposition. n

4.4.4 Probléme d’évolution limite

Lemme 4.4.4 Soit Uy = (uo1,uge) € L®(Q) x L=(Q) et U* = (u¥uf) la bonne
solution de CP*(ugy ugz). Alors lorsque k — oo, on a

U* = U= (u,up) dans C((0,T); X)
ou U est la bonne solution du probléme

Ui+ AU 3 (0,0) sur (0,T)
CPy (2017202)
U(O) = (2017202)'

ot Wy, et uy, sont données par la Proposition précédente .
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Preuve. Soit U* la bonne solution de CP*(ugy,ug,), d’aprés le Corollaire 4.4.2 (res-
pectivement Corollaire 4.4.3) I'opérateur A* (respectivement A*) converge vers A,

(respectivement A) et il vient de la Proposition 4.4.2 que thm et = = (U Up2)
et on voit que (ug;,uy,) € D(As) , alors nous appliquons le Théoréme 3.2.1 et nous
obtenons imédiatement le lemme. ]

Maintenant, il nous reste a montrer que la bonne solution du probléme limite est
une solution faible, pour cela on va montrer la Proposition suivante

Proposition 4.4.3 Soit (uy,us) solution du probleme CPa(ug; o) donnée par le
lemme 4.4.4. Alors (ui,us) est une solution faible au sens du Théoréme 4.2.2.

Nous allons tout d’abord montrer le lemme suivant

Lemme 4.4.5 Soit U := (u1,us) une solution du probleme (P*) au sens du Théo-
reme 4.2.1. Alors, pour i =1,2; on a

o / / el = e /QDwiDT’(wi — &)+ /39 ziTi(w; — &)
/Rk( )g(wy — wa)Ti(w; — &) <0 dans D'(0,T) (4.36)

pour tout & € H*(Q).

Preuve Soit (u;,uy) solution du probléme (P*) au sens du Théoréme 4.2.1, prenons
& € H'(Q),0 € D(0,T) avec o > 0. Pour § > 0 on considére la fonction ¢ définie
5

t+
par ¢2(t) = (1/5)/ Ti(w;(s) — &)o(s)ds, p.p. Q et on prolonge w; sur R x € par
t

0sit>T, et par wy sit < 0. 11 est clair que ¢° est une fonction test admissible
pour le probléme (P*), d’ou

//DwZD¢5 1//Rk g(w, — w2¢+//zz¢5 //u 2(4.37)

D’autre part, il vient que

//Quicb?t //u lez(’f+5) §i)o (t+5) Ty(wi(t) — &)o(t)

-3/ / (t — O)Ti(wi(t) — E)o(t)d .

(t)Tz(wz(t) &io(t)dt

Sl
//uZ z<t>Tz(wz’—§i)U,
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et pour touts r,7,& € R, on a

Ti(pi(r) = &)(F — 1) < e (F) — g, (r), (4.39)

ou

vel) = [ Titats) ~€)ds

Nous remplagons (4.39) dans (4.38) et nous obtenons

[ fwit <3 [ Lot [ gt - s
_5//T Jatw /u'(t)wxs)—@)ds

// / zm() &)ds

</ / 7o) —ot) / Tieils) - €)ds  (440)
+5/Q/50t+5 / L) - e

A
| —=

J/

Lo [ e -

=0

d’ou (4.37) devient

[ [t 7 | [t
//¢ // ”5“’/ Ti(i(s) — €)ds

On passe a la limite lorsque 0 tend vers 0 et on utilise le fait que gbf — Ty(w; — &)
dans L*(0,7; H'(2)), il en résulte que

//UDwZDTl //”R’C g(w1 — w2) Ty (w; — &)
+//Qazm(wi_§i> S//@"t/um Ti(pi(s) — &)d s.
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Ce qui nous donne

k k k k
dt// Tl <Pz fi)ds"‘/QDwiDTl(wi _51)+/802iﬂ(wi —fi)
D7 [ Ru(wlg(ut — ud)Titwt ~€) <0 dans DO.T)

pour tout & € H'(2). D’ot le résultat. n

Preuve de la proposition 4.4.3. Soit (u?,u%) la solution du probléme (P*) au
sens du Théoreme 4.2.1, il vient que

1(wi(®)wa()lloo = [[(01(ua(t)).02(ua(t))) ]

¥
< @1 (I1(uo1,u02)||0o) + @2 (I (uo1,102)] )

//Q|Dw // |Dwl> < C pp. te(0,7),

ot C' est une constante indépendante de k, donc pour i = 1,2; wF est bornée dans
L? (O,T; H 1(Q)), alors il existe une sous suite extraite notée encore wf et Jw; €
L*(0,T; H(Q)) telle que w® — w; dans L? (O,T; Hl(Q))—faiblement. D’autre part,
(u¥ uk) est aussi bonne solution, donc d’aprés la Proposition 4.4.4 on a uf — wu;,

dans C(0,T,L"(Q)) et (u1,u2) est une bonne solution de P (ug1,uge). Par suite
(u1,uz) € D(Ay) , d’ou

et

wy =wy  p.p. Qo x(0,7T).

11 vient du lemme 4.4.5

// Tz (1(s fl)d3+/QlefDTl(wlf_fl)+/(992fﬂ(wlf_gl)
// Ti(pa(s §Q)ds+/Dw§DTl(w§—§2)—|—/ AT (wh — &)
Q 80

+/ S¥(x,t) <0 dans D'(0,T),
L Ja

pour tout &;,& € CH(Q), ont S*(x,t) = Ry(2)g(wh — w2)(Tl(w1 &) — Ti(wh — 52))
Prenons (£1,6) € K, on décompose 'intégrale de S*(x,t) de la méme facon que
(4.16) et en utilisant les mémes arguments dans la proposition 4.3.2 on obtient

/ SF(x,t) > / S¥(x,t) pour tout t € (0,T)
0 o
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On en déduit donc, que

/ d u’f
—// Tchl £1ds+/Dw DTy (wf — &) + /szz(w’f—&)
o0

// Ti(pa(s) — & ds+/Dw DTy (wh — &) + /6Q AT (wh — &) (442)
o(z)g(w} —wé”)( T(wh — &) — Ty(wh —52)) <0 dans D'(0,7).

\ 91

D’autre part, on a
/QDkaTl(w — / | DT (wh — &) + /D&DTl(w — &) Vte(0,T),
d’on, pour tout t € (0,7)
l}kmlnf DkaTl (wh — &) > /Dw,DTl - &)

Nous appliquons le lemme de Fatou et nous passons a la limite dans (4.42) et la
preuve de la Proposition est achevée. [

4.4.5 Unicité de la solution faible

Nous allons utiliser la notion des solutions intégrales (Cf. [3|, [4]) pour montrer
I'unicité de la solution faible (Cf. section 4 du chapitre 6) .

Définition 4.4.1 On dit que U := (u1,u) € C([0,T], X) est une solution intégrale
de CP"(ugy, u2) (respectivement CPu(ugy, Uyy)) si pour tout (f1, fo) € A*(a, o)
(respectivement (f1, f2) € Aol i), on a

d R d . A .
—/wwwwu+—/Wﬂwwﬂ+/ﬁ&wwmw—m>

+/ﬁﬁWWMﬂﬂw§/ |ﬁH/’ ol dans D(OT),
Q [u1(t)=101] [uz (t)=1u2]

(4.43)

et U(0) = (uor, uoz) (respectivement U(0) = (ugy, tg,)) -

Proposition 4.4.4 Soit (uy, uy) une solution du probleme (P*) au sens du Théo-
reme 4.2.1. Alors (uy, ug) est une solution intégrale du probleme CP*(ugy, ugg).
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Preuve. Pour i = 1,2, soient w; € Lj,.([0,00[, H'(Q)), z; € Lj,.([0,00[, L*(09))
telles que w; = ;(u;) p.p. Q et z; € v;(w;) p.p. X, données par le Théoréme 4.2.1
et w; € HY(Q), 2; € L*(09) telles que w; = ¢(;) p.p. Q et 2; € y(w;) p.p. 9L dans
la définition de l'opérateur A”. 11 vient du lemme 4.4.5 que

// Ti(p1(s fl)ds—i-/leDTl(wl - &) +/8 7T (wy — &)
Q Q
// Ti(pa(s f2)d$+/Dw2DTl(w2 — &) +/ 2T (wy — &) (4.44)
Q
+ Rk

o0
)g(wy — wy) (Tl(wl — &) = Ty(wy — 52)) <0 dans D'(0,T),

et d’aprés la définition de A* on a

/ D D& + / Dy DE; + / Ri(-)g(n — w2) (& — &)

/(99 216 + /asz ISES / fi&+ / f26

pour tout &;,& € H'(Q). Prenons (Tl(uh — &), Ti(g — 5’2)) comme fonction test,
nous obtenons

/leDTl(wl &) /Dw2DTl(w2 §2) + /(9Q51Tl(wl &)
+/aQZle(wz 52 /Rk wl_w2)(Tl(w1 51) Tl(w2 52)) (445)

= /Qf1Tz(w1 — &)+ foTi(dy — &) dans D'(0,T),

pour tout &;,& € H'(Q). Maintenant prenons (i) comme fonction test dans
(4.44) et (wq,wq) fonction test dans (4.45) et on additionne les deux inégalités on
trouve

d d 2 .

% wl)dr + — dt / / E(QDQ(T') — w1>d7'

+ D w1 ’LU1 DT}(ZUl — wl) -+ 7 D(QUQ — ZI)Q)DE(U)Q — wg)
Q

(4.46)
+§Sk x,t)dx + (z1 — 21)T(wy — wy) +/ (20 — 29)T1(wy — 1)

o0 o0
[T (wy —wq) + / foT (e — wy)
0 0

ou S*(xt) = Ri(x)(g(wy — ws) — gty — o)) (Ty(wy — 1) — Ti(wa — 12)).

11 vient de la monotonie du Lemme 4.3.4 que S*(z,t) > 0 p.p. Q x (0,7T), / (z; —
o0
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Q Q
donc (4.46) devient

%/AMM%(—WW+—//IEW )~ da)dr (4.47)
<

flﬂ(’wl - U}l) + / fQE(wQ — 'UJQ) dans D/(O,T),
Q Q

nous utilisons le fait que Signg (gpi(r) — gpl(ﬁl)) = Signo(r — 4;), donc lorsque [
ui(x,t) 1

tend vers 0 on a / ZTz(%(T) — W;(x))dr converge vers |u;(x,t)) — ;(z)| — |t
0

d (z,t)
(t,x) € Q. il suit que, le terme d_/ YT(%(T) — w;(z))dr converge vers

t
/|uZ (x,t)) et/ f,Tl — w;) converge Vers/flszgno( — w;).

Nous multiplions (4.47) par 7 et passons a la limite lorsque [ tend vers 0, nous

obtenons

d R d ~ A .
G [ty =i+ 5 [ (o) - ial < = [ Fsignotur(e) - )
Q Q Q
_ / foSigno(us(t) — is) + / A+ / fal  dans D/(0,T),
Q [u1(t)=101] [uz (t)=12]

ce qui achéve la preuve de la Proposition n

Proposition 4.4.5 Soit (uy, us) solution du probleme limite au sens du Théoréme
4.2.2 . Alors (uy, us) est une solution intégrale du probléme C Pu(ug;, Ugs)-

Preuve. Pour i = 1,2, soient w; € L, ([0,00[,H"(Q)), 2 € Lj,.([0,00[,L*(5€2)) telle
que w; = ;(u;) pp. Q et z; € vi(w;) p.p. ¥, donnée par le Théoréme 4.2.2 et
w; € HY(Q), 2, € L*09) telle que w; = o(4;) p.p. Q et 2; € y(w;) p.p. O dans
(4.4.2), puisque (w,w2) € K alors on peut prendre (w;,is) comme fonction test
dans la définition de solution du Théoréme 4.2.2, donc

// Ti(p1(r) — dT+/Dw1DTz wy — W) + / 21T (wy — 1)
09

// ﬂ g02 w1 dr+/Dw2DTl(w2 — wl) +/ ZQE(U)Q — UA)l) (448)
Q o0

o (z)g(w; — )(Tl(wl wy) — Ty (wy — 1?12)) <0 dans D'(0,7),
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D’autre part, nous utilisons la définition de 'opérateur A, il vient

/QD’LTHDE(’LTH — &) + /89 ST (i — &) + /QDszTl(UA& — &)
T /Q Ro(w)glin i) (Tilin — &) = Tz — &) + /8 il — &)
AT (1 — o T (1 —
S/Qfl (1 51)"‘/Qf2 1y — &)
pour tout & = (£1,&%) € (H'(Q) x H'(Q)) N K. Pour p.p. (z,t) € (0,T) x Q on a

wi(t) = wsy(t) , d” ou (wy,ws) est une fonction test admissible dans la définition de
l'opérateur A, donc

/ DUAleiTl(UA}l — wl) + / élﬂ(wl - ’lU1> + / D?Z)QDE(UA)Q — U)Q)
Q oN Q

Rg(l’)g(wl — 1@2)(1}(11)1 — U)l) — ﬂ(ﬁ)Q — wz)) +/ 227}(@2 — ’UJQ) (449)
o a0
< / flTl(ziJl —wy) + / ngl(wQ —wy) pour tout t € (0,7)
Q Q

on additionne (4.48) et (4.49), on trouve

// 71l Spl wl dT—|— —// T’l 902 wl)d'f’—i— g(x,t)d:c
Q1

(21 — 21)Ti(wy — wWy) + (20 — 22)T1(wy — W)
Q o0 (4.50)
+ D(U)l - wl)Dﬂ(wl - wl) + / D(wg - UA)Q)DE(MQ — /UAJQ)

Q
g?flﬂ(wl—wl)—i-/fﬂ}(’wz—wg) dans D'(0,7),
Q Q

ot S(x,t) = Ro(x)(g(wy — wa) — gty — 1by)) (Ty(wy — tby) — Ty(wa — 12)).
On utilise les méme arguments de la Proposition 4.4.4 et de la méme maniére, on

obtient
d R d R P N
— [ Jua(t) =]+ = [ ua(t) —do| < — [ fiSigno(ui(t) — i)
- / faSigno(ug(t) — is) +/ £l +/ fo]  dans D'(0,7).
Q [u1 (t)=11] [u2(t)=12]
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Ce qui termine la preuve de cette Proposition [

Remarque 6 Le théoréme 4.2.2 contient les résultats principaux dans [11] et [7]
en considérant des cas particuliéres du systéeme (PF).

1. Dans [11] Uauteur traite le probléme

(

uy — Ay (u) + kgluy —ug) = f1,  sur Q
Ut — ASO2(U2) - kg(“l - Uz) = fo, sur @

©1(u1) =0 pa(uz) =0 sur %

L u1(2,0) = ugr(2)  ug(2,0) = upe(x)  sur €,

et dans ce travail la convergence lorsque k — oo de (uf, ub) vers (u,u) dans

C([O,T),X) est obtenue de facon réguliere dans le cas ot ugy = uge et f1 = fo
ou u est une solution intégrale du probléme

;

R Y

(P*) ¢ 1(u) + @a(u) _ 0 sur S

| u(2,0) = ugy () sur €,

2. Dans [7] les auteurs étudient le comportement de deux espéces lors d’une 1é-
action chimique trés rapide et réversible, pour cela ils considerent le modéle
survant:

(

ury — Dug 4+ k(ra(ur) —rp(u)) =0, sur Q
gy — Aug — k(ra(ur) —rp(ug)) =0, sur Q

Ozu; =0 Osus =0 sur X

[ u1(2,0) = ugr(x)  uz(2,0) = upz() sur €2,

et en utlisant les arguments de compacité et la fonction de Lyaponov ils montrent
que lorsque k — oo le couple (uf,ub) converge vers (uyuz) dans L*((0,T), ),
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Chap. 4: Sy. de Reéaction Diffusion

ot (uy,ug) sont déterminées par ra(uy) = rg(uz) et up + us = w avec w est la
solution faible du probleme suivant

wy — A(w) =0, sur @
Ozw =0 sur 2

w(z,0) = uor(x) + ugz(x)  sur €,

ot ) = (dyI +dyn) o (I + 1)t dans RT avecn=rgz' ora.
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Chap. 5: Analyse numérique

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le modeéle linéaire 1D avec des conditions de
Dirichlet homogénes aux bords

( 2—1: — dyyy = —Ry(z)(u — v) sur @ :=Q x (0,T)
0 dyupe = 4R = Qx (0,T
(EY) 5 92Uz = +Ry(x)(u — v) sur @ :=Q x (0,T)
u=uv=0 sur @ := 09 x (0,T)
L u(0,2) = up(), v(0, ) = vo(x) sur Q.

oit Rp(x) = kxa,(z) + xa,(¥) p.p. dans Q avec Q5 C Q et Q = Q\ Qo. d; >
Oet dy > 0 sont les coefficients de diffusion dans le domaine Q x (0,7") . On suppose
que ug, Vg E LOO(Q) avec g, vy > 0 alors le probléme (E*) admet une unique solution
classique u”, v* € C"?((0,T] x Q) N C*'((0,7] x Q) (CE. [5], [1]). Nous appliquons
le Theoreme 4.2.2 au probléme (E*) et nous obtenons

Proposition 5.1.1 Soit (ug,v) € L®(Q)xL>(Q) et (u*v*) la solution du probleme
(E*). Lorsque k — oo, on a

(uf, v*) — (u,v)  dans C((O, T), L'(Q) x LI(Q)),

o, u=1v p.p. sur Qo et u,v € LQ((O,T), H&(Q)) sont caractérisées par:

// r—§1dr+d1/DuDu—§1
// r—fgdr+d2/Dva—§2

(u—v)((u—&)—(v—E&)) <0 dans D'(0,T)

1951

pour tout & = (£,&) € Hy(Q) x HY(Q) avec & = & p.p. sur Q. Bt Uy = U, :=
(ug, vy) 0l wy, vy sont données par:

- up(x) sur B vo() sur {h
ug(z) = uo(x);vo(x) wr L@ = M sur Qp
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5.2 Etude numérique.

En général, les méthodes numériques adaptées a ce type de systéme ont été
étudiées par de nombreux auteurs (Cf. [3], [4], [6] etc). Dans ce travail, nous nous
intéressons au comportement de la solution lorsque k devient trés grand et nous
proposons un schéma aux différences finies permettant une discrétisation robuste,
conservative et stable du probléme (E*). Pour cela, nous discrétisons les termes de
réaction R (.)(u —v) de maniére implicite et soit (u],v") 'approximation discréte
de la solution exacte (u(xi,tn),v(xi,tn)) en chaque point x; et a linstant ¢,. Soit
2 = (0, 1), on note par Ry; la valeur de Ry au point z;, ou x; = ilAx , t, = n/\t,
avecn =0,...,.N+1,i=0,..,M +1, tels que (M + 1)Az=1et (N+ 1At =T.
Ax (resp. At) est le pas de discrétisation en espace (resp. en temps). Les dérivées
spatiales u,, et v,, sont approchées par un schéma d’ordre 2, nous remplacons les

dérivées en temps — et ot par un schéma d’Euler implicite, nous obtenons le

systéme discret suivant :

( U? = U()(ill'i), Uzo = U0<xi>7 1=0.M+1
n+1 n n+1 n+1 n+1
urtt — _dui+1—2ui +u; = R0 — )
At ! (Ax)? S i i=1.M
(Ed") :
n n n+1 n+1 n+1 o
ot — g _dQUiJ:“l —2u ot Ry (! — ) n=0.N
At (Ax)? s !
\ USZU%+1=0,USZUX4+1=0, n=1.N+1
on voit que le schéma (Ed*) peut s’écrire sous la forme
(.0 _ 0_ -
w;, = ug(x;),v; = vo(x;), i=0,.,M+1
(1 + 2/\1 + RkZAt)U?—H - /\1U;’-Lj—11 - )\17,1,?1_11 = Rkiﬁt’l}?—i_l + U:l 1= ]_,..,M
+ 2A0 + R At)v; 77 — Aavly — Av, " = Rt u,  + v, n=20,.,
142X + R Ao — Aol — Mol = R At ul ™ + o} 0,..,N
L Uy = Uy = 0,05 = vy =0, n=1.,N+1
At At
o, \y =dj——— et g =do—.
1 1 (Ax)? 2 2 (A)?
Maintenant, on note par U" = (u}, ... .u%,)" et V" = (v, .....v})7" le vecteur
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solution numérique, donc le systéme précedent s’écrit sous la forme matricielle sui-
vante:

AU = R At VL U
(5.1)
AV = R ALU 4+ v

avec U = (ug(z1), ...,ug(a:M))T, VO = (vo(z1), ...,vo(a:M))T et pour j =12 on a
A; est la matrice tridiagonale définie par

/JJ]' —)\j 0 e 0
=N =N :
: A I Y
O e 0 _)‘j /Lj

ou, p; = 14 2X; + Ry;At. Dans (5.1) On multiplie la premiére équation par la ma-
trice A, et on remplage A,V par son expression donnée par la deuxiéme équation.
On proceéde de la méme maniére dans la deuxiéme équation et on obtient

By U™ = (AsAy — (ROt 1) U™ = Ry At V" + A, U™
(5.2)
BmV”H = (A1A2 - (RklAt)ZId) VnJrl - RlﬂAt Un + A1 Vn

Il est clair que Byy = Bjs := B. Maintenant, nous allons étudier le caractére bien
posé du systéme linéaire (Ed*), c’est a dire I'existence et 'unicité de la solution du
systéme.

Lemme 5.2.1 Pour j.k € {1,2,...M} on a B, =0 pour |j — k| > 2. Et

(B = s + 2M A\ — (RiiAt)? j=2,.,M—1
Bjjr1 = Bjt1; = —Aapin — Arjlo j=1..M—1
Bjjie = Bjios = Mg j=1,.,M—2
Bi1 = By = papiz + Mo — (R At)%

116



5.2. ETUDE NUMERIQUE.

De plus, st

At < €+ e2 + 4d1d2
(ALIZ)2 - 4d1d2 ’

(5.3)

ot e = Ry (Ax)? alors la matrice B est inversible.
Preuve: Pour j = 1,...M — 2, il vient

Bj;j = Y AyjAi — (Rult)?
k

= g + 2\ A — (RiiAt)?

et les autres composantes se calculent de la méme maniere. Maintenant, nous allons
montrer que la matrice B est a diagonale dominante, c’est a dire

| + Mde — (R At)?] > Aapiy + Aijig + Mg,
‘/,61/1/2 + 2)\1)\2 — (R]WAt)Q‘ > 2)\2,&1 + 2)\1#2 + )\1)\2 et

|,U1,u2 + 2/\1>\2 — (szﬁt)a 2 2/\2,U/1 + 2)\1/L2 + 2)\1)\2.
Pour cela, il suffit de vérifier que I > 0 ou

I = 2u1ps + My — (Rpg A2 — 201 — 2112 — 2M1

=14+ 2Ry At — 4\ X

(ba)’ |

At < 6+ \/62 +4d1d2
(AI)Q - 4d1d2

donc, on peut vérifier facilement que I > 0. Ce qui achéve la preuve du lemme. =

D’autre part, on a

Pour montrer la stabilité L> du schéma (Ed*) nous avons besoin du lemme de
comparaison discret suivant:

Lemme 5.2.2 Pouri =0,...M+1, soient (u]ttv"*") et (a1 ,07) deuz solutions
du probleme (5.1 ) et (uf v)) , (4,0 respectivement les données initiales associées.

Siud <al etv) <o) . Alors
ultt <t oet ot <ot

pour tout 1 = 0,....M +1 et n=20,..,N + 1.
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Preuve: Soit w™™! et w"™! défini par w]t! = uf T — a4t Wt = P — 6 pour
tout i = 0,....M + 1 et n =0,..,N + 1. On soustrait les deux équations Verlﬁees par

(uptt, n+1) et (A?fll,@"“) on obtient

(W) = wo(x;), W = wo(w;), i=0,.,M+1
pw! = Xl — N = R Atwl T + w! i=1,..M
,ugw;”l )\gw?fll >\2_"+1 Ry At w”+1 + w; n=20,..,N.

[ wy = wyy =0, wg =why, =0, n=1.,N+1

On multiplie la premiére équation par Signg (w?™!), puis la deuxiéme équation par
Signg (w)th), donc pour i = 1,..,M , n =0,...,N on a

pa(wi ) < A (i) 4+ @)T) + R Aty )" + (wf)*

et
pp (@ < N (@Y + @) T) + RuAt(wi )t + (wp)*

on additionne les deux équations on obtient

(11 = R A (W) 4 (12 — Ry At) (@ )T < ((wif) ™ + (wif) ™)

A (W) 4+ (i) + A (@) + @) )
on somme cette inégalité pour ¢ = 1,..,M et on a

=M i
(0 = Riaot = 220) D (i) + (o = Ruast = 20) 3@y ™)

i
i=1
i=M

[
S

s
I
—

(wi)")

i=1

d’ou . .
(W™ +@™)*) <> () + (w)?)

=1 %
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Or, pour i = 1,..,M on a uj < @) et v) < 9! donc (w))" = (w))" = 0 par suite
(wZnJrl)Jr — (w?+1)+ =0 d’oit

n+1 < An+1 et n+1 < An—i—l

Remarque 7 La preuve du lemme précedent reste valable dans le cas d’un domaine
Q de dimension quelconque.

Théoréme 5.2.1 Le schéma (EdF) est inconditionnellement stable en norme L™.
De plus sous la condition (5.3), le schéma est convergent.

Preuve . Pour i = 0,...,M + 1, soit (u]"*", 0™ la solution du probléme (Ed*) avec

u) = up(z;), v = vo(w;). Pour tout n = 0,..,N soit (w]™ @) le couple défini par

n+l _  n+l —n+1 n+1
0 0 n+l —=n+l
ot Cp := [|U"]|oo+||V"||oo - Alors (w}'™,w}"") est une solution du probléme discréte
suivant :
(.0 0 —0 0 »
w; =u; —Cy, w; =v; — Cy, 1=0,.,M+1
ppwtt — A wffl — Nt = Ry Atw! T+ wl 1=1,..,.M
)
—n—+1 —n—+1 —n+1 n+1 —n _
P — AW — MW = R At w4 wy; n=20,.N
n n —1 —N
L wy = wy g =0, wy =wy,, 4, =0, n=1.,N+1

puisque w; = (u —[|U°|oc) =[|[V|]oc < 0 et @ = (v — |[V°[[oc) = [|U°[|c < 0, noUS
appliquons le Lemme (5.2.2) et on utilise le fait que (0,0) est solution, on déduit que
pour tout ¢ =0,...,M +1,n=0,..,N on a

witt <0 et Wt <0,

d’oll u;”l < (Cy et v;‘“ < (Cy et de la méme maniére il vient que u?“ > —(Cy et
vt > — (. On déduit donc que

107 oo < 0w+ 1Vt 1V e < (10l + 1V

pour tout n = 0,..,N. Alors le schéma (Ed¥) est stable en norme L. De plus, il n’est
pas difficile de voir que le schéma est consistant et il est d’ordre 1 en temps et d’ordre
2 en espace. D’ ot le schéma est convergent. Ce qui termine la preuve du théoréme. m
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5.3 Simulation numeérique

Dans ce paragraphe, nous allons exposer quelques résultats numériques pour le
systéme (Ed*) présenté dans les paragraphes précédents. On prend une donnée ini-
tiale ug(z) := 102* (1 — 2), vo(x) := 10z (1 — x)* sin(rx). Cette donnée initiale est
représentée sur la Figure 5.1.

2 T T T T T T T T T

u0(x)
1.8} = = =vO(x) 1

1.6 .

1.2 4 n

0.6 4 \ _

0.2 4 N ]

Figure. 5.1 - Simulation 1D: donnée initiale ug(z) := 102 (1 — x) et vo(x) =
10z (1 — 2)? sin(7z) sur (0,1).
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TEST I (Figures 5.2, 5.3, 5.4 )

Dans un premier temps, nous allons fixer le parameétre k&, nous supposons que Ry = 1
sur (0,1), d; = 0.1 et dy = 0.2 avec un maillage N = 400. Le pas de temps utilisé
est dt = 0.01. On simule numériquement I’évolution de la solution du systéme (Ed")
(Cf. Figure 5.1) issue de la donnée initiale du Figure 5.1.

2

—u(X)
181 - = =)

161 q

14r q

1.2 b

ir 4

0.8 4

0.6 q

0.4t - S~ E

0.2r- - - 4

0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure. 5.2 - Simulation: solution au temps 7' = 0.5 aprés T'iter = 50 itérations.

2
—up
- =V
18 q

16 i
14+ E
1.2 i

1t i
0.8 i
0.6 E
0.4t E

021 q

Oﬁ__T___\____\___T_-__\_"'
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Figure. 5.3 - Simulation: solution au temps 17" = 2 aprés Titer = 200 itérations.
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Dans la figure 5.4, nous présentons I’évolution au cours du temps de la norme L*>

de chaque composante de la solution.

2 T T T T T T T
18F norme de u |
= = =norme de v
1.6 .

Figure. 5.4 - Simulation: évolution en fonction du temps de la norme L* de la

solution u et v.
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TEST II (Figures 5.5, 5.6, 5.7 )

En ce qui concerne le TEST II, on a choisi d’augmenter la valeur du parameétre k
sur tout le domaine 2, pour cela nous supposons 2y = 2 := (0,1), R =k, d; = 0.1
et do = 0.2 avec un maillage N = 400. Le pas de temps utilisé est dt = 0.001.
Nous présentons les résultats sur le comportement de la solution du systéme (Ed*)
obtenus & partir d’une condition initiale (Cf. Figure 5.1) pour k = 10, k = 10% et
k=103

u(x)

== v

16 T
14r n

1.2} ’ ~ -

0.8} N .

0.6 P s s

02 B y4 ~ -

Figure. 5.5 - Simulation: solution pour k = 10 au temps 7' = 10~2 aprés 10 itérations.
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u(x)
= = =V(X)
181 q

161 q

14r q

0.8 G N i

0.6 P ~ B

0.4 y . i

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure. 5.6 - Simulation: solution pour k = 10% au temps 7' = 1072 aprés 10 itéra-
tions.

— U(X)
SR

16 b

14r q

12F q

0.8 q

0.6 q

0.4 B

0.2 B

Figure. 5.7 - Simulation: solution pour k = 10 au temps 7" = 1072 aprés 10 itéra-
tions.
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TEST III (Figures 5.8, 5.9, 5.10 )

Maintenant, nous considérons le TEST III, qui consiste & localiser le parameétre
d’homogénéité, pour cela nous supposons 2y = (0.2,0.8), d; = 0.1 et dy = 0.2 avec
un maillage N = 400. Le pas de temps utilisé est dt = 0.001. Le comportement de la
solution du systéme (Ed"*) obtenu & partir d’une condition initiale (Cf. Figure 5.1)
pour k = 10, k = 10% et k = 10°.

u(x)
== v
18} —

1.6 —

1.2 z ~ B

0.8 ’ N .

0.4 ’ * -

0.2 Vi \ |

Figure. 5.8 - Simulation: solution pour k = 10 au temps 7' = 10~2 aprés 10 itérations.
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u(x)
= = =V(X)
181 q

161 q

14r q

0.8 4 N i

0.6 , \ J

0.4 4 N 4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure. 5.9 - Simulation: solution pour k = 10% au temps 7" = 10~2 aprés 10 itéra-
tions.

—u
- v
18 q

161 q

12F q

0.8 - \ 4

06 ' 1

0.2r ’ N 4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure. 5.10 - Simulation: solution pour k = 10% au temps 7 = 102 aprés 10 itéra-
tions.
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TEST IV (Figures 5.11, 5.12, 5.13, 5.14)

Théoriquement, nous avons montré 'apparition d'un phénomeéne de couche limite,
d’ou la nécessité de changer la donnée initiale du probléme limite par une nouvelle
valeur compatible avec ce dernier (Cf. Proposition 5.1.1). En particulier, la donnée
initiale correspondante a celle de la Figure 5.1 s’écrit sous la forme suivante

up(x) = { 1027 (1 — z) sur (0,1)\ (0.2,0.8)
" 5(5”2 (1—2)+z(l—2) sin(mc)) sur (0.2,0.8)

et

volz) = { 10z (1 — x)? sin(7z) sur (0,1)\ (0.2,0.8)
’ 5(x2 (1—2)+2z(1—z)? S’in(ﬂ'I)) sur (0.2,0.8) ?

2 T

m— u0(X)

= = =vO0(x)
181 s

141 B

0.8 B

0.6 U

0.4 ;

~

0.2 4

Figure. 5.11 - Simulation 1D: donnée initiale ug(z) := 102* (1 — ), vo(x) := 10z (1 —
x)? sin(mx) sur (0,1)\(0.2,0,8) et up(x) = vo(x) := 5(z* (1 —2) +2 (1 —2)* sin(nz))
sur (0.2,0,8) .
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Nous supposons 2y = (0.2,0.8), d; = 0.1 et dy = 0.2 avec un maillage N = 400. Le
pas de temps utilisé est dt = 0.001.

2

; u(x)
- v
18 R

161 B
141 B
121 4

iF -~ 4
0.8 ~ B
0.6 RS B
04r- Y, Y q

0.2r . N 4

0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure. 5.12 - Simulation: solution avec la donnée initiale de la Figure 5.11 et pour
k = 10 au temps 7" = 10~2 aprés 10 itérations.

2
—u
- v
18 q

161 q

14r q

12F q

1k 4

0.8t N g

06 ’ . |

0.41 N R

021 /s W\

0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure. 5.13 - Simulation: solution avec la donnée initiale de la Figure 5.11 et pour
k = 10?% au temps 7 = 1072 aprés 10 itérations.
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u(x)
== v

1.6 .

141 .

0.8 - ' -

\
/
041 . -

0.2

T
Y
e

|

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure. 5.14 - Simulation: solution avec la donnée initiale de la Figure 5.11 et pour
k = 10® au temps 7 = 1072 aprés 10 itérations.

Remarque 8 Les résultats numériques obtenus montrent que pour une valeur fixe
du parametre k, la norme L™ de la solution se stabilise vers 0 (TEST I). Lorsque
Ry prend des valeurs tres grandes sur €2 ou une partie de ) les deux composantes u
et v se coincident instantanément sur cette partie (TEST II et I11). Dans TEST IV
, nous avons changé la donnée initiale utilisée dans les tests précédents (Cf. Figure
5.1) par une nouwvelle donnée initiale issue de la premiére, et qui est compatible
avec le probleme limite(Cf. Figure 5.11), nous remarquons que pour k = 10° nous
obtenons la méme solution (Cf. Figure5.10 et Figure 5.14) en partant soit de la
premiére ou de la nouvelle donnée initiale .
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Chap. 6: Pb. d’ obstacle doublement non linéaire

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence et 1'unicité de la solution d’un pro-
bléme elliptique parabolique doublement non linéaire en présence d’un obstacle dé-
pendant de l’espace. Nous considérons le probléeme elliptique-parabolique non li-
néaire

u —diva(z, Dw) + G(z,u) > f w=pw) sur@:=(0T)xQ
P (ug, f) & a(z, Dw).ii =0 sur ¥ := (0,7) x I’
u(0) = ug sur {2,

ott  C RY est un ouvert borné de frontiére I" réguliére, 7 le vecteur normale unité
sur ', f € L7 (Q) et B : R — R est une fonction continue croissante, 5(0) = 0 et

(Hay) Im(p) =R.

Pour p.p. z € Q, r — G(z,r) est un graphe maximal monotone avec pour tout
s € R, Go(.,8) € L*(Q) et 0 € G(.,0). En ce qui concerne le champ a(x, Dw)
on suppose que a :  x RY  — RY est opérateur de Leray-Lions, c’est-a-dire a
est une fonction Carathéodory (r — a(x, &) est mesurable pour toute £ € RY et
¢ — a(xz, ) est continue pour presque tout x € §2) avec a(.,0) = 0 et a satisfait

(Hy) il existe a > 0 tel que pour tout & € RY
a(x,£).£ > al&|P pour p.p. x € Q
(Hy)  pour toutes £,n € RY telles que € # 1
(a(z, &) —al(z,n)(£—n) >0 pp. €Q
(Hs) ils existent o > 0, k € L” (Q) telles que
la(z, )] < o(k(z) + [EF) pour p.p.z €
et pour tout £ € RY, avec p/ = %

Les hypothéses (H; — Hj) sont classiques pour I’étude de cet opérateur non li-
néaire (Cf. [6], [18]). L’exemple modéle de la fonction a qui satisfait ces hypo-
théses est a(x, &) = |£|P72¢ et il correspond a l'operateur p-Laplacian ott A, w =
div( |Dw|P~? Dw ).
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Lorsque le domaine de G est fermé L’EDP Pﬂ’G(uo, f) modélise le probléme d’obs-
tacle (Cf. [5], [14] , [16]), [21]), et dans le cas ou G ne dépend pas de z, nous avons
montré dans le chapitre précédent que le probléme PP (ug, f) admet une unique
solution faible définie d’une maniére standard (Cf. [15] ). Par contre, dans le cas ou
G, dépend de l'espace, le probléme n’a pas de solution au sens standard c’est a dire
solution faible (Cf. [19], |22], [23]). Nous présentons une nouvelle notion de solution
et qui garantit l'existence et I'unicité.

Ce travail est organisé comme suit

Dans la seconde section nous montrons 'existence et I'unicité de la solution du pro-
bléme stationnaire associé a P? “(ug, f), pour cela nous approchons I'équation par
une suite de problémes avec absorptions G, , définis partout sur R, et nous don-
nons aussi quelques estimations préliminaires utilisées par la suite. Dans la troisiéme
section nous utilisons la théorie des semigroupes non linéaires et nous établirons un
résultat d’existence de la solution dans le cas ou D(G(m, )) = R p.p. x € Q. Ensuite,
nous approchons le probléme d’obstacle par le probléme elliptique parabolique sans
obstacle PPmm Gman(y,. f) et nous passons a la limite ce qui nous permet de montrer
I'existence. Dans la derniére section, nous utilisons la notion des solutions intégrales
pour montrer I'unicité de la solution.

6.2 Probléme stationnaire

Afin d’étudier le probléme dans le cadre de la théorie des semigroupes non li-
néaires, nous considérons dans cette section le probléme elliptique associé a P (ug, f)
défini par

v—diva(z, Dw) +G(.,v) > f v=pw) sur Q
S*E(f)

a(x, Dw).n =0 sur I'.

6.2.1 Probléme elliptique sans obstacle

Dans ce paragraphe, nous supposons que pour p.p. x € ) on a D(G(x, )) =R, et
nous montrons l'existence et d'unicité de la solution faible du probléme S%¢(f).

L’existence, I'unicité et la contraction sont équivalents au fait que 'opérateur Ag ¢
défini dans L*(Q) par
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((u, feLP(Q),TJwe W(Q),In e LV (Q)

feABGU@ u:ﬁ(w)>7]€G(,U) P-p. Q,

[ at.pupe+ [ ne= [ reveewing
( Jo Q 0
est T-accrétif dans L'(Q) et R(I + eAs,¢) 2 L>(Q2) pour tout £ > 0. Ces résultats

sont bien connus dans le cas, o G = 0 (Cf. [4]). Afin d’ éviter de reproduire les
mémes arguments de [4], nous considérons dans L'(€2), Iopérateur Ag g tel que

Az ¢ = Az 0+ Bg
ou Bg: L'(Q2) — P(L'(2)) est défini par

Bg = {(u,n) c LYQ) x L'(Q); telle que n € G(.,u)}.

Et, on considére le probléme de Cauchy suivant:

w+Ag cus f sur (0,7)
CPﬁ7G<u07 f)
u(0) = wp.

Proposition 6.2.1 Etant donnée f € L*(Q), il existe une unique solution v du
probleme SPC(f) au sens suivant: v € LY(Q), Jw € W'P(Q), In € LY(Q) telles
quen € G(.,v), v = pBw), pp. Q, et

[ves [atw.pwype+ [ e = [ s (6.1)

pour tout & € W'P(Q). De plus, v,w et n sont bornées dans L=(Q) et on a les

estimations suivantes:
Lrets [inr= 111 (6.2
Q Q Q

lvllze@ < 1 f @, lwllze@ < CBI1f llze@)- (6.3)

L
/ Dwl < Cy, et (/ la(., Dw)P)¥ < Cs. (6.4)
Q Q
ot, C1, Cy des constantes qui dépendent uniquement de Q,p, N, || f|[co, o et |[E]| 1o (-
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Pour montrer la Proposition 6.2.1, nous considérons pour p.p. x € €, G\(z,.) la
régularisé de Yoshida (Cf. [11]) de G(z, .) et nous montrons le lemme suivant:

Lemme 6.2.1 i) L’opérateur As g, est m-T-accrétif dans L'().
i) Etant donnée f € LY(Q) N LP (Q) et 1 < q < oo, alors pour tout € > 0 on a

| (I +eAs,6,) " f e < f ||La)-

Preuve: ¢)D’abord, nous rappelons (Cf. [4]) que pour tout (u,v) € Ag ¢, on a

/p(u) v>0 pour tout p € Py, (6.5)
Q

ou
Py = {p € Lip(Q); p croissante , p(0) =0 et supp(p’) compact}.

Puisque 'opérateur B, est continu, Lipschitzienne et T-accrétif alors Ag ¢, est
également T-accrétif dans L'(Q) (Cf. [9]). 11 vient de [4] que pour tout ¢ > 0
R(I + eAz0) D L (Q), alors en utilisant le corollaire 3.1 de [3], on déduit que
R(I + ¢ Ag.q,) 2 [P (Q). Puisque la fermeture d’un opérateur T-accrétif est T-

accrétif, donc Ag ¢, est T-accrétif dans L'(Q). D’autre part, R(I + ¢ Ag ¢,) =
R+ ¢ Ag.c,) = L'(Q) dott Ag g, est m-T-accrétif dans L'(€).

it) D’apreés [7] , il suffit de montrer que 'opérateur Ag ¢, vérifie la proprieté (6.5).
Soit (uy, f) € Agg, , alors (uy, f — GA(., uy)) € Agp, et puisque Ag, vérifie la
propri¢té (6.5) alors

/QP(UA) (f = Ga( up)) > 0.

En utilisant le fait que p(u) G(., uy) > 0 p.p. dans Q, il vient que la propriété (6.5)
est vérifiée par I'opérateur Ag ¢, , ce qui nous donne ii). n

Preuve de la Proposition 6.2.1. Unicité: Pour i = 1,2; Soit f; € L™(Q) et v;
est une solution du probléme S7“(f;) au sens (6.1), alors

o=+ [ ot Dun) = at DD+ [ (m=me = [ (5~ pe

pour tout & € W(Q). Nous prenons 7T.(w; — wy), € > 0 une fonction test dans
I’égalité précédente et nous utilisons le fait que

(a(.,Dwy) — a(.,Dwy))D(wy — wy)TL(wy — wy) > 0,
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alors

[ o= Tetwn =)+ [ (m = )T =) < [ (hi= f) T = wo). (66

1
nous multiplions cette inégalité par — et nous passons a la limite lorsque ¢ — 0,

donc

£
/val—v2|§/ﬂff1—f2|-

Existence: Soit f € L*(Q), alors d’aprés le lemme 6.2.1 il existe une unique
solution vy € L'(Q2) du probléeme S”“(f), et Jwy € WHP(Q), Iny € LY(Q) telles

que 7y = G)\(ZE, U)\)7 Uy = ﬁ(wk) pP-P Q) et
[ones [atwDuypes [ Gawume= [ 16
Q ) Q Q
pour tout V& € WHP(Q). De plus, il vient de i7) que

[oallzee(@) < [1f ||z (@)-
Et, puisque D(f) = R, alors

(6.7)

[[wal oo (@) < max (5_1(||f||L°°(Q)) U =87 (=[fllz=@) )) = C(B, [ fllz=()- (6.8)

Maintenant, prenons w, comme fonction test dans (6.7), alors

/v,\ w,\—l—/a(x, Duwy),) Dw,\+/G,\(.,v,\) w,\:/fw,\.
Q Q Q Q

En utilisant la monotonie de 3 et G(z,.), on a

/CL(., DU})\)DU))\ S / fU))\,
Q Q
il vient de (H;) et (6.8) que

1
/ DuwsP < 2N llsellwallo= = .
e (0%

Et, d’aprés (Hz), on a

1
v

([ 1at. D) <o [ Qa1+ Duspy)”
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et en appliquant I'inégalité de Minkowski et (6.9), on obtient

/|a Du )V < /uc ) /\Dw )

(HkHLP'(Q) + HDU),\HLp(Q ) (6.10)
1
J(HkHLP’(Q) +CY ) = Ch.

| /\ /\

IN

D’aprés, (6.8) et (6.9) on a (wy)y est bornée dans W'P(€2), donc il existe une sous
suite, notée encore wy, telle que wy — w dans W'?(Q) faiblement et dans L”(()
fortement, d’ott wy — w p.p. 2, et puisque [ est continue alors vy — v dans L”(Q)
et v = f(w) p.p. Q. D’autre part, pour p.p. z € Q, G(z,.) est défini partout sur R
alors

1GA (> 0a) 1) < Golos |1 £l @)

d'ott Gx(.,v)) — n dans L*(2)- faible * . Nous appliquons le Lemme 1.6 [10] et
nous déduisons que 1 € G(.,v) p.p. 2. D’aprés (6.10), on a (a(z, Dw,))x est bornée
dans [LP (Q)]" donc il existe une sous suite telle que a(z, Dw,) — h faiblement dans
(L' ()]Y lorsque A — 0. Il reste & prouver que div a(x, Dw) = div h. Pour cela, nous
allons utiliser la méthode de Minty Browder [12] , et donc il suffit de montrer que

limsup/a(.,Dw,\)Dw)\S/th. (6.11)
Q Q

A—0

Nous prenons (wy — w) comme fonction test dans (6.7), nous obtenons

[t DD =) < [ (1= v = w) = [ G - w),

nous utilisons le fait que wy — w dans LP(Q2) et G5(.,v)) — n dans L>(Q2)-faible *
lorsque A — 0, il vient que

limsup/ a(., Dwy)D(wy —w) < 0.
Q

A—0
Or, a(x, Dwy) — h faiblement dans [L” (Q)]" donc (6.11) est satisfaite et par suite
diva(z, Dw) =divh p.p. Q.

Finalement, nous passons a la limite dans (6.7) lorsque A — 0 nous obtenons

/Qvu/ﬂa(ww)l)u/gnf:/ﬂfs,
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pour tout ¢ € WHP(Q). Ce qui termine la preuve de l'existence.
Maintenant, nous allons montrer les estimations (6.2), (6.3) et (6.4). Pour (6.2) nous
prenons [ = f; = f, dans (6.6), alors

/Q oT(w) + / W (w) < / FT.(w)

1
nous multiplions 1’ inégalité par — et nous passons a la limite lorsque € — 0, donc
€

JACIEAETE ATE

Pour (6.3) et (6.4), on a [|vx||~) < [|f| L) donc

[[0llzo=() < liminf loa]| (@) < |[fllz=(@)
et, d’aprés (6.8), (6.9) et (6.10) on a

||w]] Lo () < hI)_\Iliglwa/\HLoo(Q) < C(/B,Hf“Loo(Q)), / |Dw|P < lir}\ni(r)lf/ | Dw, [P < 4,
— Q -0 Jo

et

1

/|a Duw) |p 7<hm1nf /|a Duwy,) |p a

Ce qui achéve la démonstration de la Proposition. n

6.2.2 Probléme d’obstacle elliptique

Dans ce paragraphe, nous supposons que le domaine de G est fermé et pour p.p.
x € Q
D(G(z,.)) = [m(z), M(z)] pp.

oit m et M sont deux fonctions dans W'P(2). Soit K I'ensemble des fonctions
définies par

K ={we L*(Q) telle que m(z) < f(w) < M(z) p.p. Q}.
Remarquons que 0 € K, car m(z) < 3(0) =0 < M(z) p.p. = € Q.
Proposition 6.2.2 Pour tout f € L>(Q)), il existe une unique solution du probléme
SPC(F) au sens swivant : v € LY(Q), il existe w € W'P(Q) etn € L'(Q) vérifiant
n(z) € Gz, v(2)), v(x) = Blw(x)) pp. x € Q, et

140



6.2. PROBLEME STATIONNAIRE

/ vTi(w — &) + / a(., Dw)DT(w — &) + / nTi(w—¢) < / fhi(w—=¢) (6.12)
Q Q Q Q

pour tout £ € WP(Q) N K.

Maintenant, pour p.p. z € Q et Vr € R nous considérons le graphe G défini par:

G(z, ) si m(z) <r < M(x)
G(z,r) =14 Go(z, M(z)) si r>M(x) p.p. z € Q
Go(z,m(z)) si r <m(z).

Nous allons voir ici comment atteindre la solution du probléme S%%(f) en appro-
chant G par une suite des graphes maximaux monotones qui sera notée au long de
ce chapitre par Gy, ,,, ot pour m,n € R; Vr € Ret p.p. z € Q

G (,7) = G(z, r) + i(r — M(x)>+ — 1(7“ — m(:c)>_, (6.13)

m n

et soit B, n(r) =B(r) — m r~ +n rt.

Cette approximation préserve la monotonie de w par rapport & m et n. D’autre part,
il est clair que pour p.p. = € €, D(Gm,n(x, )) = R, ce qui nous permet d’utiliser les
résultats d’existence et d’unicité obtenus dans le paragraphe précédent.

Preuve de la Proposition 6.2.2: Unicité: Soient v;, vy deux solutions au sens
(6.12). Prenons w; (respectivement wy) comme fonction test dans I'inégalité vérifice
par v, (respectivement v;) et on additionne les deux inégalités, on obtient

/Q(UQ — )T (wy —wy) + /Q (a(.,Dws) — a(.,Dwy)) DT} (ws — wy)

+/Q(ﬁ2—7~71)Tl(w2—w1) < /Q(f2—f1)Tl(w2—w1).

Il vient de (H3) que

/0(1)2 —v1)Ti(wy —wy) + /9(772 — ) Ti(wy —wy) < /Q(fQ — f1)Ti(wy — wy),

1
nous multiplions cette inégalité par 7 et passons a la limite lorsque [ tend vers 0,
on trouve

/ﬂ (va — v1)Signo(ws — wn) + / (1 — m)Signo(ws — wy) < / o il (6.14)
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En utilisant la monotonie de # et G on a (vy — v1)Signe(we — wy) > |vg — vy| et
(m2 — m)Signe(wz —wy) > 0, d’ott

|lve = 1]y < | fe = fillor @) (6.15)

Ce qui nous donne 'unicité .

Existence: Nous approchons G par G, , et 3 par 3, ,, donc d’apres la Proposition
6.2.1 , il existe une unique v, € L'(©2) solution du probléme S%mmCmn(f) et
J Wy, € WHY(Q), Inmn € LYQ) telles que Nmn € Goun(e Vmn), Umn =
Brn (W), P-D- 2, et pour tout £ € W(Q) on a

/va,nf—l—/Qa(:c,Dwmyn)Df—i-/Qnm,nﬁ = /fo.

De plus7 va,nHLoo(Q) < HfHLOO(Q) ) me,nHL‘X’(Q) < C’ /lDwm,TL'p < () et
Q

/ |a(., Dwy,,)|P < Cy ot C,Cy et Cy sont des constantes indépendantes de m
Q

et n. Alors lorsque m,n — 0 on a w,, — w dans W'?(Q), a(., Dw,, ) — ¢ dans
(LY ()]N et puisque [y, est continue, donc

Vpn — v dans L'Y(Q).

Nous montrons d’abord que w € K. D’apres (6.13) il existe 7, € Gun(., Vmn)
telle que

5 1 + 1
nm,n - nm,n + — < Um,n - M(l‘)) - < Um,n - m(m))
m n

et d’aprés (6.2), on déduit que

1 + 1 B ~
/Q’E(”m’“_M(@) = —(tmn = m(z)) !S/ﬂlf|+/ﬂlnm,n|. (6.16)

Puisque pour p.p. z € © on a D(é(:ﬁ, )) =R, alors on a aussi || fmn ||re@ <
Goly || Vmm ||ro(@)) done fim, est bornée uniformément dans L>(Q), et lorsque
mmn — 0, Yy — 7 dans L(Q) - faible *, nous utilisons le lemme 1.6 [10] et
nous obtenons 7 € G(., v) p.p. Q. Il vient de (6.16) que lorsque m — 0, vy, < M
p.p. 2, et lorsque n — 0, v, 0 > m p.p. {1, et puisque lorsque m,n — 0 v,
converge vers v dans L'(Q) alors m < v < M p.p. Q par suite w € K. D’autre
part, prenons Tj(wy,, — &) € W'(Q) comme fonction test dans la définition de la
solution du probléme S%mn:Cmn( ) alors

Q

+/nmnﬂwmn_ /fﬂwmn_
Q
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Maintenant, pour £ € K, on vérifie aisement que

<nm,n _ ﬁm,n)Tl(wm,n ¢ >0 pp.Q,

[ tmaTitwnn =) + / Dty ) DT (s — €)
+Q[2nmnﬂ _— /le B (6.17)

Nous passons a la limite dans (6.17) lorsque m,n — 0, et nous obtenons

/le(w f)—l—hmmf/a(x,Dwm,n)DTl(wm’n—ﬁ)
Q Q

m,n—0

(6.18)
+/Q77Tl(w—§ S/Qsz(w—f) Vi > 0.

Finalement, il nous reste & montrer que

lim inf/ a(x, Dwy, ) DT (Wi py — &) > / a(z, Dw)DT;(w—¢) VI>0. (6.19)
Q

m,n— 0 Q
Nous approchons T; par S € P ou
P:={peC'(R); p(0)=0,0<p <1, Supp(p)) est compact},

et donc il suffit de montrer que

m,n—0

lim inf/ a(x,DWy, 1) DS (Wi py — &) > / a(x,Dw)DS(w — &). (6.20)
Q Q
En effet, d’aprés (Hy) on a

/ a(z, DWyyn) DS (W — &) > / a(x, Dwp n) DwS (W — &)
0 Q

(6.21)
+ /Q a(z, Dw)D (W, — w)S" (Wi m — &) — /Qa(:n, Dwp ) DES" (Wi — €)

et puisque S'(wy, — &) — S'(w — &) p.p. sur Q, Dw,,,, — Dw faiblement dans
[L» (Q)}N et a(z, Dwy, ) — ¢ faiblement dans [LPI(Q)]N, nous passons a la limite
dans I'inégalité (6.21) nous obtenons

lim inf /Q a(z, Dwpn) DS (Wi p — &) > / (a(z, Dw)Dw — ¢DE) S (w — €). (6.22)

m,n — 0 Q
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D’autre part, w € K N L>*(Q2), donc w est une fonction test admissible dans (6.17)
et pour [ assez grand, on a

/ Um,n(wm,n - w) + / a\x, Dwm n)D(wmn — w)
Q

Q

nous passons a la limite lorsque m,n — 0, donc

liminf/a(x,Dwmyn)Dwmm §/¢Dw. (6.23)
Q Q

m,n— 0

Nous utilisons & nouveau le lemme de Minty-Browder (Cf. [12]) donc a(z, Dw) =
¢ p.p.- €. Nous remplagons ¢ dans (6.22) et nous obtenons (6.20). Finalement, on
déduit que

[titw=9+ [ e Do)pBiw-0+ [ aTiw-9 < [ fHw-9 w>o

pour tout £ € WP(Q) N K. De plus,

/ﬂ AT (w—E) = /[ |, G T =€)+ /[ Gl T =€)+ / nTy(w—E)

J/ N J/
g g

>0 >0

alors
[titw=9+ [ e Do)pTiw-0+ [ aTiw-9 < [ fHw-9 vi>o

pour tout £ € WP(Q) N K. Ce qui compleéte la preuve de la proposition. [

Avant de montrer Pexistence de la solution du probléme P% “(ug, f) nous allons
d’abord montrer le lemme de monotonie suivant:

Lemme 6.2.2 Soient vy, ,, Uy n,vmm/ respectivement les solutions faibles du pro-
blemes Sﬁm’”’va"(fm,n) Sﬁm w Smln (), Sﬁmvn”Gm,"’(fm,n/) au sens de la Proposi-
tion (6.2.1). On suppose que, pour m' >m >0 etn' >n >0, on a forn < fon <
fmn p-p. 2. Alors

Wm! n S Wmn S W, n! p.-p- Q

0’&, Umn = ﬁm,n(wm,n)7 Um!/ n = ﬁm’,n(wm’,n) et Umn' = ﬂm,n’ (wm,n’) p.p. Q.
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Preuve: Pour m >m' > 0,n > 0 soient frn, firn € L(Q), €t Uy, Uy sODE les
solutions faibles de S%mm Cmn(f, ) respectivement S%m'n Cm'n(f, . ). On soustrait
les formulations satisfaites par vy, ,, et v, ,, on a

/ (Vm/ i — Umon) € +/ (a(x, Dwyy ) — al(z, Dwmvn)) D¢
Q

Q

+/Q<’7m“"‘”mvn>f - /Q (Fontan = fran) €

Pour € > 0, soit H.(s) = inf(s*/e,1), pour tout s € R une approximation de la
fonction Signg ou

. 1 ifs >0,
Slgnfﬂs)_{o ifs <0.

Prenons H.(wyy »n — Wy,,n) comme fonction test et utilisons le fait que
(CL(., Dwm’,n) - CL(., Dwm,n))D(wm’,n - wm,n>Hls<wm/,n - wm,n) Z 07
alors, il vient que
/ (Um’,n - Um,n) He<wm’,n - wm,n) + /(nm’,n - 'r]m,n) Hs (wm’,n - wm,n)
Q Q

S \/Q(fm’,n - fm,n) Ha(wm’,n - wm,n)a

nous passons a la limite lorsque ¢ tend vers 0, nous obtenons

/(Um’,n - vm,n)+ + /(nm’,n - nm,n) Szgn6r<wm/,n - wm,n) S /(fm’,n - fm,n)+-
Q Q Q

D’autre part, puisque

/Q(Um’,n — Un) Signg (Wit — W) =
| (Bt = Bl ) Sign (= )
+n /Q(w:;,m — w;“w)Signg(wm/,n — W)

) [ wrSign (o = )

+(m —m/
Q
—m/ / (w;L,’n — w;m)Signa“(wm/,n — W)
Q
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et, pour p.p. = € Q, les fonctions r — G(z,r), r — (T—M(:L‘))+, r — —(r m(x ))
r —rtetr — —r~ sont monotones, alors [ (s —Nm.n) Signg (W n— W) > 0,

Q
et

/(w:z/,n - w;,n)szgnar (wm/m - wm,n)

(6.24)
—-m / )SZgno (Wit n = W) < /(fm’,n - fm,n)+-
Q
Pour f,,n > fin, ona =+ wi,n >+ wffl, L, alors Wy, > Wy .
De la méme maniére, pour n > n’ > 0,m > 0 nous montrons que
_m/ n,)Signar(wmm — W)
(6.25)
+n/( m7 ’lU )Slgno (wmn wm,n’) S /(fm,n - fm,n’)—‘r‘
Q Q
Pour f, v > fiun, ona =+ wjE - w L AlOTS Wy < Wiy n

6.3 Existence de la solution

Dans cette section, nous montrons existence de la solution du probléme P% G(ug, 1),
nous approchons le graphe G par G, ,. Nous commencons par établir I’existence et
les estimations a priori pour un probléme & domaine égale a R, ensuite nous utilisons
ces résultats pour le passage a la limite dans le probléme approché.

6.3.1 Probléme d’évolution sans obstacle

On suppose que D(G(a:, )) =R p.p. z € Q, alors

Lemme 6.3.1 D(As ¢) = L'(Q).

Preuve: Puisque D(Az o) € D(Bg), alors D(Ag o) € D(Agp ). D’aprés [4], nous

obtenons
D(Ap, o) = L'(Q) = D(As.¢).

Lemme 6.3.2 Soit f € L'(Q) et ug € LY(Q). Alors le probleme CP% C(ug, f)
admet une unique bonne solution.

146



6.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

Preuve: Comme Aj, ¢ est un opérateur T-accrétif dans L'(Q), et d’aprés la Propo-
sition 6.2.1 on a R(I+eAs ) 2 L®(Q) pour tout & > 0, alors Ag, ¢ est un opérateur
m-T-accrétif dans L'(Q) et par la théorie générale des semigroupes non linéaires, on
déduit grace au Lemme 6.3.1 'existence d'une unique bonne solution du probléme

de Cauchy C'P%% (uy, f). n

Maintenant nous allons préciser le sens dans lequel cette bonne solution résout le
probleme P% € (ug, f).

Théoréme 6.3.1 Soient f € L™(Q), ug € L™(Q), alors P> (ug, f) admet une
unique solution faible u au sens swivant: w € L'(Q) et il existe w € LP([0,T),W"?(Q))
etn € LY(Q) telles que , u= B(w), n € G(.,u) p.p. Q, et

/OT/Qa(.,Dw)D&/OT/Qné:/OT/QfﬁJr/OT/ngmL/QuOg(O) (6.26)

pour tout £ € C*([0,7] x Q) avec &(.,7) = 0. De plus, pour tout >0

[u(m)lz=@) < [luollz=@) + Tl fll=@) (6.27)

Liten+a [ [ipup < [+ [ ] o (6.28)

ot j : R — [0,00] convexe, propre, s.c.i avec j([(q)) = / sdf(s).
0

Avant de commencer la démonstration du Théoréme 6.3.1, nous aurons besoin d’une
formule d’intégration par parties (Cf. [2], [13], [20], [1]), pour cela nous montrons le
lemme suivant, qui nous sera utile pour la suite.

Lemme 6.3.3 Soit u une solution faible du probleme P?%(ug,f) au sens du Théo-
reme 6.3.1. Alors, on a

/ /Q sal.. Du)DTi(w — ) + [ /Q onTi(w - €)
://ngTl(w—g)—1—//Qat/w:u(t)ﬂ(r—§)dﬁ(r) Vi>0

pour tout £ € W'P(Q) et 0 € D(0,T) avec o > 0.

Preuve: Soient &£ € W'?(Q),0 € D(0,T) avec o > 0, et pour & > 0, nous considé-

t+6
rons ¢°(t) = (1/6) / Ti(w(s)—&)o(s)ds, p.p. §2, nous prolongeons w dans R x
t
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par 0'si (t,z) € (R\ (0,7)) x Q. On voit que ¢ est une fonction test admissible du
probléme P?%(ug,f), donc on a

//Qa(.,Dw)Dw—f—//ngé://quba_f_//ngbg (6.29)

Or,
//cz“¢t B // w(t +0) = ot +0) = Ti(w(t) = §a(t))a(t)
T+6
//+ = oymtw o0~ [ [“uo
// u(t —6)Ti(w z—%// u(t — 0)T;(w )(z

// ult =) —ult \ T3 w(t) - ot
-/ /Q ) (w(t) — E)o ().

D’autre part, on a pour tout r, 7, £ € R,

Ti(r = )(B(7) = B(r)) < ¢e(B(7)) — ve(B(r))

(6.30)

ou

BL(B(r)) = /f " Tis — €)dB(s).

On remplace dans (6.30), on trouve

[ Lt <5 ] o[
<[ [t [0 oo
ot [ ey

//waf < //Q a(t+5§— o(t) /:(t)Tl(T own .
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Or, lorsque 6 — 0, on a ¢° — Tj(w — &) dans LP(0,T; W"?(Q)). Nous passons a la
limite dans (6.29) et nous utilisons (6.31), donc

//aa Duw)DTi(w — €) + //UnTzw £)
g//Qalew—5+//Qat/wo Ti(r — €)dA(r).

Nous remplacons § par —& dans la définition de la fonction ¢° et de la méme maniére
nous montrons que

/ /Q 7a(., Du)Diw — ¢) + /Q onTy(w — €)
Z//QO‘le(w—f)+//Qa't/wq:(t)7—‘l(r_§)dﬁ(r)'

Ce qui achéve la la démonstration du lemme. n

Preuve du théoréme 6.3.1: Soit ¢ = T/k, avec k € N et on considére la
subdivision tg =0 < t] < ... <tp_1 < T <1y, avec t; —t;_1 =&, f1,....fr € L=(Q) et

Z/ [f(t) = fillL1 (@) < €. On définit la solution approchée u(0) = ug, ue(t) = u;
ti—1

pour t €]t;_1,t;], 1 = 1,...,k, ot u; satisfait u; —u;—1 +eAp ¢ u; 3 €f;, cest a dire, il
existe w; € WHP(Q) et n; € LP(Q) telles que n; € G(., us), u; = B(w;) p.p.

w; —ediva(., Dw;) +en; = w1 +ef; sur Q

(6.32)
a(x,Dw;).n =0 sur I
D’aprés la preuve de la proposition 6.2.1 , il vient que
il l @) < Huollzooy + € D Ilfilla=(0)
k=1
d’ou
T
ote (6)][2oe ) < letol ey + / 1FO)llim@dt == My, Vi€ 0] (6.33)
0
d’aprés (Hy), on a
l|we(t)]| e (@) < max (ﬁ*l(Mg U —5’1(—1\/[1)) —: M,. (6.34)
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D’autre part, on prend w; une fonction test dans (6.32) et en utilisant le fait que

/(ui—l —u;)w; < /j(ui—l) _/j(ui),
Q Q Q
on obtient

/Qj(ui)+<€/Qa(.,Dwi)Dwi—|—5/Qmwi Sa/ﬂfiwi—l—/gj(uil). (6.35)

On additionne (6.35) pour ¢ = 1,....k, on trouve

/Qj<ue<7>>+/OTAG<.,Dw€)DwE+/OTLn€w5 S/ﬂj(uO)Jr/OT/Qfswe-

D’autre part, en utilisant le fait que n.w. > 0 p.p. [0,7] x £, on obtient

/ / / -, Dwe) Dwe < / / / fow, (6.36)

il vient de (H;) et (6.34), que

[ ity +a / Jpur < [ i) + el e = M (637)

on utilise 'inégalité de Minkowski et le fait que 5 > 0 , on obtient

//|a Dul)7 <o //'k ) //'D%' % (6.38)
< o (llkl ey <a>)

avec w, : [0,7] — W'P(Q), n. : [0,7] — LP(Q) et f.: [0,7] — L*(Q), ot pour
i=1,..kett€lti1t], w.=w;n.=mn;, f-(t) = f;. D’aprés (6.34), (6.37) et (6.38),
il existe w € L?(0,7, W'P(Q)), h € (LY ((0,7) x Q)] telles que, lorsque &, — 0,
on a w., — w, faiblement dans L” (O,T, Wl’p(Q)) et a(., Dw,.,) — h, faiblement
dans [Lpl((O,T) x Q)]Y. D’autre part, puisque pour p.p. z € Q2 on a D(G(az, )) =Ret
d’apreés (6.33) 7. uniformément bornée dans L>(Q), donc 1. — n dans L>(Q)-faible
* . On applique le Lemme 1.6 (Cf. [10]) on déduit que n € G(.,u) p.p. @ .

Nous utilisons la théorie des semigroupes non linéaires (Cf. |7], [9]), donc le probléme
PPY(ug, f) admet une unique bonne solution u € C([O,T],Ll(Q)) telle que u(0) = wy,
u(t) = L'(Q) — ll_r)% uc(t) pour t € [0,77.

Soit 7. la fonction de [0,7] dans L*(2), défini par . (t) = uS_, +
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pour t € [t;_1,t;], i = 1,....k. il est clair que 7. est une fonction continue, linéaire par
morceaux alors (6.32) entraine que

// .. Dw.)D§ +/ /nsf //f (6.39

/usft /Uof 0)

0 Q

pour tout & € C*([0,7] x Q), telle que &(.,7) = 0. On fait tendre ¢ — 0 dans (6.33),
(6.36) et (6.39) , nous obtenons (6.27), (6.28) et

//hD§ +/ /775 //f§ o
e

: /Uof)

0

pour tout & € C*([0,7] x Q), telle que &(.,7) = 0. Pour terminer la preuve, il nous
reste a montrer que a(z, Dw) =h p.p. Q. Nous appliquons la méthode de Minty-
Browder, donc il suffit de prouver que

limsup/ a(x, Dw.)Dw, < /th. (6.41)
Q Q

e—0

En effet, de maniére standard soit ¢ € L? (O,T,Wl’p (Q)), il vient de la monotonie de
a(z,.)

/ a(.. DY) D(u. — ¢) < / a(.. Duz)D(u. — ¢)
Q Q

on passe a la limite quand ¢ tend vers 0 et d’aprés (6.41), on a

[ at-Do)D(u-0) < [ hDw- o)
Q Q
Prenons ¢ = u £ t€ avec t € R et £ € LP(0,T,W"?(Q) alors
/ al., D(u % t€))DE = / hDE
Q

Q

on fait tendre ¢t vers 0 on obtient a(z, Dw) =h p.p. Q.
Maintenant, nous allons démontrer (6.41). D’aprés (6.36) et le Lemme de Fatou, on

limsup/ /OL(.,Du}a)DwE < —/ ' / /nw
e—0 Jo Jo . (6.42)

+/O/wa+/gj(
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D’autre part, nous utilisons le Lemme 6.3.3, nous obtenons

fo L [ fom= [ fre - /// WO
- [ stw) /a( (7)

).

Q Q

Finalement, on combine (6.42) et (6.43) on obtient (6.41). Ce qui compléte la preuve
du théoréme. .

Lemme 6.3.4 Soient f € L™(Q), up € L™(Q) et Upmpn, Un/n, umn/ respective-
ment les bonnes solutions des problemes C PPmmGmn(yy f), C PPt Cont m(ug, f),
C PPrnts Gt (ug, f). Alors, pourm’ >m >0 etn' >n>0, on a

Wm! n S Wm,n S Wm,n! p.p Q7
0117 Um,n = 6m,n(wm,n)7 Um! n = ﬁm’,n(wm’,n) et Um,n = ﬁm,n’ (wm,n’> p-p. Q

Preuve: Soit m’ > m > 0, et n > 0, pour une subdivision t, = 0 < t; <
< tp < T <ty keN avect; —t;_1 =¢, fL.. fFe L>®(Q) ou e = T/k et

Z/ 10~ Flli < =il existen,, € L) wh,, € WH(Q) et € L1(9)
ti—1

telles que 7., , € G(., uby ), Uy = B (Wh, ) PP. Q et

i
u’m,n

—ediva(., Dw}, ) +enl,,, = u,, +ef sur Q
CPd,, ,.(f")
a(z, Dw}, ). =0 sur I

Nous considérons la solution approchée us,, (0) = ug, u;, ,(t) = ul, ,, pour t €]t;_1,t;]
et i = 1,...,k. D’aprés (6.24) (Lemme 6.2.2) on a

6 [ ((hea® = (wh ) Signd (wh, = )

[ ((wh)” = () ) St (= i) < [ (ih, = a1,

alors on a
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Nous additionnons cette inégalité pour i = 1,...,k, nous obtenons u,, ,, = By (wy, )
p.p. Qet

n/ ((wfn’,n)—i_ - (wfn,n)—i_)sz.gna-(wfn’,n - wfn,n)
—m’ \/ﬁ((wfn’,n)_ - (wfn,n)_)szgna—(wfn’,n - wrgn,n) <0
Q

d'ou, + (wf, )" > + (w;, )" alors wi, , > w;, , p.p. Q. Passons & la limite lorsque
e tend vers 0, nous déduisons que Wy, ,, > Wy, p-p. Q. De la méme maniére, pour

n>n'>0,m > 0 nous montrons que Wy, ,, > Wy, p-p. Q. m

6.3.2 Probléme d’obstacle elliptique parabolique

Conséquence immédiate de la preuve du proposition 6.2.2 , on a le résultat de conver-
) . : .
gence de I’ opérateur Az  a,,, suivant:

Corollaire 6.3.1 Lorsque m,n — 0, l'opérateur Ag,, ., a,,.. converge dans LY(Q),
au sens de la résolvante vers l'opérateur T-accrétif défini, par

(v e LV(Q), Jw e Wh(Q), 3In € L¥ (Q),

v=pF(w),neG(,v) pp. Q, et

fe A@ GV <= (6.44)

/Qa(.,Dw)DTl(w—g)+/QnDTl(w—§) S/Qsz(w—f)

| pour tout £ € WHP(Q)N K.
En particulier, Ag ¢ est T- accrétif, R(I + cAg ¢) 2 L™(2) et Ag ¢ engendre un
semigroupe non linéaire de contraction dans L'(). n

Lemme 6.3.5 D(As ) = {Z c L'Q) ; m(z) < z(z) < M(z) p.p. Q} =X.

Preuve: Par densité et d’aprés la définition de 'opérateur Ag ¢ on a D(Ag ) C X.

Pour montrer que X C D(Ag, ¢), il suffit de prouver que X N L>(Q2) C D(Ag ),
prenons u € X N L>(€) et on considére u, la solution du probléme

u. —ediva(r,Dw.) =u u. = f(w.) sur Q
a(x,Dw.).n =0 sur I'.
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Onaue X, doum(z) <u(z) < M(z)p.p. Q, alors m(z) < u.(z) < M(x) p.p. 2
et par suite u. € D(Ag ). il vient de (H;) que

[1Dup < Cl=luls). _
Q

)

Ex 9

en appliquant 'inégalité de Minkowski et (H3) , on a

([ leat. D)7 < (el +<( [ 1Dul)?)
14
< o (ellkll e + €Y ),

donc ea(., Dw.) est bornée dans [LP' (Q)]V, e[y < [|ullze@) et [|uel| o) <
|[ul| g (@)~ Alors ea(., Dw,) converge faiblement vers 0 dans (LY (Q)]Y et donc u,.

converge faiblement vers u dans LP (Q) lorsque ¢ — 0. De plus, ||Ju.|| @ <

|[ull s (), on déduit que u. converge fortement vers u dans L7 (Q) d’ott u. converge
vers u dans L'(€). n

Corollaire 6.3.2 Soient f € L*(Q), up € L>(Q) telles que ; m(z) < up(z) <
M(z) p.p. Q et Uy, la bonne solution du probleme C PP Cmn(yy, f). Alors,
lorsque m;n — 0, on a U, — u dans C([0,T); L'(Q)) ot u est la bonne so-
lution du probleme

w+ Ag ¢ us f sur (0,7

CP*(uy, f)
u(0) = uy.

Théoréme 6.3.2 Soient f € L>=(Q), ug € L>(Q) tels que pour p.p. © € Q
m(z) < ug(z) < M(z). Alors, la bonne solution u du probleme CP? % (ug, f) est
une solution du probleme P”%(uq, f) vérifiant uw(0) = ug, u € C([0,7), L'()) et
Jw e LP(0,T; W'(Q)),3n € LNQ) telle que u= B(w), n € G(z,u) p.p. Q et

%/Q/Osz(r—f)dﬁ(T) +/Qa(.,Dw)DTl(w—g)+/Q77Tl(w—£)
< / fT(w—¢)  dans D'(0T)

pour tout £ € C*(Q) N K.
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Preuve: Soit u,,, une solution du probléme PFmn:Gmn (y, f). D’aprés le Théoréme
6.3.1 ,on a

uéﬂwmﬁw+a/zwamW§(7pp.ﬂﬂaﬂ

ot C' est indépendante de m et n, puisque w,, ,, est bornée dans L>(Q), donc wy,
est bornée dans Lp(O,T; Wl’p(Q)), par conséquent il existe w € Lp(O,T; Wl’p(Q))
et mais également une sous suite que nous dénotons par m,n, telle que wy,,, — w
dans L?(0,T; W'?(Q))- faible, a(., Dwy,,) — x dans (LY (Q)]™ lorsque m,n — 0.
Nous appliquons le Lemme 6.3.4 donc w,, , est monotone par rapport m et n alors
W, — w dans L'(Q) lorsque m,n — 0. D’autre part, On a u € D(Ag ) d’ou
w(t) € K p.p. t € (0,T). Il vient du lemme 6.3.3 que

//aa D) DTy (W — € //anmnTl Winp — §)
g/éwmwm— //@/w" — )dBoun(r),

OU Nimn € Grn(., Umn). De la méme maniére que pour le probléme elliptique nous
prenons £ € K alors

(6.45)

(nm,n - ﬁm,n)ﬂ(wm,n - 5) Z 0

, AVEC Ty € é(.,um’n) et

_ 1 _ oL
nm,n - nm,n + E (um,n M(I)) n (um,'fl m(x)) )

[ [t Dwmtﬂm / T
[ [ [ i ] oo

Comme pour p.p. x € €, D(G(x, )) = R alors 7),,,, est bornée uniformément dans
L>(§2), par suite 7,,,, — 7 dans L>(Q) faible* | et en utilisant le Lemme 1.6 (Cf.
[10]) on a 77 € G(x,.) p.p. € Q. Maintenant, nous passons 4 la limite dans (6.46)
quand m et n tend vers 0, nous obtenons

hmmf//aa D) DT (Wi — & //anle £)
w(t)
//O't/ Ti(r—¢ dﬁr+//alew—§,Vl>O.
Q

donc

(6.46)

(6.47)
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Il nous reste a montrer que

limin(f)//aa Dy ) DT (Wi, — € //aawa DT (w = &).

On procéde de la méme maniére que dans la preuve de la proposition 6.2.2 , et donc
il suffit de montrer que

lim inf/ oa(x, Dwy, ) DS (W p — &) > / oa(x, Dw)DS(w — &) VS € P.
Q

m,n— 0 Q

En effet, on a

/ oga(x, DWn) DS (W — &) > / oa(x, Dwpy, ) DwS (W n — &)
Q Q (6.48)
+/ oa(x, Dw)D(wpn — w)S (Wmpn — &) — / oa(x, Dwp, ) DES (Wi — €),
Q Q

et puisque S'(wy,, — &) — S'(w — &) p.p. sur Q, Dw,,,, — Dw faiblement dans
[LP(Q)]N et a(z, Dwy,,,) — x faiblement dans [LPI(Q)]N, nous passons a la limite
dans 'inégalité (6.48) nous obtenons

lim ing 0a(x,DWyy ) DS (W y — &) > / o (a(z,Dw)Dw — xDE) S (w — £)(6.49)
mnrJQ Q

Pour terminer la preuve du Théoréme, nous allons montrer maintenant que

liminof//Ja(.,Dwm,n)Dwm,ng//Ja(.,Dw)Dw. (6.50)
m,n— Q Q

Pour cela, nous utilisons la régularisation en temps de w défini par Landes (Cf. [17])
comme suit :

t
wi(z,t) ==k / Dy (z,5)ds
—00
pour p.p. (z,t), et on prolonge w par 0 pour s < 0. On voit que wy, € L?(0,T; W"?(Q))N

0
L*>(Q), de plus, il est différentiable pour p.p. t € (0,T) avec % = k(w —wy) €

LP(0,T; WHP(Q)) N L™(Q), wy,(0) = 0 p.p. dans Q, et w, — w € LP(0,T; W'(Q))
lorsque £ — oo. Prenons owy, fonction test dans la définition de la solution du
probléme PPmm Gmn(y, - ), alors nous obtenons

//aa Dwy, ) Dwk—i-//anmnwk
://Qafwwr//@um,n(awk)t.
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On fait tendre m,n vers 0, alors

[ [ooi= [ [[osas [ [ sionor-smig [ [ o 61

Pour le deuxiéme terme a droite de I’égalité (6.51), on a

//Qu(o'wk)t = //uatwknLk//uaw W)
_ //QUO'{Ujk—Fk//QU u — B(wy)) (w — )
s / 0Bl (w — i)

et d’aprés la monotonie de 3 on a (u — 3(w)) (w — W) > 0, alors

//Qu(a’u?k)t > //uatwk+k//aﬁ ) (w — )
> //Quatwk+//Qaﬁ(ui:)(wkt
| o o
> [ o [ rase

nous passons a la limite lorsque £ — oo, nous obtenons

liminf / /Q w(ow) > / /Q o /0 ) (6.52)

Il n’est pas difficile de voir que w;, € K, donc

U(nm,n - ﬁm,n) (wm,n - wk) 2 O P-p- Q

et d’aprés la montonie de r — G(z,7), r — (r— M(x))+, ro— —(r—m(z)),
r —rtetr — —r",ona

//O-nm,nwk://Oﬁm,nwk+//g(nm,n_ﬁm,n)wk
Q Q Q
:// Uﬁm,nwk‘{’//?('r]mm_ﬁmm)(’u)k—wmmz

// O\Mmmn — nmn Wm,n
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donc

liminof//anm,nwk g//anwk—l—hmmf// (M = T ) Wimm-  (6.54)
m,n— Q m,n—0

Maintenant, nous passons a la limite dans (6.51) lorsque k& — oo et nous utilisons
(6.52), (6.54) nous obtenons

//axnw >//afw+//at/rdﬁ //anw

—lim inf (Mmn = Tmn) Winn-
m,n—0 Q

(6.55)

D’autre part, nous appliquons le Lemme 6.3.3 au probléme PP Cmn(yq. f), nous

déduisons que
//O'CL. Dwy, ) Dwmn://afwmn
//Ut/ A B (7 //Unmnwmn

Nous passons a la limite quand m,n — 0, donc on a

i inf / / (., Dty ) Dty = / /Q ofw+ / /Q o, /0 " rdar)

—//anw—hmmf//a(nmm—ﬁm,n)wm,n

m,n—0 Q

ainsi, nous utilisons (6.55) ce qui entraine que

//awaZ lim //aa(.,Dwmﬂn)Dwmm.
Q m,n—0 Q

D’otu (6.50) est satisfaite. Ce qui achéve la démonstration de la proposition. m

Remarque 9 On suppose que D(G(m, )) =R pour p.p. x € Q. Alors, siu est une

solution faible du probléme C’PB’G(uO, f), u est aussi solution au sens du Théoréme
6.3.2 .
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6.4 Unicité de la solution

Pour montrer I'unicité, nous utilisons le concept des solutions intégrales, qui est bien
connu dans le contexte du probléme de Cauchy abstrait (Cf. [7]). Cette notion de
solution a été précédemment utilisée dans [8] pour démontrer 1'unicité de la solution
faible du probléme elliptique-parabolique, avec des conditions Dirichlet homogénes
au bord.

Définition 6.4.1 On dit que la fonction u € C([O T), L'()) est une solution inté-
grale du probleme C'P% % (uy, f) si pour tout f € Az ¢t , on a

d . 2 o _ ~ ,
i J o =< [ G- DS —a+ [ (f=ql dms D7)

et u(0) = uy .

Sous les hypothéses précédentes, As ¢ est accrétif dans L'(€2), il est bien connu (Cf.
[7], [8]) que les bonnes solutions et les solutions intégrales du probléme C' P? © (ug, f)
coincident. Pour montrer 'unicité, nous prouverons dans la proposition 6.4.1 que la
solution du probléme P %(ug, f) est une solution intégrale de C'P?% % (uy, f). Par
conséquent, d’aprés la théorie des semigroupes non linéaires (Cf. [8]), la bonne solu-
tion de P? % (uyg, f) est 'unique solution du probléme P? (uy, f).

Proposition 6.4.1 Soient uy € L>®(Q) et f € L=(Q). Si u € L>(Q) est une
solution de P”%(uq, f) au sens du théoréme 6.3.2 , alors u est une solution intégrale
du probleme CP% € (ug, f).

Preuve. D’apres le Théoréme 6.3.2 , on a

//aa.DwDle—g +//anT,w—§
< [ [ornw-e+ //@/Wnr— a(r)

pour tout § € WP(Q)NK, o € D0,T) avec ¢ > 0, ot € G(., u) et u = B(w)
p.p. Q. Soit f € Ag gu et § € G(.,u), u = B(w) p.p. 2 données par la définition
de Topérateur Ag . Prenons w comme fonction test dans (6.56) et multiplions

(6.56)

1
I'inégalité par , nous obtenons

//oa DwDTl //anTz w)
Ry Y
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Passons a la limite lorsque [ — 0, donc

w(z,t) w(,t)
[ e s~ [ sion(r — o) ds)

wo

= |u(zt) = Bli(x))| — |uo(x) — B(w(x))]
p.p. (t,z) € Q. De plus,

w(x,t)
[ e = a@)ase) < o

En utilisant le Théoréme de convergence dominé de Lebesgue, le premier terme
de droite de I'inégalité (6.57) converge vers //(|u(w,t) — B(w)] = |ug — B(w)|)oy.
Q

1 1
Et on a, // fajTl(w — W) et // 0777Tl(w — W) converges, respectivement,
Q Q

vers // foSigno(w — w) et // onSigne(w — w). Quand au premier terme de
Q Q

l'inégalité (6.57), nous utilisons la définition de 'opérateur Az ¢ donc

1
// oal., Dw)DZTl(w —w) > I + 1}, ot
Q

I = //Qa(a(., Dw) — af., D@))D%T,(w — )
= [ | Fopnio =)= [ [ oipno -

avec i) € G(., 4) p.p. Q . On voit que I} converge vers

//faSzgnow W) //anSzgnow w),

d’autre part, on a

et

1—0 [—0

lim inf [} > hm//Qa%Tl’(w — i) (a(, Dw) — al., Di))D(w — ) = 0.

On fait tendre [ — 0 dans (6.57), on obtient

~ [ [ Gute) = st uate) = sty [ [ in=ilo
| [ ot = fysiontow — 0

[ o= psionuty —pon+ [ ols =l
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ce qui implique que pour tout ¢t € [0,7), on a

[ty =il < [ua—al+ | ¥ [ = PiSignotutt) — i) + /[ e

Ce qui termine la preuve de la Proposition. [
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Chap. 7: Eq. de Reéaction Diffusion localisée

7.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude de la solution du probléme elliptique-parabolique
lorsque 7 et/ou d deviennent grands. On considére 'EDP suivante:

w —d diva(z, Dw) +rg(x,u) = f, uw=p(w) sur@:=(0,T)xQ
P4 (ug, ) a(z,Dw).i =0 sur ¥ := (0,7) x I'

u(0) = ug sur €,

ou 2 C RY est un domaine borné de frontiére lipschitzienne I', 7i est le vecteur
normale unitaire extérieur a 2, ug € L>(Q) , f € L=(Q) et f: R — R est une
fonction continue croissante avec 5(0) = 0 et

(Hay) Im(B) =R.
et g: 2 x R — R est telle que

() pour p.p. z € Q,s — g(x, s) est continue, croissante
g et pour tout s € R, g(.,s) € L'(Q2) avec g(.,0) = 0.

et le champ a : Q x RY — R satisfait les hypothéses (H,) — (Hs) du type Leray-
Lions (Cf. [3], [16]) énoncées au chapitre précedent.

L’ existence et I'unicité de la solution faible du probléme P® " (ug, f) ont été étudiées
dans le chapitre précedent. Dans le probleme Pj”"(uo, f), d >0 et r > 0 représente
respectivement le coefficient de diffusion et de réaction. On s’intéresse au comporte-
ment asymptotique de la solution lorsque les coefficients d et/ou r deviennent trés
grands (Cf. [2], [6], [7], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [18], [20], [21]). Le cas ou la
fonction g est indépendante de I'espace et le champ a(z,£) = £ a été étudié dans le
Chapitre 3.

Si on suppose que d > 0 et r — oo, alors formellement le probléme limite est

u —d diva(z, Dw) + G(z,u) = f, uw=pF(w) sur @

Ph( f) (7.1)
a(x, Dw).i =0 sur
ou, pour p.p. = € Q, G(zx,.) est un graphe maximal monotone donné par
0 sio m(x) <r< M(x)
G(z,r)=<¢ [0, +00) si r=M(x) p.p. .
(—o0,0] st r=m(x)
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qui s’écrit encore sous la forme suivante:

([ m<u<M, u=pw) )
(s — d diva(z, Dw) — f)(u—m)(u—M)=0
sur
(us — d diva(z, Dw) — f) >0 sur [u = m]
(us — d diva(z, Dw) — f) <0 sur [u = M] )
[ a(z, Dw).i =0 dans ¥

est appelé probléme d’obstacle. Il vient du chapitre précédent que si m(z) < ug(z) <
M (x) p.p. x € Q2. Alors, (7.1) admet une unique solution au sens suivant:
u € C([0,T),L*(2)) N L®(Q) telle qu’ il existe w € LP(0,7; W'P(Q)), u = B(w)

p.p. Q et
// Ti(r — €)d 5( >+d/ a(., Dw) DTi(w — €)
(7.2)
/lew ¢) dans D'(0,T) VI>0

pour tout & € C'(Q) N K.

Pour » > 0 et d — o0, alors le probléme limite est I’équation différentielle
ordinaire suivante:

o+ ]ég(x,c) di = ]é Fosur (0.7) (7.3)

Finalement, si on suppose que d — oo et r — 00, qui correspond a la compétition
entre la réaction et la diffusion lorsque ils deviennent trés grandes. Pour d = d(k)
et r = r(k), avec klim d(k) = klim r(k) = oo le probléme limite est I’ équation

—00 —00

différentielle ordinaire suivante:

¢t + Goo ][f sur (0,7 (7.4)
ol (G est le graphe maximal monotone défini par
0 si s € [mo, My
Go(s) =< (—00,0] si s=my

[0,+00) si s= M.
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avec

mo = min ([|[m(z), M(z)]) et My =max ([ |[m(z), M(x)]).

e €N

Il est clair, que en général la donnée initiale uy est incompatible avec les pro-
blémes limites (7.1), (7.3) et (7.4). Ainsi, une phénoméne de couche limite apparait
au voisinage de t = 0 (Cf. [5], [4], [9]) . Pour l'identification des données initiales cor-
respondantes aux problémes limites nous utiliserons les résultats du chapitre 3, par

conséquent nous allons traiter séparément le cas ot lim oo et lim =0

koo r(k) koo (k)

dans le dernier probléme .
Ce chapitre est une généralisation des résultats du chapitre 3 au cas d’ un opérateur
de type Leray-Lions et une absorption qui dépend de ’espace.

7.2 Reésultats principaux

Théoréme 7.2.1 Soient f € L(Q), ug € L®(Q) et u™ la solution du probleme
Pcid ’r(uﬂ)f>‘

1. Grande diffusion : Pour tout r > 0, lorsque d — oo, on a u®" — ¢ dans
C((O,T), Ll(Q)), avec ¢ € Cl([O,T)) est 'unique solution de I’EDO,
c+r ][g(x,c) = ][f sur  (0,7)
Q Q
(7.5)

d®==£wy

2. Forte réaction : Pourd > 0 et lorsque r — oo, on a u®™" — u dans C((0,T),L*(Q2)),
avec u est l'unique solution entropique du probléme d’obstacle (7.1) avec u(0) =
mV(ugAM) p.p. dans €.

3. Compétition réaction et diffusion: Si d = d (k) et r = r(k), ou lim d (k) =

k—o0

klim r(k) = oo, alors

u™ — ¢ dans C((0,T), L'())
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ot ¢ € C*([0,T)) est solution de I’ EDO

¢+ Gu(c) 2 ][f dans (0,7,

Q

avec

;1 d(k)* alors ¢(0) = m u
(a) Si ICIL% (8) =0, al (0) 0\/(]\40/\]{2 0),

(b) Si lim d (k) = 00, alors ¢(0) = tlim z(t) avec z est la solution du pro-

)
bleme d’ obstacle P**(z,0) ot zg = mV(ugAM), p.p. Q.

D’aprés le Chapitre précédent, la solution faible du probléme P (ug,f) est aussi
bonne solution du probléme de Cauchy suivant

up + A = f sur [0,7)
(j}ﬁtr<u07f)
u(0) = up.

avec, A%" est un opérateur m-T-accrétif et A% défini dans L'(f2) par

v, [ € Lp/(Q), g(.v) € Lp/(Q),EIw e WP(Q),v = p(w) p.p. N et
f=A%y &
d ., Dw)D = WP (Q).

/Qa(, w) £+r/Qg(ac,v)§ /fo, pour tout & € (Q)

De plus, D(A%") = L*(Q) voir le Lemme 6.3.1(Cf. Chapitre 6) .

Examinons maintenant le comportement asymptotique lorsque d et/ou r tends vers
oo de la solution du probléme stationnaire associé a P®" (ug,f) défini par

i v—d diva(z, Dw) +1rg(z,v) = f, v=LF(w) sur
Sa" (f

a(x, Dw).n =0 sur I

Théoréme 7.2.2 Soit f € L=(Q) et v*" la solution du probleme S (f).
1. Sid =d (k) et klim d (k) = oo, alors

v — (I +T][
Q

g(z,.) dx)_l(][f) dans L* ().

Q
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2. Sir =r(k) et klim r (k) = oo, alors v*" — v dans L'(Q) et v est l'unique

solution du probléme elliptique

v—d diva(z, Dw)+ G(z,v) > f, v=p0w) sur Q

a(x, Dw).n =0, sur I’

au sens de la Proposition 6.2.2 du Chapitre 6 .
3. Sid =d (k) etr=r(k), avec khm d (k)= hm r(k) 00, alors

v — (g + G ][f dans L'(S2).

Remarque 10 . (I + GOO)_l(]éf) = mo\/(]éf/\Mo)-

Preuve du Théoréme 7.2.2: Puisque d et/ou r dépendent de k, alors on note
par vy, (respectivement wy, ) la suite v&" (respectivement w?" ). D’aprés la Propo-
sition 6.2.1(Cf. Chapitre 6) on a vy et wy sont bornées dans L*(2) de plus wy est
bornée dans W'P(Q). Alors, wy, est faiblement relativement compact dans W'?(Q)
et puisque 3 est continue alors vy est relativement compact dans L'(€). Donc, il
existe une sous suite notée encore par k, telle que vy — v dans LY(Q), wp — w
fortement dans L'(€2) et faiblement dans W'?(Q) et v = B(w) p.p.Q. Nous allons
traiter séparément les différents cas du théoréme pour pouvoir caractériser u et w.

1. D’apres la Proposition 6.2.1 (Cf. Chapitre 6), on a

¢ (2N fll)
k) / Dul? <
Q

«

I

alors, lorsque & — o0, on obtient

/ |Dw|P < liminf/ | Dwy|? =0
Q k—o0 Q

d’ott les fonctions v et w sont constantes. Prenons £ = 1 comme fonction test
et passons a la limite il vient que v vérifie v + r][g(x, v) dr = ][f. ce qui
Q Q

termine la preuve de la premiére partie du théoréme.
2. Conséquence immeédiate du corollaire 6.3.1 (Cf. Chapitre 6 ).
3. Puisque

9

Cl <QapaN7Hf||oo>
k:)/ | Dwy|P <
Q

«
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alors v et w sont constantes. De plus, ¢g(.,0) = £(0) = 0 alors la Proposition
6.2.1 nous donne

|k [y +7(R) 9(ve) ) < | f e

donc lorsque k — oo on a g(., vx) — 0 dans L(Q), par suite, g(.,v) =0

et v € [m(x), M(z)] p.p. Q, or v est une constante donc v € ﬂ [m(z),M (x)].
xeQ)

Soit ¢ € W'P(Q) et prenons (wy, — &) comme fonction test dans la définition

de la solution du probléeme S%"(f) alors on a

/Q olwe — &)+ d(k) / a(, Dwy) D(wy, — €)

Q

+r<k>/ﬂg< (we— € /fwk

D’autre part, on prend & constante telle que £ € K, alors 3(£) € [mg, My,
d’ou g(x, 6(6)) =a(z,0) =0 p.p. z € Q et il vient de la monotonie de a, 3, g
que

/Qg(., o) (W — &) >0 et /Qa(., Dwy)D(wy — &) >0

on obtient que

AW“%_@Slf@%_@

on passe a la limite lorsque k£ — oo, on trouve que
(-9 {1 <0
Q
— Si ¢ € B (my) alors on a

v =ma)(v = <0

De plus v € [mg, My] donc soit v = mg ou bien v > my et dans ce cas

—éfsa

~ Si ¢ € B (My) alors on a
(U—Mo)(v—][f) <0.
Q
Donc soit v = M; ou bien v < M, et dans ce cas v — ][f > 0.
Q
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Finalement, on obtient que

v+ Goo(v) 2 ][f.

Q

Ce qui termine la preuve du théoréme. [

Conséquence immédiate de ce théoréeme est le Corollaire suivant:

Corollaire 7.2.1 1. Pour tout r > 0, lorsque d — oo, alors lopérateur A®"
converge vers 'opérateur T-accrétif A" défini, dans L'(Q2), par

fGAOO’Tv(:)fGLl(Q),vEc,CGRetr/g(m,c)dx:/f.
Q Q

2. Pour tout d > 0, lorsque r — oo, alors on a A*" converge vers Uopérateur
T-accrétif A% défini, dans L'(Q), par

((v.f e LP(Q),3we W (Q),v=[Fw) pp.Q et

feA™ & d/a(.,Dw)DTl(w—g)g/le(w—g) Vi >0,
Q Q

| pour tout £ € WP(Q)NK.

3. Sid =d (k) etr=r(k), avec klim d (k)= klim r(k) = oo, alors A" converge

vers l'opérateur T-accrétif A, défini par

feAve fel'(Q),v=c ceR et][feGoo(c).
Q

On voit que I'opérateur A%" peut s’écrire sous la forme
AT = dA+rB (7.6)
avec A= A" et B : L'Y(Q) — L'(Q) est défini par Bu(z) = g(z,u(x)) p.p. Q ot
D(B) = {u € L'(); (- u() € L'(@)},

et D(A) C D(B).

Lemme 7.2.1 Lorsqueec — 0, ona ¢ A +B — B, au sens de la résolvante.
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Preuve: Pour f € L>(2), on considére u. la solution du probléme

u. —ediva(z, Dw.) + g(z,u.) = f u. = f(w.) sur
(7.7)
a(x, Dw.).n =0 sur I'.

Nous utilisons les mémes argument du lemme 6.3.5 (Chapitre. 6) et nous montrons
que

Y

[ 10w < W) _ €1
Q

Ex €

/ i/ 1 i
([ leat. D)l')? < o (el + 5 CY )

d’on ea(., Dw,) est bornée dans [L¥ (Q)]V, [te|| L) < [|f[lzeo@) et [[well o) <
C(I|f]|(e)- Alors ea(., Dw.) converge faiblement vers 0 dans (LY ()Y lorsque

e — 0. De plus, nous passons a la limite dans la formulation faible du probléme
(7.7) et on a

lim (ug+g(.,u5))€= /fo

e—0 /g
alors lorsque ¢ — 0 on a u. + g(., u.) — f dans LP(Q)-faible, de plus |[|lu. +
9wl ) < Il o> on déduit que ue +g(., u:) converge fortement vers f dans
L¥(Q) par conséquent L*(Q). D’autre part, soit u € L'(Q) telle que u+ g(.,u) = f,
alors on a
Us — U = Ue + g(v UE) - f - (g(7 UE) - g(7u>)
et donc
[ue — ulpro) < ue +g(., ue) = floa-

Nous passons a la limite lorsque ¢ — 0, nous obtenons u. converge vers u :=
(I + B)™! f dans L'(9). Ce qui termine la preuve. n

Lemme 7.2.2 Lorsqueec — 0, ona A + ¢ B — A, au sens de la résolvante.

Preuve: Puisque, r — ¢g(.,r) est continue croissante, alors d’aprés la Remarque
3.2.1(Cf. Chapitre 3) l'opérateur B est strictement accrétif et A + e B — A, au
sens de la résolvante. [

Proposition 7.2.1 1. D(A4>) = {z € L'(Q); m(x) < z(z) < M(x) p.p. Q}

2. D(A=") =R
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D(A>) = [mg,My).

Preuve:
1. Consequence du lemme 6.3.5 (Cf. Chapitre 6).
2. D’aprés (H,) on a pour tout s € R, x — g(w,s) est dans L'(£2). Alors, pour

tout ¢ € R, r/ g(x,c)d x est bien défini et il existe f € L'(Q), telle que

/f = 7“/ z,c)d z, alors f € A% (c) et A" (c) # 0.
3. On voit que D(A®) C [mg,M,]. Maintenant, pour ¢ € [mg,Mo], Goo(c) est
non vide et pour tout e € G (c), il existe f € L*(Q), telle que ][f = e, alors

f € A%(c) et on déduit que A>(c) # 0, et ¢ € D(A™). !
]
Pour la preuve du résultat concernant la forte réaction et afin d’appliquer le Théo-
réme 3.2.2(Cf. chapitre 3), nous allons étudier le comportement asymptotique lorsque
t — oo de la solution du probléme d’ obstacle P%>. Nous rappelons que, [mg, Mo

est inclu dans I'ensemble des solutions stationnaires du probléme Pj’oo, c’est a dire

que pour tout z tel que my < 2 < MyetVt>0onae™" AL = 2. En effet, puisque

my < z < M, alors on vérifie facilement que (I +eA%>)~'2 = 2, pour tout £ > 0,
alors

. t -n
e tAY L — Il im (I + —Ad’oo> z=2z.
n

n—oo

Proposition 7.2.2 Soit ug € L™(Q) et uy(z) = m(z)V(uo(z)AM(z)) p.p. Q.
Alors, il existe une unique constante v € [myg, M) telle que

e_tAd’oogo — v dans LY(Q), lorsque t — oo.

Pour montrer cette proposition , nous aurons besoin du lemme suivant:
Lemme 7.2.3 1. Pour tout sous ensemble borné B de L*™(Q2) on a
(I+ sAd’oo)fl(B) est relativement compact dans L*(9).
2. Pour tout zg € L*>(Q) telle que m(x) < zo(z) < M(zx) p.p. x € Q, Uorbite

v(z0) = {e_t ATt > O} est relativement compact dans L*(Q).

Preuve.
1. Prenons (f,) C B et soit v, = (I +€Ad’°°)_1 fn. La fonction v,, est obtenue en
passant a la limite dans S7(f,) lorsque 7 — oo donc |[v, () < || fall =)
Puisque f, est bornée dans L*>()) alors v, l'est aussi et en utilisant le fait
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que Im(f) = R nous déduisons que w, est bornée dans L>(Q2). D’autre part
prenons ¢ = 0 comme fonction test dans la définition de la solution du probléme
Sho0(f.) et d’aprés la monotonie de a, g , 3, la propriété (H;) et (H,) nous
obtenons

o [IDwnlrae < [ wnfo < llunllixllfallu:
Q Q

d’ott w,, est bornée dans W'?(2) par suite w, converge vers w dans LP(2)
alors v, = B(w,) converge vers v = $(w) dans L'(Q). Par conséquent, pour

tout e > 0 fix¢ on a (1 + 5Ad’°°)_1(B) est relativement compact dans L*(12).

2. Il vient que

—t Ad o0 —t A%

lle 20| [ Lo () < }E&He 20|y < || 20]|Le()  pour tout ¢ > 0.
D’apres 1) on a (I + €Ad’°°)_1(*y( 2)) est relativement compact dans L'(€).

D’autre part, on a
%) -1 , 00 .
et 4 20— (T4 A ) (74" 20) 1y < e inf {[Jolluroy = v e A%<z},

On déduit que 7( z) est relativement compact dans L'(£2). Ce qui nous donne
le résultat désiré.
n

Pour tout zy € L'(Q) telle que m(x) < z(z) < M(x) p.p. z € €, on défini
I’ensemble w- limite de z, par

w(z)= {v c L'(Q); v=L"— lim e ' Ao zo pour des suites t, — oo}

tn,—00

Remarque 11 [ est possible que cette ensemble soit vide et il est bien connu que
si y( zo ) est relativement compact alors w( zy ) est un sous ensemble compact et
non vide de L'(Q), alors il vient du lemme 7.2.3 que pour tout z, € L(Q) on a
w( zg) # 0. De plus, w( z9) C [mg, My).

Preuve de la Proposition 7.2.2 . Soit uy € L*(2) alors ils existent u € L>(Q),
w e LP(0,7, W"?(Q)) N L>(Q) telles que u = B(w) p.p. Q et u(t) = et ATy,
Puisque u, w sont obtenus en passant & la limite dans le probléme P (u,, 0) lorsque
r — oo, d’apreés le Théoréme 6.3.1 (Cf. Chapitre 6) on a

0 o0 1
/ /|Dw|p < liminf/ /|Dwd’r|p < —/j(u ).
0
0 Q r—00 Q o Jo

0
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Alors, il existe une suite t,, — oo telle que / |Dw(t,)[P — 0 et w(t,) est bornée
Q

dans W'(Q), lorsque t, — oco. Nous utilisons le Lemme 7.2.3, il existe une sous
suite (¢,,) telle que, lorsque t,, — oo, on a u(t,) — v dans L'(2), w(t,) — w:=c
faiblement dans W'?(Q), fortement dans L”(2) et v = 3(w) p.p. dans 2, d’ou v est
constante et v € [mg, Mo]. D’autre part, pour tout ¢t > ¢, , on a

o o doo _ d,
e A" uy — vl = [le” i) AT T e AT g — wf| g

= [[e () AT ety ATy (Tt ) AT

< [Je™tm A" uy — o] | 1oy

alors, lorsque ¢, tend vers oo, on obtient

. —t Ad,oo .
thm lle Uy — |1 (@) = 0.
— 00
Ce qui achéve la preuve de la Proposition. n

Maintenant, on est en mesure de donner la preuve du théoréeme 7.2.1 et nous
allons commencer par étudier la premiére partie de ce résultat.

7.2.1 Grande diffusion

Dans ce paragraphe, on fixe r et on fait tendre d vers oo . D’aprés le Théoréme
3.2.3(Cf. chapitre 3), on considére le probléme suivant :

u; — diva(z, Dw) =0 u=[f(w) sur Q
a(z, Dw).n =0 sur ¥ (7.8)

u(0) = ug sur €.

Le comportement asymptotique lorsque ¢ — oo de la solution du probléme (7.8) est
donnée par la moyenne de uy. Plus précisement, si u est la solution du probléme

(7.8). Alors,
lim u(t) = ][uo.
t—o0 Q

La preuve de ce résultat est bien connue dans le cas de I'opérateur Laplacian (Cf.
[17], [19]) et aussi pour opérateur de Lerray-Lions avec § = Ig (Cf. [1]). Dans le
cas oul (3 est une fonction continue croissante telle que Im(3) = R, la preuve se fait
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de la méme maniére que pour le probléme d’obstacle (Cf. Proposition 7.2.2).

Nous appliquons le Théoréme 3.2.2 (Cf. Chapitre 3) et nous montrons la Proposition
suivante :

Proposition 7.2.3 Soit u®" la solution du probléeme Pj”’(uo,f). Alors, lorsque d —
0,

u" — ¢ dans C((0,T), L'(Q))
ouc € C'([0,T)) est l'unique solution de I” EDO

c+r ][g(:c,c) dx = ][f sur  (0,T)
Q Q

c(0) = ]éuo.

tlirglo c(t) =mo Vv (MO A ]S[)u()).

(7.9)

De plus, si f =0 on a

d,

Preuve: Nous rappelons que u®" est aussi bonne solution du probléme C’Pg’r(uo, f).

,
D’aprés le Lemme 7.2.2 'opérateur A+ EB converge vers A lorsque d — oo. Puisque

tlim e g = ][ ug et ][ uy € D(A>7), alors nous appliquons le Théoréme 3.2.2
=00 Q Q

(Cf. Chapitre 3) nous déduisons que u™ — u dans C((0,7); L'(2)), avec u est la
bonne solution du probléme

u+ A"u > f sur (0,7)

u(0) = ]{zuo.

or, pour tout f € L(Q), (I + A AST)1(f) = (I + A A=) ][Q f =+

(7.10)

A / g(x,.)d x)_l(][ f), alors la bonne solution de (7.10) est solution de
Q Q

c+r ][g(x,c)dx = ][f sur (0,7)
Q Q

c(0) = ]é uo.

(7.11)
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Ce qui termine la premiére partie de la preuve.

Maintenant, pour démontrer la deuxiéme partie de la proposition nous supposons
que f = 0, alors d’aprés la théorie des opérateurs maximaux monotones (Cf. [8])il
existe une fonction mesurable ¢, € R, telle que, lorsque ¢t — oo, ¢(t) — co, et

[g(x,coo)dx = 0. Il reste a prouver que ¢, = mo\/(][ upAMp). Si mg < ][uo < M,,

alors, c(t) = ¢(0) := ][ 2 0

Uug, pour tout £ > 0 et coo = ][
Q

up. Maintenant, si ][uo > My,
Q

Q

alors ¢(t) > My, par suite ¢, > My > 0, d’autre part on a [g(a:,coo)dx = 0 donc
9(x,¢00) = 0 p.p. Q, et ¢ < My, par conséquent ¢, = My. De la méme maniére, on

montre que si { ug < myg, alors ¢, = myg et la preuve de la Proposition est terminée.

Q
|

7.2.2 Forte réaction

Maintenant, nous fixerons d > 0 et nous allons traiter le probléme P (ug,f)
lorsque le coefficient de réaction devient trés grand, pour cela nous considérons
d’abord le probléme sans diffusion suivant :

{ v+ g(, ) =0 sur (0,7)

(Eq) ¥(0) = .

Il est clair que I'étude du comportement asymptotique de (£,) lorsque t — oo est

relié a I'ensemble de ses points d’équilibre. Pour p.p. z € Q on a g(z,.) est continue

croissante, alors d’aprés la théorie des opérateurs maximaux monotones (Cf. [8]) pour

tout up € L*>(Q), il existe C((0,00), L*()) solution de (E,) au sens suivant: pour
0

toutt > Oet p.p.z € Q, au(t,x)—i—g(:c,u(t,:c)) = 0. De plus, u € W ((0,00),L"())

et de la méme maniére que Lemme 3.3.2 (Cf. Chapitre 3) nous montrons que

lim u(t, z) = m(z) V (uo(z) A M(z)) pp. z€Q.

t—o00

Proposition 7.2.4 Soient f € L™(Q), uo € L=(Q) et u™ la solution du probléme
P& (ug, f) . Alors, lorsque r — 0o, u®" — u dans C((0,T), L*(Q)) et u est l'unique
solution du probleme P> (ug, f) au sens (7.2), avec ug(z) = m(z)V (uo(z) A M (z))
p.p. €.

Preuve: D’abord, nous rappelons que

lim e Pug = m(x) V (ug(x) A M(2)) :=u(z) p.p. z € Q.

t— o0
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D’autre part, on a A% — A% et u, € D(A%), alors nous utilisons le Théo-
réme 3.2.2 (Cf. Chapitre 3) nous obtenons que lorsque r to 0o on au®” — u dans
C((0,T); L'(£2)), et u est la bonne solution du probléme

u+ A >u 3 f  sur (0,7)
u(0) = wy.

Maintenant, d’apres le Théoréme 6.3.2 (Cf. Chapitre 6) on a u est aussi solution du
probléme P%*(u,, f) au sens (7.2). Ce qui termine la preuve de la Proposition. m

7.2.3 Compétition réaction-diffusion

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le cas ou le coefficient de réaction et
de diffusion sont trés grands. Dans ce cas, on distingue entre le cas ou I’ un des
coefficients est plus important que l'autre. On suppose que d = d(k) et r = r(k),
avec klljgl() d(k) = ]}1_{{)10 r(k) = oo. Et, on considére d’abord le cas ou

lim d (k)

fim o = 0, (7.12)

alors, on a:

Lemme 7.2.4 Sous la condition (7.12), u*" — ¢ dans C((0,1); L'()), avec ¢ est
la solution de 'EDO

¢+ Goolc) 2 ]{2]” sur (0,77)

ot, u, est donnée par la Proposition 7.2.2.

k
Preuve : Nous rappelons que d(k)A + r(k)B — A, klim % = 00, tlim e Buy =
mV (uoAM) et u, = tlirn e AN (mV(upAM)) € D(A>). Alors, le résultat du lemme
est une conséquence directe du théoréme 3.2.3 (Cf. Chapitre 3). n
Afin de terminer la preuve du théoréme 7.2.1, nous considérons le cas ou
. d(k)
]}LHOlO R 0. (7.13)
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c’est a dire que la diffusion est plus importante que la réaction. [

Lemme 7.2.5 Sous Uhypothése (7.13), u®™ — ¢ dans C((0,T); L' (Q)), avec c est la
solution de I” EDO

¢t + Gool(c) 2 jéf dans (0,T) -

¢(0) = moV( ]{2 o AM).

Preuve: D’aprés le Lemme 7.2.2 on a A+e B — A, au sens de la résolvante lorsque
e — 0. D’ autre part, rappelons que tlim e yy = ][uo et ][u(] ¢ D(A>). Alors,
o0 Q Q

nous considérons l'opérateur défini par:

d (k)
r(k)

Puisque — 00, alors le Corollaire 7.2.1 nous donne

Hk — Aoo’l.

Nous utilisons le Théoréme 3.2.3 (Cf. Chapitre 3) et nous considérons le probléme
de Cauchy suivant:
ug + A'u >0 sur (0,00)

u(0) = ]{2u0.

Puisque la bonne solution de (7.15) est une solution de I’ EDO suivante:

(7.15)

¢+ ][g(a:, c)Jdz =0 sur (0,00)
Q

¢(0) = ]{2 "

alors d’aprés la proposition 7.2.3 on a lim ¢(t) = mg\/(][ upAMy) € D(A>), ce qui
Q

t—o00

achéve la démonstration du lemme. =
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