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Intfroduction

Les phénomeénes de contact-impact sont omniprésents dans le vécu quotidien de chacun, mais
également dans divers secteurs du génie civil ou industriel. Ils se manifestent, par exemple, lors
de la marche, du roulage des véhicules, des interactions des sols et des fondations, des séismes,

des procédés de mise en forme, des joints de grains ou encore des crashs des véhicules etc...

Pour leur calcul, les problémes de contact-impact présentent plusieurs difficultés inhérentes a
leurs caracteres non-linéaires, irréguliers et multi-échelles, rendant leur résolution analytique
souvent impossible et celle numérique ardue. La communauté des chercheurs et des ingénieurs
mécaniciens s’est intéressée de maniére intense a la résolution de ce type de problémes durant
les derniéres décennies. Pour des solutions analytiques ou semi-analytiques, on pourra consulter
l'ouvrage de Johnson [67] pour le contact en statique ou quasi-statique, et celui de Goldsmith
[65] pour I'impact. L’impossibilité de calculer analytiquement des solutions aux problémes de
contact-impact, d’une part et le développement de méthodes et d’outils numériques, d’autre
part, ont conduit au calcul approché de ces problémes. Une littérature abondante a été consacrée
aux formulations, analyses, approximations et résolutions numériques des problémes de contact
en statique ou quasi-statique, et ce depuis le début des années 70. Pour une couverture large
mais non exhaustive, nous renvoyons a l'ouvrage récent de Wriggers [106]. Pour les problémes
de contact en dynamique, nous renvoyons & [74] pour une bibliographie numérique récente
sur le sujet. Nous renvoyons également aux travaux de Moreau, Jean et leurs collaborateurs
(e.g. [83, 65, 110, 64, 84, 103, 85]) pour des éclairages sur les aspects irréguliers inhérents & la

mécanique du contact en dynamique.

Ce travail s’inscrit comme contribution au calcul numérique des problémes de contact-impact
entre solides déformables en grandes transformations. Il entre dans le cadre d’une collaboration

entre le laboratoire MSS-Mat de I'Ecole Centrale Paris et le département Analyses Mécaniques
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et Acoustique (AMA) de la division recherche et développement d’EDF ! (Clamart). Il poursuit

des travaux de collaboration antérieurs, développés dans un cadre quasi-statique [80, 50].

Une premiere motivation industrielle de ce travail est le calcul d’assemblages combustibles d’'une
cuve de réacteur nucléaire. Pour ce systéme, les sollicitations extérieures, dues au fluide calo-
porteur, induisent des chocs au sein des liaisons entre les crayons combustibles et les grilles de
maintien (figure 1). Ces chocs (localisés en temps et en espace) constituent une source d’en-
dommagement pour les assemblages. Une seconde motivation est liée & la descente de la grappe
de commande. La trés haute exigence de siireté des installations nucléaires rend impérative la

connaissance précise de certains champs mécaniques, particulierement des forces de contact.

Ce document se compose de cinq chapitres. Le premier comporte un bref état de l'art des
méthodes numériques dédiées au traitement des problémes de contact en dynamique. Ces méthodes
correspondent au croisement des formalismes de la mécanique du contact et des schémas d’intégration
en temps dont nous rappelons quelques éléments. Les différentes méthodes, développées durant
cette these dans Code_Aster?, sont analysées & la lumieére d’un cas académique d’impact de deux

barres.

Le second chapitre propose de nouvelles écritures en ”équations” des lois locales de contact per-
mettant de dériver une formulation lagrangienne continue, qualifiée de stabilisée, généralisant
celles lagrangienne classique et (quasi-) lagrangienne augmentée. La nouvelle formulation offre

ainsi un cadre pour unifier les implémentations numériques des méthodes lagrangiennes exactes.

Dans la premiere partie du chapitre 3, en suivant en essence les travaux de Moreau et Jean,
nous proposons une formulation continue hybride faible-forte, adaptée aux problémes d’impact.
Elle dérive d’une écriture (équivalente) en ”équations” des lois de Signorini-Moreau, moyennant
Iintroduction de champs de signes de type level-sets, définis sur la zone potentielle de contact.
Les lois de frottement de Coulomb sont également écrites en ”équations” et sont intégrées dans
la méme formulation. Un intérét particulier de cette formulation est que, par discrétisations,
elle permet d’assurer le respect des conditions cinématiques de contact en placements et en vi-
tesses relatifs, & la fois. Dans une deuxiéme partie du chapitre 3, des éléments de contact-impact
sont dérivés a partir de la formulation continue. Nous utilisons une variante du #-schéma pour

la discrétisation en temps. La discrétisation en espace est faite par le biais de la méthode des

1. Electricité de France.
2. Code éléments finis thermo-mécanique ’EDF
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éléments finis et d’une méthode de collocation. La premiére sert pour approcher les champs
primaux et duaux et la deuxiéme pour approcher les champs de signes (irréguliers en temps et
en espace). Un algorithme mixant des stratégies de points fixes et une méthode de type Newton

généralisée est utilisé pour la résolution numérique des problemes discrets.

L’aspect multi-échelle (en espace) des problémes de contact-impact est abordé dans le chapitre 4.
Nous proposons, tout particulierement, un modele d’interface multi-niveau permettant de rendre
compte des comportements locaux et globaux des interfaces de contact. Ce modele présente un
intérét numérique particulier pour la résolution des problémes de chocs, traités par des formu-
lations classiques. L’application de la méthode Arlequin [17] aux problémes multi-échelles de
contact est présentée dans une seconde partie. La possibilité qu’offre cette méthode pour traiter
des phénomenes locaux (hautes fréquences) dans les zones critiques d’impact et des phénomeénes
globaux (modes d’ébranlement) loin de la zone critique, et ce sans piégeages d’ondes, est I'un

des points marquants de ce chapitre.
Le dernier chapitre est dédié & des applications numériques académiques et aux premieres appli-

cations industrielles. Une partie des développements informatiques des formulations proposées

a été intégrée, dans le cadre de cette thése, dans Code_Aster.
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Formalismes et schémas d’intégration
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Les méthodes numériques dédiées au traitement des problemes de contact en dynamique ont
fait Pobjet de trés nombreuses publications (e.g. [69, 112, 10, 74]). La bibliographie sur le sujet
a été d’autant plus abondante que plusieurs formalismes de ces problémes ont été croisés avec
une grande variété de schémas numériques d’intégration en temps: chaque croisement donnant

lieu & une méthode particuliére.

Dans ce chapitre, nous en balayons les plus courantes. Nous les analysons en vue de situer nos

contributions.

Afin de ne pas alourdir notre exposé, nous avons choisi de présenter dans une premiére partie
les formalismes classiques sur la base d’un probléme de contact statique et sans frottement. Les
croisements de schémas d’intégration en temps avec les formalismes sont listés, testés et analysés

a la lumiere d’un exemple simple: celui de I'impact de deux barres élastiques.

1.1 Formalismes et schémas d’intégration temporelle

1.1.1 Formalismes en mécanique du contact

Nous considérons un solide déformable B, occupant ’adhérence d’un ouvert Q de R? (d = 20u3),
susceptible de rentrer en contact avec un obstacle @ au niveau d’une surface potentielle de

contact ', (voir figure 1.1).

Fi1G. 1.1 — Probléeme-modeéle de contact

En supposant que le solide est élastique, suivant la loi de Hooke et évoluant en petites per-

turbations, les équations locales d’équilibre du solide en statique, la loi de comportement, les
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équations de compatibilité et les conditions aux limites s’écrivent comme suit :

dive + f =0 dans € (1.1)
c=R:¢ (1.2)
€= %(Vu + (Vu)T) (1.3)
on=g sur T, (1.4)
u=0 sur T, (1.5)

ou o est le tenseur des contraintes, € est le tenseur des déformations linéarisées, R est le tenseur
des raideurs élastiques vérifiant les propriétés classiques, u est le champ des déplacements, f est

la densité d’efforts volumiques et g est la densité d’efforts surfaciques données.

A ce systéme, il faut rajouter les lois de contact sur I'.. Pour cela, nous notons d,, la distance
orientée de la surface potentielle de contact & 'obstacle. Observons qu’en HPP (hypothéses des

petites perturbations), nous avons:
d, = u.n — go (1.6)

ou n est la normale intérieure & I'obstacle et go est le jeu initial entre le solide et ’obstacle (voir
figure 1.1).

La formulation aux déplacements faible du probléme mécanique décrit ci-dessus, en supposant

que le contact n’est pas actif (o.n = 0, sur I',), est la suivante:

Probléeme 1

Trouver u € CA;

J(u) = JIE%I}“J(UJ) (1.7)

ou CA est I'espace des déplacements cinématiquement admissibles et ou:

J(v) = %a(v,v) .

avec

a(u,w) = /Qa(u) 1 e(v)dQ

I(v) = /Q Fod + /F g.vdl
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On sait que ce probléeme admet une solution unique. Comme 1’énergie potentielle J est Gateaux-
différentiable et que C.A est un espace de Hilbert (cf. e.g. [1]), nous savons que cette solution

satisfait I'identité dite d’Euler. Plus précisement, le probléme 1 est équivalent au suivant :

Probléme 2
Trouver u € CA; Yw € CA

Dy J(u).w = a(u,w) — l(w) =0 (1.8)

ou D, J désigne la dérivée au sens Gateaux de J.

En tenant compte & présent du contact unilatéral exact, le probléme 1 devient :

Probléme 3
Trouver u € CAN Ky ;

J(u) = peiin J(w) (1.9)
ou
K,={w; dy(w) <0 sur [} (1.10)

A cause de la contrainte unilatérale (d,(w) < 0), nous ne pouvons plus utiliser Iidentité d’Eu-
ler. Nous pouvons relacher la contrainte d’unilatéralité pour en tenir compte dans 1’énergie. Ceci

nous ramene au probléme suivant :

Probléme 4
Trouver u € CA;

J(u) = HIIIEIICI-}L‘ [J(w) +IKu(w)] (1.11)

ou I, est la fonctionnelle caractéristique de K, définie par:

Ik, (w)=0 si weK,

Ik, (w) = +o00 sinon
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Mais nous ne pouvons toujours pas utiliser I’identité d’Euler pour caractériser la solution
du probleme 4 et ce a cause de l'irrégularité de Ig,. Cette fonctionnelle n’est pas Gateaux-
différentiable. Elle est sous-différentiable (cf. e.g. [48, 41]) et nous pouvons écrire le probleme 4

sous forme d’inéquations (et non d’équations) variationnelles comme suit [47]:

Probléeme 5
Trouver u € CAN K, ; Vw € CAN K,
a(u,w—u) —l(w—u) >0 (1.12)

Ce systéme se préte mal & la résolution numérique. Des formalismes approchés et d’autres exacts

ont été développés. Nous allons rappeler brievement les plus classiques d’entre eux.

Formalisme par pénalisation

L’écriture (Probléme 4) du probléme de contact rajoute en fait une ”pénalité” infinie & 'énergie
dés qu’'un champ virtuel w ne respecte pas la contrainte de non intrepénétration. Le formalisme
par pénalisation (ou la méthode de pénalisation) classique consiste a lisser (ou régulariser) I, .

Ceci se fait simplement en introduisant la fonctionnelle de pénalisation :
. K 2
intw) = [ 5[ ()] ar (1.13)
Te

oll k est un réel strictement positif, appelé parameétre de pénalisation et o1 (.) désigne la partie

positive de (.).
Le probléeme pénalisé s’écrit alors:

Probléeme 6
Trouver u, € CA;

Ji(ug) = 15215}4 Ji(w) (1.14)

Je(w) = J(w) + jr(w)

avec j, définie par (1.13).
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Il s’agit d’un probléeme d’optimisation d’une fonctionnelle Gateaux-différentiable sur un espace
de Hilbert. Nous pouvons donc utiliser I'identité d’Euler pour caractériser la solution. En outre,
pour tout k, le probléme 6 est bien posé et la solution approchée u, tend vers u (solution du

probleme 3), selon la norme associée & CA, lorsque & tend vers I'infini (e.g. [54]).

La limite pratique majeure de la méthode de pénalisation est liée & la difficulté du choix du
parametre de pénalisation. Un parameétre relativement grand détériore le conditionnement du
probléme. Un parametre relativement petit génere des interpénétrations non recevables entre les

deux solides. Signalons enfin qu’il existe d’autres types de régularisation que par pénalisation
(e.g. [106]).

Formalismes lagrangiens

Il existe trois types de formalismes lagrangiens.

Formalisme purement lagrangien 11 consiste a introduire un multiplicateur de Lagrange
permettant de controler la contrainte dy, (u) < 0. La méthode de Lagrange transforme la contrainte

sur le champ de déplacement en une contrainte sur le multiplicateur (cf. [48]).

Le probléme 3 est équivalent au probleme suivant :

Probléme 7
Trouver (u,\) € CA X Kjy;

L = inf L 1.1
(u,A) Sup nf (w,p) (1.15)
ou
Ky={peH; p<0 (ausensdeladualité)} (1.16)
H = H 2 (T,) (1.17)

avec < , > référant au crochet de dualité entre 1’espace des multiplicateurs de Lagrange H et

I’espace des traces des déplacements normaux sur I'..

Observons que le formalisme lagrangien méne a un probléme de recherche de point-selle dans

lequel les multiplicateurs sont unilatéralement contraints (les déplacements ne 1’étant plus).
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L’écriture de la stationnarité du lagrangien en la solution (u,A\) ne méne pas, de ce fait, & des

équations variationnelles, mais & des inéquations variationnelles comme dans le probléme 5.

Formalisme lagrangien augmenté L’avantage essentiel du formalisme lagrangien augmenté
classique [92, 61] par rapport a celui lagrangien rappelé ci-dessus, est qu’il méne a I'optimisation
d’un lagrangien régulier et sans contraintes d’inégalités sur les multiplicateurs [49, 3] (cf. aussi

[97, 93] pour un formalisme proche).
Le probléme de contact s’écrit en effet :

Probleme 8
Trouver (u,\) € CA X H;

L(u,)\) = inf L 1.1
(u,N) Elelgwlgc p(w,p) (1.19)

ou le lagrangien augmenté L, s’écrit formellement comme suit :
1, 5 1 o
Ly(w,p) = J(w) — %Hullu + ﬂll(# — pdn(w))~ I3
ou (.)” désigne la partie négative de (.) et ou p est un parameétre strictement positif dont le

choix en pratique n’est pas renseigné.

Formalisme lagrangien perturbé Du point de vue numérique, les formalismes purement la-
granien et lagrangien augmenté donnent lieu & des matrices tangentes non définies positives,
exigeant de ce fait des solveurs appropriés. Le formalisme lagrangien perturbé permet de pallier
cette difficulté numérique. Il consiste & perturber la solution du lagrangien par un terme ren-

forcant sa coercivité par a rapport au multiplicateur de Lagrange [100, 68, 69].
Le probléeme a résoudre est le suivant :

Probléme 9
Trouver (ue,Ae) € CA X Ky ;

L(ue,Ae) = sup inf L.(w,pu) (1.20)
HEK ), weC

€
Le(w.p) = J(w) = Sl
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et ol € est un parametre strictement positif, arbitrairement petit.

Remarquons que, contrairement au formalisme lagrangien augmenté o1 il n’y a pas de contraintes,
ce formalisme conserve la contrainte sur le multiplicateur comme I'exige le formalisme purement
lagrangien. La solution donnée par cette méthode est approchée. Elle tend vers la solution exacte

lorsque € tend vers 0 [100].

Remarque 1.1

Les formalismes présentés peuvent (quasiment) étre étendus auzx lois de frottement. Nous ren-
voyons particuliérement au travail d’Alart et Curnier [3] pour le formalisme quasi-lagrangien

augmenté.

Ces formalismes menent selon que 1’on utilise la technique de pénalisation ou celle du multipli-

cateur de Lagrange aux problemes types suivant :

e Formalisme par pénalisation
Fmt(“) + Fc(u) = Feyt (1'21)
e Formalisme lagrangien

Fint(u) + Fe(u,\) = Feg (1.22)
L.(u,A) =0 (lois de contact) (1.23)

ou Fipny, Fe et Feyy désignent respectivement les vecteurs associés aux efforts intérieurs, de contact

et extérieurs, et ou A et L. représentent le multiplicateur de contact et les lois de contact.

Jusqu’a présent, nous avons négligé le terme d’inertie pour nous focaliser sur les formalismes de la
mécanique du contact. Dans la section suivante, nous nous intéressons & ’aspect dynamique des
problémes de contact en focalisant sur les différents croisements opérés dans la littérature entre
les formalismes rappelés ci-dessus et les schémas d’intégration en temps, en vue de résolution

numérique des problémes de contact en dynamique.

1.1.2 Schémas d’intégration temporelle

En dynamique linéaire, les notions de schémas d’intégration en temps explicites et implicites

sont trés répandues (e.g. [9]). Les premiers sont souvent utilisés pour la résolution des problémes
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a hautes fréquences et les seconds pour ceux a basses fréquences. L’approche explicite découple
les inconnues du probléeme discret, mais nécessite un controle du pas de temps par le pas d’espace
en fonction des vitesses des ondes, pour éviter I'explosion de la solution numérique. Les schémas
explicites sont pour cette raison dits conditionnellement stables. Les schémas implicites sont in-
conditionnellement stables, mais nécessitant la résolution cotiteuse de systemes ol les inconnues

sont couplées.

En dynamique non linéaire, les mémes notions sont également utilisées moyennant quelques
précautions [9]. Ainsi, les schémas explicites ne sont pas bien adaptés aux problémes dynamiques
avec des comportements élastoplastiques des matériaux constituants [100]. En effet, I'utilisation
d’éléments finis d’ordres élevés pour intégrer ces comportements, conduit & des matrices de
masse non condensables. L’approche implicite est plus adaptée & ce genre de probleme avec des
choix de pas de temps relativement petits. En ce qui concerne les problémes de contact/impact,
aprés avoir choisi le formalisme de contact, 1'intégration de la dynamique peut étre faite d’une

maniere totalement implicite ou explicite ou mixte.

Dans la partie suivante, nous discutons a travers un exemple académique, les performances des
méthodes numériques du contact en dynamique, obtenues par croisement des formalismes et
des schémas en temps. Les résultats numériques ont été obtenus par implémentation de ces

formalismes/schémas dans Code_Aster.

1.2 Méthodes numériques pour le contact en dynamique

1.2.1 Un probléme de référence: impact de deux barres

11 s’agit de I'impact de deux barres déformables dans le sens longitudinal (figure 1.2). Le contact

et la séparation sont analysés du point de vue de la propagation des ondes longitudinales.

Vo 200 Vo

L,SpE L,S p E

Fi1c. 1.2 — Données du probléeme d’impact de deuz barres
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La figure 1.3 présente la solution analytique de I'impact de deux barres déformables identiques,
soumises & deux vitesses initiales vy, opposées et de normes égales. Nous y montrons les champs
de déplacements, vitesses et contraintes axiales au niveau des points potentiels de contact. Les

expressions des instants de contact t., de séparation t;, de la contrainte axiale o et de la force

de contact f. sont données par:

=% (1.24)
Vo

ty=2L 1or, /2 (1.25)
(%) FE

ou 2gg, L et S désignent, respectivement, le jeu initial, la longueur et la section des deux barres,

et ou F et p désignent le module de Young et la densité volumique, respectivement; le module

de Poisson v étant égal & zéro.

Pour plus de détails, nous renvoyons & ’annexe 1. (cf. aussi [53])
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Fi1a. 1.3 — Solution analytique de l’impact de deux barres

1.2.2 Formalisme du contact par pénalisation et intégration en temps

Nous présentons, pour la clarté, le cas le plus élémentaire d’une modélisation par pénalisation.
11 s’agit de modéliser localement le contact par la réaction d’un ressort linéaire de raideur . La

force de contact F, s’exprime en fonction de la déformation du ressort (d,,)™ comme suit :
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F.= —k(d,)" (1.27)

ol s est le parametre de pénalisation (parametre positif) et ou ()T est la partie positive de (.).

Apres avoir modélisé le contact par la méthode de pénalisation, I'intégration temporelle de la
dynamique en présence du contact peut se faire de maniére explicite ou implicite. Dans ce qui
suit, nous notons par M la matrice de masse et par u, v et a les vecteurs de déplacement, vitesse

et accélération, respectivement.

Pénalisation et intégration explicite

Cette approche est la plus simple & mettre en ceuvre dans un code de calcul (e.g. [57, 56, 72]).
Elle repose i) sur une approximation des forces de contact par le modele (1.27) et ii) sur une

discrétisation explicite de I’équation d’équilibre comme suit :

Md* = F},, — F},, - F¥ (1.28)
ok = okl % [ak_l + ak] (1.29)
Pt = uF + At 4 ATtQak (1.30)
u’ =up et v =g (1.31)

ou At est le pas de temps et ou k se réfere a l'instant de discrétisation tx. Dans (1.31) ug et
vo désignent les données initiales. Dans I’équation (1.28), les forces de contact, intérieures et

extérieures sont connues a l'instant ¢j.

Le schéma des différences centrées (1.29) et (1.30) est le schéma le plus utilisé pour ce type de
discrétisation, et ce, pour des raisons de précision (précis au second ordre en dynamique linéaire
[61]). En dynamique linéaire, son pas de temps At doit vérifier une condition de stabilité (ou
CFL), nous supposons qu’en présence du contact cette condition doit également étre vérifiée.
Belytschko et Neal ont montré dans [11] que le pas de temps critique dépend également du

parametre de pénalisation donnant ainsi plus de restriction sur le choix de At.

2

Wmaz

At < Ateont < Aty =

(1.32)

Ol Wpez est la pulsation propre maximale du modele numérique et Atcyn: est le pas de temps

critique dépendant du parameétre de pénalisation [11].
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Afin de bénéficier du cadre explicite de la discrétisation, une forme condensée de la matrice de
masse doit étre utilisée. Ce choix permet un calcul plus rapide de la solution, d’une part, de tenir
compte de la propagation a I’échelle de I’élément, d’autre part; étant donné que les informations

aux noeuds sont découplées les unes des autres.

Remarque 1.2

En présence du frottement, la discrétisation totalement explicite risque d’induire des instabilités
numériques dues auz fortes non-linéarités du frottement [87]. Pour conserver les avantages de
l’approche sus-mentionnée, on peut utiliser une approche semi-explicite : approximation explicite

des forces de contact et implicite des forces de frottement [87].

Algorithme de résolution L’algorithme de résolution des équations de ’approche par pénalisation

avec intégration explicite est donné par la figure 1.4.

« U7 W9 Connues
t=t, | Calculer Fo_,, Fo,, et Fo, » Calculer a% par (1.28)
Calculer u' par {1.30) - Calculer at par (1.28)
t=ty |- Initialiser vt a w° w . Corriger vt par (1.29)
Calculer Flgg, Flineet F1g
' Uk, v connues
thz" - Calculer Fr,, Fx. of Fx, Calculer ak par (1.28)

o Calculer uktpar (1.30)
t=tes [ o Initigliser wketd yk
o Calculer Feety Fretig et Fretg

« Calculer a1 par {1.28)
o Corriger vk par (1.29)

F1a. 1.4 — Algorithme de Uapproche pénalisation/ezplicite

Observons que la matrice de masse est une matrice condensée, que les forces de contact s’ex-

priment (vectoriellement) par:

Fé = —r(d)*

c

et que les statuts des points de contact sont déterminés & partir d’une phase de prédiction, dans
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laquelle on ne tient pas compte des nouveaux statuts de contact. La correction (tenant compte

du contact) permet de calculer le vrai deplacement.

Analyse des résultats numériques Nous présentons sur la figure 1.5 les champs de déplacement,
vitesse, accélération et pression de contact d’un point de la barre potentiellement en contact,
donnés par I'approche par pénalisation et une intégration explicite par le schéma des différences
centrées. Ces résultats sont cohérents avec les résultats obtenus par Carpenter et al. [38].
L’énergie totale F; dans les deux barres, représentée sur la figure 1.6, décroit pendant la phase

de contact parce que le contact est traité par pénalisation.

Notons que pour respecter la non-interpénétration matérielle, le parametre de pénalisation doit
étre relativement grand. Un tel choix contraint le choix du pas de temps qui doit étre relative-

ment petit pour satisfaire la condition de stabilité (cf. e.g. [11]).

1 20
05 10 Y
\ | v
\ 4 — )
E oy { % 0
=) ;« J
|
-0.5 -10f—-/
-1 -20
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
() x 10 () x 107
x 10° x 10°
6 2

o

a(m/s2)
o
Sigma(N/m2)
N

|
N

-4

-6 -6
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

1) x10™* 1) x10™*

Fi1a. 1.5 — Impact de deuz barres par l'approche pénalisation/explicite

Remarque 1.3

La pénalisation des lois de contact peut étre non-linéaire et faire intervenir de ’amortissement
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Fi1c. 1.6 — Energies par ’approche pénalisation/explicite
)

mécanique permettant, ainsi, de représenter des lois expérimentales [87].

Pénalisation et intégration implicite

Pour la méthode de pénalisation, I'intégration implicite est intéressante parce qu’elle permet de
traiter ”proprement” les non linéarités des lois de contact et de frottement, moyennant 1’enri-
chissement de la matrice tangente (cf. e.g. [6]). Par ailleurs, il est connu en dynamique linéaire
que les schémas implicites sont inconditionnelement stables et introduisent (dans le cas de New-
mark) une dissipation numérique contrdlable [9]. Certains auteurs comme Laursen [75, 40] et
Armero [4, 5] ont utilisé cette méthode, tout en modifiant I'intégration implicite afin de conser-
ver ’énergie totale et les quantités de mouvements linéaire et angulaire, en présence de contact

dynamique.

Algorithme de résolution Les équations et ’algorithme associés & cette méthode sont donnés
par (1.33)-(1.36) et par la figure 1.7, respectivement.

MaF 4 Pt 4+ Pt = Pl (1.33)

T = oF 1 At [(1 —y)aF + ’yakH] (1.34)

W= 4 Ak AT [(1 —28)a* + 2ﬂak+1] (1.35)
— 5 i

u =uy et 0=y (1.36)

ou 3 et 7y sont les parametres de Newmark vérifiant la condition de stabilité (en linéaire) v > 0.5

2
et B> % [61], et ou ug et vy sont le déplacement et la vitesse & I'instant initial.
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+ u? ¥ connues

t=ty « Calcul de FOuy, F&% et F9, 4,| Calculer a? par (1.33)

o Initialiser ut et v
+« Calculer a® par (1.33)

t=t, « Calculer Flag, Fle, «  Corriger v! par (1.34)
Etats de contact et F1, «  Corriger ut par (1.35)

T

Recaleul non CONYErgENCE
ecalculer des états de contacts

oui

Pas suivant

= « uk vketakconnues
t=tizq

« Initialiser uktt et yk
k+1
o Calculer Frvio, Fert, «  Calculer ak*1 par {1.33)

ke |« Corriger w7 par (1.34)
Etats de contact et F&, ——m ~ Corriger wert par (1.38)

!

Canvergence

| des etats de contacts

oui

X
Pas suivant

F1G. 1.7 — Algorithme de ’approche pénalisation/implicite

=l

Analyse des résultats numériques Les résultats obtenus par cette approche (figure 1.8)
montrent que les placements des extrémités des deux barres ne respectent pas la condition de
non-interpénétration. Les courbes de vitesse, accélération et pression de contact, montrent des
oscillations numériques pendant la phase de contact. L’ampleur de ces oscillations est fortement
dépendante des choix des parametres numériques, a savoir celui pénalisant les pénétrations et
ceux du schéma de Newmark controlant ’amortissement numérique. L’énergie totale E; dans les
deux barres ne se conserve pas a cause de la pénalisation d’une part, de la dissipation numérique

introduite par le schéma de Newmark, d’autre part (voir figure 1.9).

Le choix ”optimal” du parameétre de pénalisation fait partie des points auxquels la méthode
est sensible: une trés grande valeur de ce parameétre peut perturber le conditionnement de la

matrice de rigidité tangente, car elle est alimentée par des termes de pénalisation.
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Remarque 1.4

Nous pouvons utiliser des modéles de pénalisation non-linéaires comme les modéles a simple
ou double compliances [15, 16] (figure 1.10). Ces modéles permettent d’adoucir le changement

brutal de la pente des lois de contact.
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F1G. 1.10 — Modéles a simple (a) et double (b) compliance

Remarque 1.5

L’intégration implicite peut étre faite a l’aide de la famille de schémas de HHT [62], généralisant
celle de Newmark [86]. Ces schémas permettent tout particuliérement d’améliorer le filtrage des

hautes fréquences.

1.2.3 Formalisme lagrangien du contact et intégration en temps

Les formalismes lagrangiens des problemes de contact, rappelés précédemment dans un cadre
statique, peuvent aussi étre utilisés dans un cadre dynamique. Tout comme pour le formalisme
par pénalisation, les schémas d’intégration en temps peuvent étre soit explicites, soit implicites,

voire "mixtes” (ou semi-explicites). Décrivons ces différentes approches.

Formalisme lagrangien et intégration semi-explicite

Ce type d’approche consiste & adopter une approximation semi-explicite de ’équation d’équilibre
moyennant une intégration par un schéma des différences centrées, par exemple. Le caractere
semi-explicite est lié aux traitements implicites des forces de contact et explicites des forces
intérieures. Ce choix est intéressant car les conditions de contact sont respectées en temps et en
espace via 'usage de multiplicateurs de Lagrange en chacun des instants du calcul. (cf. e.g. [38,
95, 35]). Le frottement est également traité de maniére exacte, en suivant 1’évolution dynamique
du systéme mécanique: il n’y a pas de déphasage entre les forces de contact/frottement et les

transformations des solides en contact.
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Algorithme de résolution Les équations et ’algorithme associés & cette approche sont donnés

par (1.37)-(1.41) et par la figure 1.11, respectivement.

MabH1 4 (AN =, 1 PR (137
ARFLykEFL p oktizktl — phtl (lois de contact) (1.38)
At
Pl = oF ¢ - [ak + a’”'l] (1.39)
k+1 _ K ki1, O ki
u T =+ At +Ta+ (1.40)
u =uy et %=y (1.41)

ott A+l Ck+1 et EF*! sont des matrices/vecteurs de contact et A¥*! est le multiplicateur de

contact.

Observons qu’en pratique, le systéme (1.37)-(1.41) est résolu (& contacts fixés) & ’aide d’une
méthode de Gauss par bloc dans laquelle la matrice de masse est condensée sur la diagonale.

C’est par cette condensation que 1’on peut continuer & évoquer un caractere explicite du schéma.

Analyse des résultats numériques L’application de 'algorithme (figure 1.11) & Pexemple
d’impact de deux barres déformables donne les résultats illustrés par la figure 1.12 ou nous
présentons les champs de déplacement, vitesse, accélération et densité de forces de contact au

niveau de deux points potentiellement en contact.

En analysant ces résultats, nous remarquons que:
i) le contact est respecté exactement,
ii) au moment du choc, les sauts des vitesses et des accélérations normales des points en contact

effectif sont différents de zéro. En revanche ils sont égaux & zéro aux autres instants de contact.

Observons que, pendant la phase de vol libre qui suit le décollement, les champs de vitesses,
accélérations et densité de forces de contact oscillent autour de leurs valeurs moyennes. Par
ailleurs, 1’énergie totale dans les deux barres est constante par intervalle de temps (figure 1.13).
A cause de I'approximation explicite des forces intérieures, on détecte de faibles oscillations
de 'énergie de déformation E, et de I’énergie cinétique E, induisant de légeres oscillations de
I’énergie totale F;. Les résultats que nous donnons ici sont en accord avec ceux obtenus par
Carpenter et al. [38] et Sha et al. [95].
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t=tq

u?, ¥? Etats de contact et A? sont connus

Calculer Flgs et F9qy

Calcul de a” par :

Inttialiser u et v!

Initialiser les etats de contact

Calculer Flin et Flay

3

Recalculer

uk, vk ak et Ak sont con

nues

=t

Initialiser uk+! gt yk+

Initialiser les etats de contact

Calculer FE*%y et Fe i,

¥

20 MH (P FOie)

« Calculera® et A" par (1.37) et (1.38)
« Calculer w! par (1.39)
« Calculer u par (1.40)

3

noh Corvergence
des états de contacts

oui

Pas suivant

Calculer ak+1et A1 par (1.37) et (1.38)
Corriger w1 par (1.39)
Carriger uktt par (1.40)

Recalculer

¥

Convergence
des &tats de contacts

oui

Pas suivant

F1G. 1.11 - Algorithme de Uapproche lagrangienne/semi-explicite

Formalisme lagrangien et intégration implicite

Dans ce type d’approche, on traite le contact de maniére exacte et on utilise les schémas de

Newmark/HHT pour l'intégration temporelle. Cette méthode est treés utilisée (e.g. [63, 8, 102,

74, 103]), parce qu’elle permet, en particulier, d’intégrer ” proprement” les non-linéarités de frot-

tement et de 1’élastoplasticité, d’une part, d’introduire de "amortissement numérique (controlé),

d’autre part. Elle est utilisée et améliorée par plusieurs auteurs (e.g. [63, 103]). Nous commengons

par ’analyse de la variante la plus classique (Lagrange/Newmark). Nous décrivons, ensuite, les

améliorations proposées dans la littérature.
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F1a. 1.12 — Impact de deuz barres par l'approche lagrangienne/semi-explicite

Algorithme de résolution Les équations et ’algorithme associés & cette méthode sont donnés
par (1.42)-(1.46) et par la figure 1.14, respectivement.

MaH 4+ FET 4 (AN = FAY (1.42)
ARFLy Rl ohTINRTL — gl (lois de contact) (1.43)
Pt = oF + AL[(1 - y)aF + yaF T (1.44)
uF = uF 4+ Ato® + ATtQ [(1 - 28)a" +2Ba" ] (1.45)
w=uy et 0=y (1.46)

ott \E+L AR+l Ck+l et EF+1 sont le multiplicateur de contact et des matrices/vecteurs de

contact, respectivement a 'instant de calcul ¢x1, et ou 5 et -y sont les parametres de Newmark.

Analyse des résultats numériques L’application de 'algorithme (figure 1.14) & Pexemple
d’impact des deux barres donne les résultats représentés sur la figure 1.15. Nous y constatons
que la condition de non interpénétration est respectée. Toutefois, en comparant ces résultats
aux solutions analytiques de I'impact de deux barres élastiques, nous constatons ’apparition, au
moment du choc, d’oscillations numériques importantes sur les champs de vitesses, densité de

forces de contact et les accélérations au niveau de la zone de contact. Observons que 1'usage d’un
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schéma de Newmark amortissant permet de filtrer une partie des hautes fréquences. Néanmoins,
cet amortissement modifie les modes & basses fréquences. Pour remédier a cette carrence, on
peut utiliser des schémas HHT dont I'avantage par rapport aux schémas de Newmark est de

filtrer les hautes fréquences sans dégrader les modes & basses fréquences.

L’énergie totale E; dans les deux barres est représentée sur la figure 1.16. Nous constatons que
I’énergie totale se conserve dans le cas d’une discrétisation sans amortissement numérique, alors

qu’elle décroit des lors qu’on introduit de la dissipation numérique.

Origine des oscillations Revenons sur les oscillations numériques (non-physiques). Elles sont
engendrées par les discontinuités en temps des champs de vitesses (liées & I'usage d’une méthode
lagrangienne pour traiter le contact) et I'utilisation d’un schéma d’ordre élevé en temps, adapté
a l'approximation des fonctions réguliéres en temps (hypothéses de validité des développements
de Taylor). La précision de tels schémas devient pénalisante en présence d’impacts. Elle accentue
les oscillations. Ce constat se confirme en comparant ces résultats a ceux obtenus par la méthode

de pénalisation ou les oscillations sont moins importantes pour la méme intégration implicite.

Par ailleurs, en utilisant des schémas classiques d’intégration en temps (type Newmark) et en
contrélant la non-interpénétration par une méthode de Lagrange, on constate que les sauts
des champs de vitesses et accélérations aux points de contact effectif ne sont pas nuls. Pour
mieux comprendre ce qui se passe numériquement (cf. [102]), considérons ’exemple d’impact

entre deux points de contact, exemple auquel nous appliquons la méthode lagrangienne avec
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« U9 ¥ etats de contact et A? connus
t=t, «  Calculer Foay et Foq p Calculer a? par:
=M1 (e FO4-A%)
+ Initialiser u et ! « Calculer a' et &' par (1.42) et (1.43)
t=t | | + Initialiser les etats de contact | » «  Calculer v par (1.44)
+  Calculer Fig et Flog «  Calculer u® par (1.45)

3

3

Recalculer non Convergence
des &tats de contacts

oui

Pas suivant

t:nﬂ—{ « uk wkoak et Ak connues

+  Initialiser uk+? gyl «  Calculer ak+Tet A1 par (1.42) et (1.43)
=t + Initialiser les états de contact + Caorriger vk par (1.44]
«  Calculer F¥ iy et FR i, +  Corriger uk*" par (1.43)

¥

Recalculer Convergence
des états de contacts

oui

Pas suivant

F1G. 1.14 — Algorithme de ’approche lagrangienne/implicite

une intégration en temps par la famille des schémas de Newmark. Nous supposons que les deux
points sont soumis aux conditions initiales suivantes: (o1 p* et p? désignent les positions initiales

des deux points)

pt+uld =p? +ud =0 (1.47)
v =vy et v]=0 (1.48)

L’algorithme précédent (figure 1.14) impose & 'instant suivant via le multiplicateur de contact

A I'égalité suivante:

(p1 + u%)n = (p2 + u%)n (1.50)
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F1a. 1.15 — Impact de deuz barres par l'approche lagrangienne/implicite

Soit, en I’exprimant en fonction des quantités connues a l'instant initial:

(p" + 1 A0 A_tZ _ 0. 984 n =
p' +ul).n+ Atv)n + 2 (1-2B)a] +2Bai|.n

AP (1.51)
( + u2) n+ Atvd.n + — [(1 — 2ﬁ) + 2ﬂaé] .n

En tenant compte des conditions initiales, nous obtenons (pour g > 0):

(a3 —a}).n = Lvo.n (1.52)

BAt

La relation entre les vitesses et les accélérations donne (pour S > 0):

( 1 1 _ (7

vy —vp).n= (5 —1)vg.n (1.53)

B

Les relations (1.52) et (1.53) montrent que les sauts des champs de vitesses et d’accélérations

normales (numériques) ne sont pas nuls au moment du choc. Ils dépendent des parametres de
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Fi1c. 1.16 — Energie totale par Uapproche lagrangienne/implicite

Newmark (8,7) et du pas de temps At. Plus précisement, le saut d’accélérations est inversement
proportionnel au pas de temps, ce qui explique ’apparition d’un saut numérique au moment
du choc (figure 1.15) et le saut des vitesses est directement proportionnel au saut des vitesses

initiales.

Améliorations proposées dans la littérature de I’approche lagrangienne/implicite

Plusieurs auteurs se sont intéressés & la modélisation lagrangienne du contact avec une intégration
implicite (e.g. [63, 74]...). Ils I'ont analysée et ont proposé des modifications pour améliorer ses

performances numériques. Nous décrivons dans la suite les modifications classiques.

Modifications des schémas de Newmark Hughes et al. [63] ont proposé de corriger a pos-
teriori les vitesses, accélérations et force de contact de la zone potentielle de contact par une
analyse locale de propagation d’ondes de fagon & satisfaire la compatibilité des vitesses et des
accélérations. Ce faisant, les oscillations des champs obtenues par utilisation du schéma de New-
mark disparaissent. La modification concerne chaque couple de points candidats au contact et
se fait par étape selon qu'’ils sont en phase de contact ou de séparation. Cette méthode introduit
implicitement une échelle de temps liée & la célérite des ondes dans les solides; ce qui impose
l’adaptation du pas de temps pour obtenir des résultats précis [82]. Par ailleurs, les modifications
proposées ont été testées sur des cas ou les noeuds de contact sont en vis-a-vis et dans le cas de

contact sans frottement et en petites déformations.
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Bathe et Chaudhary [39] ont proposé l'utilisation d’un schéma de Newmark, avec le choix par-
ticulier 8 = v = 0.5. Ceci permet d’avoir, dans le cas d’impact de deux masses ponctuelles, des
sauts de vitesses normales nuls. Toutefois, dans le cas de 'impact de deux barres, les champs

des vitesses restent oscillants.

Taylor et Papadopoulos [102] ont proposé de corriger le schéma de Newmark par I’ajout de deux
multiplicateurs assurant d’une maniere exacte la nullité des sauts des vitesses et des accélérations
normales pendant la phase de contact. Ces conditions sont reldchées au moment de la séparation,
ce qui revient & utiliser le schéma classique de Newmark. Cette correction permet de contréler
les sauts des vitesses et des accélérations normales & la fois et ainsi de supprimer les oscillations.
Etant donné que cette méthode introduit de nouvelles inconnues, elle alourdit la résolution du

probléme numérique, surtout en tridimensionnel.

Algorithmes numériques conservant I'énergie et les quantités de mouvements En sui-
vant les travaux de Simo et al. [99], Laursen et al. [75] et Armero et al. [4] ont proposé des
schémas d’intégration en temps des problémes de contact-impact conservant 1’énergie, les quan-
tités de mouvement linéaire et angulaire du systéme mécanique.

Nous vérifions, dans le chapitre 3, que ’énergie totale d’un systeme de solides déformables, sou-
mis & des actions de contact en dynamique (en absence de forces extérieures), se conserve quand
la condition appelée de persistance est verifiée [75]. Dans le cadre continue, cela ne pose pas
de probléme particulier, du fait que la condition de contact persistant dérive ”naturellement”
de la condition de complémentarité des conditions de contact. En revanche, apres discrétisation
temporelle, cette condition n’est plus assurée. Pour I’assurer en discret, Laursen et al. [75] et

Armero et al. [4] ont proposé les remedes suivants:

e En introduisant des multiplicateurs de Lagrange assurant la condition de persistance aux
instants particuliers k + %, Laursen et al. [75] arrivent & conserver ’énergie et & supprimer
les oscillations, mais la condition de non-interpénétration n’est plus satisfaite & tous les
instants. En effet, le multiplicateur de contact n’est actif qu’aux instants k + % et le gap

n’est pas controlé aux instants de calcul k + 1.

e Armero et al. [4] ont utilisé la méme démarche, mais en pénalisant la condition de persis-
tance. La conservation de ’énergie est assurée par le choix d’une pénalisation en fonction
du champ de "gap dynamique”. Cependant, la condition de non-interpénétration n’est pas

satisfaite car le ”gap réel” n’est pas controlé.
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Dans des travaux ultérieurs, Laursen et ses collaborateurs [76, 79] ont proposé de suivre la
méme démarche de conservation, mais cette fois-ci en controlant les placements et en corrigeant
les vitesses pour assurer la conservation. La correction des vitesses est basée sur une approche
discréte. Deux limitations se présentent: i) la méthode n’est pas applicable sytématiquement avec
les méthodes lagrangiennes (classique ou augmentée) et ii) Papproche discréte de la correction

des vitesse pourrait ne pas étre applicable dans les cas de maillages incompatibles.

Formulations en vitesse Michel Jean et ses collaborateurs (cf. e.g. [65, 64, 110, 103]) ont
proposé de résoudre le probléme d’impact en vitesse comme variable primale et en percussion
comme variable duale aux lieux des déplacements et des forces de chocs. Cette approche est plus
adaptée au probléme d’impact parce qu’elle permet de réduire I'ordre du systéme différentiel
et d’utiliser en conséquence un schéma d’ordre moins élevé, en 'occurrence des variantes de la
f-méthode. Les lois de contact sont écrites d’une maniére discréte en fonction des vitesses. Cette
approche donne de bons résultats. En particulier, les oscillations disparaissent pendant la phase
de contact. Toutefois, & cause de 'ordre du #-schéma (ordre 1) on récupére de la dispersion

numeérique.

1.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les différents formalismes et schémas d’intégration tem-
porelle utilisés en mécaniques du contact (en régime dynamique). Nous avons testé et analysé
différentes méthodes numériques obtenues par croisement des formalismes et des schémas en
temps sur un cas académique d’impact de deux barres élastiques. L’étude bibilographique menée
dans ce chapitre nous conduit & favoriser les choix suivants:

1. les formalismes lagrangiens

2. l'intégration temporelle implicite ou mixte.

Dans le chapitre suivant nous nous intéressons aux formulations lagrangiennes continues des

problémes de contact en grandes transformations.
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Ce chapitre est scindé en deux parties. La premiére présente le cadre général classique [19,
106, 74] du probléme de contact frottant, en dynamique et en grandes transformations, entre
solides déformables. La deuxiéme montre comment nous dérivons la formulation lagrangienne
7stabilisée” généralisant les formulations classiques moyennant une écriture en équations des
lois de contact et de frottement et I’introduction de champs de signes (de type Level-Sets [13])
inconnus. Ce point constitue, & notre connaissance, I'une des originalités de ce travail de these
[34].

2.1 Position du probléme et notations

Nous considérons le probleme de contact entre deux solides S' et S2, occupant dans leur confi-
guration initiale ’'adhérence des domaines Q} et Q2 de R? (d = 2,3) et, dans leur configuration
actuelle, 'adhérence des domaines Q% et Q? L’espace R® est muni d’un repére orthonormé direct

(O,e1,..,eq) (voir figure 2.1).
Notons, pour (i = 1,2), T et v* les frontitres des domaines Qf et ), respectivement.

Nous supposons que ces frontieres sont suffisamment régulieres et que chacune d’elles est décomposée

en trois parties disjointes, notées ', F_f] et T telles que:

=i =i
r"r=r,ur,ur, (2.1)
Ces trois parties sont définies de la fagon suivante:

— T% est la partie de T'* ot un déplacement %’ est imposé. Dans la plupart des cas, nous
supposons que cette partie est encastrée (' = 0); le cas de la condition de Dirichlet non
homogene ne posant pas de probléeme particulier.

- I‘; est la partie sur laquelle des densités de forces surfaciques g° (supposées connues) sont
appliquées.

— I'? est la partie potentielle de contact.

A fy; et . sont les transformées de T'?, F; et T dans la configuration actuelle.

Notons également par nj et n; les normales unitaires aux frontieres I et 7*, extérieures aux

domaines Q2 et 0, respectivement.
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Fi1c. 2.1 — Probléme mécanique et notations

Par ailleurs, afin de décrire la cinématique des deux solides et d’écrire des équations d’équilibre,

nous introduisons les notations suivantes :

— ¢ : indice valant 1 ou 2.

p* et z*: champs positions d’un point matériel dans la configuration initiale et actuelle,

respectivement.

o', II* et S* : tenseur des contraintes de Cauchy, premier et deuxiéme tenseur des contraintes

de Piola Kirchhoff, respectivement.

¢ et pi: masses volumiques du solide S? dans les deux configurations.
Po €L Py

— fo: densité de forces volumiques dans 2}.

I = [to,tf] lintervalle de temps durant lequel nous étudions la dynamique du systéme

mécanique.

2.2 Cinématique des grandes transformations

Dans ce paragraphe, nous présentons les différentes grandeurs cinématiques permettant la des-
cription de solides déformables, en transformations finies. Par ailleurs, en adoptant la description
lagrangienne (matérielle) du mouvement, nous rappelons les expressions des tenseurs classiques

de déformations et de contraintes.

Le champ de déplacement du solide S? est noté u’ et s’écrit :

ui(pi,t) = mi(pi,t) —p', pour (pi,t) € Qf) x I (2.2)
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La vitesse et 'accélération (lagrangiennes) de la particule p’ s’obtiennent & partir de dérivations

partielles par rapport au temps du champ de déplacement. Ainsi [10]:

B0 _ aui(pi,t) _ 8"I"i(piat)
V) =g = g, (2.3)
2,0 _ BQui(piat) _ 82‘Ti(piat)
)= = g (2.4)

La transformation du solide S* de sa configuration initiale & sa configuration actuelle est décrite

par I’application (' définie par:

o QXTI —
’ ! (2.5)
(p*5t) — a*(?)

En supposant que ces transformations sont réguliéres, la transformation des surfaces de contact

peut étre écrite comme suit :

¢ (Tet) =7 (2.6)

Nous supposons également ’existence de cartes régulieres, notées ®*, décrivant les surfaces de

contact T. Elles sont définies de la maniére suivante (e.g. [19]):

e Cas d=3
® ' — R?
1 g2 (¢l ¢2 (2.7)
(£7,67) — @& ¢
ot1 w' est, par exemple, le carré de référence unité w’ = [0,1] x [0,1].
e Cas d=2
o 0w’ — R?
(2.8)

£ — (¢
Dans ce cas, w’ est un élément de référence de R, par exemple [0,1].

Le gradient de déformation, noté F*, est défini par:

F'=V,p'=Vyu' + 1, (2.9)
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ou I; est lidentité de R® et V, est le gradient par rapport & la variable de la configuration

initiale p.

L’introduction de ce tenseur permet d’écrire la transformation d’un vecteur élémentaire dp® de

la configuration initiale en un vecteur dz’ de la configuration actuelle (cf. e.g. [52]):

dz' = F'dp* (2.10)

Le tenseur de déformation de Green-Lagrange est défini par:

1 . . 1 ; ; i i
E' = 3 [(F’)TF2 — Id] =3 [Vpu’ + (V') + (VPUZ)TVPUZ] (211)

ot1 (.)T est opérateur de transposition.

L’expression du tenseur de déformation F se décompose en une partie linéaire et une autre non
linéaire par rapport & u. Celle linéaire définit le tenseur des déformations linéarisées €' utilisé

dans le cas des petites perturbations:

gl = %[Vpui + (Vyul)"] (2.12)

Nous notons par J* le jacobien de la transformation ¢ :

Ji(pi,t) = det(Vpgo(pi,t)) , pour (pi,t) € Qf) x I (2.13)
L’hypothese d’impénétrabilité de la matiére entre les deux solides impose que :
J(p't) > 0, pour (p',t) € QY x I (2.14)

Moyennant lintroduction du jacobien, la transformation d’un élément de volume de) de la

configuration de référence en un élément de volume d€2} de la configuration courante s’écrit :

dQt = JUdy (2.15)
Quant au transport d'un élément de surface dS§ de la configuration initiale, orienté selon nf,

en un élément de surface dS} de la configuration actuelle, orienté selon nt, il s’écrit comme suit
[52] :

ntdSt = JH(F)~TnidS} (2.16)
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2.3 Equations d’équilibre

L’équilibre est écrit d’abord sous sa forme locale (ou forte), ensuite d’une maniére ”équivalente”

sous sa forme globale (ou faible).

2.3.1 Equations locales d’équilibre

Les équations locales (classiques) d’équilibre s’écrivent (dans la configuration actuelle) comme
suit [52]:

dive®(z',t) + fi(z',t) = pla’(zt) pour (z't) € Qi x T (2.17)
ot = (o")7 (2.18)

Nous supposons dans la suite, pour alléger la présentation, que les forces volumiques ff, sont

nulles.

Les conditions aux limites sur les surfaces -, v, et 7, s’écrivent comme suit :

=7, sur 4% x T (2.19)
olnt =g, sur ’y; x I (2.20)
olnt=rt, sur 7% x I (2.21)

ol 7 est la densité courante des efforts de contact et de frottement entre les deux solides. Nous

supposons, dans la suite, que Z' = p* (condition d’encastrement) et g' = 0.

Etant donné que nous nous intéressons au probléme dynamique, nous supposons que les condi-

tions initiales sont les suivantes:

2*(0) = z} (2.22)
Le choix de la description lagrangienne préconise 1’écriture des équations locales d’équilibre

dans la configuration initiale. Moyennant l'introduction du premier tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff IT*, défini par:

' = Jiot(FH)~T (2.24)
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elles s’écrivent comme suit (e.g. [90]) :

DivIl’(p't) = pha’(p',t) ,  pour (p't) € U x I (2.25)
' (F)T = pi(I)T (2.26)

avec les conditions aux limites:

ut=0 |, sur I, x T (2.27)
M'ny=0 , surT}xI (2.28)
‘nd = R® sur T x T (2.29)

et les conditions initiales:
u'(.,0) =uh(.) ,  dans Qf (2.30)

vi(.,0) = vi(.) dans (2.31)

Dans (2.29), R est la densité des efforts nominaux dus aux interactions de contact et de frotte-
ment entre les deux solides, rapportée & la configuration initiale. Elle est liée & 7%, son représentant

dans la configuration actuelle, par I’équation de transport suivante:
R'dS} = r'dS: (2.32)

Afin de manipuler des tenseurs symétriques, on introduit, en général, le second tenseur des

contraintes de Piola-Kirchhoff, noté S* et défini par:

St =J(F) et (F)TT = (F) T (2.33)

Il servira comme tenseur des contraintes dans les prochaines écritures; tout particuliérement,
celle des équations globales (ou faibles) d’équilibre, traduisant le Principe des Travaux Virtuels
(PTV).

2.3.2 Principe des Travaux Virtuels

Les équations locales d’équilibre sont écrites de maniere "équivalente” sous forme globale ou
Principe des Travaux Virtuels (PTV). Pour ce faire, nous introduisons ’espace des déplacements

cinématiquement admissibles, noté C.A* et défini par:

CA" = {w', suffisamment réguliers sur Q ; w' =0 sur I (2.34)
0 u
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Le PTV s’obtient par i) multiplication des équations locales (2.25) par un déplacement virtuel
w' € CA, ii) intégration sur tout le domaine, iii) application de la formule de Green et iv) usage
des conditions aux limites (2.27)-(2.29). Le PTV s’écrit, ainsi, dans la configuration initiale,

comme suit :

Vw' € CA® et pour tout temps t dans I

fiyn (uiawi) + ngt(uiawi) = GZ(Rz7wz) (235)
ou:

Gfiyn(ui,wi) = /Qz phat.w'dQ (2.36)

0
G (wf ') = / Ty [Fi(ui)sivp(wi)T] o (2.37)

2
Gi(R'w') = / R!.w'dl (2.38)

Iy

ou T'r est 'opérateur trace et ol nous avons utilisé la relation (2.33).

Observons que les champs recherchés dépendent du temps et que nous omettons d’y faire

référence pour alléger I’écriture.

La formulation faible précédente servira comme formulation de base. Nous la complétons dans
la suite par la loi de comportement des matériaux constituants les deux solides et le modéle

d’interaction entre eux.

2.4 Loi de comportement

Bien qu’on simule des comportements élastoplastiques en grandes déformations (intégrés dans
Code_Aster), nous nous limitons ici & la présentation d’une loi de comportement des matériaux

hyperélastiques (élastiques non linéaires) qui s’écrit (e.g. [10]):

QWi ()

T =ngm

(2.39)

ou W' est une densité massique d’énergie interne locale définie sur le solide S°.
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Fi1G. 2.2 — Paramétrisation des surfaces de contact

2.5 Interactions de contact

2.5.1 Paramétrisation et repéres locaux

Nous avons supposé précédemment que les surfaces potentielles de contact I‘J} et I‘z sont décrites

par des cartes ®! et ®? (suffisamment régulieres) telles que:

(W) =T (2.40)

oll w' est un élément de référence de R4~ 1.

Les surfaces 7} et 72 sont aussi, et de ce fait, décrites par des cartes ®¢ définies par (voir figure

2.2):
Pl = ' o @° (2.41)

ce qui permet d’écrire pour tout point z* de 4% et pour tout temps ¢:

e Cas d=3
2'(t) = ' (p' 1) = ' ('(£",6%),1) (2.42)

ou (£4,¢%) € [0,1] x [0,1].
e Cas d=2

a'(t) = ¢'(2'(€).1) (2.43)
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Fi1G. 2.3 — Repéres locaux

Les vecteurs du repére local sont définis a partir des cartes décrites précédemment. Les vecteurs
tangents des deux configurations sont notés T% et 7 (a = 1,2) en 3D (figure 2.3) et 7% et 7° en

2D. Ils sont définis comme suit:

e Cas d=3
, i
T, = g?ﬂt ) sur e x T (2.44)
oY o
7L = 85; =F(®)T. , sury.x[ (2.45)
e Cas d=2
. Pt
T = 835 , surI'. x I (2.46)
. P o
T = 8a§t =F'(®")1" sur v, x I (2.47)

La définition des vecteurs tangents permet de construire naturellement les vecteurs normaux

dans les configurations initiale et actuelle.

e Cas d=3
T NTS
ny = BRI sur . x T (2.48)
17T A T3]
1 2
ny = w sur y. x T (2.49)
I A 73l
1\ Tg
e Cas d=2
= . xI 2.50
ng T sur I, ( )
. ez N\ Tt
ni = W sur 7y X I (251)

ou A représente le produit vectoriel classique.



2.5. Interactions de contact 47

2.5.2 Appariement

Pour écrire les lois de contact, nous avons besoin, tout d’abord, de former, par une méthode
d’appariement, les couples de points qui sont susceptibles de rentrer en contact. Nous décrivons

briévement le principe de la méthode et nous renvoyons & [80] pour plus de détails.

Considérons un couple de points candidats au contact. Ce couple est défini sur la configuration
initiale par (p!,p') et sur la configuration actuelle par (z!,z') ou sur la configuration de référence
par (¢ 1,51). Les points p!, z! et ¢! appartiennent aux surfaces 'L, 7! et w'. Les points p', T* et
El sont leurs vis-a-vis sur I'2) 42 et w? par des applications d’appariements. Le choix que nous
venons de faire fait de la surface I'} surface ”esclave”de référence et de la surface I'Z, 'image de

I'! par I'application d’appariement, la surface "maitre” de référence.

Les applications d’appariement peuvent étre construites suivant deux approches:

— la premiére est fondée sur la notion de proximité (figure 2.4(a)). Le probléme mathématique
issu de cette approche consiste & minimiser une distance sous contrainte [70]. Cette ap-

proche peut présenter un probléme de non-unicité (e.g. [80]).

— La deuxiéme est fondée sur la notion de direction de recherche admissible (figure 2.4(b)). Elle
corrige entre autres le probléme de non-unicité sus-mentionné. Son principe est de chercher
les points candidats au contact suivant une direction admissible (définie au préalable) qui

est généralement celle du champ de vitesse [22].

F1G. 2.4 — Applications d’appariement
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2.5.3 Condition de non interpénétration et vitesses relatives

Ce pragraphe donne la condition de non-interpénétration matérielle entre deux solides, essentielle
pour 'écriture des lois de contact, et définit la vitesse relative entre deux solides indispensable,

pour I’écriture des lois de frottement.

La condition de non-interpénétration est une condition cinématique interdisant toute interpénétration
matérielle des deux solides S' et S?. Elle s’écrit en fonction de la position relative entre deux

points appariés, donnée par :

d=g'(t) -7'(t) = ¢'(p' 1) — ¥* (@' (t);1) (2.52)
En désignant par n la normale & T'2, intérieure au solide S? au point 7', i.e.,

n=—nl(Tt) (2.53)
et en décomposant d sur la base locale:

d=dyn+d; (2.54)

la condition de non-interpénétration se traduit alors par:

dy = dn = (z(t) —T'(t)).n <0 (2.55)

Nous définissons maintenant la vitesse relative entre deux points appariés, elle est donnée par:

vp(zht) = v(zh) — [V? (@' (1) + dnt] = lan + nga (2.56)

L’équation précédente s’obtient & partir d’'une dérivation par rapport au temps de I’équation

suivante:

dnn = (' (p',t) — P*(P*(1),1)) (2.57)

qui reste vraie pour des choix judicieux des surfaces potentielles de contact et pour un apparie-

ment par proximité (figure 2.4(a)).
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La vitesse de glissement, notée v, est la partie tangentielle de v, quand les deux points sont en

contact effectif (d,, = 0).

vr(@h ) = (v, (' 8))r = (v (z1) = 0?(@' (1)), = E,72 (2.58)

Pour plus de détails, nous renvoyons a [70].

2.5.4 Principe de I'action et de la réaction

Le principe de l'action et de réaction s’écrit dans la configuration actuelle comme suit [19]:

(2! ,t)dS} +r* (@ (),t)dS? =0 pour (z,t) € 42 x I (2.59)

ou ausi dans la configuration initiale:

R'(p*,t)dSy + R*(p',)dS3 =0 ,  pour (p't) eTL x 1T (2.60)
En absence de contact, 1'action et la réaction sont identiquement nulles.

2.5.5 Lois de contact et de frotement

Dans ce paragraphe, nous présentons les lois locales de contact et de frottement qui régissent
Iinteraction entre les deux solides S! et S? sur leurs surfaces potentielles de contact T'L et T'2.

Pour ce faire, nous introduisons, tout d’abord, les notations suivantes :

Pc = I% y Ve = 7(% , P= ﬁl , T = El ) R(p’t) = Rl(plat) (261)
Ensuite, nous décomposons la densité des réactions de contact R en une partie normale et une
partie tangentielle:

R(p,t) = Ap,t).n+ Ry (p,t) sure.x T (2.62)

A est la densité nominale normale de force de contact et R, est la densité nominale des forces

de frottement.
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Lois de Signorini

Les lois de Signorini [96] sont les lois de contact unilatéral, appelées aussi, conditions de Kuhn-

Tucker. Elles s’écrivent comimne suit :

dn(p,t) <0 sur 'y x I (2.63)
Alp,t) <0 sur I'p x I (2.64)
Ap,t)d,(pt) =0 sur 'y x I (2.65)

La premiére équation des lois de contact traduit la non-interpénétration matérielle, la, deuxiéme
renseigne sur la nature des forces normales de contact qui sont compressives et la derniére est
une équation dite d’exclusion ou de complémentarité. Les lois de Signorini sont résumées sur le

graphe suivant :

A)

dn

Y

F1G. 2.5 — Lois de Signorini

Lois de Coulomb

Les lois de frottement choisies dans ce travail sont celles de Coulomb (cf. e.g. [69, 59]). Elles

s’écrivent de la maniere suivante:

|R-|| < p]A| sur e x (2.66)
si ||R;|| =p|A| alors Ja>20 ;v,=—-aR, surl' xI (2.67)
si ||R;|| < p|A| alors v, =0 surl'.x I (2.68)

ou u est le coefficient de frottement de Coulomb et v, est le champ (objectif) des vitesses relatives

tangentielles entre deux points appariés, définie par (2.58).
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Aux lois (2.66)-(2.68), il convient d’ajouter une quatrieme, imposant la nullité des forces de frot-
tement dans le cas de non contact (e.g. [28]). Elle est I’équivalent de ’équation de complémentarité

pour le contact unilatéral :

dy,R; =0 surT'yx1I (2.69)
Avec cette condition et dans le cas de non contact d, < 0, c’est toute la réaction de contact qui

est nulle et non seulement sa partie normale (imposée par d,A = 0).

Les lois de frottement de Coulomb sont illustrées sur le graphe suivant :

AR,

HIAl

“HAl

F1G. 2.6 — Lois de frottement de Coulomb

Remarque 2.1

Le seuil de frottement p|A| dépend de la densité nominale normale de contact X. Ceci engendre

le caractére non associatif des lois de Coulomb. Pour le critére de Tresca, ce seuil est constant.

Les lois locales de contact et de frottement sont données jusqu’a présent sous forme d’inéquations.

Elles ne se prétent pas aisément & des formulations faibles.

Nous nous intéressons & présent & I’élaboration de formulations lagrangiennes stabilisées. Elles re-
posent sur deux ingrédients essentiels. Le premier consiste & écrire les lois de contact /frottement
sous forme d’équations (et non d’inéquations) [14, 31, 32] et le second & introduire des inconnues
de type champs de signes [13] ou Level-Sets, comme champs inconnus du probléme. Ces deux

points sont détaillés dans ce qui suit.
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Fi1G. 2.7 — Semi-multiplicateur de frottement

2.6 Formes locales équivalentes des lois de contact et de frotte-
ment

Afin que les lois de contact et de frottement soient écrites sous forme variationnelle comme celles
des équations d’équilibre, de nouvelles écritures sous formes d’équations et non d’inéquations,

ont été développées.

2.6.1 Premieres écritures équivalentes

Les lois de contact de Signorini s’écrivent d’une maniére équivalente sous la forme classique

suivante (& la base de 'algorithme dit d’Uzawa) :

A—Pp-(A—ppdy) =0 sur', x T (2.70)

ou Pr- est la projection sur le demi-axe des réels négatifs et p,, est un réel strictement positif.
Le frottement s’écrit également d’une maniére équivalente comme suit [14]:

R, = pAA sur['c x I (2.71)
A= PB(O,I) (A + pT’UT) sur Pc x I (272)

ot A est un semi-multiplicateur (vectoriel) de frottement (figure 2.7), Pp( 1) est la projection

orthogonale sur la boule unité B(0,1) et p, est un réel strictement positif.
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2.6.2 Deuxiémes écritures équivalentes

Pour pouvoir les exploiter numériquement, les écritures précédentes sont écrites de maniere

équivalente sous de nouvelles formes équivalentes [31, 32, 30].

Nous commencons par les lois de contact unilatéral et donnons un résultat dans lequel il est

important d’observer que deux parameétres p, et h, sont utilisés:

Proposition 2.1
Les lois de Signorini sont équivalentes auz lois suivantes
A= Suy(A—=hpd,) =0 surTe x I (2.73)

Sy =1p- (A — ppdy) surl, x I (2.74)

ou hy, et p, sont deuz réels tels que le premier est différent de zéro et le deuziéme est strictement

positif.

Démonstration. Pour arriver aux équations précédentes des lois de contact unilatéral (2.73)-
(2.74), nous partons directement des lois de Signorini (2.63)-(2.65).

ng !

Décomposons la surface potentielle de contact ', en une surface de contact effectif et une

autre libre. Ainsi, les lois de contact s’écrivent sur chaque zone (et pour tout ¢ € I) comme suit:

sur 97 (1),  dy=0 et A<O0 (2.75)
surC A\ T/ (),  dy<0 et A=0 (2.76)

Introduisons maintenant un champ S, défini sur I', x I par:
Sy =1r-(A—pnpd,) surT.xT (pn > 0) (2.77)

ol 1p- désigne la fonction indicatrice de R™.

Ce champ est appelé ”"champ de signe”. Il est de type "Level-Set” [94] et releve 'inconnue

géométrique T¢/7 [13].

Ainsi, moyennant l'introduction du champ inconnu S, les conditions locales alternatives (2.75)-

(2.76) s’écrivent maintenant sous forme d’équations :
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Sudp, =0 surl.x 1T (2.78)
(1 =Sy )A=0 surl'. x1I (2.79)
Observons que (2.78) et (2.79) représentent deux conditions aux limites. La premiére est de

type Dirichlet, alors que la seconde est de type Neumann. On peut les regrouper en une seule,

moyennant une homogénéisation par un parametre non nul, noté ici, h,. Ceci donne:

Sudn + (1 — Su)hi =0 swl.xT (2.80)
n
ou encore :
A=S8,(A=hpdy) surToxI (2.81)
avec Sy =1p-(A—ppdp) surDl.x T (2.82)

Ceci acheve la preuve de la proposition puisque pour l'obtention des lois de Signorini (2.70) a
partir de (2.73)-(2.74) il suffit de prendre p, = h,, > 0. O

En suivant une démarche analogue & celle que I'on vient de développer pour les lois de contact
unilatéral de Signorini, nous pouvons établir un résultat similaire pour les lois de frottement de
Coulomb [32]:

Proposition 2.2

Les lois de frottement de Coulomb sont équivalentes a :

R, = pAA surl'c x I (2.83)
A+ h3v
_ _ T gy At 17
(1= Su)A + Su[A = [Sy(A + hTv,) + (1 - ) e h%“}] 0 surl,x I (2.84)
Sy =1 (A — ppdy) surle x I (2.85)
Sy =1pe,n(A + pror) surTe x I (2.86)

ot pp, pr et hl sont des réels strictement positifs et h] est un réel non nul.

Démonstration. Nous pouvons démontrer que les lois de frottement de Coulomb (2.66)-(2.69)

sont équivalentes aux équations suivantes (cf. [27])
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R, = pAA sur'; x I (2.87)
A= PB(O,I) (A + pT’UT) sur FC x I (288)
d,R, =0 surT', x T (2.89)

Par partition évolutive de la surface potentielle de contact, nous avons :

dy <0 et A=0 , sur(T.\T¥/)xI (2.90)

dp,=0 et v, =0 |, sur D¢/ Hadh o 1 (2.91)

d,=0 et A= ”UTH , sur D&/ /9l 5 T (2.92)
Ur

ou I‘Ef Fadh o I‘gf 59l gont les parties effectives de contact adhérentes et glissantes, respective-

ment, a 'instant t.

La derniére équation (2.92) donne aussi, aprés avoir introduit un parameétre d’homogénéisation

h3 strictement positif:

A v A+ hju,
A flor]] [[A + Avr||

sur D¢/ 59 5 1 (2.93)

En introduisant le ”Champ de Signe” Sy, défini par:

Sf = ]-B(O,l) (A + p»r’UT) , Ssur FC x I (294)

ol p, est un parameétre strictement positif,

les équations précédentes (2.90)-(2.92) s’écrivent (en se servant du champ S,,):

(1-8S,)A=0 , sur xI (2.95)

SuSfvr =0 , surlex 1T (2.96)
A+ hjv,

1-— A——="|= | 2.97

Su( Sf)[ ||A+h72—UT||] O ? sur CX ( )

La deuxieéme et la troisitme équation (2.96)-(2.97) peuvent étre écrite en une seule, aprés une
multiplication de la deuxiéme par un parametre d’homogénéisation, réel non nul, h] et soustrac-

tion des deux équations. Ceci donne:
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A+ hlv,

A — A T 1- —_ £

]] =0 , surlex/[ (2.98)

ou encore, en ajoutant la premiere équation (2.95) :

(1—S)A+s[A—[S(A+mv)+(1—5)m]]—o surT,x I (2.99)
R M ESRCTHE I |
avec Sy =1p-(A—pudn) et S;y=1pe1(A+pvr) , suwrlexT (2.100)

Ceci acheve la démonstration de la proposition puisqu’il est clair qu’on peut remonter aux lois
de Coulomb (2.87)-(2.89) (et donc aux lois de Coulomb classiques) & partir de (2.83)-(2.86). O

2.6.3 Formulation lagrangienne du probléme dynamique de contact frottant

Une fois les lois de contact et de frottement écrites sous forme d’égalités et non d’inégalités,
nous pouvons aisément les mettre sous forme faible. Ceci nous donne une premiére écriture du

probléeme dynamique du contact frottant, donnée en proposition [29].

Proposition 2.3
Le probléme dynamique de contact frottant s’écrit (formellement) comme suit.

Trouver (u,\,A; Su:St) V(wt A*,A*)

2 2
3 Gl 0) + 3 Gl ) = | Sud{unlldl+
i i Te (2.101)
A+ hlv;
S At (1 - 8p) 20 dr
/ S5+ (1= 87 e ]
1 e
- |, [ (A= hnd )])\ dr =0 (2.102)
A+
/ Su(2L 4 ) (A~ [S(A + Kv,) + (1 = Sp) T2 ]| Avar
hi A + hZv-||
(2.103)
/ (1— Sy)AA*dT = 0
Te
Su = 1p- (A — pndy) surT. x I (2.104)
Sy =1pe,n(A + pror) surTe x T (2.105)

ot pp, pr et hl sont des réels strictement positifs, et ou h, et h] sont des réels différents de

2€ro.
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Démonstration. Rappelons que le (PTV) s’écrit comme suit (cf. (2.35))

yn (U 0") + Gl (u' ') = GL(R'w') i =1,2 (2.106)

ou les expressions Gdyn, G! , et Gi sont données par (2.36), (2.37) et (2.38), respectivement.
En faisant maintenant la somme sur i de (2.106), en utilisant le principe de I'action et de la

réaction et en nous servant des notations (2.61), nous obtenons:

2

2
D Gl (v w') + Y Gl (wiw’) = [ R[[w])dT (2.107)
i=1

i=1 e

ou [[w]] est le champ saut, donné par:

[w]] = w'(p) —w?(®) , surT, (2.108)
Notons que:

R=Xn+pI si dp=0 (2.109)

R=0 si d,<0 (2.110)
donc

R=S, [)\n + u,\A] (2.111)

Sy =1p- (A — pndn) (2.112)
Ainsi:

2
ZGdyn o)+ 3 Glulut) = [ Suwnldr + . S (2113)

sachant que:

Pour S;y=1, A= SfA car A € B(0,1) (2.114)
A + hiv,

P = A=
our 5;=0, A=pm= ey

(h3 > 0) (2.115)

ou encore, aprés avoir regroupé (2.114) et (2.115) :

A=SA+(1— )(” T||> SiA + (1 —sf)[|A+h5“T] (2.116)

A+ hyor|
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le PTV s’écrit alors comme suit :

2 2
> Giyn(ut) + 3 Gliw) = [ SuAlfwJlar+
i=1 i=1 \ Le (2.117)
[ Susa[$iA+ (1 =59 [ gyl

c

Remarque 2.2

.. A+h] . Y . .
On choisit ”Aihﬁ au lieu de m pour assurer la symétrie de la matrice tangente issue du

mode glissant du frottement (S, =1 et Sy =0).

Nous écrivons maintenant les lois de contact et de frottement sous forme faibles. Pour tout

champs virtuels A* et A* on a:

. A= Su(A = findn) | X" = 0 (2.118)
T J,
Sy 1-8 A+ hvr 17,
/ AL (L + =20 (A - [sf(A+h{uT)+(1—sf)J]]A dT+

/ (1 — S,)AA*dT = 0

c

Nous gardons les équations reliant les champs de signes inconnus S, et Sy aux autres champs

mécaniques inconnus du probléme sous leurs formes fortes, soit :

Su=1p-(A—ppdy) , swrlox1I (2.120)
Sf = 13(071) (A + p’rU’r) , Ssur Fc x I (2121)
La preuve de la proposition est ainsi achevée. O

2.7 Formulation stabilisée: unification des formalismes lagrangiens

Dans le probleme (2.101)-(2.105), et dans le cas d’un contact effectif (S, = 1) avec frottement
adhérent (S = 1), les équations (2.102)-(2.103) assurent, de maniére faible, le fait que d, = 0
et v, = 0. On peut donc rajouter au PTV (2.101), dans tous les cas de figures, sans modifier

son écriture continue, les termes ”nuls” suivants:
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/Sumndn[[wn]]df‘ ol kp=0 (2.122)
e
/ SuSsuervs [ JdT ot Ky > 0 (2.123)
Te

Remarque 2.3

les paramétres Ky et k; sont choisis de la sorte afin de renforcer Uellipticité de l’énergie in-
terne dans les cadres statique et quasi-statique. Par ailleurs, les termes ajoutés sont de type
"pénalisation”. Leurs intéréts seront discutés dans le chapitre des exemples numériques (cha-

pitre 5).

Le probléme dynamique de contact frottant s’écrit alors comme suit.

Trouver (u’,\,A; SuSf) i V(w' \*,A%)

2
Z Gdyn u 7wi) + Z Gént(uiawi) = / Su (>\ - ﬁndn)[[wn]]dr"i_
i=1 e

(2.124)
A+ hlv
A 1— ST T
/ SuptA [Sf( + K'r’UT) + ( Sf)[HA ¥ hE’UT”]] [[w’?’]]d
——/ (A= hnd )]A*dF:O (2.125)
S -8 A+ h]
/ pASu (L4 T (A [S5(A + o) + (L )20 | A+
. hT h3 A+ hjor |
¢ (2.126)
/ (1 — S,)AA*dT =0
Sy=1p-(A—pndn) , surlexI (2.127)
Sy =1po1)(A+prvr) , surlex [ (2.128)

Nous qualifions ce formalisme de lagrangien stabilisé [30, 34, 29].

Proposition 2.4

La formulation stabilisée (2.124)-(2.128) généralise la formulation lagrangienne classique [69,
106] et lagrangienne augmentée [3, 97, 91, 93].

Démonstration. Elle est immédiate : dans le cas ou k, = 0 et x; = 0, on retrouve la formulation
lagrangienne classique. Dans le cas ol k, = hy, = pp, > 0 et K, = p = h] = hj > 0 on retrouve

"naturellement” la méthode (quasi-)lagrangienne augmentée. O
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La nouvelle formulation (2.124)-(2.128) unifie deux méthodes pour le contact, facilitant ainsi
leur codage informatique. L’utilisateur (d’un code éléments finis) peut passer d’une méthode a
une autre, par simple choix de parametres, selon les besoins de modélisations ou de résolutions
numériques. Par exemple, dans le cas d’un contact (sans frottement, pour la clarté) en statique
et en présence de mouvement de corps rigide, il est intéressant d’ajouter la stabilisation (k, > 0)

pour éviter le recours & des solveurs pour matrices singulieres (cf. [34]).

En outre, le formalisme lagrangien stabilisé permet de couvrir aisément le formalisme par

pénalisation.

Remarquons enfin que dans le méme esprit, on peut obtenir le formalisme lagrangien perturbé
[100, 68] en choisissant x, = 0 (cas de contact sans frottement) et en ajoutant & (2.125) le terme

de perturbation suivant :

Su€eAN*dT (2.129)
Te

ol € est un parametre positif arbitrairement petit que 'ont peut choisir égal & ﬁ

2.8 Conclusion

A partir des écritures équivalentes en équations des lois de contact, moyennant l'introduction
de champs de signe, nous avons proposé un formalisme lagrangien stabilisé pour les problemes
de contact généralisant ceux lagrangien classique et lagrangien augmenté, clarifiant 'intérét des
parametres dits d’augmentation et unifiant les implémentations numériques. Dans le chapitre
suivant, nous nous intéressons aux aspects dynamiques des probléemes de contact. Nous propo-
sons, en particulier, une formulation hybride faible-forte adaptée aux problémes d’impact. Cette

formulation suit dans ses grandes lignes la démarche de J.-J. Moreau et M. Jean (e.g. [83, 64]).
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Chapitre 3

Formulation hybride faible-forte pour
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Dans ce chapitre, en optant pour le modeéle de Signorini-Moreau [83, 65, 84, 64, 85], comme
modele de contact en dynamique et en ’écrivant en équations, moyennant l'introduction de
deux champs de signes [13], nous proposons une formulation lagrangienne en vitesse faible-forte,
permettant de dériver des éléments de contact-impact respectant les conditions cinématiques
de contact (placements et vitesses) [30]. Nous vérifions, en particulier, que cette formulation

continue conserve I’énergie totale et les quantités de mouvements linéaire et angulaire.

3.1 Formulation hybride faible-forte continue

3.1.1 Limites du modeéle de Signorini en dynamique

Le modele de Signorini, couramment utilisé en contact statique, n’est pas trés adapté aux

problémes de contact-impact (cf. e.g. [36, 63]) et ce pour au moins deux raisons:

o Il ne controle que les placements des points d’interface de contact. En plus, les champs controlés

sont irréguliers en temps.

e Il est associé a des équations d’équilibre (locales ou globales) d’ordre deux en temps.

Etant donnée Iirrégularité en temps des champs de déplacement des points de contact, I’intégration
temporelle par des schémas classiques de la formulation dérivant du modeéle de Signorini géneére
des oscillations parasites aux moments des chocs. Ces oscillations s’accentuent d’autant plus que

lordre du schéma est élevé (e.g. [64]).

Pour remédier aux carrences sus-mentionées, nous proposons i) d’utiliser le modele de Moreau
[85] qui consiste & controler, & la fois, les placements et les vitesses des points en contact potentiel
et ii) de dériver une formulation en vitesse d’ordre un par rapport au temps [30].

3.1.2 Lois de contact de Signorini-Moreau

Rappelons ici que les lois de contact de Signorini s’écrivent comme suit :

d, <0 sur['c x I (3.1)
A<0 sur ' x I (3.2)
Ad, =0 sur'; x I (3.3)

Rappelons également que d,, est la distance signée entre un point de @(Pc,t)|tel et le point qui

lui est associé par 'application d’appariement (cf. section 2.5.2 du chapitre 2).
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J.J. Moreau [83] a donné & ces lois une écriture différente en dynamique. Cette écriture est celle

qui suit:

Pour tout temps ¢ € I et tout point p de I'., nous avons l'alternative suivante :

Apt) =0 si du(pt) <0 (3.4)
()] <0, Alpt) <O et Ap,t)[[va(pt)]] =0 si dy(pt) 20 (3.5)

a0l = (v (pt) = 0*(B1) ) () (3.6)

vlet v? désignent les champs des vitesses lagrangiennes des solides S' et S?, respectivement et p
le point de T'2, apparié au point p de T, & I'instant ¢. Observons qu’aux instants t; d’irrégularité

c’est A la détermination & droite de t; ((¢;)™) qu’il est fait référence dans les lois ci-dessus.

La pertinence du modele de Moreau est éclairée par le résultat qui suit: (ot nous supposons que

Pappariement est constant au cours du temps)

Proposition 3.1

Si & un instant initial ty, on respecte les conditions de Signorini alors pour tout t > ty les
conditions de Signorini (3.1)-(3.3) et de Moreau (3.4)-(3.5) sont équivalentes.

Démonstration. Supposons qu’a 'instant initial ¢y et pour tout p € T'. on a d,(p,tg) < 0,
A(p,to) < 0 et dy(p,to)M(p,to) = 0. Montrons ’équivalence entre les deux modeles, pour tout
t > 1p-

B Implication 1 : du modéle de Moreau au modéle de Signorini

Les déplacements sur 'interface I', s’écrivent en fonction des vitesses, comme suit :

t

ul(p,t) = u'(p,to) +/ vl (p,s)ds pour (p,t) dansT. x1I (3.7)
to

Il en est de méme pour le point p, apparié a p et nous avons:
¢

W2(B.t) = W2(Pito) + / v2(B,s)ds (3.8)

to
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Par différence et projection sur la normale n, définie par (2.53), nous obtenons également :
t
dn(pst) = dn(psto) + [ [[vn(p,s)llds pour (p;t)dansTe x1 (3.9)
to

Deux cas se présentent :

e si d,(p,t) < 0 alors le modéle de Moreau impose que A(p,t) = 0 (équation (3.4)). Ainsi les

lois de Signorini sont respectées.

e si dy(p,t) > 0 alors le modele de Moreau impose que [[v,(p,t)]] < 0, A(p,t) < 0. Or, on
a supposé que d,(p,tp) < 0, donc on obtient par I’équation (3.9), d,(p,t) < 0 et plus
précisement d,(p,t) = 0. On a donc d,,(p,t) = 0 et A(p,t) < 0. Ainsi, les lois des signorini

sont respectées.

Dans les deux cas on a démontré 1'implication du modele de Moreau au modele de Signorini.
B Implication 2: du modéle de Signorini au modéle de Moreau

Discutons les deux cas suivants:

e si d,(p,t) < 0 alors le modele de Signorini impose que A(p,t) = 0. Ainsi, le modele de

Moreau est respecté.

e sid,(p,t) > 0 alors le modeéle de Signorini impose que dy,(p,t) = 0 et A(p,t) < 0. et puisque

[70] :

. dn

dn(p;t) = [[vn(p.0)]] + dn(p,t)n.— (3.10)
ol

] d(dn)
= 11

dn dt (3:11)
Donc [[v,(p,t)]] = 0.
On a finalement [[v,(p,t)]] = 0 et A(p,t) < 0 donc les conditions de Moreau sont vérifiées.

Dans les deux cas, on a démontré la réciproque. O
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3.1.3 Ecriture en équations des lois de Signorini-Moreau

Les conditions de Signorini-Moreau font intervenir des inéquations. Nous proposons de les écrire
sous forme d’équations, moyennant I'introduction de deux champs de signes définis sur la zone
potentielle de contact I'.. Ces champs de signes utilisés dans [13] s’apparentent & des level-sets
[94].

Pour cela nous établissons le résultat suivant :

Proposition 3.2

Les lois de Signorini-Moreau, définies par (3.4)-(3.5) sont équivalentes aux systémes suivants :

Pourt=ty:

A=38, ()\ — hndn) sur ', (3.12)

Su = 1z- (A — ppdy) sur T, (3.13)
Pourt > ty:

A = 84Sy (A = hn[[vg]]) surTex I (3.14)

Sy = 1g-(—dy) surTe x I (3.15)

Sy = 1g- (A = pa[[vn]]) surTe x T (3.16)

ot hy, est un paramétre non nul et p, est un parameétre strictement positif.

Démonstration. Le passage des inéquations aux équations se démontre de la méme maniere que

dans le chapitre 2 (section 2.6.2).

Concernant la réciproque, nous considérons, pour tout ¢ et p, les cas suivants:

Pour t =ty:
® si A\ —ppd, >0donc S, =0et A=0 (d’aprés (3.13) et (3.12)). Ainsi, d, <0 et A =0.
e si\— ppd, <0donc S, =1etd, =0 (dapres (3.13) et (3.12)). Ainsi, d, =0 et A < 0.

Pour t > ty, deux cas se présentent :
e sid, <0 alors S, =0 (par (3.15)) et A =0 (d’apres (3.14)). Observons que, dans ce cas,

[[vn]] n’est pas contraint.

e si d, > 0 donc S, = 1. Distinguons les deux cas suivant :



66 Chapitre 3. Formulation hybride faible-forte pour les problémes d’impact et discrétisations

— 8i A—pp[[vn]] > 0 alors S, = 0 (par (3.16)) et A = 0 (par (3.14)). Nous déduisons de (3.16)
que —[[vg]] > 0 ou encore [[v,]] < 0. On a ainsi A < 0, [[v,]] <0 et A[[v,]] = 0.

— si maintenant A — pp[[v,]] < 0 alors S, = 1 (par (3.16)) et [[v,]] = 0 (par (3.14)). Nous
déduisons de (3.16) que A < 0. On a ainsi A < 0, [[v,]] < 0 et A[[v,]] = 0.

Ce qui acheve la preuve de la réciproque. O

3.1.4 Formulation faible-forte du probléeme de contact dynamique
Etant donné que le contact est écrit en vitesse, nous écrivons aussi I’équilibre en vitesse suivant

en cela Moreau et Jean (e.g. [64, 85]), en utilisant le Principe des Puissances Virtuelles (PPV).

Ce principe s’écrit comme suit :

Pour tout w', champ de vitesse admissible, (et pour tout temps t € I)

2 2
Z Gy (vt ') + Z G (' w') — [ SuSyA[wn]ldl =0 (3.17)
i=1 i=1 Le
ol
Géyn(vi,wi) = /Ql phot ' dQ (3.18)
0

Tr [ﬁ" (vi)vp(wi)T] o (3.19)

avec ﬁi(vi) = TI¥(u*) et S, et S, définis par (3.15) et (3.16). Observons que nous négligeons le
frottement dans (3.17).

En écrivant maintenant les lois de contact sous forme faible tout en gardant S, et S, sous forme

forte et en rajoutant le PPV et I’équation reliant le champ des déplacements a celui des vitesses,
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nous obtenons le probléme suivant, pour tout ¢ > ¢y (cf. e.g. [30]):

Trouver (v',u’,)\; 8y,8y) € CAL x CAY x H x (L®(T.))? ;V (w'\*) € CA x H

2 2
D Giyn(v' )+ Giny(v'0) = | SuSuM[wnlldl =0 (3.20)
=1 i=1 c
S (A = SuSu(A = hy[[vn]])) XdL =0 (3.21)
hn T
W) = (o) + / vi(,s)ds  dans Q (3.22)
to
Sy = 1x-(—dy) sur T, (3.23)
Sy = 1= (A — pal[vn]]) sur T, (3.24)
ut(Lto) = ub() et vi(.tg) = vi(.) dans Qf (3.25)

ott CA!, CA! et H sont les espaces cinématiquement admissibles des champs de vitesses, de
déplacement et des multiplicateurs de contact, respectivement, et ou h, est un réel non nul et

P est un réel strictement positif.

Il s’agit d’une formulation continue, hybride, sans contraintes, écrite en vitesses. Ses inconnues

sont les vitesses, les déplacements, les multiplicateurs de contact et les champs de signes.

Remarque 3.1

Comme dans les régimes statique et quasi-statique, cette formulation, de type lagrangienne clas-

sique, peut etre stabilisée par un terme de la forme suivante [30, 34]:

/ i SuSol[m]l o]l dT (3.26)

c

Toutefois 'intérét pratique de cette stabilisation ne nous semble pas clair dans le régime dy-
namique, vu que les mouvements de corps rigides font partie intégrante de la dynamique du

systéme.

Formulation pénalisée en vitesse

Dans la littérature, et comme nous ’avons rappelé au premier chapitre, il est fréquent que le
contact en dynamique soit traité en utilisant la méthode de pénalisation (cf. e.g. [75, 4]). Pour

le modele de Signorini-Moreau développé ici, la formulation pénalisée est la suivante, pour tout
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t>1p:

Trouver (v'u’;8y,S,) € CAL x CAL x (L*°(T.))?; VYw'eCA?

2 2
z; Gy (v' ") + z; Gl (v' ') — g SuSytiv[[vn]][[wn]]dl’ = 0 (3.27)
t
ut(,t) = u(.,t) + /to v'(.,5)ds dans (3.28)
Su = 1gp-(—dy) sur T (3.29)
Sy =1g-( — [[va]]) sur I'; (3.30)
u'(Ltg) = uh() et v'(.,to) = vh(.) dans Q (3.31)

oll K, est un parameétre de pénalisation (strictement positif et arbitrairement grand).

3.1.5 Prise en compte du frottement

Les phénoménes de frottement font intervenir les vitesses relatives tangentielles au niveau de
I';. Ainsi, la formulation proposée est parfaitement adaptée a l’intégration de ces phénomenes.
Rappelons les lois de frottement de Coulomb écrites sous forme d’équations sur I'. X I, moyennant

I'introduction de deux champs de signes S, et Sy, définis sur I'; x I:

R: = puAA (3.32)
A+ hgw

1= S)A + Sy A — [S7(A + hTo,) + (1 — §p) 1207 1] _ .

(1-S)A+S [ [Sp(A + AT, + ( Sf)HAJFhEUT“]] 0 (3.33)

Su = 1p-(—dy) (3.34)

Sy = 1B(O,l)(A + prvr) (3.35)

ou h] est un réel non nul, h3 et p,; sont des réels strictement positifs.

En tenant compte des puissances virtuelles développées par les efforts de frottement, le probléme
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dynamique de contact frottant s’écrit comme suit :

Trouver (v’ ,ul,\,A; Su:Sv,Sf) € C.Af, X C.Afl X H xH x (L®(T))? ;
Y (w' \A%) € CAL x H x H

e Principe des Puissances Virtuelles

2 2
> Gy (v ) + Y Gl — [ SuS A ar
i=1 i=1 Te

(3.36)
A+ hiv;
- A+(1-8)—=— =
/rc S [SyA+ (1= )y lborar =0
e Lois de Signorini-Moreau faibles
1
- / [A — SuSy (X — hn[[vn]])] Ml =0 (3.37)
hn Te
e Lois de Coulomb faibles
S 1-8 A+ Al
/ Ay (2L + =2 [A = [S5(A+ h]v,) + (1 —sf)ﬂ]]mdr
hi B A+ hjovr|
c (3.38)
—I—/ (1 —S,)AA*dT' =0
o Relation déplacement-vitesse
. . t . .
u'(.,t) = u'(.,t0) +/ v*(.,8)ds dans Q) (3.39)
to
o Champs de signes
Sy —1p-(—dy) =0 sur ', (3.40)
Sy —1p-(A—ppllvn]]) =0 sur I, (3.41)
S —1p,) (A + pT’UT) =0 sur ', (3.42)
e Conditions initiales
ul(to) = ud() et v'(.to) = vi(.) dans (3.43)

ou . désigne I’espace des champs semi-multiplicateurs de frottement A.

Le terme de frottement dans (3.36) dépend implicitement de S, parce que A en dépend dans les

lois de contact (3.37).

La formulation du probléme dynamique de contact frottant (3.36)-(3.43) peut étre stabilisée par
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la méme procédure que précédemment. En effet, dans le cas o1 S, = 1 (i.e. contact adhérent),

vy = 0, on peut ajouter au PPV, défini par (3.36), le terme suivant :

_/I“ NASquHTUT[[wT]]dFC (344)

ou K, est un parametre positif.

La formulation précédente est originale car c¢’est une formulation continue généralisant les formu-
lations lagrangiennes classique et augmentée. Par ailleurs, les lois de contact-impact, écrites d’une
maniére équivalente sous forme d’équations, respectent exactement les conditions de Signorini-
Moreau. Les non-linéarités de contact sont figées dans les champs de signes, définis d’une maniére

forte (locale). De ce fait, la formulation proposée est de nature faible-forte.

Comme nous ’avons déja mentionné, la formulation développée est lagrangienne. D’autres for-
mulations de la littérature le sont [97, 3, 93]. Trois points sont & souligner. Le premier est que
notre formulation est continue et permet de ce fait de parcourir et d’analyser la chaine des
approximations numériques. La seconde est qu’elle est écrite en terme des champs des vitesses,
évitant ainsi un ”forgage” d’une condition dite de persistance (e.g. [75], [4]). Enfin, elle releve
les inégalités inhérentes a la mécanique du contact par des champs inconnus, clarifiant ainsi les

difficultés liées aux phénomenes de contact pour en simplifier le traitement numérique.

3.1.6 Résultats de conservation

En nous plagant dans le cadre du contact dynamique sans frottement, nous allons montrer que
pour les solutions du probléme défini par (3.20)-(3.25), I’énergie ainsi que les quantités de mou-
vements linéaire et angulaire sont conservées au cours du temps. Ces propriétés servent comme

guides pour I’élaboration de "bons” schémas numériques d’intégration en temps.

L’énergie totale du systéme mécanique considéré est définie comme la somme des énergies

cinétiques et potentielles des deux solides. Soit :

E= Z( / SPh(v")2d92 + / iWidQ) (3.45)

ol W' est la densité locale d’énergie de déformation du solide S°.
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En dérivant par rapport au temps ’équation (3.45), nous obtenons:

58_? _ Z ( /Q phitatd0 /Q (). (V(0) )a2) (3.46)

En utilisant le Principe des Puissances Virtuelles (3.20) et le fait que IT*(u’) = ﬁi(vi) nous

obtenons:

OF
= /F SuSA{fo]Jdr (3.47)

La conservation de 1’énergie est ainsi assurée des lors que l’on traite exactement le contact en

dynamique; ce que nous faisons dans (3.21).

En tenant compte des phénomenes de frottement (de Coulomb), I’énergie se conserve en mode
d’adhérence (S,S, = 1 et Sy = 1) et décroit en mode de glissement (S,S, = 1 et Sy = 0). En
effet :

FE
o8 _ / S SyA[vn]ldT + / JAS S AvydT+
ot Te Te

A+ hjv, (3.48)

c

Dans le cas ou S, S, =1 et Sy =1, on a, d’apres (3.37) et (3.38), [[v,]] = 0 et v, = 0, respecti-

vement. Donc %—? = 0, ce qui établit la conservation de I’énergie.

Dans le cas olt S,S, =1 et Sy =0, on a, d’apres (3.37) et (3.38), [[vp]] =0 et A = M% =
vr OE __

Mooy Done 5 = ch pAl|lvr||dL. Or pour un contact effectif, A est négatif, donc I’énergie totale

décroit.

Conservation de la quantité de mouvement linéaire

En supposant que I'}, =, alors la quantité de mouvement linéaire est conservée. En effet, cette

quantité est définie par:

L=Y)" / phvidQ (3.49)
Z, X
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Soit, & présent, 7 un vecteur constant arbitraire dans Q' U Q2. De I’équation (3.49) on obtient :
oL i
—.n= R TAY) 3.50
5= [ it (3.30)

D’aprés le PPV (3.20), nous obtenons 1’égalité suivante :

= ndl’ .
(% n = Z / (V)@ + susvx[[n]] nd (3.51)
Comme V(n) = 0 et [[n]] = 0 car n est un vecteur constant, nous trouvons:
oL
=0 5 n (3.52)

d’ou la propriété de conservation de la quantité de mouvement linéaire.

Conservation de la quantité de mouvement angulaire

En supposant que I}, = () et qu’en cas de contact effectif la distance d définie par (2.52) est nulle
(ceci est une hypothése relative au choix de la surface potentielle cible ou maitre), la quantité

de mouvement angulaire est conservée au cours du temps. Cette quantité est définie par:
J=Y / poe’ A v'dS) (3.53)
~ Jqi
7
o1 ' = z*(t) (voir chapitre 2) et A désigne un produit vectoriel classique.

On établit cette conservation. En procédant de la méme maniére que précédemment, soit n un

vecteur constant arbitraire dans Q' U Q2. L’équation (3.53) devient par dérivation :

aJ i i i i i
Gr= 3 [ A niraaa =3 [ dit oo (3.54

D’apres le PPV (3.20), on obtient :

oJ

o= Z / T V(nA')dQ + /F SuSuAn.(n A [[¢]])dT (3.55)

ou encore, en utilisant des propriétés du calcul tensoriel :
=% [TV 0k [ susn) A 350

ou 7] est la matrice anti-symétrique définie par nz = n A x.
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Comme la trace d’un produit d’une matrice symétrique par une matrice anti-symétrique est

nulle, on obtient :
oJ
1= [ SuSun(iel]l Amydre (3.57)
Te

Deux cas se présentent :

e Si 5,5, = 0 alors la quantité de mouvement J se conserve naturellement.

e S5iS,S, = 1 alors le contact est effectif et ainsi [[¢]] = 0, d’ou la conservation de la quantité

de mouvement angulaire.

3.2 Approximations et résolution numériques

Dans cette section, nous abordons la discrétisation de la formulation continue en vitesse (3.20)-

(3.25) et précisons la stratégie utilisée pour la résolution des problémes discrets.

Nous commencons par la discrétisation temporelle puis nous détaillons les différentes étapes de la
discrétisation en espace permettant de dériver les éléments de contact-impact. Nous commentons

particulierement l’intégration numérique des termes de contact.

3.2.1 Formulation semi-discrétisée du probléeme de contact dynamique

La formulation continue du probléme de contact dynamique est écrite en vitesse. De ce fait,
elle est d’ordre un en temps et demande un schéma d’ordre un pour I'approximation du terme

d’inertie.

Considérons tout d’abord I'intervalle de temps I = [to,tf] comme une collection de sous-intervalles
de temps, ie., I = Uszo[tk,tk+1]. Notons par Aty = tx1 — t; le pas de temps de discrétisation

et par (.)¥ Papproximation du champ (.) & I'instant ¢ = .

Nous commencons la discrétisation temporelle de la formulation continue du probléme de contact
sans frottement par une approche totalement implicite. Nous discutons plus loin d’autres types
de discrétisations permettant de diminuer le temps de calcul demandé par une approche totale-

ment implicite.



74 Chapitre 3. Formulation hybride faible-forte pour les problémes d’impact et discrétisations

Supposons que les dérivées des champs de vitesses et les déplacements soient calculées & I'instant

tx+1 comme suit:

Uk—l—l _ ’Uk

kA1 _
0 At (3.58)

uF = uf 4 At [(1 - 0)vF + 0P (3.59)

ou # est un parameétre réel, non contraint pour le moment.

Supposons, & présent que les champs v* et u¥ sont connus, le probléme semi-discret que nous

cherchons & resoudre a l'instant ¢x,1, est le suivant:

Trouver (vFFTL AL k1 Ghtl Ght1y e C A x H x CAy x (L®(T.))%; V(w,\) € CA, x H

22:/z Pgw.wi —I—ﬁ:/ TT[(ﬁi)kH(Vp(wi))T]
=1 0

i=1 /% (3.60)
_/ Sk+18k+1/\k+1[[wn]] =90
Te

_hi/ [/\Iﬁ—l — Ghtlghtl ()\k—l—l _ hn[[vn]]k-i—l)] A =0 (3.61)
n c

(u)FH = (uh)F + At [(1 — 0)(v))* + O(v?)*H1] dans ) (3.62)
SE _1p (=dftYy =0, surT. (3.63)
SEFL 1 (WL — pp[[wn)]FT) = 0 sur ', (3.64)

ou hy est un parameétre non nul et p, un autre parametre strictement positif.

Le parametre 6 est & présent un réel vérifiant une condition de stabilité en linéaire (0 < 0 et

|1 —0] < Ol Wppqy est la pulsation maximale du systéme dynamique, voir annexe 2).

2
Atkwmam
Par souci de simplification, notons At; par At. En choisissant & = 1, nous retrouvons la

discrétisation par le schéma d’Euler totalement implicite.

La dépendance du vecteur normal n par rapport au temps n’est pas discutée a ce stade. Nous re-
viendrons sur cet aspect (non-linéarité géométrique) au moment ot nous décrirons notre stratégie

de résolution.
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Formulation en vitesse semi-explicite

La résolution (par une méthode de type Newton) des problémes semi-discrets, définis & tout
instant ¢ par (3.60)-(3.64), nécessite le calcul et la factorisation des matrices de rigidités tan-
gentes dynamiques dés que la parameétre 6 est différent de zéro (caractére implicite du schéma).
Le cout de ces calculs et de ces factorisations peut étre trés élevé, méme si en implicite I’on peut
se permettre d’utiliser de ”grands” pas de temps. Pour accélérer la résolution, on peut utiliser
une intégration semi-explicite inspirée du travail de Carpenter [38]: les efforts de contact sont
traités d’une maniere implicite pour assurer exactement les liaisons unilatérales et les efforts
internes sont traités explicitement. Pour bénéficier de I'intérét des formulations explicites, la

matrice de masse doit étre condensée. Le probléme totalement implicite (3.60)-(3.64) devient :

Trouver ('uk"'1 MLkt ghtl GhHly € CA, X H x CAy X (L®(Te))?; V(w,\*) € (CAyH)

3 [ A Ot [ S ] - 3Gl 369
i=1

_hl_n i [wl — SEHSE (R g [ ) = 0 (360

() = ()" + At[(1 = 0)()* +0(v") ] dans O (3:67)

Skl _ 1, (=d*tY) =0, surT, (3.68)

SEF — 1 (N — pp[[oa]]F41) =0 sur T (3.69)

Observons toutefois que méme en condensant la matrice de masse, les matrices tangentes dérivées
d’une discrétisation éléments finis du probléme défini par (3.65)-(3.69) ne sont ni diagonales ni
définies positives. Un solveur de type complément de Schur doit étre utilisé pour exploiter la

possibilité de condensation de la matrice de masse.

3.2.2 Discrétisations en espace

Les équation (3.63) et (3.64) montrent que les champs de signes S,, et S, sont trés irréguliers.
Ils ne se prétent donc pas & une approximation par la méthode des éléments finis. Pour cela,
nous proposons d’utiliser la méthode des éléments finis pour approcher les champs v*t1, uf+1 et
Mt (ainsi que A¥*! en considérant le frottement) et une méthode de collocation (points finis)
pour I’approximation des champs Skt1, Sk+1 (ainsi que S';H en cas de prise en compte des
phénomenes de frottement). Détaillons ces aspects, en omettant la référence a la discrétisation

en temps pour simplifier ’écriture.



76 Chapitre 3. Formulation hybride faible-forte pour les problémes d’impact et discrétisations

Approximation éléments finis

Maillage Pour approcher les inconnues primales u et v de la formulation variationnelle, nous
commencons par le maillage des deux solides dans leur configuration initiale ﬁ(l) et ﬁﬁ. On sup-
pose que ces derniers sont suffisamment réguliers pour que l'on puisse les approcher par deux
domaines polygonaux en 2D et polyhédriques en 3D. Dans la suite, nous notons ces domaines,

approchant les vrais domaines, (2] et Q2.

A chaque domaine €2} est associée une triangulation 7; dans le sens ou:

N
v=UKj (3.70)
j=0

oit N! est le nombre d’éléments de la triangulation Thi, et ou hi, est le pas de cette triangulation

défini par:

hi, = Maz{diam(K}) ,1<j < N}}  i=12 (3.71)
Pour le maillage de I'? se pose une alternative:
e Soit un maillage hérité de la trace géométrique de 7y (figure 3.1(a))

e Soit un maillage indépendant de 7j1, ayant son propre pas (figure 3.1(b)).

a b

Fi1c. 3.1 — Maillages de la surface de contact
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Dans les deux cas, on note 7Cp, la triangulation de T'?, i.e.,
N
re=e (3.72)
§j=0
ot N, est le nombre d’éléments de 7Cp,.
Le pas de cette triangulation, noté h., est défini par:

he = Maz{diam(e;),1 < j < N.} (3.73)

Nous supposons pour la suite que les triangulations (77% ) et TCp, sont réguliéres au sens

1<i<2
classique du terme (cf. Ciarlet [90]).

Remarque 3.2

Apreés discrétisations des surfaces de contact, les normales des surfaces cibles, essentielles pour
Dappariement et ainsi pour le calcul des champs de type [[vn]], peuvent présenter des disconti-
nuités auz niveauz de noeuds (en 2D ) ou d’arétes de contact en 3D. Ces discontinuités peuvent
générer des problémes numériques, surtout en présence de frottement [71]. Pour attenuer ces

pathologies numériques, des techniques ont été proposées dans la littérature :

o lissage des surfaces de contact. Cette technique peut devenir cotteuse dans le cas de grandes

transformations.

e régularisation des champs des repeéres locauz par moyennation ”continue” entre les différents
champs auz noeuds du maillage de l'interface maitresse et reconstruction des champs
des repéres locaux par usage des fonctions de base éléments finis définies sur la surface

maitresse de contact [37, 80].

Espaces d’approximation Le caractére mixte (hybride) de la formulation continue contraint
le choix des espaces de discrétisation des champs primaux (déplacements et vitesses) et des
champs duaux (multiplicateurs de contact et semi-multiplicateurs de frottement) via la condi-
tion Inf-Sup [58, 44, 7]. En adoptant la démarche suivie par Ben Dhia et al., qui est justifiée par
des considérations de stabilité établie dans [44, 7, 37|, nous utilisons la trace de I’espace d’ap-
proximation des champs primaux pour approcher les champs duaux (méme si d’autres choix

sont possibles (e.g. [7]))-
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Espace d’approximation des champs primaux Nous notons par C.A;L le sous-espace de

CAZ permettant d’approcher les champs primaux admissibles. Il est défini comme suit :

CAL) = {w' € (C@))"; wiis € @ (K7)*, 1< 5 < N et wfp, =0} (3.74)

ou C (ﬁz) et P, désignent ’espace des champs continus dans O et Iespace des polyndmes de
degré g, respectivement. Pour la clarté de la présentation, nous considérons des éléments linéaires

en champs primaux (¢ = 1).

Notons (wiLl)1 <L<n; la base de cet espace vectoriel (de dimension finie). Elle s’écrit comme suit :
1=1,d

wil = wte (3.75)

ol (e;)1<i<a st 1a base canonique de R%, (d = 2 ou 3) et w’ sont des fonctions de base (éléments

finis) scalaires classiques.

Les champs de déplacements et de vitesses vecteurs de C.A’,; s’écrivent dans cette base comme

suit :
uh = ZuiLlwiLel (3.76)
l,L
v = Z vilwiLel (3.77)
l,L

Espace d’approximation des champs duaux Nous considérons la démarche suivie par Ben
Dhia et Zarroug [37]. Dans le cas ou les surfaces de contact sont planes, le choix de la trace de
C.A}L sur T'? comme espace d’approximation des champs duaux est justifié par [12, 44, 7, 105).
Cependant, dans le cas ou ces surfaces sont gauches, nous gardons le méme type d’espace d’ap-
proximation mais en lissant les champs des bases locales et en considérant des champs discrets
du multiplicateur de contact et du semi-multiplicateur de frottement linéaires par éléments et

continus sur toute I'interface I'; (cf. [80] pour plus amples développements).

I’espace de discrétisation du multiplicateur scalaire de contact est noté Hy, et défini par:

Hu(Te) = (A € O(Te) 5 Al €Pifey) s 1<j < N} (3.78)



3.2. Approximations et résolution numériques 79

Le champ vecteur de semi-multiplicateur discret de frottement Aj, se décompose sur la base locale

covariante g, (eventuellement lissée comme suggéré précédemment) de la maniére suivante:

d—1
Ap =" Aanga avec Aqp € Hp(Te) (3.79)

a=1

De ce fait, on construit ’espace d’approximation du semi-multiplicateur vectoriel de frottement

comme suit :

d—1
%h(rc) = {,uh = Z,U/ahga ; Bah € Hh(rc) y1<a<<d— 1} (3-80)

a=1
Les champs de multiplicateurs de contact et de frottement discrets sont développés dans leurs

bases (m)1<m<N, € (¥m-ga)1<m< N, respectives comme suit :
a=1,d

Ne

A= Am¥m (3.81)
m=1

Ah = Z A?nwmga (382)
m,o

Apres discrétisations des champs de déplacements, vitesses et multiplicateurs de contact, il reste
a approcher les champs de signe S, et S, (ainsi que Sy en cas de prise en compte des frottements)
définis localement et intervenant dans les différents termes de contact dans la formulation semi-

discrétisée (3.60)-(3.64), par une méthode de collocation.
Collocation
La méthode de collocation consiste & approcher les champs de signes (irréguliers), en une col-

lection de points de T'? [30].

Notons pour cela (pj)i<j<n,. une collection finie de points de I'f, (Sﬁ)f;rll, Ny, € (S,J,)f:ll, N, les
valeurs des champs S, et S, aux points (p;);=1,n,, et & I'instant £+ 1. En cas de prise en compte

des phénomenes de frottement, nous approchons également S; de la méme maniere.

Remarque 3.3

Les points de collocation peuvent a priori étre choisis de différentes maniéres. Nous pouvons
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ainsi considérer les sommets des éléments du maillage de T?, les points de Gauss ou les points de
Simpson. Il a toutefois été montré numériquement (en s’appuyant sur des résultats de stabilité)
que le choiz de ces points doit étre fondé sur une partition de l’interface de contact assurant une

intégration précise des termes de contact présents dans le probléeme (cf. [37]).

Problémes discrets

La combinaison de la méthode des différences finies en temps et des méthodes des éléments finis
et de collocation en espace donne ainsi lieu aux problemes suivants & résoudre, & chaque balise

de temps tg41.

En supposant que les champs u* et v* (ainsi qu’éventuellement des champs de type variables in-
ternes en cas de comportement anélastique) connus, les problémes discrets de contact dynamique

(sans frottement) peuvent s’écrire comme suit :

Trouver (v t1 AT L (GIVEHL (GTVFHLY € C AL x Hp x CAp x {0,1}2Vre; Y(wr, 9m)

Npc
(Gayn)g ™+ (Gime)gy ™ = D wi (SDFFHSDHNH () [fw, ] (p) = 0 (3.83)
j=1
Npe
S [N ) — (SIMSDET O ) — bl 1 () [me) =0 (389
n j:l
()i = () + [(1 = 0) Atk +08(0)] Vi=1.2 (3.85)
(S0 =1p- (= (d)y " (ps)) Vi =1LNpe (3.86)
(SO = 1= (AT (03) = pullenls ™ (7)) Vi = 1Nye (3.87)

ol ¥, et (wr,) sont les éléments de la base de Hy, et de CAp,

k—l—l (’Ui)k
(Gayn)E Tt = Z / , pit b — Wk aw}, dQ (3.88)

Gt ), Z / , ’““(Vp(wi,))T] dQ (389)

(W = Z(vh)’”leez (i=12) (3.90)
I,L
N
M=) A (3.91)
m=1

et oll w; représente le poids affecté au point de collocation p; (pour j = 1,..,Np.). Ces poids sont
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rattachés dans ce travail aux poids de formules d’intégrations numériques utilisant les points de

collocation p; comme points d’intégration numérique des termes de contact.

3.2.3 Discrétisation du terme de stabilisation

Revenons maintenant & la discrétisation du terme de stabilisation [ #1SySy[[vn]][[ws]]dT" pour
la formulation en vitesse ou bien fl“c K2Sydy[[wy]]dT pour la formulation en déplacement, avec

k1 et ko deux parametres réels positifs.

Etant donné que les deux termes de stabilisation nécessitent le méme type d’approximation

EF-collocation, nous ne développons que la discrétisation du second terme [34].

Rappelons que le terme de stabilisation s’ajoute aux travaux virtuels des efforts de contact
fl“c SuA[[wy]]dL'. Notons alors que le premier ne fait intervenir que des champs primaux alors

que le second fait intervenir le produit d’un champ primal par un autre dual.

Dans le cas ou les traces des champs de déplacements sur l'interface de contact et le champ de
mutiplicateur de Lagrange sont approchés par des éléments finis polynémiaux (par morceaux)
de méme degré, le terme de stabilisation discrete augmente les travaux virtuels des forces de
contact d’une quantité qui ne perturbe pas la solution discrete du probléme de contact.

En revanche, lorsque le multiplicateur de contact discret est dans un espace E.F. de degré
strictement inférieur & celui des champs de traces des déplacements discrets sur l'interface de
contact (cf. e.g. [7] pour des exemples), le terme de stabilisation perturbe la solution du probléme
de contact sans augmentation. Il est en effet aisé de se convaincre que, dans le cas ou le champ

discret A\, est constant par élément e, de T'?, I'écriture du contact effectif n’impose alors que:

/ dppdl' =0 Ve, €Th (3.92)

€c

soit une non interpénétration nulle en moyenne sur e..

Afin que la stabilisation reste cohérente avec le probléme lagrangien discret, il faut modifier le

terme de stabilisation. Nous proposons de le faire en remplagant le terme [r, dyp[[wn]]dl par:

[, P o [wnallar (393)

c
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ou Py, est un opérateur de projection des traces de champs de déplacement sur T'? sur les-
pace Hj, des multiplicateurs de contact. Nous évaluerons cette correction sur la base de tests

numériques (chapitre 5).

3.3 Stratégie de résolution

Le probléme discret (3.83)-(3.87) est fortement non-linéaire. Ses non-linéarités sont liées a:

I’appariement des points qui sont susceptibles de rentrer en contact
— la méconnaissance des statuts de contact/frottement en dynamique
— la non-linéarité de seuil de frottement (modeéle de Coulomb)

— la loi de comportement du matériau considéré

les grandes transformations

Ces non-linéarités sont résolues par un algorithme mixant des stratégies de points fixes et une

méthode de module tangent (Newton généralisé (cf. [2, 45])).

Rappelons qu’il existe d’autres stratégies de résolution autre que celle retenue dans ce travail.
Elles se fondent sur le principe de la linéarisation (généralisée & cause des irrégularités). Les
matrices tangentes sont alors non symétriques (en présence de frottement). Ces méthodes per-
mettent toutefois de recouvrir (pour certains comportements) les performances des méthodes de
Newton dés que les statuts de contact sont stabilisés (cf. e.g. [101, 77, 108, 68, 88, 109]).

La stratégie choisie a I’avantage de ”découpler” les différentes non-linéarités, en donnant la pos-
sibilité de les traiter une par une. On y geére des matrices tangentes symétriques (si la loi de

comportement des matériaux constituants ne les dissymétrise pas!).

L’algorithme est illustré par 'organigramme de la figure 3.2.

Nous supposons qu’avant chaque boucle de point fixe, les inconnues ont été initialisées & des

valeurs judicieusement choisies.

Notons que 'algorithme (figure 3.2) n’est déclaré convergent que lorsque toutes les boucles de

points fixes et ’algorithme de Newton ont convergé successivement.
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a. Boucle sur tous les pas de temps

u=uk, Y =vk, )\=)\ket A=A

b. Boucle d’appariement

p=p?, n=r® et 1=1°

c. Boucle de seuil de frottement

A =N (dans Rr)

d. Boucle des statuts

S,=S , §=9S et S =85

e. Boucle de Newton
(généralisé)

Fin boucle e

Fin boucle d

Fin boucle c

Fin boucle b
Fin boucle a

Fi1G. 3.2 — Algorithme de résolution

Décrivons succinctement chaque boucle. Pour plus de détails sur certains aspects, nous renvoyons

aux références [19] et [80].

Boucle a: Boucle sur les pas de temps:
Elle permet 1’évolution du temps d’un pas a un autre. Pour déterminer les inconnues a l’instant

de calcul k£ + 1, nous supposons qu’elles sont connues & I'instant .

Boucle b: Boucle sur la géométrie/appariement:
Cette boucle permet la recherche des normales, des vecteurs tangents (lissés pour certains cas)

et des points appariés du contact. Nous suivons la démarche de [80]:
n(z') = n(p' +u' () = n(p' +uj([@")) (3.94)

ou j est I'indice de la derniere itération d’appariement.
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Boucle c: Boucle sur le seuil de frottement:
Dans cette boucle, nous traitons la non-linéarité due au seuil de frottement. Par gel du seuil de
frottement, le critére de Coulomb est géré (numériquement) comme une succession de critéres

de Tresca et, en conséquence, la matrice de rigidité tangente de frottement devient symétrique
(cf. e.g. [42]).

Boucle d: Boucle sur les champs de signes:

Elle permet de traiter la non-linéarité liée & la méconnaissance des statuts du contact /frottement
en dynamique. Nous résolvons cette non-linéarité par une stratégie itérative apparentée & la
méthode des contraintes actives [46]. Elle consiste & initialiser puis ajuster (par des tests) les sta-
tuts de contact/impact/frottement aux points d’intégration numériques des termes de contact,
soit par point, soit par paquet de points. Notons que les trois types de statuts peuvent étre

traités ensemble dans une méme boucle ou séparément.

Boucle e: Boucle de module tangent:

Dans cette boucle, nous traitons les non-linéarités engendrées par la projection sur la boule
unité, et eventuellement par la loi de comportement du matériau. Pour ce faire, nous utilisons
le module tangent qui est une extension de la méthode de Newton se fondant sur la notion de

sous-différentielle [41].

Remarque 3.4

En cas de difficultés de convergence du module tangent (dues d de fortes hétérogénéités de frot-
tement), un module 0-tangent (@ € [0,1]) [81] peut étre utilisé. Dans ce cas, la matrice tan-
gente est modifiée pour en tenir compte [23]. Cette famille de méthode permet de retrouver les
méthodes de linéarisation classique comme celle du module sécant (0 = 0) et du module tangent
(0 = 1). Notons que le paramétre 6 du module O-tangent n’a aucun lien avec celui de 6-schéma

de lintégration temporelle.

Apres linéarisation par module tangent, on est amené a la résolution de systémes linéaires du

type suivant:

K+A,+B, ¢ BT SV, L
C cc 0 S | = | Lo (3.95)
B 0 BB SA, Ls



3.4. Conclusion 85

— K désigne la matrice tangente de rigidité dynamique,

- Ay, C et CC sont les matrices de rigidités contact,

— By, B et BB sont les matrices de rigidités frottement,

— 6V, 0 et 0A, représentent les incréments de la solution hybride du probléme discret,

— L; sont les vecteurs résidus a l'itération du module tangent (et de celles amont de points
fixes).

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, en suivant les travaux de Moreau, Jean et leurs collaborateurs (e.g. [83,
65, 103, 64, 84, 85]) nous avons opté pour le modele de Signorini-Moreau comme modele de
contact en dynamique. Apreés Iavoir écrit d’une maniére équivalente sous forme d’équations,
nous avons élaboré une formulation hybride faible/forte adaptée aux problemes d’impact. Nous
avons présenté la discrétisation de cette formulation ou nous avons discuté la discrétisation du
terme de stabilisation. Une stratégie de résolution basée sur le principe de points fixes a été
également proposée. Dans le chapitre suivant, nous nous focalisons sur les aspects multi-échelles

des problémes de contact-impact.
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Les problémes de contact-impact sont généralement multi-échelles en espace et en temps. Ce

caractére multi-échelle émane du fait que:

i. les surfaces de contact comportent, & des échelles microscopiques, des aspérités [69] dont
I’expression peut étre masquée par les modéles macroscopiques.

i1. les zones de contact sont souvent localisées.

i44. I'impact excite localement des phénomenes hautes fréquences dont la prise en compte est

importante pour I'analyse fine de la zone impactée.

Dans ce chapitre, nous nous limitons aux aspects multi-échelles en espace (présence d’aspérités
et localisation en espace des zones de contact). Dans une premiére partie, nous proposons un
modele d’interface multi-niveau [26], permettant une prise en compte des comportements locaux
et globaux des interfaces de contact. Nous montrons tout particuliérement 'intérét de ce modeéle
pour les problémes de contact en dynamique. Dans une deuxiéme partie, nous montrons comment
la méthode Arlequin [17] peut étre utilisée comme outil numérique pour traiter des aspects multi-

échelles/multi-modeéles des problémes de contact en dynamique.

4.1 Modeéle d’interface multi-niveau

4.1.1 Motivation

Les lois de Signorini [96] sont des lois macroscopiques moyennant les phénomeénes micro-physiques
d’interfaces. Elles induisent des irrégularités des champs mécaniques non cohérentes avec I'intégration
temporelle par des schémas classiques en temps (présence d’oscillations aux moments des chocs
[36]). Cette limite peut étre palliée en utilisant des lois d’interfaces ”plus physiques”, de type
compliance. Néanmoins, la modélisation numérique du contact unilatéral par ces lois ne permet
pas de maitriser les interpénétrations macroscopiques et peut rendre les problémes discrétisés

tangents trés mal conditionnés [15].

Afin de tenter de profiter des avantages numériques du modele de Signorini et des vertus de
modélisation par les lois de compliances, nous proposons un modeéle d’interface multi-niveau,

formellement introduit dans [20] et développé dans [26].

4.1.2 Modéle géométrique des interfaces

Les surfaces réelles de contact ne sont pas parfaitement lisses. Elles présentent, & des échelles

microscopiques, des aspérites dont la prise en compte dans les modéles de contact peut étre
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importante [87] (voir figure 4.1). La taille moyenne des aspérités dépend de la nature du matériau.

Par exemple, elle est de I'ordre de quelques micro-metre pour les matériaux métalliques usuels.

Y L

Ecrasenent
des asperites

Phase d'interactions

Phase d'interactions macr oscopi ques

m cr oscopi ques

F1G. 4.1 — Phases d’interactions micro-macro

La surface potentielle de contact d’un solide déformable peut ainsi étre modélisée par une couche
d’aspérités et un substrat (figure 4.2) (cf. e.g. [87]). Le solide est considéré en contact parfait
quand le substrat est atteint apres écrasement de toutes les aspérites pendant la phase de contact.
Le comportement local de ces aspérités peut étre considéré comme élastique ou élastoplastique
[87]. Dans ce travail, nous supposons qu’il est élastique, donné par une relation de type com-

pliance.

F1a. 4.2 — Modélisation géométrique des interfaces de contact

Afin de tenir compte des comportements locaux des aspérités et globaux des substrats, & la fois,
nous proposons un modele d’interface multi-niveau, obtenu par superposition au modéle ”"ma-
croscopique” de Signorini pouvant représenter le modéle de contact du substrat, d’un modeéle
- ., . Y. L . . s
microscopique” reproduisant (expérimentalement) I’action normale microscopique des aspérités

d’interface. Ce modele, de type ”local/global”, est représenté par le graphe de la figure 4.3:

Les parameétres a et d,, de ce modele représentent, respectivement, une taille caractéristique des
aspérites et la distance signée entre deux substrats. Les champs F,, et A sont les densités de

contact associées aux modeles local et global, respectivement.



90 Chapitre 4. Approches multi-échelles pour les problémes de contact

A
b, ), R

/ d d. J d,

_a\ = @ - _é

Y

. n Multi-niveau
Compliance Signorini

FiG. 4.3 — Modéle d’interface multi-niveau

Observons que la superposition du modele macroscopique revient & ”"remplacer” la partie raide
du modeéle de compliance (celle qui pose des difficultés d’identification expérimentale et des
problémes numériques, a la fois) par celui de Signorini. C’est d’ailleurs sous cet angle pratique

que le modeéle développé ici nous semble étre le plus intéressant.

4.1.3 Equations locales du modéle d’interface multi-niveau
Les équations locales du modele dépendent des différentes phases du contact. En 1'occurence:

si d, < —a alors les surfaces potentielles de contact sont libres
si d, > —a alors les aspérités en vis-a-vis sont actives
si d,>0 alors les substrats rentrent aussi en contact et imposent d,, = 0
Plus précisement, la densité totale des efforts normaux de contact R,, est écrite comme la somme

d’une densité d’efforts rendant compte de la compliance de l'interface de contact et d’'une autre

densité, multiplicateur de Lagrange, soit :

R,=P,+ X\ (4.1)
ou:

P, = —Sukn(dy+a)™ surl': (K, >0) (4.2)

Se =1g+(dp +a) surT, (4.3)
et ou:

A=53(A—hndp) surTo (R #0) (4.4)

Sy=1p- ()\ - pndn) surI'.  (p, > 0) (4.5)
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avec Kp, a et my des paramétres numériques ou identifiés expérimentalement [87, 69]. Remar-
quons que dans le cas o m, = 1, on retrouve le modele de pénalisation linéaire qui, rappelons-le,
n’est pas un modele de compliances pour les interfaces métalliques.

Les champs de signes S, et S) définis par (4.3) et (4.5), respectivement, permettent de ca-

ractériser les trois phases de I'approche des interfaces. En effet :

~ 81 S, =0 (et forcément Sy = 0) alors R, = 0. La surface de contact est ainsi libre;
—si S, =1et S\, =0 alors R, = P, et le contact est traité par un modele de compliances;

— 81 Sy, =1 (et forcément S, = 1), la densité d’efforts de contact P, est corrigée par une

pression liée au modele de Signorini.
Remarque 4.1

Notons que du point de vue numérique, si a est choisi €gal a zéro alors le modéle multi-niveau

de contact se raméne au modéle classique de Signorini.

Le modele proposé est numériquement adapté aux problémes de contact en dynamique. En
effet, la phase de compliance permet d’adoucir les chocs et d’absorber, en conséquence, une
partie des oscillations numériques des champs mécaniques, tel que celui des vitesses. En outre,
nous pouvons dans cette méme phase tenir compte de phénomeénes d’amortissement. Le terme

de compliance s’écrit alors comme suit:
Py = —Sabin(dy + @)™ — Sycn(dp + a)™[[v]] (4.6)

ou ¢y, m, sont des nouveaux parameétres du modele d’interfaces et ou [[v,]] est le champ saut

des vitesses normales, au sens de la définition (2.108).

Remarque 4.2

En dynamique, le relichement des conditions de contact dépend de la nature (élastique ou plas-
tique) du comportement des aspérités pendant la phase de décollement. Si l’on suppose que ce
comportement est é€lastique, c’est le modéle de compliance qui active le relachement, sinon c’est

le modéle macroscopique qui l’assure.

4.1.4 Formulation faible-forte du probléme de contact multi-niveau

Nous donnons la formulation faible de I’équilibre d’un solide déformable en contact-impact avec

un solide rigide. Le modéle ”micro-macro” de contact (4.1)-(4.5) est également écrit de maniére
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faible. Les équations reliant les champs de déplacement u et le multiplicateur A aux champs de
signes irréguliers S, et S, sont en revanche écrites de maniére forte. Cela donne le probleme

suivant :

Trouver (u,\;Sg,5)) tels que, pour tout (w,\*),

G iyn (u,w) + Ging(u,w) — / [— Sakin(dn +a)™ + S)\/\] Wnpdl = Gegt(w) (4.7)
[A Sy (A = hnd )],\*dr =0 (4.8)

S, = 1R+ (dp + a) surT', x 1 (4.9)
=1p- (A — ppdy) surTex1I (4.10)

ou h, est un parametre non nul, p, est un parameétre strictement positif et ou, dans le cadre

d’élasticité linéaire:

G ayn (u,w) :/Qpﬂ.wdﬂ (4.11)
G (t1) = / Tr [o(w)e(u)] a2 (4.12)
G (w / Fawd®) (4.13)

Ce probleme est mixte. Sa différence essentielle par rapport aux problémes rencontrés dans les
chapitres 2 et 3 se situe dans le rajout du terme de compliance au systéme d’équilibre (4.7).
Concernant le champ de signe S,, son introduction est rattachée essentiellement & un choix al-

gorithmique.

4.1.5 Premiers résultats numériques

L’intérét numérique de la formulation proposée est illustré par deux exemples de problemes de
contact ; le premier en régime quasi-statique et le second en dynamique. Nous montrons, a travers
le premier exemple, ’évolution "réguliére” des lois de contact. Dans le deuxiéme exemple, nous
mettons I'accent sur 'apport du modeéle d’interface multi-niveau a la réduction des oscillations
numériques des champs dynamiques aux niveaux des surfaces de contact. Les résultats obtenus

sont comparés a d’autres obtenus par le modele purement macroscopique de Signorini.
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Description des exemples

Le premier exemple représente ’écrasement, sur un bloc quasi-rigide, d’un bloc élastique modélisé,
au niveau de la surface de contact, par un substrat et une couche d’aspérités de taille ?moyenne”
de 500 um (figure 4.4(a)). Le deuxiéme exemple illustre 'impact sur un bloc rigide d’une barre
élastique soumise & une vitesse initiale, présentant des aspérités de méme taille moyenne que

dans exemple précédent (figure 4.4(b)).

Ud

1

V=100 ni's l

substrat

Eri L8 Barre:
W\/\N\/ L=o01m
Taille des asperites | =0.005m
=500um E=210"Pa
p=7800 kg/n8
v=0
Modzl e:
K, = 10%
m =1
Bloc rigide Ch = 2 :|.04
m, =0
a. Contact statique b. Contact dynamique

Fic. 4.4 — Définition des exemples

Résultats numériques

Les résultats numériques sont donnés sur les figures 4.5 et 4.6. Nous y présentons les évolutions
au cours du ”temps” du déplacement imposé ug4, du déplacement d’un point de contact u. et des
contraintes de contact en ce point, données par utilisation du modele de Signorini et du modéle
multi-niveau. La figure 4.5 montre des évolutions plus réguliéres des champs de déplacements et
des contraintes (au niveau de la surface de contact) donnés par le modele multi-niveau.

La figure 4.6 montre bien I’intérét numérique de ce type de modele en contact dynamique. En
effet, les oscillations des vitesses obtenues par une résolution du probléme de contact utilisant
le modéle multi-niveau sont significativement atténuées par rapport & une résolution par les lois
classiques de Signorini. La phase de pénalisation introduite & 1’échelle des aspérités a permis

d’adoucir le choc et de retrouver un comportement global plus régulier.
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x10° contact entre deux blocs
T T T T

x10° contact entre deux blacs

\
multiplicateurs de contact et contrainte (N/m2)
b
T

V(mis)

—ud 8 T— Lambda:Signorini
— uc Signorini ==+ Lambda:Multiniveaux
elat] | Mumr'weaux — SxxMultiniveaux

T T :

T2 e, 1.6 . N 0 02 04 06 08 1
x107 ts) i

(b)

— Contact quasi-statique entre deux blocs

impact d une barre sur un plan rigide

= signorini
= - multiniveaux sans amortissement
— multiniveaux avec amortissement

s

F1G. 4.6 — Impact d’une barre sur un bloc rigide

Ces premiers résultats numériques témoignent de ’apport du modéle multi-niveau proposé. Nous

consacrons la deuxiéme partie de ce chapitre a I'utilisation de la méthode Arlequin comme outil

d’analyse multi-échelles des problemes d’impact.

4.2.1

4.2 L'approche Arlequin pour les problémes de contact

Nécessité des approches multi-échelles

En mécanique du contact, on est souvent confronté 4 des problémes ou le contact est trés lo-

calisé (indentation (figure 4.7), fissuration, impact...). Ce type de localisation génere de fortes

concentrations, voire des singularités de contraintes et/ou de réponses fortement chargées en

fréquences que les modeles grossiers ne peuvent capter. Afin d’avoir plus de précision sur la
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solution numérique au voisinage de ces zones, on peut utiliser les méthodes adaptatives en es-
pace (voire en temps), basées sur des estimateurs d’erreurs (e.g. [66, 107, 78]). Néanmoins, ces
méthodes peuvent nécessiter des remaillages lourds d’un état & un autre, rendant la résolution
numérique tres coiiteuse en temps de conception. Par ailleurs, elles utilisent un mono-modele
dont le comportement est le méme pendant la procédure d’adaptativité. Une alternative & ces
méthodes est la méthode Arlequin [17, 18, 25]. Cette méthode multi-échelles offre un cadre
convenable pour la superposition (sans remaillage) de modeles différents au sein d’une méme
structure. Dans ce qui suit, nous présentons briévement les ingrédients de cette approche pour

I’appliquer ensuite aux probléemes multi-échelles de contact en dynamique.

c

T
4

Fi1a. 4.7 — Indentation

4.2.2 Apercu sur la méthode Arlequin

La méthode Arlequin est une méthode de superposition de modeles permettant d’utiliser des
modeles différents au sein d’une méme structure. Le cadre Arlequin permet trois types d’opérations

de modélisation :

-Zoom : Un modele fin est superposé 4 un modele grossier existant, et ce pour raffiner la solution
aux voisinages des zones critiques. Ce type d’opération est pratique pour les problémes de contact
(cf. figure 4.8)

[T

L

Fic. 4.8 — Opération de zooming



96 Chapitre 4. Approches multi-échelles pour les problémes de contact

-Jonction : Ce type d’opération permet de raccorder deux modeles (de finesses et de comporte-
ments différents), se recouvrant partiellement (figure 4.9). Une telle modélisation s’applique &
des structures élancées, comme les crayons combustibles, les grappes de commande et les tuyau-
teries. Elle permet, tout particulierement, de réduire le nombre total de degrés de liberté, tout

en opérant le raffinement approprié la ou il est nécessaire.

T

Fi1G. 4.9 — Opération de jonction

-Substitution : Cette opération consiste & superposer pour substituer localement 4 un modele
grossier existant un modele plus fin. Une telle opération est utile pour introduire avec une grande
flexibilité un défaut (fissure par exemple) dans un modele sain (figure 4.10). Nous l'utilisons ici

pour les problémes de contact-impact [32, 33].

Qsin JL!
"Hlllllllll I

F1G. 4.10 — Opération de substitution

4.2.3 L'approche Arlequin en dynamique

Pour établir la formulation de la méthode Arlequin en dynamique, nous considérons un probléme
modele en élasticité linéaire. Pour un solide déformable élastique B (figure 4.11), occupant
I’adhérence d’un ouvert Q de R?% (d = 2, pour simplifier la pésentation), ce probleme s’écrit :

(pour tout ¢ € I, en reprenant les notations du chapitre 2)
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\\\

Fi1Gc. 4.11 — Solide en 2D

Trouver u € CA() tel que pour tout w € CA(R)
Gyn (u,w) + Gint(u,w) = Gegt(w) (4.14)

ou CA(Q) est l'espace des champs de déplacements cinématiquement admissibles (& 'instant ¢)
et ou Ggyn, Gint €t Gegt représentent les travaux des forces d’inertie, forces intérieures et forces

extérieures, respectivement, au méme instant ¢.

Supposons, maintenant, que suite & des chargements, les champs mécaniques d’une partie S du
domaine 2 subissent des variations importantes (figure 4.12). Afin de capter ces variations, nous

suivons les différentes étapes de ’approche Arlequin:

e dupliquer les champs mécaniques dans la zone S,
e répartir les énergies dans la zone de superposition S entre les différents états.

e coupler les deux états dans la zone S ou dans une sous-zone S, de S (figure 4.12).

F1a. 4.12 — Superposition de modéles et raccord

Le couplage entre les différents modeles peut étre fait par des approches pénalisées ou lagran-

giennes.
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Il a été demontré dans [24] que dans le cas ou les liaisons Arlequin sont traitées par des mul-
tiplicateurs de Lagrange, il est important de considérer des liaisons de type H' plutét que des
liaisons de type L?, car ces dernitres induisent, dans certains cas (pas de discrétisation trés
petit), de mauvais conditionnements (voir [50] et [25]). Un autre éclairage récent sur ces aspects

peut étre consulté dans [21].

Le probléeme modele précédent (4.14) s’écrit, en tenant compte des différents composants de
I’approche Arlequin et en considérant un raccord en déplacement wvia des multiplicateurs de
Lagrange, comme suit (ol les exposants g et [ référent aux grandeurs globales et locales, respec-

tivement) :

Trouver (u?,u!,T) € CA(Q) x CA(S) x M ; tels que pour tout (w?,w',T*) admissibles
Gdyn (ug’ul’wg’,wl; a) + Gmt(ug’ul’wg’wl; 6) + Garl(Tawgawl) = Gewt(wg; 7) (415)
Garl(T*augaul) =0 (4'16)

avec
Gdyn(ug,ul,wg,wl;a) = / apdud wIdQ +/(1 — a)plitwlds
Q S
Gins (v ul w9 wh; B) = / BTr[o?(ud)ed (w9)]dQ + /(1 — B)Tr[o! (ul)e (w')]dS
Q s

Geat(w'i) = [ afwta+ [ (1= y)futas
Q Q
G (T w9 wl) = (T,wg - wl)s ((.,.)s produit scalaire H'(S) ou tout produit équivalent)
ou a, B et v sont des fonctions de pondération des énergies qui vérifient les conditions suivantes:

a=F=v=1 dans Q\S (4.17)
0<apf,y<l dans S (4.18)

Les espace CA(R?), CA(S) et M sont définis par:

CA(Q) = (H' () (4.19)
CA(S) = (H'(5))? (4.20)
M = (HY(S,))? (4.21)

La loi de comportement du modéle fin peut étre différente de celle du modeéle grossier. Elle

s’écrit, dans le cadre d’élasticité linéaire, comme suit :

ol = Rl (ul) (4.22)
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Rappelons que dans le cadre statique et dans le cas ou 8 = v > ap > 0, la solution du probleme
Arlequin u® existe et est unique (cf. [24]). En continu, elle est donnée (sous certaines hypothéses

simples & satisfaire) par:

u® =u? dansQ\ S, (Sse =S\ Se) (4.23)
ud =u' dans S, (4.24)
u® = Bud + (1 — B)u!  dans S, (4.25)

Nous renvoyons a [50, 25, 21] pour des résultats sur la consistance et la pertinence de la méthode.

Ici, nous donnons un résultat de conservation d’énergie.

Proposition 4.1

Le couplage par approche Arlequin permet de conserver l’énergie totale du systéme mécanique.

Démonstration. Considérons le cadre continu en temps et en espace. Nous supposons que les

forces extérieures sont nulles. L’énergie totale Arlequin est définie par:

1 1
E; = /Q iapg(v-")QdQ + /S 51— a)p'(v')?dS + /Qﬂwgdﬂ + /5(1 — pW'ds (4.26)

o1 v9 et v' sont les champs de vitesses appartenant (3 tout instant ¢) aux espaces CA(f) et
CA(S) et o W9 et W' sont les densités locales d’énergies de déformations (élastiques) globale

et locale, respectivement.

En dérivant par rapport au temps (4.26), nous obtenons:

E.
OF, _ / apgiig.’vng-f-/(l —a)plﬁl.vldS+/ BTr(c9(u?)e? (v?))dQ2+
ot Q s Q
(4.27)
/ (1 — BYTr (o (u) (v)))dS
S
D’aprés le PTV (4.15), I’équation (4.27) se reduit a:
Z (T — 4.2
= (1f -~ s, (1.28)

or, les liaisons Arlequin imposent :

(T*ud —uh)g, =0 VY* (4.29)
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ou encore, par dérivation par rapport au temps (T* ne dépend pas du temps):

(T* w9 —ohg, =0 VY* (4.30)
Et particuliérement, pour T* = T, on obtient :

(T —vh)s, =0 (4.31)
Ce qui assure (d’apres (4.28)) la conservation de I’énergie totale.

Observons cependant que le passage de (4.29) a (4.30) n’est pas assuré en discret en temps. Nous
retrouvons ainsi des problématiques, classiques pour les raccords surfaciques en dynamique (e.g.
[43]). O

4.2.4 L'approche Arlequin pour les probléemes de contact en dynamique

Dans ce paragraphe, nous appliquons la méthode Arlequin au probléme de contact/impact. Pour
ce faire, nous supposons qu’un solide déformable BB rentre en contact avec un solide rigide. La
zone potentielle de contact du solide B est notée I'.. Au voisinage de cette interface, nous super-
posons au modeéle qualifié de global, défini dans le domaine €2, occupé par B, un modele local

dans S, choisi tel que T', fasse partie de la frontiere de S (figure 4.13).

F1G. 4.13 — Sous-domaine de superposition au niveau de l’interface de contact

Par souci de clarté, nous commencons par rappeler la formulation (purement lagrangienne, en
déplacement) du probléme de contact/impact sans frottement et sans superposition Arlequin.

Elle consiste &: (cf. chapitre 2)



4.2. L’approche Arlequin pour les problémes de contact

ou:

Trouver (u,A;S,) tels que pour tout (w,\*)
Gdyn (u,w) + Gint(uaw) + Gcont()\,w) = Gemt(w)

Gfa’ible (U,,A,A*) =0

cont

Gcont(Aa’w) = — Su/\wndI‘
T
i 1
Glable (A NF) = —a A= Su(A = hadn)]A*dD (hn #0)
n JT',

Sy =1~ (A — pndn) (pn > 0)
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(4.34)

En introduisant les fonctions de pondération «, § et -y , définies par (4.17) et (4.18) et en suivant

les étapes de la méthode Arlequin, nous obtenons la formulation suivante :

ou

Trouver (u?,u',\,Y;8S,) tels que V (w?w' \*,T*)
Gayn (w9 0! ;w9 wh; @) + Ging (w9 0! w? w'; ) + Greone(Aw!)

+Goart(T,w? ') = Geat(w?;7)
Glont “(u! AN =0

Garl(T*,ug,ul) =0

l [, _
G yn (v 0’ w9 w's o) = /
Q

Gine(u9 b w9 wh; B) = /QﬂTr[ag(ug)eg(wg)]dQ + /S(l - ﬂ)TT[Ul(ul)el(wl)]dS

ap?id wIdQ + / (1 - a)plilw'ds
s

Gcont(Aa’wl) = - Squﬁde‘
Te

Garl(T,wg,wl) = (T,w9 — wl)s

c

0 S
) 1
Gl AN = == | A= SuA = hdf)]X'dT (hn #0)
n JT'¢

Su=1p- (A = pady,) (pn > 0)

Nous observons que les interactions de contact sont entierement prises en compte par le modeéle

local.
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4.2.5 Discrétisations du probléme modeéle

Dans cette section, nous présentons la discrétisation en espace et en temps du probléme modéle

(4.35)-(4.37) et nous décrivons succinctement la stratégie de résolution du probléme numérique.

Discrétisation en espace

La discrétisation en espace du probléme (4.35)-(4.37) se fait en suivant la démarche décrite
dans le chapitre 3. On suppose que le solide (élastique) est polygonal et qu’il est muni d’une
triangulation notée 75, permettant la construction du champ discret grossier u,gl, défini sur €.
Nous notons par CA, (£2) 'espace éléments finis associé a la triangulation 7, de pas hy. Nous
supposons, par ailleurs, qu’a la zone S est associée une triangulation 73, de pas h; # hy. L’espace

éléments finis qui lui est associé est noté CAp, (5).

Le multiplicateur de contact A, appartient & l'espace Hp(I'.) et le multiplicateur du raccord

Arlequin Y}, appartient & ’espace médiateur My,, défini par:
q 1YY P

Mh = (C-Ahg)\sc ou Mh = (C.Ahl)|50 (4.38)

Discrétisation en temps

La formulation semi-discréte en espace est discrétisée en temps par la famille des schémas de
Newmark. L’intégration en temps dans €2 ou S peut étre réalisée selon deux schémas différents.
Afin de focaliser sur I'aspect multi-échelle en espace, nous considérons un pas de temps fixe dans
les deux domaines €2 et S. Dans ce qui suit, nous indexons par k les valeurs des champs aux

instants ty.

4.2.6 Stratégie de résolution

Etant donné que 'on considére un probléme de contact sans frottement, en élasticité linéarisée,
la seule non-linéarité a traiter est celle d’unilatéralité. Pour résoudre le probléme non-linéaire
précédent (discret en temps et en espace), nous utilisons un algorithme reposant sur la méme

stratégie que celle développée dans le chapitre 3.
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Le probleme discret en espace et en temps admet la forme suivante :

Trouver ((u h)k+1( Lyktt, )\’H'l Tk+1 (SJ)kH) ; pour tout (wi,wﬁl,/\;‘l,'r};)

k k l k Gk k Ik !
Gd;—nl(( h) i +(up) i whﬁwh’ ) zrj;fl( i (up) i whawhaﬁ)+
G (W) + G’Z#(T’C“ wpwh) = Geat (w]7)

GRHL e ((Wh)FTE AR A) = 0

cont, faible

Gk+1(Th,(uh)k+1 ( Z)k—kl) =0

arl

(D = 1p- (A (0g) = pu(dh) ™ (29)

olt (p;)1<j<Ny. est une collection finie de points de I'%.

A Titération de contact n (S, = S;¢ donné), on résout le systéme linéaire suivant :

Ko 0 A7 0 ) LY
0 Kiyn A (AT e | | I¥
Ag A AA 0 Ty Ly
0 A0 cr Ay Ly
ou:
Ingn et Kt dyn désignent les matrices de rigidité dynamique & 1’état de contact ic,

- A¥ et C sont les matrices de contact & l'itération ic,

- A,, A et AA sont les matrices de 'approche Arlequin & l’itération ic,
g

- Z/{,f , Z/l,ll, T}, et A représentent la solution (doublement) mixte du probléeme,

- Li¢ sont les vecteurs résidus a I'itération de contact ic.

103

(4.39)

(4.40)
(4.41)
(4.42)

(4.43)

Observons qu’afin d’alléger les notations, nous avons omis de mentionner la référence au temps

discret (k + 1).

4.2.7 Conservation de I'énergie avec I'approche Arlequin

Nous étudions, ici, ’effet du raccord Arlequin sur la conservation de I’énergie totale discréte, sans

prendre en compte des efforts de contact. Pour ce faire, nous considérons deux solides raccordés

par Papproche Arlequin (figure 4.14). Nous intégrons la dynamique dans chaque solide par le

schéma conservatif de Newmark (Trapéses: 8 = 0.25, v = 0.5) et nous analysons I’évolution de

I’énergie totale en présence du couplage Arlequin.
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2

Q* Q

Y

raccord
Arl equin

FiG. 4.14 — Raccord par approche Arlequin

Les équations discrétes de la dynamique dans chaque domaine sont:

Mgakt! + Kgulbt + ATTF =0 (4.44)
Myt + KpuPtt 4 ATk = ¢ (4.45)
Agubt 4+ At =0 (4.46)

ou M; et K; (i = g,l) sont des matrices de masses et de rigidités (pondérées) de chaque solide

et A; sont les matrices du couplage Arlequin.

L’énergie & I'instant ¢; est définie par:

1 1
EF = Z §(vf)TMszk + Z §(uf)TKZuf (4.47)

1=l,9 i=l,g

Ek+1_Ek

A7 Soit:

Pour étudier la conservation de I’énergie en temps discret, on calcule

k k k+1 k\T k+1 k k+1 k\T k+1 k
EM - E :Z(’Uz' + ;) Mi(vi _Ui)+z(ui — uy) Ki(ui +uy) (4.48)
At - 2 At - At 2
La variante ”conservative” du schéma de Newmark donne les relations suivantes:
AtQ k k+1
uftl = uf + AtoF + —— 5 % (4.49)
k: k+1
AR At% (4.50)
En notant par 2571/2 la somme M, I’équation (4.48) devient :
Ek+l _ Rk k+1/2 k+1/2 k+1/2 k12
= 2 Ml +Z T Rt (4.51)

%
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En utilisant les équations (4.44) et (4.45), L’équation (4.51) devient:

EFt! — EF k+1/2
T == ST AT e (452)
i
= S (xET A (4.53)
i
En exprimant fufH/ ? en fonction de u¥ et uF 1 nous obtenons:
Bh+ _ gt (a1 — ub)
_ N (kT g i ) 4.54
A Ei:( N (4.54)
L’équation (4.46) aux instants k et k + 1 donne:
> At =0 et D Auf=0 (4.55)
i i

D’ou la propriété de conservation de I’énergie.

Remarque 4.3
k k+1
. . Iy . 1/2 vy +v;
Le raccord en vitesse permet d’assurer immédiatement la conservation car 'uf +/z _ %

lllustration numérique

Nous considérons un exemple d’une barre en traction-compression posée dans le domaine ) =
10,5[ et modélisée par deux modeles, 'un fin dans ©Q; =]0,3[ et 'autre grossier dans Qg =|2,5],
raccordés par I’approche Arlequin sur S =|2,3[. La barre est soumise & un déplacement initial
différent de zéro. La dynamique est intégrée par la variante conservative de la famille des schémas
de Newmark. Nous visualisons la ”déformée” de la barre pour quelques instants de calcul (figure
4.15) et nous représentons ’énergie totale dans la barre au cours du temps (figure 4.16). Nous

remarquons que le raccord Arlequin conserve 1’énergie.

4.3 Conclusion

Un modéle d’interface multi-niveau permettant de prendre en compte des comportements locaux
des aspérités et globaux des substrats a été proposé. La méthode Arlequin a été également
appliquée aux problémes multi-échelles de contact-impact, montrant la possibilité de ”zoomer”
les zones critiques de contact-impact et de mixer des modeles et des schémas différents au sein
d’une méme zone d’une structure soumise & des efforts de contact/impact.

Dans le dernier chapitre nous donnons des illustrations numériques des différentes apports,

développés dans les chapitres précédents.
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Les formulations développées dans les chapitres 2, 3 et 4, ainsi que les méthodes, schémas d’ap-
proximations et algorithmes proposés, ont été implémentés dans Code_Aster (Code éléments finis

thermomécanique d’EDF).

Ce chapitre vise & témoigner de la pertinence des nouveaux composants que nous avons intro-

duits dans le cadre de cette thése, et ce a travers des tests numériques académiques ou industriels.

Dans une premiére partie, nous nous intéressons a la formulation lagrangienne stabilisée des
problémes de contact [34]. Nous étudions en particulier I'intérét du terme de stabilisation (ou
d’augmentation) ainsi que I'influence de son mode de discrétisation sur les résultats numériques.
La deuxiéme partie est consacrée a la formulation continue en vitesse et a ses variantes. Les
résultats issus de cette formulation sont comparés 4 d’autres obtenus par des formulations clas-
siques (programmées également dans Code_Aster, durant cette thése) [36, 30, 31, 32]. L’aspect
multi-échelle est abordé dans une partie & part [26, 32, 33]. Nous y présentons, tout parti-
culierement, les vertus numériques du modele d’interface muti-niveau et de I’approche Arlequin

dans le traitement des problemes de contact-impact.

5.1 Stabilisation: quel intérét?

Rappelons que la formulation lagrangienne stabilisée permet de généraliser les formulations
lagrangiennes classique et augmentée. Nous étudions, ici, I'influence des différents parametres
de cette formulation, notamment celui de stabilisation (ou augmentation) sur les performances
de T'algorithmique de contact, d’une part et sur la consistance de la solution numérique, d’autre
part. Pour ce faire, nous considérons trois exemples: le contact de Hertz [60], le patin frottant
en dynamique et le patch-test dit de Taylor. Le premier evaluera la sensibilité de la convergence
de l'algorithme aux différents parametres. Le deuxiéme jugera de l'intérét de la stabilisation
pour les problémes de contact en dynamique. Le troiseme servira pour étudier 'influence de la

stabilisation sur la consistance de la solution numérique.

5.1.1 Contact de Heriz

Nous considérons le contact sans frottement en statique entre deux demi-spheres modélisées en
axisymétrique. Les deux demi-sphéres sont identiques et supposées étre constituées d’un méme
matériau élastique de module de Young E = 20000M Pa et de coefficient de poisson v = 0.3.

Deux déplacements imposés, égaux et opposés, sont appliqués sur les deux faces planes des deux
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7088042
Mai | | age : 14970403
22860403

=3.074e+03

Distribution deA

F1G. 5.1 — Contact de Hertz

demi-spheres de valeurs variant de 0 & Uy sur 10 pas de charges. Vu ’hypothése d’axi-symétrie,
seuls deux quarts de disques sont maillés. Le maillage comporte 410 noeuds, 30 éléments TRIA3,
324 éléments QUADA4 et 93 éléments SEG2 (interface de contact). Les éléments de contact sont

intégrés aux noeuds des éléments SEG2 de la zone potentielle de contact.

Nous donnons sur la figure 5.1 les déformées des deux quarts de disques ainsi que les densités
normales des forces de contact obtenues par une approche purement lagrangienne (k, = 0). Par
ailleurs, nous étudions I'influence du parameétre d’augmentation x,, sur le nombre d’itérations (de

Newton) supplémentaires par rapport a celui obtenu par une approche purement lagrangienne.

K [0-10"] 5.101t 6.101 10'2
it. supp. 0 5 8 11

TAB. 5.1 — Variation du nombre d’itérations en fonction de k.

Nous remarquons que pour ce probléme (ne nécessitant aucune stabilisation), 'ajout d’une
stabilisation (k, > 0) ne peut que détériorer les performances du cas sans stabilisation. Les

parametres hy, et p, (cf. section 2.7) n’ont pas d’influence dans ce cas.
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(a) Sans stabilisation NO OK!

Matrice tangente non inversible

XN
NN

(b) Avec stabilisation OK!

AN
ANY

/7 /7 /7 7 77

777 777

F1G. 5.2 — Intérét de la stabilisation

Remarque 5.1

Dans le cas ou les deuz quarts de disques sont soumis a des forces a la place des déplacements,
la formulation purement lagrangienne donne une matrice tangente non inversible, a cause des
mouvements de corps rigides. Le terme de stabilisation permet, dans ce cas, de stabiliser la
formulation purement lagrangienne. Ainsi, la matrice tangente du systéme devient inversible.
L’intérét de la stabilisation est illustré sur un autre exemple représentant l’écrasement de deuz
blocs (figure 5.2).

5.1.2 Patin frottant en dynamique

Ce cas test permet de juger 'intérét de la stabilisation en régime dynamique. Le systéme étudié
comporte un bloc déformable (en déformation plane), relié & un ressort de maintien suivant la

direction du mouvement, en contact frottant sur un bloc rigide (cf. figure 5.3).

Le patin, de c6té ¢ = 1 m, est constitué d’'un matériau élastique de module de Young F =
2.1 10'! Pa, de coefficient de poisson v = 0 et de densité p = 7800 Kg.m 3. Il est maillé par
100 éléments QUAD4. Sa zone de contact (choisie comme surface esclave) est maillée par 10
éléments SEG2. Le ressort de maintien est modélisé dans Code_Aster par un élément discret de
raideur 8. 10° N/m. La loi de frottement est celle de Coulomb avec un coefficient de frottement
w=10.3.

Nous visualisons sur la figure 5.4 I’évolution des champs de déplacement, vitesse, densité de forces
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Ressorts

F k

F1a. 5.3 — Patin frottant en dynamique

de contact et semi-multiplicateur de frottement en quelques points d’intégration numérique de la
zones de contact (qui sont dans notre cas des noeuds du maillage de la zone de contact indiqués
sur la figure 5.3). Les résultats présentés sont obtenus par une formulation purement lagran-

gienne. Les mémes résultats peuvent étre obtenus par une formulation lagrangienne stabilisée.

Etant donné que la matrice de rigidité dynamique du systéeme est inversible, le terme de stabi-

lisation n’a aucun intérét en régime dynamique.

5.1.3 Patch-test de Taylor

Il s’agit d’un probléme de contact sans frottement (en statique) entre deux blocs maillés de
maniere incompatible avec des éléments finis bilinéaires QUAD4 (cf. figure 5.5). Nous approchons
les déplacements par des éléments finis de type @1 (ils sont P; sur U'interface de contact) et les
multiplicateurs de contact par des éléments finis de type Fy. Nous avons calculé la solution
sans et avec stabilisation. Nous constatons que le terme de stabilisation perturbe la solution

numérique du probléme sans stabilisation (cf. figure 5.5).

5.2 Formulation en vitesse

La formulation proposée est testée sur plusieurs exemples: I'impact entre barres, I'impact d’un
cylindre ou d’une bille sur un bloc rigide et 'impact de la barre de Taylor. Nous testons
également, différentes variantes de la formulation proposée : approche lagrangienne ou pénalisée

et intégration totalement implicite ou semi-implicite.
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F1c. 5.5 — Patch-test de Taylor sans et avec stabilisation
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5.2.1 Impact entre barres

Nous considérons, d’abord, le cas académique d’impact entre deux barres élastiques déja vu
au premier chapitre. Les deux barres sont supposées étre libre-libre, soumises & deux vitesses
initiales égales et de sens opposés. Le jeu initial entre les deux barres est de 1 mm et les vitesses
initiales sont égales & 10 m/s. Les propriétés mécaniques et géometriques des deux barres sont

les suivantes:

e Longueur=1m

e Section=0.04 m?

Densité=7800 kg/m?

Module de Young E = 2 10! Pa

Coefficient de Poisson v = 0.3.

Les deux barres sont maillées par des éléments HEXA 8. Les densités normales de contact sont

approchées par des éléments bilinéaires.

Nous présentons sur la figure 5.6 les champs de déplacement, vitesse et densité de contact d’un
point de la surface de contact, obtenus par la formulation en vitesse. Ces résultats sont com-
parés a ceux donnés par des formulations en déplacement dont la dynamique est intégrée par
un schéma de Newmark avec 8 = 0.3025 et v = 0.6 (donc dissipatif). Le pas de temps est de

At =105 s et le parametre @ est choisi égal & 1.

Afin de réduire 'amortissment numérique induit par le #-schéma, d’ordre 1 pendant la phase de

décollement, nous prenons 6 égale & 0.5 Les résultats sont donnés sur la figure 5.7 [73].

Autres variantes de la formulation en vitesse

Le méme test (impact de deux barres) est simulé avec la variante pénalisée de la formulation
en vitesse avec une intégration temporelle implicite (figure 5.8). Nous retrouvons des résultats
proches de ceux obtenus par la formulation en vitesse. Observons tout particulierement que
le champ de vitesse du point en contact potentiel ne présente pas d’oscillations numériques
parasites. Le résultat est d’autant plus proche de la solution donnée par une formulation lagran-

gienne que le paramétre de pénalisation est relativement grand. Dans notre cas il est égal & 5 10°.

Nous avons également testé I'intégration semi-implicite de la formulation lagrangienne en vitesse

(forces de contact implicites et forces intérieures explicites). Les résultats sont donnés sur la figure



114

Chapitre 5. Exemples numériques

x10 x10
2 2
-
, -
1 P q i
£ o>—/ € o T
o o
-1 =}
-2 -2
0 2 4 0 2 4
s =4 tis -4
20 i x10 20 s) x10

-20 -20
0 2 4 0 2 4
x10° t(s) i x10° 1(s) el
o 0 o0
£ E
= =z
1 g
B -5 B -5
£ =
| s
-10 -10
0 2 4 0 2 4
t(s) x107 1(s) x10™
(a) Formul ation en depl acenment (b) Fornulation en vitesse

Newnar k ( B=0. 3025; y=0.6)

FiaG. 5.6

— Impact de deuz barres

Vitesse en fonction du temps pour deux valeurs de theta

10

v(m/S)
o
T

-5F

Fi1G. 5.7 — Influence du

parameétre 6 sur lintégration temporelle



5.2. Formulation en vitesse 115

d(m)

) x10*

v(m/s)
o
T
L
I

t(s) X107

F1G. 5.8 — Approche pénalisée de la formulation en vitesse

5.9. Ce type de disctrétisation conserve les propriétés d’intégration en temps de la formulation
en vitesse pendant la phase de contact (absence d’oscillations numériques) mais les modifie

légérement pendant la phase de de vol libre qui suit le décollement.

5.2.2 Impact d’un cylindre sur un bloc rigide

Cet exemple permet de valider la formulation proposée sur un cas ou la zone effective de
contact est variable pendant la phase d’impact. Il s’agit de I'impact d’un cylindre élastique (en
déformation plane) sur un bloc rigide (traité, par exemple dans [103]). Les données matérielles

et géométriques du cylindre sont les suivantes:

e Rayon=0.03 m
e Densité=7800 kg/m?
e Module de Young E = 2 10'! Pa

e Coefficient de Poisson v = (.

Distant par rapport au bloc rigide d’un jeu initial de 0.01m, le cylindre est soumis & une vitesse
initiale de 500m/s. Les deux solides et leurs surfaces potentielles de contact sont maillés par des
QUADA4 et des SEG2, respectivement. Le contact est integré aux noeuds de la zone de contact
du cylindre. Le pas de temps est de 10~ %s. Les résultats obtenus par notre approche avec § = 1
(partie droite de la figure 5.10) et par la formulation en déplacement avec des parametres de

Newmark 8 = 0.4 et v = 0.7 (partie gauche de la figure 5.10) sont comparés. Nous présentons,
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tout particulierement, les champs de déplacement, vitesse et densité normale de contact du point

le plus bas du cylindre. Les déformées du cylindre avant, pendant et aprés la phase de contact

ainsi que les contraintes de von-Misés dans le cylindre sont présentées sur la figure 5.11.

5.2.3

Impact de Taylor

Cet exemple permet de tester la formulation en vitesse sur des solides présentant des compor-

tements élastoplastiques [98] et soumis & des forces de frottement. Il s’agit de I'impact dit de

Taylor d’une barre en déformation plane sur un plan rigide. La barre est soumise & une vitesse

initiale vy = 227ms~'. Ses propriétés sont :

e Longueur=2.10"2m
Largeur=2.10"3m

Densité=8930kg/m?

Module de Young E = 1.17 10° M Pa
Coefficient de Poisson v = 0.35
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t =70us

t =46ps

0.000e+00 1.033e4+09 2.105e+09 3.158e+09 4.210e409

F1G. 5.11 — Déformées et contraintes de von-Misés dans le cylindre

e Limite d’élasticité o, = 400 M Pa, et pente de la droite du comportement plastique est
E; = 100M Pa.

Pour le cas avec frottement, nous considérons un coeflicient de frottement p = 0.25. La dyna-
mique est intégrée par la formulation en vitesse et par la formulation classique en déplacement

avec des parameétres de Newmark 8 = 0.4 et v = 0.7 (donnant un schéma dissipatif).

Les champs de déplacement, vitesse et multiplicateur de contact au pied de la barre du cas sans
frottement sont donnés sur la figure 5.13. Pour le cas avec frottement, nous présentons sur la
figure 5.15 ’évolution au cours du temps du semi-multiplicateur du frottement en quelques points
de la zone de contact. La déformée et les contraintes de von-Misés dans la barre, calculées en
des instants choisis, sont données sur les figures 5.12 (sans frottement) et 5.14 (avec frottement).
Nous remarquons que les champs de déplacements, vitesses au niveau de la zone de contact
respectent bien les conditions du contact persistant et que la pression de contact obtenue par
notre formulation est plus réguliére que celle obtenue par la formulation en déplacement et une

intégration en temps par le schéma de Newmark.

Les trois derniers exemples illustrent bien 'intérét de la formulation en vitesse dans 'intégration

d’une dynamique en présence d’impacts. L’avantage de cette formulation par rapport aux formu-
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lations classiques est que les champs mécaniques au niveau de la zone de contact ne présentent
plus d’oscillations numériques (non physiques) pendant la phase d’impact et ce sans recours a

des traitements a posteriori des résultats numériques.

5.3 Multi-échelle

Cette section est consacrée a l'illustration de l'intérét de la prise en compte de 1’aspect multi-
échelle dans les problemes de contact-impact. Deux points sont éclairés: le modele d’interface

multi-niveau et 'approche Arlequin en dynamique.

5.3.1 Modéle multi-niveau

Dans ce paragraphe, nous revenons sur le modele d’interface multi-niveau. Nous considérons
Pimpact d’une bille (en déformation axi-symétrique et de méme propriétés mécaniques que le
cylindre, présenté précédemment) sur un plan rigide (figure 5.16). A travers cet exemple, nous
montrons I’apport du modeéle proposé a l'intégration d’une dynamique en présence d’impacts.
Les résultats donnés par ce modele sont comparés a ceux donnés par le modele de Signorini
(figure 5.17).

Les parameétres du modele d’interface (pour une taille d’aspérités de 1mm) sont :

e my =2

o Kk, =510"
o At=210"5s
ec,=0

5.3.2 Modélisation par 'approche Arlequin

Pour illustrer I'intérét de I’approche Arlequin dans le traitement des problémes de contact en

dynamique, nous reconsidérons I’exemple de I'impact de Taylor.

Nous avons vu que les champs mécaniques au voisinage de la zone de contact de la barre de Tay-
lor subissent de fortes variations. Les maillages grossiers ne permettent pas tous seuls de capter
ces variations (figure 5.18 (a)). Nous optons pour une modélisation par I'approche Arlequin.
Nous superposons un modele fin, au voisinage de la zone de contact, & un modele grossier. Les

deux modeles sont raccordés par Papproche Arlequin ”loin” des zones critiques (le poids est mis
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F1a. 5.16 — Impact d’une bille en azi-symétrique sur un bloc rigide
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F1G. 5.17 — Résultats de l'impact d’une bille par un modéle d’interface multi-niveau
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F1G. 5.18 — déformation plastique cumulée

sur le modele local fin). Nous permettons aux deux modeles précédents, soit des comportements
similaires (élastoplastiques) (figure 5.18 (c)) ou des comportements différents : comportement
élastoplastique pour le modeéle fin et comportement élastique pour le modele grossier (figure 5.18
(d)). Nous avons le choix d’imposer le contact soit aux deux modéles soit uniquement au modele

fin (choix le plus intéressant, en pratique).

Les résulats obtenus par ces modélisations (déformation plastique cumulée) sont comparés a
ceux obtenus par une modélisation mono-modele élastoplastique par un maillage grossier (figure

5.18 (a)) et un maillage fin (figure 5.18 (b)) dans toute la barre.

La modélisation par l'approche Arlequin (figure 5.18 (c) et (d)) donne les mémes résultats
qu'une modélisation mono-modele élastoplastique sur un maillage fin dans toute la barre. Un
de ses avantage est qu’elle permet de réduire le nombre total des DDL, tout en permettant une
trés grande flexibilité de modélisation: on peut ici imaginer que le modele élastique numérique
pré-existait a 'impact. On réduit ainsi non seulement le temps machine, mais surtout le temps

homme.

5.4 Exemples industriels

Apres les tests académiques, nous nous intéressons aux exemples industriels. Nous considérons
deux cas qui ont motivés le lancement de cette these. Il s’agit de la déscente des grappes dans

les tubes guides et le contact-impact au sein des liaisons entre les crayons de combustibles et les
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grilles de maintien.

5.4.1 Grappe de commande

Ce cas industriel permet d’étudier les phénomenes de contact-impact lors d’une déscente d’une
grappe de commande dans un tube guide (figure 5.19). Les formulations classiques programmées
dans Code_Aster présentent des oscillations numériques importantes des champs de vitesses et
des forces de contact. L’utilisation de la formulation en vitesse permet de les filtrer, donnant ainsi
des informations plus stables pour ’évaluation de 'usure de ces composants industriels. A titre
d’illustration, nous visualisons des champs mécaniques en quelques points des zones potentielles

de contact d’une grappe de commande (figure 5.20).

5.4.2 Crayon de combustible et grille de maintien: une premiére perspective

Dans cette problématique, les phénomeénes de contact-impact se manifestent au niveau des liai-
sons entre un crayon de combustible et les grilles de maintien. Etant donné le caractére multi-
échelle en espace et en temps de ce probléme, nous avons utilisé deux modeles éléments finis
différents. Localement, au voisinage d’une grille de maintien, nous avons utilisé une modélisation
EF 3D. Loin de cette zone critique, nous avons utilisé une modélisation par éléments finis de
poutre de Timoschenko. Les deux modeles ont été raccordés, par un raccord surfacique 3D-poutre
[89]. Des chargements périodiques ont été appliqués aux crayons. Nous analysons I’évolution des
champs cinématiques en quelques points du maillage 3D en contact potentiel, donnés par les
formulations en déplacement et la formulation en vitesse. Ces résultats sont représentés sur la
figure 5.21.

Contrairement a la formulation en déplacement, celle en vitesse donne des champs de vitesses

sur la zone de contact sans oscillations numériques.

Pour ce cas industriel important; méme si nous n’avons pas completement exploité les résultats
numériques, il nous semble que le raccord ”volumique”, inhérent & la méthode Arlequin, devrait
permettre d’éviter le piégeage des ondes de hautes fréquences dans la zone impactée. Ce point

est éclairé dans la derniere section quit suit.

5.4.3 Intérét de I'approche Arlequin en présence de hautes fréquences

Les problemes de vibrations sous contact générent des réponses tres riches en fréquences (H.F.).

L’utilisation des raccords classiques (aux niveaux des interfaces) font piéger les hautes fréquences
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dans les modeles fins modifiants ainsi la solution aux voisinages des zones impactées. Pour
illustrer ce phénomeéne, nous considérons un probléme modeéle d’une barre (figure 22.a ) soumise
a une de ses extrémités & une excitation riche en hautes fréquences (cf. [104, 111]). Au voisinage
de cette zone, on utilise un modele fin (pour capter les H.F.) raccordé plus loin & un modéle
grossier. Nous représentons les résultats obtenus par une approche classique reposant sur un
raccord surfacique (raccord ponctuel dans notre cas). Ces résultats montrent les limites de ces
approches. En effet, en utilisant un raccord surfacique, les H.F. sont piégées dans le modeéle fin
(figure 5.22 (c)). En revanche, grace & un raccord Arlequin (en ”volume”), offrant la possibilité
de ”tuer” les hautes fréquences lors de la transmission en volume (figure 5.22 (b)), les H.F.
sont filtrées apres avoir parcouru le modele fin. Dans le cas présent, nous avons utilisé (dans la
zone de raccord) un schéma HHT et ailleurs un schéma de Newmark conservatif pour ne pas
filtrer les basses fréquences. Les résultats (figure 5.22 (d)) montrent une transmission ”propre”

de l'information du modele fin au modele grossier.
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F1G. 5.22 — Intérét du raccord Arlequin en présence de H.F.
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5.5 Conclusion

Les exemples numériques présentés dans ce chapitre nous semblent éclairer la pertinence des
différents points introduits dans le cadre de ce travail (et répondant & ’exigence de qualité dans
Code_Aster). D’autres exemples et applications industrielles utilisant les formulations proposées

ont été réalisés ou sont en cours de réalisation.
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Conclusions et perspectives

Ce document est une contribution au calcul numérique des problémes de contact-impact. Nous

y avons abordé les points qui suivent.

1. A partir d’une écriture en "équations” des lois locales de contact, une formulation lagran-
gienne stabilisée pour les problémes de contact a été dérivée. Cette formulation permet de
généraliser les formulations lagrangienne classique et lagrangienne augmentée, clarifiant

ainsi I'intérét des parameétres d’augmentation et unifiant les implémentations numériques.

2. Une fomulation continue, hybride, faible-forte, inspirée des travaux de Moreau et Jean et
adaptée aux problémes d’impact, a été proposée. Elle repose sur une écriture en ”équations”
des lois de Signorini-Moreau, moyennant 1’usage de champs de signes. La dérivation des
éléments de contact-impact a permis de pallier les difficultés d’intégration en temps/espace

des formulations classiques.

3. Une famille de modeles de contact multi-niveau de type local/global, fondée sur la su-
perposition d’un modele de Signorini & un modele de compliance, a été introduite. Les
premiers tests numériques montrent que ce modele permet une certaine approche de la
réalité physique du contact, tout en atténuant significativement des écueils numériques de

type oscillations parasites ou mauvais conditionnement.

4. L’approche Arlequin a été appliquée aux problémes multi-échelles (en espace) de contact
en dynamique. La flexibilité de cette approche et ses intéréts par rapport aux approches
utilisant des raccords surfaciques ont été étayés. Citons par exemple son avantage a faire
transiter des ondes entre modeles/échelles différents, sans piéger ’énergie au niveau des
modeles/échelles fins par reflexions parasites, cet aspect étant important pour la simulation

numérique des structures sous impacts.
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D’autres points, non abordés dans ce document, apparaissent comme des perspectives. Nous

mentionnons tout particulierement :

i.

la prise en compte de I'aspect multi-échelle en temps dans le traitement des probléemes
d’impact : utilisation (dans le cadre Arlequin) de schémas d’ordre peu élévé aux voisinages
des zones d’impact et d’autres d’ordre supérieur loin de ces zones critiques, évitant la dis-

persion numérique.

I'usage de méthodes de type PML pour un traitement avancé des transmissions sans re-

flexions, dans le cadre Arlequin.

I’extension des développements réalisés jusqu’a présent entre les solides 2-D ou 3-D & des
problémes de contact-impact entre structures hétérogénes. Ce point constitue I'un des ob-

jectifs d’une thése en cours.
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Annexe 1
Impact de deux barres

Dans cette annexe, nous détaillons le calcul de la solution analytique du probléme d’impact
entre deux barres élastiques et identiques, soumises & deux vitesses initiales opposées en sens et
égales en modules. La résolution est faite par une approche se fondant sur la propagation des

ondes.

Etant donnée la symétrie du probléme considéré, nous résolvons le probléme de I'impact d’une

seule barre sur un plan rigide (figure 5.23).

pd
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F1a. 5.23 — Impact d’une barre sur un plan rigide

Nous procédons la résolution de ce probleme par étape:

e Etape 1: vol libre: toute la barre est soumise & une vitesse vg.
e Etape 2: la barre est en contact persistant.

e Etape 3: la barre décolle. Elle n’est plus en contact.

Soit ’équation du mouvement d’une poutre en traction-compression, soumise & une force f lo-

calisée au point A.
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2
pSii — Es% — ) (5.1)

Soit F'(P) la transformée de Laplace de f(t). La transformée de Laplace de la réponse est donnée
par (cf. [53]):

¢ coshZ(L —z)
u(z,p) = F [ = ] 5.2
8 =P [ i (5:2)
ou c est la vitesse de propagation des ondes de compression, donnée par:
E
== (5.3)
P
En particulier, la vitesse du point A est donnée en transformée de Laplace par:
L
2(a(0,t)) = F(p) Eis coth p? (5.4)
En posant 7 = %, on obtient :
c 1+e ™
! =F(p)=———— 5.5
©i00) = FO)pe 1y (55)
En faisant un développement limité de 1_6%,?, nous obtenons :
0(@(0,1)) = F(p)EiSu T e ) (1 FeTP ety ) (5.6)
La transformée de Laplace inverse donne:
(0,) = 7g (FO) +2f(t =) +2f(t - 27) + ) (5.7)

Si l’on considere le probléme de la réponse & f(¢) d’une poutre en mouvement uniforme —wvg a

I'instant initial, on a:

a(0,t) = —vo + Eis(f(t) F2f(t— 1) + 2f(t — 27) +...) (5.8)
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Ecrire le choc en A sur la paroi rigide revient & imposer %(0,t) = 0 aussi longtemps que la poutre

reste en contact avec la paroi, c’est a dire que la force f(t) reste positive:

e Pour O<it<r

. ES

a(0,t) = —vo + ELS f&) =0  donc f(t)= C"’O >0 (5.9)
e Pour 7<t<2r

. B c ESvy, B _ESUO

4(0,) = —vo + E—S(f(t) +2 . )=0 donc f(t) = < 0 (5.10)

Dans le premier intervalle, la poutre reste en contact. Dans le deuxieme intervalle, il ne peut

pas y avoir contact car la force est négative. Dans ce cas f(t) = 0 et u(0,t) = —vp.

La vitesse en un point d’abscisse x est donnée par:

a(z,t) = —vo + Eis(f(t —T) A fE—T+T)HfE—T—T)+ f(E—2r +7)..) (5.11)

ol r = %.
Dans l'intervalle [0,27] on :

F(t) = ETSUO [Y(t) Y (- 7)] (5.12)

ou Y est la fonction échelon.

On a donc:

i(z,t) :vo[— 14+Y(t—7) —Y(t—7+n)] (5.13)

Donc, dans Vintervalle [7,27], u(z,t) = vo; ce qui revient & dire que la poutre, apres le choc, est
animée d’un mouvement uniforme de translation . Il ne peut donc pas y avoir de second choc et
la formule est valable pour ¢ > 27.

la solution (déplacement u, vitesse v et force de choc f.) au niveau du point de contact A est

donnée sur la figure 5.24.
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Fi1G. 5.24 — Déplacement, vitesse et force de contact au point A
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Annexe 2
Stabilité du -schéma

Nous étudions ici la stabilité d’une variante du #-schéma sur la base d’un systéme masse-ressort.

Ce schéma nous a servi pour intégrer la dynamique en présence de contact.

Ecrire ’équation discréte de la dynamique; puis utiliser le #-schéma donne:

maFftt + kzFtt =0
2P = 2F 4 At(1 — 0)vF + AtovF !
oF T = oF + Atah

29, 2% sont connues et a® calculé par (5.14)

On a donc a résoudre le systéme linéaire suivant :

ou

0% = VAP
k

w2 = —
m

(5.18)

(5.19)

(5.20)

En posant z = (z,Atv)? et en notant A la premiére matrice et —B la deuxiéme matrice de

léquation (5.18):
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AZFt —BZF =0 (5.21)
ou encore
ZFH = HAF (5.22)
avec
1 1
H-A'B=— (5.23)

1+02° | —0? 1-(1-6)02

Les valeurs propres de la matrice H sont les racines du polynéme caractéristique suivant :

det(H — XI) = A2 — (trH)X + detH (5.24)
avec
2—-(1-6)02
= 2
trH T 00? (5.25)
1
H=—— 5.26
detl = 1400 (5.26)

Pour assurer la stabilité du systéme précédent (5.18), il faut que le descriminant de I’équation
(5.24) soit négatif (racines conjuguées) et que les modules des racines soient inférieurs & I'unité.

Soit, respectivement :

11-0|0<2 (5.27)
>0 (5.28)

Les deux dernieres équations sont appelées conditions de stabilité du schéma considéré, appelée

dans ce document 6-schéma.

Remarquons que pour € = 1 le schéma est inconditionnellement stable.
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