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Résumé

La cosmologie est actuellemen t à un tournan t de l'histoire de son dév elopp e-

men t. L'ab ondance de données observ ationnelles div erses et précises a p ermis de

dév elopp er et de con�rmer un mo dèle standard de concordance p our décrire les

grandes éc helles de l'Univ ers. F ort de ce succès, il devien t crucial d'in terroger les

fondemen ts de ce mo dèle standard, a�n, notammen t, d'éclaicir l'origine d'en vi-

ron 90 % du con ten u énergétique de l'Univ ers, quali�é de matière et d'énergie

som bres.

En lien a v ec le problème de l'énergie som bre, cette thèse se prop ose d'explorer,

à tra v ers les propriétés dynamiques de c hamps scalaires, deux princip es qui se

trouv en t au c÷ur de la cosmologie : les princip es d'équiv alence et cosmologique.

Le princip e d'équiv alence est ab ordé à tra v ers les théories scalaire-tenseur de la

gra vité, p ermettan t d'in tégrer la Relativité Générale dans un cadre large de théo-

ries resp ectan t la v ersion faible du princip e d'équiv alence tout en p ermettan t de

tester sa v ersion forte. Dans cette p ersp ectiv e, les propriétés dynamiques et les

conséquences cosmologiques de ces théories son t discutées.

Le princip e cosmologique quan t à lui est reform ulé ; ses con tours son t redé�nis,

menan t à la form ulation de mo dèles cosmologiques di�éren ts du mo dèle standard,

par le biais des cosmologies inhomogènes mo y ennées. Ces mo dèles p ermetten t de

prendre en compte de façon consistan te la structuration à p etites éc helles de l'Uni-

v ers et son homogénéité aux grandes éc helles, ouvran t ainsi la p ossibilité d'expli-

quer l'énergie som bre par la formation des structures ; il est égalemen t p ossible de

les mettre en corresp ondance a v ec l'apparition de c hamps scalaires dans le cadre

du mo dèle standard.

Mots-clés : Cosmologie ; théorie classique du c hamp gra vitationnel ; théorie

scalaire-tenseur de la gra vité ; cosmologies mo y ennées ; énergie som bre.
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Summary

Cosmology is to da y at a turning p oin t of its history . The div ersit y and high

precision of the m ultiple observ ations a v ailable ha v e led to the emergence of a stan-

dard concordance mo del that describ es v ery w ell the large scale structure of the

Univ erse. Nev ertheless, the unkno wn nature of almost 90 % of the energy con ten t

of the Univ erse, the so-called dark matter and energy , ma y b e a sign that some

assumptions of the standard mo del are inadequate.

In this thesis, w e explore, through the dynamical prop erties of scalar �elds, t w o

assumptions at the heart of cosmology : the equiv alence and cosmological prin-

ciples.

The equiv alence principle is studied thanks to scalar-tensor theories, so that Ge-

neral Relativit y is em b edded in a wider class of theories that resp ect the w eak

equiv alence principle and allo w to test its strong v ersion. Both the dynamical

prop erties and cosmological consequences (Big Bang Nucleosyn thesis, Cosmic Mi-

cro w a v e Bac kground, structure formation) of these theories are discussed.

As for the cosmological principle, it is reform ulated and precisely rede�ned to lead

to new cosmological mo dels di�eren t from the standard one, and called a v eraged

inhomogeneous cosmologies. These mo dels pro vide a self consisten t description of

structures on small scales and of an e�ectiv e homogeneous mo del for the large

scales ; this ma y b e a w a y to explain dark energy through structure formation.

These mo dels can also b een put in corresp ondence with the app earance of scalar

�elds in the standard mo del.

Keyw ords : Cosmology ; classical theory of the gra vitational �eld ; scalar-

tensor theory of gra vit y ; a v eraged cosmology ; dark energy .
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Notations et con v en tions

Dans l'ensem ble de cet ouvrage, à l'exception de la section I.1.1 consacrée aux

bases de la Relativité Restrein te, on se place dans un système d'unités où la vitesse

de la lumière c est p osée égale à 1.

Lorsque l'on traite des co ordonnées et de la métrique d'espace-temps, les indices

représen tés par des lettres de l'alphab et grec son t à v aleurs dans f 0; 1; 2; 3g, l'in-

dice 0 étan t réserv é à la co ordonnée de genre temps ; les indices représen tés par

des lettres de l'alphab et latin son t à v aleurs dans f 1; 2; 3g et son t réserv és aux

co ordonnées spatiales. La métrique de l'espace-temps est toujours écrite a v ec la

signature � +++ , a�n de garder une forme dé�nie p ositiv e p our sa partie spatiale.

Les deriv ées co v arian tes seron t parfois notées r , le t yp e d'indice traduisan t la na-

ture spatiale ou spatio-temp orelle de cette dériv ée co v arian te, d'après les con v en-

tions énoncées ci-dessus : r � désigne ainsi une dériv ée co v arian te p our les connec-

tions de l'espace-temps, alors que, dans le cadre du formalisme 3+1, r i désigne

une dériv ée co v arian te par rapp ort à la métrique riemannienne induite sur l'espace

uniquemen t. Les dériv ées co v arian tes par rapp ort à l'espace-temps, r � , et elles

seules, son t parfois abrégées par un p oin t virgule. P ar exemple, p our un v ecteur

U�
:

U�
;� � r � U�

.

De même, les dériv ées partielle par rapp ort aux co ordonnées d'espace-temps,

son t parfois notées a v ec une virgule :

U�
;� �

@U�

@x�
.

En�n, on notera l'op ération de symétrisation de deux indices d'un tenseur U�� :

U(�� ) �
1
2

(U�� + U�� ) ,

et l'an tisymmétrisation :

U[�� ] �
1
2

(U�� � U�� ) .
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Première partie

Cosmologie : une in tro duction

1





3

La cosmologie est l'étude, encadrée par les princip es et le formalisme de la

ph ysique, des lois régissan t les très grandes éc helles de la nature, c'est-à-dire ce

que l'on app elle l'Univ ers. Le concept d'Univ ers est v aste et désigne au moins deux

ob jets di�éren ts. Dans une première acception, il signi�e l'ensem ble du réel, la to-

talité de ce qui existe. C'est un terme engloban t, plutôt v ague, don t la signi�cation

ph ysique demande à être précisée, en général par l'adjonction aux lois ph ysiques

d'un ou plusieurs princip es d'origine philosophique. La deuxième signi�cation du

mot, plus restrein te, concerne uniquemen t l'ensem ble de tous les phénomènes ph y-

siques accessibles à un observ ateur

1

donné dans un temps donné. Cette notion

de temps est encore m ystérieuse à ce stade et devra être précisée par la suite,

mais l'on v oit que dans cette dé�nition de l'Univ ers, la notion d'âge est déjà pré-

sen te : l'Univ ers apparaît comme un ob jet dynamique, puisqu'il est susceptible, a

priori, d'év oluer, c'est-à-dire de ne pas apparaître toujours iden tique à lui-même à

un observ ateur donné. On app elle généralemen t l'Univ ers de la seconde dé�nition

l'Univ ers observ able, a�n de le distinguer de celui de la première dé�nition, sensée

être plus générale et englob er la seconde. Il est bien en tendu p ossible que les deux

notions coïnciden t, et que l'ensem ble des phénomènes de la nature se confonde

a v ec l'ensem ble de ce qu'un observ ateur quelconque est capable d'observ er. Cela

serait le cas, par exemple, dans un Univ ers dans lequel la lumière se propagerait

instan tanémen t dans l'espace. Cep endan t, les lois de la ph ysique con temp oraine,

et notammen t la Relativité, ne fa v orisen t pas ce scénario, et nous v errons que la

notion d'Univ ers observ able est capitale dans un mo dèle relativiste de la nature.

Dans la suite de cette thèse nous réserv erons, p our préserv er la simplicité du pro-

p os, le mot Univ ers à l'Univ ers observ able, sauf s'il est fait men tion explicite du

con traire. La cosmologie mo derne est fondée d'une part sur la Relativité Géné-

rale en tan t que théorie classique du c hamp gra vitationnel et d'autre part sur un

ensem ble v arié d'observ ations astroph ysiques. Ces observ ations couvren t main te-

nan t tous les domaines du sp ectre électromagnétique, des ra y ons 
 au domaine

infrarouge, et on t p ermis d'établir une vision cohéren te de notre Univ ers dans le

cadre d'un mo dèle standard. Ce mo dèle est dit de concordance en ce qu'il p ermet

de rendre compte de la quasi totalité des observ ations astroph ysiques actuelles à

l'aide d'un nom bre restrein t de paramètres. Cep endan t,ce nom bre n'est restrein t

que dans la mesure où les lois de la ph ysique son t supp osées v alables aux éc helles

considérées, ce qui p ermet de �xer tous les paramètres de ces lois à partir des ex-

p ériences réalisées sur T erre, indép endammen t du con texte cosmologique. Il faut

souligner et garder à l'esprit l'audace in tellectuelle consistan t à extrap oler des lois

v éri�ées aux éc helles du système solaire jusqu'aux éc helles de l'Univ ers dans son

1

L'observ ateur, ici, n'est absolumen t pas limité à un être conscien t. Il doit être compris comme

un p oin t de l'espace auquel est attac hé un ensem ble d'appareils de mesure, au sens donné à ce

terme en ph ysique quan tique, p ermettan t a priori de réaliser une exp érience p ortan t sur des

phénomènes ph ysiques.



4

en tier.

Cette thèse commence par un exp osé du mo dèle standard de la cosmologie,

qui, à défaut d'être exhaustif, se prop ose d'in tro duire les notions fondamen tales

qui seron t nécessaires à la compréhension des parties suiv an tes. C'est p ourquoi il

m'a sem blé nécessaire d'insister sur les deux princip es autour desquels c'est arti-

culé mon tra v ail ; le princip e d'équiv alence m'amenera à présen ter succinctemen t

les idées ph ysiques à l'origine de la form ulation de la Relativité Générale, et la

présen tation des mo dèles de F riedmann me p ermettra de form uler clairemen t le

princip e cosmologique dans sa v ersion forte, ainsi que de présen ter un bref rap-

p el de l'histoire thermique de l'Univ ers et des principaux phénomènes ph ysiques

qui seron t discutés par la suite. En�n, cette première partie s'ac hèv era sur l'in tro-

duction des c hamps scalaires en cosmologie. Nous v errons commen t ceux-ci son t

apparus dans le mo dèle standard dès qu'un problème y est apparu. Cela est sans

doute lié au double fait qu'ils son t simples à manipuler, tout en p ossédan t une

phénoménologie très ric he.

Signalons dès à présen t que les deux princip es don t traitera cette thèse son t

de natures assez di�éren tes et particip en t c hacun séparémen t d'un des deux fon-

demen ts à la cosmologie précités.

Le princip e d'équiv alence est une comp osan te essen tielle de la structure de l'in-

teraction gra vitationnelle ; il est un cadre de form ulation de sa propriété cen trale,

et, dès les débuts de la Relativité Générale, il a été un guide imp ortan t p our sa

form ulation. C'est p ourquoi nous dirons que c'est un princip e premier : c'est un

princip e de la gra vitation, agissan t au c÷ur de toutes ses manifestations.

Le princip e cosmologique quan t à lui, traite de la façon don t les observ ations d'in-

térêt cosmologique s'organisen t en un ensem ble cohéren t et compréhensible par

le cosmologiste. C'est un princip e d'organisation des données empiriques dans un

c hamp donné de la ph ysique, la cosmologie, et non de fondemen t premier ou on-

tologique p our l'ensem ble de la ph ysique

2

.

2

Signalons tout de même ici la ten tativ e originale de Milne [1 ] de considérer le princip e

cosmologique comme un princip e à adjoindre à la ph ysique comme condition nécessaire à la

dé�nition du concept d'Univ ers.



Chapitre 1

Elémen ts de Relativité Générale

Le �euv e du temps est un �euv e qui emp orte a v ec soi ses riv es. Celui qui v o y age

se meut en tre des parois �xes, sur un sol �xe ; mais parois et sol, de manière

imp erceptible, son t très étroitemen t asso ciés aux mouv emen ts des v o y ageurs.

R. Musil, L'homme sans qualités , 1930.

Le premier élémen t fondamen tal de la cosmologie est l'in teraction gra vitation-

nelle. Si faible aux éc helles microscopiques, elle jouit, à la di�érence des autres

in teractions, d'une particularité qui la rend déterminan te aux grandes éc helles,

notammen t cosmologiques : c'est une in teraction univ erselle, à p ortée in�nie non

écran tée. Univ erselle d'ab ord, car tout les t yp es d'énergie y son t soumis ; et bien

plus, comme nous le v errons par la suite, en Relativité Générale , ils y son t tous

soumis de la même façon (c'est le princip e d'équiv alence).

De plus, parmi les quatre in teractions fondamen tales : forte, faible, électroma-

gnétique et gra vitationnelle, la première est à faible p ortée (elle agit aux éc helles

n ucléaires) à cause du con�nemen t des quarks et les e�ets de la deuxième son t

limités aux éc helles atomiques par la masse imp ortan te de ses b osons-v ecteurs.

P ar conséquen t, les seules in teractions à p ortée in�nie son t la gra vitation et l'élec-

tromagnétisme. Cep endan t, l'électromagnétisme est une in teraction écran tée : elle

admet, p our les corps électriquemen t c hargés, des c harges p ositiv es et négativ es,

si bien que, p our une particule-test située loin d'un ob jet constitué d'un grand

nom bre de corps c hargés, cet ob jet apparaît électriquemen t neutres. C'est ce phé-

nomène qui explique que les corps macroscopiques apparaissen t électriquemen t

neutre. On comprend donc qu'aux éc helles cosmologiques, l'électromagnétisme ne

joue pas un grand rôle (ce n'est cep endan t pas tout à fait vrai, et nous v errons

que lors des phases où l'Univ ers est p etit et à haute temp érature, ce jugemen t doit

être révisé).

P our commencer, il nous faut présen ter rapidemen t les principales caractéris-

tiques de la Relativité Générale, qui seron t utiles par la suite. La form ulation de la

5
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théorie généralisée de la Relativité a reçu, depuis 1916, bien des aménagemen ts qui

on t p ermis de rendre cette théorie compréhensible dans des termes mathématiques

plus adaptés à son inclusion dans le reste de la ph ysique mo derne ou aux div ers cas

d'applications. On p ourra trouv er de très b ons dév elopp emen ts sur ces di�éren tes

form ulations dans [2, 3, 4, 5]. Dans le présen t ouvrage, on se b ornera à présen ter

les idées ph ysiques qui on t amené à la form ulation de la Relativité Générale.

1.1 Relativité du mouv emen t : de Newton à Ein-

stein

Dès le début des Principia Mathematica Philosophiae Naturalis, Newton, dans

les dé�nitions préliminaires explique les di�érences indisp ensables qu'il in tro duit

en tre temps et espaces absolus et relatifs. Du fait de son imp ortance et de sa clarté,

nous nous p ermettons de citer ce texte in extenso

1

:

" I. Le temps absolu, vrai et mathématique, sans relation à rien d'ex-

térieur, coule uniformémen t, et s'app elle dur é e . Le temps relatif, ap-

paren t et vulgaire, est cette mesure sensible et externe d'une partie

de durée quelconque (égale ou inégale) prise du mouv emen t : telles

son t les mesures d' heur es , de jours , de mois , et c'est ce don t on se sert

ordinairemen t à la place du temps vrai.

I I. L'espace absolu, sans relation aux c hoses externes, demeure tou-

jours similaire et immobile.

L'espace relatif est cette mesure ou dimension mobile de l'espace ab-

solu, laquelle tom b e sous nos sens par sa relation aux corps, et que

le vulgaire confond a v ec l'espace immobile. C'est ainsi, par exemple,

qu'un espace, pris au dedans de la T erre ou dans le ciel, est déterminé

par la situation qu'il a à l'égard de la T erre."

Ainsi, il existe un cadre �xe, dans lequel se meuv en t les corps -c'est l'espace

absolu-, et un cadre �xe par rapp ort auquel on mesure l'imp ermanence des phéno-

mènes -c'est le temps absolu-. De façon mo derne, nous dirions que l'espace-temps

absolu est la réunion de la droite réelle R p our le temps a v ec l'espace v ectoriel R3

p our l'espace

2

. Au sein de ce cadre �xe, se déroulen t les faits ph ysiques, qui on t une

extension et une durée. L'extension est la p ortion d'espace absolu qu'ils o ccup en t à

un instan t donné du temps, et la durée la p ortion de temps absolu qu'ils couvren t

1

La traduction est celle de Mme du Châtelet telle que publiée par Duno d. Les mots en italique

le son t dans cette traduction.

2

Et non l'espace v ectoriel R4
en ceci que dans cette vision, temps et espace ne son t pas

uni�és. Nous v errons plus précisémen t l'imp ortance de cette distinction dans la suite lorsque

nous ab orderons les symétries de la théorie.
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en tre leur émergence et leur �n. Dans la suite de sa construction mécanique, New-

ton inclut ensuite le princip e de relativité de Galilée. Si l'on considère deux corps

notés 1 et 2 en mouv emen ts rectilignes et uniformes par rapp ort à l'espace absolu,

a v ec des vitesses resp ectiv es ~v1 et ~v2 , la vitesse du corps 2 relativ emen t au corps

1 est donnée par ~v2 � ~v1 . Cela ce comprend aisémen t si l'on m unit l'espace absolu

d'un rep ère cartésien d'origine O et que l'on nomme les corps 1 et 2, supp osés

p onctuels C1 et C2 resp ectiv emen t. Alors, la vitesse de 2 relativ emen t à 1 s'écrit

naturellemen t :

~v2j1 =
d
���!
C1C2

dt
=

d
��!
OC2

dt
�

d
��!
OC1

dt
. (1.1.1)

Cela p ermet de dé�nir un ensem ble de référen tiels privilégiés, que nous app ellerons

référen tiels inertiels galiléens. C'est l'ensem ble de tous les référen tiels qui son t au

rep os ou en translation rectiligne et uniforme par rapp ort à l'espace absolu. Si l'on

considère deux de ces référen tiels R et R
0

m unis de rep ères cartésiens, (O; x; y; z)
et (O

0
; x

0
; y

0
; z

0
) , les transformations qui p ermetten t d'exprimer les résultats de

mesures réalisées dans R
0

en fonction des résultats de mesures réalisées dans R
son t app elées transformations galiléennes et son t données par :

t
0

= t + �0

@
x

0

y
0

z
0

1

A = R

0

@
x
y
z

1

A + t~vRjR0 + ~a , (1.1.2)

où � est un réel, ~vRjR0
est la vitesse de R relativ emen t à R

0
, R une rotation in-

dép endan te du temps, et ~a le déplacemen t de 0 par rapp ort à O
0

à t = 0 . On

notera qu'un corps animé d'une vitesse

~V dans le référen tiel R p ossède une vitesse

~V 0 = ~V + ~vRjR0
: c'est la loi galiléenne de comp osition des vitesses. Les transfor-

mations (1.1.2) formen t un group e à 10 paramètres, et sous-tenden t le :

Princip e de Relativité de Galilée :

T outes les lois de la physique s'é crivent de la même façon dans tous les r éfér entiels

inertiels galilé ens.

Autremen t dit, il est imp ossible, par une exp érience quelconque de distinguer le

rep os du mouv emen t rectiligne et uniforme (par rapp ort à l'espace absolu). La loi

de la mécanique de Newton :

m
d2~x
dt2

= ~F (~x) , (1.1.3)

où m est la masse d'un corps et

~F la résultan te des forces mécaniques agissan t

sur ce corps, satisfait manifestemen t ce princip e, et l'on dit que la ph ysique new-
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tonienne est in v arian te par tous les c hangemen ts de co ordonnées galiléens. En re-

v anc he, on p eut aisémen t constater que les lois de l'électromagnétisme, form ulées

par Maxw ell ne son t pas in v arian tes par c hangemen ts de co ordonnées galiléens. La

ph ysique, jusqu'au début du vingtième siècle, sem ble donc soumise à une tension

formelle : bien que des référen tiels soit privilégiés par les lois de la mécanique, ces

mêmes référen tiels ne sem blen t jouer aucun rôle particulier quan t à la form ulation

des lois gouv ernan t le comp ortemen t du c hamp électromagnétique. Considéran t ce

dernier du p oin t de vue cinématique, on ne v oit apparaître qu'une seule vitesse

caractéristique : la vitesse de propagation, ou célérité, des ondes libres asso ciées

au c hamp, notée c. Si l'électromagnétisme ob éissait à l'in v ariance galiléenne, on

s'attendrait donc à p ouv oir appliquer la loi de comp osition des vitesses à un ra y on

lumineux : la vitesse d'un ra y on lumineux devrait donc v arier suiv an t le référen tiel

à partir duquel on observ e ce ra y on. Mic helson en 1881, puis Mic helson et Morley

en 1887, on t réalisé des exp ériences a�n de mettre en évidence une telle v ariation

de la vitesse de la lumière. Grâce à un in terféromètre de Mic helson, ils on t ten té

de mettre en évidence une di�érence de c hemin optique en tre la lumière se pro-

pagean t dans la direction du mouv emen t de la T erre autour du Soleil, et celle se

propagean t dans une direction orthogonale. Sans aucun résultat. Il sem blait donc

que la lumière n'ob éissait pas à la loi galiléenne de comp osition des vitesses. Cela

fut in terprété par Einstein comme une défaillance, non du princip e de Relativité,

mais de la dé�nition des référen tiels inertiels. Autremen t dit, il p osa que les réfé-

ren tiels à privilégier n'était pas les référen tiels en rep os ou en mouv emen t rectiligne

et uniforme par rapp ort à l'espace absolu. Il lui fallait donc dé�nir de nouv eaux

référen tiels inertiels. P our cela, l'in v ariance de la vitesse de la lumière est un guide

e�cace. Considérons en e�et que deux observ ateurs son t en déplacemen t relatif

rectiligne et uniforme. Soien t R et R
0

les référen tiels attac hés à c haque observ a-

teur, et ~v la vitesse de R
0

par rapp ort à R . Nous supp oserons, et nous v errons

par la suite p ourquoi cela est imp ortan t, que les référen tiels son t spatio-temp orels,

c'est-à-dire dé�nis par (O; t; x; y; z) et (O
0
; t

0
; x

0
; y

0
; z

0
) . Considérons que les ori-

gines des deux systèmes de référence, O et O
0

coïnciden t à l'instan t t = t
0

= 0 .

Soit alors un signal lumineux émis en O = O
0

à l'instan t initial t = t
0

= 0 , et

reçu en P = ( x; y; z) = ( x
0
; y

0
; z

0
) aux instan ts t et t

0
resp ectiv emen t dans les deux

référen tiels. L'in v ariance de la vitesse de la lumière imp ose :

k~rk2 = c2t2
(1.1.4)

k~r 0k2 = c2t
02

, (1.1.5)

où ~r = ( x; y; z)T
et

~r 0 = ( x
0
; y

0
; z

0
)T

. Donc, on a la relation :

k~rk2 � c2t2 = k~r 0k2 � c2t
02

. (1.1.6)
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L'in v ariance de c mo di�e donc les symétries fondamen tales : dans le cas galiléen,

les transformations laissan t les lois in v arian tes laissaien t la norme des v ecteurs

spatiaux in v arian te ; désormais, l'in v ariance fait in terv enir un mélange des co or-

données spatiales et de la co ordonnée temp orelle. C'est p ourquoi nous a vions au-

torisé le temps de parcours à ne pas être le même dans les deux référen tiels. A�n

de satisfaire à la constance de la vitesse de la lumière, nous sommes donc obli-

gés d'abandonner l'idée d'un temps absolu, et de dé�nir les référen tiels dans un

espace-temps étendu, d'où la notation (O; t; x; y; z) p our un référen tiel donné. Le

quadruplet (t; x; y; z) est app elé un év enemen t

3

. Il nous faut alors un mo y en de

mesurer la "distance" en tre deux év enemen ts. Dans le cas galiléen, la distance eu-

clidienne classique, fondée sur le pro duit scalaire standard de R3
, est in v arian te

sous les transformations (1.1.2). Désormais, l'in v ariance de la vitesse de la lumière

implique l'existence de l'in v arian t (1.1.6), donc, par analogie, on dé�nira la "dis-

tance" en tre deux év enemen ts grâce à la forme d dé�nie par :

R4 ! R

(t; ~x) 7! d(t; ~x) = k~xk2 � c2t2 = x2 + y2 + z2 � c2t2
. (1.1.7)

R4
m uni de la forme d est app elé espace de Mink o wski. Sur cet espace, on a

l'habitude d'in tro duire l'élémen t de distance di�éren tiel en tre deux év ènemen ts

in�nimen t pro c hes (t; x; y; z) et (t + dt; x + dx; y + dy; z+ dz) :

ds2 = � c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2
, (1.1.8)

ainsi qu'une notation co v arian te p our les co ordonnées. Un v ecteur de l'espace

de Mink o wski (t; ~x) , app elé 4-v ecteur (ou quadriv ecteur), sera noté x �
p our � 2

f 0; 1; 2; 3g et x0 � t , ~x � (x1; x2; x3) . En in tro duisan t le tenseur symétrique � ��

tel que � 00 = � 1, � ij = � ij , 8(i; j ) 2 f 1; 2; 3g2
, et � 0i = 0 , 8i 2 f 1; 2; 3g, on a

ds2 = � �� dx� dx�
. � �� est la métrique de Mink o wski. Les transformations laissan t

cet élémen t de distance in v arian t nous donneron t l'équiv alen t des transformations

galiléennes p our le nouv eau princip e de Relativité. Ces transformations, app elées

transformations de Loren tz inhomogènes son t données par :

x
0� = � �

� x � + a�
, (1.1.9)

où a�
est un quadriv ecteur constan t et � �

� un tenseur (1; 1) constan t v éri�an t :

� �

 � �

� � �� = � 
� . (1.1.10)

3

Dans cette section, nous considérons des co ordonnées cartésiennes p our l'aisance des nota-

tions, bien que tout puisse être dé�ni dans des co ordonnées arbitraires.
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Le group e formé par ces transformations est dit group e de P oincaré

4

, et le sous-

group e a v ec a� = 0 s'app elle le group e de Loren tz homogène. Les sous-group es

de ces group es don t les élémen ts v éri�en t � 0
0 � 1 et det � = 1 son t dits propres ;

ce son t les sous-group es connexes à l'iden tité. Le sous-group e des transformations

de Loren tz homogène propre con tien t deux sous-group es remarquables : celui des

rotations, et celui des "b o osts". Les rotations son t obten ues par :

� 0
0 = 1 , � 0

i = � i
0 = 0 , � i

j = Ri
j , (1.1.11)

où Ri
j représen ten t les élémen ts d'une matrice orthogonale de Mn (R) . Ainsi, le

group e de Loren tz homogène propre comprend les transformations galiléennes (ro-

tations et translations). Les "b o osts" quan t à eux son t une nouv elle classe de

transformations prenan t en compte la vitesse relativ e de deux référen tiels. Soien t

deux observ ateurs (O; x� ) et (O
0
; x

0� ) , O a y an t une vitesse ~v relativ emen t à O
0

.

D'après (1.1.9) appiquée aux élémen ts in�nitésimaux de co ordonnées, le déplace-

men t spatio-temp orel de 0 s'écrit dx
0� = � �

� dx�
, a v ec d~x = 0 , donc :

dt
0
= � 0

0dt , dx
0i = � i

0dt ; (1.1.12)

or

d~x0

dt0 = ~v, ce qui p ermet d'écrire : � i
0 = vi � 0

0 . De plus, la relation (1.1.10) p ermet

d'écrire :

c2(� 0
0)2 �

3X

i =1

(� i
0)

2 = c2
. (1.1.13)

En dé�nissan t le facteur de Loren tz 
 � 1=
p

(1 � k ~vk2=c2) , la solution du système

(1.1.12)-(1.1.13) est donnée par :

� 0
0 = 
 , � i

0 = 
v i
. (1.1.14)

Resten t à déterminer les autres comp osan tes ; celles-ci ne son t pas dé�nies de

façon unique étan t donné que toute rotation d'un des sytèmes de référence laisse

la situation in v arian te en ce qui concerne la vitesse. Le c hoix habituel que l'on fait

a�n de satisfaire (1.1.10) consiste à p oser :

� 0
i = � i

0 et � i
j = � i

j +

 � 1
k~vk2

vi vj . (1.1.15)

On remarque que ces transformations se réduisen t aux transformations galiléennes

p our des vitesses k~vk faibles dev an t la vitesse de la lumière c. Cela clôt notre

4

On p eut mon trer [6 ] que les représen tations irréductibles du group e de P oincaré son t ca-

ractérisées par deux nom bres (m; s) , m étan t réel et s en tier ou demi-en tier. Cela fournit une

in terprétation du concept de particule relativiste comme représen tation irréductible du group e

de P oincaré, si l'on iden ti�e m à la masse et s au spin.
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discussion des bases de la cinématique relativiste. A l'aide de ces transformations,

nous p ourrons alors décrire tous les phénomènes ph ysiques par les mêmes lois

dans l'ensem ble des référen tiels inertiels se déduisan t les uns des autres grâce à des

transformations de Loren tz. Ainsi, la dé�nition de la force relativiste exercée sur

une particule de masse inertielle m rep érée par les co ordonnées x �
, obten ue par la

loi de la dynamique de Newton, s'écrira, dans ces référen tiels :

F � = m
d2x �

d� 2
, (1.1.16)

où � est le temps propre de la particule est in v arian t sous les transformations de

Loren tz, et est donné par c2d� 2 = � � �� dx� dx�
.

Il nous faut main tenan t in tro duire les notions d'énergie et d'impulsion d'une

particule relativiste. La relation (1.1.16) suggère une dé�niton p our la quadri-

impulsion d'une particule de masse m :

p� � m
dx�

d�
. (1.1.17)

Alors, on a :

p0 = m
 �
E
c2

et pi = m
v i
. (1.1.18)

E est alors l'énergie de la particule et pi
son impulsion

5

. De plus, on v oit à partir

de la dé�nition que l'on a la relation :

� �� p� p� = � m2c2
soit E 2 = k~pk2c2 + m2c2

. (1.1.19)

P our �nir, on in tro duit égalemen t le tenseur énergie-impulsion T�� , qui donne

la densité T0�
et le couran t T �i

asso ciés à la quadri-impulsion d'un ensem ble de

particule ou d'un c hamp. Si l'on prend en compte l'ensem ble des corps matériels

et leurs in teractions, ce tenseur est conserv é, c'est-à-dire :

@T��

dx�
= 0 . (1.1.20)

P our un système de n particules libres, on a par exemple :

T �� =
nX

k=1

Z
d�p �

k
dx�

k

d�
� 4(x � � x �

i ) . (1.1.21)

5

Cela p eut se v oir en dév eloppan t ces expressions au v oisinage de v=c� 0 : E = mc2+ mk~vk2=2
et pi = mv i

au second ordre
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1.2 Le princip e d'équiv alence

Dans la section précéden te, nous a v ons succinctemen t présen té les princip es de

la relativité du mouv emen t p our des corps en mouv emen t relatif de translation

rectiligne et uniforme. Nous a v ons vu que la ph ysique dev ait être form ulée dans

le cadre d'un espace-temps uni�é, l'espace quadridimensionnel de Mink o wski dans

lequel l'in v arian t de "longueur" est donné par la forme (1.1.7). Les lois de la ph y-

sique son t alors form ulées de façon co v arian te dans cet espace-temps ; c'est-à-dire

qu'elles s'écriv en t de la même manière dans tous les référen tiels se déduisan t les

uns des autres par les transformations d'inertie, dites transformations de Loren tz.

C'est en particulier le cas de l'électro dynamique, c'est-à-dire la dynamique des

corps électriquemen t c hargés

6

. Cep endan t, il manque à notre description un der-

nier pas : dans des référen tiels don t le mouv emen t relatif n'est pas rectiligne et

uniforme, les lois de la ph ysique ne se form ulen t pas de façon équiv alen te. P arv enir

à une description uni�ée quelque soit le mouv emen t relatif des observ ateurs est le

but de la Relativité Générale ; mais a�n de form uler cette dernière, il faut a v an t

tout éclaircir une propriété fondamen tale des corps, qui fait le lien en tre ce pro-

blème de référen tiels accélérés et la gra vitation : l'équiv alence des masses inertielle

et p esan te. Galilée, à l'aide d'un plan incliné puis de p endules, en utilisan t une

clepsidre p our mesurer le temps, a v ait mis en évidence une propriété troublan te :

les corps lâc hés d'une hauteur donnée, tom b en t de la même manière (c'est-à-dire

qu'ils arriv en t au sol en même temps), indép endammen t de leur comp osition et de

leur masse

7

. Newton, en form ulan t sa deuxième loi, se laissa la lib erté de distinguer

deux concepts de masse :

� La masse inertielle mi qui est la capacité d'un corps à résister au mouv emen t

qu'on lui imprime par une force extérieure. C'est celle qui in tervien t dans la

deuxième loi :

~F = mi~a, et qui traduit la con v ersion en tre force extérieure et

accélération du corps ; plus elle est grande plus il faut une force imp ortan te

p our mo di�er le mo v emen t d'un corps.

� La masse gra vitationnelle mg , qui est la "c harge" gra vitationnelle, c'est-à-

6

Comme nous l'a v ons vu, c'est le problème de la vitesse de la lumière qui a motiv é l'in tro-

duction de cette nouv elle relativité. Il est donc normal que les lois de l'électro dynamique, qui

traiten t de l'in teraction du c hamp électromagnétique a v ec les particules soien t co v arian tes dans

ce formalisme.

7

Cela n'est évidemmen t pas vrai sur T erre, où l'atmosphère a tendance à freiner les corps

di�éremmen t suiv an t leur masse ; cep endan t, l'utilisation d'un plan incliné, en ralen tissan t la

c h ute, p ermet de s'abstraire su�sammen t de la friction de l'air p our mettre en évidence le

résultat. L'utilisation de p endule est encore plus e�cace car elle p ermet égalemen t de s'abstraire

de la friction du plan incliné, et p endan t les premières oscillations, la friction de l'air p eut être

négligée, le p endule étan t alors quasimen t harmonique. Le fait que la fréquence d'oscillation du

p endule ne dép ende pas du t yp e de corps accro c hé au b out est alors une autre form ulation de

l'univ ersalité de la c h ute des corps.
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dire la comp osan te d'un corps qui réagit au c hamp gra vitationnel (masse

gra vitationnelle passiv e) ou qui le pro duit (masse gra vitationnelle activ e).

En toute généralité, les masses gra vitationnelles activ e et passiv e p euv en t

aussi être distinguées, mais nous ne ren trerons pas dans cette subtilité par

la suite

8

.

En p osan t dans les Principia que la force gra vitationnelle ressen tie par un corps

soumis au c hamp ~g d'un autre corps était prop ortionnelle à sa masse gra vitation-

nelle, et en utilisan t sa deuxième loi, Newton put alors écrire que l'accélération

d'un corps dans un c hamp de p esan teur était :

~a =
�

mg

mi

�
~g . (1.2.1)

Il reprit alors les exp ériences de Galilée a v ec des p endules de même longueur mais

de comp ositions di�éren tes, et ne parvin t pas à mettre en évidence une quelconque

di�érence en tre leurs p ério des. Il en conclut donc que mi et mg était égales à un

facteur m ultiplicatif près indép endan t du corps considéré. P oser ce facteur égal à 1
est alors le plus simple (la v aleur de ce co e�cien t n'étan t pas mesurable d'après ce

que l'on vien t de dire, et corresp ondan t simplemen t à une redé�nition des unités

de c hamp et d'accélération). Eötv ös ten ta plus tard de tester ce résultat à l'aide

d'un autre disp ositif constitué d'un p endule de torsion auquel il a v ait susp endu

deux corps de comp ositions di�éren tes. Il parvin t à mon trer que le rapp ort mi =mg

ne v arie pas de plus de 10� 9
d'un corps à l'autre. L'équiv alence des masses iner-

tielle et gra vitationnelle se trouv ait alors sup erb emen t v éri�ée, et la loi de Newton

rendait compte des observ ations de Galilée. Cep endan t, cette équiv alence restait

un m ystère. Suiv an t Einstein dans ses ré�exions, considérons un observ ateur situé

dans un ascenseur au sommet d'un immeuble. A un instan t donné, une p ersonne

extérieure coup e le cable qui retien t l'ascenseur et celui-ci se retrouv e en c h ute libre

(on néglige les frottemen ts de l'air), a v ec notre observ ateur à l'in térieur. Supp osons

que le c hamp de gra vité de la T erre ~g est statique et homogène dans l'ensem ble

de l'espace o ccup é par l'ascenseur et son in térieur au cours du mouv emen t. Alors,

écriv an t la deuxième loi de Newton resp ectiv emen t p our l'ascenseur de masse mA

et l'observ ateur de masse mObs, on trouv era que leurs accélérations son t iden tiques,

en accord a v ec le princip e d'équiv alence. Ainsi, l'observ ateur, parti a v ec la même

vitesse initiale que l'ascenseur, sera en rep os par rapp ort à lui duran t toute la durée

du mouv emen t et sera incapable de p ercev oir le c hamp de gra vitation extérieur.

En allan t un p eu plus loin, imaginons que l'observ ateur réalise une exp érience au

cours de la c h ute libre, par exemple une exp érience d'électrostatique, à l'aide de

n particules c hargées de masse mi . Du p oin t de vue d'un observ ateur situé au sol,

dans un référen tiel (O; ~x) attac hé à ce dernier, la loi de la dynamique s'écrit :

8

L'égalité de ces deux masses, activ e et passiv e, est un corrolaire simple de la troisième loi de

Newton, p osan t égalité en norme de l'action et de la réaction.
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8i 2 f 1; 2; :::; ng , mi
d2~xi

dt2
= mi~g+ ~Fi , (1.2.2)

où

~Fi est la résultan te des forces agissan t sur la particule i . Le c hangemen t

de co ordonnées qui p ermet de se ramener au référen tiel (O
0
; ~x0) dans lequel l'ob-

serv ateur qui est dans l'ascenseur est au rep os est obten u grâce à l'équation du

mouv emen t de cet observ ateur par rapp ort au référen tiel (O; ~x) , et est donné par :

~x0 = ~x �
1
2

t2~g . (1.2.3)

C'est un c hangemen t de co ordonnées non galiléen. Dans ces nouv elles co ordonnées,

la loi de la dynamique p our les particules de l'exp érience s'écrit alors :

8i 2 f 1; 2; :::; ng , mi
d2~x

0

i

dt2
= ~Fi (x

0

k) . (1.2.4)

Autremen t dit, l'observ ateur en c h ute libre est incapable, par une exp érience de

ph ysique quelconque, de mettre en évidence la présence du c hamp gra vitationnel

extérieur. Le princip e d'équiv alence d'Einstein consiste à généraliser le résultat

précéden t en se restreignan t à une p ortion de l'espace su�sammen t faible, et à un

temps su�sammen t court p our que, sur ces éc helles, n'imp orte quel c hamp de gra-

vitation puisse être vu comme homogène et statique. Cela p ermet alors d'énoncer

le princip e lo cal suiv an t :

Princip e d'équiv alence d'Einstein :

En chaque p oint de l'esp ac e-temps, en pr ésenc e d'un champ de gr avitation arbi-

tr air e, il est p ossible de choisir un système de c o or donné es lo calemen t inertiel,

de sorte qu'au voisinage de c e p oint, les lois de la physique puissent êtr e formulé es

c omme en l'absenc e de champ de gr avitation.

Bien sûr, fort des résultats de la Relativité Restrein te, nous sa v ons qu'il nous

faut dé�nir les référen tiels inertiels non par rapp ort aux transformations de Ga-

lilée, mais par rapp ort aux transformations de Loren tz. Le princip e d'équiv alence

dans cette forme "ultime" a�rme donc qu'en présence d'un c hamp gra vitationnel

quelconque, on p eut toujours trouv er une p ortion d'espace-temps su�sammen t

"p etite" p our p ouv oir form uler, au sein de cette p ortion les lois de la ph ysique

dans un référen tiel dans lesquelles elles prennen t la forme qu'elles on t en Relati-

vité Restrein te. P our aller encore plus loin, notons que p our ann uler le c hamp de

gra vitation de l'exp érience précéden te, nous a v ons utilisé un c hangemen t de co or-

données non galiléen (1.2.3). Considérons alors une particule en c h ute libre dans un

c hamp de gra vitation arbitraire. D'après le princip e d'équiv alence, il existe donc
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un rep ère inertiel e�
dans lequel la particule est libre. Dans ce rep ère, son équation

du mouv emen t s'écrit :

d2e�

d� 2
= 0 , (1.2.5)

où l'on a in tro duit le temps propre de la particule d� 2 = � � �� de� de�
. P ar extension

de l'exemple précéden t, plaçons-nous dans un système de co ordonnées quelconque

x �
, obten u à partir de e�

par une transformation arbitraire x � (e� ) . L'équation

(1.2.5) s'écrit alors, après quelques manipulations :

d2x �

d� 2
+ � �

��
dx�

d�
dx�

d�
= 0 (1.2.6)

a v ec � �
�� =

@x�

@e�
@2e�

@x� @x�
,

et le temps propre :

c2d� 2 = � g�� (x � )dx� dx�
(1.2.7)

a v ec g�� (x � ) =
@e�

@x�
@e�

@x�
� �� .

Une p ersonne familiarisée a v ec les mathématiques de la �n du XIX

ème

siècle

(telles que nous les form ulons aujourd'h ui), et en particulier a v ec la géométrie

di�éren tielle remarque immédiatemen t la structure à laquelle nous arriv ons : g��

est exactemen t la métrique d'une v ariété di�éren tiable de dimension 4 lo calemen t

di�éomorphe à un espace-temps de Mink o wski, et � �
�� est la connection a�ne

asso ciée. La connaissance de la métrique en un p oin t particulier X de la v ariété

et dans un système de co ordonnées quelconque p ermet alors de déterminer les

co ordonnées e�
au v oisinage de X : ce son t les co ordonnées asso ciées à la base de

l'espace tangen t à la v ariété en X . En faisan t encore une fois une analogie a v ec

(1.2.3), rapp ellons que dans ce cas, le c hangemen t de co ordonnées était en tièremen t

déterminé par le c hamp gra vitationnel ~g ; on p eut donc supp oser que tous les e�ets

de la gra vitation son t traduits par la métrique g��
9

. Cela mène alors à la vision

mo derne de la gra vitation classique : notre espace-temps p eut être décrit par une

v ariété di�éren tiable à quatre dimensions lo calemen t di�éomorphe à l'espace de

Mink o wski, les e�ets de la gra vitation étan t le re�et des propriétés géométriques de

cette v ariété. Dans la suite, on supp osera conn ues les notions de bases de géométrie

di�éren tielle, en particulier les notions de v ariété, espaces tangen t et cotangen t,

dériv ée co v arian te (ou transp ort parallèle). P our une in tro duction à ce sujet, on

p ourra se rep orter aux ouvrages classiques comme par exemple [7].

9

La connection a�ne p eut être déduite de la métrique après quelques manipulations algé-

briques : � �
�� = 1

2 g��
�

@g��
dx � + @g��

dx � � @g��
dx �

�
.
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1.3 Loi de la gra vitation

La vision géométrique in tro duite ci-dessus p ermet de généraliser le princip e de

Relativité. En e�et, une v ariété di�éren tielle p eut être décrite de façon indép en-

dan te des co ordonnées que l'on in tro duit en construisan t un atlas sur cette v ariété.

Nous a v ons vu qu'en Relativité Restrein te existait une notion de co v ariance, les

lois de ph ysique prenan t la même forme dans tout système de co ordonnées inertiel.

Notre espace-temps étan t main tenan t vu comme une v ariété nous p ouv ons géné-

raliser cette in v ariance en in tro duisan t le :

Princip e de co v ariance généralisée :

L es lois de la physique pr ennent la même forme dans tout système de c o or donné es,

qu'il soit inertiel ou non.

Ce princip e est l'ac hèv emen t du relativisme de la form ulation de la ph ysique en

ceci qu'il fait disparaître la notion d'observ ateur privilégié : les observ ateurs me-

suren t des c hoses di�éren tes, mais les lois qu'ils doiv en t appliquer p our comprendre

leur mesure on t une form ulation univ erselle, qu'ils n'on t plus qu'à particulariser

en précisan t leur référen tiel, c'est-à-dire leur état de mouv emen t relatif les uns

par rapp ort aux autres. Dans ce cadre, les observ ateurs inertiels ne son t plus que

les observ ateurs particuliers don t l'état de mouv emen t corresp ond à la c h ute libre

dans le c hamp de gra vitation, c'est-à-dire que ce son t ceux don t l'équation du mou-

v emen t est l'équation des géo désiques de l'espace-temps (1.2.6). P our form uler les

lois de la ph ysique de façon co v arian te, il su�t alors (a v ec quelques précautions

de symétrisation des lois) de remplacer dans les lois form ulées dans un référen tiel

inertiel la métrique de Mink o wski � �� par la métrique de la v ariété d'espace-temps

g�� , et les dériv ées partielles par des dériv ées co v arian tes r �
10

.

P our clore ce c hapitre il ne reste plus qu'à établir les lois de la gra vitation,

c'est-à-dire les équations p ermettan t de calculer la métrique de l'espace-temps.

Dans la suite, nous p oserons partout c = 1 . Commençons par considérer la limite

newtonienne de la théorie en examinan t la c h ute libre d'une particule newtonienne

dans un c hamp de gra vitation statique. Dans ce cadre, la particule est supp osée

a v oir une vitesse faible dev an t la vitesse de la lumière, c'est-à-dire kd~x=d�k � 1.

alors, l'équation (1.2.6) devien t :

d2x �

d� 2
+ � �

00

�
dt
d�

� 2

= 0 (1.3.1)

Le c hamp gra vitationnel étan t statique, si l'on retien t l'équiv alence en tre c hamp

de gra vitation et métrique de l'espace-temps, la dériv ée temp orelle de la métrique

10

A�n d'éviter des erreurs il est toutefois préférable de pro céder à cette substitution dans

l'action don t dériv en t les lois ph ysiques.
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s'ann ule et :

� �
00 = �

1
2

g�� @g00

@x�
. (1.3.2)

De plus, l'appro ximation newtonienne revien t égalemen t à supp oser que le c hamp

gra vitationnel est faible. on p eut alors décomp oser la métrique en une partie min-

k o wskienne p erturb ée : g�� = � �� + h�� a v ec h�� un tenseur (0; 2) don t toutes les

comp osan tes son t p etites dev an t 1 (en v aleur absolue). Alors, au premier ordre en

h�� , les équations (1.3.1) deviennen t :

d2~x
d� 2

=
1
2

�
dt
d�

� 2

r h00 (1.3.3)

d2t
d� 2

= 0 . (1.3.4)

La deuxième équation p ermet d'écrire (dt=d� ) comme une constan te, et on trouv e

donc p our la première équation, en p osan t cette constan te non n ulle :

d2~x
dt2

=
1
2

r h00 (1.3.5)

En comparan t au résultat newtonien, on trouv e que h00 = � 2� , où � est le p oten tiel

gra vitationnel newtonien habituel. La métrique totale est donc donnée par g00 =
� (1 + 2� ) , les autres comp osan tes étan t iden tiquemen t n ulles. Or, le p oten tiel �
ob éit à l'équation de P oisson :

r 2� = 4 �G� , (1.3.6)

où � est la densité de masse de la source non-relativiste du c hamp. Dans l'appro xi-

mation newtonienne, la métrique ob éit donc a :

r 2g00 = � 8�G� . (1.3.7)

Cette forme est une indication nous p ermettan t de trouv er "in tuitiv emen t"

la forme générale des équations du c hamp. Dans le cas relativiste, la densité de

masse est en e�et remplacée par le tenseur énergie-impulsion T�� de la matière

qui con tien t toute l'information sur l'énergie et l'impulsion de la distribution de

matière (dans le cas newtonien, les impulsions son t faibles par rapp ort à la masse ;

c'est p ourquoi seul � in tervien t). On p eut donc c herc her des équations de la forme :

G�� [g�� ] = 8�GT �� , (1.3.8)

où G�� est un tenseur (0; 2) dép endan t seulemen t des dériv ées secondes de la

métrique ou de carrés de ses dériv ées premières a�n de conserv er la forme de (1.3.7)
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et de ne pas in tro duire de nouv elle constan te dimensionnée dans la théorie. Le

caractère tensoriel est à relier au princip e de co v ariance généralisée. De plus, on sait

que le tenseur énergie-impulsion est conserv é le long du mouv emen t en Relativité

Restrein te : @� T �
� = 0 , donc, en remplaçan t d'après le princip e de co v ariance

généralisée la dériv ée partielle par une dériv ée co v arian te, on doit a v oir :

r � T �
� = 0 ; (1.3.9)

ce qui implique que le tenseur G�� doit satisfaire les iden tités dites de Bianc hi :

r � G�
� = 0 . (1.3.10)

Une analyse du tenseur de Riemann, R�
��� , caractérisan t la v ariété

11

, alliée à la

limite newtonienne, mon tre que le c hoix d'un tel tenseur G�� est unique :

G�� = R�� �
1
2

Rg�� , (1.3.11)

où R�� = R�
��� est le tenseur de Ricci et R = R�

� le scalaire de courbure de la

v ariété. Les équations du c hamp gra vitationnel son t donc les équations d'Einstein :

R�� �
1
2

Rg�� = 8�GT �� . (1.3.12)

Une autre v ersion des équations d'Einstein p eut être obten ue en in tro duisan t

une nouv elle constan te. P our cela, il su�t de remarquer que r � g�� = 0 , si bien

que les iden tités de Bianc hi son t aussi satisfaites si l'on in tro duit :

G�� = R�� �
1
2

Rg�� � � g�� , (1.3.13)

p our � réel a y an t les dimensions du carré d'une longueur. � est app elée constan te

cosmologique ; nous y reviendrons. Le système (1.3.12) est un système de 10 équa-

tions aux dériv ées partielles indép endan tes (les tenseurs son t symétriques) ; cep en-

dan t les iden tités de Bianc hi (1.3.10) constituen t un système de 4 équations, si bien

que seules 6 fonctions indép endan tes p euv en t être déterminées grâce aux équations

d'Einstein. Or g�� p ossède égalemen t 10 fonctions indép endan tes. C'est le re�et de

l'in v ariance par c hangemen t de co ordonnées : si g�� est une solution de (1.3.12),

la métrique g
0

�� obten ue en c hangean t les co ordonnées x �
en des co ordonnées x

0�

11

Le tenseur de Riemann traduit l'imp ossibilité p our un v ecteur de redev enir iden tique à lui-

même après a v oir été transp orté parallèlemen t le long d'une p etite courb e fermée. C'est en cela

qu'il caractérise la courbure de la v ariété. Une v ariété est dite non courb ée ou euclidienne si et

seulemen t si son tenseur de Riemann est iden tiquemen t n ul. En terme des dériv ées co v arian tes,

il s'écrit, si on l'applique à la forme duale d'un v ecteur v� : R�
��� v� = 2 r ( � r � ) v� , et le fait qu'il

soit non n ul traduit donc la non comm utation des dériv ées co v arian tes.
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quelconque est aussi une solution. Or, un tel di�éomorphisme implique 4 fonctions

indép endan tes x
0� (x � ) . Il ne reste donc plus que 6 degrés de lib erté à �xer grâce

aux équations. Ces équations couplen t manifestemen t géométrie et con ten u ma-

tériel, justi�an t le fait que l'on dise comm unémen t qu'en Relativité Générale, la

distribution de matière détermine la géométrie de l'espace-temps (l'in v erse étan t

d'ailleurs tout aussi vrai, mais b eaucoup moins "in tuitif"). On p eut égalemen t no-

ter que les équation (1.3.12) p euv en t être dériv ées d'un princip e de moindre action

en considéran t l'action d'Einstein-Hilb ert :

SEH =
Z

R
16�G

p
� gd4x + Sm , (1.3.14)

où g est le déterminan t de la métrique g�� , Sm l'action de la matière, et à condition

de dé�nir le tenseur énergie-impulsion de la matière par

p
� gT�� = 2�S m=�g��

.

Cette action est la plus simple que l'on puisse construire en ne faisan t in terv enir que

des dériv ée secondes ou des pro duits de deux dériv ées de la métrique (a�n d'obtenir

des équations du second ordre comme dans toutes les autres théories des c hamps).

P our écrire les équations du c hamp asso ciées à cette action, il su�t d'en calculer

la dériv ée fonctionnelle par rapp ort à la métrique g�� en notan t que �
p

� g =
� g�� �g �� =2 et que le terme en

R
�R �� g�� p

� gd4x est une pure div ergence

12

.

12

En toute rigueur, ce terme ne s'ann ule a priori pas car seule g�� est gardée �xe sur le b ord

du domaine, non ses dériv ées. On p eut toutefois a jouter un con tre-terme faisan t in terv enir la

courbure extrinsèque du b ord dans l'action p our résoudre ce problème.
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Chapitre 2

Le mo dèle standard de la cosmologie

Donnez-moi seulemen t de la matière, je v ais à partir de là v ous bâtir un monde.

E. Kan t, Histoir e génér ale de la natur e et thé orie du ciel , 1755.

Le mo dèle cosmologique a conn u, ces dernières décennies, à la fois des con�rma-

tions éclatan tes de sa capacité prédictiv e, et l'émergence de questions fondamen-

tales qui p ourraien t bien b oulev erser complètemen t ses fondemen ts et son dév elop-

p emen t futur. Dans la première catégorie, citons notammen t les m ultiples obser-

v ations des anisotropies du fond de ra y onnemen t micro-onde [8, 9, 10 , 11, 12 , 13],

qui on t con�rmé que la distribution de matière dans l'Univ ers primordial était

fortemen t homogène et isotrop e, sous la forme d'un plasma couplan t in timemen t

photons et bary ons, ce qui découle de la structure du sp ectre des anisotropies

(oscillations acoustiques). Dans le seconde catégorie, on rangera bien en tendu le

surprenan t résultat de l'observ ation des Sup erno v æ de t yp e 1a [14, 15 , 16 , 17, 18 ] :

celle-ci laisse apparaître que la lumière pro duite par ces explosions est plus faible

qu'attendue p our un Univ ers ne con tenan t que de la matière ordinaire (bary ons,

électrons, photons, neutrinos, et même matière som bre), signe p oten tiel de la né-

cessité de réviser, soit notre conception de la gra vité aux grandes éc helles, soit

notre concept même de matière, soit en�n le cadre théorique de construction d'un

mo dèle cosmologique.

Après a v oir présen té le cadre standard de la cosmologie mo derne, ses p ostulats

et ses dév elopp emen ts formels, c'est-à-dire la façon classique de construire un Uni-

v ers homogène et isotrop e, nous décrirons brièv emen t son histoire thermique, puis

nous conclurons cette partie en mon tran t commen t les c hamps scalaires on t été

une rép onse récurren te de la cosmologie aux questions p osées tan tôt par le cadre

théorique lui-même, tan tôt par les observ ations de précision.

21
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2.1 L'Univ ers homogène et isotrop e

Le premier mo dèle mo derne de l'Univ ers en tan t qu'ob jet est dû à Einstein qui,

préo ccup é par la construction d'un Univ ers resp ectan t le princip e de Mac h

1

, pro-

p osa en 1917 une solution exact aux équations de la Relativité Générale p our un

espace-temps don t les sections spatiales son t homogènes, isotrop es et fermées (au

sens top ologique). Ce mo dèle, statique, dev ait donner naissance aux discussions sur

la structuration de la distribution de matière aux grandes éc helles qui constituera

le c÷ur de la cosmologie au vingtième siècle. T rès vite cep endan t, les observ ations

réalisées par Hubble en 1929, tendan t à suggérer que les galaxies loin taines s'éloi-

gnaien t toutes les unes des autres a v ec une vitesse prop ortionnelle à leur distance

resp ectiv e, allait relancer la nécessité de dé�nir une classe de mo dèles plus large que

la solution d'Einstein, capables d'expliquer cette dynamique globale d'expansion

de l'Univ ers. C'est ce que réalisen t les mo dèles de F riedmann-Lemaître-Rob ertson-

W alk er que nous allons examiner dans cette section. Mais a v an t, il est b on de

rapp eler les observ ations qui éta y en t l'h yp othèse d'homogénéité et d'isotropie de

notre Univ ers aux grandes éc helles, a�n de comprendre précisémen t ce que cette

acception recouvre.

2.1.1 La distribution de matière à grande éc helle

L'homogénéité et l'isotropie de l'Univ ers sur les grandes éc helles son t main-

tenan t bien établies, au sens statistique, par une série d'observ ations que nous

allons présen ter ici. La première de ces indications observ ationnelles vien t de la

distribution à grande éc helles de la matière visible, telle que donnée par le ca-

talogue de galaxies rouges du Sloan Digital Sky Surv ey (SDSS) [19, 20, 21, 22] ;

cette mesure rep ose sur la construction de cellules en mo y ennan t la répartition

de matière sur des domaines de taille donnée. Puis, en calculan t la v ariance de la

distribution de densité sur les cellules, on p eut estimer l'éc helle t ypique d'homo-

généité statistique tirée de ce catalogue. Elle est de l'ordre de 70 à 100h� 1
Mp c

(où h = H0=(100 km/s/Mp c ) ), mais il existe égalemen t des tra v aux mettan t cette

éc helle au delà de 100 à 200h� 1
Mp c [23 , 24, 25 ]. Certaines structures son t mêmes

bien plus grandes que ces éc helles statistiques : le grand m ur détecté par SDDS at-

tein t 420h� 1
Mp c, soit près de 15% de l'Univ ers observ able aujourd'h ui. Cep endan t,

l'existence d'une éc helle à partir de laquelle la distribution de matière mo y enne est

statistiquemen t homogène paraît robuste et nous retiendrons une éc helle d'homogé-

néité t ypique de l'ordre de la cen taine de mégaparsecs. D'un autre côté, l'isotropie

1

Ce princip e, don t nous aurons à reparler dans la deuxième partie de cet ouvrage, form ulait,

un p eu v aguemen t, que les propriétés mécaniques in trinsèques des corps matériels, tel que leur

inertie dev aien t être le résultat de l'e�et de l'ensem ble de la distribution de matière dans l'Univ ers

sur la ph ysique lo cale.
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statistique est principalemen t souten ue par l'observ ation du fond de ra y onnemen t

cosmologique. Ce fond de ra y onnemen t, don t nous reparlerons par la suite est une

des prédictions ma jeures du mo dèle standard ; il s'agit d'un ra y onnemen t électro-

magnétique quasimen t thermique émis il y a plus de treize milliards d'années par

l'Univ ers, au momen t où les électrons et les no y aux atomiques (à cette ép o que es-

sen tiellemen t des no y aux constitués d'un seul proton, c'est-à-dire de l'h ydrogène)

se son t com binés p our former les atomes. Cette radiation, émise dans le domaine

des ra y ons X est aujourd'h ui présen te dans notre Univ ers sous la forme d'un fond

micro-onde (à cause de l'expansion). Prédit par Halpher et Hermann [26] et par

Gamo v [27 ] dès 1948, il fut détecté de façon fortuite par P enzias et Wilson [28] en

1964, puis cartographié par la mission COBE [8] en 1987. La temp érature de ce

corps noir est fortemen t isotrop e sur l'ensem ble du ciel, à T0 � 2:725 K, a v ec des

�uctuations de l'ordre de �T=T0 � 10� 5
. Cela indique qu'au momen t de l'émission

du fond de ra y onnemen t, l'Univ ers était homogène a v ec des �uctuations relativ es

de densité dans le c hamp de matière de l'ordre de 10� 3
à 10� 4

. Allié à l'h yp othèse

que nous n'o ccup ons pas une place privilégiée dans l'Univ ers, ce résultat implique,

sous certaines conditions

2

, que l'Univ ers en tre l'émission de ce fond et aujourd'h ui

est quasimen t parfaitemen t homogène et isotrop e (statistiquemen t).

2.1.2 Le princip e cosmologique

Les observ ations tenden t donc à mon trer que, sur des éc helles comparables à

en viron un cen tième notre Univ ers observ able aujourd'h ui, la distribution de ma-

tière apparaît homogène et isotrop e statistiquemen t. Cep endan t, il est bien éviden t

qu'à des éc helles plus p etites, la distribution de matière est très structurée, don-

nan t naissance à toute la "zo ologie" des ob jets astroph ysiques : étoiles, galaxies,

amas de galaxies, grands m urs, vides etc. La cosmologie standard oublie temp o-

rairemen t cette complexité a�n de se concen trer sur la dynamique à très grande

éc helle de l'Univ ers en tan t qu'ob jet particulier. P our cela, il faut donc sauter un

pas conceptuel conséquen t p our considérer l'Univ ers comme un ob jet autogra vi-

tan t spatialemen t parfaitemen t homogène et isotrop e à toutes les éc helles ; c'est ce

que l'on app ellera dans cet ouvrage le princip e cosmologique strict ou fort :

3

Princip e cosmologique fort

L'Univers est lo calemen t en tout p oint sp atialement homo gène et isotr op e.

2

La principale h yp othèse nécessaire est que le taux d'expansion lo cal soit partout p ositif [29 ],

ce qui n'est manifestemen t pas le cas dans l'Univ ers.

3

Dans la littérature, ce princip e est simplemen t nommé princip e cosmologique, mais l'adjonc-

tion de l'adjectif sup erlatif apparaîtra imp ortan t dans la dernière partie de cette thèse.
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L'homogénéité de l'espace signi�e qu'à c haque instan t, un p oin t quelconque de

l'espace est "iden tique" à tout autre p oin t quelconque de l'espace. Mathématique-

men t, cela p eut être form ulé de la façon suiv an te : un espace-temps est spatia-

lemen t homogène si et seulemen t s'il existe une famille d'h yp ersurfaces spatiales

� t paramétrée par un scalaire t qui feuillèten t l'espace-temps de telle sorte que :

8t; 8(p; q) 2 � t ; 9� t isométrie de l'espace-temps, � t (p) = q.

4

L'isotropie de l'espace

en tout p oin t, quan t à elle, se traduit par le fait qu'un observ ateur placé en un

p oin t quelconque de l'espace ne p eut dé�nir de direction privilégiée par rapp ort à

une quelconque propriété de cet espace. Cela signi�e qu'en tout p oin t de l'espace-

temps, il existe une congruence de courb es de genre temps asso ciées à un c hamp de

v ecteurs tangen ts u�
telle que p our tout p oin t p et tout couple (s�

1 ; s�
2 ) de v ecteurs

en p orthogonaux à u�
, il existe une isométrie de l'espace-temps qui laisse p et u�

in v arian ts tout en transforman t s�
1 et s�

2 sous une rotation.

Ce p oin t de vue est une sorte de princip e cop ernicien étendu : à c haque

temps, toutes les p ositions dans l'espace son t équiv alen tes, et tous les observ a-

teurs "v oien t" les mêmes propriétés de l'espace autour d'eux.

F ort de l'expression mathématique de ce princip e nous p ouv ons main tenan t

déterminer les métriques d'espace-temps satisfaisan t ces con train tes. Elles seron t

le "tissu" géométrique de l'étude de l'Univ ers dans la cosmologie standard.

2.1.3 Espaces de symétrie maximale

A v an t d'en v enir à la forme de la métrique qu'implique l'h yp othèse d'homogé-

néité et d'isotropie parfaites que traduit le princip e d'équiv alence strict, nous allons

faire un détour par les propriétés générales des v ariétés di�éren tielles au regard des

op érations de symétrie que l'on p eut leur appliquer. Dans cette sous-section, on

considérera donc une v ariété di�éren tielle M de dimension N quelconque, m unie

d'une métrique g don t la signature n'est pas précisée p our le momen t.

On app elle isométrie de M un C

1
-di�éomorphisme � : M ! M tel que � � g =

g . Autremen t dit, en co ordonnées, en p osan t g
0

�� = ( � � g)�� :

8x 2 M , g
0

�� (x) = g�� (x) , (2.1.1)

ce que l'on p eut form uler en disan t que la métrique est fonctionnellemen t in v arian te

(lorsqu'elle est vue comme une fonction des co ordonnées) par le c hangemen t de

co ordonnées impliqué par � . Si l'on se place dans le v oisinage V d'un p oin t p 2 M
de co ordonnées x , et que l'on considère les transformations in�nitésimales :

x ! x
0
= x + �� (x) , (2.1.2)

4

Une isométrie de l'espace-temps est un C1
-di�éomorphisme de la v ariété d'espace-temps qui

laisse la métrique de cet espace-temps in v arian te.
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où � � 1 et � est un v ecteur de TpM , la condition (2.1.1) est équiv alen te à une

condition sur la 1-forme asso ciée à � :

� (� ;� ) = 0 . (2.1.3)

Un v ecteur v éri�an t cette propriété est app elé v ecteur de Killing. A c haque iso-

métrie est donc asso cié un v ecteur de Killing, et la connaissance de l'ensem ble

des v ecteurs de Killing d'une v ariété donne par conséquen t accès à l'ensem ble des

isométries de cette v ariété, c'est-à-dire aux symétries qui la caractérise. Il est aisé

de mon trer [3] qu'un v ecteur de Killing ob éit à une équation de la forme :

� � ;� ;� = � R�
��� � � , (2.1.4)

ce qui mon tre que toutes les dériv ées successiv es de � � (x) son t conn ues comme

com binaisons linéaires des seules comp osan tes � � (x) et � � ;� (x) , et que donc � � au

v oisinage d'un p oin t x p eut s'exprimer comme une com binaison linéaire des � � (x)
et � � ;� (x) (grâce à un dév elopp emen t de T a ylor). Si l'on considère un ensem ble de

P v ecteurs de Killing � i
, p our tout i compris en tre 1 et P , il existe

5 N quan ti-

tés � i
� et N (N � 1)=2 quan tités linéairemen t indép endan tes � i

� ;� . Ce qui implique

que les P v ecteurs de Killing son t linéairemen t indép endan ts si et seulemen t si

6

P < N (N + 1) =2. Le nom bre maximal de v ecteurs de Killing d'une v ariété de

dimension N est donc de N (N + 1) =2. On app elle v ariété maximalemen t symé-

trique une v ariété de dimension N qui p ossède exactemen t N (N + 1) =2 v ecteurs

de Killing. P our une telle v ariété, les N v ecteurs � i
engendren t les N translations

in�nitésimales au v oisinage d'un p oin t donné, et les N (N � 1)=2 tenseurs indé-

p endan ts r � i
représen ten t les rotations autour d'un p oin t donné. Ainsi, l'on v oit

que l'espace riemannien homogène et isotrop e résultan t de l'application du princip e

cosmologique strict est simplemen t une sous-v ariété de genre espace maximalemen t

symétrique de l'espace-temps. Une dériv ation complète de la forme de la métrique

d'une v ariété qui p ossède une sous-v ariété maximalemen t symétrique p eut être

trouv ée dans le livre de référence de S. W ein b erg [3]. P our une v ariété à N di-

mensions don t la sous-v ariété maximalemen t symétrique a M dimensions, on p eut

in tro duire M co ordonnées va
sur la sous-v ariété, et N � M co ordonnées ui

p our

compléter la base. Alors, l'élémen t de longeur p eut s'écrire :

ds2 = gab(u)duadub + f (u)~gij (v)dvi dvj
. (2.1.5)

~g est la métrique de la sous-v ariété maximalemen t symétrique. Si l'on particularise

ce résultat au cas d'un espace-temps lo calemen t di�éomorphe à un espace-temps

5

A cause de la relation (2.1.3).

6

Il su�t de considérer les � i
� et � i

�� comme les comp osan tes de P v ecteurs dans un espace

v ectoriel de dimension N (N + 1) =2.
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de Mink o wski, on a N = 4 et M = 3 , et l'élémen t de longueur (2.1.5) devien t :

ds2 = g(u)du2 + f (u)
�

d~v2 +
k(~v:d~v)2

1 � k~v2

�
, (2.1.6)

où k 2 R ; g est une fonction à v aleurs strictemen t négativ es, et f une fonction à

v aleurs p ositiv es. Un c hangemen t de co ordonnées (u;~v) 7! (t; r; �;  ) dé�ni par :

Z p
� g(u)du = t

v1 = r sin� cos 

v2 = r sin� sin 

v3 = r cos� ,

assorti de la dé�nition d'une fonction a(t) �
p

(f (u)) , p ermet alors de réécrire :

ds2 = � dt2 + a2(t)
�

dr2

1 � kr 2
+ r 2d� 2 + r 2sin2(� )d 2

�
. (2.1.7)

Dans la suite, nous allons préciser le sens de ces co ordonnées et étudier les carac-

téristiques de cette métrique.

2.1.4 Les Univ ers de F riedmann

Un Univ ers satisfaisan t au princip e cosmologique strict tel qu'énoncé ci-dessus

p eut donc être décrit par une métrique spatio-temp orelle impliquan t l'élémen t

de longueur dit de F riedmann-Lemaître-Rob ertson-W alk er (FLR W ci-après) de la

forme :

ds2 = � dt2 + a2(t)
�

dr2

1 � kr 2
+ r 2d� 2 + r 2 sin2(� )d 2

�
, (2.1.8)

où le triplet (r; �;  ) représen te les co ordonnées sphériques lo cales telles que

déduites de celles de R3
. k traduit la courbure constan te des h yp ersurfaces de genre

espace ; il est n ul p our un espace plat, p ositif si l'espace est à courbure p ositiv e

et négatif s'il est à courbure négativ e. Il faut noter que la nature de la courbure

est une information géométrique, donc lo cale ; elle ne con train t absolumen t pas la

top ologie des h yp ersurfaces spatiales. P ar exemple, un espace a v ec k = 0 a une

géométrie plane, mais il p eut aussi bien a v oir la top ologie du plan euclidien R3

que celle du 3-tore T3
. Ces co ordonnées son t dites comobiles dans la mesure où

les observ ateurs initialemen t au rep os dans ces co ordonnées resten t au rep os par

rapp ort à eux. De tels observ ateurs son t alors dits comobiles. La co ordonnée t est

app elé temps cosmique, et a(t) facteur d'éc helle. Ce dernier traduit commen t la
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distance en tre deux observ ateurs comobiles v arie a v ec le temps ; la relation en tre le

distance ph ysique l (t) et la distance comobile r (qui ne dép end pas du temps) est

donnée par : l (t) = a(t)r . P our un Univ ers en expansion, les distances ph ysiques

en tre les observ ateurs comobiles croissen t, donc a(t) est une fonction croissan te du

temps ; nous supp oserons p our le momen t que c'est bien le cas, et nous v errons

dans la section suiv an te que c'est un résultat qui découle du con ten u matériel de

l'Univ ers.

Cinématique des mo dèles FLR W

A�n d'explorer plus a v an t la cinématique dans un Univ ers friedmannien, consi-

dérons main tenan t une particule en c h ute libre dans une métrique de F riedmann.

Soit u� = dx� =d� la quadri-vitesse de la particule. Alors la comp osan te temp orelle

de l'équation des géo désiques de cette particule s'écrit :

du0

d�
+

_a
a

k~uk = 0 , (2.1.9)

où

_f � @f=@t, et k~uk � gij ui uj
. P ar quelques manipulations, on p eut réécrire cette

équation sous la forme :

dk~uk
dt

+
_a
a

k~uk = 0 . (2.1.10)

Ainsi, la vitesse particulière d'une particule en c h ute libre év olue comme k~uk / a� 1
,

c'est-à-dire que dans un Univ ers en expansion, une particule en c h ute libre qui

ne serait pas immédiatemen t au rep os par rapp ort aux co ordonnées comobiles, y

retournerait du fait de l'expansion. Ceci indique que les co ordonnées comobiles son t

les co ordonnées "naturelles" p our un espace-temps don t les sections spatiales son t

homogènes, isotrop es et en expansion. La 3-vitesse a v ec laquelle deux observ ateurs

comobiles situés à une distance ph ysique relativ e l s'éloignen t est donnée par :

v(t) =
dl(t)
dt

= H (t)l(t) a v ec H (t) �
_a
a

. (2.1.11)

On retrouv e donc une généralisation de la loi de Hubble, et c'est p ourquoi H (t)
est app elé paramètre de Hubble. Il traduit le taux d'expansion (ou de con traction)

de l'Univ ers.

Une des caractéristiques fondamen tales des espace-temps de F riedmann en ex-

pansion est l'existence d'un horizon des particules, c'est-à-dire d'une surface spa-

tiale qui limite la p ortion de l'espace qui a eu un con tact causal a v ec un observ ateur

comobile situé en (r0; � 0;  0) en tre l'instan t initial t = 0 et l'instan t t . A�n de cal-
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culer la taille d'un tel horizon, on considère un signal lumineux émis en (r1; � 0;  0) 7

à l'instan t t = 0 . Un tel signal suit une géo désique de genre lumière, et par consé-

quen t, on a le long du tra jet du signal : ds2 = 0 , soit :

Z t

0

dt
0

a(t0)
=

Z r 1

r 0

dr
p

1 � kr 2
. (2.1.12)

Or, la distance ph ysique en tre l'observ ateur et l'horizon, dH (t) est obten ue en

in tégran t l'élémen t de longueur radiale en tre l'observ ateur et l'horizon :

dH (t) =
Z r 1

r 0

p
grr dr , (2.1.13)

donc la taille de l'horizon des particules asso cié à un observ ateur est à un instan t

t donné :

dH (t) = a(t)
Z t

0

dt
0

a(t0)
. (2.1.14)

Si dH (t) est �nie, cela signi�e que le cône de lumière passé d'un observ ateur est

limité par l'horizon des particules : alors une fraction seulemen t de l'Univ ers a

pu être en con tact causal a v ec l'observ ateur depuis le Big-Bang (corresp ondan t

à a(t) = 0 ). La forme de l'in tégrand mon tre que la �nitude de dH (t) dép end es-

sen tiellemen t du comp ortemen t du facteur d'éc helle au tout début de l'Univ ers,

lorsque a(t) � 0.

P our conclure cette présen tation de la cinématique des mo dèles FLR W, il nous

reste à in tro duire une quan tité fondamen tale p our la cosmologie observ ationnelle :

le décalage v ers le rouge. Considérons un photon de longueur d'onde � 1 émis à

l'instan t t1 par un ob jet astroph ysique (par exemple une galaxie) situé en (r1; 0; 0)
et reçu à l'instan t t0 par un observ ateur situé en (r0; 0; 0). La longueur d'onde

"co ordonnée" du photon est donnée par la grandeur adimensionnée

�� = � 1=a(t1) .

Cette grandeur ne dép endan t pas du temps, la longueur d'onde du signal reçu par

l'observ ateur est : � 0 = a(t0) �� . On a donc :

� 0

� 1
=

a(t0)
a(t1)

. (2.1.15)

On dé�nit alors le décalage v ers le rouge z de la source astroph ysique par z =
(� 0 � � 1)=� 1 , et on a :

1 + z =
a(t0)
a(t1)

. (2.1.16)

7

Les co ordonnées angulaires son t c hoisies arbitrairemen t p our coincider a v ec celles de l'ob-

serv ateur car du fait de l'isotropie de l'espace, ces co ordonnées ne jouen t aucun rôle ; autremen t

dit, l'horizon à un instan t donné est une 2-sphère cen trée sur l'observ ateur.
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On comprend donc p ourquoi cette grandeur est app elée décalage v ers le rouge :

p our un Univ ers en expansion, comme a(t0) > a (t1) , on a bien � 0 > � 1 , donc la

longueur d'onde de la lumière a été décalée v ers la zone des plus grandes longueurs

d'onde du sp ectre éléctromagnétique, c'est-à-dire v ers le rouge p our un photon

du domaine visible. Dans la suite, les grandeurs p ortan t un indice 0 désigneron t

les v aleurs de ces grandeurs aujourd'h ui. Le décalage v ers le rouge des ob jets

astroph ysiques est par exemple toujours dé�ni p our un observ ateur situé sur T erre

aujourd'h ui (c'est le seul observ ateur don t on disp ose !).

Dynamique des mo dèles FLR W

Nous p ouv ons main tenan t écrire les équations d'Einstein p our les Univ ers de

F riedmann, à condition de nous donner une prescription p our leur con ten u maté-

riel. Considérons donc un �uide cosmologique parfait comobile caractérisé par sa

densité � et sa pression p. Du fait de la symétrie homogène et isotrop e des h yp er-

surfaces spatiales, � et p ne dép enden t que de t , et le tenseur énergie-impulsion du

�uide s'écrit alors :

T �
� = p(t)g�

� + ( � (t) + p(t))u� u�

=

0

B
B
@

� � (t) 0 0 0
0 p(t) 0 0
0 0 p(t) 0
0 0 0 p(t)

1

C
C
A . (2.1.17)

Les équations d'Einstein donnen t alors, après une légère manipulation, les équa-

tions dites de F riedmann :

�
_a(t)
a(t)

� 2

=
8�G� (t)

3
+

�
3

�
k

a2(t)
(2.1.18)

•a(t)
a(t)

= �
4�G

3
(� (t) + 3 p(t)) +

�
3

(2.1.19)

_� (t) + 3
_a(t)
a(t)

(� (t) + p(t)) = 0 . (2.1.20)

On v oit que, si l'on disp ose d'un mo dèle p our le �uide parfait cosmique, sous la

forme p(t) = p[� (t)] , ce système constitue un système con train t de trois équations

di�éren tielles à deux inconn ues, a et � ; la première équation est en e�et une

équation de con train te, app ellée con train te hamiltonienne dans la décomp osition

3 + 1 de la Relativité Générale (cf annexe B).

Classiquemen t, on in tro duit le taux d'expansion de l'Univ ers, ou facteur de

Hubble, H (t) déjà vu ci-dessus, le taux de décélération q(t) et les densités adim-
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mensionnées sous la forme :

H (t) �
_a(t)
a(t)

(2.1.21)

q(t) � �
•a(t)

a(t)H 2(t)
(2.1.22)


 m (t) �
8�G� (t)
3H 2(t)

(2.1.23)


 � (t) �
�

3H 2(t)
(2.1.24)


 k(t) � �
k

a2(t)H 2(t)
, (2.1.25)

et l'on supp ose que le �uide parfait cosmique est barotropique, c'est-à-dire que

p(t) = !� (t) a v ec ! une constan te, si bien que le système (2.1.18)-(2.1.20) donne :


 m (t) + 
 � (t) + 
 k(t) = 1 (2.1.26)

q(t) =
1
2


 m (t)(1 + 3 ! ) � 
 � (t) . (2.1.27)

On dé�nit alors l'âge de l'Univ ers par l'in tégrale :

t0 =
Z a0

0

da
aH(a)

. (2.1.28)

Utilisan t les systèmes (2.1.18)-(2.1.20) et (2.1.26)-(2.1.27), et dé�nissan t le pa-

ramètre � = ln( a) , on p eut alors écrire un système dynamique p our le triplet

(
 m ; 
 � ; 
 k) , en notan t u
0
� du=d� :



0

m = 
 m [(1 + 3! )(
 m � 1) � 2
 � ] (2.1.29)



0

� = 
 � [(1 + 3! )
 m + 2(1 � 
 � )] (2.1.30)


 k = 1 � 
 m � 
 � (2.1.31)

Ce système admet trois p oin ts �xes p our la dynamique :

( �
 m ; �
 � ; �
 k) = (1 ; 0; 0) : Univ ers d'Einstein-de Sitter

= (0 ; 1; 0) : Univ ers de de Sitter

= (0 ; 0; 1) : Univ ers vide dominé par la courbure.

Le linéarisé du système dynamique au v oisinage d'un de ces p oin ts �xes est

caractérisé par la di�éren tielle du c hamp de v ecteur prise au p oin t �xe :

L =
�

(1 + 3! )(2 �
 m � 1) � 2�
 � � 2�
 m

(1 + 3! ) �
 � (1 + 3! ) �
 m + 2(1 � 2�
 � )

�
. (2.1.32)
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Fig. 2.1.1 � P ortrait de phase du système (2.1.29)-(2.1.30) p our w = 1=3.

Les v aleurs propres de cette matrice L son t :

P our (1; 0; 0) : (1 + 3! ) et 3(1 + ! )

P our (0; 1; 0) : � 2 et � 3(1 + ! )

P our (0; 0; 1) : 2 et � (1 + 3! ) .

Ainsi, le p oin t �xe (0; 0; 1) est instable (son linéarisé p ossède au moins une v aleur

propre de partie réelle strictemen t p ositiv e) ; l'Univ ers de Einstein-de Sitter, corres-

p ondan t à (1; 0; 0), est un p oin t �xe stable de la dynamique si ! < � 1 et instable

si ! > � 1 ; in v ersemen t, l'Univ ers de de Sitter (0; 1; 0) est un p oin t �xe stable si

! > � 1 et instable si ! < � 1. Le cas où w = � 1 ne p eut être traité par cette

métho de car le système n'est plus h yp erb olique au v oisinage des p oin ts (1; 0; 0) et

(0,0,1) (l'une des v aleurs propres du linéarisé est n ulle). Cep endan t, ce cas se réduit

à celui d'une constan te cosmologique dans un Univ ers de courbure k car un �uide

barotropique a v ec ! = � 1 a une densité d'énergie constan te ; sa dynamique p eut

donc être étudié très simplemen t. Il su�t d'in tro duire une constan te cosmologique

"habillée"

~� = � + 8�G� ; on a alors un système unidimensionnel a v ec deux p oin ts

�xes (
 ~� ; 
 k) = (1 ; 0) et (0; 1), le premier étan t stable et le second instable. Les

p ortraits de phase du système (2.1.29)-(2.1.30) son t présen tés sur les �gures 2.1.1,

2.1.2 et 2.1.3 p our certaines v aleurs du paramètre ! .
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Fig. 2.1.2 � P ortrait de phase du système (2.1.29)-(2.1.30) p our w = 0 .
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Fig. 2.1.3 � P ortrait de phase du système (2.1.29)-(2.1.30) p our w = � 1:2.
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2.2 Histoire thermique de l'Univ ers

Nous a v ons étudié ci-dessus les tra jectoires dans l'espace des phases p our un

Univ ers ne con tenan t qu'un seul t yp e de �uide ; or notre Univ ers comprend de

m ultiples sortes de c hamps de matière : radiation, bary ons, matière noire etc.

Après a v oir fait une courte liste de ce con ten u matériel, nous allons donc décrire les

di�éren tes phases de l'histoire de l'Univ ers, et les phénomènes ph ysiques marquan ts

se déroulan t au cours de ces phases : nous ren trons de plein pied dans la cosmologie

ph ysique !

2.2.1 Con ten u de l'Univ ers

On p eut commencer par constater que notre en vironnemen t pro c he dans l'Uni-

v ers est comp osé d'un certain nom bre de particules, qui on t été in tégrées dans le

cadre plus large du mo dèle standard de la ph ysique des particules ; ce son t :

� des leptons, sous la forme d'électrons et de neutrinos ;

� des bary ons, dans les no y aux atomiques, comp osés de protons et de neutrons ;

� des photons, particules asso ciées aux ondes électromagnétiques.

Les photons son t des particules sans masses et l'on p eut considérer que dans

l'Univ ers, ils formen t un �uide parfait de particules relativistes de densité d'énergie

� 
 et de pression p
 don t l'équation d'état est w
 = p
 =� 
 = 1=3 (cf Annexe A).

Les neutrinos du mo dèle standard sem blen t très légers (la somme de leurs masses

est inférieure à quelques dizièmes d'électron v olts et l'on considèrera donc qu'ils

formen t égalemen t un �uide parfait relativiste a v ec w� � 1=3 très tôt dans l'his-

toire de l'Univ ers. P our ce qui est des bary ons et des électrons, leur comp ortemen t

dép end des conditions de temp érature reignan t dans l'Univ ers. Cep endan t, nous

p ourrons considérer que p our l'immense ma jorité de l'histoire de l'Univ ers (sauf

lorsque nous devrons étudier des e�ets �ns tels que la n ucléosyn thèse primordiale)

ils constituen t un �uide parfait de particules non relativistes dite matière bary o-

nique (car la masse des bary ons, si l'on supp ose la comp ensation stricte globale

des c harges, domine largemen t la masse des électrons) d'équation d'état wb = 0
(cf Annexe A). C'est ce que l'on app ellera la matière ordinaire, celle qui constitue

les atomes.

Cep endan t, l'én umération ne sem ble pas s'arréter là. Les observ ations de Zwi-

c ky en 1933 [30] sur la rotation des galaxies spirales, éta y ées plus tard par de

m ultiples autres observ ations on t mis en évidence un fait troublan t : la vitesse

klép érienne des étoiles dans la galaxie devrait être donnée, en fonction de leur

distance au cen tre r dans l'appro ximation newtonienne, par :

v(r ) =

r
GM (< r )

r
, (2.2.1)
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Fig. 2.2.1 � Figure tirée de [31]. Courb e de rotation de la galaxie NGC6503. La

courb e en p oin ts représen te la con tribution du gaz, celle en p oin tillés la con tribu-

tion du disque, et celle alternan t tirés et p oin ts la con tribution du halo de matière

som bre.

où M (< r ) est la masse totale située à une distance au cen tre inférieure à r . Les

étoiles étan t essen tiellemen t con ten ues dans les régions cen trales de la galaxie (ce

que l'on sait par leur brillance de surface), si toute la masse galactique était dans

les étoiles, M (< r ) tendrait v ers une constan te lorsque r croîtrait, et la vitesse

des étoiles devrait par conséquen t décroitre en 1=
p

r au b ord de la galaxie. Or, les

courb es de rotation des galaxies ne mon tren t pas ce comp ortemen t ; au con traire,

la vitesse des étoiles sem ble se stabiliser à partir d'un certain ra y on, comme illustré

sur la �gure 2.2.1.

D'autre part, l'application du théorème du viriel aux amas de galaxies, ainsi que

des mesures récen tes de leur masse par e�et de len tille gra vitationnelle indiquen t

que la matière visible, sous forme de galaxies ou de gaz ne représen te pas plus de

quelques 20% de la masse totale déduite par les e�ets gra vitationnels. Qu'est-ce à

dire ? Certains on t prop osé que ces désaccords p ourraien t v enir d'une mo di�cation

de la gra vité aux faibles accélérations : c'est l'h yp othèse MOND [32, 33, 34]. On

trouv era une description détaillée des di�éren tes form ulations p ossibles d'une telle

dynamique dans le cadre d'une théorie des c hamps, les problèmes p osés par ces for-

m ulations, ainsi que des pistes de solutions dans une revue récen te [35 ]. Néanmoins,

l'observ ation par e�et de len tille gra vitationnelle de la collision de deux amas de

galaxies [36 ] sem ble p oser un certain nom bre de problèmes à cette h yp othèse, et

la seule façon conn ue aujourd'h ui de la réconcilier a v ec cette observ ation serait

d'a v oir des neutrinos a y an t une masse d'en viron 1 e V, ce qui n'est ni con�rmé, ni

in�rmé. Dans le mo dèle standard que nous présen tons ici, ces désaccords on t été
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in terprétés comme le signe de l'existence d'une comp osan te de matière som bre,

c'est-à-dire n'a y an t aucune in teraction élétromagnétique. Les sim ulations n umé-

riques de la formation des structures mon tren t que cette matière som bre doit être

constituée de particules massiv es non relativistes a y an t une faible disp ersion de

vitesse : c'est la matière noire froide. Plusieurs candidats existen t p our cette ma-

tière som bre : particule sup ersymétrique la plus légère, axions etc ; LHC devrait

p ouv oir éclairer la comm unauté sur ce p oin t dans les années à v enir. P our nous, la

matière som bre sera donc simplemen t un �uide parfait non relativiste d'équation

d'état wCDM = 0 .

2.2.2 Les di�éren tes ères

Connaissan t les équations d'état des di�éren ts �uides cosmiques, nous p ouv ons

déduire l'év olution des densités d'énergie de ces �uides en considéran t qu'ils n'in-

teragissen t pas en tre eux. En e�et, l'absence d'in teraction garan tit que c hacun de

ces �uides ob éit à une équation du t yp e (2.1.20). Alors,considérons N �uides de

densités d'énergie � i et de pression pi = ! i � i , p our i 2 f 1; 2; :::; Ng, on a :

_� i + 3(1 + ! i )
_a
a

� i = 0 , (2.2.2)

donc :

� i (a) = � i (a0)
�

a
a0

� � 3(1+ ! i )

. (2.2.3)

P our les �uides don t nous a v ons vu qu'ils p euplaien t notre Univ ers nous a v ons

par conséquen t :

P our la radiation électromagnétique : � 
 (a) = � 
 (a0)
�

a
a0

� � 4

P our les neutrinos légers : � � (a) = � � (a0)
�

a
a0

� � 4

P our la matière ordinaire : � b(a) = � b(a0)
�

a
a0

� � 3

P our la matière som bre froide : � CDM (a) = � CDM (a0)
�

a
a0

� � 3

.

On p eut donc distinguer essen tiellemen t deux comp osan tes distinctes quan t à

leur év olution au cours de l'expansion :

� un �uide relativiste, comp osé de photons, et de neutrinos, de densité totale

� R (a) = � R (a0)
�

a
a0

� � 4
, et de pression donnée par pR = � R=3 ;



36 CHAPITRE 2. LE MODÈLE ST AND ARD DE LA COSMOLOGIE

� un �uide non relativiste, dit p oussière, comp osé de matière ordinaire (ba-

ry ons et électrons) et de matière noire froide, de densité totale � D (a) =

� D (a0)
�

a
a0

� � 3
, et de pression n ulle, pD = 0 .

P our un Univ ers de F riedmann plat ( k = 0 ) et sans constan te cosmologique

( � = 0 ), on p eut résoudre simplemen t les équations de F riedmann (2.1.18)-(2.1.20)

et obtenir le comp ortemen t du facteur d'éc helle en fonction du temps :

a(t) / t1=2
p our w = 0 (2.2.4)

a(t) / t2=3
p our w = 1=3 . (2.2.5)

P our un Univ ers vide a v ec une simple constan te cosmologique (ce que nous a v ons

app elé ci-dessus un Univ ers de de Sitter), on trouv e de même :

a(t) / exp

 r
�
3

t

!

. (2.2.6)

cela justi�e a p osteriori le fait que nous a y ons considéré depuis le début que le

facteur d'éc helle était une fonction croissan te du temps : tous les t yp es de matière

classique présen ts dans l'Univ ers observ é mènen t à un Univ ers de F riedmann en

expansion, p ourvu qu'il ait été en expansion à un momen t donné du passé. Un

corollaire éviden t de ce résultat est qu'il existe un instan t t = 0 dans le passé où

a(0) = 0 ; c'est le fameux Big-Bang !

8

Aujourd'h ui, les densités de photons et de neutrinos son t très faibles par rapp ort

aux densités de matière ordinaire et de matière noire froide ; cep endan t, les lois

d'év olution présen tées ci-dessus mon tren t que cela n'a pas toujours était le cas.

En e�et, l'Univ ers étan t en expansion, le facteur d'éc helle a été plus p etit par le

passé qu'aujourd'h ui, donc, si a0 est c hoisi p our le facteur d'éc helle aujourd'h ui, le

rapp ort :

� R

� D
(a) =

� R

� D
(a0)

�
a
a0

� � 1

(2.2.7)

augmen te lorsque l'on remon te v ers dans le passé de l'Univ ers. Cela signi�e qu'il

existe un instan t teq où les densités d'énergie des �uides relativiste et non relativiste

son t égales, à cet instan t, le facteur d'éc helle et le décalage v ers le rouge v alen t :

aeq =
� R (a0)
� D (a0)

a0

zeq =
� D (a0) � � R (a0)

� R (a0)
,

8

Le c hoix t = 0 p our l'instan t initial est arbitraire ; ce qui compte, c'est l'existence de cet

"instan t initial", et l'on p eut toujours alors redé�nir le temps de sorte qu'il coincide a v ec 0.
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Fig. 2.2.2 � Ev olution des densites de �uide relativiste � R (en trait plein) et

non relativiste � D (en p oin tillés). L'axe des ordonnées est gradué en éc helle du

logarithme des densités. Le trait v ertical indique le facteur aeq.

soit, p our les v aleurs du mo dèle de concordance (cf section 2.3) : zeq � 2:32� 104
,

ou Teq � 5:5 e V. On distingue donc deux grandes ères dans l'histoire thermique de

l'Univ ers :

� Au début de l'histoire de l'Univ ers, p our des temp ératures sup érieures à Teq,

l'ère dominée par la radiation (EDR ci-après), duran t laquelle l'expansion de

l'Univ ers est dominée par le �uide relativiste. Loin dans cette ère, la densité

totale est bien appro c hée par la densité � R , et la pression totale par pR .

� P our des temp ératures inférieures à Teq, l'ère dominée par la matière (EDM

ci-après), duran t laquelle l'expansion de l'Univ ers est dominée par le �uide

non relativiste. Loin dans cette ère, la densité totale est bien appro c hée par

la densité � D , et la pression totale est n ulle.

Cette section s'in titule "histoire thermique" de l'Univ ers ; p ourtan t, il est,

stricto sensu, imp ossible de dé�nir un équilibre thermique p our l'Univ ers, celui-ci

n'étan t pas dans un état �xe, c'est-à-dire statique (la métrique FR W ne p ossède

pas de v ecteur de Killing de genre temps). Cep endan t, l'usage est de dé�nir une

temp érature p our l'Univ ers qui corresp ond à la temp érature équiv alen te du gaz de

photons con ten u dans cet Univ ers. La thermo dynamique d'un gaz de Bose-Einstein

nous donne, p our la densité d'un �uide de particules relativistes à la temp érature
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T (cf annexe A) :

� R / T4
. (2.2.8)

Or, nous a v ons vu qu'un tel �uide, don t l'équation d'état est pR=� R = 1=3 se

comp orte, en fonction du facteur d'éc helle, comme : � R / a� 4
. Ainsi, ces deux

relations suggèren t que l'on p eut dé�nir la temp érature de l'Univ ers à un instan t

donné en utilisan t la temp érature du gaz de photons et en p osan t : T(t) / a� 1(t) ,

soit :

T(t)
T(t0)

=
a(t0)
a(t)

= 1 + z(t) . (2.2.9)

Cette temp érature a un sens bien dé�ni tan t que les di�éren ts �uides resten t

in timemen t couplés et main tiennen t un équilibre thermo dynamique en tre eux.Nous

v errons par la suite l'imp ortance de ces couplages.

L'év olution des densités est présen tée sur la �gure 2.2.2.

2.2.3 L'Univ ers très primordial

A des temp ératures sup érieures à T � 1016
Ge V règne la gra vité quan tique. Les

phénomènes mis en jeu éc happ en t largemen t à tout ce que la ph ysique actuelle p eut

prédire de façon solide, et il faudra sûremen t attendre l'uni�cation de la gra vitation

a v ec la théorie quan tique des c hamps p our p ouv oir sonder la phénoménologie de

cette p ério de. Plus tard, suiv en t un ensem ble de transitions phases à haute énergie :

� V ers 1016
à 1014

Ge V. Fin de la grande uni�cation, qui marque la séparation

de l'in teraction forte d'a v ec l'in teraction électrofaible.

� V ers 300 Ge V. Brisure sp on tanée de la symétrie électrofaible, au cours de

laquelle les b osons de jauge et les autres particules acquièren t une masse

grâce au mécanisme de Higgs.

� V ers 300 à 100 Me V. T ransition quarks/hadrons au cours de laquelle les

bary ons et les mésons se formen t à partir d'une brisure de la symétrie c hirale

et l'apparition du con�nemen t des quarks.

Cette p ério de de l'histoire de l'Univ ers, encore mal conn ue, recevra certainemen t

de nom breux éclaircissemen ts des exp ériences qui commenceron t bien tôt autour

de l'accélérateur LHC du CERN.

2.2.4 Nucléosyn thèse primordiale

En tre 10 Me V et 10 k e V, se déroule la première phase de l'Univ ers primordial

qui nous p ermette de con traindre le mo dèle standard de la cosmologie : la n u-

cléosyn thèse primordiale. Il s'agit d'un ensem ble de phénomènes n ucléaires qui on t

conduit à la syn thèse des no y aux légers : du deutérium jusqu'au

7
Li essen tiellemen t.

Nous allons insister sur le déroulemen t de cette phase imp ortan te dans l'histoire
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de l'Univ ers, car nous y reviendrons dans la deuxième partie de cet ouvrage, p our

traiter des mo di�cations que p eut y app orter une théorie scalaire-tenseur de la

gra vité.

Réactions n ucléaires et équilibre statistique

Deux notions son t très imp ortan tes p our traiter de l'histoire thermique de l'Uni-

v ers en général, et de la n ucléosyn thèse primordiale en particulier : celle d'e�cacité

d'une réaction, et celle d'équilibre statistique.

Une réaction (n ucléaire par exemple) est caractérisée par un taux de réaction,

homogène à l'in v erse d'un temps. Dans un Univ ers en expansion, il existe, à c haque

temps t , une quan tité caractéristique homogène à un temps : le taux d'expansion,

ou facteur de Hubble H (t) . Si l'on considère une réaction i donnée, don t le taux de

réaction � i est calculé à partir du mo dèle standard de la ph ysique des particules

ou d'un mo dèle de ph ysique n ucléaire, deux situations p euv en t se pro duire :

� Si � i =H > 1, alors le temps caractéristique de la réaction 1=� i est inférieur

au temps caractéristique de l'expansion, et la réaction est alors p ossible.

� Si � i =H < 1, alors, l'expansion "dilue" les particules trop vite, ce qui inhib e

la réaction, qui se gèle.

P armi l'ensem ble des réactions n ucléaires qui v on t nous in téresser par la suite,

certaines son t d'une imp ortance particulière : ce son t celles assuran t un équilibre

statistique en tre esp èces n ucléaires. Il nous faut donc ici dév elopp er brièv emen t

leurs propriétés.

P our un no y au de masse mA , de nom bre de masse A a v ec Z protons, non

relativiste à la temp érature T ( mA � T ), et à l'équilibre cinétique, la densité

n umérique est donnée par :

nA = gA

�
mA T
2�

� 3=2

exp
�

� A � mA

T

�
, (2.2.10)

où � A est le p oten tiel c himique et gA le nom bre de degrés de lib erté in ternes de

l'esp èce n ucléaire considérée.

Si les réactions resp onsables de l'in tercon v ersion en tre l'esp èce de nom bre de

masse A(Z) et un système à Z protons et A � Z neutrons son t rapides par rapp ort

à l'expansion, l'équilibre c himique est main ten u, et l'on p eut écrire :

� A = Z� p + ( A � Z )� n , (2.2.11)

où � p et � n son t les p oten tiels c himiques resp ectifs des protons et des neutrons.

Alors, en expriman t l'énergie de liaison d'un no y au A(Z) :

BA = Zmp + ( A � Z )mn � mA , (2.2.12)
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et en négligean t la di�érence de masse en tre neutrons et protons ( mp = mn = mN )

dans les facteurs non exp onen tiés, on a :

nA = gA A3=22� A

�
2�

mN T

� 3(A � 1)=2

nZ
p nA� Z

n exp
�

BA

T

�
. (2.2.13)

On a l'habitude d'in tro duire la densité n umérique totale de n ucléons : nN = nn +
np+

P
i A i nAi , où l'on a indexé sym b oliquemen t les esp èces n ucléaires autres que les

protons et les neutrons par i . Grâce à cette densité, on p eut dé�nir les ab ondances

adimensionnées, ou fractions de masse :

X A �
nA A
nn

, a v ec :

X

i

X i = 1 , (2.2.14)

don t l'expression est donnée par :

X A = C(A)
�

T
mN

� 3(A � 1)=2

� A� 1X Z
p X A� Z

n exp
�

BA

T

�
; (2.2.15)

� � nn=n
 est le rapp ort du nom bre bary onique au nom bre de photons et C(A) =
2(3A � 5)=2gA � (3)A� 1� (1� A )=2A5=2

. Le rapp ort � est actuellemen t estimé [13] à � �
6:14 � 10� 10

: l'Univ ers con tien t bien plus de photons que de no y aux non relati-

vistes ; c'est ce qui explique que l'on dise parfois que l'Univ ers est "c haud".

La �gure 2.2.3 mon tre le réseau de 32 relations n ucléaires prises en compte

dans le calcul de ab ondances primordiales. Les traits p oin tillés représen ten t les

réactions récipro ques du t yp e a + b $ c + d, alors que les traits pleins a v ec une

�èc he représen ten t les réactions du t yp e a + b ! c + d, la réaction in v erse étan t

toujours signi�cativ emen t défa v orisée.

Conditions initiales

Comme nous le v errons, la quasi totalité des neutrons libres v on t être incor-

p orés, duran t la n ucléosyn thèse, dans les no y aux d'

4
He. aussi est-il imp ortan t de

connaître l'év olution de la densité de neutrons au cours de l'expansion. L'équi-

libre en tre neutrons et protons est établi par les pro cessus d'in teractions faibles

suiv an ts :

n $ p + e� + �� e

� e + n $ p + e�
(2.2.16)

e+ + n $ p + �� e .

Lorsque ces réactions son t e�caces, c'est-à-dire lorsque leur taux de réaction

son t grands comparés au taux d'expansion, l'équilibre c himique est attein t, et en
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p

n
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He4

Li6 Li7

Be7

He3

Fig. 2.2.3 � Réseau de réactions n ucléaires utilisées dans le sc héma de Beaudet-

Y ahil [37] p ermettan t de calculer les ab ondances primordiales des élémen ts légers.

appliquan t les résultats obten us ci-dessus, on trouv e le rapp ort du nom bre de

neutrons au nom bre de protons à l'équilibre :

�
n
p

�

eq

�
X n

X p
= exp

�
� Q + ( � e � � � )

T

�
. (2.2.17)

Dans cette expression, Q = mn � mp � 1:3 Me V. En n ucléosyn thèse standard,

l'Univ ers est supp osé électriquemen t neutre a v ec un nom bre leptonique faible, ce

qui p ermet de négliger les p oten tiels c himiques des électrons et des neutrinos par

rapp ort à Q, et d'obtenir :

�
n
p

�

eq

= exp
�

�
Q
T

�
. (2.2.18)

Ce rapp ort se main tien t tan t que les taux de réaction des pro cessus (2.2.16) son t

plus grands que le taux d'expansion. Une analyse simple p ermet de mon trer que

p our un taux t ypique � p our les pro cessus (2.2.16) on a [38 ] :

�
H

�
�

T
0:8 Me V

� 3

si T � me = 0:5110 Me V. (2.2.19)

donc, le rapp ort n=p (2.2.18) se gèle aux alen tours de T = 0:8 Me V à la v aleur

(n=p)g � 0:2. La �gure 2.2.4 représen te la fraction n=p à l'équilibre et dans la

solution réelle, p our le mo dèle standard de la cosmologie.
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Fig. 2.2.4 � Ev olution du rapp ort n=p en fonction de la temp érature. La courb e

en p oin tillés représen te l'év olution du rapp ort n=p à l'équilibre thermo dynamique

(2.2.17) et la courb e en trait plein l'év olution de ce rapp ort au cours de la n u-

cléosyn thèse. On v oit clairemen t le décro c hage dû au gel des in teractions faibles.

La c h ute brutale du rapp ort v ers 70 k e V vien t du fait qu'à cette temp érature,

les pro cessus de n ucléosyn thèse incorp oren t la quasi-totalité des neutrons dans les

no y aux atomiques.
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Aux temp ératures au v oisinage de 1 Me V, l'équilibre statistique est encore v a-

lide p our les esp èces n ucléaires plus lourdes que les n ucléons, et leur fraction de

masse p eut être calculée à partir de l'expression (2.2.15). on p eut estimer grossiè-

remen t les temp ératures p our lequelles une esp èce de nom bre de masse A devien t

thermo dynamiquemen t fa v orisée en résolv an t l'équation X A � 1 ; on trouv e alors

la relation :

TA �
BA

(A � 1)(1:5 ln(mN =TA ) � ln(� ))
. (2.2.20)

P our la v aleur de � rapp ortée ci-dessus, on obtien t, T4 � 0:28 Me V p our l'

4
He,

T3 � 0:11 Me V p our l'

3
He et T2 � 0:07 Me V p our le deutérium. Ces temp ératures

relativ emen t basses comparées aux énergies de liaison de ces no y aux s'expliquen t

par la forte en tropie de l'Univ ers qui rend � très p etit.

Syn thèse des élémen ts légers

Nous v enons de v oir que les élémen ts légers étaien t syn thétisés à des temp éra-

tures v oisines de 100 k e V ; c'est la phase cen trale de la n ucléosyn thèse qu'il nous

faut décrire dans ce paragraphe. V ers T � 0:3 Me V, la fraction de masse d'

4
He

calculée par l'équilibre statistique est pro c he de 1 ; p ourtan t, la syn thèse de l'

4
He

ne commence que v ers 0:1 Me V car les fractions de D,

3
He et

3
H ne son t pas alors

su�san tes p our pro duire l'

4
He par les réactions

9

: D(D,n)

3
He(D,p)

4
He, D(D, 
 )

4
He

et D(D,p)

3
H(D,n)

4
He. Au momen t de la syn thèse de l'

4
He, la quasi-totalité des

neutrons libres son t emprisonnés dans les no y aux d'

4
He, qui son t les no y aux légers

les plus fortemen t liés ; la fraction de masse obten ue est alors :

X 4 =
4n4

nN
=

4(nN =2)
nN

=
2(n=p)g

1 + ( n=p)g
� 0:3 (2.2.21)

On p eut s'étonner du fait que des no y aux plus fortemen t liés, tels que

12
C ou

16
O

ne soit pas pro duit ; cela p eut être relié à l'existence d'une barrière de Coulom b

imp ortan te due à la répulsion en tre protons. De plus, une fraction non négligeable

de deutérium et d'

3
He n'est pas détruite par la pro duction d'

4
He car les réactions

citées ci-dessus se gèlen t dès lors que ces fractions passen t en dessous d'un certain

seuil. Finalemen t, une p etite fraction de

7
Li est égalemen t pro duite v ers T � 70

k e V. Les ab ondances prédites par le mo dèle standard son t :

9

En e�et, les taux de réactions dép enden t linéairemen t des densités n umériques des réactan ts.

Dans la suite, nous adopterons la notation a(b; c)d p our la réaction n ucléaire a+ b$ c+ d mettan t

en jeu les particules a,b,c et d, c hacune p ouv an t être un no y au ou un photon ; ces derniers seron t

con v en tionnellemen t notés 
 .
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Y p = 0:2484+0 :0004
� 0:0005

D =H = 2:75+0 :24
� 0:19 � 10� 5

7
Li =H = 3:82+0 :73

� 0:60 � 10� 10
.

Nous reviendrons, dans la partie suiv an te de cette thèse, sur l'accord de ces

prédictions a v ec les observ ations. Nous p ouv ons d'ores et déjà signaler que l'ab on-

dance d'

4
He est en très b on accord a v ec les observ ations, et que cette prédiction

constitue un solide pilier du mo dèle standard de Big-Bang c haud.

2.2.5 Découplage et fond de ra y onnemen t cosmologique

Dans l'Univ ers primordial, tan t que la temp érature est grande dev an t l'énergie

de liaison des atomes d'h ydrogène, photons et électrons son t fortemen t couplés par

l'in termédiaire des di�usions Compton ; les électrons et les no y aux atomiques res-

ten t alors en équilibre a v ec le gaz de photons sous la forme d'un plasma emplissan t

l'Univ ers. P endan t ce temps, la matière som bre, qui n'est pas couplée aux photons

par des pro cessus électromagnétiques, subit un e�ondremen t gra vitationnel stan-

dard p our un �uide sans pression. Dès que la di�usion Compton n'est plus assez

e�cace, v ers T � 3000 K � 0:26 e V , c'est-à-dire p eu après l'égalité en tre matière

et ra y onnemen t, les électrons et les no y aux se découplen t des photons p our former

les atomes électriquemen t neutres

10

. Les photons v oien t alors leur libre parcours

mo y en augmen ter de façon imp ortan te et un fond di�us de ra y onnemen t est lib éré,

que l'on app elle fond de ra y onnemen t cosmologique. Les propriétés principales de

ce fond di�us on t été prévues par Gamo w [27 ] suivi de Alpher et Herman [26], puis

il a été observ é par P enzias et Wilson [28 ]. Si l'on néglige les faibles �uctuations

de temp érature, ce fond est homogène, caractérisé par un sp ectre de corps noir :

I (�; T ) /
� 3

exp(�=T ) � 1
. (2.2.22)

La temp érature de ce corps noir a été mesurée a v ec une grande précision par

l'exp érience COBE [8]. Aujourd'h ui, elle est de T0 = 2:725� 0:001 K . La �gure

2.2.5 mon tre les mesures du sp ectre du fond de ra y onnemen t comparées à celui

d'un corps noir à la temp érature de 2.726 K.

Ce sp ectre de corps noir p ermet de déduire que les photons du fond de ra y on-

nemen t cosmologique on t une distribution de Planc k à la temp érature T0 , si bien

10

On attendrait naïv emen t que cette temp érature soit comparable à l'énergie de liaison des

atomes d'h ydrogène ; en fait, elle est b eaucoup plus faible car la recom binaison est retardée par

la grande en tropie de l'Univ ers.
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Fig. 2.2.5 � Sp ectre du fond de ra y onnemen t cosmologique. Les barres d'erreur de

la mesure son t tellemen t p etites qu'elles son t cac hées par la courb e d'a justemen t.

Extrait de [39].
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Fig. 2.2.6 � Résultats de WMAP : sp ectre de puissance des anisotropies du fond

de ra y onnemen t cosmologique obten u par la mission WMAP . La courb e rouge

mon tre le meilleur a justemen t p our un mo dèle cosmologique standard en présence

de matière som bre et d'une constan te cosmologique. Obten ue à partir du site de

WMAP [40].

que l'on p eut déduire la densité n umérique de photons dans l'Univ ers actuel :

n
 0 � 410:44 cm

� 3
.

Cep endan t, la distribution de matière au momen t du découplage n'était pas

parfaitemen t homogène.Une fois retirée la comp osan te homogène de corps noir,

ainsi que le dip ôle dû au mouv emen t de la T erre par rapp ort aux co ordonnées

comobiles, il reste dans la distribution des photons, une comp osan te inhomogène

d'amplitude relativ e � T=T0 � 10� 5
, qui traduit les �uctuations de densité dans le

plasma au momen t du découplage. La faiblesse de ces �uctuations est à l'origine de

l'h yp othèse d'homogénéité et d'isotropie de notre Univ ers qui conduit à la form u-

lation du princip e cosmologique. Ces �uctuations, iden ti�ées dans les observ ations

de COBE, on t depuis été mesurées précisémen t par un ensem ble d'exp ériences

[8, 9, 10 , 11 , 12, 13], la plus sp ectaculaire étan t certainemen t WMAP [12, 13 ],

don t les résultats son t présen tés par la �gure 2.2.6. Les �uctuations dans la ma-

tière corresp ondan tes son t les "graines" qui on t donné naissance aux structures

cosmologiques actuelles.

On trouv era, dans la littérature, de nom breuses études détaillées des pro ces-

sus resp onsables de la forme du sp ectre présen té sur la �gure 2.2.6 [41, 42 ] ; nous

décrirons ici qualitativ emen t ce sp ectre. P our le construire, on décomp ose le si-

gnal des �uctuations de temp érature �( �; � ) observ é sur la sphère du ciel sur les
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harmoniques sphériques Y(�; � ) :

�( �; � ) =
X

l;m

alm Ylm (�; � ) , a v ec alm 2 C . (2.2.23)

Puis, utilisan t la base des p olynômes de Legendre, on dé�nit le sp ectre de puissance

angulaire Cl , qui représen te la v ariance des �uctuations de temp érature à une

éc helle angulaire � donnée, a v ec l = �=� :

Cl =
1

2l + 1

X

m

halm a�
lm i . (2.2.24)

Un phénomène saute immédiatemen t aux y eux : le sp ectre présen te deux zones

bien distinctes. P our l inférieure à 90, c'est-à-dire p our des éc helles angulaires plus

grandes que 2o
, le sp ectre de puissance est quasimen t plat, alors que p our des

éc helles angulaires plus p etites, on v oit une suite de pics. Cette structure est bien

comprise ; elle ressort d'une analyse de la ph ysique du plasma photon-matière a v an t

le découplage. L'éc helle ld � 90 corresp ond à la taille sur le ciel aujourd'h ui de

l'horizon sonique au momen t du découplage. Les éc helles plus p etites étan t en trées

dans l'horizon a v an t le découplage on t conn ues une série d'oscillations acoustiques

dues à la comp étition des e�ets de pression et d'e�ondremen t gra vitationnel du

plasma dans les puits de p oten tiel de la matière noire (qui, elle n'étan t pas couplée

aux photons, s'e�ondre sous l'e�et de sa propre gra vité). C'est p ourquoi ces pics

son t app elés pics acoustiques. Les éc helles plus grandes que ld , ne p ouv an t subir

d'e�ets de pression causaux, ne présen ten t pas de structure en pics. La p osition du

premier pic acoustique est donc reliée à la taille apparen te sur le ciel de l'horizon

au momen t du découplage ; jouan t ainsi le rôle d'une règle standard, elle donne une

excellen te estimation de la distance angulaire au découplage, et par conséquen t,

elle p ermet d'estimer la courbure de l'espace

11 
 kh2
. La hauteur du premier pic,

quan t à elle, p ermet d'estimer la densité de matière totale 
 m h2
car les éc helles

corresp ondan tes n'on t conn u qu'un e�ondremen t. En�n, la hauteur relativ e des

deux premiers pics p ermet d'estimer la densité de bary ons 
 bh2
. Nous reviendrons

à ces con train tes dans la dernière section du présen t c hapitre.

2.2.6 Structuration à grande éc helle de l'Univ ers

Après le découplage, la matière ordinaire est assimilable à un �uide sans pres-

sion. Elle v a donc s'e�ondrer sous l'e�et de sa propre gra vité et par in teraction

gra vitationnelle a v ec la matière som bre, qui s'e�ondre elle aussi. Duran t toute l'ère

dominée par la matière, ce phénomène d'e�ondremen t v a structurer l'Univ ers et

11

On a l'habitude de noter h = H0=(100 km/s/Mp c ) , a v ec H0 exprimé en km/s/Mp c.
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faire émerger les galaxies et amas de galaxies p our les structures visibles, mais

aussi les �lamen ts de matière som bre et les vides

12

. Nous a v ons vu qu'au momen t

du découplage de la matière et de la radiation, p eu après le début de l'ère dominée

par la matière, l'Univ ers était très homogène, les inhomogénéités dans le c hamp

de matière étan t de l'ordre de :

�
�� m

� m

�

dec

� 10� 3
. (2.2.25)

Aujourd'h ui, ce rapp ort est de l'ordre de 105
dans les galaxies, et de 102

à 103
dans

les amas de galaxies. Après le découplage, la matière év olue libremen t sous l'e�et de

sa propre gra vité. Les conditions initiales au momen t du découplage son t telles que

l'on p eut décomp oser la densité � (t; ~x) = �� (t) + �� (t; ~x) en une partie homogène

13

�� et une partie p erturb ée �� ; on doit égalemen t inclure la vitesse particulière du

�uide ~v(t; ~x) par rapp ort à l'expansion, a v ec j�� j � �� et k~vk � �H . Au premier

ordre des p erturbations, duran t l'ère dominée par la matière ( 
 m = 1 ), on p eut

alors écrire une équation p our l'év olution du con traste de densité � � ��=� :

•� + 2 �H _� � 4�G ��� = 0 . (2.2.26)

La solution générale de cette équation p eut être décomp osée suiv an t deux mo des

indép endan ts, l'un croissan t, et l'autre décroissan t :

� + (a) = � + (1)a , � � (a) = � � (1)a� 1
. (2.2.27)

A v ec, au momen t du découplage, � + (adec) � 10� 3
, et adec � 1=1100, on trouv e donc

que le con traste de densité linéaire aujourd'h ui est de l'ordre de � + (1) � 1. L'écart

a v ec les con trastes observ és dans les galaxies et amas p eut être relié au fait que ces

ob jets son t déjà en trés dans le régime non-linéaire de l'e�ondremen t gra vitationnel,

régime au cours duquel le con traste de densité croît b eaucoup plus vite que duran t

la phase linéaire : t ypiquemen t, � NL / an
a v ec n � 3. Les faibles p erturbations

de la distribution homogène de matière dans l'Univ ers primordial p euv en t donc

raisonnablemen t être les graines qui on t donné naissance aux structures que nous

observ ons aujourd'h ui.

Il est in téressan t, p our des raisons tan t observ ationnelles que théoriques, de

considérer le con traste de densité � (t; ~x1) à un temps donné t et en un p oin t donné

~x1 , comme une v ariable aléatoire. Si on supp ose cette distribution gaussienne, elle

est en tièremen t caractérisée par son esp érance h� (t; ~x1)i et sa v ariance h� 2(t; ~x1)i .

Comme nous disp osons alors d'une in�nité de v ariables aléatoires (une en c haque

12

Dans cette sous-section, nous considérons un Univ ers de F riedmann plat rempli d'un �uide

non relativiste : 
 k = 0 et 
 � = 0 .

13

Dans cette sous-section, toutes les quan tités homogènes seron t marquées d'une barre.
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p oin t de l'espace, à un temps donné), il est aussi crucial de connaître la co v ariance

de cet ensem ble de v ariables aléatoires : � ( ~x1; ~x2) = h� (t; ~x1)� (t; ~x2)i . Le sym b ole

h�i représen te ici l'esp érance probabiliste, c'est-à-dire une mo y enne d'ensem ble,

dé�nie, p our toute v ariable aléatoire réelle à v aleur dans un in terv alle I � R, par :

hY(~x)i �
Z

I
y(~x)f Y (y(~x))dy , (2.2.28)

où f Y est la densité de probabilité asso ciée à la v ariable Y . Ces grandeurs théoriques

nous son t hélas inaccessibles, car nous ignorons la loi de probabilité du con traste de

densité lo cal. En rev anc he, nous a v ons accès à la distribution spatiale du con traste

de densité, il est donc commo de d'in v o quer ici une sorte de princip e ergo dique,

mais spatial au lieu d'être temp orel (comme il l'est habituellemen t en ph ysique

statistique), c'est-à-dire de considérer que les mo y ennes d'ensem ble h�i p euv en t

être appro ximées par des mo y ennes spatiales. Alors :

h� (t; ~x)i =
Z

~x
� (t; ~x)f � (~(x))d3x = 0 par dé�nition (2.2.29)

� 2
� (t) = h� 2(t; ~x)i =

Z

~x
� 2(t; ~x)f � (~x)d3x , (2.2.30)

f � (~x) étan t la densité de probabilité asso ciée à la v ariable � distribuée spatialemen t.

Grâce à cette équiv alence, la co v ariance � (~x1; ~x2) est la fonction de corrélation

à deux p oin ts de la distribution spatiale du con traste de densité. L'h yp othèse

d'homogénéité et d'isotropie la force donc à ne dép endre que de la distance k~x2 �
~x1k , et dans la suite, on notera � (r ) , p our r réel p ositif. On a immédiatemen t

� (0) = � 2
� . Il s'a v ère en�n très utile de considérer non pas l'espace réel, mais

l'espace de F ourier asso cié :

�̂ (t; ~k) �
Z

� (t; ~x)ei~k�~xd3x . (2.2.31)

Les mo des

~k son t des nom bres d'onde, a v ec k~kk = k = 2�=� , � étan t une longueur

d'onde comobile. On dé�nit �nalemen t la quan tité imp ortan te, qui con tien t toute

l'information sur la distribution de matière (car les pro cessus aléatoires son t sup-

p osés gaussiens) : le sp ectre de puissance P(t; k) , qui est la transformée de F ourier

de la fonction de corrélation à deux p oin ts :

ĥ� (t; ~k1)�̂ (t; ~k2)i � P(t; k1)� D (~k1 � ~k2) ,

a v ec P(k) =
Z

� (r )ei~k�~rd3r . (2.2.32)

� D (~u) est simplemen t l'op érateur usuel de Dirac. La �gure 2.2.7 mon tre des exemples

de sp ectres de puissance p our di�éren ts mo dèles. La solution croissan te � + (t; ~x) de
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Fig. 2.2.7 � Sp ectres de puissance non linéaires a v ec 
 � ;0 = 0:73 et 
 m;0 = 0:27
(trait plein) et a v ec 
 � ;0 = 0 et 
 m;0 = 1 (trait en p oin tillés).

(2.2.27) nous mon tre que duran t l'ère de matière, et en régime linéaire, on a sim-

plemen t : P(t; k) = a2(t)P(t i ; k)=a(t i ) : le sp ectre de puissance conserv e sa forme ;

seule son amplitude augmen te au cours du temps. Ceci est le re�et direct du mo de

de croissance linéaire, qui ne couple pas les mo des de F ourier.

La forme détaillée des sp ectres de la �gure 2.2.7 résulte de l'analyse de la

croissance des �uctuations duran t les ères de ra y onnemen t et de matière. On en

trouv era des études exhaustiv es dans les ouvrages classiques [43, 44, 45, 38].

2.2.7 A ccélération tardiv e de l'Univ ers

Le tenseur énergie-impulsion du �uide cosmologique p eut être à p eu près quel-

conque, tan t on p eut imaginer de con ten us di�éren ts in teragissan t en tre eux. Ce-

p endan t, l'in tuition ph ysique p ermet d'écrire un certain nom bre de conditions

qu'un �uide "raisonnable" (c'est-à-dire comm unémen t utilisé) doit satisfaire. La

première de ces conditions est dites condition d'énergie faible :

8p 2 M , 8V � 2 TpM , V �
de genre temps, T�� V � V � � 0 . (2.2.33)

P our un �uide parfait don t le tenseur énergie-impulsion est donné par (2.1.17), et

un v ecteur V �
pris égal à la 4-vitesse d'un observ ateur comobile a v ec le �uide, cela

se traduit par � � 0 en tout p oin t de l'espace-temps, c'est-à-dire qu'un observ ateur
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comobile observ e un �uide d'énergie p ositiv e. Cela paraît être une h yp othèse très

faible. En adjoignan t à la condition d'énergie faible la condition supplémen taire :

(8V � 2 TpM , V �
de genre temps, T�� V �

n'est pas de genre espace ) , on obtien t la

condition d'énergie dominan te, qui assure p our les observ ateurs cosmologiques co-

mobiles que � � 0 et que le �ot lo cal d'énergie est causal, c'est-à-dire : � � j pj .

En�n (bien que de façon non exhaustiv e), on men tionne souv en t une dernière condi-

tion d'énergie, liée au comp ortemen t des géo désiques de genre temps : la condition

d'énergie faible assure qu' un faisceau quelconque de géo désiques de genre lumière

n'est pas div ergen t (c'est-à-dire que deux géo désiques v oisines ne s'éloignen t pas

sous l'in�uence de la matière) ; on p eut assurer la même c hose p our les géo désiques

de genre temps et on obtien t la condition d'énergie forte :

8V � 2 TpM , V �
de genre temps, T�� V � V � �

1
2

V � V� T . (2.2.34)

P our un observ ateur comobile du �uide cosmologique, cela se traduit, si � � 0,

par :

� + p � 0 et � + 3p � 0 . (2.2.35)

En examinan t les équations de F riedmann (2.1.18)-(2.1.20), on constate qu'un

�uide cosmologique resp ectan t la condition d'énergie forte en l'absence de constan te

cosmologique mène nécessairemen t à •a � 0, c'est-à-dire que dans un tel Univ ers,

l'expansion des longueurs ne p eut qu'être ralen tie par la présence de la matière.

C'est ce que l'on attend in tuitiv emen t de la gra vitation. En écriv an t le facteur

d'éc helle sous la forme d'un dév elopp emen t de T a ylor, on a :

a(t) = 1 + H (t0)( t � t0) �
1
2

q(t0)H 2(t0)( t � t0)2 + o((t � t0)2) . (2.2.36)

Considérons alors une source émettan t un ra y onnemen t électromagnétique à

un temps t < t 0 . La distance comobile r parcourue par les photons en tre cette

source et un observ ateur placé au cen tre des co ordonnées au temps t0 est donnée

par : Z r

0

dr
0

p
1 � kr 02

=
Z t0

t

dt
0

a(t0)
. (2.2.37)

A l'aide du dév elopp emen t (2.2.36) réécrit p our le décalage v ers le rouge, on p eut

alors écrire :

t � t0 = �
1

H0
(z � (1 +

1
2

q0)z2) + o(z2) . (2.2.38)

De plus :

Z r

0

dr
0

p
1 � kr 02

=

8
><

>:

1p
k

sin� 1(
p

kr ) si k > 0
r si k = 0

1p
� k

sinh� 1(
p

� kr ) si k < 0
(2.2.39)
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On p eut donc déduire la relation en tre distance et décalage v ers le rouge :

r =
1

H0
(z �

1
2

(1 + q0)z2) + o(z2) . (2.2.40)

L'angle sous lequel est vue la source, celle-ci étan t supp osée de taille D p etite

dev an t la distance à l'observ ateur a(t)r , est donnée par :

� =
D

a(t)r
. (2.2.41)

La distance angulaire de la source est alors :

dA (z) �
D
�

= a(t)r . (2.2.42)

On p eut alors, en utilisan t la relation de récipro cité [46], écrire la distance de

luminosité de la source :

dL (z) = (1 + z)2dA (z) =
1

H0
(z +

1
2

(1 � q0)z2) + o(z2) . (2.2.43)

Cette dernière distance est mesurable car on p eut la relier aux luminosités absolue

L et apparen te l de la source :

dL =

r
L

4�l
. (2.2.44)

Ainsi, en iden ti�an t les relations (2.2.43) et (2.2.44), on v oit qu'une mesure conjoin te

de la luminosité apparen te des sources extragalactiques et de leur décalage v ers

le rouge p ermet d'év aluer H0 et q0 , à condition que l'on connaisse la luminosité

absolue de ces sources. C'est le concept de c handelle standard : si l'on est capable

d'iden ti�er dans l'Univ ers pro c he un t yp e de source don t la luminosité absolue p eut

être calculée indép endanmmen t du mo dèle cosmologique, et si ces sources son t

comobiles a v ec l'expansion, alors on p eut connaître le taux d'expansion et le para-

mètre de décélération de l'Univ ers actuel. Il est remarquable que les phénomènes

stellaires fournissen t un t yp e de c handelle standard sous la forme des sup erno v ae

de t yp e 1a (SN1a). Ce son t des explosions de naines blanc hes don t la luminosité

est comparable à celle d'une galaxie en tière, ce qui p ermet de les observ er à des

distances cosmologiques. F ort de ces marqueurs de l'expansion cosmologique, on

p eut donc estimer la relation distance/décalage v ers le rouge. Pratiquemen t, on a

plutôt l'habitude de représen ter le mo dule de distance m � M , donné en fonction

de la distance de luminosité par :

m � M = 5 log10

�
dL (z)
10 p c

�
, (2.2.45)
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Fig. 2.2.8 � Relation en tre le mo dule de distance m � M et le décalage v ers le

rouge mesurée à partir de l'observ ation des Sup ernoæ par le Sup erno v a Cosmology

Pro ject et l'équip e de High-z Sup erno v a (ainsi que CfA et l'équip e Calan/T ololo

p our les faibles décalages sp ectraux ( z < 0:15)). La �gure du bas indique le mo dule

de distance relatif à celui d'un Univ ers a v ec 
 m = 0:3 et 
 � = 0 . Tirée de [47].
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où m est la magnitude apparen te et M la magnitude absolue. La �gure 2.2.8

présen te les résultats des mesures e�ectuées par un ensem ble de pro jets.

T outes ces observ ations mon tren t que q0 < 0, indép endammen t du con ten u

matériel de l'Univ ers, puisque la relation (2.2.43) est puremen t cinématique. Dans

le con texte des Univ ers de F riedmann-Lemaître, on p eut donc dire que l'expan-

sion de l'Univ ers accélère aux ép o ques récen tes. Cela est imp ossible si le con ten u

matériel est dominé par la matière non relativiste. C'est p ourquoi l'étude de la

relation luminosité/décalage v ers le rouge est considérée dans le mo dèle standard

de la cosmologie comme la preuv e de l'existence d'une énergie dite som bre, de na-

ture inconn ue, qui domine l'év olution de l'Univ ers tardif et don t l'équation d'état

e�ectiv e est telle que •a > 0, soit pDE =� DE < � 1=3. Le cas le plus simple d'une

telle énergie exotique, puisque violan t la condition d'énergie forte, est celui d'une

constan te cosmologique. Les données actuelles son t pleinemen t compatible a v ec une

con tribution constan te aussi simple ; la mesure précise de l'équation d'état e�ec-

tiv e de cette énergie som bre, et de son év en tuelle v ariation au cours de l'expansion

devrait p ermettre dans l'a v enir de con�rmer ou d'in�rmer ce mo dèle simple, et de

faire ainsi la lumière sur l'origine de cette con tribution inattendue à la dynamique

de l'Univ ers.

2.3 Le mo dèle de concordance

Nous a v ons vu jusqu'à présen t ce qui caractérise la dynamique de l'Univ ers dans

le mo dèle standard de la cosmologie, ainsi qu'une brèv e histoire des phénomènes

ph ysiques qui se son t déroulés au sein de celui-ci par le passé. Ce mo dèle simple

p ossède un certain nom bre de paramètres libres :

� La v aleur actuelle du facteur de Hubble : H0 ;

� Les densités adimensionnées : 
 DM , 
 b, 
 R , 
 � ;

� Les conditions initiales p our les �uctuations dans le c hamp de matière.

Nous v errons dans le c hapitre suiv an t qu'il existe de b onnes raisons de p enser

que le sp ectre des �uctuations primordiales est in v arian t d'éc helle (ou quasimen t

in v arian t d'éc helle). D'autre part, il est aujourd'h ui p ossible, grâce à de m ultiples

observ ations, de con traindre l'ensem ble de ces paramètres, car c haque phénomène

observ é dép end de façon propre des paramètres. Ainsi, bien qu'il y ait des dégé-

nerescences en tre paramètres sur une observ ation donnée, l'utilisation conjoin te

d'observ ations à des ép o ques di�éren tes et sur des observ ables di�éren tes p ermet

de lev er ces dégénérescences. C'est p ourquoi le mo dèle standard de la cosmolo-

gie est souv en t quali�é de mo dèle de concordance : on p eut trouv er un ensem ble

statistiquemen t fa v orisé de paramètres cosmologiques tel que l'analyse croisée de

toutes les observ ations soit cohéren te.
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La �gure 2.3.1 présen te les con train tes d'une telle concordance dans le plan

(
 m ; 
 � ) .

On v oit que les con train tes issues des amas de galaxies son t très fortes sur

la densité de matière totale (bary ons et matière noire), mais mauv aises p our la

densité de constan te cosmologique. P arallèlemen t, les sup erno v ae et le fond di�us

cosmologique on t des dégénérescences dans le plan (
 m ; 
 � ) , mais ces dernières

son t di�éren tes. Ainsi, le croisemen t de toutes ces con train tes p ermet de sélec-

tionner une très p etite zone de l'espace des paramètres, ce qu'aucune observ ation

n'aurait pu faire individuellemen t.

L'ordre de grandeur des con train tes sur les paramètres cosmologiques déduites

de cette concordance et que nous retiendrons par la suite son t :


 � ;0 � 0:73


 m;0 � 0:27 (2.3.1)

j
 k;0j < 10� 2
.

On v oit en particulier que la courbure de l'Univ ers est très faible, et on supp ose gé-

néralemen t p our une raison de simplicité qu'elle est n ulle (nous v errons au c hapitre

suiv an t qu'il existe une raison à cette appro ximation). Cela vien t essen tiellemen t

de l'analyse des �uctuations du fond de ra y onnemen t : la taille sur le ciel de la

surface de dernière di�usion prise comme règle standard de mesure imp ose en e�et

1 � 
 k;0 � 1.
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Fig. 2.3.1 � Con train tes statistiques dans le plan (
 m ; 
 � ) , mon tran t la concor-

dance de trois jeux d'observ ations di�éren ts : Sup erno v æ, fond de ra y onnemen t

cosmologique et amas de galaxies.



Chapitre 3

Au-delà du mo dèle standard : les

c hamps scalaires en cosmologie

Le mo dèle standard que nous a v ons rapidemen t exploré dans le c hapitre précé-

den t est extraordinairemen t satisfaisan t à bien des titres : il p ermet de comprendre

l'histoire thermique de l'Univ ers, notammen t les ab ondances des élémen ts légers

et l'origine du fond de ra y onnemen t cosmologique ; il explique la formation des

structures grâce à l'instabilité gra vitationnelle des faibles surdensités primordiales.

Cep endan t, il laisse de côté un certain nom bre de p oin t cruciaux p our comprendre

notre Univ ers :

� La nature des phénomènes qui �xen t les conditions in tiales du mo dèle de Big

Bang c haud ; notammen t l'explication de la platitude de l'Univ ers et de sa

remarquable homogénéité.

� La nature des comp osan tes som bres.

Nous allons v oir que les c hamps scalaires cosmologiques apparaissen t précisé-

men t au niv eau de ces limites, comme des descriptions e�ectiv es tendan t à éclaircir

ces zones d'om bre du mo dèle standard, au moins en ce qui concerne les conditions

initiales et la nature de l'énergie som bre. La matière som bre est un problème dif-

féren t, que nous n'ab orderons pas dans cet ouvrage.

3.1 In�ation

Le mo dèle standard sou�re de deux problèmes ma jeurs de conditions initiales :

la platitude et l'homogénéité. Nous a v ons vu que l'observ ation du fond de ra y onne-

men t cosmologique impliquait qu'aujourd'h ui j
 k;0j < 10� 2
; c'est-à-dire que dans

un mo dèle de F riedmann, l'Univ ers actuel est très pro c he de la platitude. Cep en-

57
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Fig. 3.1.1 � Régions causales au momen t du découplage.

dan t, lorsque l'on remon te dans le passé, on trouv e que :


 k(z) �
2
 k;0


 m;0

1 + zeq

(1 + z)2
, (3.1.1)

ce qui, a v ec les con train tes du mo dèle de concordance donne : j
 k(z)j < 100(1 +
z)� 2

. Plus on remon te dans le passé de l'Univ ers, plus ce terme est faible ; au temps

de Planc k, temps initial du mo dèle de Big-Bang c haud, on a alors : j
 k(zP l )j <
10� 60

. P our que l'Univ ers soit plat aujourd'h ui, il faut qu'il ait été extraordinaire-

men t plat à ses débuts ! La moindre déviation à la soixan tième décimale au début

de l'expansion en traînerait une erreur sur les paramètres cosmologiques actuels ;

c'est un problème classique d'a justemen t �n des conditions initiales. Le fond dif-

fus est égalemen t rév élateur d'une autre tension du mo dèle standard. Ce fond est

e�ectiv emen t homogène à 10� 5
près sur l'ensem ble du ciel. Or, l'angle apparen t

sur le ciel d'une région causalemen t connectée au momen t du découplage est de

l'ordre de 1o

(il sous-tend une longueur caractéristique de H � 1(zdec) ). La surface

de dernière di�usion était donc, au momen t du découplage, comp osé d'en viron

109
régions causalemen t indép endan tes (cf �gure 3.1.1). Il est par conséquen t im-

p ossible de justi�er l'homogénéité du fond de ra y onnemen t par un ensem ble de

pro cessus causaux : il faut supp oser qu'initialemen t, les 109
régions indép endan tes

étaien t toutes quasimen t dans le même état thermique. C'est encore un problème

d'a justemen t �n des conditions initiales, dit problème de l'horizon.

Il existe un mécanisme capable de résoudre ces problèmes, tout en p ermettan t

égalemen t d'expliquer l'origine des �uctuations de densité a y an t donné naissance

aux structures : c'est ce que l'on app elle le paradigme de l'in�ation. Il s'agit d'in-

tro duire, au début de l'histoire de l'Univ ers, a v an t le mo dèle standard don t nous
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a v ons parlé une phase très courte d'expansion fortemen t accélérée :

•a(t) > 0 . (3.1.2)

P our a v oir une phase d'accélération initiale, en négligean t la constan te cosmo-

logique (négligeable à ce momen t-là puisqu'elle ne con tribue que dans l'Univ ers

tardif ), nous a v ons vu qu'il faut que le �uide cosmologique v éri�e : � + 3p < 0, ou

! = p=� < � 1=3. Or, nous a v ons l'équation d'év olution tirée de (2.1.29)-(2.1.31) :



0

k = (1 + 3 ! )
 k(1 � 
 k) . (3.1.3)

Ainsi, duran t une phase d'accélération, comme (1 + 3! ) < 0, 
 k = 0 est un p oin t

�xe stable de la dynamique, alors que dans les phases ultérieures, dominées par

la radiation puis par la matière non relativiste, c'est un p oin t �xe instable. Il faut

donc que la phase d'accélération soit su�san te p our comp enser la déviation qui

v a résulter des phases ultérieures. En tre l'instan t initial t i et l'instan t �nal t f de

l'in�ation, on a la relation :

�
�
�
�

 k(t f )

 k(t i )

�
�
�
� =

�
a(t i )H (t i )
a(t f )H (t f )

� 2

� exp(� 2N )
�

H (t i )
H (t f )

� 2

; (3.1.4)

où l'on a dé�ni le nom bre de "e-folds" N = ln( a(t f )=a(t i )) . D'autre part, la condi-

tion (3.1.2) implique que le ra y on de Hubble comobile (aH)� 1
dimin ue au cours

de l'in�ation :

d
dt

(aH)� 1 < 0 . (3.1.5)

Autremen t dit, deux p oin ts qui étaien t à une distance inférieure au ra y on de Hubble

(donc en con tact causal) au début de l'in�ation, p euv en t ne plus être en con tact

causal à la �n de l'in�ation (cf �gure 3.1.2). A�n de résoudre le problème de

l'horizon, il su�t que l'Univ ers observ able aujourd'h ui ait été une région causale

au début de l'in�ation, soit : (a(t i )H (t i )) � 1 � H � 1
0 . En in tro duisan t (3.1.4) dans

cette condition, et en supp osan t que lorsque l'in�ation se termine, on ren tre dans

l'ère dominée par la radiation, on a par con tin uité : H (t f )2 = H 2
0 
 R;0a(t f )� 4

, et

on trouv e :

a(t f )� 2
 R;0

�
�
�
�

 k(t f )

 k(t i )

�
�
�
� � 1 . (3.1.6)

Or, si l'on souhaite résoudre le problème de la platitude, il faut que 
 k(t f ) �
10� 60

, et que 
 k(t i ) � O(1) , donc, p our résoudre conjoin temen t les problème de

platitude et de l'horizon, on p eut écrire la condition su�san te :

10� 60a(t f )� 2
 R;0 � 1 , (3.1.7)
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Fig. 3.1.2 � Ev olution de ra y on de Hubble comobile.

qui p ermet de trouv er une con train te sur la temp érature à la sortie de l'in�ation

Tf :

Tf � 1018
Ge V. (3.1.8)

Ainsi, une phase d'expansion accélérée p ermet sous certaines conditions de

résoudre les problèmes du Big Bang c haud. Reste à comprendre commen t une

telle phase est susceptible de se pro duire. C'est là que les c hamps scalaires en tren t

en jeu. En e�et, la façon classique d'in tro duire une phase d'in�ation dans le mo dèle

cosmologique consiste à supp oser que dans l'Univ ers primordial existe un c hamp

scalaire ' , app elé in�aton, qui domine la dynamique de l'Univ ers

1

. Si l'in�ation

dure su�sammen t longtemps, la courbure p eut être négligée dev an t la con tribution

de ' à l'énergie totale, et on p eut alors écrire les équations :

H 2 =
8�G

3

�
1
2

_' 2 + V(' )
�

(3.1.9)

•a
a

=
8�G

3

�
V(' ) � _' 2

�
(3.1.10)

•' + 3H _' +
dV
d'

(' ) = 0 , (3.1.11)

1

Il existe égalemen t des form ulations à plusieurs c hamps scalaires, dites génériquemen t in�a-

tion h ybride. Les mécanismes à l'o euvre son t analogues au cas d'un c hamp, et nous n'ab orderons

pas les subtilités de ces mo dèles ici.
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où V(' ) est le p oten tiel de l'in�aton.

Duran t la phase d'in�ation, comme l'on v eut a v oir •a > 0 p endan t su�sammen t

longtemps, le c hamp doit être en roulemen t len t, c'est-à-dire v arier p eu :

_' 2 � V(' ) et •' � 3H _' . (3.1.12)

Ces deux conditions p euv en t être réécrites :

�
dV=d'
V(' )

� 2

� 24�G et

jd2V=d' 2j
V(' )

� 24�G . (3.1.13)

Le p oten tiel de l'in�aton doit donc être très plat.

Nous allons illustrer ce mécanisme sur un exemple simple d'in�ation à grand

c hamp :

V(' ) =
1
2

m2' 2
. (3.1.14)

P endan t la phase de roulemen t len t, la solution est donnée par :

' (t) = ' i �
mmpp

12�
(t � t i ) (3.1.15)

a(t) = ai exp
�

2�
m2

p
(' 2

i � ' 2(t))
�

. (3.1.16)

où l'on a noté mp = G� 1=2
la masse de Planc k, ai = a(t i ) et ' i = ' (t i ) , t i étan t

le temps initial. Ce roulemen t len t se termine dès que les conditions (3.1.13) ne

son t plus v éri�ées, c'est-à-dire à l'instan t t f p our lequel ' f = mp=
p

4� . Le nom bre

total de "e-folds" est alors :

N = 2�
�

' i

mp

� 2

�
1
2

. (3.1.17)

Rev enan t à l'équation (3.1.4), comme H est presque constan t au cours du roule-

men t len t, on a : �
�
�
�

 k(t f )

 k(t i )

�
�
�
� = exp( � 2N ) ; (3.1.18)

si bien que la condition :

j
 k(t f )j � 10� 60
et j
 k(t i )j � O(1) (3.1.19)

mène à N � 70, soit ' i � 3mp . On p eut égalemen t v éri�er que le problème de

l'horizon est résolu par ce mo dèle. Il sem ble donc que l'on ait résolu les problèmes de

conditions initiales du mo dèle standard ; c'est d'autan t plus vrai que les prédictions

de l'in�ation ne dép enden t quasimen t pas de la condition initiale à t i : il su�t dans
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notre exemple que ' i � 3mp . Mais l'in�ation fait mieux que cela ; les �uctuations

quan tiques de l'in�aton duran t la phase de roulemen t len t son t données par :

j�' (x)j �
H (' )

2�
. (3.1.20)

Or, au cours de la phase de roulemen t len t, H (' ) est à p eu près constan t. On p eut

alors mon trer que le sp ectre des �uctuations de ' est quasimen t indép endan t de

l'éc helle k . Or, après la phase de roulemen t len t, l'in�aton oscille rapidemen t dans

le puits de son p oten tiel. S'il est couplé aux autres c hamps, il est alors con v erti dans

ces c hamps : c'est le mécanisme de "réc hau�age". Le sp ectre des �uctuations de ces

c hamps est alors prop ortionnel à celui des �uctuations de ' , et donc indép endan t

de l'éc helle :

�� (k)
�

� cste. (3.1.21)

Ces �uctuations, générées au cours de l'in�ation, son t alors à l'origine des inhomo-

généités observ ées dans le fond de ra y onnemen t cosmologique, et donc les graines

don t viennen t les structures actuelles de l'Univ ers. Une description complète de

l'in�ation et de sa phénoménologie, détaillan t les résultats présen tés succinctemen t

ici, p eut être consultée dans [48, 49].

3.2 Quin tessence

Dans la section précéden te, l'in tro duction d'un c hamp scalaire, l'in�aton, do-

minan t la dynamique de l'expansion au début de l'histoire de l'Univ ers, a p ermis

de résoudre les problèmes de conditions initiales du mo dèle standard. Nous a v ons

vu que la clé de ce succès résidait dans le fait que l'in�aton est resp onsable d'une

phase d'expansion accélérée, cette accelération v enan t essen tiellemen t de la pla-

titude du p oten tiel du c hamp scalaire. Or, il sem ble que l'Univ ers connaisse (ou

du moins ait conn u) une seconde phase d'accélération, celle-ci tardiv e. Dans le

mo dèle standard, cette accélération est attribuée à la présence d'une constan te

cosmologique ; cep endan t, ce scénario n'est pas sans p oser quelques problèmes

3.2.1 Les problèmes de la constan te cosmologique

Les données cosmologiques sem blen t donc fa v oriser la présence d'une constan te

cosmologique � telle que :


 � ;0 �
�

3H 2
0

� 0:7 . (3.2.1)

Compte ten u de la v aleur de H0 � 70 km/s/Mp c, cette relation donne : � � 10� 84

Ge V

2
, ou � � � � =8�G � 10� 47

Ge V

4
. On p eut concev oir la constan te cosmolo-

gique de deux manières : soit il s'agit d'une constan te de la nature, traduisan t
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une propriété particulière de notre espace-temps, soit elle émerge de pro cessus mi-

croscopiques et apparaît comme une con tribution énergétique au tenseur énergie-

impulsion total du con ten u matériel de l'Univ ers. Hélas, aucune de ces deux concep-

tions n'est, à l'heure actuelle, satisfaisan te.

D'une part, v oir la constan te cosmologique comme une simple constan te de la

nature apparaît un p eu arti�ciel. En e�et, il faut noter que les constan tes de la

ph ysique son t habituellemen t des constan tes m ultiplicativ es, c'est à dire qu'elles

serv en t à con v ertir des grandeurs dans une unité donnée en d'autres grandeurs

dans une autre unité (la vitesse de la lumière transforme les temps en distances,

la constan te de Planc k les fréquences en énergies etc.) et apparaissen t dans les

lois comme des constan tes m ultiplicativ es. D'une certaine manière, on p eut dire

qu'elles serv en t d'étalon à nos mesures. Ce n'est pas le cas de la constan te cos-

mologique, qui est une constan te additiv e. Dans l'action, c'est bien une constan te

m ultiplicativ e, à sa v oir qu'elle m ultiplie la métrique ; cep endan t, elle ne garde pas

ce statut dans les équations du mouv emen t, à la di�érence des constan tes telles

que c ou ~ (qui n'apparaissen t jamais comme additiv es). En ph ysique on trouv e

deux t yp es de constan tes de la nature : les couplages et les limites. La constan te

cosmologique n'appartien t manifestemen t pas à la première catégorie. Elle p ourrait

être de la deuxième catégorie, comme limite inférieure de l'énergie con tribuan t à

la gra vitation, comme si la densité des c hamps saturait à � � . A ma connaissance,

aucun mécanisme n'est à même d'expliquer une telle saturation.

D'autre part, on p eut considérer � comme une con tribution particulière à

l'énergie-impulsion. Compte ten u de l'équation d'état e�ectiv e corresp ondan te,

p� =� � = � 1, une seule source paraît aujourd'h ui corresp ondre : l'énergie du vide

des c hamps. Or, en l'état actuel de la théorie quan tique des c hamps, cette densité

d'énergie est div ergen te. P our des c hamps de masse m , elle est donnée par :

� vac =
1

4� 2

Z + 1

0
dkk2

p
k2 + m2

, (3.2.2)

qui p ossède une div ergence ultra violette en k4
. On p eut cep endan t l'év aluer en

in tro duisan t une coupure dans le sp ectre des �uctuations, km , à l'éc helle jusqu'à

laquelle la théorie des c hamps reste v alable : � vac � k4
m=16� 2

. P our di�éren tes

coupures nous a v ons donc :

� � vac � 1074
Ge V

4
si km � mp ,

� � vac � 10� 3
Ge V

4
si km � � QCD � 10� 1

Ge V, éc helle caractéristique de la

c hromo dynamique.

Le désaccord de ces estimations a v ec la v aleur déduite de la cosmologie (3.2.1) est

paten t ; de plus la con tribution de cette énergie du vide devrait largemen t domi-

ner la dynamique de l'Univ ers depuis ses origines, ce qui n'est manifestemen t pas

le cas. C'est le fameux problème de la constan te cosmologique [50]. Il existe de
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nom breuses ten tativ es p our résoudre ce problème : scénarios sup ersymétriques (en

sup ersymétrie, il y a autan t de b osons que de fermions ; les deux familles con tri-

buan t à � vac a v ec des signes opp osés, leurs con tributions devraien t se comp enser),

sup ergra vité, mo dèles inspirés de la théorie des cordes (cf [51] partie IV p our un

état de l'art et les références). Une ten tativ e in téressan te consiste à considérer que

l'énergie du vide n'est pas mesurable, et que ce son t les �uctuations de la densité

d'énergie du vide qui con tribuen t à � � ([52 ]).

La faiblesse de � � , alliée au problème décrit ci-dessus, a ainsi rendu p ossible une

autre démarc he, qui consite à supp oser une raison inconn ue p our laquelle � = 0 ,

et à étudier l'év en tualité d'une énergie som bre dynamique, le mo dèle le plus simple

d'une telle comp osan te dynamique étan t...un c hamp scalaire, app elé quin tessence.

3.2.2 La quin tessence

Dans les premiers mo dèles d'énergie som bre présen tan t une alternativ e à la

constan te cosmologique, la quin tessence est un c hamp scalaire � minimalemen t

couplé au c hamp de gra vitation, p ossédan t un p oten tiel V(� ) , et ne présen tan t

aucun couplage direct aux autres c hamps de matière. Son action est simplemen t :

S� =
Z �

�
1
2

g�� � ;� � ;� � V(� )
�

p
� gd4x . (3.2.3)

P our des raisons de simplicité, nous considérerons que le mo dèle de F riedmann

est plat : k = 0 . Les équations des c hamps dans ce con texte prennen t la forme

suiv an te :

H 2 =
8�G

3

�
� +

1
2

_� 2 + V(� )
�

(3.2.4)

•a
a

= �
4�G

3

�
� + 3p + 2V(� ) � 2 _� 2

�
(3.2.5)

•� + 3H _� +
dV
d�

= 0 , (3.2.6)

où � et p représen ten t, resp ectiv emen t, la densité d'énergie et la pression du �uide

cosmologique. L'équation d'état de la quin tessence est :

w� =
_� 2 � 2V(� )
_� 2 + 2V(� )

, (3.2.7)

et dép end a priori du temps. Lorsque le c hamp scalaire domine la dynamique (on

néglige � et p), l'accélération de l'expansion se pro duit lorsque :

_� 2 < V (� ) , le cas

d'une in�ation corresp ondan t à

_� 2 � V (� ) ), c'est-à-dire w� � � 1. Si l'on c herc he,
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toujours dans le cas d'une expansion dominée par le c hamp scalaire, des solutions

de la forme a(t) / tn
(accélération p our n > 1), on p eut reconstruire le c hamp

scalaire corresp ondan t. Son p oten tiel est donné par :

V(� ) =
n(3n � 1)

8�G
exp

 

� 2

r
4�G

n
�

!

. (3.2.8)

Ainsi, tout mo dèle a v ec un p oten tiel décroissan t moins vite que l'exp onen tiel

p ourra pro duire une phase d'accélération. C'est p ourquoi les premiers mo dèles

de quin tessence p ossédaien t des p oten tiels en lois de puissance in v erse :

V(� ) =
M 4+ �

� �
, (3.2.9)

où M est une éc helle de masse, et � un réel p ositif. Ce son t les p oten tiels de

Ratra-P eebles [53 ]. A�n qu'un tel p oten tiel soit à l'origine de l'énergie som bre, il

faut [53] :

� (t0) � mp et M = ( � � m� � 2
p )1=(4+ � )

. (3.2.10)

Ces p oten tiels son t relativ emen t ad ho c, mais il est p ossible de motiv er une forme de

p oten tiel relativ emen t similaire à partir de la ph ysique des particules, en utilisan t

la sup ergra vité [54 , 55 ] :

V(� ) =
M 4+ �

� �
exp

�
� 2

2
� 2

�
. (3.2.11)

On trouv era une étude détaillée de la dynamique des c hamps de quin tessence dans

plusieurs articles [56, 57 , 58]. La propriété essen tielle de ces mo dèles est l'existence

d'attracteurs de la dynamique prenan t la forme de solutions en lois de puissances,

tels que : � � =� = cste. Cela p ermet de résoudre les problèmes d'a justemen t �n de

l'énergie som bre, dans la mesure ou la densité du c hamp scalaire, p our toutes les

conditions initiales, rejoin t cet attracteur et "traque" la densité de la matière qui

domine la dynamique. A�n d'illustrer cette propriété, considérons les p oten tiels

(3.2.8) et (3.2.9) présen tés ci-dessus. P our les p oten tiels V1(� ) = V0 exp(� �� ) et

V2(� ) = � 4+ � � � �
, l'équation d'état du c hamp scalaire en présence d'un �uide de

matière d'équation d'état wb dominan t la dynamique de l'expansion est donnée

par [53 ] (p our k = 0 ) :

w�; 1 = wb , (3.2.12)

w�; 2 =
�w b � 2
� + 2

. (3.2.13)

P endan t les ères dominées par la radiation, puis la matière, l'équation d'état du

c hamp scalaire est donc une fonction a�ne simple de l'équation d'état du �uide
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dominan t, et les solutions en lois de puissance asso ciées son t des attracteurs (ce

que l'on p eut démon trer en linéarisan t l'équation du c hamp au v oisinage des so-

lutions en lois de puissance). L'in tro duction d'un c hamp de quin tessence sem ble

donc résoudre l'un des problèmes p osés par la constan te cosmologique : grâce aux

attracteurs en lois de puissance les conditions initiales n'on t pas b esoin d'être a jus-

tées précisémen t a�n d'expliquer l'énergie som bre aujourd'h ui. Cep endan t, l'éc helle

d'énergie du p oten tiel, par exemple M = ( � � m� � 2
p )1=(4+ � )

p our le p oten tiel de

Ratra-P eebles, bien que p ouv an t main tenan t être �xée au alen tour du T e V, de-

mande encore un a justemen t �n. En�n, le fait que le c hamp scalaire n'in teragisse

pas explicitemen t a v ec les autres c hamps de matière apparaît égalemen t p eu na-

turel. C'est p ourquoi on a in tro duit des quin tessences couplées à la matière, ce

qui, en pratique, revien t à considérer des mo di�cations de la gra vité don t un cas

particulier son t les théories scalaire-tenseur, don t nous parlerons dans la partie sui-

v an te de cet ouvrage. On trouv era des détails sur ces quin tessences couplées dans

[59, 60, 61 , 62, 63] et les références citées dans ces articles. Signalons égalemen t,

dans la même famille, la p ossibilité in téressan te d'expliquer l'accélération tardiv e

de l'Univ ers à l'aide d'un c hamp scalaire non minimalemen t couplé, a v ec des cou-

plages di�éren ts p our la matière som bre et la matière ordinaire (ce qui implique

une violation du princip e d'équiv alence faible) [64].
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Chapitre 4

In tro duction aux théories

scalaire-tenseur de la gra vité

4.1 P ourquoi des théories scalaire-tenseur ?

Les théories scalaire-tenseur on t une �liation double, nées d'une part, très tôt,

de la prise en compte de dimensions supplémen taires [65 ], et, d'autre part, de

questionnemen ts sur le princip e d'équiv alence et sur la p ossibilité d'étendre celui-

ci dans un cadre plus large que la Relativité Générale [66, 67 , 68]. A v an t d'ab order

ces théories du p oin t de vue de la cosmologie mo derne, il est donc essen tiel de faire

un rapide détour par leurs origines, détour qui éclairera leur forme actuelle et leur

imp ortance dans les discussions sur la nature de la gra vitation.

4.1.1 Retour sur le princip e d'équiv alence

Dans la première partie, nous a v ons vu que la Relativité Générale telle que

construite par A. Einstein rep osait sur un princip e clé : le princip e d'équiv alence.

Dans sa v ersion faible, c'est-à-dire celle testée par les exp ériences du t yp e de l'ex-

p érience historique d'Eötv ös, il p eut être form ulé ainsi :

Princip e d'équiv alence d'Einstein (PEE) :

T outes les lois non gr avitationnel les de la physique p euvent êtr e formulé es, lo ca-

lemen t , c omme si le champ de gr avitation était absent.

On sait que dans le cadre de la Relativité Générale, cela se traduit par le fait

que, lo calemen t, la v ariété d'espace-temps est di�éomorphe à un espace-temps de

Mink o wski, si bien que les lois de la ph ysique (comme par exemple l'électro dyna-

mique) son t, lo calemen t, celles form ulées dans le cadre d'une théorie resp ectan t la

69
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Relativié Restrein te. En fait, ce princip e et une extension du princip e d'équiv alence

faible, ou mécanique, form ulé par Galilée et Newton, qui supp ose que les masses

inertielle et gra vitationnelle passiv e son t égales, ou, form ulé autremen t, que dans

un c hamp de gra vitation externe, les corps tom b en t tous de la même manière, in-

dép endemmen t de leur constitution in terne et de leur masse. Cep endan t, il s'a v ère

que par construction, la Relativité Générale v a plus loin que ce qui est énoncé

dans le princip e d'équiv alence d'Einstein : non seulemen t les lois de la ph ysique

p euv en t être form ulées comme si le c hamp de gra vitation était absen t, mais encore

leur con ten u n umérique, c'est-à-dire les constan tes fondamen tales, doiv en t être les

mêmes en tout p oin t de l'espace-temps. Cette propriété structurelle de la Relativité

Générale p eut être reliée au fait que la gra vitation y est décrite par le seul tenseur

métrique. On p eut p ourtan t imaginer un cadre théorique plus étendu, dans lequel

la gra vitation ne serait plus seulemen t v éhiculée par un tenseur métrique, mais par

un tenseur métrique et un ou plusieurs c hamps additionnels de nature scalaire ou

v ectorielle par exemple. A�n de resp ecter le princip e d'équiv alence dans sa v ersion

faible, les c hamps additionnels devron t a v oir des couplages sp éci�ques. C'est dans

cet esprit que C. Brans et R. H. Dic k e [68 ] on t in tro duit, en 1961, la désormais

célèbre théorie qui p orte leurs noms. L'adjonction de c hamps supplémen taires était

motiv ée, dans leur tra v aux, par une ten tativ e de form ulation claire et non am bigue

d'une théorie de l'espace-temps qui incorp orerait le princip e de Mac h ou du moins

une v ersion a�aiblie de celui-ci. En e�et, C. Brans et R. H. Dic k e soulignen t dans

leur article [68] que l'in v ariance du con ten u n umérique des lois de la dynamique

n'est pas compatible a v ec l'idée de Mac h selon laquelle l'inertie des corps doit être

reliée à leur accélération relativ emen t à la distribution lo cale de matière (c'est là

l'a�aiblissemen t par rapp ort à la form ulation originelle de Mac h, et à la ten tativ e

de Dirac [66] qui traiten t plutôt de l'ensem ble de la distribution de matière dans

l'Univ ers). Aussi on t-ils form ulé un cadre théorique dans lequel des exp ériences non

gra vitationnelles lo cales ne p euv en t mettre en évidence la présence d'un c hamp de

gra vitation, resp ectan t ainsi le princip e d'équiv alence d'Einstein stricto sensu, tout

en p ermettan t une v ariation spatio-temp orelle du con ten u n umérique des lois ph y-

siques. Considéran t l'extension la plus simple, ils on t supp osé que la gra vitation

était en partie métrique, et en partie due à l'e�et d'un c hamp scalaire � , et on t

écrit l'action suiv an te :

S =
Z �

� R �
!
�

g�� @� � @� � +
16�
c4

Lm [g�� ; 	 m ]
�

p
� gd4x . (4.1.1)

Ici, le c hamp scalaire � , qui a p our dimension ML � 3T2
joue le rôle de l'in v erse

d'un couplage gra vitationnel G(x � ) qui p eut a priori v arier suiv an t la p osition

dans l'espace-temps, et le facteur 1=� dev an t le terme cinétique de � p ermet à la

seule constan te, ! , d'être sans dimension. On v oit que le princip e d'équiv alence

d'Einstein découle du fait que � n'in tervien t pas explicitemen t dans le lagran-
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gien de matière Lm [g�� ; 	 m ], dans lequel les c hamps de matière sym b olisés par

	 m ne se couplen t qu'au tenseur métrique. Ainsi, lo calemen t, on p eut toujours

c hoisir des co ordonnées dans un référen tiel en c h ute libre tels que la métrique se

réduisen t à la métrique de Mink o wski � �� . Le lien a v ec le princip e de Mac h n'est

pas éviden t a priori, mais il faut se souv enir que les seules grandeurs p ertinen tes en

ph ysique son t celles exprimées sans dimension. Or, la grandeur mpl = ( ~c=G)1=2
,

dite masse de Planc k est la seule masse que l'on puisse former à partir des deux

constan tes fondamen tales ~ et c, et du couplage caractéristique de la gra vitation

G. Ainsi, la masse inertielle d'une particule, p our a v oir un sens, p eut être com-

parée, en tout p oin t de l'espace-temps à cette masse. On v oit alors que la seule

v ariation décelable est celle du pro duit mI

p
G : on p eut par conséquen t reform u-

ler toute v ariation de la constan te de gra vitation en terme d'une v ariation de la

masse inertielle ; ce p oin t imp ortan t ne sera pas approfondi ici car il fera l'ob-

jet d'un traitemen t précis et de remarques lorsque nous ab orderons les théories

scalaire-tenseur générales. Cep endan t, il est lié à un imp ortan t problème séman-

tique concernan t les théories scalaire-tenseur. On p eut lire ou en tendre, souv en t,

que les théories scalaire-tenseur, tout en resp ectan t le princip e d'équiv alence dans

sa v ersion faible, viole explicitemen t une v ersion plus forte de ce princip e d'équiv a-

lence. Cette v ersion plus forte se réfère tan tôt à l'in v ariance du con ten u n umérique

des lois non gra vitationnelles par déplacemen t de la p osition de l'exp érience dans

l'espace-temps, tan tôt au fait que le couplage gra vitationnel est une constan te dans

l'espace-temps. En fait ces deux a jouts au PEE son t in timemen t liés, sinon même

complètemen t équiv alen ts, et par la suite, on app ellera princip e d'équiv alence fort

(PEF) l'un ou l'autre de ces p oin ts de vue, et on ten tera, lors d'une discussion sur

les représen tations conformes des théories scalaire-tenseur de mon trer que ces deux

form ulations du PEF ne son t que des form ulations di�éren tes d'une même phé-

noménologie. On v oit donc que dès l'origine, les théories scalaire-tenseur plongen t

leurs racines dans d'imp ortan tes questions sur la nature même de la gra vitation

et son lien a v ec une in terprétation métrique des phénomènes qui lui son t asso ciés.

L'autre programme qui a vu émerger des théories scalaire-tenseur est lui aussi as-

so cié à des questions fondamen tales quan t à la structure de notre espace-temps, à

sa v oir le nom bre et la nature des dimensions de celui-ci.

4.1.2 Un détour par la ph ysique des hautes énergies

Dès 1955, P . Jordan [65], en essa y an t de plonger une v ariété courb e quadri-

dimensionnelle dans un espace-temps plat à 5 dimensions est conduit, tout en

analysan t les liens de sa théorie a v ec celle de Kaluza et Klein [69, 70], à prop oser

une action similaire à celle que C. Brans et R. H. Dic k e prop oseron t quelques an-

nées plus tard dans le con texte présen té ci-dessus. La seule di�érence fondamen tale

a v ec l'action (4.1.1) vien t de ce que le lagrangien de matière dép end égalemen t,
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dans le tra v ail de P . Jordan du c hamp scalaire � , in tro duisan t ainsi une violation

explicite du PEE. Ce n'était là que les balbutiemen ts d'un programme d'en v ergure

qui v a tra v erser la deuxième moitié du XX

ème

siècle et qui aujourd'h ui se p oursuit

encore : la construction d'espaces in ternes compacts reliés aux symétries in ternes

des particules à la Kaluza-Klein, les limites de basses énergies de la théorie des

cordes, ou les mo dèles branaires inspirés de cette même théorie des cordes son t

autan t d'exemples de ten tativ es théoriques d'uni�cation du c hamp de la ph ysique

qui on t mené à l'apparition de c hamps scalaires du t yp e scalaire-tenseur, bien que

génériquemen t ces c hamps ne resp ecten t pas le PEE.

La présen tation exhaustiv e de ces mo dèles de ph ysique de hautes énergies sort

largemen t du cadre de ce mémoire, mais il est in téressan t de v oir émerger une

structure à basses énergies similaire (bien que di�éren tes sur des asp ects imp or-

tan ts, notammen t la violation du PEE) à celle, plus phénoménologique, in tro duite

par C. Brans et R. H. Dic k e sur un exemple simple.

D'après une idée originale de Kaluza [69], plus tard réactualisée dans le con texte

de la théorie des cordes [71 , 72], on supp ose ici que la Relativité Générale est une

description v alable de la dynamique d'un espace-temps à D = (4 + n) dimensions

don t n dimensions spatiales son t compacti�ées le long de cercles de `p etit' ra y on

A(xa) où xa
représen te les co ordonnées sur l'espace `externe' à quatre dimensions ;

ce ra y on est c hoisi su�sammen t p etit, de sorte que l'espace tel qu'un observ a-

teur macroscopique, c'est-à-dire à basse énergie, le p erçoit est constitué de quatre

dimensions d'extension in�nie. Dans la suite, les indices a; b; c son t attac hés aux

co ordonnées sur l'espace-temps à quatre dimensions, les indices �; � à celles de la

v ariété à D = (4 + n) dimensions, et �; �; 
 à celles des dimensions compactes. Le

c hoix de la métrique à D = (4 + n) dimensions n'est pas unique, et on c hoisira ici,

par souci de clarté, l'ansatz suiv an t :

(D )g�� =
�

gab(xc) 0
0 A2(xc)~g�� (� 
 )

�
. (4.1.2)

Cela revien t essen tiellemen t à ne pas prendre en compte les termes non-diagonaux

(par blo cs) qui représen ten t des c hamps v ectoriels de jauge. Les co ordonnées � 

,


 2 1; 2; 3; :::; n, son t des co ordonnées angulaires sur les dimensions compacti�ées.

L'action à (4 + n) dimensions s'écrit alors :

SD =
Z p

� (D )gR[(D )g�� ]d4xdn � , (4.1.3)

où

(D )g est le déterminan t de la métrique

(D )g�� . En notan t Vn = An (xc)
Rp

~gdn �
le v olume de l'espace compacti�é, a v ec ~g le déterminan t de la métrique de l'espace

in terne, on p eut alors dé�nir une action e�ectiv e à 4 dimensions en divisan t SD par
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Vn=An
. L'expression explicite de R en fonction des degrés de lib erté donne alors :

S4 =
Z

p
� g

"
n

8(n � 1)
� 2(4) R �

1
2

gab� ;a� ;b �
~r
2

�
n

4(n � 1)
� 2

� 1� 2=n
#

d4x ,

(4.1.4)

où n 6= 1 , ~r est une caractéristique de la courbure des dimensions compactes, et

l'on a dé�ni le c hamp scalaire :

� = 2

r
n � 1

n
An=2

. (4.1.5)

On notera que cette expression est v alable p our n 6= 1 , le cas n = 1 se réduisan t

un c hamp scalaire � sans terme cinétique, et a v ec ~r = 0 . L'action (4.1.4) mon tre

que la présence de dimensions supplémen taires compactes se réduit, quan t à la

ph ysique à 4 dimensions, à la présence d'un c hamp scalaire non minimalemen t

couplé à la gra vitation. Le lien a v ec le c hamp scalaire "à la Brans et Dic k e" est

obten u en p osan t :

 =
n

8(n � 1)
� 2

. (4.1.6)

alors :

S4 =
Z

p
� g

�
 R �

(n � 1)
n 

gab ;a ;b � V ( )
�

d4x , (4.1.7)

qui est similaire à l'action (4.1.1) p our un couplage ! = ( n� 1)=n, a v ec toutefois

la présence d'un p oten tiel p our le c hamp scalaire :

V( ) =
~r
2

 1� 2=n
, (4.1.8)

qui, il faut le remarquer, mène à une constan te cosmologique p our n = 2 . De plus,

le couplage à la matière n'est pas explicité ici.

4.2 F orm ulation des théories scalaire-tenseur

Il existe di�éren tes façons de form uler les théories scalaire-tenseur, selon que

l'on souhaite mo di�er les équations du c hamp gra vitationnel (form ulation de Dic k e-

Jordan) ou celles des c hamps matériels (form ulation d'Einstein). Dans ce qui suit,

nous v errons commen t ab order les théories scalaire-tenseur à tra v ers ces deux t yp es

de représen tations, puis nous mon trerons qu'il existe une transformation dans l'es-

pace des c hamps qui p ermet de reform uler toute relation écrite dans l'une des re-

présen tations à l'aide du language de l'autre représen tation. Cette équiv alence des

deux form ulations p ermet des prédictions ph ysiques à partir de l'une quelconque
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d'en tre elles, mais l'in terprétation des prédictions et leur lien a v ec l'exp érience son t

conditionnés par les pro cédés utilisés au cours du pro cessus exp érimen tal, les pro-

cédés auxquels nous a v ons accès sélectionnan t le cadre de Dic k e-Jordan qui sera par

conséquen t égalemen t dénommé cadre observ able. En�n, nous terminerons par un

rapide état des con train tes imp osées sur les théories scalaire-tenseur par les tests

du princip e d'équiv alence dans le système solaire (con train tes en c hamp faible).

4.2.1 Constructions de l'action et équations des c hamps

Dans les théories scalaire-tenseur, la gra vitation con tien t un nouv eau degré de

lib erté scalaire, qui se couple explicitemen t aux c hamps de matière présen ts dans

l'espace-temps. La gra vitation est donc caractérisée par le couple d'un c hamp

tensoriel de degré 2, et d'un c hamp scalaire : (g�� ; ' ) . Le c hamp g�� est la mé-

trique standard de l'espace-temps, et son action est donc l'action d'Einstein-Hilb ert

usuelle. L'action de la théorie s'écrit alors [73 ] :

S =
1

4�G

Z �
R
4

�
1
2

' ;� ' ;� � V(' )
�

p
� gd4x

+ Sm [ m ; A2(' )g�� ], (4.2.1)

où comme d'habitude, g = det( g�� ) . Les termes de cette action mériten t d'être

commen tés séparemmen t. T out d'ab ord, ici, G désigne une constan te de gra vitation

n ue (de dimension M � 2
), qui n'est pas nécessairemen t égale à la constan te présen te

dans la théorie de Newton. Ensuite, on v oit que l'action du tenseur g�� ne fait

in terv enir que le scalaire de courbure R , et s'iden ti�e à l'action d'Einstein-Hilb ert ;

c'est p ourquoi on dira que la théorie écrite sous cette forme est décrite dans la

form ulation d'Einstein. P our rester au plus pro c he des notations traditionnelles

(celles de Brans et Dic k e, et non celles de la théorie des c hamps), le c hamp scalaire

' est adimensionné ; il est caractérisé par deux fonctions : son p oten tiel d'auto-

in teraction V(' ) qui a une dimension M 2
, et son couplage aux c hamps de matière

A(' ) qui est une fonction sans dimension et ne s'ann ulan t p our aucune v aleur

de ' . Le terme Sm [ m ; A2(' )g�� ] sym b olise formellemen t l'action de tout c hamp

de matière  m , et exprime que tous les c hamps de matière se couplen t, dans leur

action, a v ec le c hamp ' de la même manière, à sa v oir que la métrique que l'on doit

utiliser p our construire leur action n'est pas le v éritable degré de lib erté tensoriel

g�� , mais une métrique e�ectiv e ~g�� = A2(' )g�� qui mélange les degrés de lib erté

tensoriel et scalaire. Ce couplage univ ersel des c hamps de matière à la métrique

e�ectiv e ~g�� est une traduction du fait que les théories scalaire-tenseur resp ecten t

le princip e d'équiv alence dans sa v ersion faible telle que form ulée dans le PEE :

comme tous les constituan ts  m des corps comp osés de matière son t couplés à la

même métrique e�ectiv e ~g�� , leur c h ute libre s'e�ectue le long des géo désiques de
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cette métrique (et non le long des géo désiques de g�� ), donc aucune exp érience

de c h ute de corps ne p eut distinguer deux constituan ts di�éren ts. On v oit donc

l'imp ortance ph ysique de la métrique e�ectiv e ; bien qu'elle ne détermine pas les

géo désiques mathématiques de l'espace-temps, les corps matériels v on t suivre les

géo désiques qui lui corresp onden t. En un sens, on p eut donc dire qu'elle structure

l'espace-temps observ able, auquel on ne p eut a v oir accès qu'à l'aide d'exp ériences

mettan t en jeu, à tout le moins des c hamps matériels, et en pratique lorsque l'on

mesure la gra vitation, des corps étendus. Il est donc in téressan t de transformer

l'action (4.2.1) p our l'exprimer en terme de ~g�� . La transformation de la métrique

est une simple transformation conforme ; si l'on note

~R le scalaire de courbure

asso cié à la métrique e�ectiv e ~g�� , on a la relation [5] :

~R = A � 2(' )R � 6A � 3(' )A ;� ;� g��
(4.2.2)

En in tro duisan t un nouv eau c hamp scalaire � = A � 2(' ) , et en notan t [74] :

� (' ) =
d ln A(' )

d'
U(� ) = 2 A4(' (� ))V(' (� )) (4.2.3)

j3 + 2! (� )j = � � 2(' ) ,

l'action s'écrit alors

S =
1

16�G

Z �
� ~R �

! (� )
�

� ;� � ;� � U(� )
� p

� ~gd4x

+ Sm [ m ; ~g�� ]. (4.2.4)

Cette représen tation est app elée form ulation de Dic k e-Jordan. On v oit que dans

cette form ulation, tout à fait analogue à la form ulation historique donnée par C.

Brans et R. H. Dic k e (4.1.1), l'action des c hamps de matière a sa forme standard :

la partie scalaire de la gra vitation, ici représen tée par � ne se couple plus expli-

citemen t aux c hamps de matière : les équations du mouv emen t p our ces c hamps

ne fon t donc plus in terv enir le c hamp scalaire additionnel, et prennen t la forme

qu'elles on t en Relativité Générale. En d'autres termes, les corps matériels suiv en t

les géo désiques de la métrique e�ectiv e ~g�� . Cep endan t, il a fallu pa y er un prix

p our cela : dans cette représen tation, il n'existe plus de partie libre à l'action

gra vitationnelle, c'est-à-dire que l'action de la métrique e�ectiv e n'est plus l'ac-

tion d'Einstein-Hilb ert, mais fait in terv enir le c hamp � , et que le lagrangien du

c hamp scalaire � p ossède un terme cinétique non standard. Comme nous l'a v ons

vu ci-dessus, cette mo di�cation fut in tro duite historiquemen t p our rendre compte

de v ariations du couplage gra vitationnel, et on v oit en e�et que la première par-

tie de l'action est tout à fait similaire à celle d'Einstein-Hilb ert à condition de
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remplacer le couplage n u G par le couplage e�ectif, a priori dép endan t de la p o-

sition dans l'espace-temps G=� . Dans toute la suite de cette partie, les grandeurs

marquées d'une tilde se réfèreron t à la form ulation de Dic k e-Jordan, et celle sans

tilde à la form ulation d'Einstein. En appliquan t un princip e de moindre action,

écriv ons main tenan t les équations des c hamps dans les deux représen tations. Dans

la form ulation d'Einstein, elles s'écriv en t :

R�� �
1
2

Rg�� = 8�GT �� + T '
�� (4.2.5)

� ' = � 4�G� (' )T +
dV(' )

d'
(4.2.6)

r � T �
� = � (' )Tr � ' , (4.2.7)

où R�� est le tenseur de Ricci asso cié à la métrique g�� , T�� � 2p
� g

�S m
�g �� est

le tenseur énergie-impulsion des c hamps de matière, T représen te sa trace, et

T '
�� � 2' ;� ' ;� � (g�� ' ;� ' ;� )g�� � 2V(' )g�� est le tenseur énergie-impulsion du

c hamp scalaire ' . Le premier jeu d'équations corresp ond exactemen t aux équa-

tions d'Einstein p our la métrique g�� en présence de matière et d'un c hamp scalaire

standard ' ; mais, les cinq autres équations, p ortan t sur les c hamps de matière et

le c hamp ' fon t apparaître des termes de sources non standard : � 4�G� (' )T et

� (' )Tr � ' qui pro viennen t du couplage explicite en tre les c hamps de matière et

' . Dans la form ulation de Dic k e-Jordan, on obtien t :

�
�

~R�� �
1
2

~g��
~R
�

= 8�G ~T�� +
! (� )

�

�
� ;� � ;� �

1
2

~g�� (~g�� � ;� � ;� )
�

+ � ;� ;� � ~g�� (~g�� � ;� );� � ~g�� U(� ) (4.2.8)

2
! (� )

�
(~g�� � ;� );� = � R � (

1
�

d! (� )
d�

�
! (� )
� 2

)(~g�� � ;� � ;� )

+2
dU(� )

d�
(4.2.9)

~T �
� ;� = 0 , (4.2.10)

où, les indices son t lev és et descendus a v ec la métrique ~g�� , et,

~T�� � 2p
� ~g

�S m
� ~g�� est

le tenseur énergie-impulsion de la matière dans la représen tation de Dic k e-Jordan.

Il existe une relation imp ortan te en tre les tenseurs énergie-impulsion dans les deux

représen tations :

T�� = A2(' ) ~T�� = � � 1 ~T�� . (4.2.11)

On v oit que le mélange des mo des scalaire et tensoriel, qui caractérise la représen-

tation de Dic k e-Jordan complique singulièremen t la forme des équations, à l'ex-

ception notable de l'équation de conserv ation de l'énergie-impulsion p our la ma-

tière, qui a retrouv é sa forme habituelle. En particulier, le passage au référen tiel



4.2. F ORMULA TION DES THÉORIES SCALAIRE-TENSEUR 77

mink o wskien lo cal nous p ermet de retrouv er la loi de conserv ation simple de la

Relativité Restrein te

~T �
�;� = 0 .

4.2.2 T ransformation conforme et observ ables ph ysiques

Comme souligné précédemmen t, la form ulation d'Einstein assure que le c hamp

de métrique suit les lois de la gra vité qui on t cours en Relativité Générale, alors

que les c hamps de matière et les corps matériels ob éissen t à des lois mo di�ées qui

fon t in terv enir le nouv eau degré de lib erté scalaire ' . A l'opp osé, la form ulation de

Dic k e-Jordan consiste à mo di�er les équations du c hamp de gra vitation, tout en

conserv an t la forme co v arian te des équations sur les c hamps matériels. Nous a v ons

vu que cela induisait un résultat imp ortan t : dans une exp érience de c h ute libre,

les corps suiv en t les géo désiques de la métrique e�ectiv e ~g�� , et non celle du degré

de lib erté de spin 2, g�� . La question se p ose alors de sa v oir quelle form ulation est

la représen tation du monde observ able (si l'on s'in téresse, par exemple, au calcul

de l'expansion lo cale d'un �uide soumis à un fort c hamp de gra vitation, il nous

faut p ouv oir faire le lien en tre cette expansion observ able, telle qu'elle p ourrait

être mesurée, et la déviation géo désique prévue par la théorie ; il est clair que cette

déviation géo désique n'est pas la même dans les deux représen tations). La ques-

tion n'est bien en tendu pas de sa v oir quelle form ulation est ph ysique, une telle

question n'a y an t a priori aucun sens, mais plutôt de déterminer le lien en tre ce

que la théorie sait calculer, et ce que l'on observ e au cours des exp ériences que

l'on p eut mener (dans l'exemple du �uide, celà revien t à se demander par rapp ort

à quelles géo désiques on dé�nit la c h ute libre). Cette question de la form ulation

"observ able" a suscité un vif et in tense débat, et il n'est pas dans l'ob jectif de

ces dév elopp emen ts d'en commen ter tous les asp ects. Cep endan t, je v oudrais for-

m uler ici quelques remarques

1

et indiquer le c hoix qu'elles m'on t amené à faire.

P our commencer, insistons sur le fait que les observ ables ph ysiques, en tan t que

grandeurs adimensionnées, ne dép enden t pas de la représen tation c hoisie. P our

ce faire, décriv ons l'exp érience suiv an te dans les deux représen tations. On consi-

dère un lab oratoire de p etite taille en c h ute libre dans le p oten tiel gra vitationnel

du Soleil ; dans ce lab oratoire, on soumet un électron de masse m à un c hamp

magnétique constan t

!
B orthogonal à la vitesse initiale de l'électron

!
vi dans le ré-

féren tiel du lab oratoire. On se place dans le référen tiel en c h ute libre attac hé au

lab oratoire dans c hacune des deux représen tations, c'est-à-dire, par rapp ort à ~g��

dans la représen tation de Dic k e-Jordan, et par rapp ort à g�� dans celle d'Einstein.

On notera le tenseur électromagnétique F�� = 2A [�;� ] où A � est le 4-p oten tiel du

c hamp électromagnétique. L'action de Dic k e-Jordan s'écrit, après passage dans le

1

Je tiens à remercier Gilles Esp osito-F arèse p our les discussions qui on t conduit à ces ré-

�exions.
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référen tiel lo cal (on tranforme ~g�� en � �� ) :

S = � m
Z

d~s � e
Z

A � dx�
. (4.2.12)

L'équation du mouv emen t de l'électron s'écrit donc :

d~u�

d~�
=

e
m

F�� ~u�
, (4.2.13)

où ~u� � dx� =d~� est la 4-vitesse de l'électron dans le référen tiel de Dic k e-Jordan.

D'autre part, l'action dans la représen tation d'Einstein est obten ue en remplaçan t

~g�� par A2(' )g�� , puis en prenan t la limite g�� ! � �� :

S = � m
Z

A(' )ds � e
Z

A � 2(' )A � dx�
, (4.2.14)

et l'équation du mouv emen t est alors, si l'on supp ose que ' est constan t sur les

éc helles de temps et d'espace mises en jeu par l'exp érience :

2

du�

d�
=

e
mA(' )

F�� u�
, (4.2.15)

a v ec u� � dx� =d� la 4-vitesse de l'électron dans le référen tiel d'Einstein. La

fréquence cyclotron de l'électron est donc di�éren te dans les deux représen ta-

tions : dans celle de Dic k e-Jordan, elle s'écrit � JF = e=m, et dans celle d'Einstein,

� EF = e=(mA(' )) , comme si la masse inertielle de l'électron dép endait alors du

c hamp ' . Cep endan t, ce résultat ne doit pas surprendre : il existe bien une seule v a-

leur observ ationnelle de la fréquence cyclotron de l'électron. En e�et, la fréquence

d'une même horloge v arie en tre les deux représen tations, et le rapp ort des fré-

quences d'horloge et donné par f EF =f JF = A � 1(' ) , ce qui assure que les rapp orts

� EF =fEF et � JF =f JF , qui son t les seules quan tités observ ables en tan t qu'elles son t

adimensionnées, son t égaux. Lo calemen t, on ne p eut donc pas détecter la présence

du c hamp scalaire par des exp ériences non gra vitationnelles. C'est bien ce qui est

allégué par le princip e d'équiv alence faible. Cet exemple illustre l'imp ortance du

fait de considérer des grandeurs adimensionées. En e�et, la présence du c hamp

scalaire équiv aut, lorsque celui-ci est constan t du moins, à un simple rééc helon-

nage des unités de mesure de temps et d'espace. Aussi est-il imp ortan t de mo di�er

de façon cohéren te, comme nous l'a v ons vu ci-dessus, tous les étalons de mesure

lorsque l'on passe d'une représen tation à l'autre. L'exemple de la fréquence cyclo-

tron explique p ourquoi la représen tation de Dic k e-Jordan est app elée observ able :

2

Ceci paraît raisonnable si ce c hamp est d'origine cosmologique, et nous v errons que dans

la limite p ost-newtonienne des théories scalaire-tenseur, la con tribution dominan te au c hamp

scalaire dans le système solaire est donnée par sa v aleur cosmologique.
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dans ce cadre-là, en e�et, les équations non gra vitationnelles ne son t pas mo di�ées,

et par conséquen t, les étalons ne fon t pas in terv enir le c hamp scalaire, con traire-

men t à ce qui se passe dans la représen tation d'Einstein. Généralemen t, au cours

d'un raisonnemen t ph ysique, le rapp ort d'une mesure dimensionnée à son étalon

est implicite, et on parle toujours de grandeurs dimensionnées (ce sera par exemple

le cas, en cosmologie, du taux d'expansion de l'Univ ers, qui est homogène à l'in-

v erse d'un temps), raison p our laquelle dans tout ce qui suivra, on calculera les

grandeurs dimensionnées observ ables dans la représen tation de Dic k e-Jordan, sans

p our autan t conférer à cette dernière un statut on tologique particulier. Ce c hoix

est seulemen t commo de : tan t que le c hamp scalaire est dans une con�guration

statique, comme ci-dessus, la dé�nition de l'observ able dans la représen tion d'Ein-

tein ne p ose aucun probleme (c'est simplemen t une reparamétrisation conforme),

mais nous v errons (en particulier p our le taux d'expansion de l'Univ ers), que les

c hoses son t plus délicates dans le cas général.

P our terminer cette discussion de l'équiv alence des représen tations, il est in té-

ressan t de rev enir sur le lien don t nous a v ons parlé dans la section précéden te en tre

v ariation du con ten u n umérique des lois non-gra vitationnelles et non-univ ersalité

de la c h ute des corps don t l'énergie in terne est principalemen t de nature gra vita-

tionnelle. Nous a v ons en e�et inclus dans le terme de princip e d'équiv alence fort

(PEF), l'exigence que ces deux phénomènes n'appartiennen t pas en propre à la

gra vitation. L'exemple de la fréquence cyclotron ci-dessus nous a mon tré que dans

la représen tation d'Einstein, la masse inertielle des particles dép end explicitemen t

du c hamp scalaire ' . D'autre part, l'action dans la représen tation de Dic k e-Jordan

(4.2.4) suggère que le couplage gra vitationnel e�ectif ressen ti par un corps dép end,

dans cette représen tation, du c hamp scalaire � ; si l'on dé�nit

3 Gef f = G=� , on

v oit dans les équations (4.2.8)-(4.2.10) que le couplage de l'énergie-impulsion à la

métrique est exactemen t Gef f , et non G. Comme nous a v ons vu que les observ ables

son t les mêmes dans les deux représen tations, cette structure suggère donc qu'il

existe une équiv alence (une dégénérescence) en tre v ariation du couplage gra vita-

tionnel et v ariation de la masse inertielle des corps. Cela se comprend très bien

dans la mesure où, dans les exp ériences gra vitationnelles, c'est toujours le pro duit

du couplage et de la masse inertielle qui in tervien t (p enser à l'équation de P oisson

ou à l'expression de la force gra vitationnelle en mécanique newtonienne).

4.2.3 Con train tes observ ationnelles

Les tests de la gra vitation dans le système solaire son t nom breux et précis [75],

que se soien t les tests classiques (dé�ection de la lumière, retard Shapiro, a v ance

3

Dans la sous-section suiv an te nous v errons que dans une exp érience de t yp e Ca v endish p er-

mettan t de mesurer le couplage gra vitationnel, celui-ci est légèremen t di�éren t de Gef f tel que

dé�ni ici. Cela n'a�ecte cep endan t pas la présen te discussion.
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du p érihélie de Mercure), ou d'autres plus récen ts (e�et Nordv edt). Il existe un

cadre général p ermettan t de tester toutes les théories métriques de la gra vitation :

le formalisme p ost-newtonien, don t nous allons rapidemen t décrire les résultats

p our une théorie scalaire-tenseur. Ces résultats s'exprimen t à l'aide de la paramé-

trisation d'Eddington [75]. Considéran t une masse p onctuelle isolée M , on décrit

l'espace-temps autour de cette masse par une métrique statique à symétrie sphé-

rique, asymptotiquemen t plate, a v ec l'élémen t de longueur suiv an t :

ds2 = �
�

1 �
RS

r
+

� � 

2

R2
S

r 2

�
dt2 +

�
1 + 


RS

r

�
dr2 + r 2d
 2

, (4.2.16)

où RS = 2GM . P our 
 = � = 1 , cet élémen t de longueur corresp ond exactemen t

à celui de la métrique de Sw c harzsc hild en Relativité Générale, RS étan t le ra y on

de Sw c harzsc hild. Les paramètres 
 et � son t les paramètres p ost-newtoniens ; ils

traduisen t commen t la masse M agit sur l'espace-temps p our une théorie métrique

de la gra vitation donnée. Dans le cas d'une théorie scalaire-tenseur, ces paramètres

son t reliés aux paramètres de la théorie par [73]

4

:

� � 1 =
1
2

� 2(' 0)
(1 + � 2(' 0))2

d�
d'

(' 0) (4.2.17)


 � 1 = � 2
� 2(' 0)

1 + � 2(' 0)
, (4.2.18)

(4.2.19)

où ' 0 est la v aleur du c hamp scalaire ' à l'in�ni spatial, que l'on iden ti�e à la v aleur

cosmologique du c hamp scalaire aujourd'h ui, dans la mesure où le système solaire,

décrit par la métrique statique à symétrie sphérique, est considéré plongé dans

l'Univ ers en expansion. Ce résultat est obten u en considéran t d'une part que ' 0

est constan te, ce qui est raisonnable puisque son temps caractéristique de v ariation

est cosmologique, donc b eaucoup plus long que les temps caractéristiques dans le

système solaire (notammen t celui d'une exp érience) ; d'autre part, on néglige l'e�et

du p oten tiel V(' ) en considéran t que (d2V=d' 2)( ' 0) � M , ce qui est raisonnable

p our toute application cosmologique. De plus, la constan te de gra vitation e�ectiv e,

telle que mesurée par une exp érience de t yp e Ca v endish est donnée par :

Gef f = GA2(' 0)
�
1 + � 2(' 0)

�
. (4.2.20)

Les con train tes à ce jour p orten t essen tiellemen t sur le paramètre 
 , le para-

mètre � étan t con train t moins précisémen t à un ordre de grandeur près. La mesure

4

La métrique corresp ondan t à (4.2.16) est exprimée dans le Dic k e-Jordan frame, mais les

tildes son t oubliées ici p our simpli�er l'écriture.
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la plus précise rep ose sur l'e�et Shapiro subi par les signaux radios en tre la T erre

et la sonde Cassini lorqu'ils passen t au v oisinage du Soleil, et donne [76] :


 � 1 = (2:1 � 2:3) � 10� 5
. (4.2.21)

On en déduit donc, p our une théorie scalaire-tenseur, que :

� (' 0) � 10� 3
. (4.2.22)

Ce test imp ose donc à la théorie d'être très pro c he de la Relativité Générale au-

jourd'h ui : la v aleur cosmologique du c hamp scalaire doit être telle que le couplage

à la matière n'est que d'une partie p our mille aujourd'h ui. Ce résultat est une

motiv ation imp ortan te p our trouv er des théories scalaire-tenseur qui p ossèden t

un mécanisme cosmologique d'attraction v ers la Relativité Générale. En e�et, en

l'absence d'un tel mécanisme, comme p our une théorie de Brans-Dic k e classique,

la con train te p ost-newtonienne (4.2.22) imp ose à la théorie d'être très pro c he de

la Relativité Générale duran t toute l'histoire cosmologique : si l'on v eut étudier

des e�ets signi�catifs de la présence du c hamp scalaire, il faut donc lui p ermettre

de dévier des ' 0 qui satisfon t à (4.2.22), tout en assuran t qu'au temps longs, il

con v erge v ers un tel ' 0 . Nous reviendrons sur ce p oin t lorsque nous traiterons de

la dynamique cosmologique des théories scalaire-tenseur.

4.3 Cosmologies scalaire-tenseur

Le con texte général des théories scalaire-tenseur étan t bien établi, nous don-

nerons dans cette section les équations des c hamps appliquées aux cosmologies

homogènes et isotrop es. L'h yp othèse d'homogénéité et d'isotropie s'appliquan t à

l'Univ ers observ able, nous supp oserons donc que l'élémen t de longueur dans la re-

présen tation de Dic k e-Jordan prend la forme déduite de la métrique de F riedmann-

Lemaître-Rob ertson-W alk er :

d~s2 = � d~t2 + ~a2(~t)
�

dr2

1 � kr 2
+ r 2d� 2 + r 2 sin2 �d 2

�
. (4.3.1)

De plus, en dé�nissan t dt = A � 1(' )d~t et a(t) = A � 1(' )~a(~t) , comme l'élémen t

de longueur dans la représen tation d'Einstein s'écrit ds2 = A � 2(' )d~s2
d'après la

relation conforme en tre les deux représen tations, on a :

ds2 = � dt2 + a2(t)
�

dr2

1 � kr 2
+ r 2d� 2 + r 2 sin2 �d 2

�
, (4.3.2)

si bien que dans ces co ordonnées, l'Univ ers homogène et isotrop e a une métrique

de FLR W dans la représen tation d'Einstein égalemen t. Le �uide cosmologique
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est décrit par le tenseur énergie-impulsion d'un �uide parfait de densité d'énergie

~� et de pression ~p dans la représen tation de Dic k e-Jordan, ce �uide a y an t une

densité d'énergie � = A4(' )~� et une pression p = A4(' )~p dans la représen tation

d'Einstein, d'après la relation (4.2.11). Les équation des c hamps s'écriv en t donc,

dans la représen tation d'Einstein :

H 2 =
8�G�

3
+

1
3

_' 2 +
2
3

V(' ) �
k
a2

(4.3.3)

•a
a

= �
4�G

3
(� + 3p) �

2
3

_' 2 +
2
3

V(' ) (4.3.4)

•' + 3H _' +
dV
d'

= � 4�G� (' )( � � 3p) (4.3.5)

_� + 3H (� + p) = � (' )( � � 3p) _' , (4.3.6)

où, comme à l'accoutumée, H = _a=a est le paramètre de Hubble, et _u � du=dt.

Dans la représen tation de Dic k e-Jordan, on a, de façon équiv alen te, a v ec

~H =
(d~a=d~t)=~a :

~H 2 =
8�G ~�

3�
+

! (�)
6� 2

�
d�
d~t

� 2

�
~H
�

d�
d~t

+
U(�)
3�

�
k
~a2

(4.3.7)

1
~a

d2~a
d~t2

= �
4�G
3�

(~� + 3~p) �
! (�)
3� 2

�
d�
d~t

� 2

�
~H

2�
d�
d~t

�
1

2�
d2�
d~t2

+
U(�)
3�

(4.3.8)

(3 + 2! (�))
d2�
d~t2

= 8�G (~� � 3~p) � 15~H
d�
d~t

+ 4U(�) � 2�
dU
d�

+
�

! (�)
2�

�
d!
d�

� �
d�
d~t

� 2

(4.3.9)

~� + 3 ~H (~� + ~p) = 0 . (4.3.10)

La comparaison des systèmes (4.3.3)-(4.3.6) et (4.3.7)-(4.3.10) fait apparaître la

complexité des équations dans la représen tation de Dic k e-Jordan. Dans la repré-

sen tation d'Einstein au con traire, les équations de la dynamique des c hamps son t

tout à fait standard, à l'exception de l'équation p ortan t sur le �uide cosmologique,

qui s'in tègre de toute façon très simplemen t, dans le cas d'un �uide barotropique

a v ec p = !� (qui est équiv alen t à ~p = ! ~� ) en :

� (a) / A(' )1� 3! a� 3(1+ ! )
. (4.3.11)

On aura donc tout in térêt à étudier la dynamique dans la représen tation d'Einstein,

p our ensuite calculer explicitemen t les observ ables dans la représen tation de Dic k e-

Jordan.



Chapitre 5

Dynamiques cosmologiques des

théories scalaire-tenseur

Dans ce c hapitre, nous allons étudier la dynamique cosmologique des théories

scalaire-tenseur, c'est-à-dire le comp ortemen t des solutions du système (4.3.3)-

(4.3.6). Cette étude a été longuemen t dév elopp ée par le passé, principalemen t

p our des c hamps scalaires sans p oten tiel [77 , 78]. Nous résumerons ces résultats

an térieurs, puis nous analyserons ce qui se passe dans le cas où le c hamp scalaire

p ossède un p oten tiel d'auto-in teraction. Cette analyse est capitale p our s'assurer

que l'on étudie, lorsque l'on s'in tèresse aux conséquences observ ables de la présence

du c hamp scalaire, des théories qui p euv en t con v erger v ers la Relativité Générale

aux temps longs, a�n de satisfaire les con train tes obten ues dans le système solaire.

P our mener à bien cette étude, inspiré par les tra v aux cités ci-dessus [77 , 78], on

p eut commencer par dériv er du système (4.3.3)-(4.3.6) une équation indép endan te

p our le c hamp scalaire ' . A cette �n, in tro duisons le paramètre d'év olution � =
ln(a) tel que d� = Hdt . En c hoisissan t de noter u0 � du=d� p our toute fonction u
de R dans R, on obtien t par quelques manipulations l'équation :

2(1 � � (� ) + � (�; ' ))
3 � ' 02

'
00

+ (1 � wb(� ) �
4
3

� (� ) + 2 � (�; ' )) '
0

= � �( �; ' ) � (1 � 3wb)� (' ) , (5.0.1)

dans laquelle on a dé�ni :

� (� ) =
3k

8�G� (� )a2(� )
, wb(� ) =

p(� )
� (� )

� (�; ' ) =
V(' )

4�G� (� )
, �( �; ' ) =

1
4�G� (� )

dV(' )
d'

.

Dans un espace plat ( k = 0 ), si wb = cste (par exemple si l'on a un seul �uide

barotropique), cette équation est manifestemen t autonome p our une théorie sans

83
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p oten tiel : V(' ) � 0, mais ses co e�cien ts dép enden t explicitemen t du temps dès

lors que le c hamp scalaire acquiert un terme d'auto-in teraction. C'est hélas ce qui

rendra cette métho de p eu utile p our étudier ces dernières théories. En rev anc he,

dans le cas où V(' ) � 0, nous allons p ouv oir mener une analyse complète.

5.1 Les c hamps scalaires sans auto-in teraction

Commençons par supp oser que k = 0 . Alors, en p osan t X = ' et Y = '
0

,

l'équation (5.0.1) donne :

�
X
Y

� 0

= F (X; Y ) =
�

Y
Y 2 � 3

2 ((1 � wb)Y + (1 � 3wb)� (X ))

�
. (5.1.1)

Si l'on se place dans une ère précise, on p eut p oser que wb est une constan te. Le

système étan t autonome, on trouv e alors naturellemen t les p oin ts �xes

1

:

�Y = 0 et

wb =
1
3

( �X quelconque ) ou

�X = � � 1(0) .

(5.1.2)

Dans cette section � � 1
représen te l'in v erse de la fonction � supp osée au moins

C

1
. Ainsi, dans le cas d'un �uide relativiste, a v ec wb = 1=3, le c hamp scalaire est

découplé de la matière, sa vitesse est amortie et le c hamp se gèle à une v aleur �nie

dép endan t des conditions initiales. La solution exacte prend alors la forme [77] :

' (� ) = ' 1 �
p

3 ln
�
K exp(� � ) + (1 + K 2 exp(� 2� ))1=2

�
, (5.1.3)

où ' 1 est la v aleur du c hamp sur l'attracteur ( � ! + 1 ), et :

K =
'

0

0p
3 � ' 02(0)

a v ec '
0

0 = '
0
(0) . (5.1.4)

Le c hamp se gèle alors sur l'attracteur à la v aleur :

' 1 = ' (0) +

p
3

2
ln

 
1 + '

0

0=
p

3

1 � ' 0

0=
p

3

!

. (5.1.5)

1

Le cas d'un mo dèle de Brans et Dic k e, a v ec � = cste n'est pas traité ici, car les con train tes

p ostnewtoniennes forcen t � à être très p etit, si bien que le c hamp scalaire n'a aucune incidence

cosmologique observ able. Dans la limite où j'
0
j �

p
3, on p eut trouv er la solution exacte :

' (� ) = (2 exp( � 3(1 � wb)�= 2)=3 + (1 � 3wb�� )) =(wb � 1).
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Dans le cas d'un �uide a v ec wb 6= 1=3, le c hamp se gèle à une v aleur

�X = � � 1(0) ,

corresp ondan t à la Relativité Générale ( � ( �X ) = 0 ). Si le p oin t ( �X; �Y) est stable,

nous a v ons alors un mécanisme de con v ergence dynamique de la théorie scalaire-

tenseur v ers la Relativité Générale, tan t que wb 6= 1=3. C'est un p oin t très imp or-

tan t dans la mesure où les con train tes p ostnewtonniennes con traignen t la v aleur du

c hamp aujourd'h ui à être telle que la théorie di�ère p eu de la Relativité Générale.

Une con v ergence dynamique au cours de l'histoire cosmologique (notammen t du-

ran t l'ère dominée par la matière, a v ec wb = 0 ) est donc une propriété in téressan te

dans la mesure où elle p ermet d'en visager des déviations passées à la Relativité

Générale tout en assuran t une déviation faible aujourd'h ui. Il nous faut donc exa-

miner la nature du p oin t �xe ( �X; �Y) = ( � � 1(0); 0). La di�éren tielle du c hamp de

v ecteurs F (X; Y ) de (5.1.1) est :

DF (X; Y ) =
�

0 1
Y 2 � 3

2 (1 � 3wb) d�
dX (X ) 3

2(1 � wb)(Y 2 � 1) + (1 � 3wb)Y � (X )

�
.

(5.1.6)

P our wb = 1=3, les v aleurs propres de cette di�éren tielle prise en ( �X; 0) son t 0
et � 1 ; on ne p eut donc pas conclure sur la stabilité de cet équilibre par cette

métho de. En fait c'est un équilibre stable, ce que l'on p eut v éri�er en remarquan t

que la fonction E('; '
0
) = � ln(1 � '

02=3) est une fonction de Ly apuno v p our la

solution. P our wb 6= 1=3, la di�éren tielle (5.1.6) prise en (� � 1(0); 0) a deux v aleurs

propres :

v1;2 = �
3
4

(1 � wb)

 

1 �

s

1 �
8
3

1 � 3wb

(1 � wb)2

d�
dX

( �X )

!

. (5.1.7)

Dans la suite, on se restreindra au cas où wb < 1, qui con tien t tous les cas in téres-

san ts p our la cosmologie. Deux cas mènen t à v1;2 = � 3(1� wb)=2� ib, c'est-à-dire à

un équilibre asymptotiquemen t stable attein t par une suite (in�nie) d'oscillations

amorties :

wb <
1
3

et

d�
dX

( �X ) >
3
8

(1 � wb)2

1 � 3wb
,

wb >
1
3

et

d�
dX

( �X ) <
3
8

(1 � wb)2

1 � 3wb
.

En�n, si l'argumen t sous la racine est p ositif, deux cas mènen t à des v aleurs propres

réelles strictemen t négativ es, donc à un équilibre asymptotiquemen t stable attein t

sans oscillation :

wb >
1
3

et

d�
dX

( �X ) < 0 ,

wb <
1
3

et

d�
dX

( �X ) > 0 .
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Remarquons le cas particulier d'une ère dominée par la matière ordinaire : wb = 0 .

Alors, l'équilibre est stable si et seulemen t si (d�=dX )( �X ) > 0, le c hamp connais-

san t des oscillations si (d�=dX )( �X ) > 3=8 et pas d'oscillations si (d�=dX )( �X ) <
3=8. Ainsi, il su�t que la fonction de couplage ait une dériv ée p ositiv e au v oisi-

nage de l'attracteur p our qu'il existe un mécanisme de con v ergence duran t l'ère

dominée par la matière, assuran t dès lors que les con train tes p ostnewtoniennes

seron t v éri�ées par la théorie. La �gure 5.1.1 présen te la dynamique de certaines

théories dans le plan de phase, au v oisinage du p oin t critique asso cié. P ar le théo-

rème d'Hartman-Grossmann, le p ortrait de phase au v oisinage du p oin t critique

est top ologiquemen t équiv alen t au p ortrait de phase du linéarisé (5.1.6), p our un

système h yp erb olique (c'est-à-dire un système don t le linéarisé n'a pas de v aleur

propre de partie réelle n ulle).

Lorsque le système n'est pas h yp erb olique, c'est-à-dire si (d�=dX )( �X ) = 0 ou

! b = 1 , il faut in tégrer l'ensem ble du système p our obtenir le p ortrait de phase. Je

me suis e�orcé, p our le cas (d�=dX )( �X ) = 0 de trouv er une fonction de Ly apu-

no v, mais je n'en ai pas trouv é : bien qu'il existe des fonctions strictemen t décrois-

san tes le long des solutions, elles ne son t pas dé�nies sur un v oisinage compact du

p oin t critique. On trouv era une analyse de ce t yp e de théories scalaire-tenseur par

d'autres métho des dans [79, 80].

5.2 Les c hamps scalaires a v ec auto-in teraction

Lorsque le c hamp scalaire p ossède un p oten tiel (ou les sections spatiales une

courbure non n ulle), l'équation (5.0.1) n'est plus autonome, si bien que toutes les

tec hniques usuelles d'étude des attracteurs ne p euv en t plus être utilisées. P our

certaines formes de p oten tiels et de couplages (il faut que l'un et l'autre soien t

in v ersibles), cep endan t, il est p ossible de réécrire le système sous une forme auto-

nome, en in tro duisan t des v ariables adimensionnées ; on trouv era une description

de ces métho des dans [51] et les références citées dans cette monographie. Dans

cette section, nous allons présen ter les princip es d'une métho de di�éren te, qui, a

priori, s'applique à toutes les théories p ossibles. Utilisée p our étudier la dynamique

cosmologique en présence d'un c hamp scalaire, tan t minimalemen t couplé [81, 82 ],

que non-minimalemen t couplé [83], elle rep ose sur le princip e de Maup ertuis-Jacobi

[82, 84].

5.2.1 Métho de de Maup ertuis-Jacobi

Dans le but d'éclairer cette métho de considérons un système de mécanique

classique lagrangienne caractérisé par N v ariables de con�guration (qi )i 2f 1;2;::N g
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X

Y

X

Y

Fig. 5.1.1 � P ortraits de phase au v oisinage du p oin t critique (0,0) p our � (' ) = �'
et wb = 0 . La �gure du dessus mon tre le cas où � = 1 > 3=8, et la �gure du dessous

le cas où � = 0:2 < 3=8.

don t le lagrangien s'écrit :

L (qk ; _qk) =
1
2

gij (qk) _qi _qj � V(qk) , (5.2.1)

a v ec _qk � dqk=dt, et gij une métrique riemannienne sur l'espace des con�gurations.

En dé�nissan t les impulsions généralisées :

pi �
@L
@_qi

= gij _qj
, (5.2.2)

on p eut alors écrire le hamiltonien du système :

H(qk ; pk) � _qi pi � L =
1
2

gij pi pj + V(q) . (5.2.3)
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Les équations d'Euler-Lagrange corresp ondan t à (5.2.1) s'écriv en t :

8i 2 f 1; 2; :::; Ng , •qi + � i
jk _qj _qk = � gij @j V(qk) , (5.2.4)

où � i
jk � 1

2gil (@j glk + @kgj l � @lgij ) représen te l'ensem ble des connections a�nes

asso ciées à la métrique gij . Le hamiltonien (5.2.3) est simplemen t l'énergie totale

du système à N degrés de lib erté. C'est une constan te du mouv emen t. P our une

v aleur donnée de cette énergie totale, E , les tra jectoires dans l'espace des phases

P à 2N dimensions son t donc con train tes à rester sur une h yp ersurface CE =
f (qk ; pl ) 2 P ; H (qk ; pl ) = Eg � P . De plus, dans l'espace des con�gurations Q , les

tra jectoires son t con ten ues dans le domaine :

DE = f qk 2 Q ; V(qk) � Eg , (5.2.5)

don t le b ord év en tuel est @Q = f qk 2 Q ; V(qk) = Eg . A l'in térieur de DE ,

c'est-à-dire sur DE n @DE , en in tro duisan t le paramètre a�ne s tel que :

ds
dt

= 2
�
E � V(qk)

�
, (5.2.6)

on p eut mettre les équations du mouv emen t (5.2.4) sous la forme suiv an te :

8i 2 f 1; 2; :::; Ng,

d2qi

ds2
+ �̂ i

jk
dqj

ds
dqk

ds
= 0 , (5.2.7)

a v ec �̂ i
jk � 1

2ĝil (@j ĝlk + @k ĝj l � @l ĝij ) , et :

ĝij = 2( E � V(qk))gij . (5.2.8)

Ainsi, les équations du mouv emen t son t équiv alen tes, sur l'in térieur de DE , aux

équations des géo désiques de la métrique e�ectiv e ĝij . L'étude des propriétés mé-

triques de l'espace des con�gurations vu comme une v ariété di�éren tiable de dimen-

sion N m unie de la métrique ĝij p ermet de caractériser la dynamique du système.

5.2.2 Cosmologie a v ec un c hamp scalaire

Nous allons v oir que la métho de décrite précédemmen t s'applique bien à l'étude

d'un Univ ers de F riedmann en présence d'un c hamp scalaire. Considéran t une théo-

rie scalaire-tenseur en présence d'un c hamp de matière  m , le lagrangien s'écrit,

génériquemen t :

L = ( R � 2g�� @� '@� ' � 4V(' ) + F (g�� ; ';  m ))
p

� g , (5.2.9)
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où F est une fonctionnelle prenan t en compte les couplages explicites à la matière,

et où l'on a p osé 16�G = 1 . En particularisan t ce lagrangien p our un Univ ers ho-

mogène et isotrop e, don t la métrique est celle de F riedmann-Lemaître-Rob ertson-

W alk er, a v ec un c hamp de matière considéré comme un �uide parfait barotropique

de densité d'énergie � et de pression p = ( 
 � 1)� , l'action p eut s'écrire (on note

_u � du=dt) :

S =
Z

L(a; '; _a; _' )dt , (5.2.10)

a v ec :

L (a; '; _a; _' ) = � 6a_a2 + 2a3 _' 2 + 6ka � 4a3V(' ) + a3F (a; ' ) . (5.2.11)

Il reste à déterminer la fonctionnelle F . P our ce faire, on écrit les équations d'Euler-

Lagrange du lagrangien (5.2.11) et on écrit qu'elles doiv en t être équiv alen tes aux

équations des c hamps (4.3.3)-(4.3.6). Cela donne deux équations p our F , à sa v oir :

�
1
2

F (a; ' ) �
a
6

@F
@a

(a; ' ) = �
1
2

(
 � 1)� (5.2.12)

@F
@'

(a; ' ) = � � (' )(4 � 3
 )� . (5.2.13)

� p eut être déterminé à l'aide de l'équation de conserv ation dans la représen tation

de Dic k e-Jordan, en utilisan t la transformation conforme : � = A4� 3
 (' )a� 3

. On

p eut alors résoudre les équations (5.2.12)-(5.2.13), et l'on trouv e, à une constan te

près :

F (a; ' ) = � � 0A4� 3
 (' )a� 3

. (5.2.14)

Donc, le lagrangien considéré dans cette section prend la forme suiv an te :

L (� A ; � B ) =
1
2

GAB (� C ) _� A _� B � W(� C ) , (5.2.15)

où l'on a dé�ni les v ariables de con�gurations :

(� 1; � 2) � (a; ' ) , (5.2.16)

le p oten tiel :

W(� C ) � 4a3V(' ) + � 0A4� 3
 (' )a3(1� 
 ) � 6ka , (5.2.17)

et la métrique sur l'espace de con�guration :

GAB (� C ) �
�

� 12a 0
0 4a3

�
, (5.2.18)
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les indices A,B,C prenan t leurs v aleurs dans f 1; 2g. C'est exactemen t la forme du

lagrangien (5.2.1) ; ici, l'espace de con�guration est bidimensionnel. Les impulsions

asso ciées aux v ariables de con�gurations (a; ' ) son t :

p1 = � 12a_a (5.2.19)

p2 = 4a3 _' , (5.2.20)

et le hamiltonien s'écrit :

H(� C ; pC ) = 6 a3

 

�
�

_a
a

� 2

�
k
a2

+
1
3

_' 2 +
2
3

V(' ) +
� 0

6
A4� 3
 (' )a� 3


!

. (5.2.21)

En comparan t cette expression a v ec la première équation du système (4.3.3), on

v oit immédiatemen t que, le long des tra jectoires :

H(� C ; pC ) = 0 . (5.2.22)

T out le formalisme de la section précéden te p eut donc être appliqué, en p osan t

E = 0 . Si W(� C ) � 0, les équations du mouv emen t son t automatiquemen t les

géo désiques asso ciées à la métrique (5.2.18). Dans le cas con traire, on dé�nit la

métrique sur l'espace de con�guration :

ĜAB (� C ) � � 2jW(� C )jGAB , (5.2.23)

et le paramètre a�ne s tel que :

ds
dt

= � 2W(� C ) . (5.2.24)

Alors, les tra jectoires dans l'espace des con�gurations son t exactemen t les géo dé-

siques de la métrique (5.2.23) parcourue a v ec le paramètre a�ne s :

d2� A

ds2
+ �̂ A

BC
d� B

ds
d� C

ds
= 0 . (5.2.25)

De plus, la con train te H(� A ; pA ) = 0 s'écrit :

ĜAB
d� A

ds
d� B

ds
= Sgn(W(� C )) , (5.2.26)

ce qui mon tre que les géo désiques corresp ondan t aux tra jectoires son t de �genre a�

si W > 0 et de �genre ' � si W < 0. Cette dénomination est une réminiscence du

langage utilisé dans le cas de la métrique d'espace-temps : on remarque en e�et que

dans la métrique (5.2.23), a joue le rôle d'un temps dans une v ariété lo calemen t



5.2. LES CHAMPS SCALAIRES A VEC A UTO-INTERA CTION 91

di�éomorphe à un espace-temps de Mink o wski (co e�cien t de la métrique Ĝ11 né-

gatif ), et ' le rôle d'une dimension d'espace (co e�cien t Ĝ22 p ositif ). En princip e,

l'étude des propriétés de la métrique ĜAB , c'est-à-dire essen tiellemen t de celles

des géo désiques (5.2.25), p ermet de caractériser la dynamique du c hamp scalaire

cosmologique. La métrique (5.2.25) est manifestemen t conformémen t reliée à la

métrique de Milne :

ds2 = � ĉ2 da2

a2
+ d' 2

, (5.2.27)

où ĉ2 � 3. P ar le c hangemen t de v ariable � = ln( a) , (5.2.25) est donc conformémen t

reliée à un espace de Mink o wski :

ds2 = � ĉ2d� 2 + d' 2
. (5.2.28)

Le cône de lumière de (5.2.25) est donc exactemen t celui de la métrique de Min-

k o wski (5.2.28) :

'̂ � = � ĉ� + cste , (5.2.29)

et ĉ joue le rôle de �vitesse� limite dans l'espace des con�gurations (�; ' ) .

P our c haque t yp e de p oten tiel V(' ) , de couplage A(' ) et de matière carac-

térisée par 
 , on p eut trouv er une suite de c hangemen t de v ariables T(�; ' ) et

X (�; ' ) , p ermettan t de réécrire la métrique (5.2.25) sous la forme d'une métrique

de Mink o wski

2

:

dŝ2 = � dT2 + dX 2
. (5.2.30)

La suite de l'étude consiste donc à examiner la structure du cône de lumière dans

ces co ordonnées (T; X ) , p our lesquelles les géo désiques son t simplemen t des droites.

Cela devrait p ermettre, à terme, de caractériser le comp ortenmen t asymptotique

des théories scalaire-tenseur en présence d'un p oten tiel et d'un c hamp de matière.

Des résultats préliminaires sem blen t indiquer que duran t une ère dominée par la

radiation ( 
 = 4=3), il existe une di�érence imp ortan te en tre un p oten tiel de la

forme V(' ) / ' 2
et des p oten tiels plus raides : V(' ) / ' 2n

a v ec n > 1. En e�et,

les géo désiques sem blen t se rappro c her du cône de lumière dans le premier cas et

pas dans le second, ce qui tendrait à signi�er que les théories a v ec V(' ) / ' 2

son t instables duran t une ère dominée par la radiation, a v ec une vitesse du c hamp

d'=d� tendan t v ers

p
3, et donc une con tribution énergétique 
 ' tendan t v ers

1 : aux temps longs, la dynamique serait alors dominée par le c hamp scalaire,

lequel se comp orterait comme un �uide de matière raide. Ces résultats son t très

préliminaires et demanden t à être v éri�és en détail, mais la métho de présen tée

ci-dessus sem ble prometteuse.

2

Ces c hangemen ts de v ariables son t tout à fait analogues à ceux utilisés dans le cadre de

l'étude des trous noirs, et menan t à la construction de diagramme de Carter-P enrose[4 , 2].
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Chapitre 6

E�ets cosmologiques

Dans ce c hapitre, nous allons nous in téresser à quelques conséquences cosmolo-

giques des théories scalaire-tenseur. Dans une première section, nous ab orderons un

des tests cen traux des scénarios cosmologiques non standard : la n ucléosyn thèse pri-

mordiale. En particulier, nous v errons que l'existence d'un degré de lib erté scalaire

p our la gra vitation duran t l'ère dominée par la radiation p eut expliquer l'ab on-

dance anormale de

7
Li observ ée dans les étoiles. Puis, dans une seconde section,

nous présen terons succinctemen t les mo di�cations attendues dans la formation des

structures en raison de la présence d'un c hamp scalaire explicitemen t couplé à la

matière.

6.1 Nucléosyn thèse primordiale

La n ucléosyn thèse primordiale est l'un des piliers du mo dèle de Big-Bang c haud

en tan t qu'elle constitue le seul phénomène ph ysique primordial (à l'exception no-

table cep endan t de la formation d'év en tuels défauts top ologiques lors des brisures

sp on tanées de symétrie, électrofaible par exemple) su�sammen t bien compris sur

des bases extérieures à la cosmologie. L'idée, fréquemmen t exprimée et bien plus

souv en t encore implicite, selon laquelle les récen tes mesures des �uctuations du

fond de ra y onnemen t cosmologique seraien t un test p ermettan t de con traindre

de façon univ o que la micro-ph ysique de l'Univ ers très primordial, et notammen t

les scénarios in�ationnaires doit en e�et être n uancée : les con train tes ainsi obte-

n ues dép enden t fortemen t du mo dèle c hoisi p our décrire l'expansion de l'Univ ers

au cours de cette p ério de primordiale, ainsi que dans les phases plus tardiv es ;

en atteste la profusion de mo dèles de l'Univ ers primordial p ermettan t, a v ec ou

sans phase in�ationnaire, de générer un sp ectre de �uctuations initiales quasi-

men t in v arian t d'éc helle. Si bien qu'il est aujourd'h ui imp ossible de v alider (et

d'ailleurs d'in v alider) nom bre de scénarios de l'Univ ers (j'en tends par là la ph y-

93
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sique non-gra vitationnelle, c'est-à-dire celle qui "se déroule" au sein de l'Univ ers

en expansion) an térieuremen t à la n ucléosyn thèse primordiale, sinon par des argu-

men ts théoriques. Ce n'est pas le cas de la n ucléosyn thèse primordiale, qui rep ose

sur des pro cessus de ph ysique n ucléaire bien compris. Bien sûr, les prédictions de

la n ucléosyn thèse dép enden t du mo dèle d'Univ ers considéré, mais les phénomènes

n ucléaires à l'÷uvre au cours de la n ucléosyn thèse son t incon testables et s'imp osen t

raisonnablemen t à tout scénario cosmologique mo derne. C'est p ourquoi c'est un

indicateur imp ortan t de l'év olution de l'espace-temps au cours de l'ère dominée

par la radiation : les pro cessus de ph ysique microscopique étan t bien compris, l'in-

détermination théorique principale réside dans l'arrière-plan cosmologique dans

lequel se déroulen t les réactions n ucléaires. Aussi, toute observ ation p ermettan t

de con traindre les ab ondances des élémen ts légers p eut être considérée comme un

excellen t test de la cosmologie duran t l'ère dominée par la matière radiativ e. On

v oit donc l'in térêt que rev êt cette p ério de dans la construction d'une cosmologie

en théorie scalaire-tenseur : toute déviation de la Relativité Générale au cours de

l'ère radiativ e doit a v oir laissé une trace sur l'ab ondance des élémen ts légers. Dans

cette section, je présen terai d'ab ord les e�ets que l'on p eut attendre, en insistan t

sur l'in térêt de la n ucléosyn thèse quan t à la question de sa v oir si le c hamp scalaire

p ossède ou non des termes d'auto-in teraction. Puis, a�n d'illustrer cela, j'étudierai

en détail le problème de l'ab ondance du

7
Li, et les façons de le résoudre en théorie

scalaire-tenseur.

6.1.1 Mo di�er la n ucléosyn thèse

Comme nous l'a v ons vu au c hapitre précéden t, la présence d'un c hamp scalaire

non minimalemen t couplé se manifeste en cosmologie par une mo di�cation du taux

d'expansion de la métrique ~g�� ,

~H . Deux facteurs in terviennen t dans cette mo di�-

cation, qui s'en tremêlen t dans la représen tation de Dic k e-Jordan ; il est donc plus

commo de de les analyser dans la représen tation d'Einstein. Le premier, comm un

à tous les c hamps, vien t du tenseur énergie-impulsion du c hamp : la géométrie

de l'espace-temps se couple au con ten u matériel par l'in termédiaire des équations

d'Einstein. Le taux d'expansion asso cié à la métrique g�� fait donc in terv enir la

densité d'énergie de ' . Le second est sp éci�que au couplage non-minimal. Il pro-

vien t du fait que la métrique observ able résulte d'un couplage explicite en tre g��

et ' : la v aleur de ' à un instan t donné �xe la v aleur du couplage gra vitation-

nel e�ectif, et la v ariation temp orelle de ' ren tre égalemen t en jeu, re�et de ce

que les règles serv an t à calculer les longueurs, et les horloges indiquan t les temps,

v oien t leurs étalons v arier a v ec les v ariations de ' . Cela résulte alors dans le taux

d'expansion observ able :

~H (~t) = A � 1(' (t)) ( H (t) + � (' (t)) _' (t)) . (6.1.1)
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Le facteur A � 1(' ) traduit la v ariation du couplage gra vitationnel, et le terme

� (' ) _' pro vien t de la v ariation des étalons de mesure. L'énergie du c hamp scalaire,

quan t à elle, est implicitemen t présen te dans H (~t) , au même titre que celle des

autres c hamps. Puisque dans cette partie, nous allons analyser les di�érences in-

tro duites par la présence du c hamp scalaire, il est commo de d'in tro duire le rapp ort

du taux d'expansion de la cosmologie scalaire-tenseur et de celui d'une cosmolo-

gie en présence du même �uide parfait, en visagée dans le cadre de la Relativité

Générale

1

:

� =
~H

HGR
a v ec HGR =

8�G
3

~� . (6.1.2)

Ce rapp ort, nommé en anglais 'sp eed-up factor', p ermet de caractériser la cosmo-

logie scalaire-tenseur relativ emen t à la cosmologie en Relativité Générale : lorsque

� > 1 (resp ectiv emen t � < 1), cela signi�e que l'expansion de l'Univ ers est plus

rapide (resp ectiv emen t plus len te) que si l'in teraction gra vitationnelle était gou-

v ernée par la Relativité Générale. Or, nous a v ons vu, dans l'exp osé général sur le

mo dèle de Big-Bang c haud que l'e�cacité des réactions n ucléaires à une temp é-

rature donnée dans l'Univ ers primordial dép endait du rapp ort en tre leur taux de

réaction et le taux d'expansion : si ce rapp ort est plus grand que 1 (resp ectiv emen t

plus p etit que 1), cela signi�e que le temps caractéristique de la réaction est plus

court (resp ectiv emen t plus long) que le temps caractéristique de l'expansion, et

donc que la réaction est p ossible (resp ectiv emen t imp ossible). Ce comp ortemen t

se comprend fort bien si l'on considère que l'expansion 'dilue' les particules du

�uide de matière. Ainsi, le 'sp eed-up factor', en comparan t les taux d'expansion,

nous p ermettra de comparer les e�cacités des réactions n ucléaires dans les cosmo-

logies, en scalaire-tenseur et en Relativité Générale

2

. C'est le c÷ur de toutes les

mo di�cations qui v on t être présen tées dans la suite.

Rapp ellons que l'analyse de la dynamique cosmologique du c hamp scalaire

au c hapitre précéden t a mon tré que duran t une ère dominée par de la matière

relativiste( p = �= 3), le c hamp scalaire ' était découplé du �uide de matière et

év oluait comme un c hamp scalaire classique suiv an t l'équation :

•' + 3H _' +
dV(' )

d'
= 0 . (6.1.3)

En première appro ximation, cette équation décrit très �dèlemen t la dynamique

du c hamp ' duran t la n ucléosyn thèse. Cep endan t, l'annihilation des paires e

+
-e

�

à une temp érature d'en viron me=3, juste a v an t le gel des pro cessus resp onsables

1

La densité qui in tervien t dans HGR est bien ~� , qui suit la même loi de conserv ation qu'en

Relativité Générale.

2

Il faut remarquer ici que les taux de réaction ne son t pas a�ectés par l'in tro duction du c hamp

scalaire ; autremen t dit, on ne mo di�e rien à la ph ysique n ucléaire, ce qui v a dans le sens de notre

h yp othèse de resp ect du princip e d'équiv alence faible.
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de l'in tercon v ersion en tre protons et neutrons transfert l'en tropie de ces paires au

gaz de photons, mo di�an t par là même l'équation d'état du �uide cosmologique,

de sorte que p endan t un temps très court (comparé à celui de la n ucléosyn thèse),

le terme d'en traînemen t dû au couplage explicite à la matière p eut jouer un rôle

imp ortan t. Il con viendra donc, lors des calculs n umériques visan t à une prédiction

précise des ab ondances, de résoudre la dynamique exacte, à la fois p our ' , et p our

le �uide cosmologique. Cep endan t, l'étude de l'équation (6.1.3) nous p ermet de

dégager certains traits dynamiques imp ortan ts. Ainsi, nous a v ons vu au c hapitre

précéden t qu'en l'absence de p oten tiel d'auto-in teraction, la solution de (6.1.3)

dans un Univ ers plat donnait :

'
02 =

3C2

e2� + C2
, (6.1.4)

où comme au c hapitre précéden t '
0
� d'=d ln a, et C = '

02
i =(3 � '

02
i ) dép end de la

v aleur '
0

i de '
0

à l'instan t initial. Ainsi, l'on v oit que le c hamp scalaire, si sa vitesse

initiale est p etite dev an t

p
3, est très vite gelé à une v aleur constan te duran t toute

l'ère dominée par la radiation, et l'on p eut considérer que duran t la n ucléosyn thèse

primordiale, ' est une constan te ' i (que l'on prend comme condition in tiale juste

a v an t la n ucléosyn thèse). Alors, le taux d'expansion observ able (6.1.1) se réduit à :

~H =
H

A(' i )
=

r
8�GA 2(' i )

3
~� , (6.1.5)

où la deuxième égalité vien t de l'expression de H et du lien � = A4(' )~� . On v oit

donc que duran t toute la n ucléosyn thèse, � = A(' i ) : le taux d'expansion suit la

même loi (en fonction de la temp érature par exemple) que celui de la Relativité

Générale et n'en di�ère que d'un facteur constan t. Lorsque l'on imp ose à une

telle théorie scalaire-tenseur de repro duire les ab ondances observ ées d'hélium et

de deutérium, les con train tes sur la fonction de couplage son t très fortes, v oire

plus fortes que celles imp osées par les tests p ostnewtoniens dans le système solaire

[85, 86 , 87, 88 ]. Cep endan t, nous a v ons vu que l'in tro duction d'un p oten tiel dans

le lagrangien du c hamp scalaire renouv elait les propriétés dynamiques du c hamp

scalaire ; en particulier, son comp ortemen t duran t l'ère dominée par la radiation

devien t plus complexe et plus ric he, p ermettan t d'en visager des mo di�cations plus

subtiles des pro cessus de n ucléosyn thèse. C'est ce qu'illustre la suite de cette section

sur l'exemple du

7
Li.

6.1.2 Une solution au problème du

7
Li

Le prob ème du

7
Li dans la cosmologie standard

Il existe aujourd'h ui deux métho des robustes et indép endan tes p our estimer

la densité de bary ons dans l'Univ ers : la n ucléosyn thèse primordiale et la mesure
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du sp ectre des anisotropies du fond de ra y onnemen t cosmologique (FR C). Leur

indép endance en tan t que phénomène, et le fait qu'ils se pro duisen t à des momen ts

très di�éren ts de l'histoire cosmologique fon t de ce test croisé un excellen t 'crible'

p our sélectionner les mo dèles d'Univ ers. L'estimation de la densité bary onique

par les anisotropies du FR C rep ose sur la hauteur relativ e du deuxième et du

premier pics dans le sp ectre, et donne [89], d'après les mesures récen tes de WMAP

com binées aux mesures an térieures de CBI [90] et A CBAR [11] :


 bh2 = 0:0224� 0:0009 , (6.1.6)

ou, de manière équiv alen te (dans la mesure ou la densité de photons est très bien

conn ue) : � 10 = � � 1010 = 6:14 � 0:25. Une telle v aleur du rapp ort bary on-

photon conduit à des ab ondances p our les élémen ts légers dans le cadre de la

n ucléosyn thèse standard (c'est-à-dire a v ec trois familles de neutrinos légers, une

demi-vie du neutron de � n = 885:7� 0:8 s , une gra vitation décrite par la Relativité

Générale et un Univ ers homogène et isotrop e) données par :

Y p = 0:2484+0 :0004
� 0:0005

D =H = 2:75+0 :24
� 0:19 � 10� 5

(6.1.7)

7
Li =H = 3:82+0 :73

� 0:60 � 10� 10
.

D'autre part, les ab ondances estimées par les observ ations son t :

Y p =
�

0:2391� 0:0020 ref. [91]

0:2452� 0:0015 ref. [92]

D/H = 2:78+0 :44
� 0:38 � 10� 5

ref. [93 ] (6.1.8)

7
Li/H =

�
1:23+0 :68

� 0:32 � 10� 10
ref. [94]

2:19+0 :46
� 0:38 � 10� 10

ref. [95]

Les deux estimations données p our l'

4
He pro viennen t d'observ ations de régions ex-

tragalactiques d'h ydrogène ionisé pauvres en métaux ; l'estimation du deutérium

est réalisée à partir d'observ ations de n uages cosmologiques distan ts in terceptan t

la ligne de visée de quasars à grand décalage v ers le rouge ; en�n, les estimations

de l'ab ondance de

7
Li on t été réalisées par l'observ ation d'étoiles du halo galac-

tique [94 ], et d'étoiles de l'amas globulaire NGC 6397 [95]. La confron tation de

ces estimations observ ationnelles a v ec les résultats prédits par le scénario cosmolo-

gique standard lorsque l'on supp ose le rapp ort bary on-photon donné par WMAP

rév èle un résultat surprenan t : alors que les ab ondances prédites et déduites de

l'observ ation concorden t relativ emen t bien dans les cas de l'hélium et du deuté-

rium, on constate une erreur relativ e imp ortan te sur l'ab ondance de

7
Li. Il n'est

pas exclu que cette di�érence pro viennen t de problèmes dans les mo dèles de n u-

cléosyn thèse stellaire ou de structuration des étoiles, bien que le plateau de Spite
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[96] soit un fait observ ationnel assez robuste ; dans la suite, on supp osera correctes

les v aleurs déterminées observ ationnellemen t. Dans ce cas, le désaccord p ersistan t

en tre l'ab ondance de

7
Li déduite des observ ations et celle prédite par le mo dèle

standard, par ailleurs si précis quan t aux ab ondances des autres élémen ts, a suscité

nom bre de ten tativ es de résolution. L'appro c he la plus conserv atrice, fondée sur

une prise en compte des incertitudes sur les taux de réactions n ucléaires ne sem ble

pas su�san te [97]. Il est alors loisible de considérer des mo di�cations du mo dèle

standard de la cosmologie : n ucléosyn thèse inhomogène [98] qui pro duit trop de

7
Li ; désin tégration tardiv e de particules mo di�an t le rapp ort bary on-photon en tre

la n ucléosyn thèse et le FR C qui p ermet de faire baisser l'ab ondance de

7
Li mais qui

mo di�e trop l'ab ondance de D [99 , 100 , 101 ] ; en�n, un dernier exemple, qui amène

à une résolution du problème, passe par l'in tro duction de 'Q-balls' p ermettan t la

création de bary ons après la n ucléosyn thèse et une assymétrie leptonique a v an t

[102 ]. Ici, nous allons v oir que le remplacemen t de la Relativité Générale par une

théorie scalaire-tenseur p ermet de rendre compte de cette faible ab ondance de

7
Li

tout en conserv an t des v aleurs standard p our les autres ab ondances, c'est-à-dire en

conserv an t le rapp ort bary on-photon déduit des observ ations des �uctuations du

FR C, à condition que le c hamp scalaire in tro duit ait une dynamique non triviale

duran t l'ère dominée par la radiation.

Présen tation du co de n umérique de n ucléosyn thèse

A v an t d'en v enir à la résolution propremen t dite du problème du

7
Li, il nous

faut in tro duire rapidemen t le co de n umérique, rédigé en F ortran 77, qui p ermet

de déterminer les ab ondances des élémen ts légers dans un mo dèle cosmologique

donné

3

. Ce calcul n umérique comprend deux parties distinctes : la détermination

de l'arrière-fond cosmologique, puis le calcul explicite des ab ondances dans cet

arrière-fond. Le calcul du mo dèle cosmologique est e�ectué grâce à un sc héma

d'in tégration de Runge-Kutta d'ordre 6 appliqué à deux équations : l'une p our

le facteur d'éc helle, l'autre p our le c hamp scalaire. De plus, cette in tégration est

p ossible tan t dans la représen tation d'Einstein que dans celle de Dic k e-Jordan, et

soit dans le sens du temps cosmique (c'est-à-dire à partir de conditions initiales

jusqu'à aujourd'h ui) soit dans le sens in v erse (c'est-à-dire à partir des conditions

aujourd'h ui et en remon tan t le temps cosmique). Une fois le mo dèle d'Univ ers

déterminé, on disp ose en particulier d'une v aleur du taux d'expansion p our c haque

v aleur du facteur d'éc helle (ou, de façon équiv alen te, de la temp érature), et on

p eut alors calculer les pro cessus de n ucléosyn thèse primordiale se déroulan t dans

ce mo dèle cosmologique particulier, et les ab ondances qui en résulten t. Ceci est

3

Je remercie Arturo Serna à qui revien t la paternité de ce co de, de m'a v oir p ermis, grâce

à ses patien tes explications, de l'utiliser et d'adapter la partie p ermettan t d'in tégrer le mo dèle

cosmologique.
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Fig. 6.1.1 � Réseau de réactions n ucléaires utilisées dans le sc héma de Beaudet-

Y ahil p ermettan t de calculer les ab ondances primordiales des élémen ts légers.

réalisé grâce au réseau de réactions présen té sur la �gure 6.1.1, en utilisan t un

sc héma de Beaudet et Y ahil [37 ]. Les taux de réactions utilisés son t ceux des

références suiv an tes : [103 , 104 , 105 ].

Champ scalaire sans p oten tiel

P our commencer notre rec herc he d'une solution au problème du

7
Li, il paraît

naturel d'étudier le cas simple don t nous a v ons parlé ci-dessus, d'un c hamp scalaire

sans p oten tiel. Nous a v ons vu que dans ce cas, si la vitesse initiale du c hamp '
0

i est

faible (en v aleur absolue) dev an t

p
3, le c hamp scalaire p eut être considéré comme

constan t duran t toute la phase de n ucléosyn thèse primordiale. Alors, l'équation

(6.1.5) mon tre que la dynamique de l'Univ ers est équiv alen te à celle d'un mo dèle

fondé sur la Relativité Générale, a v ec une constan te de couplage gra vitationnelle

e�ectiv e donnée par :

Gef f = GA2(' i ) . (6.1.9)

Or, Cyburt a déterminé la dép endance des ab ondances des élémen ts légers en fonc-

tion de la v aleur d'un couplage gra vitationnel constan t, toutes les autres grandeurs

prenan t leur v aleur standard [106] :
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Fig. 6.1.2 � Ab ondances primordiales en fonction de Gef f =G. Les régions grisées

corresp onden t aux ab ondances observ ées (6.1.8).

Y p = 0:2484
�

Gef f

G

� 0:35

(6.1.10)

D/H = 2:75
�

Gef f

G

� 0:95

10� 5
(6.1.11)

3
He/H = 8:65

�
Gef f

G

� 0:34

10� 6
(6.1.12)

7
Li/H = 3:82

�
Gef f

G

� � 0:72

10� 10
(6.1.13)

.

La �gure 6.1.2 mon tre ces lois d'éc helle, sur lesquelles on a sup erp osé les

con train tes observ ationnelles (6.1.8). Il est clair qu'il n'existe aucune v aleur de

Gef f =G qui p ermette d'expliquer sim ultanémen t toutes les ab ondances observ ées :

une résolution du problème du

7
Li exige Gef f =G > 1:8 alors que les ab ondances de

D et

4
He forcen t une v aleur de ce rapp ort très pro c he de 1. Ainsi, quelle que soit

la fonction de couplage utilisée, tan t que le c hamp scalaire n'a pas de p oten tiel et

que sa dériv ée '
0

est n ulle (ou très faible) au début de la n ucléosyn thèse, on ne

p eut pas résoudre le problème du

7
Li.

Cep endan t, si on lèv e l'h yp othèse sur la dériv ée initiale de ' , et que l'on s'au-

torise à considérer des théories telles que le c hamp scalaire puisse a v oir une vitesse

très grande au début de l'Univ ers ( '
0

i � �
p

3, ce qui corresp ond à 
 ' (t i ) � 1),

alors, il est p ossible de résoudre le problème du

7
Li. Cette stratégie est exp osée

dans l'annexe de l'article [107 ], join t à ce mémoire dans l'app endice C. Dans la
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suite, nous allons con tin uer à supp oser que le c hamp scalaire est dans un état

initial tel que '
0

est faible dev an t

p
3, v oire n ulle.

Champ scalaire a v ec p oten tiel

Dans le cadre des conditions initiales exp osées ci-dessus, qui trouv en t une jus-

ti�cation dans l'e�et des pro cessus d'annihilation de paires particule-an tiparticule

à très haute énergie sur la dynamique du c hamp scalaire [87 ], une théorie scalaire-

tenseur don t le c hamp scalaire ne p ossède pas d'auto-in teraction ne p eut, nous

l'a v ons vu, expliquer la faible ab ondance de

7
Li observ ée. Cep endan t, la présence

d'un p oten tiel d'auto-in teraction mo di�e considérablemen t le comp ortemen t du

c hamp scalaire, notammen t duran t l'ère dominée par la radiation. P eut-être a v ons-

nous là un mo y en de réduire l'ab ondance du

7
Li sans a�ecter de façon notoire les

ab ondances des autres élémen ts légers ? C'est l'ob jet des dév elopp emen ts suiv an ts

de mon trer que c'est bien le cas ; mais a v an t, il nous faut rev enir sur le calcul des

ab ondances. Nous a v ons vu que la quasi-totalité des neutrons son t incorp orés aux

no y aux d'

4
He au cours de la n ucléosyn thèse ; ainsi, l'ab ondance de l'

4
He est reliée

très simplemen t à la prop ortion de neutrons parmi les n ucléons :

Yp '
2(n=p)f r

1 + ( n=p)f r
, (6.1.14)

où (n=p)f r représen te le rapp ort du nom bre de neutrons au nom bre de protons

au momen t où les in teractions faibles, n + � e $ p + e�
et n + e+ $ p + �� e,

resp onsables de leur in ter-con v ersion, cessen t d'être e�caces et ne p euv en t plus

main tenir l'équilibre en tre les deux esp èces de n ucléons.

Alors, le rapp ort (n/p) se gèle à la v aleur :

(n=p)f r = exp( � � m=Tf r ) , (6.1.15)

a v ec � m = mp � mn la di�érence de masse en tre protons et neutrons. Cette sortie

de l'équilibre se pro duit à une temp érature Tf r pro c he de 1 Me V, bien au-dessus

des temp ératures auxquelles se pro duit la syn thèse des élémen ts légers (en tre 100
k e V et 10 k e V en viron). Ainsi, l'ab ondance d'

4
He est déterminée, in �ne, par des

pro cessus a y an t lieu à des temp ératures de l'ordre de 1 Me V. D'autre part, dans

le cas du

7
Li, l'ab ondance dép end des pro cessus de la n ucléosyn thèse propremen t

dite, à des temp ératures plus basses, et dans une certaine mesure, cette hiérar-

c hie en énergie v a nous p ermettre de traiter les deux phénomènes séparemmen t,

au moins au niv eau de la discussion qualitativ e des résultats. P our un rapp ort

bary ons-photons � > 3 � 10� 10
, comme c'est le cas p our la v aleur déduite des ob-

serv ations de WMAP ( � � 1010 = 6:14� 0:25), le

7
Li est principalemen t pro duit par
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la réaction

3
He (�; 
 )7

Be suivie d'une capture électronique par le no y au de

7
Be

4

.

Ainsi, l'ab ondance �nale de

7
Li dép end à la fois de l'ab ondance d'hélium, et de l'ef-

�cacité de la réaction ci-dessus. Si l'on note � le taux de réaction de

3
He (�; 
 )7

Be,

l'e�cacité de cette dernière réaction est donnée par � =H = (� =HGR )=� (T) , ce

qui mon tre qu'une expansion de l'Univ ers plus rapide (resp ectiv emen t plus len te)

qu'en Relativité Générale au momen t de la syn thèse du

7
Be conduit à une pro duc-

tion moins (resp ectiv emen t plus) e�cace du

7
Li primordial. De fait, comme nous

l'a v ons vu ci-dessus, la Relativité Générale p ermet de prédire une ab ondance d'

4
He

en b on accord a v ec les observ ations, et une autre théorie de la gra vitation, si rien

d'autre n'est mo di�é que la gra vité, doit par conséquen t conduire à � (T) � 1 p our

des temp ératures pro c hes de 1 Me V. D'autre part, lorsque la temp érature est de

l'ordre de la cen taine de k e V, alors que les réactions resp onsables de la syn thèse des

élémen ts légers se metten t à jouer, le 'sp eed-up factor' doit a v oir crû signi�cativ e-

men t, a�n, comme expliqué précédemmen t, de réduire la pro ducton de

7
Be. En�n,

la nécessaire con v ergence des théories scalaire-tenseur v ers la Relativité Générale,

imp osée par les exp ériences testan t le princip e d'équiv alence dans le système so-

laire, implique que � doit décroitre à un certain momen t après la n ucléosyn thèse.

La solution cosmologique au problème du

7
Li impliquan t une simple mo di�cation

de la gra vité conduit donc naturellemen t à considérer des théories scalaire-tenseur

a v ec des couplages tels que ces théories con v ergen t v ers la Relativité Générale sur

des éc helles de temps cosmologiques, et conduisen t à un 'sp eed-up factor' non mo-

notone a v ec un maxim um lo cal. Ce 'sp eed-up factor' doit être légèremen t inférieur

à 1 au momen t du gel du rapp ort neutron/proton ( T � 1 Me V)de façon à pro-

duire un p eu moins d'

4
He qu'en Relativité Générale (puisqu'il y en aura moins de

consommé p our pro duire le

7
Li) ; puis il doit croître a�n de blo quer la pro duction

du

7
Li ( T � 70 k e V), a v an t de décroître et de se stabiliser au v oisinage de 1.

Dans la suite, nous allons présen ter une solution concrète au problème du

7
Li

en considéran t des théories scalaire-tenseur a v ec � (' ) = a' 2
et V(' ) = � 2' 2n

. Le

couplage quadratique présen te l'a v an tage de p ermettre au 'sp eed-up factor' initial

d'être légèremen t inférieur à 1. En e�et, puisque nous a v ons restrein t l'analyse

à des c hamps scalaires don t la dériv ée initiale '
0

est faible dev an t

p
3, le c hamp

est quasimen t gelé au début de la phase de n ucléosyn thèse primordiale, donc,

� � A(' i ) . On v oit donc que si le couplage a v ait été linéaire, � � exp(�' 2=2) > 1,

alors qu'a v ec un couplage quadratique, � � exp(a' 3=3) qui est inférieur à 1 p our

' < 0. De plus, ce couplage quadratique déstabilisan t le p oin t ' = 0 qui corresp ond

à la limite Relativité Générale, l'in tro duction d'un p oten tiel a y an t la forme d'un

puits au v oisinage de 0 p ermet de stabiliser la théorie. Cep endan t, il sem ble qu'un

p oten tiel quadratique ne puisse pas assurer la con v ergence de la théorie v ers la

4

Lorsque � < 3 � 10� 10
, la réaction dominan t la pro duction de

7
Li est en rev anc he

4
He (3

H ; 
 )7
Li.
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Relativité Générale sur des temps comparables à l'âge de l'Univ ers (cf c hapitre

précéden t) ; c'est p ourquoi nous considérerons le cas le plus simple qui p ermette

la con v ergence, et que nous prendrons n = 2 , soit V(' ) = � ' 4
.

Les �gures 6.1.3 et 6.1.4 mon tren t les comp ortemen ts resp ectifs du c hamp sca-

laire ' et du 'sp eed-up factor' p our un mo dèle particulier résolv an t le problème

du

7
Li, caractérisé par a = 1 , � = 0 :3 s

� 1
, et , une v aleur initiale du c hamp à

' init = � 1:3. On v oit que le 'sp eed-up factor' a le comp ortemen t attendu. Numéri-

quemen t, les mo dèles a v ec � 1:5 < ' init < � 0:9 résolv en t le problème du

7
Li p our

des v aleurs de a et � qui son t p eu con train tes. En e�et, la seule exigence p orte

sur � qui ne doit pas être trop p etit a�n que le mécanisme d'attraction v ers la

Relativité Générale se pro duise au cours de la n ucléosyn thèse, à une temp érature

en tre 10 Me V et 1 Me V. En se rep ortan t à l'équation (5.0.1) p our wb = 1=3 et

une courbure n ulle, on v oit que l'équation d'év olution du c hamp ' au cours de la

n ucléosyn thèse s'écrit :

2(1 + � )
3 � ' 02

'
00

+ 2(
1
3

+ � )'
0
= �

1
4�G�

dV
d'

. (6.1.16)

En forçan t l'analogie, on p eut dire que c'est l'équation d'un oscillateur amorti de

masse v ariable mef f = 2(1 + � )=(3 � '
02) , de friction v ariable f ef f = 2(1=3 + � ) et

de p oten tiel e�ectif :

Vef f (�; ' ) =
1

4�G�
V(' ) . (6.1.17)

Ce p oten tiel devien t de plus en plus raide au fur et à mesure de l'expansion, car

1=� (� ) est une fonction croissan te de � . On p eut donc p enser que, p our j' j � 1
le p oten tiel se met à jouer un rôle et à tirer le c hamp v ers son minim um (en 0)

dès que � 2 � G� (� ) ; a v ec � / (T=T0)4
, et T en tre 10 Me V et 1 Me V, cela conduit

à : 0:1 s

� 1 < � < 6 s

� 1
. La �gure 6.1.5 représen te en grisé dans le plan (a; �) les

mo dèles qui p ermetten t d'obtenir des ab ondances en accord a v ec les ab ondances

observ ées p our ' init = � 1:3.

P our le mo dèle t yp e corresp ondan t aux �gures 6.1.3 et 6.1.4, nous a v ons tracé

l'év olution du rapp ort n=p et de l'ab ondance cum ulée des élémen ts de n uméro

atomique 7 (c'est-à-dire

7
Be et

7
Li) resp ectiv emen t sur les �gures 6.1.5 et 6.1.6. Sur

la première, on v oit que le rapp ort n=p s'écarte de sa v aleur à l'équilibre légèremen t

plus tard qu'en Relativité Générale, laissan t une fraction de neutrons disp onible

p our la n ucléosyn thèse légèremen t inférieure, en accord a v ec le mécanisme explicité

ci-dessus.

Signalons en�n qu'il est p ossible d'obtenir une b onne appro ximation de la sous-

pro duction de

7
Li dans un mo dèle scalaire-tenseur du t yp e de ceux présen tés dans

cette section. En e�et, la réaction

3
He (�; 
 )7

Be est la principale resp onsable de

la création du

7
Be (qui devien t ensuite du

7
Li par capture électronique) duran t
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Fig. 6.1.3 � Comp ortemen t du c hamp scalaire ' en fonction de la temp érature

p our le mo dèle t yp e a v ec a = 1 et � = 0 :3 s
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Fig. 6.1.4 � Sp eed-up factor en fonction de la temp érature p our le mo dèle t yp e

a v ec a = 1 et � = 0 :3 s

� 1
.
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Fig. 6.1.5 � Con train tes dans le plan (a; �) .
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Fig. 6.1.6 � Ev olution du rapp ort n=p en fonction de la temp érature. La courb e

en p oin tillés représen te cette év olution en Relativité Générale, celle en trait plein

dans le même mo dèle que p our les �gures 6.1.3 et 6.1.4, et la courb e alternan t

p oin tillés et p oin ts la v aleur du rapp ort à l'équilibre thermo dynamique.
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Fig. 6.1.7 � Ev olution de l'ab ondance

7
Be + 7

Li en fonction de la temp érature en

Relativité Générale (courb e p oin tillée) et dans le mo dèle corresp ondan t aux �gures

6.1.3 et 6.1.4 (courb e en trait plein).

la n ucléosyn thèse primordiale. Aussi, en négligean t la destruction du

7
Be par la

réaction

7
Be(n,p)

7
Li, qui est ine�cace à cause de la faible ab ondance de neutrons,

l'ab ondance �nale de

7
Be p eut être estimée grossièremen t, à partir de l'équation

de la réaction :

dYBe7

dT
=

�
TH

YHe3YHe4 , (6.1.18)

où Yi représen te l'ab ondance de l'esp èce n ucléaire i . En passan t aux p etites v aria-

tions, cette équation donne

� YBe7 =
�
H

YHe3YHe4� ln T . (6.1.19)

La �gure 6.1.7 mon tre que les ab ondances de

7
Be+

7
Li di�èren t signi�cativ emen t

en tre la Relativité Générale et le mo dèle considéré uniquemen t à des temp ératures

comprises en tre 0.06 Me V et 0.03 Me V. Cet in terv alle de temp érature est donc

su�sammen t p etit p our que l'on puisse appliquer la form ule (6.1.19) et estimer la

pro duction de

7
Be en tre le début et la �n de la n ucléosyn thèse ; on trouv e

5

:

� YBe7

� Y GR
Be7

� � � 1 YHe3YHe4

Y GR
He3Y

GR
He4

, (6.1.20)

puisque le �sp eed-up factor� reste quasimen t constan t à la v aleur 1.16 dans l'in ter-

v alle de temp érature considéré (cf �gure 6.1.4). De plus, les ab ondances d'

3
He et

5

Les grandeurs p ortan t l'exp osan t GR représen ten t ces grandeurs en cosmologie standard.
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d'

4
He resten t égalemen t constan tes dans cette plage de temp érature, a v ec YHe3 �

Y GR
He3 et YHe4 � Y GR

He4 (c'est une des conditions p our résoudre le problème du 7Li

sans touc her aux autres ab ondances). Alors, si l'on considère que tout le

7
Be est

transformé en

7
Li par capture électronique (donc l'ab ondance �nale YLi 7 est égale

à la pro duction totale de

7
Be donnée par � YBe7 ), la relation (6.1.20) conduit à :

YLi 7 � 0:8Y GR
Li 7 . (6.1.21)

Cette év aluation est en b on accord a v ec le résultat obten u n umériquemen t par

l'in tégration de tout le réseau de réactions n ucléaires : YLi 7 � 0:74Y GR
Li 7 .

6.2 F ond de ra y onnemen t cosmologique et forma-

tion des structures

Dans cette section, nous allons décrire les principales caractéristiques de l'év o-

lution des p erturbations en théorie scalaire-tenseur, a v an t de rev enir sur les mo di-

�cations in tro duites par les théories qui résolv en t le problème du

7
Li.

6.2.1 Ev olution des p erturbations

On trouv era une étude détaillée du problème des p erturbations en cosmologie

dans [108] ; ici, à des �ns illustrativ es, nous nous restreignons à l'étude des p ertur-

bations scalaires de la métrique dans la jauge longitudinale. La métrique dans la

représen taton de Dic k e-Jordan s'écrit :

~ds
2

= � (1 + 2� (~t; ~x)) ~dt
2

+ ~a2(~t)(1 � 2 (~t; ~x))dl2 , (6.2.1)

où � et  son t des fonctions à v aleurs réelles telles que j� j � 1 et j j � 1. Dans

la représen tation d'Einstein la métrique prend alors la forme suiv an te :

ds2 = � (1 + 2� (~t(t); ~x))dt2 + a2(t)(1 � 2 (~t(t); ~x))dl2 . (6.2.2)

Ainsi, les p erturbations de la métrique ne son t pas a�ectées par la transformation

conforme, et son t les mêmes dans les deux représen tations. De même, si l'on dé-

comp ose la densité d'énergie et la pression du �uide cosmologique en une partie

homogène et une p erturbation :

� (t; ~x) = �� (t) + �� (t; ~x) , p(t; ~x) = �p(t) + �p (t; ~x) , (6.2.3)

a v ec j�� j � �� et j�p j � �p, le con traste de densité � (t; ~x) � ��=� n'est pas af-

fecté par la transformation conforme :

~� = � . On p eut donc faire l'ensem ble des
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calculs dans la représen tation d'Einstein, représen tation qui p ermet de simpli�er

considérablemen t les calculs, puisque les équations d'Einstein garden t leur forme

habituelle. Dans la suite, on se place dans le cas d'une courbure n ulle : k = 0 .

En utilisan t le système (4.2.5)-(4.2.7), écrit p our la métrique (6.2.2) et la matière

(6.2.3), puis en séparan t les ordres 0 et 1 du dév elopp emen t p erturbatif, on obtien t

les équations (4.3.3)-(4.3.6) à l'ordre 0, décriv an t le fond homogène et isotrop e, et

à l'ordre 1, les équations décriv an t les p erturbations scalaires :

� =  (6.2.4)

� 3 �H
�

�H + _ 
�

+ �a� 2�  = 4 �G�� + _�'�' +
dV
d�'

( �' )�' (6.2.5)

�
�H + _ 

�

;i
= 4�G (�� + �p)vi + _�'�' ;i (6.2.6)

�
2

•�a
�a

+ �H 2

�
 + 4 �H _ + • = 4�G�p + _�' _�' �

dV
d'

( �' )�' (6.2.7)

•�' + 3 �H _�' � �a� 2� �' = � 4�G (�� � 3�p )� ( �' ) �
d2V
d' 2

( �' )�'

� 4�G (�� � 3�p)
d�
d'

( �' )�' + 2 _�' (2 _ � 3 �H )

� (8�G (�� � 3�p + 2
dV
d�'

) + 2 _�' (2 _ � 3 �H )

�
�

8�G ( �� � 3�p)� ( �' ) + 2
dV
d'

( �' )
�

 (6.2.8)

_�� + (�� + �p)�a� 1vi;i + 3 �H (�� + �p ) = 3 _ (�� + �p) + � ( �' )( �� � 3�p ) _�' +
d�
d'

( �' )( �� � 3�p) _�'�'

+ � ( �' )( �� � 3�p) _�' (6.2.9)

@t (( �� + �p)vi ) + 4 �H (�� + �p)vi = � �a� 1�p ;i � �a� 1( �� + �p) ;i

� � ( �' )( �� � 3�p) �a� 1�' ;i . (6.2.10)

Les quan tités surmon tées d'une barre son t les v aleurs prises par la solution de fond

homogène (ordre 0), � est l'op érateur laplacien asso cié aux co ordonnées spatiales,

et vi est la vitesse particulière des élémen ts de �uide (c'est-à-dire la comp osan te

de leur vitesse qui ne se réduit pas au �ot de Hubble).

Si l'on se restrein t à un �uide cosmologique de p oussière, a�n d'étudier le

comp ortemen t des p erturbations au cours de l'ère dominée par la matière, on a :

�p = 0 , et �p=�� = 0 (c'est-à-dire que la vitesse du son est n ulle). De plus, p our les

p erturbations à des éc helles plus p etites que la taille de l'horizon, on p eut négliger

les dériv ées temp orelles du p oten tiel  par rapp ort à ses dériv ées spatiales. En

e�et, dans l'espace de F ourier, le laplacien de  donne un terme en k2 , donc p our

k � �H , on p eut toujours négliger les termes en

�H _ (et

�H 2 ) par rapp ort au terme
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en �  . De même, le c hamp scalaire en visagé ici jouan t un rôle cosmologique, sa

masse d2V=d�' est supp osée p etite dev an t les éc helles considérées. On obtien t alors

l'analogue d'une équation de P oisson :

�a� 2�  = 4 �G (�� + �� ' ) , (6.2.11)

où on a noté 4�G�� ' � ( _�' + dV( �' )=d�' )�' . De plus, le con traste de densité

� = ��= �� , sous les mêmes h yp othèses, ob éit à l'équation :

•� + (2 �H + � ( �' ) _�' ) _� � 4�G ��� = 0 , (6.2.12)

et les �uctuations du c hamp scalaires v éri�en t :

�a� 2� �' = 4 �G ��� ( �' )� . (6.2.13)

L'équation (6.2.13) mon tre qu'en présence d'un couplage non-minimal � ( �' ) pas

trop faible, les �uctuations du c hamp scalaire sur les p etites éc helles suiv en t celles

du c hamp de matière, si bien que, con trairemen t au cas minimalemen t couplé, on

ne p eut pas a priori négliger les �uctuations du c hamp scalaire (sauf si le couplage

est faible duran t l'ère dominée par la matière). On v oit donc que, dans le régime de

croissance linéaire des p erturbations, le c hamp scalaire a plusieurs e�ets distincts :

� Sa comp osan te homogène �' in tervien t dans l'énergie totale et a�ecte donc le

taux d'expansion

�H ;

� Cette même comp osan te homogène in tervien t par une mo di�cation de la

gra vité, qui est plus apparen te dans la représen tation de Dic k e-Jordan, où

l'équation (6.2.11) se réécrit : ~a� 2�  = 4 �GA 2( �' )~� (~� + �� ' ) . Le couplage

gra vitationnel GA2( �' ) v arie donc a v ec �' au cours du temps. Dans la repré-

sen tation d'Einstein, cela apparaît sur le second terme du mem bre de gauc he

de l'équation (6.2.12), par l'in termédiaire du terme en � ( �' ) _�' _� .

� Ses �uctuations sur les mêmes éc helles que celles de la matière ne p euv en t

pas a priori être négligée, et con tribuen t au bilan énergétique dans l'équation

de P oisson (6.2.11). C'est un e�et imp ortan t du couplage explicite en tre le

c hamp scalaire et la matière.

P ar conséquen t, la présence du couplage � (' ) , si elle n'est pas dynamiquemen t

supprimée a v an t l'ère dominée par la matière, doit laisser une emprein te sur la

formation des structures, et un co de n umérique de formation des structures doit

prendre en compte pleinemen t les di�éren ts e�ets.

6.2.2 Solution au problème du

7
Li et conséquences duran t

l'ère de matière

Dans la suite, on se b ornera à étudier l'e�et sur la formation des structures de

c hamps scalaires du t yp e de ceux étudiés dans la section précéden te, qui p ermetten t
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de résoudre le problème du

7
Li, et p our les estimations n umériques, nous nous

concen trerons plus particulièremen t sur l'exemple du mo dèle dé�ni par :

� (' ) = ' 2
(6.2.14)

V(' ) = 0 :32' 4
. (6.2.15)

A la �n de la n ucléosyn thèse, ce mo dèle v éri�e � (' ) < 10� 5
et A(' ) � 1, si

bien que la constan te de gra vitation n'est quasimen t plus a�ectée par le c hamp

scalaire, et prend sa v aleur newtonienne : on p eut considérer que dès la �n de

la n ucléosyn thèse, la théorie a con v ergé v ers la Relativité Générale. Cep endan t,

le taux d'expansion au sortir de la n ucléosyn thèse n'est pas strictemen t égal au

taux d'expansion en Relativité Générale en présence d'un �uide de p oussière et

d'un �uide relativiste. Cela apparaît sur la �gure 6.1.4 où l'on v oit que le �sp eed-

up factor� oscille autour de la v aleur 1:16 jusqu'à la �n de l'ère dominée par la

radiation, a v an t de con v erger v ers 1 au début de l'ère dominée par la matière. Aussi,

on p eut s'attendre à ce que la présence d'une comp osan te énergétique additionnelle

v enan t du c hamp scalaire, puisqu'elle mo di�e le taux d'expansion, mo di�e des

observ ables telles que le sp ectre des �uctuations de la matière, et le sp ectre des

�uctuations du fond de ra y onnemen t cosmologique. Insistons encore sur le fait que

ces mo di�cations son t d'une nature di�éren te de celles qui on t été étudiées dans

un ensem ble de tra v aux sur les théories scalaire-tenseur [109 , 63, 110 , 111 , 112 ].

En e�et, dans ces articles, la densité d'énergie du c hamp scalaire est toujours

négligeable aux ép o ques considérées, et ce son t les e�ets de mo di�cation de la

gra vité (en fait essen tiellemen t la v ariation du couplage gra vitationnel e�ectif ) qui

fon t l'ob jet d'une étude. Dans notre cas, la mo di�cation de la gra vité a joué un

rôle crucial au cours de la n ucléosyn thèse, mais par la suite, comme nous l'a v ons

remarqué ci-dessus, elle est négligeable et c'est la densité d'énergie résiduelle du

c hamp qui est la source des mo di�cations des propriétés de la structuration de

la matière. Le taux d'expansion reste notablemen t mo di�é jusqu'au tout début de

l'ère dominée par la matière. Or, il existe dans le sp ectre de puissance de la matière

une éc helle caractéristique asso ciée à la transition en tre les ères dominées par la

radiation et la matière : cette éc helle, notée kT , corresp ond à la taille de l'horizon

au momen t de l'égalité en tre les densités de la matière et de radiation, c'est-à-dire

à H � 1(zeq) [113]. Elle sépare les éc helles qui son t en trées dans l'horizon p endan t

l'ère dominée par la radiation ( k > k T ) de celles qui y son t en trées p endan t l'ère

dominée par la matière ( k < k T ). Le décalage en tre la v aleur de cette éc helle en

Relativité Générale et sa v aleur dans le mo dèle qui nous in téresse est donc donné

par [63] :

�k T

kT
= �

�
�H � 1

H � 1

�

eq

. (6.2.16)
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Si l'on in tro duit la v aleur du �sp eed-up factor� au momen t de l'égalité matière-

ra y onnemen t, � eq, on p eut écrire (6.2.16) sous la forme :

�k T

kT
= � eq � 1 . (6.2.17)

Or, p our le mo dèle dé�ni par (6.2.14)-(6.2.15), on trouv e que � eq � 1:075, donc :

�k T

kT
� 7:5% . (6.2.18)

Ce p etit décalage est en tièremen t compatible a v ec les incertitudes actuelles sur les

données concernan t le sp ectre de puissance [114 ]. La p osition du premier pic acous-

tique dans le sp ectre des �uctuations du fond de ra y onnemen t cosmologique est

une autre observ able a�ectée par une mo di�cation du taux d'expansion au début

de l'ère dominée par la matière. En e�et, les oscillations acoustiques se pro duisen t

à une éc helle angulaire prop ortionnelle à la taille de l'horizon au momen t du dé-

couplage et in v ersemen t prop ortionnelle à la distance comobile en tre l'observ ateur

et la surface de dernière di�usion. En fonction du temps conforme :

� =
Z t

0

dt
a(t)

, (6.2.19)

le momen t m ultip olaire asso cié au premier pic acoustique est donné par :

lp /
� 0 � � dec

� dec
, (6.2.20)

où � 0 est le temps conforme de l'observ ateur (donc corresp ondan t à t = t0 ), et � dec

celui du découplage. Le décalage en tre la v aleur prédite en Relativité Générale et

celle obten ue à partir du mo dèle (6.2.14)-(6.2.15) p eut être calculé n umériquemen t,

le taux d'expansion H0 étan t iden tique dans les deux mo dèles :

�l p

lp
=

lp � lGR
p

lGR
p

� 8% . (6.2.21)

C'est un décalage imp ortan t compte ten u de la grande précision des données sur la

p osition du premier pic [115]. Cep endan t, il faut noter que la v aleur de lp dép end

fortemen t de la v aleur de H0 , qui a été conserv ée iden tique dans les deux mo dèles

a�n de caractériser simplemen t le décalage in tro duit par la théorie scalaire-tenseur.

Aussi, en utilisan t un taux d'expansion actuel di�éren t dans les deux mo dèles, tout

en restan t dans les b ornes conn ues p our sa v aleur, on p eut réduire ce décalage

jusqu'à ce qu'il soit inférieur à 1%, et donc acceptable. Une meilleure connaissance

de H0 p ermettrait en rev anc he de lev er cette dégénérescence. P our conclure, on

s'attend égalemen t à ce que les mo dèles résolv an t le problème du

7
Li donnen t lieu

à d'autres distortions, à plus p etites éc helles, dans le sp ectre des �uctuations du

fond de ra y onnemen t, étan t donné que le taux d'expansion est di�éren t de celui

obten u en Relativité Générale duran t toute l'ère dominée par la radiation.
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T roisième partie

Le princip e cosmologique revisité

113
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[...] Dans la vie, il est deux simplicités qui tranc hen t l'une sur l'autre :

ce qui est simple d'a v ance, et ce qui ne l'est qu'après coup, ne son t pas simples de

la même façon. Ce qui est simple d'a v ance, quoi que ce puisse être, l'est le plus

souv en t par manque de con ten u et de forme, c'est donc aussi un p eu simplet, ou

mal observ é. Mais ce qui devient simple, qu'il s'agisse d'une idée, d'une man÷uvre

ou de la v olon té, particip e et détien t en soi quelque c hose de la puissance de la

v érité et du p ouv oir qui maîtrise la confusion du div ers.

R. Musil, L'homme sans qualités , fragmen ts p osth umes, 1943.

Les succès du mo dèle standard en fon t certainemen t un mo dèle de référence ex-

traordinairemen t prédictif. Cep endan t, certains problèmes en tac hen t ce succès, le

plus imp ortan t à ce jour étan t la nature inconn ue et troublan te, dans ses manifes-

tations, du phénomène d'énergie som bre. Le mo dèle standard rep ose, nous l'a v ons

vu, sur une h yp othèse de nature plus philosophique que ph ysique : le princip e cos-

mologique strict. Dans cette partie, nous nous prop osons de mon trer qu'il existe

d'autres manières de faire de la cosmologie, p eu dév elopp ées jusqu'à présen t, en

partie en raison du succès du mo dèle standard de concordance, et en partie à cause

de di�cultés tan t théoriques qu'observ ationnelles. Dans le c hapitre qui suit, nous

présen terons di�éren tes appro c hes p ossibles p our étudier la cosmologie : après une

mise en p ersp ectiv e du mo dèle standard, nous discuterons l'appro c he observ ation-

nelle, puis la construction de mo dèles homogènes di�éren ts du mo dèle standard

6

.

Ce dernier angle d'attaque, fondé sur une v ersion faible du princip e cosmologique,

o ccup era la suite de cette partie. Dans le deuxième c hapitre, nous ab orderons

les bases d'une métho de inspirée des métho des de renormalisation bien conn ues

en théorie statistique des c hamps. Le dernier c hapitre, en�n, sera consacré à une

métho de moins complète et satisfaisan te, mais plus simple, qui nous p ermettra de

présen ter un mo dèle cosmologique e�ectif homogène alternatif au mo dèle standard.

6

On trouv era une présen tation très complète de ces di�éren tes appro c hes de la cosmologie

dans [116 ].



116



Chapitre 7

Construction d'un mo dèle

cosmologique

7.1 Retour sur le mo dèle standard

Nous a v ons décrit dans la première partie commen t était construit le mo dèle

standard de la cosmologie. Il rep ose sur une h yp othèse ab initio sur la structure

géométrique de l'espace-temps. Celui-ci est c hoisi tel que les h yp ersurfaces de genre

espace son t maximalemen t symétriques. L'Univ ers décrit dans ce cadre est alors

parfaitemen t homogène et isotrop e spatialemen t : aucun p oin t spatial ne p eut être

di�érencié d'un autre. Cep endan t, la présence des structures indique clairemen t

que les p oten tiels gra vitationnels, donc la métrique de l'espace-temps, son t inho-

mogènes. Dans le mo dèle standard, on décrit ce fait en décomp osan t la métrique

suiv an t un fond et des p erturbations à ce fond :

g�� = �g�� + �g �� a v ec k�g �� k � k �g�� k , (7.1.1)

où �g�� est la métrique de F riedmann-Lemaître-Rob ertson-W alk er (2.1.8). P our

l'écrire plus correctemen t, on considère la v ariété réelle (M ; g�� ; x� ) , et une v ariété

de F riedmann-Lemaître-Rob ertson-W alk er (F; �g�� ; y� ) telle qu'il existe une appli-

cation � de M dans F généran t l'application C

1
-di�éomorphe � de TpM dans

T�( p)F a v ec : 8x 2 TpM ; 9!y 2 T�( p)F , � (x) = y . Alors, on dé�nit la p erturbation

au fond homogène et isotrop e par :

�g (y) � g(� � 1(y)) � �g(y) , (7.1.2)

d'où :

�g �� (y) = �g�� (y)
@[� (x)]�

@x�
(y)

@[� (x)]�

@x�
(y) � �g�� (y) . (7.1.3)

C'est donc un tenseur de rang deux dé�ni sur la v ariété homogène et isotrop e

(F; �g�� ) . Puis, on écrit les équations de la dynamique p our les c hamps de matière
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et la métrique g�� , et l'on sépare les ordres, en considéran t que la décomp osition

(7.1.1) donne lieu à un dév elopp emen t p erturbatif. Ainsi, la dynamique de l'Uni-

v ers est décrite par un mo dèle de F riedmann corresp ondan t à l'ordre 0 de la série de

p erturbations, l'ordre 1 donnan t la solution linéaire p our la formation des struc-

tures au sein de l'Univ ers décrit par l'ordre 0. L'a v an tage remarquable de cette

métho de p erturbativ e, c'est que l'év olution de l'univ ers aux grandes éc helles et la

formation des structures par e�ondremen t gra vitationnel dép enden t du même jeu

de paramètres, qui son t ceux du mo dèle homogène à l'ordre 0 décriv an t la dyna-

mique aux grandes éc helles. Les paramètres additionnels sp éci�ques aux structures

se réduisen t soit à des conditions initiales (la forme et l'amplitude du sp ectre de

�uctuations primordiales), soit à la normalisation des �uctuations. Le princip e de

la démarc he standard est donc une sorte de dériv ation à partir des princip es :

� Dé�nition d'un mo dèle théorique de la géométrie de l'Univ ers fondé sur le

princip e cosmologique fort ;

� Etude des propriétés dynamiques de ce mo dèle et dériv ation des observ ables ;

� Détermination des paramètres du mo dèle par une comparaison (statistique)

des observ ables a v ec l'Univ ers observ é. Cette dernière étap e, et son succès,

est ce qui v aut le quali�catif de mo dèle de concordance à cette appro c he

standard.

7.2 Cosmologie Observ ationnelle

Il existe une façon assez di�éren te d'en visager la cosmologie, qui ne rep ose

sur aucun princip e extra-ph ysique préalable. Il s'agit, en supp osan t uniquemen t la

v alidité d'une théorie de la gra vitation donnée (par exemple la Relativité Géné-

rale), de ten ter de reconstruire la structure géométrique de l'espace-temps à partir

des observ ations astroph ysiques. Les bases de cette appro c he, app elée cosmologie

observ ationnelle, on t été données par Kristian et Sac hs [117] à partir du tra v ail

de McCrea [118 ]. Elle rep ose sur une pro cédure symétrique de celle du mo dèle

standard :

� A partir des observ ations, on détermine la géométrie à l'in térieur et sur notre

cône de lumière passé ;

� Puis, à l'aide des équations d'Einstein, on détermine commen t ce cône de

lumière s'insère dans l'espace-temps ;

� En�n, en in tégran t les équations d'Einstein, on détermine la géométrie de

l'espace-temps et la distribution de matière dans l'ensem ble de l'espace-

temps.

Ce programme est réalisé en in tro duisan t des co ordonnées dites observ ationnelles

(w; v; �; ' ) , w étan t une co ordonnée de genre lumière équiv alen te à un temps, � et '
des angles sur le ciel, et v un paramètre a�ne mesuran t la distance le long du cône
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de lumière passé. Alors, p our des observ ations idéales, on p eut mon trer (cf [116,

119] et les références citées dans ces articles) que la métrique et la distribution de

matière p euv en t être complètemen t déterminées à partir de quan tités observ ables

sur notre cône de lumière passé :

� la taille angulaire des sources don t on connaît par ailleurs la taille réelle ;

� le c hamp de vitesse et le décalage v ers le rouge des ob jets ;

� le nom bre de sources par unité de v olume, connaissan t par ailleurs la relation

masse/luminosité.

Une fois la géométrie et la distribution de matière déterminées de cette façon, on

p eut tester le mo dèle en comparan t ses prédictions à d'autres observ ations, comme

le sp ectre des anisotropies du fond de ra y onnemen t cosmologique ou l'ab ondance

des élémen ts légers. Hélas, bien que ce programme puisse être mené à son terme

en princip e, les observ ations réelles don t nous disp osons son t imparfaites et par-

cellaires, ce qui limite la p ossibilité de cette reconstruction ex nihilo (ou presque).

P ar exemple, la détermination des c hamps de vitesse n'est pas p ossible a v ec une

précision su�san te dès que l'on s'éloigne trop de l'observ ateur le long du cône de

lumière ; de même, le fait que les sources observ ées soien t isolées p ose un sérieux

problème de reconstruction de grandeurs con tin ues telles que la métrique. Ces li-

mitations, et d'autres encore, en traînen t donc la nécessité d'une appro c he moins

am bitieuse, ce qui revien t en général à admettre tout de même quelques princip es

p our construire un mo dèle cosmologique.

7.3 Cosmologie lissée

Le mo dèle standard est séduisan t par sa simplicité et sa capacité à mettre en

concordance des observ ations v ariées à l'aide d'un p etit nom bre de paramètres. Le

programme de cosmologie observ ationnelle, quan t à lui, est satisfaisan t car il n'est

fondé sur aucune h yp othèse forte et in v éri�able, mais rep ose au con traire sur une

démarc he très "h um ble" et constructiviste consistan t à déduire les symétries de la

nature de l'observ ation. Les a v an tages de c hacune de ces deux métho des son t les

incon v énien ts de l'autre : le mo dèle standard rep ose sur le princip e cosmologique

strict, h yp othèse très forte, et se con ten te d'un a justemen t paramétrique aux ob-

serv ations sans explication de la nature de certaines de ses comp osan tes (comme

l'énergie som bre par exemple) ; le programme de la cosmologie observ ationnelle,

aussi bien p osé soit-il, paraît très di�cile à mener à son terme, à cause de l'imp er-

fection des observ ations astroph ysiques. Il p eut donc être in téressan t de c herc her

un mo y en terme en tre ces appro c hes. C'est ce que nous allons ten ter à l'aide d'un

princip e cosmologique faible. Rapp elons que les observ ations de l'Univ ers dans les

di�éren tes longueurs d'ondes électromagnétiques fa v orisen t l'existence d'une lon-

gueur caractéristique LH au delà de laquelle la distribution de matière apparaît
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homogène et isotrop e. Une description de l'Univ ers sur des éc helles plus grandes

que cette longueur caractéristique d'homogénéité p eut donc être faite dans le cadre

d'un mo dèle homogène de la dynamique. P ar conséquen t, la form ulation la plus

faible que l'on puisse imaginer d'un princip e cosmologique est la suiv an te :

Princip e cosmologique faible :

L'univers p eut êtr e c onvenablement dé crit p ar un mo dèle sp atialement homo gène à

des é chel les sup érieur es à son é chel le d'homo généité LH .

Le mo dèle standard étan t homogène à toutes les éc helles satisfait naturellemen t ce

princip e cosmologique faible. P ar ailleurs, tout mo dèle spatialemen t inhomogène

don t la distribution de matière lissée sur une éc helle sup érieure à LH apparaît

homogène le satisfait égalemen t. Il reste à préciser une pro cédure de lissage a�n

de p ouv oir comparer pratiquemen t des régions de l'Univ ers d'une taille donnée L
et de p ouv oir ainsi déterminer l'existence (ou non) d'une longueur d'homogénéité

LH . Le lissage est un pro cessus non trivial en Relativité Générale, et les deux

pro c hains c hapitres seron t consacrés à l'étude de cette question. Cep endan t, on

p eut d'ores et déjà présen ter le programme d'une cosmologie fondée sur le princip e

cosmologique faible. Dans ce cadre, il n'est pas nécéssaire de supp oser quoi que ce

soit sur la métrique ; en particulier, aucune h yp othèse de symétrie n'est exigée a

priori. La seule h yp othèse est la v alidité de la Relativité Générale sur une éc helle

élémen taire �microscopique�. La Relativité Générale étan t testée à l'éc helle du sys-

tème solaire, il faudrait en toute rigueur prendre cette éc helle comme élémen taire.

Mais, p our la cosmologie, cela constitue certainemen t un ra�nemen t sup er�u, et

l'on considère en général qu'une b onne éc helle élémen taire est celle des galaxies

(de l'ordre de quelques dizaines de kp c) ou des amas de galaxies (de l'ordre de

10 Mp c), sur laquelle on supp ose donc la théorie de la gra vitation conn ue. Une

fois une pro cédure de lissage explicitée, on construit un mo dèle e�ectif homogène

en lissan t à la fois la distribution de matière et la géométrie. Ce dernier p oin t est

essen tiel, et c'est la source des principales di�cultés que nous allons ab order, mais

aussi des phénomènes ma jeurs qui di�érencien t cette appro c he du mo dèle stan-

dard. En e�et, admettons l'existence d'une pro cédure de lissage h�i , et supp osons

que l'Univ ers est décrit à l'éc helle fondamen tale (indiqué par l'indice 0) par les

équations d'Ein tein :

G(0)
�� [g�� ] = 8�GT (0)

�� . (7.3.1)

Alors, on p eut dé�nir un tenseur énergie-impulsion lissé hT�� i , et une métrique

lissée hg�� i ; mais, à cause de la non-linéarité des équations d'Einstein, il n'y a

aucune raison p our que la métrique hg�� i ob éisse aux équations d'Einstein p our la

matière lissée [116] :

G�� [hg�� i ] 6= hT�� i . (7.3.2)
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Le mo dèle standard p eut être vu comme l'appro ximation consistan t à négliger la

di�érence (7.3.2) de manière abrupte et sans précaution. Il v aut donc la p eine de

s'in terroger sur cette appro ximation en commençan t par ne pas négliger les termes

supplémen taires qui p euv en t apparaître dans les équations en raison du lissage.
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Chapitre 8

Une appro c he par le group e de

renormalisation

A�n de préciser la discussion initiée à la �n du c hapitre précéden t, nous al-

lons main tenan t ten ter de clari�er la notion de lissage habituellemen t implicite en

cosmologie. P our ce faire, nous serons guidés par la métho de de �coarse-graining�

qui est au co eur de la renormalisation dans l'espace réel en théorie statistique

des c hamps

1

. Les dév elopp emen ts qui v on t suivre son t tirés de ma lecture des

articles de Mauro Carfora, Thomas Buc hert et Kamilla Piotrk o wsk a, qui, à ma

connaissance, son t les seuls traitemen ts cohéren ts et clairs de ce genre de problème

[122, 123 , 124 , 125, 126 ]. Je me b ornerai à en donner les principaux résultats et à

les commen ter, sans détailler les preuv es. La première étap e de ce programme est

la dé�nition d'analogues p our le �réseau� et les blo cs usuels de la renormalisation.

8.1 Lissage

On se place dans le cadre de la form ulation 3+1 de la Relativité Générale

(cf Annexe B) : l'espace-temps est donc feuilleté par une famille (� t )t2 R d'h yp er-

surfaces spatiales. Concen trons-nous sur l'une de ses h yp ersurfaces, notée � p our

alléger les notations. � est alors une v ariété di�éren tielle riemannienne de dimen-

sion 3. De plus, nous supp oserons, a�n de p ouv oir recouvrir une telle v ariété par

une famille �nie de b oules métriques, que � est compacte et sans b ord. Alors, il est

p ossible de mon trer que, p our une distance d dé�nie sur � (le long des géo désiques

de � ), et p our un réel � p ositif, on p eut toujours trouv er un ensem ble �ni de N
p oin ts de � , (pi ) i 2f 1;2;::;N g tel que, si l'on dé�nit la b oule géo désique (ou métrique)

1

P our une in tro duction aux métho des du group e de renormalisation, on p ourra se rep orter à

[120 ] et [121 ].
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ouv erte cen trée en pi et de ra y on � par :

B(pi ; � ) � f x 2 � ; d(pi ; x) < � g , (8.1.1)

on a :

8x 2 � ; 9i 2 1; 2; :::; N; x 2 B(pi ; � ) . (8.1.2)

A une éc helle � donnée, on p eut donc recouvrir � a v ec un nom bre �ni de b oules

du t yp e (8.1.1). L'ensem ble des b oules (B(pi ; � )) i 2f 1;2;:::;N g fournit alors un mo dèle

discret de la v ariété initiale � si l'on iden ti�e tous les p oin ts à l'in térieur d'une

b oule B(pi ; � ) au p oin t pi . P our dé�nir les v ariables de blo c et préciser ce réseau,

in tro duisons une suite d'éc helles (� n )n2 N telle que l'éc helle initiale est donnée par � 0

et les autres par : � n = ( n +1) � 0 . Ainsi, losque n augmen te, on p erd en ra�nemen t

de notre réseau. Les v ariables de blo c asso ciées p euv en t alors être dé�nies, p our

une grandeur scalaire f donnée par :

 n (i; f ) �
Z

B(pi ;� n )
fd� g , (8.1.3)

où � g est la mesure riemannienne asso ciée à la métrique g de � . Les v aleurs de i
indiquen t à quel p oin t du réseau est reliée la v ariable de blo c  n (i; f ) . Ces v ariables

représen ten t bien des v ariables de blo c au sens de la renormalisation puisqu'elles

supprimen t toutes les �uctuations du c hamp f à des éc helles inférieures à � n , qui

joue le rôle d'un �cut-o� �. Après de longues manipulations, et l'in tro duction d'une

partition de l'unité sous-tendue par la famille de b oules géo désiques, il est p ossible

d'obtenir une relation de récurrence p our ces v ariables de blo c, en considéran t le

recouvremen t de B(pi ; � n+1 ) par les b oules à l'ordre n [122 ] :

8n 2 N;  n+1 (i; f ) =
N i (n;n +1)X

k=1

 n (k; f ) , (8.1.4)

où N i (n; n + 1) est le nom bre d'ensem bles ouv erts fB (pi ; � n+1 ) \ B (pj ; � n )g.

La mo y enne �naturelle� de f sur � dé�nie par :

hf i � �

R
� fd� gR
� d� g

(8.1.5)

est alors év aluée, à la précision � n , par :

hf i � n =
P Nn

k=1  n (k; f )
P Nn

k=1 vol (B(pk ; � n ))
, (8.1.6)

où Nn est le nom bre de b oules du recouvremen t à la précision � n et vol (B(pk ; � n )) le

v olume riemannien de la b oule B(pk ; � n ) . La v ariation de cette mo y enne au cours
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d'une transformation de blo c faisan t passer de  n (i; f ) à  n+1 (j; f ) est alors, à

l'ordre dominan t [122] :

hf i � n +1 ( n+1 )�h f i � n ( n ) =
1

5(n + 1)

�
h� f i � n +

1
3

(hRi � n hf i � n � h Rf i � n )
�

� 2
n+ o(� 2

n ) ,

(8.1.7)

où R désigne le scalaire de Ricci asso cié à la métrique g de � . Cette relation met

en évidence le fait qu'une pro cédure de lissage correcte couple nécessairemen t les

�uctuations du c hamp scalaire f aux �uctuations de la géométrie sur � .

8.2 Flot de Ricci-Hamilton

Grâce au recouvremen t par les b oules géo désiques, nous a v ons donc pu construire

une pro cédure de construction de blo cs p our notre v ariété discrétisée, ainsi que la

relation (8.1.7) qui p ermet de passer de la v aleur mo y enne d'un scalaire f à la

précision � n à sa v aleur à la précision � n+1 . Il est temps main tenan t d'in tro duire

le c hamp de matière cosmologique, et de lui appliquer ces résultats. Considérons

donc un �uide parfait barotropique de densité de quadri-vitesse u� , d'énergie � , de

pression p = !� et de densité de momen t J� ; si l'on note n�
le c hamp de v ecteurs

orthonormal à � , son tenseur énergie-impulsion prend la forme :

T�� = �u � u� + p(g�� + n� n� ) + 2 J(� u� ) . (8.2.1)

Le hamiltonien de ce �uide est donné par :

H (�; J i ) = N� + N i Ji , (8.2.2)

où N et N i
son t resp ectiv emen t le lapse et le shift asso ciés à la décomp osition 3+1.

En c hoisissan t un �cut-o� � initial � 0 à une éc helle où la Relativité Générale est

v alable, et en appliquan t la dé�nition des v ariables de blo c (8.1.3) à f = H (�; J i ) ,

nous p ouv ons mener le programme de renormalisation p our le c hamp de matière

en tenan t compte de son couplage à la géométrie. Si l'on considère � et Ji comme

des v ariables aléatoires à l'éc helle � 0 distribuées sur le réseau asso cié, la loi de

probabilité conjoin te P (0)
�

(� (k); Ji (k))k2f 1;:::;N g

�
de trouv er le �uide dans l'état

(� (k); Ji (k))k2f 1;:::;N g sur le réseau s'écrit :

P (0)
�

( 0(k; �; J i ))k2f 1;:::;N g

�
=

1
Z

exp (�h H (�; J i )i � 0 ) , (8.2.3)

où Z =
P

�;J i
exp (�h H (�; J i )i � 0 ) est la fonction de partition du système. A partir

de cette probabilité, on p eut dé�nir la probabilité P (n)
�

( n (k; �; J i )) i 2f 1;:::;N n g

�
de
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trouv er les v ariables de blo c à l'ordre n dans un état donné : par récurrence, on a :

P (n+1)
� �

 n+1 (k; �; J i )
�

i 2f 1;:::;N n +1 g

�
=

X

( n (k;�;J i )) i 2f 1;:::;N n g

P (n)
� �

 n (k; �; J i )
�

i 2f 1;:::;N n g

�
,

(8.2.4)

où la somme est prise uniquemen t sur les con�gurations à l'ordre n compatibles

a v ec la con�guration à l'ordre n + 1 considérée. Si l'on supp ose, comme habituel-

lemen t, qu'au cours d'une transformation de blo c  n (k; �; J i )   n+1 (l; �; J i ) , le

hamiltonien du système garde la même forme fonctionnelle, on a :

P (n)
�

( n (k; �; J i ))k2f 1;:::;N n g

�
=

exp
�
�h N� n + N j J n

j i � n

�

P
�;J i exp

�
�h N� (n) + N j J (n)

j i � n

�
; (8.2.5)

ce qui dé�nit des densités d'énergie et de couran t renormalisées à l'ordre n : � (n)

et J (n)
i . A l'ordre 0, où la Relativité Générale est supp osée v alable, le hamilto-

nien H (�; J i ) est une partie du hamiltonien total, dit Hamiltonien ADM (p our

Arno witt-Deser-Misner) [127 , 4]. Dans ce hamiltonien, le lapse N et le shift N i

son t des m ultiplicateurs de Lagrange, qui son t présen ts p our assurer la v alidité des

con train tes hamiltonienne et de momen ts sur la v ariété spatiale � . Ces con train tes

s'écriv en t :

1
det(g)

�
� ij � ij �

1
2

(� i
i )

2

�
� R(g) + 8 �G� = 0 (8.2.6)

� 2� i
j ;i + 16�G

p
det(g)Jj = 0 , (8.2.7)

où le momen t conjugué à la métrique � ij
s'exprime en fonction de la courbure

extrinsèque de � : � ij �
p

det(g)
�
K ij � K k

k gij
�

. Ainsi, � et J i
s'exprimen t comme

des fonctionnelles de la métrique gij . Si l'on supp ose que les con train tes (8.2.6)

resten t v alables à toutes les étap es de la renormalisation, ce qui p ermet de conserv er

au lapse et au shift leur nature de m ultiplicateurs de Lagrange et donc d'assurer

l'in v ariance par di�éomorphismes de la théorie à toutes les étap es, on p eut relier

� (n)
et J (n)

i à une métrique renormalisée g(n)
p our tout n . C'est cette métrique qui

devien t alors l'analogue du couplage renormalisé de la renormalisation standard.

L'e�et du passage des blo cs d'ordre n aux blo cs d'ordre n + 1 induit donc une

renormalisation (non linéaire) de la métrique :

g(n+1)
ij = R

�
g(n)

ij

�
, (8.2.8)

R étan t l'op érateur formel de renormalisation que nous allons expliciter main te-

nan t, et qui dé�nit un �ot dans l'espace des métriques riemanniennes de dimen-

sion 3. P our l'instan t, l'op érateur R est discret, mais nous allons passer à la limite
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con tin ue dans l'équation (8.1.7) en considéran t n très grand et � 0 � n� 0 . Alors,

l'équation (8.1.7) devien t, p our un paramètre con tin u � :

� � 1 dhf i � + �

d�
=

1
15

(hRi � hf i � � h Rf i � ) , (8.2.9)

où le terme en laplacien a disparu car il se réduit à un terme de b ord et � est

sans b ord. A�n de satisfaire le princip e cosmologique faible, nous souhaitons que

les propriétés à longues distances de la distribution de matière soien t in v arian tes,

c'est-à-dire que nous v oulons qu'elles ne soien t pas a�ectées par un c hangemen t

sim ultané du cut-o� � et de la métrique gij . Cela se tradiut par l'in v ariance de la

fonction de partition :

�
� �

@
@�

+ � ij (g)
@

@gij

� X

�;J i

exp
�
� H (�; J i )

�
= 0 , (8.2.10)

où la fonction � est dé�nie par :

� ij (g) � �
@gij
@�

. (8.2.11)

Une condition su�san te est alors :

�
� �

@
@�

+ � ij (g)
@

@gij

�
hN� + N i Ji i � = 0 . (8.2.12)

En utilisan t (8.2.9), on p eut alors mon trer que la fonction � satisfaisan t à (8.2.12)

est exactemen t donnée par :

� ij (g) =
@gij (� )

@�
=

2
3

hR(� )i gij (� ) � 2Rij (g(� )) , (8.2.13)

où � / ln(� ) , et hR(� )i est la courbure mo y ennée sur � asso ciée à g(� ) . L'équation

(8.2.13) est conn ue sous le nom de �ot de Ricci-Hamilton [128]. C'est l'équation

de renormalisation que nous c herc hions ici. Elle p ermet de sa v oir commen t le cou-

plage e�ectif g c hange lorsque l'on fait v arier le �cut-o� � � , c'est-à-dire la taille

caractéristique de lissage de la cosmologie. � étan t compact, cette renormalisa-

tion doit mener à des classes d'univ ersalité p our la cosmologie sur des distances

�nies, lorsque le �cut-o� � est de l'ordre de la distance de corrélation de la distri-

bution de matière. Ce �ot a une propriété in téressan te [128 ] : la métrique limite

�gij = lim
� ! + 1

gij (� ) , si elle est attein te, est à courbure constan te. On p eut trouv er

surprenan t de prendre ici la limite � ! + 1 , dans la mesure où l'on a relié � au

�cut-o� � spatial sur une v ariété compacte. Cela vien t du fait que la dériv ation du
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�ot de Ricci-Hamilton (8.2.13) présen tée ci-dessus est en fait v alable uniquemen t

lo calemen t, p our des p etites v ariations de la taille des blo cs. P our une dériv ation

plus rigoureuse, p ermettan t de passer à la limite, on se rep ortera à [124 ], où le

paramètre d'év olution � p erd son sens ph ysique et n'est plus relié à la distance

de �cut-o� � ; il devien t un simple paramètre �ctif p ermettan t de parcourir le �ot

dans l'espace des métriques. A�n d'éclaircir complètemen t le lien en tre � et le

�cut-o� � spatial, il faudrait résoudre les équations générales de �ot dans l'espace

des métriques, dites équations de P eterson [129 ], qui son t non-linéaires. Le �ot

de Ricci est en fait une linéarisation de ces équations. En dimension 3 il existe 8

p oin ts critiques di�éren ts ; on trouv era une discussion et une analyse des p oin ts

�xes de ce �ot dans le con texte cosmologique dans [122, 124]. Ici, nous nous con ten-

terons de remarquer ce qu'il implique p our la cosmologie. Puisque les con train tes

hamiltonienne et de momen ts son t satisfaites à toutes les étap es du pro cessus de

renormalisation, à la limite où � ! + 1 , on a :

2
3

�K = 8�G �� � �R , (8.2.14)

où

�K = lim
� ! + 1

K i
i (g(� )) , �� = lim

� ! + 1
� (g(� )) , et

�R = lim
� ! + 1

R(g(� )) ,

�R étan t une

courbure constan te. La densité renormalisée prend la forme [122 , 124 ] :

8�G �� = 8�G h� i 0 + �R � h Ri 0 + h� ij � ij i 0 +
2
3

�
h
�
K i

i

� 2
i 0 � h K i

i i
2
0

�
. (8.2.15)

Dans cette expression � ij = K ij � K l
l gij =3 est le cisaillemen t, et le sym b ole h�i0

représen te la mo y enne par rapp ort à la métrique originale. Si l'on dé�nit un para-

mètre de Hubble, de façon usuelle par :

�H 2 �
2
9

�K 2
, (8.2.16)

l'équation (8.2.14) prend la forme de l'équation de F riedmann classique :

�H 2 =
8�G ��

3
�

�R
3

. (8.2.17)

La courbure

�R étan t constan te, elle s'écrit

�R = 3=a2
, où a est le facteur d'éc helle

de la métrique de F riedmann e�ectiv e �g. L'équation de F riedmann (8.2.17) fait

donc in terv enir une densité d'énergie �� renormalisée qui n'est pas simplemen t la

mo y enne sur la v ariété de la densité d'énergie du �uide. C'est ce résultat non

trivial qui nous in téresse, et nous v errons au c hapitre suiv an t que nous obtenons

un résultat analogue par une métho de di�éren te dans son princip e, et plus simple :

il n'y a a priori aucune raison p our que le mo dèle homogène e�ectif à grande
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éc helle soit strictemen t un mo dèle de F riedmann a v ec une source lissée naïv emen t.

Une dernière remarque s'imp ose ici : nous a v ons lissé la métrique et le c hamp de

matière de façon conjoin te sur une �feuille� d'espace de l'espace-temps, mais le �ot

de Ricci ne donne pas d'équation d'év olution p our le système. Op érationnellemen t,

il faudrait donc laisser év oluer le c hamp de matière couplé à la métrique par les

équations d'Einstein, le lissage n'in terv enan t sur c haque h yp ersurface � t qu'une

fois que nous connaissons la solution exacte à tout temps. Lisser les conditions

initiales puis faire év oluer le mo dèle de F riedmann obten u ne donne pas la v éritable

solution car év olution et lissage ne comm uten t pas. Encore une fois, ce p oin t sera

éclairci par la suite, mais il est imp ortan t de remarquer que cela implique qu'un

Univ ers initialemen t très homogène n'év olue pas forcémen t comme un mo dèle de

F riedmann : si les inhomogénéités croissen t en son sein à cause de l'instabilité

gra vitationnelle, le lissage à un temps ultérieur p eut fort bien en traîner l'apparition

de sources supplémen taires non négligeables dans �� .
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Chapitre 9

Une appro c he par le c hamp mo y en

Dans ce c hapitre, nous allons présen ter une appro c he mathématiquemen t plus

simple que celle utilisan t le �ot de Ricci : au lieu de lisser la métrique, nous allons

mo y enner la partie scalaire des équations dynamiques. Ce faisan t, nous p erdrons

une partie de l'information con ten ue dans la structure géométrique de l'espace-

temps, mais nous serons à même de form uler des résultats sur des propriétés in té-

grales de la cosmologie. Il faut insister sur le fait que notre démarc he est di�éren te,

et complémen taire, de celle présen tée dans le c hapitre précéden t : nous ne mo di-

�ons pas les lois de la ph ysique par une pro cédure de renormalisation, mais nous

construisons un mo dèle dynamique p our les grandeurs in tégrales caractérisan t la

cosmologie relativiste. Après a v oir in tro duit le formalisme que nous allons utili-

ser, nous présen terons des solutions particulières ; les premières son t des lois de

puissance et la seconde rep ose sur la théorie de p erturbations. La �n de cette par-

tie sera consacrée au problème de l'énergie som bre dans cette appro c he. A partir

d'un mo dèle simple, nous discuterons la nature des mécanismes p oten tiellemen t

à l'÷uvre dans l'Univ ers tardif, p ouv an t fournir une origine classique (c'est-à-dire

form ulée dans le cadre de la Relativité Générale) à l'énergie som bre. Nous v er-

rons ensuite qu'il est p ossible d'établir une corresp ondance en tre les cosmologies

mo y ennées et les c hamps scalaires cosmologiques du mo dèle standard. Une discus-

sion du statut des observ ations dans le cadre des cosmologies mo y ennées conclura

ces dév elopp emen ts.

9.1 Cosmologies inhomogènes mo y ennées

9.1.1 Equations lo cales

On considère, comme dans toute cette partie, un Univ ers rempli d'un �uide

parfait irrotationnel, et décrit dans le con texte de la Relativité Générale. Le tenseur

131
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énergie-impulsion d'un tel �uide, de quadri-vitesse u�
est alors donné par :

T�� = ( � (x � ) + p(x � ))u� u� + p(x � )g�� , (9.1.1)

où � et p son t des fonctions des co ordonnées d'espace-temps représen tan t resp ecti-

v emen t la densité d'énergie et la pression du �uide. D'après les résultats présen tés

dans l'annexe B, on p eut alors feuilleter l'espace-temps en considéran t un ensem ble

d'h yp ersurfaces spatiales (� t )t2 R don t le c hamp de v ecteurs normaux unitaires à

c haque t est le c hamp de quadri-vitesse du �uide u� (t; x k) . Les co ordonnées gaus-

siennes in tro duites dans l'annexe B son t particulièremen t pratiques p our décrire

cette situation, puisqu'elles corresp onden t aux co ordonnées lagrangiennes p our le

�uide, c'est-à-dire qu'un observ ateur attac hé à un élémen t de �uide n'a pas de

déplacemen t spatial : 8i 2 f 1; 2; 3g, ui = 0 . Plaçons-nous donc dans ces co ordon-

nées :

ds2 = � N 2(t; X i )dt2 + gij (t; X i )dX i dX j
. (9.1.2)

En prenan t n� = u� = (1 =N;~0) dans les résultats de l'annexe B, on obtien t alors

les équations ADM (B.0.6)-(B.0.9) :

R � K i
j K

j
i + K 2 = 16�G� + 2� (9.1.3)

r i K i
j � r j K = 0 (9.1.4)

1
N

@tgij = � 2K ij (9.1.5)

1
N

@tK i
j = Ri

j + KK i
j � � � i

j � 4�G (� � p)� i
j �

1
N

r i r j N . (9.1.6)

Ici, la courbure extrinsèque K ij des h yp ersurfaces spatiales est reliée très sim-

plemen t à la quadri-vitesse du �uide

1

: K i;j = � u� ;� h�
i h�

j = � ui ;j . On p eut décom-

p oser u� ;� suiv an t sa partie symétrique sans trace, � �� , le cisaillemen t de l'élémen t

�uide, et sa trace, � � u�
;� , qui est le taux d'expansion lo cal de l'élémen t de �uide

[130 ] :

u� ;� = � �� +
1
3

�h �� �
1
N

u� @tu� . (9.1.7)

Puis, dé�nissan t le cisaillemen t pro jeté sur � t : � ij � � �� h�
i h�

j , on a :

K ij = �
�

� ij +
1
3

�g ij

�
, (9.1.8)

si bien que la trace de la courbure extrinsèque est donnée par K i
i = K = � � .

1

Il s'agit d'une dériv ée co v arian te à 4 dimensions, et non à 3, ce qui explique que, bien que

ui � 0, K ij est non n ulle, car elle reçoit une con tribution de � 0
ij u0 .
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En plus des équations (9.1.3)-(9.1.6), a�n de clore le système d'équations, il

nous faut écrire les équations de conserv ation p our le �uide : T �
� ;� = 0 . En pro jetan t

cette relation sur u�
, et sur l'h yp ersurface � t , on obtien t :

@t � + N� (� + p) = 0 (9.1.9)

@i p +
@i N
N

(� + p) = 0 . (9.1.10)

Il faut insister un instan t sur les propriétés de cette dernière équation. En l'absence

de pression, p � 0, nous v o y ons qu'elle est consistan te a v ec une distribution de

matière non triviale (c'est-à-dire � non iden tiquemen t n ulle) si et seulemen t si

N = N (t) , fonction qui p eut être simplemen t absorb ée dans une redé�nition de

la co ordonnée temp orelle t . Au con traire, si la pression est non iden tiquemen t

n ulle, et non homogène sur les h yp ersurfaces spatiales, on ne p eut pas c hoisir de

co ordonnées spatiales gaussiennes telles que N (t; X k) soit une simple fonction du

temps. Le t yp e de matière don t le �ot sert à feuilleter l'espace-temps con train t

donc le c hoix des co ordonnées. On p eut égalemen t déduire de la pro jection des

équations de conserv ation sur � t une expression p our la quadri-accélération du

�uide a� :

h�� T ��
;� = 0 ,

1
N

@tu� = �
1

� + p
(@� p +

1
N

@t (p)u� ) , (9.1.11)

d'où :

a0 = 0 et ai = �
@i p

� + p
. (9.1.12)

En comparan t (9.1.12) a v ec la deuxième équation de (9.1.9), on v oit que :

ai =
@i N
N

. (9.1.13)

9.1.2 Mo dèle mo y enné

Les équations (9.1.3)-(9.1.6) et (9.1.9)-(9.1.10) établies précédemmen t, liées à

un c hoix de co ordonnées (par l'in termédiaire du c hoix du lapse N ) gouv ernen t

la dynamique exacte du c hamp gra vitationnel et de la matière, p ourvu que la

Relativité Générale et l'appro ximation de �uide parfait irrotationnel soien t v a-

lables. Cep endan t, notre but est de construire un mo dèle cosmologique ; comme

dans le c hapitre précéden t, nous souhaitons donc p ouv oir décrire les propriétés

ph ysiques de l'Univ ers sur les grandes éc helles, sans nous préo ccup er ni de la dis-

tribution lo cale exacte de matière, ni de la métrique lo cale, grandeurs qui son t

par ailleurs di�ciles, v oire imp ossibles, à connaître dans le cadre cosmologique.

C'est p ourquoi il nous faut une métho de d'appro ximation en fonction de l'éc helle
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("coarse-graining"), nous p ermettan t de form uler une théorie à une éc helle donnée

tout en nous a�ranc hissan t des détails à plus p etite éc helle. Dans ce c hapitre, nous

allons étudier la construction de mo dèles e�ectifs homogènes à une éc helle donnée

[131 , 132 , 133]. P our les dé�nir, il existe, dans le con texte de la décomp osition

3+1 de l'espace-temps, une pro cédure "naturelle" : prendre les grandeurs scalaires

	( t; X k) et les mo y enner sur un domaine lagrangien D 2 � t donné, a�n d'obtenir

des grandeurs h	 i D (t) ne dép endan t plus que du temps :

h	 i D (t) �
1

VD

Z

D
	( t; X k)Jd3X , (9.1.14)

où J �
p

det(gij ) et VD �
R

D Jd3X représen te le v olume(riemannien) du domaine

D . Hélas, cette pro cédure n'est bien dé�nie que sur les grandeurs scalaires, et ne

p eut être utilisée p our les v ecteurs et tenseurs, car l'op érateur h�iD appliqué à un

tenseur ne donne pas un tenseur. Nous reviendrons sur ce problème à la �n de la

section. On a la règle de comm utation suiv an te, p our tout scalaire 	 :

[@t �; h�iD ]	 � @t h	 i D � h @t 	 i D = hN� 	 i D � h N� i D h	 i D . (9.1.15)

Prenons donc la trace des deux dernières équations du système (9.1.3) :

1
N

@tJ = � JK (9.1.16)

1
N

@tK = R + K 2 � 12�G (� + p) � 3� �
1
N

� N , (9.1.17)

où � = r i r i est l'op érateur laplacien spatial. En utilisan t la décomp osition

(9.1.8), la première équation de (9.1.9), ainsi que la con train te hamiltonienne, nous

obtenons alors le système d'équations scalaires :

R(t; ~X ) +
2
3

� 2(t; ~X ) � 2� 2(t; ~X ) = 16�G� (t; ~X ) + 2� (9.1.18)

1

N (t; ~X )
@tJ (t; ~X ) = J (t; ~X )� (t; ~X ) (9.1.19)

�
1

N (t; ~X )
@t � (t; ~X ) + 12�G

�
� (t; ~X ) � p(t; ~X )

�
= � 2(t; ~X ) + R(t; ~X ) � ai (t; ~X )ai (t; ~X )

�r i ai (t; ~X ) (9.1.20)

@t � (t; ~X ) + N� (t; ~X )
�

� (t; ~X ) + p(t; ~X )
�

= 0 , (9.1.21)

où � 2 � � i
j �

j
i =2 est le taux de cisaillemen t.

La dynamique d'un domaine spatial D considéré comme homogène est en tiè-

remen t caractérisée par l'év olution de son v olume (à la forme des b ords près) ; on
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p eut donc in tro duire une quan tité adimensionnée, qui traduit les propriétés du

mo dèle homogène sur le domaine D : le facteur d'éc helle v olumique aD dé�ni par :

aD (t) =
�

VD (t)
VD i

� 1=3

, (9.1.22)

VD i étan t le v olume initial du domaine D . P ar analogie a v ec le mo dèle de F ried-

mann, on app elle facteur de Hubble e�ectif la grandeur HD qui v éri�e :

3HD � 3
@taD

aD
=

@tVD

VD
= hN� i D . (9.1.23)

Les équations p our ce facteur d'éc helle et la matière se déduisen t alors du

système (9.1.18)-(9.1.21) :

6H 2
D � 16�G



N 2�

�
D

= �
�
QD +



N 2R

�
D

�
(9.1.24)

3
@2

t aD

aD
+ 4�G



N 2(� + 3p)

�
D

= QD + PD (9.1.25)

@t



N 2�

�
D

+ 3HD



N 2(� + p)

�
D

= [ h�iD ; @t �]p + h2N@t N� i D , (9.1.26)

a v ec les dé�nitions :

� 3-courbure mo y enne : hN 2Ri D ;

� Bac kreaction cinématique : QD � 2
3

�
hN 2� 2i D � h N� i 2

D

�
� 2hN 2� 2i D ;

� Bac kreaction dynamique : PD � h N 2Ai D + h�@t N i D où A � a�
;� .

La bac kreaction cinématique comprend deux termes qui agissen t de façons opp o-

sées :

� le taux de cisaillemen t mo y en, hN 2� 2i D , qui tend à augmen ter le taux d'ex-

pansion e�ectif HD ,

� les �uctuations mo y ennes de l'expansion lo cale, hN 2� 2i D �h N� i 2
D , qui tenden t

à le faire dimin uer.

La bac kreaction dynamique, quan t à elle, est formée de l'accélération mo y enne

hN 2Ai D et d'un terme di�cile à éclairer ph ysiquemen t, h�@tN i D , c hacun p ouv an t

a v oir un signe quelconque. A�n d'assurer la cohérence en tre les équations (9.1.24)

et (9.1.25), les grandeurs dé�nies ci-dessus doiv en t v éri�er la condition d'in tégra-

bilité :

@tQD + 6HD QD + @t hRi D + 2HD hRi D + 4HD PD

= 16�G ([h�iD ; @t �]p + h2N@tN� i D ) . (9.1.27)

L'équation (9.1.26), qui est simplemen t le résultat de l'application de l'op érateur

de mo y ennisation (9.1.14) à la loi de conserv ation lo cale de l'énergie, présen te un

asp ect singulier : on v oit que p our un �uide don t la pression est non iden tiquemen t
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n ulle, la loi de conserv ation p our les quan tités mo y ennes n'est pas standard, mais

fait apparaître un terme de source non trivial. Ainsi, en général, la densité d'énergie

mo y enne du �uide inhomogène n'ob éit pas à une loi de conserv ation analogue à

celle d'un mo dèle de F riedmann. En in tro duisan t une densité d'énergie et une

pression e�ectiv es :

� D
eff �



N 2�

�
D

�
1

16�G

�
QD +



N 2R

�
D

�
(9.1.28)

pD
eff �



N 2p

�
D

�
1

16�G

�
QD �

1
3



N 2R

�
D

+
4
3

PD

�
, (9.1.29)

(9.1.30)

et en utilisan t la condition d'in tégrabilité (9.1.27), le système (9.1.24)-(9.1.26)

gouv ernan t la dynamique de c hamp mo y en se réécrit :

H 2
D =

8�G
3

� D
eff (9.1.31)

@2
t aD

aD
= �

4�G
3

�
� D

eff + 3pD
eff

�
(9.1.32)

@t � D
eff + 3HD

�
� D

eff + pD
eff

�
= 0 . (9.1.33)

Ce système, aussi bien que (9.1.24)-(9.1.26), n'est pas clos, au sens où il p ossède

3 inconn ues, aD , � D
eff et pD

eff , p our seulemen t 2 équations indép endan tes. Cela ne

doit pas nous surprendre, dans la mesure où nous n'a v ons mo y enné que la partie

scalaire des équations lo cales. Il faut donc, a�n de clore ce système, disp oser de

prescriptions, soit sur la structure lo cale de l'espace-temps, soit sur le mo dèle ho-

mogène sur le domaine D (par exemple à l'aide d'observ ations). Nous reviendrons

sur ce p oin t dans la suite, et nous discuterons certaines p ossibilités p our de telles

relations de fermeture.

9.1.3 Fluide de p oussière

Les équations établies ci-dessus p our le mo dèle homogène e�ectif son t v alables

a priori p our tout t yp e de �uide parfait irrotationnel. Les dév elopp emen ts sui-

v an ts, don t l'ob jet principal sera l'état de l'Univ ers tardif, motiv és en tre autre par

une ten tativ e de compréhension de l'énergie som bre, nous p oussen t à concen trer

notre atten tion sur le comp ortemen t du mo dèle e�ectif en présence d'un �uide par-

fait irrotationnel sans pression, qui décrit con v enablemen t la matière dominan t le

con ten u de l'Univ ers tardif. P osons donc dans toute la suite de cette partie p � 0.

Dans ce cas, les équations (9.1.24)-(9.1.26) prennen t une forme particulièremen t

simple. En e�et, le système (9.1.9)- (9.1.10) mon tre que le lapse N (t; X i ) est une

simple fonction du temps, prise constan te et égale à 1, quitte à redé�nir le temps
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co ordonné t . De plus, l'accélération donnée par (9.1.13) est alors n ulle : ai � 0.

Cela en traîne la n ullité de la bac kreaction dynamique : PD � 0, et les équations

du système e�ectif deviennen t :

H 2
D =

8�G
3

h� i D �
1
6

(QD + hRi D ) (9.1.34)

@2
t aD

aD
= �

4�G
3

h� i D +
1
3

QD (9.1.35)

@t h� i D + 3HD h� i D = 0 , (9.1.36)

où la bac kreaction cinématique est main tenan t donnée par :

QD =
2
3

�

� 2

�
D

� h � i 2
D

�
� 2



� 2

�
D

. (9.1.37)

L'équation de conserv ation du (9.1.36) s'in tègre immédiatemen t en :

h� i D = h� i i D a� 3
D ; (9.1.38)

ce qui traduit simplemen t le fait que l'énergie totale du �uide con ten u dans le

domaine D est constan te. C'est un résultat assez in tuitif p our un domaine qui est

comobile a v ec un �uide sans pression (donc sans �ux à tra v ers le b ord du domaine).

Finalemen t, l'équation d'in tégrabilité p our le système (9.1.34)-(9.1.36) s'écrit :

@tQD + 6HD QD + @t hRi D + 2HD hRi D = 0 . (9.1.39)

P ar analogie a v ec la cosmologie standard, on p eut in tro duire des densités adimen-

sionnées e�ectiv es :


 D
m �

8�G
3H 2

D

h� i D , 
 D
R � �

hRi D

6H 2
D

et 
 D
Q � �

QD

6H 2
D

, (9.1.40)

qui ob éissen t à :


 D
m + 
 D

R + 
 D
Q = 1 . (9.1.41)

De même, on p eut dé�nir un paramètre de décélération e�ectif :

qD � �
@2

t aD

aD H 2
D

=
1
2


 D
m + 2
 D

Q . (9.1.42)

Le système formé par (9.1.34)-(9.1.36) et la condition d'in tégrabilité (9.1.39),

une fois précisée une condition de fermeture, constitue un mo dèle dynamique ef-

fectif gouv ernan t l'év olution temp orelle d'un mo dèle homogène de la cosmologie

sur le domaine spatial D . L'iden tité stricte de l'équation de F riedmann e�ectiv e,

c'est-à-dire de la première équation du système (9.1.34), a v ec l'équation obten ue
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à partir du �ot de Ricci (8.2.17) est remarquable, et tendrait à prouv er que la dé-

marc he simple et in tuitiv e présen tée ici est p oten tiellemen t ric he d'enseignemen ts,

et capable de capturer de nom breux phénomènes non triviaux. Il est notammen t

imp ortan t d'insister sur le fait que la courbure mo y enne hRi D n'est pas, a priori,

une courbure constan te du t yp e friedmannien. En e�et, il est toujours p ossible de

réécrire le terme � (QD + hRi D )=6 in terv enan t dans l'analogue de l'équation de

F riedmann en fonction d'une courbure friedmanienne, et on trouv e :

�
1
6

(QD + hRi D ) = �
kD i

a2
D

+
2

3a2
D

Z aD

1
aQD (a)da . (9.1.43)

La di�érence en tre hRi D et une courbure constan te kD i =a2
D p eut donc être attribuée

au couplage en tre coubure mo y enne et bac kreaction, explicite dans la condition

d'in tégrabilité (9.1.39). Le terme in tégral mon tre que la relation en tre courbure

mo y enne et courbure constan te fait in terv enir toute l'histoire du terme de ba-

c kreaction en tre l'instan t initial et le momen t où l'on calcule la courbure. Cette

in tégrale p eut être imp ortan te même p our une bac kreaction faible. Les paramètres

adimensionnés p ouv an t remplacer 
 D
R et 
 D

Q si l'on c hoisit de représen ter le système

(9.1.34) a v ec une courbure friedmanienne donnée par (9.1.43) s'écriv en t :


 D
k � �

kD i

a2
D H 2

D
et 
 D

QN �
1

3a2
D H 2

D

Z aD

1
aQD (a)da , (9.1.44)

p our lesquels on a : 
 D
R + 
 D

Q = 
 D
k + 
 D

QN .

Le c÷ur des cosmologies mo y ennées p eut essen tiellemen t être rapp orté à la

non comm utativité des op érations d'év olution et de mo y ennisation exprimée par

la relation (9.1.15) qui prend dans le cas d'un �uide de p oussière la forme suiv an te :

[@t �; h�iD ]	 � @t h	 i D � h @t 	 i D = h� 	 i D � h � i D h	 i D . (9.1.45)

Si l'on applique la relation (9.1.45) à 	 = � , on obtien t :

[@t �; h�iD ]� =
@t S(� j h� i D )

VD
, (9.1.46)

où la fonction S(� j h� i D ) est dé�nie par :

S(� j h� i D ) �
Z

D
� ln

�
h� i D

Jd3X ; (9.1.47)

en théorie de l'information, cette fonctionnelle est conn ue sous le nom de fonction-

nelle de Kullbac k-Leibler (cf [134 ] p our une discussion et les références). S(� j h� i D )
est n ulle p our un Univ ers de F riedmann, dans lequel la densité lo cale est partout
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égale à la densité mo y enne : � = h� i D ; elle est p ositiv e p our toute autre con�-

guration du c hamp de matière (car sur R�
+ , on a ln x < x � 1). Ainsi, c'est une

b onne mesure de la structuration du c hamp de matière, et l'on p eut dire qu'en tan t

que telle, elle forme une source p our la non-comm utativité des op érations d'év olu-

tion et de mo y ennisation. Dans la relation (9.1.46), l'év olution de la fonctionnelle

S(� j h� i D ) et celle du v olume son t en comp étition dans un Univ ers en expansion :

si le v olume croît plus vite que le taux d'év olution de S(� j h� i D ) , on attein t la

comm utation des op érations. En écriv an t la densité et l'expansion lo cales comme

une partie homogène et des déviations (non nécessairemen t p etites) :

� (t; ~X ) = h� i D (t) + �� (t; ~X ) et � (t; ~X ) = h� i D (t) + �� (t; ~X ) , (9.1.48)

la source de non-comm utativité s'écrit :

@tS(� j h� i D )
VD

= � h ���� i D . (9.1.49)

On v oit donc que de �l'information� est pro duite par la structuration de l'Univ ers

(c'est-à-dire @tS > 0) si et seulemen t si le domaine D con tien t plus de régions

sous-denses en expansion et de régions sur-denses en con traction que le con traire.

C'est l'état qui sem ble fa v orisé par la formation des structures dans un Univ ers en

expansion, comme tenden t à le mon trer les sim ulations n umériques et l'analyse de

l'instabilité gra vitationnelle. La relation (9.1.46) et l'expression (9.1.48) metten t

par conséquen t clairemen t en évidence le lien en tre formation des structures et

non comm utativité du lissage et de l'év olution. T oute la question est de sa v oir si

la v ariation de �l'en tropie� S p eut dominer l'e�et de v olume a�n de faire croître la

non-comm utativité, ou si, au con traire, on p eut négliger cette non-comm utativité

dans la mesure où, dynamiquemen t le rapp ort @tS=vD tend v ers 0 au cours de

l'év olution de l'Univ ers. C'est donc un cadre bien p osé p our tester la v alidité

des mo dèles de F riedmann. Finalemen t, remarquons que la relation (9.1.49) nous

p ermet d'obtenir une b orne sup érieure à la non-comm utativité ; en e�et, grâce à

l'inégalité de Cauc h y-Sc h w arz, on p eut écrire :

�
�
�
�
@tS(� j h� i D )

VD

�
�
�
� � � � � � , (9.1.50)

où � � �
p

h�� 2i D et � � �
p

h�� 2i D son t les amplitudes des �uctuations dans

la densité de matière et le taux d'expansion, resp ectiv emen t. Dans la suite de

ce c hapitre, nous allons tout d'ab ord explorer div erses façons de clore le système

(9.1.34)-(9.1.36) a�n d'en donner une solution. Puis, nous discuterons de la p ossi-

bilité d'expliquer l'énergie som bre dans ce con texte, a v an t d'ouvrir quelques pistes

concernan t le lien de ces mo dèles mo y ennés a v ec les observ ations.
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9.2 Etudes de quelques solutions

Le système (9.1.34)-(9.1.39) n'est pas clos, dans le sens où il manque une équa-

tion indép endan te p our en déterminer la solution complète. Dans cette section,

nous allons présen ter di�éren tes façons d'in tro duire une telle relation de ferme-

ture. La première, d'ordre mathématique, consiste à étudier une sous-classe de

solutions en forme de lois de puissance. La seconde, plus ph ysique, présen te un

calcul explicite des termes de bac kreaction dans le mo dèle p erturbatif de la crois-

sance des structures.

9.2.1 Lois de puissance

Détermination des solutions

Commençons donc par considérer des solutions de la forme :

QD = QD i a
n
D ; hRi D = R D i a

p
D , (9.2.1)

où n et p son t deux réels, QD i et R D i étan t les v aleurs initiales de la bac kreaction

et de la courbure mo y enne, resp ectiv emen t. Ces solutions, bien que n'a y an t aucune

justi�cation ph ysique, on t l'a v an tage d'être simples, et de p ouv oir con v enablemen t

appro c her le comp ortemen t des termes de bac kreaction et de courbure mo y enne

sur un temps su�sammen t court. Elles on t été étudiées dans [135 ]. En réécriv an t

l'équation d'in tégrabilité (9.1.39) sous la forme :

a� 6
D @aD

�
a6

D QD

�
+ a� 2

D @aD

�
a2

D hRi D

�
, (9.2.2)

et en in tro duisan t les solutions (9.2.1) dans cette relation, on trouv e deux cas

distincts de solutions :

� n 6= p : alors la seule solution est :

QD = QD i a
� 6
D et hRi D = R D i a

� 2
D ; (9.2.3)

� n = p : alors on a une famille de solutions paramétrée par le rapp ort r =
QD i =R D i de la bac kreaction et de la courbure mo y enne

2

:

QD = r hRi D = rR D i a
n(r )
D a v ec n(r ) = � 2

1 + 3r
1 + r

si r 6= � 1 ; (9.2.4)

si r = � 1, il n'y a pas de solution non iden tiquemen t n ulle.

2

Ce rapp ort dép end en fait du domaine D , mais nous a v ons supprimé la référence à cette

dép endance éviden te par souci de clarté d'écriture.
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Le premier t yp e de solution (9.2.3) corresp ond au cas où c haque terme de

l'équation (9.2.2) s'ann ule indép endammen t de l'autre. D'une certaine manière,

on p eut donc dire que cette solution traduit une situation où la bac kreaction

et la courbure mo y enne son t découplées et év oluen t indép endammen t ; cet état

du système mène à une courbure mo y enne exactemen t iden tique à une courbure

constan te friedmannienne, et à une bac kreaction év oluan t comme h� i 2
D . Au cours

de l'expansion du domaine D , cette solution tend donc rapidemen t v ers un état

a v ec une simple courbure constan te, et nous dirons qu'il corresp ond à un état

quasi-friedmannien. Au con traire, la forme de la famille de solutions (9.2.4) tra-

duit, au moins p our r 6= 0 , un couplage très fort en tre la bac kreaction et la cour-

bure mo y enne, puisqu'elles év oluen t exactemen t de la même manière. Le couplage,

générique et apparen t dans l'équation (9.1.39), p eut donc être vu comme étan t

resp onsable d'un soutien de la bac kreaction à des niv eaux plus élev és que dans

la solution quasi-friedmannienne (du moins p our r > � 1), grâce à un �réserv oir�

représen té par la courbure mo y enne. Il est imp ortan t de remarquer que l'équation

(9.2.2) est linéaire dans les quan tités QD et hRi D , si bien que la com binaison li-

néaire de deux solutions est encore une solution. En particulier, on p eut toujours

a jouter un terme en 1=a2
D à la coubure mo y enne. Notons �nalemen t que seuls les

cas r = 0 et r = � 1 p our les solutions (9.2.4) mènen t à un Univ ers friedmannien

(mais dép endan t de l'éc helle) resp ectiv emen t a v ec et sans courbure constan te (au

sens friedmannien).

P aramètres cosmologiques e�ectifs

Les paramètres cosmologiques adimensionnés (9.1.40) et (9.1.44) ob éissen t,

p our les solutions en lois de puissance (9.2.4) à des relations additionnelles très

simples :


 D
Q = r 
 D

R (9.2.5)


 D
k = (1 + r )a

4r
1+ r
D 
 D

R = (1 + r )
H 2

D i

H 2
D

a2
D 
 D

R . (9.2.6)

La relation (9.2.6) mon tre main tenan t très clairemen t que la courbure friedman-

nienne 
 D
k n'est pas, en général, la courbure mo y enne d'un Univ ers inhomogène :

dès que la bac kreaction cinématique est présen te (c'est-à-dire dès que les distri-

butions de matière et de courbure son t présen tes), son couplage à la courbure

mo y enne p eut faire év oluer cette dernière de façon très di�éren te d'une courbure

constan te. Si l'on év alue cette expression de la courbure friedmannienne à l'instan t

initial, on p eut relier la courbure constan te à la courbure mo y enne initiale par :

kD i =
1 + r

6
R D i . (9.2.7)
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Une remarque an ticipan t légèremen t sur le programme à v enir : si l'on souhaite ex-

pliquer l'énergie som bre par la présence des �uctuations dans le c hamp de matière,

on p eut iden ti�er le terme 
 D
QN comme la source de l'énergie som bre ; alors il doit

prendre une v aleur d'a justemen t 
 F
� aujourd'h ui dans un mo dèle de F riedmann

e�ectif. La v aleur de 
 F
� dép end naturellemen t de la v aleur initiale de 
 D0

k (ce qui

n'est pas le cas p our un mo dèle de F riedmann "vrai") :


 F
� = 
 D0

k an(r )+2
D0

. (9.2.8)

Cette relation p ermet de con traindre les v aleurs de r compatibles a v ec les v aleurs

du meilleur a justemen t aux données des paramètres friedmanniens e�ectifs 
 F
�

et 
 D0
k (à condition de connaître aD0 ) [135 ]. Remarquons �nalemen t que p our

les solutions en lois de puissance, le mo dèle est très conserv atif en ce qu'il force

le terme 
 D
QN à s'ann uler strictemen t à l'instan t initial, alors que, si cet instan t

initial est �xé au momen t de l'émission du fond de ra y onnemen t cosmologique,

par exemple, les observ ations p ermetten t à ce terme, de v aloir quelques p ourcen ts

3

[136 , 137 , 138 ].

Espace des solutions

Nous allons main tenan t étudier l'espace des solutions corresp ondan t à la famille

(9.2.4). Cet espace p ossède deux dimensions, car les trois quan tités caractéristiques


 D
Q , 
 D

R et 
 D
m son t soumises à la con train te 
 D

Q + 
 D
R + 
 D

m = 1 . Dans le cas des

solutions en loi de puissance, toutes les propriétés des solutions son t réductibles

à la v aleur du paramètre r . P our représen ter l'espace des solutions, on c hoisit,

plutôt que deux densités adimensionnées e�ectiv es, de caractériser le système par

sa p osition dans le plan (
 D
m ; qD ) . On a en e�et simplemen t :

qD =
2r

1 + r
+

1 � 3r
2(1 + r )


 D
m = �

n + 2
2

+
n + 3

2

 D

m , (9.2.9)

de sorte qu'une solution en loi de puissance donnée est décrite par une droite dans

le plan (
 D
m ; qD ) . De plus, on p eut v oir que toutes les droites corresp ondan t à une loi

de puissance se croisen t au p oin t (1; 1=2) qui corresp ond à un Univ ers d'Einstein-de

Sitter friedmannien plat. Cet espace de solution est présen té sur la �gure 9.2.1, où

nous a v ons restrein t l'analyse au cas 
 D
m � 1. Les �èc hes représen ten t l'év olution

des solutions le long des droites caractérisées par (9.2.9) au cours de l'expansion

3

Ceci v aut en tan t qu'il est considéré comme un terme de quin tessence, ce qui reste ques-

tionable. Il v audrait mieux le considérer à partir de son origine ph ysique dans les mo dèles in-

homogènes, et nous reviendrons sur ce p oin t dans la sous-section suiv an te consacrée au mo dèle

p erturbatif.
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de l'Univ ers. Elles se déduisen t des relations :

qD (aD ) =
1
2

1 + c1a
n(r )+3
D

1 + c2a
n(r )+3
D

(9.2.10)


 D
m =

1

1 + c2a
n(r )+3
D

, (9.2.11)

dans lesquelles c1 = 4rc2=(1+ r ) et c2 = (1 � 
 D i
m )=
 D i

m . On v oit donc que l'Univ ers

friedmannien d'Einstein-de Sitter est un p oin t-selle dans ce diagramme, les attrac-

teurs étan t situés sur la demi-droite corresp ondan t à 
 D
m = 0 , et qD < 0:5. Une

solution réaliste au problème de bac kreaction a p eu de c hances d'être une simple

loi de puissance (car la formation des structures, qui �nourrit� la bac kreaction, est

un pro cessus complexe et transitoire) ; une solution plus réaliste p eut être obten ue

en considéran t une com binaison linéaire de loi de puissance :

QD =
X

i

� i a
p(i )
D . (9.2.12)

Alors, la tra jectoire est courb e dans l'espace des solutions, et on p eut lo calemen t

l'appro ximer par une droite asso ciée à une loi de puissance donnée. P ar cette suite

de transition en tre des lois de puissance �pures�, elle est dynamiquemen t conduite

v ers les attracteurs cités ci-dessus, si l'un des p(i ) est égal n(r ) = � 2(1+3r )=(1+ r )
a v ec r < 1=3 ; dans le cas con traire, elle tend v ers le p oin t-selle d'Einstein-de Sitter.

9.2.2 Bac kreaction à partir des p erturbations

Les solutions présen tées ci-dessus son t simples, mais ne son t pas motiv ées ph y-

siquemen t. Nous allons donc v oir ici un exemple explicite de calcul de l'e�et des

�uctuations, grâce à un dév elopp emen t p erturbatif. Les résultats présen tés dans

cette section son t inspirés de [139]. Si l'on supp ose que l'Univ ers est très pro c he de

l'homogénéité au momen t du découplage, ce qu'indique la structure des �uctua-

tions du fond de ra y onnemen t cosmologique, on p eut essa y er de décrire l'Univ ers

comme étan t pro c he d'un mo dèle de F riedmann, a v ec de p etites p erturbations

dans la métrique et la distribution de matière. Cette description sem ble éc houer,

sur les p etites éc helles, à décrire l'Univ ers tardif [140 , 141 ], mais nous p ouv ons

suivre les mo des de la bac kreaction issus de cette théorie de p erturbations en tre le

fond de ra y onnemen t et aujourd'h ui, sans préjuger de l'existence (ou non) d'autres

mo des. Plaçons-nous donc dans un Univ ers rempli d'un �uide parfait irrotationel

de p oussière. A�n de resp ecter la forme de la métrique adoptée jusqu'ici, (9.1.2)

a v ec N � 1, nous considérerons les p erturbations dans la jauge sync hrone :

ds2 = � dt2 + a2(t) ((1 � 2	) � ij + D ij � ) dxi dxj
, (9.2.13)
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Fig. 9.2.1 � Espace des solutions en lois de puissance dans le plan (
 D
m ; qD ) . Chaque

solution, indexée par une v aleur de r , corresp ond à une droite passan t par le mo dèle

friedmannien d'Einstein-de Sitter plat (1; 1=2). La ligne v ertical corresp ondan t à

(1; qD ) n'est pas asso ciée à une solution au problème de bac kreaction. Elle est en

fait dégénérée sur le p oin t (1; 1=2).
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où 	 et � son t les p erturbations scalaires de la métrique et D ij � @i @j � 1
3 � ij � , �

étan t le laplacien standard de l'espace euclidien à trois dimensions. On décomp ose

égalemen t la densité d'énergie du �uide en une partie d'ordre 0 homogène �� et une

p erturbation d'ordre 1, �� . Les solutions de ce mo dèle p erturbatif son t conn ues et

son t données par [139 ] :

	( t; ~x) = A(~x)t2=3 + B(~x)t � 1 + � (~x) (9.2.14)

� (t; ~x) = C(~x)t2=3 + E(~x)t � 1
. (9.2.15)

A , B , C , E et � son t des constan tes d'in tégration reliées aux conditions initiales,

et qui v éri�en t :

A = �
1
6

� C , B = �
1
6

� E et � =
5
9

a2
0

t4=3
0

C . (9.2.16)

Notons qu'elles son t en relation a v ec le c hamp gra vitationnel non cosmologique '
dé�ni par � ' (~x) = 4 �Ga 2�� :

' (~x) = �
3
5

� (~x) = �
a2

0

3t4=3
0

C(~x) . (9.2.17)

Notons en�n que le facteur d'éc helle friedmannien a ob éit à :

a(t) = a0

�
t
t0

� 2=3

. (9.2.18)

Grâce à cette solution, nous p ouv ons déduire l'év olution de la bac kreaction et

de la courbure mo y enne.

9.2.3 Calcul au premier ordre

Au premier ordre, l'élémen t de v olume riemannien J prend la forme :

J = a3(1 � 3	) . (9.2.19)

Si l'on considère une grandeur G(0)
d'ordre 0, c'est une pure fonction du temps,

donc sa mo y enne est naturellemen t donnée par sa v aleur. P our une grandeur du

premier ordre G(1)
, d'après (9.2.19), on a, au premier ordre :



G(1)

�
D

�

R
D G(1) Jd3x
R

D Jd3x
=

R
D G(1) d3x
R

D d3x
. (9.2.20)

Si l'on note hGi E la mo y enne euclidienne de G, on a donc :



G(1)

�
D

= hG(1) i E , si

bien que la p erturbation dans l'élémen t de v olume ne joue aucun rôle au premier

ordre.
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Les grandeurs lo cales qui nous in téressen t s'écriv en t de plus, dans la jauge

sync hrone, au premier ordre :

� = 3
_a
a

� 3 _	 (9.2.21)

� i
j =

1
2

D i
j _� (9.2.22)

R = 12 •	 + 18
_a
a

_	 . (9.2.23)

Notons que R est une quan tité du premier ordre, donc :

hRi (1)
D = hRi E =

16hAi E

3t4=3
+

12hB i E

t3
, (9.2.24)

De plus, � i
j �

j
i et h(� � h � i D )2i D son t des quan tités du second ordre, donc on a :

Q(1)
D = 0 (9.2.25)

au premier ordre.

Notons que hRi (1)
D p ossède deux con tributions qui, d'après (9.2.18) son t res-

p ectiv emen t prop ortionnelles à a� 2
et a� 9=2

, si bien qu'au premier ordre le terme

dominan t corresp ond à une simple courbure constan te friedmannienne. De plus,

d'après (9.2.16), les constan tes hAi E et hB i E p euv en t se réécrire, en terme de C et

de E comme des termes de surface, c'est-à-dire comme des in tégrales sur le b ord

@D du domaine D .

9.2.4 Calcul au deuxième ordre

A priori, il p eut paraître di�cile de calculer les corrections dues à la bac kreac-

tion au second ordre, car la détermination de la solution p our les p erturbations au

second ordre met en jeu des calculs longs et di�ciles. Heureusemen t, p our calculer

les termes mo y ennés hRi D et QD , nous allons v oir qu'il su�t de connaître la so-

lution au premier ordre. Une analyse des mo y ennes mon tre qu'au deuxième ordre,

on a :



G(1)

�
D

= hG(1) i E � 3h	 G(1) i E + 3hG(1) i E h	 i E (9.2.26)



G(2)

�
D

= hG(2) i E , (9.2.27)

où G(1)
et G(2)

son t des quan tités du premier et du deuxième ordres resp ectiv emen t.

En décomp osan t : � = � (0) + � (1) + � (2)
, et en utilisan t (9.2.26), on a alors :



� 2

�
D

� h � i 2
D = h� (1)2 i E � h � (1) i 2

E . (9.2.28)
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De plus, on v oit immédiatemen t que � 2 = 1
8D i

j _�D j
i _� implique uniquemen t des

pro duits de grandeurs du premier ordre, car � ne p ossède pas de con tribution

d'ordre 0. Ainsi, on p eut calculer QD , qui est du deuxième ordre, en utilisan t

uniquemen t des quan tités du premier ordre, puisqu'elle n'est constituée que de

pro duits de grandeurs du premier ordre. T ous calculs faits, on trouv e :

Q(2)
D =

SD
1

t2=3
+

SD
2

t7=3
+

SD
3

t4
, (9.2.29)

a v ec :

SD
1 =

8
3

�
hA2i E � h Ai 2

E

�
�

1
9

hD i
j CD j

i Ci E (9.2.30)

SD
2 = � 8 (hAB i E � h AB i E � h Ai E hB i E ) +

1
3

hD i
j CD j

i Ei E (9.2.31)

SD
3 = 6

�
hB 2i E � h B i 2

E

�
�

1
4

hD i
j ED j

i Ei E . (9.2.32)

En utilisan t les relations (9.2.16), on p eut, par une série d'in tégrations par partie,

et en notan t que @@D = 0 , c'est-à-dire que le b ord de D n'a pas de b ord, mon trer

que SD
1 , SD

2 et SD
3 se réduisen t à des in tégrales sur le b ord @D de D . De plus,

comme l'on a (9.2.18), on v oit que QD présen te trois con tributions :

� celle impliquan t "l'auto corrélation" des mo des croissan ts, SD
1 , év olue en a� 1

;

� celle impliquan t "l'auto corrélation" des mo des décroissan ts, SD
3 , év olue en

a� 6
;

� celle impliquan t la "corrélation croisée" des mo des croissan ts et décroissan ts,

SD
2 , év olue en a� 7=2

.

Il nous faut main tenan t calculer hRi D au second ordre ; cep endan t, comme

R = � � 2 � 4_� � 3K i
j K

j
i , le deuxième terme,

_� , in tro duit une dép endance dans le

deuxième ordre, � (2)
de � , et nous ne p ouv ons plus, a priori, nous con ten ter d'uti-

liser uniquemen t les p erturbations au premier ordre. Heureusemen t, la condition

d'in tégrabilité (9.1.39) est une relation non p erturbativ e, qui, étan t linéaire dans

les solutions QD et hRi D , est a fortiori vraie à l'ordre 2. Comme nous connaissons

Q(2)
D , il nous su�t donc d'utiliser (9.1.39) p our déterminer hRi (2)

D . P our cela, il nous

faut HD au premier ordre. Comme � = 3_a=a� 3 _	 au premier ordre, on a

HD =
_aD

aD
=

_a
a

� h _	 i E , (9.2.33)

au premier ordre. Soit, toujours au premier ordre :

_aD

aD
=

2
3t

�
2

3t1=3
hAi E +

3hB i E

t2
; (9.2.34)
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d'où l'on déduit, au premier ordre :

aD

aD0

=
t2=3
0

a0

 

(1 + hAi E t2=3
0 + hBi E t � 1

0 )a �
hAi E t2=3

0

a0
a2 �

a3=2
0 hB i E

t0
a� 1=2

!

.

(9.2.35)

En utilisan t (9.1.39), on obtien t alors une équation di�éren tielle d'ordre 1 p our

hRi (2)
D , qui, une fois résolue, donne :

hRi (2)
D =

� D
1

t2=3
+

� D
2

t4=3
+

� D
3

t7=3
+

� D
4

t3
+

� D
5

t4
. (9.2.36)

Les � D
i son t des constan tes qui dép enden t des A , B , C et E , mais égalemen t, p our

� 2 , d'une constan te d'in tégration qui n'est pas déterminée par cette métho de. Les

parties dép endan t des A , B , C et E p euv en t encore s'écrire comme des termes de

b ord (in tégrales sur @D ).

Si l'on résume les résultats présen tés ci-dessus, nous p ouv ons donc écrire qu'au

second ordre de la théorie de p erturbations, on a :

QD =
SD

1

t2=3
+

SD
2

t7=3
+

SD
3

t4
(9.2.37)

hRi D =
� D

1

t2=3
+

�
� D

2 +
16hAi E

3

�
1

t4=3
+

� D
3

t7=3
+

� D
4 + 12hB i E

t3
+

� D
5

t4
.(9.2.38)

On v oit donc que seuls les termes en t � 4=3
et t � 3

reçoiv en t des con tributions

d'ordre 1, les autres termes étan t d'ordre 2. On constate que l'un des mo des év olue

en a� 1
, donc décroit plus len temen t que la densité de matière : au cours de l'ex-

pansion, la bac kreaction acquiert de plus en plus d'imp ortance ; cep endan t, il faut

noter que dans ce calcul p erturbatif, le co e�cien t de ce mo de est d'ordre deux,

donc plus faible que le co e�cien t p our la densité de matière, qui est d'ordre 0.

Aux temps longs, on p eut négliger les autres mo des et écrire :

QD �
SD

1

a
, (9.2.39)

et, d'après le dév elopp emen t de aD (9.2.35), SD
1 étan t d'ordre 2 :

QD �
SD

1 aD0

t2=3
0 aD

. (9.2.40)

Le dév elopp emen t p erturbatif en traîne donc l'apparition d'un terme décroissan t

moins vite que la densité de matière dans le mo dèle e�ectif mo y enné de l'Univ ers

tardif : la bac kreaction est un e�et qui p ourrait a v oir un e�et non négligeable
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dans le cadre d'une cosmologie de haute précision (cf [139 ] p our une discussion

sur le lien en tre les constan tes et les observ ables ph ysiques). En�n, nous a v ons vu

que les constan tes de ce mo dèle se réduisen t à des termes de b ord, ce qui n'est

pas le cas p our un traitemen t totalemen t non p erturbatif de la bac kreaction. En

e�et, cette propriété est une réminiscence de ce qui se passe dans l'appro xima-

tion newtonienne [142 ], et vien t de ce que l'élémen t de v olume friedmannien se

réduit à l'élémen t de v olume euclidien. Dans le cas général, les termes in tégrés ne

p euv en t s'écrire comme des div ergences pures (c'est la di�érence en tre la div er-

gence de la vitesse ui;i qui in tervien t dans le formalisme newtonien, et la trace

de la courbure extrinsèque K ij , qui la "remplace" en Relativité Générale). P our

clari�er ce p oin t, il serait in téressan t de traiter les ordres sup érieurs, p our lesquels

"l'astuce" utilisée ici, consistan t à calculer les grandeurs à l'ordre 2 uniquemen t

grâce aux p erturbations à l'ordre 1 et à la condition d'in tégrabilité, ne p eut plus

être appliquée ; l'exploration de certaines métho des non p erturbativ es p ourrait

aussi constituer un élémen t in téressan t. P our conclure cette discussion du mo dèle

p erturbatif, calculons la fonctionnelle de Kullbac k-Leibler (9.1.47) au deuxième

ordre. En ne considéran t que les mo des croissan ts p our une raison de simplicité,

on trouv e, tous calculs faits :

S = � 1t7=3 + � 2t4=3
. (9.2.41)

C'est donc bien une fonction croissan te : la structuration de l'Univ ers agit ainsi

comme une source de non-comm utativité.

9.3 Energie som bre et bac kreaction

Les deux phénomènes qualitativ emen t les plus imp ortan ts dans l'Univ ers tar-

dif son t la formation (non linéaire) des structures cosmologiques, et la faiblesse

du �ux lumineux nous parv enan t des Sup erno v ae de t yp e 1a loin taines, faiblesse

in terprétée, dans le cadre des mo dèles de F riedmann, comme un e�et de l'accélé-

ration de l'expansion. Il est donc ten tan t d'essa y er de relier ces deux phénomènes ;

d'autan t plus que si la structuration de l'Univ ers était resp onsable de l'accéléra-

tion de l'expansion (vraie ou apparen te), le problème de la coïncidence, que nous

a v ons signalé dans la première partie, serait résolu de facto. Exhib er une origine

classique au problème de l'énergie som bre p ermettrait égalemen t de s'abstraire du

recours à des sources "exotiques", souv en t phénoménologiques, ne resp ectan t pas

les conditions d'énergie.

Dans cette famille de raisonnemen ts, il existe deux appro c hes assez di�éren tes,

de part leurs buts et leurs mo y ens. La première façon d'ab order le problème de

l'énergie som bre dans les cosmologies inhomogènes consiste à ten ter de rendre
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compte des observ ations sans in v o quer une accélération de l'expansion. Les pho-

tons qui nous parviennen t des galaxies loin taines tra v ersen t en e�et l'Univ ers lo cal

qui est aujourd'h ui inhomogène, sur des éc helles plus p etites qu'en viron 100 Mp c

(cf section 2.1.1 dans la première partie). Les mo di�cations app ortées à la dis-

tance de luminosité par la présence de ces inhomogénéités p ourraien t alors être

resp onsables des e�ets observ és sur la relation magnitude/décalage v ers le rouge.

Une étude détaillée de l'e�et des �uctuations sur la distance de luminosité [143 ]

a mon tré qu'à l'ordre linéaire de la théorie de p erturbations, une telle explication

n'était pas p ossible. Cep endan t, l'Univ ers lo cal présen te des structures qui son t

déjà dans le régime d'e�ondremen t non linéaire. C'est p ourquoi un traitemen t non-

p erturbatif a été ten té. Une façon commo de de traiter l'Univ ers lo cal sans passer

par un mo dèle de F riedmann p erturb é consiste à lev er l'h yp othèse d'homogénéité

et à considérer un Univ ers lo cal à symétrie sphérique autour de l'observ ateur. Cela

mène à l'étude des solutions de Lemaître-T olman-Bondi [144, 145 ] dans un Univ ers

rempli d'un �uide de p oussière. Cette étude a mon tré qu'il était p ossible d'imiter

un e�et d'accélération par la présence d'inhomogénéités [146 , 147 , 148 , 149 , 150 ].

Cep endan t, de tels mo dèles inhomogènes doiv en t naturellemen t mener à des e�ets

de natures di�éren tes sur di�éren tes observ ations. P ar exemple, il est di�cile de

v oir commen t ils p ourraien t in�uer de façon concordan te sur la distance de lumi-

nosité et la distance angulaire, de sorte à rendre compte des di�éren tes mesures

qui supp orten t l'existence d'une phase d'expansion accélérée. De plus, ces mo dèles

présen ten t plus de paramètres libres que le mo dèle standard a v ec une constan te

cosmologique. Le fait qu'ils puissen t expliquer une observ ation au moins aussi bien

que le mo dèle standard n'est donc pas très surprenan t. C'est p ourquoi leur test

crucial sera l'élab oration, dans ce cadre, d'une sorte de mo dèle de concordance.

L'autre appro c he est directemen t inspirée des cosmologies inhomogènes mo y en-

nées don t nous traitons ici. Ces cosmologies, rapp elons-le, retiennen t du mo dèle

standard son princip e le plus marquan t : l'homogénéité de l'Univ ers aux grandes

éc helles. Nous l'a v ons vu, cela p ermet de construire un mo dèle e�ectif homogène

sous la forme d'un système dynamique p our les propriétés in tégrales de la cosmo-

logie. Plus succinctemen t, cela revien t à dé�nir un facteur d'éc helle e�ectif et à en

étudier la dynamique. Dans ces mo dèles, l'accélération de l'expansion est réelle ;

elle est simplemen t due au fait que l'on c hoisit de décrire notre Univ ers à l'aide

d'un mo dèle homogène alors qu'il est inhomogène en réalité : le �ot géo désique

lo cal p eut être tel qu'en c haque p oin t, le taux d'expansion lo cal décélère, tout

en conduisan t à un mo dèle e�ectif homogène en expansion accélérée. C'est en ce

sens que l'argumen t, souv en t a v ancé, selon lequel cette accélération dans les mo-

dèles homogènes e�ectifs n'est pas ph ysique [151] est inapproprié : l'argumen t de

con tradiction est exactemen t le co eur de la métho de. Décider du caractère ph y-

sique ou non d'un e�et paraît douteux dans ce con texte : le mo dèle de F riedmann
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est-il ph ysique ? Il supp ose la parfaite homogénéité p our décrire la dynamique

d'un ob jet qui est manifestemen t plus complexe. Au con traire, les mo dèles e�ec-

tifs mo y ennés prop osen t une pro cédure explicite de construction d'un mo dèle des

grandes éc helles de l'Univ ers, mo dèle qui est en princip e testable, et qui p ermet,

qui plus est, d'in tégrer les mo dèles de F riedmann dans un cadre plus large. Sa v oir

si la bac kreaction est e�ectiv emen t resp onsable de l'accélération est un autre pro-

blème, d'ordre quan titatif (en bref, a-t-on QD > 4�G h� i D dans l'Univ ers tardif ),

mais nous a v ons vu que même dans un traitemen t p erturbatif cette bac kreaction

est bien présen te ; bien que faible, elle exhib e dès l'ordre 2, c'est-à-dire dès le

premier ordre auquel elle apparaît, un comp ortemen t non trivial qui la fait dé-

croître moins vite que la densité mo y enne de matière. C'est p ourquoi il apparaît

imp ortan t d'étudier cet e�et : même s'il ne doit pas mener à une explication de

l'énergie som bre, il p ermet de comprendre la structure d'un mo dèle homogène, et

d'en tester les h yp othèses. Une remarque plus p ertinen te à mon sens concerne le

problème de jauge. T oujours dans [151 ], et plus récemmen t dans [152 ], les auteurs

on t a v ancé qu'une bac kreaction imp ortan te p ouv ait être un artefact dû au c hoix

de co ordonnées comobiles. In tuitiv emen t, on p eut comprendre cela si l'on se rap-

p elle que l'in v ariance de la Relativité Générale sous les di�éomorphismes p ermet

de décrire l'espace-temps dans n'imp orte quel jeu de co ordonnées. P ar exemple, un

espace-temps euclidien est caractérisé par un tenseur de Riemann iden tiquemen t

n ul : R�
��� � 0, et non par une métrique �plate� : si les co ordonnées x �

renden t

la métrique plate, on p eut trouv er des co ordonnées e�
quelconques telles que dans

ces nouv elles co ordonnées, la métrique prenne une forme non apparemen t plate,

mais on aura toujours R�
��� � 0. P our notre problème on a de même des �uc-

tuations qui p euv en t apparaître comme des mo des dus au c hoix de co ordonnées.

P ar conséquen t, la bac kreaction, qui est un e�et des �uctuations, p eut être forte

dans des co ordonnées particulières, alors qu'elle est faible dans un autre système.

Jusque là, la remarque des auteurs de [151 ] et [152 ] est tout à fait fondée, et leur

résultat ph ysiquemen t clair : les co ordonnées comobiles son t un c hoix particulier

de co ordonnées ; si l'on a v ait c hoisi le feuilletage maximal souv en t utilisé en Re-

lativité n umérique [153] et dans lequel K ij � 0, la bac kreation aurait été n ulle.

Cep endan t, il faut rapp eller que l'énergie som bre, en tan t qu'elle est in terprétée

comme due à l'accélération de l'expansion, est un e�et qui trouv e sa place et son

sens ph ysique dans le mo dèle standard de la cosmologie, qui rep ose lui-même sur

les Univ ers de F riedmann. Or, ces derniers son t représen tés dans des co ordonnées

corresp ondan t à un ensem ble d'observ ateurs comobiles. Dès lors, en quoi l'accé-

lération dans les mo dèles mo y ennés serait-elle non ph ysique car due à un c hoix

de co ordonnées ? P eut-être est-elle justemen t due au fait que l'on singularise des

observ ateurs comobiles dans un Univ ers inhomogène qui c hoisissen t de décrire ce

dernier a v ec un mo dèle homogène aux grandes éc helles. Une observ ation, comme
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l'énergie som bre, p eut n'être qu'un e�et de co ordonnées ; il n'y a là aucune con tra-

diction apparen te lorsque l'on précise exactemen t le programme que l'on p oursuit.

L'erreur serait paten te seulemen t si l'accélération était un phénomène réellemen t

indép endan t des co ordonnées, ce qui, p our une accélération, serait p our le moins

surprenan t.

P our en rev enir plus directemen t à ce problème de l'énergie som bre, il a été

démon tré que les �uctuations plus grandes que le ra y on de Hubble ne p ouv aien t

pas pro duire d'accélération (elles se sommen t p our donner une con tribution en

a� 2
D dans la con train te hamiltonienne mo y ennée) [154, 155 , 140 ]. De même, comme

nous l'a v ons vu, jusqu'au second ordre en théorie des p erturbations, l'e�et reste

trop faible p our rendre compte de l'accélération de l'expansion [156 , 157, 158 , 159 ].

La seule p ossibilité p our expliquer l'accélération dans le con texte des cosmologies

mo y ennées reste donc un e�et des �uctuations plus p etites que l'horizon, le mo dèle

prenan t en compte les non-linéarités de façon plus satisfaisan te que dans la théo-

rie de p erturbations ; en fait , un traitemen t non p erturbatif serait sûremen t plus

correct : les Univ ers homogènes e�ectifs qui son t signi�cativ emen t di�éren ts d'un

mo dèle de t yp e friedmannien, dans l'espace des solutions, nécessiten t une prise en

compte rigoureuse du couplage en tre courbure et �uctuations dans la distribution

de matière. Il n'est pas sûr que la théorie de p erturbations p ermette de rendre

compte de ce couplage. En fait, on ne sait même pas si cette série est bien dé�nie,

dans le sens où elle aurait une limite �nie à tout temps [141] : dès que les p ertur-

bations, sous l'e�et de l'instabilité gra vitationnelle, son t de l'ordre de grandeur des

quan tités homogènes, d'une part les dév elopp emen ts limités tronqués son t faux,

d'autre part la séparation de la métrique en une partie de fond et une p erturbation

p ose un réel problème d'in terprétation des données.

9.3.1 Princip e d'une solution

Commençons donc par examiner un mo dèle-jouet [160] constitué de deux ré-

gions homogènes et isotrop es de t yp e F riedmann disjoin tes sans nous préo ccup er

des conditions de raccord en tre ces deux régions

4

. Ce mo dèle est le plus simple

que l'on puisse imaginer p our mo déliser la formation d'une structure : l'une des

régions mo délisera une surdensité, et l'autre une sous-densité en vironnan te. Cha-

cune de ces régions est caractérisée par un facteur d'éc helle (ai ) i 2f 1;2g , et par un

taux d'expansion (H i ) i 2f 1;2g . L'indice 1 désignera la région sous-dense, et l'indice

2 la région surdense. On a donc H1 > H 2 . Le domaine de mo y ennisation sera pris

égal à l'union des deux régions 1 et 2 ; son v olume est donc simplemen t donné par :

VD = a3
1 + a3

2 , (9.3.1)

4

P our une appro c he de ce genre de raccord, v oir, dans un autre con texte,[161 ].
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et le facteur d'éc helle e�ectif s'écrit :

aD = ( a3
1 + a3

2)1=3
. (9.3.2)

On p eut alors calculer le taux d'expansion et le paramètre de décélération e�ectifs

de façon puremen t cinématique :

HD =
a3

1

a3
1 + a3

2
H1 +

a3
2

a3
1 + a3

2
H2 = H1(1 � v + hv) (9.3.3)

qD = q1
1 � v

(1 � v + hv)2
+ q2

vh2

(1 � v + hv)2
� 2

v(1 � v)(1 � h)2

(1 � v + hv)2
, (9.3.4)

où l'on a dé�ni la fraction de v olume o ccup é par la région surdense :

v �
a3

2

a3
1 + a3

2
, (9.3.5)

et le rapp ort des taux d'expansion : h � H2=H1 ; en�n, qi est le paramètre de

décélération de la région i . On v oit que le taux d'expansion e�ectif est simplemen t

la mo y enne des taux d'expansion dans c haque région, p ondérée par le v olume de

c haque région. Le paramètre de décélération, au con traire, présen te, par le biais

du troisième terme, une con tribution non triviale. Si l'on considère un ensem ble

de N régions, a v ec N grand, ce terme est relié à la v ariance de la distribution des

taux d'expansion ; il joue exactemen t le rôle ph ysique et mathématique de QD . On

p eut remarquer que ce terme � 2v(1 � v)(1 � h)2=(1 � v + hv)2
est toujours négatif

(corresp ondan t à QD > 0) et tend donc toujours à accélérer l'expansion mo y enne.

A�n de simpli�er les calculs, nous considèrerons que la région sous-dense 1 est

vide. On a alors :

H 2
1 = �

k
a2

1
, (9.3.6)

a v ec k < 0, si bien que a1 / t . La région 2, elle, est assimilée à un mo dèle de

F riedmann à courbure p ositiv e :

H 2
2 =

8�G� 2

3
�

k
a2

2
, (9.3.7)

a v ec k > 0. La solution de (9.3.7) p eut être représen tée sous forme paramétrique

en in tro duisan t � tel que :

t / � � sin� et a2 / 1 � cos� . (9.3.8)

� v arie en tre 0 et 2� : p our � = 0 , la région 2 est réduite à un p oin t et l'on est à

l'instan t initial (Big Bang) ; puis cette région surdense subit une expansion jusqu'à
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ce que � = � , p our ensuite s'e�ondrer sur elle-même. Ce scénario est singulier en

� = 2 � , mais dans ce genre de mo dèle, on considère en général que la structure

en e�ondremen t se stabilise (par des pro cessus non décrit dans le mo dèle) lorsque

son ra y on est égal à la moitié de son ra y on au momen t où elle a commencé à

s'e�ondrer, c'est-à-dire p our � = 3 �= 2. On p eut alors écrire :

h =
(� � sin� ) sin �

(1 � cos� )2
(9.3.9)

v =
� 3f 2(1 � cos� )3

� 3f 2(1 � cos� )3 + 8(1 � f 2(� � sin � )3)
, (9.3.10)

où f 2 représen te la fraction d'espace dans la région surdense 2 au momen t où

la structure commence à s'e�ondrer : f 2 = v(� = � ) . La �gure 9.3.1 mon tre

l'év olution de qD
et des densités adimensionnées p our ce mo dèle, a v ec f 2 = 0:3. On

v oit que le mo dèle e�ectif homogène commence à accélérer lorsque la zone surdense

commence à se con tracter ( � � � ). Cela s'explique car, lorsque cette zone se

con tracte, la fraction de v olume qu'elle o ccup e, v , dimin ue, donnan t de plus en plus

d'imp ortance à la zone sous-dense. Sim ultanémen t, la courbure mo y enne s'in v erse,

passan t de p ositiv e à négativ e (c'est-à-dire 
 D
R passan t de v aleurs négativ es à des

v aleurs p ositv es) ; la région sous-dense domine alors l'expansion mo y enne ; dans

le même temps, la bac kreaction se stabilise car la v ariance du taux d'expansion

augmen te, con trebalançan t l'e�et de v olume.

Cela suggère donc un mécanisme général p ouv an t expliquer l'accélération dans

les mo dèles mo y ennés plus généraux : bien que l'expansion lo cale décélère en c haque

p oin t, l'expansion mo y enne p eut accélérer à condition que la fraction de v olume

o ccup é par les vides deviennen t su�sammen t imp ortan te. Plus il y a de di�érence

de taux d'expansion en tre les zones sous-denses et les zones surdenses, plus le

v olume relatif o ccup é par les zones sous-denses (don t l'expansion est la plus rapide)

croît rapidemen t, expliquan t l'accélération. Cep endan t, les régions sous-denses ne

doiv en t pas être en expansion trop rapide, sans quoi elles o ccup en t rapidemen t

la quasi-totalité du v olume, a v an t que l'e�et des régions surdenses ait pu être

ressen ti. On v oit sur la �gure 9.3.2 que dans le mo dèle à deux zones, l'accélération

se pro duit lorsque la fraction de vide a attein t en viron 70%. Si l'on v arie le seul

paramètre libre du mo dèle, c'est-à-dire f 2 , cette v aleur reste stable ; cf �gure 9.3.3.

Bien en tendu, l'Univ ers réel n'est pas réductible à ce mo dèle à deux zones.

Cep endan t, nous a v ons pu comprendre qu'il existe un lien fort en tre la fraction

de v olume o ccup é par les zones sous-denses et le phénomène d'accélération. Il

serait in téressan t de sa v oir si la fraction de 70%, �univ erselle� p our le mo dèle à

deux zones, p ersiste p our des mo dèles plus compliqués et plus réalistes. De toute

façon, le mécanisme que nous a v ons décrit ci-dessus sem ble robuste, et même si

la fraction de vides nécessaire p our pro duire l'accélération s'a v érait di�éren te de
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Fig. 9.3.1 � Figure de gauc he : év olution du paramètre de décélération qD
en fonc-

tion de � p our le mo dèle à deux zones ; �gure de droite : év olution des paramètres

adimensionnés p our le mo dèles à deux zones en fonction de � : 
 D
m est représen té

par le trait en p oin tillés courts, 
 D
Q est en trait plein, et 
 D

R en p oin tillés longs.
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Fig. 9.3.2 � F raction de v olume o ccup é par la région vide en fonction de � dans

le mo dèle à deux zones.
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Fig. 9.3.3 � F raction de vide (gauc he) et paramètre de décélération (droite) en

fonction de � p our le mo dèle à deux zones. En trait plein : f 2 = 0:5 ; en p oin tillés :

f 2 = 0:4 ; en p oin ts-longs p oin tillés : f 2 = 0:3 ; en p oin ts-p oin tillés : f 2 = 0:2 ; en

p oin ts- p oin tillés courts : f 2 = 0:1.
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70%, l'estimation de la fraction de vides dans le passé pro c he de notre Univ ers

apparaît comme un test crucial des mo dèles de bac kreaction. Les estimations de

la fraction de vides dans l'Univ ers tardif ne son t pas toutes concordan tes, mais

placen t celle-ci en tre 0:6 et 1 [162 , 163 , 164] ; si notre estimation simple de 70%

nécessaire p our pro duire une phase d'expansion accélérée s'a v érait v alable p our des

mo dèles plus réalistes, ces b ornes rendraien t donc l'explication de l'énergie som bre

par la bac kreaction tout à fait plausible.

Remarquons, p our conclure sur cet exemple que la bac kreaction est très faible

dans le mo dèle corresp ondan t à la �gure 9.3.1, bien que le mo dèle soit très di�éren t

du mo dèle standard, essen tiellemen t à cause de la courbure mo y enne. Le fait qu'une

bac kreaction faible puisse a v oir un impact imp ortan t sur la cosmologie a v ait déjà

été remarqué p our des mo dèles newtoniens [165 ] ; ceci est d'autan t plus vrai lorsque

la bac kreaction est couplée à la courbure mo y enne.

9.3.2 Le morphon

Les termes de �uctuations QD et de courbure mo y enne hRi D jouen t le rôle de

sources p our la dynamique du facteur d'éc helle dans le système (9.1.34)-(9.1.36).

T raditionnellemen t, du moins dans les mo dèles les plus simples, lorsque l'on étu-

die l'énergie som bre dans les Univ ers de F riedmann, celle-ci est décrite soit par

une constan te (la constan te cosmologique), soit par un c hamp scalaire phénomé-

nologique baptisé quin tessence, don t nous a v ons parlé dans la première partie

de cet ouvrage (v oir en tre autres, dans la foisonnan te littérature sur le sujet :

[166, 167 , 168 , 51 , 169 , 170]). L'étude du mo dèle à deux zones, dans la sous-section

précéden te, a p ermis de dégager quelques caractéristiques d'une accélération due à

la bac kreaction ; le lien a v ec la formation des structures fa v orise un mo dèle dyna-

mique p our l'énergie som bre : l'amplitude des termes de source doit a priori v arier

a v ec le temps, puisque la structuration de l'Univ ers est elle-même un phénomène

dynamique. Si l'on p ense que la façon correcte de dé�nir un mo dèle homogène p our

l'Univ ers passe par la dé�nition de propriétés in tégrales, donc par l'utilisation du

système (9.1.34)-(9.1.36), cela indique une p ossible réin terprétation du c hamp de

quin tessence comme un c hamp mo y en dû à la croissance des �uctuations dans la

géométrie et la distribution de matière à grande éc helle. Nous allons donc étu-

dier la corresp ondance que l'on p eut établir en tre les sources QD et hRi D et un

c hamp scalaire e�ectif. Cette corresp ondance a été prop osée et étudiée dans [135 ] ;

le c hamp scalaire e�ectif est app elé morphon dans le sens où il traduit l'e�et sur

le mo dèle homogène de la structure spatiale de la distribution de matière et de

géométrie, donc la �forme� de l'espace-temps à des éc helles inférieures à l'éc helle

de mo y ennisation. Cette corresp ondance présen te l'a v an tage de fournir une origine

ph ysique claire aux c hamps phénoménologiques de quin tessence ; par exemple, elle

p ermet de déterminer l'éc helle d'énergie du p oten tiel de quin tessence en fonction
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de grandeurs directemen t reliées à la structuration de l'Univ ers, ainsi que la na-

ture de ce c hamp scalaire (c'est-à-dire le signe de son terme cinétique). En�n, une

fois la corresp ondance établie, tout l'e�ort de reconstruction du c hamp scalaire de

quin tessence à partir des observ ations [171, 172 , 173 ] p eut être directemen t utilisé

p our con traindre la bac kreaction cinématique et la courbure mo y enne du mo dèle

e�ectif mo y enné.

Dé�nition et propriétés du morphon

Décriv ons donc les sources du système (9.1.34)-(9.1.36) :

� D
eff = h� i D �

1
16�G

(QD + hRi D ) (9.3.11)

pD
eff =

1
16�G

�
1
3

hRi D � Q D

�
, (9.3.12)

sous la forme :

� D
eff � h � i D + � D

� , pD
eff � pD

� , (9.3.13)

où :

� D
� =

�
2

_� 2
D + UD (� D ) , pD

� =
�
2

_� 2
D � UD (� D ) . (9.3.14)

Les équations (9.3.13) et (9.3.14) constituen t une dé�nition du morphon � D m uni

du p oten tiel UD (� D ) ; � v aut 1 ou -1, a�n que le morphon puisse représen ter un

c hamp scalaire standard, ou un �fan tôme� don t le terme cinétique est négatif. P ar

l'iden ti�cation des sources (9.3.11)-(9.3.12) et de la dé�nition du morphon (9.3.13),

on a alors :

�
1

8�G
QD = � _� 2

D � UD (9.3.15)

�
1

8�G
hRi D = 3UD . (9.3.16)

Ainsi, la courbure mo y enne est directemen t reliée, par une simple prop ortionna-

lité, au p oten tiel du c hamp scalaire e�ectif. En inséran t (9.3.15)-(9.3.16) dans la

condition d'in tégrabilité (9.1.39), on trouv e l'équation d'év olution p our le c hamp

scalaire :

•� D + 3HD
_� D + �

dUD

d� D
= 0 . (9.3.17)

La dynamique du facteur d'éc helle e�ectif aD et des c hamps est alors exactemen t

celle d'un mo dèle de F riedmann en présence d'un �uide de p oussière et d'un c hamp
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scalaire minimalemen t couplé :

H 2
D =

8�G
3

�
h� i D +

�
2

_� 2
D + UD (� D )

�
(9.3.18)

•aD

aD
=

4�G
3

�
� h � i D � 2� _� 2

D + 2UD (� D )
�

(9.3.19)

@t h� i D + 3HD h� i D = 0 (9.3.20)

•� D + 3HD
_� D + �

dUD

d� D
= 0 . (9.3.21)

On p eut, dans cette appro c he, reform uler le lien que nous a v ons déjà signalé, lors

de la présen tation de la fonctionnelle de Kullbac k-Leibler (9.1.47), en tre état hors

de l'équilibre et bac kreaction. En e�et, le c hamp scalaire � D suggère une dé�nition

simple des énergies �cinétique� et �p oten tielle� asso ciées à la bac kreaction :

E D
k �

�
2

_� 2
D VD et E D

p � � UD VD . (9.3.22)

Le rapp ort de l'énergie cinétique à l'énergie p oten tielle est alors donné par :

E D
k

E D
p

= �
1
2

�
1 + 3

QD

hRi D

�
; (9.3.23)

on v oit qu'en l'absence de bac kreaction (tan t que hRi D 6= 0 ), on retrouv e une

�condition du viriel� : E D
p + 2E D

k = 0 p our le domaine autogra vitan t D , et la

bac kreaction s'iden ti�e donc à une déviation de l'équilibre sur ce domaine. Les

mo dèles de F riedmann corresp onden t par ce biais à une �condition du viriel� sa-

tisfaite à toutes les éc helles.

Un exemple de reconstruction : les lois de puissance.

A�n d'illustrer l'émergence naturelle des c hamps scalaires cosmologiques lors

de la mo y ennisation des cosmologies inhomogènes, nous allons reconstruire expli-

citemen t le morphon issu des solutions en lois de puissance étudiées en 9.2.1., en

nous limitan t aux solutions couplées du t yp e (9.2.4) :

QD = r hRi D = rR D i a
n(r )
D a v ec n(r ) = � 2

1 + 3r
1 + r

. (9.3.24)

Grâce à (9.3.15)-(9.3.16), on p eut écrire :

_� 2
D = � �

R D i

8�G

�
r +

1
3

�
an(r )

D (9.3.25)

UD = �
R D i

24�G
an(r )

D . (9.3.26)
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Cette corresp ondance dé�nit donc un morphon a y an t un p oten tiel p ositif p our

R D i < 0 ; de plus, ce morphon est un c hamp scalaire réel (cas que nous consi-

dèrerons par la suite) p our � R D i (r + 1=3) < 0. Si R D i < 0, le morphon est un

c hamp scalaire standard si r > � 1=3, et un �fan tôme� si r < � 1=3 ; au con traire,

p our R D i > 0, le c hamp est standard p our r < � 1=3, et c'est un fan tôme p our

r > � 1=3. L'in v ersion du système (9.3.25)-(9.3.26) a�n de reconstruire le p oten tiel

passe par l'in tégration de la première équation a�n de trouv er � D (aD ) :

� D (aD ) =
2
p

� (1 + 3r )(1 + r )

(1 � 3r )
p

�G
arcsinh

 s
� (1 + r )R D i

16�G h� i D i

a(1� 3r=(1+ r ))
D

!

=

p
� 2�n (r )

(n(r ) + 3)
p

�G
arcsinh

� q
(1 + r )
 D i

R man(r )+3
D

�
, (9.3.27)

où l'on a dé�ni la fraction initiale de densités de courbure et de matière : 
 D i
R m �


 D i
R =
 D i

m . Cette relation imp ose que r 6= � 1 et r 6= � 1=3. Le cas r = � 1=3
corresp ond en fait à une constan te cosmologique e�ectiv e � D , comme on p eut le

v oir dans (9.3.25) où alors

_� 2
D = 0 . Le cas r = � 1 est dégénéré, comme nous

l'a v ons signalé dans le section 9.2.1, puisqu'il corresp ond à une ann ulation de la

bac kreaction et de la courbure mo y enne. Le p oten tiel du c hamp scalaire s'écrit

�nalemen t :

UD (� D ) =
� (1 + r )R D i

24�G

�
(1 + r )
 D i

R m

� 2 (1+3 r )
(1 � 3r )

sinh� 4 (1+3 r )
(1 � 3r )

 
(1 � 3r )

p
�G

p
� (1 + 3r )(1 + r )

� D

!

=
2(1 + r )

3

�
(1 + r )
 D i

R m

� 3
( n +3)

h� i D i sinh
2n

( n +3)

�
(n + 3)
p

� �n

p
2�G � D

�
.(9.3.28)

Dans ce mo dèle simple, l'éc helle d'énergie du p oten tiel (9.3.28) est déterminée

par les conditions initiales sur la densité d'énergie mo y enne h� i D i et la courbure

mo y enne R D i , faisan t explicitemen t le lien en tre le momen t où se pro duit l'accé-

lération et la distribution des inhomogénéités dans l'Univ ers. Le cas r = 1=3 est

exclu de cette reconstruction ; il corresp ond en fait à n = � 3, c'est-à-dire à un

Univ ers de Einstein-de Sitter e�ectif a v ec une densité de matière renormalisée à

l'instan t initial : h� i D i � R D i =36�G . Notons que ce t yp e de p oten tiel est conn u

dans les scénarios de quin tessence [168, 174, 175]. La dériv ation du p oten tiel pré-

céden te supp osait que la densité de matière n'était pas n ulle ; dans le cas con traire,

la reconstruction du p oten tiel mène à :

UD (� D ) = �
�R D i

24�G
exp

 

� 4

r
� (1 + 3r )

1 + r

p
�G � D

!

. (9.3.29)
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Fig. 9.3.4 � Espace des solutions en lois de puissance, iden tique à la �gure 9.2.1,

a v ec la forme des p oten tiels du morphon asso cié à c haque cas.

Au facteur de normalisation (1 + r )
�

(1 + r )
 D i
R m

� 2(1+3 r=(1� 3r ))
près, qui traduit la

présence de matière, c'est exactemen t le p oten tiel (9.3.28) dans la limite � D !
+ 1 . La di�érence en tre les p oten tiels (9.3.28) et (9.3.29) nous indique donc com-

men t la présence de matière a�ecte le morphon : elle mo di�e l'éc helle d'énergie

du p oten tiel, et c hange le comp ortemen t dynamique du morphon quand le v olume

du domaine D est p etit (la limite � D ! + 1 corresp ond à aD ! + 1 d'après la

form ule (9.3.27)). Au con traire, lorsque le domaine est dev en u grand, la dynamique

du morphon rejoin t sa dynamique dans le vide, ce qui corresp ond bien au fait que

la densité de matière a été diluée par l'expansion. Les mo dèles de c hamps scalaires

dé�nis par (9.3.28) corresp onden t à une répartition constan te de l'énergie en tre

énergies cinétique et p oten tielle :

E D
k + �

1 + 3r
2

E D
p = 0 , (9.3.30)

et l'équation d'état du morphon est égalemen t constan te :

wD
� = �

1
3

1 � 3r
1 + r

= �
1
3

(n(r ) + 3) ; (9.3.31)

on a wD
� < � 1=3 (donc accélération p ossible) si et seulemen t si r 2] � 1; 0[.

La �gure 9.3.4 est une reprise de la �gure 9.2.1, où l'on a ra jouté le t yp e de

c hamp scalaire corresp ondan t à c hacun des cas suiv an ts :
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� Cas A : p our r 2 [� 1; � 1=3], le c hamp scalaire est un �fan tôme� ( � = � 1)

s'éc happan t d'un p oten tiel de la forme UD / sinh� (� � D ) , a v ec � > 0. Ces

mo dèles p euv en t pro duire une expansion accélérée.

� P our r = � 1=3, le mo dèle corresp ond à la présence d'une constan te cosmo-

logique e�ectiv e, dép endan t de l'éc helle : � D = QD i = �R D i =3.

� P our r > � 1=3, le c hamp scalaire est standard ( � = +1 ), et l'on a les

di�éren ts cas :

� Cas B : p our r 2] � 1=3; 0[, le p oten tiel est de la forme sinh� 1 (� D ) , a v ec

� 1 2] � 4; 0[ ; ces mo dèles corresp onden t à des c hamps de quin tessence

qui p euv en t pro duire une expansion accélérée. Au début de l'év olution,

lorsque � D � 0, le p oten tiel est assimilable à un p oten tiel de Ratra-P eebles

UD / � � � 2
D , a v ec � 2 = 4(1+3 r )=(1� 3r ) . Lorsque le c hamp devien t grand,

le p oten tiel devien t une exp onen tielle : UD / exp(� � 3� D ) , a v ec � 3 =
2
p

(1 + 3r )=(1 + r ) . Ce genre de p oten tiel ne sou�re pas ici du problème

p osé par la n ucléosyn thèse aux p oten tiels exp onen tiels habituels [176 , 166 ],

dans la mesure où il émerge duran t l'ère dominée par la matière à cause

de la mo y ennisation.

� Cas C : p our r 2]0; 1=3[, le p oten tiel est toujours de la forme sinh� 4 (� D ) ,

mais a v ec � 4 < � 4, si bien que le p oten tiel est trop p en tu p our pro duire

de l'accélération.

� P our r = 1=3, le mo dèle corresp ond à un Univ ers de Einstein-de Sitter

a v ec une densité de matière renormalisée.

� Cas D : p our r > 1=3, le p oten tiel s'écrit UD / sinh� 5
, a v ec � 5 > 4, et le

mo dèle ne pro duit pas d'accélération.

� Cas E : p our r<-1, le c hamp scalaire, qui est standard, descend le long

d'un p oten tiel négatif non b orné inférieuremen t. Ce t yp e de c hamp scalaire

est pathologique lorsqu'il est considéré comme un c hamp fondamen tal, mais

ici, le c hamp est e�ectif, et ne présen te donc pas, a priori, de problème

d'instabilité. En�n, les quatre cas précéden ts corresp ondaien t à une courbure

mo y enne négativ e, R D i < 0, alors que ce dernier cas se pro duit p our R D i > 0.

Signalons en�n que tous les mo dèles a v ec r < 0 corresp onden t à une bac kreac-

tion p ositiv e QD > 0, alors que p our r > 0 on a QD < 0 : autremen t dit, p our un

taux de con v ersion r en tre la courbure et la bac kreaction négatif, les �uctuations

son t dominées par les �uctuations d'expansion, alors que dans le cas con traire,

elles son t dominées par le cisaillemen t.

9.3.3 Observ ables : quelques considérations

Le système (9.1.34)-(9.1.36) nous donne l'év olution temp orelle du facteur d'éc helle

e�ectif aD caractérisan t les propriétés dynamiques du domaine D considéré comme

homogène. Nous a v ons, jusqu'à présen t étudié un certain nom bre de ces proprié-
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tés dynamiques, et nous a v ons vu, sur un exemple simple mais éclairan t, que

la fraction de vide dans le domaine D était un paramètre imp ortan t p our cette

dynamique, notammen t p our expliquer l'expansion accélérée. La construction du

morphon nous a égalemen t mon tré que tous les t yp es de c hamps scalaires cos-

mologiques étaien t en princip e repro ductibles par les bac kreactions, fournissan t

donc une origine ph ysique claire de ces c hamps scalaires. Cep endan t, il y a une

question fondamen tale que nous n'a v ons pas encore ab ordée ; c'est celle du statut

des observ ations astroph ysiques dans ce cadre. Cela p ose la question de la façon

don t on en visage la géométrie, c'est-à-dire la façon de mesurer les distances dans

le con texte des cosmologies inhomogènes mo y ennées. Puisque nous a v ons construit

un mo dèle homogène et la dynamique de son facteur d'éc helle aD , il est loisible

de p enser que la géométrie de cet Univ ers e�ectif est donnée par la métrique de

F riedmann-Lemaître-Rob ertson-W alk er a v ec le facteur d'éc helle aD . Mais, quelle

est alors la courbure asso ciée ? En e�et, les mo dèles de bac kreaction impliquen t

qu'à cause du couplage en tre la bac kreaction et la courbure mo y enne, cette dernière

év olue, génériquemen t, de façon di�éren te d'une courbure constan te. En d'autres

termes, les ra y ons lumineux qui nous parviennen t des ob jets distan ts tra v ersen t un

espace-temps inhomogène de courbure R(t; ~X ) ; cette courbure une fois mo y ennée,

lorsque l'on c hoisit de considérer l'Univ ers inhomogène comme homogène, ne se

réduit pas à une courbure en kD =a2
D . L'analyse faite dans le c hapitre 8 a mon tré

que le lissage, à temps �xé, de l'espace menait à une partie spatiale de la métrique

corresp ondan t à celle d'une métrique de F riedmann-Lemaître-Rob ertson-W alk er.

Une appro ximation p ossible du problème observ ationnel est alors de considérer

que :

� l'év olution temp orelle du mo dèle homogène est donnée par (9.1.34)-(9.1.36),

et nous donne donc une fonction aD (t) ;

� à c haque temps t le domaine D est homogène de courbure spatialemen t

constan te kD (t) .

Alors, la métrique e�ectiv e de l'espace-temps p eut être prise égale à :

ds2
D = � dt2 +

1
HD0 aD0

a2
D

�
dr2

1 � kD (t)r 2
+ r 2d� 2 + r 2 sin2 �d� 2

�
. (9.3.32)

Il faut insister sur le fait que cette métrique, qui n'est évidemmen t pas homogène,

n'est pas une solution des équations d'Einstein p our un �uide de p oussière ho-

mogène de densité h� i D . Mais p eu imp orte. Ici, la dynamique est donnée par les

équations (9.1.34)-(9.1.36), les équations d'Einstein étan t v éri�ées au niv eau �mi-

croscopique� (c'est-à-dire lo calemen t). La métrique (9.3.32) ne sert qu'à calculer

les distances. On a donc un découplage en tre dynamique et géométrie qui trouv e

sa source dans le fait d'a v oir �forcé� la description homogène d'un Univ ers non-

homogène. L'élémen t de longueur (9.3.32) est donc une prescription, inspirée du
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�ot de Ricci, p our rendre compte du fait que les photons tra v ersen t un Univ ers in-

homogène. Ainsi, les inhomogénéités jouen t ici deux rôles distincts : elles mo di�en t

la dynamique à grande éc helle par l'in termédiaire du système (9.1.34)-(9.1.36), et

elles agissen t sur la mesure des distances à tra v ers la dép endance temp orelle non-

triviale in tro duite dans (9.3.32). Dès lors, quelle prescription c hoisir p our kD (t) ?

Un c hoix raisonnable doit relier cette courbure constan te spatialemen t à un temps

donné à la courbure mo y enne vraie hRi D . Deux c hoix �naturels� son t alors p os-

sibles : soit on prend la courbure friedmannienne (9.1.43) déduite formellemen t des

équations (9.1.34)-(9.1.36), soit on c hoisit de dé�nir kD (t) comme l'écart de hRi D
à une courbure friedmanienne : hRi D / kD (t)=a2

D . Si l'on fait le premier c hoix, kD

ne dép end plus du temps, par dé�nition, et on p erd le ra�nemen t inspiré du �ot

de Ricci. Choisissons donc :

kD (aD ) �
hRi D (aD )
j hRi D i

j
a2

D . (9.3.33)

L'équation des géo désiques p our un ra y on lumineux nous parv enan t radialemen t

est alors simplemen t donnée par ds2
D = 0 , a v ec d� = 0 et d� = 0 .

Prenons p our simpli�er le prop os une bac kreaction et une courbure mo y enne

données par des solutions en lois de puissance (9.2.4) :

QD = r (n)�a n
D (9.3.34)

hRi D = �a n
D +

k
a2

D
. (9.3.35)

n , � et k son t des constan tes réelles

5

. Alors, si l'on dé�nit le décalage v ers le rouge

e�ectif zD tel que 1 + zD = aD0 =aD , la distance co ordonnée ob éit à l'équation

di�éren tielle suiv an te :

dr
dzD

= aD0

s
1 � kD (zD )r 2


 D0
m (1 + zD )3 + 
 D0

X (1 + zD )� n + 
 D0
k (1 + zD )2

(9.3.36)

r (0) = 0 , (9.3.37)

a v ec :

kD (zD ) = �
(n + 6)
 D0

X (1 + zD )� (n+2) + 4
 D0
k

j(n + 6)
 D0
X a� (n+2)

D0
+ 4
 D0

k j
. (9.3.38)

5 k n'a rien à v oir a v ec la courbure géométrique e�ectiv e kD .
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Dans ces expressions, les densités adimensionnées son t dé�nies par :


 D
m =

8�G
3H 2

D

h� i D (9.3.39)


 D
X = �

2�a n
D

3(n + 6) H 2
D

(9.3.40)


 D
k = �

ka� 2
D

6H 2
D

, (9.3.41)

et v éri�en t la con train te : 
 D
m +
 D

X +
 D
k = 1 . Ce mo dèle comp orte donc seulemen t

trois paramètres libres.

Si on a la solution �r (zD ) de (9.3.36), on p eut alors calculer la distance angulaire

dans notre espace e�ectif :

dD
A (zD ) =

c
HD0

�r (zD )
1 + zD

. (9.3.42)

On a rétabli la vitesse de la lumière p our des raisons pratiques de comparaison aux

données observ ationnelles. La distance de luminosité se déduit alors de (9.3.42) par

la relation de récipro cité [46 ] : dD
L = (1 + zD )2dA (zD ) :

dD
L =

c
HD0

(1 + zD )�r (zD ) . (9.3.43)

Le mo dèle (9.3.34)-(9.3.35) allié à la prescription faite p our la métrique p eut

alors être con train t par les données des Sup erno v ae de t yp e 1a. P our une première

analyse, on p eut p oser k = 0 dans la prescription (9.3.34)-(9.3.35). Le mo dèle

comp orte alors deux paramètres libres, et les con train tes données par les Sup er-

no v ae son t présen tées sur la �gure 9.3.5 dans le plan (
 D0
m ; n) . Les con tours noirs

présen ten t les con train tes p our le mo dèle standard de concordance a v ec une éner-

gie som bre d'équation d'état constan te wDE = � (n + 3) =3, et les régions colorées

les con train tes p our le mo dèle présen té ici. Cette �gure traduit donc directemen t

l'in�uence de la distance de luminosité mo di�ée (9.3.43), qui est la seule c hose qui

distingue les deux mo dèles. En e�et, la dynamique du facteur d'éc helle est équi-

v alen te dans les deux cas ; seule la distance de luminosité n'est pas calculée de la

même manière. L'in tro duction d'une distance de luminosité du t yp e (9.3.43) décale

les con tours de con�ance v ers des plus grandes v aleurs de 
 D0
m et les n négatifs.

Autremen t dit, la prise en compte d'une courbure e�ectiv e év oluan t a v ec le temps

p ermet de rendre compte des observ ations des Sup erno v ae à l'aide de mo des de ba-

c kreaction du t yp e d'une quin tessence, tout en assuran t, p our un mo de donné, une

densité de matière plus imp ortan te que dans le mo dèle standard corresp ondan t.

P ar exemple, dans le mo dèle considéré dans cette sous-section, le mo de dominan t
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Fig. 9.3.5 � Con train tes dans le plan (
 D0
m ; n) obten ues à partir des données de

SNLS [18]. Les con tours noirs présen ten t les résultats p our un mo dèle standard a v ec

une comp osan te d'énergie som bre d'équation d'état constan te wDE = � (n + 3) =3 ;

le con tour in térieur délimite la région de con�ance à 1- � , et le con tour extérieur

celle à 2- � . Les régions colorées présen ten t les résultats p our le mo dèle considéré

dans cette sous-section (jaune à 1- � et rouge à 2- � ). Merci à Martin Kunz p our

cette �gure.

de la solution p erturbativ e à l'ordre 2 (9.2.40), a v ec n = � 1, est compatible a v ec

les données et 
 D0
m � 0:3 à 2- � , alors que sans la mo di�cation de la distance de

luminosité, il faudrait p our ce même mo de, 
 D0
m � 0:05. Bien sûr, la solution p er-

turbativ e ne p ermet pas d'atteindre 
 D0
m � 0:3, car elle est du deuxième ordre,

donc forcémen t sous-dominan te. Mais il est in téressan t que l'in tro duction de façon

simple, dans la géométrie e�ectiv e, d'une courbure v arian t a v ec le temps, p er-

mette de faire baisser la con tribution p erturbativ e de la bac kreaction nécessaire

p our expliquer la luminosité des Sup erno v ae d'en viron 25%. Cela p ermet de p en-

ser que les e�ets non p erturbatifs corrigean t le mo de dominan t en 1=aD n'on t pas

nécessairemen t b esoin d'être très imp ortan ts.

Cette analyse des données demande à être a�née, notammen t par l'in tro duc-

tion des con train tes v enan t du fond de ra y onnemen t cosmologique. Ceci est l'ob jet

d'un tra v ail en cours [177 ], dans lequel nous prop oserons égalemen t une ten ta-

tiv e de déduire, statistiquemen t, des données la présence réelle (ou non) d'un e�et

géométrique de la courbure v ariable.
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Chapitre 10

Conclusion

L'étude de l'Univ ers en tan t qu'ob jet ph ysique demande une atten tion par-

ticulière aux conditions de v alidité des théories et des mo dèles que l'on emploie.

L'extrap olation sur de m ultiples ordres de grandeur des lois don t l'adéquation a v ec

l'exp érience est a v érée dans notre en vironnemen t lo cal doit être soumise à une ins-

p ection min utieuse et précautionneuse. En e�et, la cosmologie, en tan t qu'elle se

fonde sur des observ ations astroph ysiques, a ceci de particulier par rapp ort aux

autres branc hes de la ph ysique qu'elle a p our but de décrire et d'exprimer des lois

p our un ensem ble de phénomènes qui ne son t ni repro ductibles, ni a fortiori con tro-

lables par une mo di�cation des conditions initiales et des paramètres : l'Univ ers est

donné une fois p our toute dans l'état où il se trouv e. C'est p ourquoi la cosmologie

doit s'appuy er, plus que toute autre démarc he scien ti�que visan t à une description

de la nature, sur des exp ériences de p ensée (au sens de la "gedank en exp erimen t"),

des sim ulations n umériques et des idéalisations de son ob jet. Ce faisan t, elle doit

néanmoins se garder d'une démarc he an throp o cen trique, c'est-à-dire risquan t de

donner à l'observ ateur unique construisan t la théorie cosmologique une place pri-

vilégiée

1

: sa quête doit être celle d'un corpus de lois décriv an t l'Univ ers, et non

l'Univ ers tel qu'il est vu par un observ ateur sur T erre aujourd'h ui

2

ou tel qu'il p eut

être décrit à tra v ers les lois v alables ici et aujourd'h ui. Le princip e cosmologique

fort qui sert de fondemen t au mo dèle standard friedmannien de la cosmologie est

une idéalisation réalisan t (à l'excès p eut-être) un tel déplacemen t, puisque les lois

cosmologiques qui en résulten t donnen t strictemen t les mêmes résultats p our tous

les observ ateurs en tout p oin t de l'espace-temps. P ar con tre l'extrap olation de la

1

Le lien en tre cette notion de place privilégiée et l'observ ateur unique est le remplacemen t d'un

ensem ble d'exp ériences iden tiques, imp ossible en cosmologie, par une sorte de princip e ergo dique

consistan t à générer des observ ateurs virtuels iden tiques (du p oin t de vue des lois) à l'observ ateur

unique.

2

Bien sûr, des lois générales décriv an t l'Univ ers doiv en t être capables de déterminer commen t

un observ ateur sur T erre aujourd'h ui v oit l'Univ ers.

169
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Relativité Générale, testée à l'éc helle du système solaire, sur des éc helles cosmo-

logiques p ose un certain problème de ce p oin t de vue. Cette thèse s'inscrit dans

cette démarc he de construction d'un mo dèle cosmologique à partir des princip es

et de leur questionnemen t, a v ec l'ob jectif de rendre compte de l'Univ ers observ é

en évitan t les écueils d'une description trop simpli�ée qui cac herait l'essen tiel de

la ric hesse de l'ob jet-Univ ers dans un secteur som bre énigmatique. Les c hamps

scalaires on t servi de guide et de mo y en tec hniques à cette démarc he, en tan t que

mo dèles les plus simples de mo di�cations au scénario standard.

Les théories scalaire-tenseur de la gra vité, qui fon t l'ob jet de la première étude

menée au cours de cette thèse, constituen t un cadre théorique puissan t p our étu-

dier la v alidité des lois gra vitationnelles sur des éc helles de temps et d'espace cos-

mologiques

3

, plus sp éci�quemen t p our élucider le statut et la v alidité du princip e

d'équiv alence. Nous n'a v ons considéré que le cas où le c hamp scalaire addition-

nel était couplé univ ersellemen t aux c hamps de matière, restreignan t par là même

notre prop os à d'év en tuelles violations du princip e d'équiv alence fort. Cep endan t,

les mo di�cations ainsi app ortées à la cosmologie son t déjà nom breuses. Nous a v ons

vu que la dynamique cosmologique des théories scalaire-tenseur présen tait, p our

certains t yp es de couplage, une con v ergence naturelle v ers la Relativité Générale,

p ermettan t de rendre compte des tests de la gra vitation dans le système solaire.

Nous a v ons égalemen t esquissé une étude de cette dynamique en présence d'un

p oten tiel d'auto-in teraction, présence qui sem ble, tout en le préserv an t, complè-

temen t renouv eler le mécanisme de con v ergence. Grâce à cette con v ergence dyna-

mique v ers la Relativité Générale au cours de l'histoire cosmologique, il est p ossible

d'a v oir une théorie de la gra vitation qui dévie signi�cativ emen t de la Relativité

Générale par le passé, par une violation du princip e d'équiv alence fort. Dans ce

cas, le fait que la Relativité Générale soit bien testée aujourd'h ui n'assure pas du

tout qu'elle soit v alable à tous les temps. Cette lib erté nous a p ermis de prop o-

ser un scénario de n ucléosyn thèse primordiale alternatif dans lequel, bien que le

rapp ort du nom bre de bary ons et du nom bre de photons soit faible, l'ab ondance

de

7
Li syn thétisé est en accord a v ec les observ ations. La solution rep ose sur une

v ariation rapide du couplage gra vitationnel au cours de la n ucléosyn thèse, cette

v ariation en traînan t une mo di�cation du taux d'expansion duran t cette p ério de.

Les observ ations nous renseignan t sur l'état passé de l'Univ ers, telle la n ucléosyn-

thèse ne sem blen t donc pas privilégier une gra vitation strictemen t décrite par la

Relativité Générale à tout temps : si l'ab ondance de

7
Li observ ée est bien celle

syn thétisée au momen t de la n ucléosyn thèse primordiale (c'est-à-dire si le

7
Li n'est

3

L'étude des violations spatiales du princip e d'équiv alence n'a pas été ab ordé directemen t

dans cet ouvrage, mais les quelques remarques sur la formation des structures en donnen t une

première appro c he sur laquelle nous reviendrons lorsque nous ab orderons les p ersp ectiv es de ce

tra v ail de thèse.
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pas détruit par des pro cessus stellaires), le mo dèle standard de la cosmologie est

face à un problème, que la présence d'un c hamp scalaire explicitemen t couplé à

la matière p eut résoudre. En cela, l'ab ondance anormale du

7
Li p eut apparaître

comme un signe d'une mo di�cation de la gra vité au momen t de la n ucléosyn thèse

primordiale. Si tel est le cas, une analyse détaillée de la structuration de l'Univ ers

duran t l'ère de matière s'imp ose. En e�et, nous a v ons vu que les mo di�cations

les plus simples app ortées au sp ectre de puissance de la matière et au sp ectre des

anisotropies du fond de ra y onnemen t par les théories scalaire-tenseur résolv an t le

problème du

7
Li ne son t pas décelables dans les données actuelles. Il faudra traiter

l'ensem ble du problème p our sa v oir si d'autres manifestations p euv en t apparaître ;

nous y reviendrons dans le c hapitre ci-après consacré aux p ersp ectiv es.

Dans la seconde étude à laquelle s'est attac hé ce tra v ail de thèse, nous a v ons ten té

de construire des mo dèles génériques p our décrire les propriétés à grande éc helle de

l'Univ ers. Cela nous a naturellemen t mené à une insp ection �ne du princip e cosmo-

logique, et nous a v ons pu constater que son statut était plus délicat à comprendre

que ne le laisse v oir le mo dèle standard. En e�et, comme l'Univ ers (tardif ) est ho-

mogène aux grandes éc helles tout en présen tan t une structure plus complexe aux

p etites éc helles, la construction de mo dèle e�ectifs homogènes aux grandes éc helles,

que ce soit par des métho des de �ot inspirées du group e de renormalisation ou par

des mo y ennisations spatiales simples, fait apparaître que le mo dèle e�ectif est plus

ric he qu'un simple mo dèle de F riedmann-Lemaître-Rob ertson-W alk er. Cela est à

relier au fait que les op érations d'év olution de l'espace-temps et de mo y ennisation

ne comm uten t pas en tre elles. Les sources e�ectiv es supplémen taires (c'est-à-dire

autres que la matière), app elées la bac kreaction, qui apparaissen t alors traduisen t

la présence de �uctuations dans la distribution de matière et dans la géométrie,

et couplen t explicitemen t ces �uctuations à la courbure mo y enne de l'espace, indi-

quan t l'imp ortance d'un traitemen t pleinemen t relativiste de ce phénomène.

L'étude de quelques solutions exactes a mon tré que cet e�et de bac kreaction n'était

pas trivialemen t négligeable. D'une part, les solutions en lois de puissance on t

p ermis de replacer le mo dèle standard friedmannien dans un espace de solutions

e�ectiv es homogènes, et de constater qu'il apparaissait comme un p oin t-selle dans

cet espace, si bien qu'il n'est pas dynamiquemen t fa v orisé par la structure de l'es-

pace des con�gurations cosmologiques ; au con traire, sa v alidité serait plutôt une

forme de "conspiration" cosmologique p ermettan t l'ann ulation de tous les e�ets de

bac kreaction. D'autre part, un calcul en théorie de p erturbations friedmanniennes

a p ermis de v oir qu'au v oisinage de ce p oin t-selle, les p erturbations mènen t natu-

rellemen t à un terme dominan t dans la bac kreaction qui déstabilise le mo dèle et

tend à éloigner la dynamique de son comp ortemen t friedmannien. On p eut donc

dire que la bac kreaction est réellemen t là dans les mo dèles homogènes de l'Univ ers.
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En�n, nous a v ons ab ordé le lien p oten tiel en tre cette bac kreaction et le problème

de l'énergie som bre. Il est en e�et ten tan t de faire le lien en tre un e�et directemen t

relié à la structuration de l'Univ ers, et le phénomène ma jeur de l'histoire tardiv e

de l'Univ ers considéré comme homogène : l'énergie som bre. Cela p ermettrait en

e�et de résoudre le problème de coïncidence : commen t se fait-il qu'accélération

de l'expansion et structuration de l'Univ ers se pro duisen t sensiblemen t aux mêmes

ép o ques ? L'étude d'un mo dèle-jouet à deux zones nous a p ermis de comprendre

qu'une accélération e�ectiv e du mo dèle homogène était reliée directemen t à la

prop ortion de vides dans la distribution de matière, et nous a v ons vu, par l'in ter-

médiaire du morphon, commen t la bac kreaction p ouv ait o�rir une origine ph ysique

simple à l'ensem ble des c hamps scalaires (minimalemen t couplés) qui jouen t le rôle

de quin tessence dans le mo dèle standard. P our �nir, nous a v ons initié une métho de

p our rendre compte des données dans le cadre des cosmologies inhomogènes mo y en-

nées, en mo di�an t, non seulemen t la dynamique par les sources de bac kreaction,

mais égalemen t la façon de calculer les distances, par une première prise en compte

(appro ximativ e) des e�ets de courbure.

Les dév elopp emen ts résumés ci-dessus, bien que parcellaires, p ermetten t de mettre

en lumière l'imp ortance cruciale d'une ré�exion sur les princip es sous-tendan t la

cosmologie. Au momen t où la quête de données de plus en plus précises et div er-

si�ées nous p ermet d'a v oir accès à une connaissance détaillée des phénomènes se

déroulan t dans l'Univ ers, on ne p eut pas s'en tenir à un mo dèle paramétrique,

fût-il excellen t. Au con traire, il nous faut pro�ter de la qualité de ces observ ations

p our améliorer notre compréhension de l'Univ ers, en questionnan t sans cesse les

appro ximations qui on t p ermis de dév elopp er nos anciens mo dèles. En esp éran t,

mo destemen t, jeter quelques faibles lumières sur les zones encore obscures de notre

Univ ers.



Chapitre 11

P ersp ectiv es

Ce tra v ail de thèse est un début ; début d'un parcours de rec herc he qui doit

mener à préciser da v an tage les conséquences cosmologiques des scénarios étudiés.

Dans cette optique, nous prop osons ici quelques pistes qu'il faudra explorer dans

la con tin uité des tra v aux présen tés dans cet ouvrage.

Concernan t les théorie scalaire-tenseur de la gra vité, il reste tout d'ab ord à conclure

clairemen t quan t à l'in�uence du p oten tiel sur le mécanisme de con v ergence. D'autre

part, une grande atten tion doit être donnée à l'étude détaillée de la formation des

structures dans ces théories. L'in�uence des inhomogénéités du c hamp scalaire

est mal conn ue et p ourrait être cruciale, même à des éc helles bien inférieures au

ra y on de Hubble (à cause du couplage explicite). Les sim ulations n umériques, no-

tammen t, demanden t à être sérieusemen t rep ensées a�n d'inclure correctemen t cet

e�et. P ar exemple, les conditions de virialisation des ob jets en présence d'un c hamp

scalaire, par ailleurs in téressan tes par elles-mêmes, doiv en t être éclaircies, a�n que

l'iden ti�cation des structures dans les sim ulations soit correctes. L'utilisation de

la structuration de l'Univ ers p our discriminer di�éren ts mo dèles d'énergie som bre

qui son t dégénérés sur les données des Sup erno v ae est une question cen trale, et

le c hamp de compréhension de cette structuration dans les mo dèles incluan t un

c hamp scalaire est encore largemen t inexploré. Ce tra v ail, à la fois analytique et

n umérique s'inscrit dans le prolongemen t direct de cette thèse.

Les cosmologies inhomogènes mo y ennées o�ren t égalemen t de nom breux prolon-

gemen ts nécessaires. Citons, par exemple :

� l'estimation de conditions initiales p our la bac kreaction à partir des aniso-

tropies du fond de ra y onnemen t cosmologique ;

� l'extension de la corresp ondance a v ec le morphon dans une ère dominée par

un �uide a y an t une pression (et le lien p ossible de cette bac kreaction a v ec

des c hamps scalaires non minimalemen t couplés) a�n d'étudier des mo dèles
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in�ationnaires générés par la bac kreaction, par exemple au début de l'ère

dominée par la radiation

� le dév elopp emen t de métho des d'estimation non p erturbativ es de la bac kreac-

tion, comme le formalisme de Zeldo vic h relativiste ;

� la clari�cation de l'in terprétation des données dans le con texte des mo dèles

homogènes e�ectifs, à sa v oir le mo y en de mesurer les distances e�ectiv es.

� la structure du cône de lumière mo y enné, qui seul p eut donner une informa-

tion complète sur l'Univ ers observ é ;

� la façon correcte d'implémen ter et d'utiliser les sim ulations n umériques en

prenan t en compte la bac kreaction.

Cette liste, non exhaustiv e, mon tre l'ampleur du tra v ail à accomplir dans ce do-

maine.

En�n, il faut noter que les deux parties de ces tra v aux, séparées ici à des �ns

de présen tation, se recoup en t parfois quan t à leurs ob jectifs et leurs tec hniques,

justi�an t la nécessité de les mener de fron t.
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Annexe A

Thermo dynamique

L'ob jet de cet app endice est la présen tation succincte de quelques résultats de

thermo dynamique à l'équilibre. Une étude détaillée des princip es et des dév elop-

p emen ts de la thermo dynamique dans un espace en expansion p eut être trouv ée

dans [38, 178 ].

La densité d'énergie, la pression et la densité n umérique d'un gaz dilué de

particules de masse m a y an t g degrés de lib erté in ternes son t données par :

� �
g

(2� )3

Z
E(~p)f (~p)d3p (A.0.1)

p �
g

(2� )3

Z
k~pk2

3E(~p)
f (~p)d3p (A.0.2)

n �
g

(2� )3

Z
f (~p)d3p , (A.0.3)

où f (~p) est la fonction de distribution dans l'espace des phases ; E(~p) est l'énergie

relativiste d'une particule : E 2 = k~pk2 + m2
. A l'équilibre cinétique, la fonction de

distribution est simplemen t la distribution de Bose-Einstein p our des b osons de

p oten tiel c himique � à la temp érature T :

f (~p) =
1

exp((E � � )=T) � 1
, (A.0.4)

et la distribution de F ermi-Dirac p our des fermions de p oten tiel c himique � à la

temp érature T :

f (~p) =
1

exp((E � � )=T) + 1
. (A.0.5)
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Ainsi, on a, en passan t en co ordonnées sphériques dans l'espace des phases :

� =
g

2� 2

Z + 1

m

E 2
p

E 2 � m2

exp((E � � )=T) � 1
dE (A.0.6)

p =
g

6� 2

Z + 1

m

(E 2 � m2)3=2

exp((E � � )=T) � 1
dE (A.0.7)

n =
g

2� 2

Z + 1

m

E
p

E 2 � m2

exp((E � � )=T) � 1
dE . (A.0.8)

Puis, en in tro duisan t la v ariable u � E=T :

� =
g

2� 2
T4

Z + 1

m=T

u2
p

u2 � (m=T)2

exp(u � �=T ) � 1
du (A.0.9)

p =
g

6� 2
T4

Z + 1

m=T

(u2 � (m=T)2)3=2

exp(u � �=T ) � 1
du (A.0.10)

n =
g

2� 2
T3

Z + 1

m=T

p
u2 � (m=T)2

exp(u � �=T ) � 1
udu . (A.0.11)

P our des particules relativistes, T � m , et l'on trouv e immédiatemen t : pR =
� R=3. Dans cette même limite, p our des photons, don t le nom bre n'est pas conserv é

(p enser aux réactions telles que le Brehmsstralung : e� + p $ e� + p+ 
 ), le p oten tiel

c himique est n ul : � = 0 , et :

� 
 =
� 2

30
gT4

, p
 =
� 2

90
gT4

et n
 =
� (3)
� 2

gT3
; (A.0.12)

où � (3) � 1:202 est la v aleur de la fonction � de Riemmann en 3. A l'in v erse, p our

des particules non relativistes, T � m , on a :

� NR = mnNR (A.0.13)

nNR = g
�

mT
2�

� 3=2

exp (� (m � � )=T) (A.0.14)

pNR = nNR T � � . (A.0.15)

P our terminer, in tro duisons l'en tropie d'un domaine comobile S. La seconde

loi de la thermo dynamique s'écrit (on supp ose, p our la simplicité que � = 0 ) :

TdS = d(�V ) + pdV = d((� + p)V) � V dp , (A.0.16)

où V = a3
est le v olume ( a étan t le facteur d'éc helle, et le v olume comobile étan t

pris égal à 1). La condition d'in tégrabilité (relation de Sc h w arz) :

@2S
@T@V

=
@2S

@V @T
(A.0.17)
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p ermet d'écrire :

dp =
� + p

T
dT ; (A.0.18)

si bien que l'en tropie ob éit à :

dS = d
�

(� + p)V
T

+ cste
�

. (A.0.19)

S est donc donnée, à une constan te près par :

S =
a3(� + p)

T
. (A.0.20)

Grâce à la première loi, à l'équilibre thermique : d(( � + p)V) = V dp; on a donc :

dS = 0 . (A.0.21)

L'en tropie d'un domaine comobile est donc conserv ée, p our des esp èces à l'équilibre

thermique. La densité d'en tropie s = S=V = ( � + p)=T est dominée par les esp èces

relativistes, si bien que l'on a :

s =
2� 2

45
gT3

, (A.0.22)

g étan t le nom bre de degrés de lib erté relativistes. L'expression (A.0.22) mon tre

que la densité d'en tropie s est prop ortionnelle à la densité n umérique de particules

relativistes. En particulier, si n
 est la densité n umérique de photons, on a :

s � 1:8gn
 . (A.0.23)

C'est p ourquoi l'on parle d'un Univ ers ou le nom bre de photons est très grand

comme d'un Univ ers a y an t une grande en tropie.
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Annexe B

F ormalisme 3+1 de la Relativité

Générale

Bien que la co v ariance soit un des piliers de la Relativité Générale, dans les si-

tuations où elle doit être appliquées, il est commo de, a�n de dé�nir simplemen t les

observ ables, de décomp oser l'espace-temps et la dynamique suiv an t un ensem ble

d'h yp ersurfaces spatiales indicé par un paramètre a�ne jouan t le rôle de dimension

temp orelle. La plupart des espace-temps présen tan t un in téret astroph ysique ou

cosmologique p ermetten t cette décomp osition, dite décomp osition 3+1. On trou-

v era une étude détaillée de ce formalisme dans les ouvrages classiques [2, 4, 5],

ainsi que dans une très complète monographie d'Eric Gourgoulhon [153 ] faisan t

suite à un ensem ble de cours donnés dans le cadre d'un trimestre de Relativité

Générale à l'Institut Henri P oincaré à l'automne 2006.

On app elle surface de Cauc h y une h yp ersurface spatiale � d'une v ariété dif-

féren tiable M telle que toute courb e causale (de genre temps ou n ul) sans �n

in tersecte � en un p oin t et un seul. Une v ariété (M ;(4) g�� ) admettan t une surface

de Cauc h y � est dite globalemen t h yp erb olique. La top ologie d'une telle v ariété

est alors : M ' � � R. T out espace-temps (M ;(4) g�� ) globalemen t h yp erb olique

admet alors un feuilletage par une famille con tin ue (� t )t2 R d'h yp ersurfaces spa-

tiales, c'est-à-dire qu'il existe un c hamp scalaire réel t don t le gradien t n'est jamais

n ul, et admettan t p our surfaces de niv eau les � t , ces dernières couvran t l'ensem ble

de M :

8p 2 M ; 9!t 2 R; p 2 � t . (B.0.1)

Dans la suite, on considérera un tel espace-temps globalemen t h yp erb olique (M ;(4) g�� )
feuilleté par une famille (� t )t2 R d'h yp ersurfaces spatiales. A�n de construire ces

surfaces, on dé�nit le c hamp de v ecteurs de genre temps n�
orthonormal à � t ,

a v ec n� n� = � 1. Le pro jecteur sur � t , h�� = (4) g�� + n� n� , induit alors sur � t une
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métrique 3-dimensionnelle, dite première forme fondamen tale de � t :

8(i; j ) 2 f 1; 2; 3g2; gij � (4) g�� h�
i h�

j ; (B.0.2)

qui est telle que gjk gki = gi
j = � i

j . On p eut toujours écrire n�
sous la forme :

n� = ( � N (x � );~0) ; n� =
1

N (x � )
(1; � N i (x � )) , (B.0.3)

où N (x � ) est app elée fonction lapse, et N i (x � ) v ecteur shift. En notan t x0 = t ,

l'élémen t de longueur prend alors la forme suiv an te :

ds2 = (4) g�� dx� dx� = � N 2(t; x k)dt2+ gij (t; x k)(dxi + N i (t; x k)dt)(dxj + N j (t; x k)dt) .

(B.0.4)

Le c hoix de N et N i
est alors équiv alen t au c hoix des quatre co ordonnées d'espace-

temps. N (x � )dt est l'élémen t de temps propre en tre � t et � t+ dt , et N i (x � )dt est le

décalage dans la co ordonnée x i
en tre � t et � t+ dt (le p oin t coincidan t a v ec l'origine

des co ordonnées spatiales au temps t se trouv era en � N i dt sur l'h yp ersurface

spatiale à l'instan t t + dt ) [4]. Le plongemen t des h yp ersurfaces (� t )t2 R dans M
est caractérisé par la seconde forme fondamen tale de ces h yp ersurfaces, K ij [5, 153 ],

dé�nie par :

8(t; x k) 2 R � � t ; K ij (t; x k) � � n� ;� h�
i h�

j = � ni ;j (t; x k) . (B.0.5)

On p eut alors écrire les équations d'Einstein (1.3.13) sous la forme dite Arno witt-

Deser-Misner (ADM) [127] :

Con train te hamiltonienne (ou d'énergie) :

R � K i
j K

j
i + K 2 = 16�G� + 2� où � � T�� n� n�

; (B.0.6)

Con train tes de momen t :

r i K i
j � r j K = 8�GJ j où Ji � � T�� n� h�

i ; (B.0.7)

Equation d'év olution de la première forme fondamen tale :

1
N

@tgij = � 2K ij +
1
N

(r j N i + r i N j ) ; (B.0.8)

Equation d'év olution de la seconde forme fondamen tale :

1
N

@t K i
j = R i

j + KK i
j � � � i

j �
1
N

r i r j N +
1
N

�
K i

kr j N k � K k
j r kN i + N kr kK i

j

�

� 8�G
�

Si
j +

1
2

(� � Sk
k )� i

j

�
(B.0.9)

où Sij � T�� h�
i h�

j .
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P our alléger les notations, on a dé�ni : K � K i
i , R ij le tenseur de Ricci de la

métrique spatiale gij , et R � R j
j sa trace. Les noms de ces équations viennen t de

ce que les équations (B.0.8) et (B.0.9) su�sen t à déterminer la métrique

(4) g�� de

l'espace-temps, dans le cadre d'un problème de Cauc h y bien p osé. Les équations

(B.0.6) et (B.0.7) quan t à elles, apparaissen t comme des con train tes sur les condi-

tions initiales du problème de Cauc h y ; étan t v éri�ées p our les conditions initiales,

elles le son t automatiquemen t p our tout temps t ultérieur grâce aux iden tités de

Bianc hi. On p ourra se rep orter à [153] p our une discussion claire de ce problème de

Cauc h y . Dans cet ouvrage, nous serons particulièremen t in teressés par ce système

d'équations exprimé dans des co ordonnées simples, p our lesquels N i � 0. Si l'on

v oit n�
comme la quadri-vitesse d'un observ ateur, ces co ordonnées corresp onden t

à un système dans lequel un tel observ ateur est au rep os dans les h yp ersurfaces

spatiales, c'est-à-dire à un observ ateur lagrangien, don t les co ordonnées spatiales

son t constan tes. Cela revien t à in tro duire des co ordonnées gaussiennes X k
sur la

v ariété � t p our tout t :

ds2 = � N 2(t; X k)dt2 + gij (t; X k)dX i dX j
. (B.0.10)

Les équations ADM (B.0.6) à (B.0.9) s'écriv en t alors :

R � K i
j K

j
i + K 2 = 16�G� + 2� (B.0.11)

r i K i
j � r j K = 8�GJ j (B.0.12)

1
N

@t gij = � 2K ij (B.0.13)

1
N

@tK i
j = R i

j + KK i
j � � � i

j �
1
N

r i r j N

� 8�G
�

Si
j +

1
2

(� � Sk
k )� i

j

�
. (B.0.14)
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Annexe C

Articles

Cet article est paru dans Astroph ys. J. 658 (2006) 1.
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Big Bang n ucleosyn thesis in scalar tensor gra vit y : the k ey problem of

the primordial

7
Li abundance

Julien Larena, and Jean-Mic hel Alimi, and Arturo Serna.

Com bined with other CMB exp erimen ts, the WMAP surv ey pro vides an accurate es-

timate of the bary on densit y of the Univ erse. In the framew ork of the standard Big Bang

Nucleosyn thesis (BBN), suc h a bary on densit y leads to predictions for the primordial

abundances of

4
He and D in go o d agreemen t with observ ations. Ho w ev er, it also leads

to a signi�can t discrepancy b et w een the predicted and observ ed primordial abundance

of

7
Li. Suc h a discrepancy is often termed as 'the lithium problem'. In this pap er, w e

analyze this problem in the framew ork of scalar-tensor theories of gra vit y . It is sho wn

that an expansion of the Univ erse sligh tly slo w er than in General Relativit y b efore BBN,

but faster during BBN, solv es the lithium problem and leads to

4
He and D primordial

abundances consisten t with the observ ational constrain ts. This kind of b eha vior is obtai-

ned in n umerous scalar-tensor mo dels, b oth with and without a self-in teraction p oten tial

for the scalar �eld. In mo dels with a self-in teracting scalar �eld, the con v ergence to w ards

General Relativit y is ensured without an y condition, thanks to an attractionmec hanism

whic h starts to w ork during the radiation-dominated ep o c h.

Keyw ords : n ucleosyn thesis ; cosmology : theory ; cosmology : early univ erse.

In tro duction

The Big Bang Nucleosyn thesis prediction for the

4
He primordial abundance is

traditionally considered as a go o d estimate of the bary on densit y of the Univ erse.

Ho w ev er, the recen t measuremen t of the Cosmic Micro w a v e Bac kground (CMB)

anisotropies b y WMAP [179] no w pro vides, when com bined with other CMB ex-

p erimen ts (CBI and A CBAR), another accurate estimate of the bary on densit y :


 bh2 = 0:0224� 0:0009(or � � 1010 = 6:14� 0:25 in terms of the bary on to photon

ratio) [89]. This v alue of � can b e used to compute the primordial abundances

of ligh t elemen ts (mainly

4
He,

3
He, D and

7
Li). The comparison of predicted and

observ ed abundances is then a w a y to test the concordance b et w een BBN and the

CMB data.

When one assumes the WMAP estimate of the bary on to photon ratio, the

primordial abundances predicted b y the standard BBN ( i.e. three families of ligh t

neutrinos, a neutron mean life � n = 885:7� 0:8s, gra vitation describ ed b y General
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Relativit y and a homogeneous and isotropic Univ erse) are [180] :

Y p = 0:2484+0 :0004
� 0:0005

D/H = 2:75+0 :24
� 0:19 � 10� 5

7
Li/H = 3:82+0 :73

� 0:60 � 10� 10

while the observ ed abundances are :

Y p =
�

0:2391� 0:0020 ref. [91 ]

0:2452� 0:0015 ref. [92 ]

D/H = 2:78+0 :44
� 0:38 � 10� 5

ref. [93] (C.0.1)

7
Li/H =

�
1:23+0 :68

� 0:32 � 10� 10
ref. [181 ]

2:19+0 :46
� 0:38 � 10� 10

ref. [95 ].

Here, the t w o v alues for the observ ed Yp corresp ond to indep enden t estimates

in refs. [91] and [92] based on observ ations of metal-p o or extragalactic ionized

h ydrogen regions. The D abundance is determined b y observ ations of remote cos-

mological clouds on the line of sigh t of high redshift quasars. Finally the

7
Li/H

estimate of [181 ] has b een p erformed b y observing halo stars, while the v alue of [95]

comes from the observ ation of stars in the globular cluster NGC 6397. Although

some recen t estimates [182 ] leads to a somewhat smaller v alue, sev eral other inde-

p enden t determinations [94, 183 , 184 ] obtain observ ed primordial abundances of

7
Li/H similar to those rep orted either b y [181] or [95 ].

W e can see a relativ ely go o d agreemen t for the predicted and observ ed abun-

dances of

4
He and D, but a large discrepancy for

7
Li/H. There had b een man y

attempts to accoun t for the lo w

7
Li abundance indicated b y observ ations. The

�rst and most conserv ativ e p ossibilit y is the existence of systematic uncertain ties

in the observ ational determination of the

7
Li abundance. Ho w ev er, suc h uncertain-

ties are not large enough to solv e the problem (see [181 ] and [95]). In the same

w a y , the systematic study of uncertain ties on the n uclear reaction rates p erformed

in [97] indicates that these uncertain ties cannot explain the large discrepancy em-

phasized b efore. Mo di�cations of the standard n ucleosyn thesis scenario then arise

as p ossible w a ys to reconcile the predictions with the observ ations. Inhomogeneous

n ucleosyn thesis has b een analyzed [98] but o v erpro duces

7
Li. Late particles deca ys

can deplete

7
Li, but they cannot accoun t for the observ ed D and D/

3
He primor-

dial abundances [99 , 100, 101 ] ; another p ossibilit y is pro vided b y the creation of

bary ons after BBN, accompanied b y a lepton asymmetry b efore BBN, the t w o

pro cesses arising from Q-balls [102].

In this w ork, w e will address the lithium abundance problem in the framew ork

of scalar-tensor theories of gra vit y [68 , 185 , 186 , 187 ]. In these theories, gra vitation

is mo di�ed b y the in tro duction of a scalar degree of freedom, whic h do es not a�ect
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the standard n uclear and particle ph ysics. Suc h mo di�cations arise as lo w-energy

limits of sup erstrings theories [71, 72] and they pro vide a w a y to c hange the ex-

pansion history of the Univ erse with minimal assumptions. W e will sho w that suc h

theories con tain a mec hanism that could b e resp onsible for a lo w lithium abun-

dance, despite the high bary on to photon ratio implied b y the WMAP estimate.

Big Bang Nucleosyn thesis in the con text of a scalar-tensor cosmology has b een

extensiv ely studied in the past [188 , 189, 79 , 86 , 80, 190, 88 ], but the main goal of

these w orks w as to constrain the parameters of the theory thanks to the primordial

abundances of

4
He, D and

7
Li, or to obtain the observ ed abundances with a matter

densit y of the Univ erse di�eren t from its commonly assumed v alue. Moreo v er, ge-

neral self-in teracting scalar �elds w ere not considered and, as w e will see later, the

in tro duction of suc h terms in the lagrangian can pro vide the mec hanism necessary

to explain the lo w

7
Li abundance.

The pap er is arranged as follo ws. In the �rst section, the scalar-tensor gra vit y

theories and the implied cosmological mo dels are presen ted. Then, in the second

section, w e analyze the lithium problem in the framew ork of di�eren t kinds of

scalar tensor theories. W e sho w that the solution of this problem requires a non

trivial dynamics for the scalar �eld at the ep o c h of BBN. Finally , w e discuss the

generalit y of that solution.

Scalar-tensor cosmological mo del

Equations and observ able quan tities

In scalar-tensor theories of gra vit y , the dynamics of the Univ erse con tains a

new scalar degree of freedom that couples explicitly to the energy con ten t of the

Univ erse. In units of c = 1 , the action generically writes, in the Einstein frame :

S =
1

4�G �

Z �
R�

4
�

1
2

' ;� ' � � V(' )
�

p
� g� d4x

+ Sm ( m ; A2(' )g�
�� ); (C.0.2)

G� b eing a bare gra vitational constan t, ' the scalar �eld, V(' ) its self-in teraction

term and A(' ) its coupling to matter. The functional Sm ( m ; A2(' )g�
�� ) stands

for the action of an y �eld  m that con tributes to the energy con ten t of the Uni-

v erse. It expresses the fact that all these �elds couple univ ersally to a conformal

metric g�� = A2(' )g�
�� , then implying that the w eak equiv alence principle (lo cal

univ ersalit y of free fall for non-gra vitationally b ound ob jects) holds in this class of

theories. The metric g�� de�nes the Dic k e-Jordan frame, in whic h standard ro ds

and clo c ks can b e used to mak e measuremen ts (since in this frame, the matter
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part of the action acquires its standard form). De�ning

� (' ) =
d ln A(' )

d'
; (C.0.3)

and considering the transformations :

g�� = A2(' )g�
��

� = A � 2(' )

U(� ) = 2 A4(' )V(' )

j3 + 2! (� )j = � � 2(' )

the action in the Dic k e-Jordan frame writes :

S =
1

16�G �

Z �
�R �

! (� )
�

� ;� � � � U(� )
�

p
� gd4x

+ Sm ( m ; g�� ) (C.0.4)

Despite the conformal relation, these t w o frames ha v e a di�eren t status : in

the Dic k e-Jordan frame, where the gra vitational degrees of freedom are mixed, the

lagrangian for the matter �elds do es not con tain explicitly the new scalar �eld :

the non gra vitational ph ysics has then its standard form. In the Einstein frame,

the scalar degree of freedom explicitly couples to the matter �elds, then leading for

example to the v ariation of the inertial masses of p oin t-lik e particles. Of course, the

t w o frames describ e the same ph ysical w orld. Nev ertheless, the usual in terpretation

of the observ able quan tities is profoundly mo di�ed in the Einstein frame, whereas

it holds in the Dic k e-Jordan frame, where the ro ds and clo c ks made with matter

are not a�ected b y the presence of the scalar �eld. That is wh y w e will refer to the

Dic k e-Jordan frame as the observ able one.

V arying the Einstein frame action (C.0.2) with resp ect to the �elds yields the

equations :

R�
�� �

1
2

R� g�
�� = 8�G � T �

�� + T '
�� (C.0.5)

� � ' = � 4�G � � (' )T� +
dV(' )

d'
(C.0.6)

r �
� T �

� � = � (' )T� r �
� ' (C.0.7)

where T� is the trace of the energy-momen tum tensor of matter �elds T� �� , related

to the observ able one b y T�� = A � 2(' )T� �� , and T '
�� = 2' ;� ' ;� � g�

�� (g��
� ' � ' � ) �

2V(' )g�
�� is the energy-momen tum tensor of the scalar �eld. It is imp ortan t to

note that these equations reduces to those of General Relativit y in presence of a

scalar �eld if � (' ) = 0 .
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Except when the con trary is explicitly stated, all the computations presen ted in

this pap er ha v e b een p erformed in the Einstein frame, b ecause it leads to w ell p osed

Cauc h y problems (that is elliptic and/or h yp erb olic equations with a set of initial

conditions) and has a p erfectly regular dynamics. Nev ertheless, the cosmological

ev olution resulting from these computations w as later expressed in the Dic k e-

Jordan frame, where the in terpretation of the observ able quan tities is easier.

Homogeneous and isotropic Univ erse

Under the assumption of a Univ erse �lled with v arious homogeneous and isotro-

pic matter �uids, the metric reduces to the F riedman-Lemaître-Rob ertson-W alk er

(FLR W) form in the observ able Dic k e-Jordan frame :

ds2 = � dt2 + a2(t)dl2

dl2 =
dr2

1 � kr 2
+ r 2(d� 2 + sin2�d 2)

and, also in the Einstein frame b ecause of the conformal relation :

ds2
� = � dt2

� + a2
� (t� )dl2

with dt = A(' (t � ))dt� and a(t) = A(' (t � ))a� (t � ) .

Then, de�ning H � = (1 =a� )(da� =dt� ) , the �elds equations (C.0.5) b ecome :

H 2
� =

8�G � � �

3
+

1
3

_' 2 +
2
3

V(' ) �
k

a2
� (t � )

(C.0.8)

� 3
•a�

a�
= 4�G � (� � + 3p� ) + 2 _' 2 � 2V(' ) (C.0.9)

•' + 3H � _' +
dV(' )

d'
= � 4�G � � (' )( � � � 3p� ) (C.0.10)

where dots denote deriv ativ es with resp ect to t � , whereas � � and p� are the total

mass-energy densit y and pressure, resp ectiv ely . They are conformally related to

the energy densit y � and the pressure p in the Jordan frame b y � � = A4(' )� and

p� = A4(' )p. The observ able Hubble parameter H (t) is related to the Einstein

frame quan tities b y

H (t) =
1

A(' )
(H � (t � ) + � (' (t � )) _' (t � )) (C.0.11)

Dynamics of the scalar �eld

In the form giv en ab o v e, the time ev olution of the scalar �eld is coupled, b oth in

the Dic k e-Jordan and the Einstein frame, to that of the scale factor. Previous w orks



191

[80, 77] ha v e found that, b y in tro ducing an appropriate c hange of v ariables, it is

p ossible to obtain an ev olution equation for the scalar �eld whic h is indep enden t of

the cosmic scale factor. Suc h an equation allo ws for the dynamical analysis of an y

scalar tensor theory and, in particular, its asymptotic b eha vior at early and late

times. When the latter b eha vior implies a con v ergence mec hanism to w ards General

Relativit y , one can ensures that the Solar System constrain ts will b e satis�ed. W e

will no w extend suc h previous w orks to the general case of scalar-tensor theories

with a self-in teraction term.

In tro ducing a new ev olution parameter � = ln a� + const, so that d� = H � dt� ,

and denoting u0 = du=d� , the ev olution equations (C.0.8)-(C.0.10) lead to :

2(1 � � + � )
3 � ' 02

' 00 +(1 � wb � 4
3 � + 2 � )' 0

= � � � (1 � 3wb)� (' ) (C.0.12)

where

� (� ) =
3k

8�G � � � (� )a2
� (� )

� ('; � ) =
V(' )

4�G � � � (� )

wb =
p�

� �

�( '; � ) =
dV (' )

d'

4�G � � � (� )

This equation is similar, but not equiv alen t, to the motion equation of a me-

c hanical oscillator with a v arying "mass" mef f = 2(1 � � + � )=(3 � ' 02) , a v arying

"friction" � ef f = (1 � wb � 4�=3 + 2� ) and a "force" term Fef f = � � � (1 � 3wb)� .

Then, one can de�ne an e�ectiv e p oten tial Vef f ('; � ) that v eri�es the relation :

@Vef f ('; � )
@'

= �( '; � ) + (1 � 3wb)� (' ) (C.0.13)

In the follo wing, w e will only consider �at cosmologies ( � = 0 ). In these cases,

the "friction" term (1 � wb+ 2� ) is alw a ys p ositiv e, and the dynamics of the scalar

�eld is then analogous to a damp ed oscillating motion in the e�ectiv e p oten tial

Vef f ('; � ) . Suc h an e�ectiv e p oten tial (see Eq. (C.0.13)) presen ts t w o di�eren t

parts : a term due to the coupling function � (' ) and another term due to the

self-in teraction V(' ) of the scalar �eld.

During the matter-dominated era ( wb = 0 ), b oth terms are imp ortan t to deter-

mine the e�ectiv e p oten tial. The minima of Vef f will b e attractors for the dynamics
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of the scalar �eld and determine the b eha vior of the theory at late times. Conse-

quen tly , if the relativistic v alue ' = 0 is a minim um of this e�ectiv e p oten tial, the

theory will con v erge to w ards General Relativit y .

Instead, during the radiation-dominated era ( wb = 1=3), the only non-v anishing

con tribution to the e�ectiv e p oten tial is that due the self-in teraction of the scalar

�eld. Equation (C.0.12) then reduces to :

2(1 + � )
3 � ' 02

' 00+
2
3

(1 + 3� )' 0 = � � (C.0.14)

A t v ery early times, when � � is v ery high, � � � � 0 so that self-in teraction

has a negligible e�ect on the scalar �eld dynamics. In this case ( � � � � 0), the

in tegration of equation (C.0.14) giv es :

' 02 =
3k2

e2� + k2
(C.0.15)

where k is a constan t related to the v alue of ' 0
at � = 0 through k2 = ' 02

0 =(3� ' 02
0 ) .

Note that the ab o v e equation implies that �
p

3 < ' 0 <
p

3.

One can see from equation (C.0.15) that the v elo cit y of the scalar �eld exp o-

nen tially decreases with � at v ery early times. When the initial ( � = 0 ) v elo cit y

is not v ery high (i.e., when it is not close to

p
3), one can assume that the scalar

�eld reac hes the ep o c hs of in terest (those prior to BBN pro cesses) with an almost

v anishing v elo cit y :

' 0 = 0 (b efore BBN) : (C.0.16)

F or the sak e of simplicit y , w e will consider throughout this pap er a v anishing

initial v alue of the scalar �eld v elo cit y (see the App endix for some examples where

suc h a condition has b een relaxed). Hereafter, all quan tities at this initial time

(prior to BBN) will b e expressed with a subscript 'init'.

The condition (C.0.16) do es not ho w ev er imply a constan t ' v alue during

the whole radiation-dominated ep o c h. Since � � is a decreasing function of � , the

con tribution of V(' ) to the e�ectiv e p oten tial will b ecome non-negligible at some

'time' � . If V(' ) is c hosen to b e a function ha ving a minim um at ' m , the scalar �eld

will start to b e attracted to w ards ' m . F or example, the simple c hoice of a p o w er

la w V(' ) / ' 2n
for the self-in teraction term, will imply an attraction mec hanism

to w ards General Relativit y whic h starts to w ork during the radiation-dominated

ep o c h.

BBN in scalar-tensor theories

W e will no w analyze the BBN pro cesses, and the resulting primordial abun-

dances, in the framew ork of scalar-tensor theories b oth with and without a self-

in teraction term. As stated ab o v e, w e will consider throughout this section that the
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initial v alue of the scalar �eld is a free parameter, while its initial v elo cit y is �xed

to _' init = 0 . The initial v alues of the remaining v ariables are c hosen so that they

imply a �at Univ erse and lead, at the presen t temp erature T0 = 2:725, to cosmolo-

gical parameters giv en b y : 
 m;0 = 0:27, 
 � ;0 = 0:73 and H0 = 71 km s

� 1
Mp c

� 1
.

W e assume an standard particle con ten t of the Univ erse, with three families of

ligh t neutrinos, and the WMAP estimate of the presen t bary on to photon ratio

( � � 1010 = 6:14� 0:25).

The n umerical computation consists of t w o main parts : �rst, w e use a sixth-

order Runge-Kutta in tegrator to fully determine the cosmological mo del and, in

particular, the ev olution of the expansion rate. Once determined the cosmological

ev olution in a giv en gra vitational theory , w e compute the BBN pro cesses and the

resulting primordial abundances of ligh t elemen ts thanks to a complex net w ork of

28 n uclear reactions, and using the Beaudet and Y ahil sc heme [37]. W e used the

reaction rates of [103] and [104 ] and the up dated reaction rates of the NA CRE

collab oration [105 ]. The only asp ect that di�ers from the standard BBN in Ge-

neral Relativit y is the expansion rate of the Univ erse. It impacts on the v arious

n uclear abundances b ecause they are determined b y man y reactions whose e�-

ciency dep ends on the ratio of the reaction rates � i and the expansion rate H .

Indeed, a reaction with rate � i is in equilibrium when � i =H > 1, whereas the

reaction is frozen when � i =H < 1 . This is directly link ed with the fact that the

expansion dilutes the particles. Then, a mo di�cation in the expansion history ma y

signi�can tly c hange the n uclear abundances b y mo difying the dynamical structure

of the net w ork of reactions, making some reactions more e�cien t, and limiting

others (it should b e noted that this remark is v alid for the n uclear reaction rates,

and also for the rates of the w eak in teraction pro cesses that tak e place b efore BBN

and that in tercon v ert neutrons and protons).

In order to c haracterize the deviation from General Relativit y , it is con v enien t

to in tro duce the sp eed-up factor, de�ned as the ratio b et w een the expansion rate

H (T) and the corresp onding expansion rate in General Relativit y HGR (T) at the

same temp erature :

� (T) =
H (T)

HGR (T)
(C.0.17)

When � (T) > 1 ( � (T) < 1 ), the Univ erse expands faster (slo w er) than in General

Relativit y at the temp erature T .

Theories without a self-in teraction term

W e will �rst consider the simplest case of scalar-tensor mo dels without a

self-in teraction term. In this case, the e�ectiv e p oten tial during the radiation-
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dominated ep o c h is (see equation (C.0.13)) :

Vef f (' ) = 0 (C.0.18)

and, since w e are assuming the initial condition (C.0.16), the scalar �eld will b e

frozen to its initial v alue ' init (except for a sligh t temp orary p erturbation during

the annihilation of electrons and p ositrons around T = 0:1 Me V , when wb sligh tly

deviates from 1=3). Consequen tly , _' = 0 during all the BBN pro cesses, and the

relation (C.0.11) reduces to H = H � =A(' i ) . In tro ducing the expression (C.0.8) for

H � in this equation, w e can write :

H (T) =

r
8�G � A2(' i )

3
� (C.0.19)

= A(' i )HGR (T)

whic h implies � � A(' i ) = constan t.

Equation (C.0.19) sho ws that the dynamics of the Univ erse is the same as in Ge-

neral Relativit y , but with an e�ectiv e gra vitational constan t giv en b y Gef f = G� A2
,

where G� = GN is the usual Newtonian v alue ( GN = 6:673� 10� 11
m

3
kg

� 1
s

� 2

). Cyburt [106 ] has determined the scaling of the v arious primordial abundances

in terms of the ph ysical constan ts. In particular, when the dynamics of the Uni-

v erse is go v erned b y General Relativit y , the scaling with the e�ectiv e gra vitational

constan t is :

Y p = 0:2484
�

Gef f

GN

� 0:35

(C.0.20)

D/H = 2:75
�

Gef f

GN

� 0:95

10� 5
(C.0.21)

3
He/H = 8:65

�
Gef f

GN

� 0:34

10� 6
(C.0.22)

7
Li/H = 3:82

�
Gef f

GN

� � 0:72

10� 10
(C.0.23)

Figure C.0.1 sho ws these abundances as functions of Gef f =GN , as w ell as their ob-

serv ational constrain ts. One clearly notes from this �gure that there is no consisten t

v alue for Gef f =GN that can sim ultaneously accoun t for all the observ ed abun-

dances : the observ ed

7
Li primordial abundance requires Gef f =GN > 1:8 while

4
He

and D imp ose Gef f =GN � 1.

Consequen tly , in absence of a self-in teraction term, scalar-tensor theories with

an arbitrary coupling function � (' ) (with _' init = 0 ) cannot constitute a solution

for the lithium problem. The same conclusion can b e found using the form ulation

of Kneller and Steigman [191 ]
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Fig. C.0.1 � Primordial abundances as functions of Gef f =GN . The shaded regions

are the assumed observ ed abundances.

Theories with a self-in teraction term

W e will no w consider scalar-tensor mo dels with a self-in teraction term. As em-

phasized ab o v e, suc h a term acts as an e�ectiv e p oten tial ev en during the radiation-

dominated ep o c h. Therefore, except for v ery early times (with a v ery high densit y),

the scalar �eld do es not remain frozen to its initial v alue and the sp eed-up factor

is not necessarily a constan t during the BBN pro cesses.

Of course, dep ending on the functional form of � (' ) and V(' ) , there exist

man y theories that exhibit a v arying sp eed-up factor. Before analyzing a particular

c hoice for � (' ) and V(' ) , w e ma y ask whether w e can constrain the b eha vior of

the sp eed-up factor in order to solv e the

7
Li problem without a�ecting the other

abundances.

Computation of the primordial abundances

Since essen tially all the neutrons are incorp orated in to

4
He n uclei, the �nal

pro duction of

4
He is directly related to the abundance of neutrons in ep o c hs prior

to the BBN pro cesses. Indeed, Yp is roughly giv en b y

Yp '
2(n=p)f r

1 + ( n=p)f r
(C.0.24)

where (n=p)f r denotes the neutron to proton ratio when their w eak reactions,

n + � e $ p + e�
and n + e+ $ p + �� e, freeze out of equilibrium. Suc h a ratio is

then �xed at a temp erature Tf r of ab out 1 Me V, w ell b efore the syn thesis of ligh t

elemen ts (from � 100 Ke V to � 10 Ke V). The (n=p)f r ratio, and hence the �nal

Yp v alue, strongly dep ends on Tf r through :

(n=p)f r = exp( � Q=Tf r ) (C.0.25)
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where Q is the di�erence b et w een the neutron and proton masses. A faster (slo w er)

expansion rate of the Univ erse implies a higher (lo w er) freezing-out temp erature,

resulting in higher (lo w er) neutron and

4
He abundances.

The

7
Li pro duction is instead determined b y the pro cesses of BBN. In parti-

cular, when the bary on to photon ratio is greater than 3 � 10� 10
, the lithium is

mainly pro duced through the reaction

3
He (�; 
 )7

Be follo w ed b y a deca y of

7
Be

through electron captures (when � < 3 � 10� 10
, the lithium is instead pro duced

b y

3
He (�; 
 ))7

Li ). Therefore, the �nal abundance of lithium strongly dep ends on

b oth the helium pro duction and the e�ciency of the

4
He burning to giv e

7
Li. If � i

denotes the reaction rate, suc h an e�ciency is giv en b y � i =H = (� i =HRG )=� (T) ,

so that a faster (slo w er) expansion rate of the Univ erse during BBN implies a less

(more) e�cien t pro duction of

7
Li.

Since General Relativit y leads to a predicted Yp v alue in agreemen t with ob-

serv ations, one can exp ect that an y other gra vit y theory m ust imply a sp eed-up

factor close to unit y at T � 1 Me V, or sligh tly smaller than unit y to fa v or a less

e�cien t pro duction of

7
Li without implying an o v er-pro duction of

4
He. Later, du-

ring the BBN pro cesses, a sp eed-up factor that has signi�can tly increased ab o v e

unit y could help to solv e the lithium problem. Ob viously , since an y gra vit y theory

m ust con v erge at late times to w ards General Relativit y (in order to b e compatible

with Solar System exp erimen ts), the increase of the sp eed-up factor m ust stop at

some time and, afterw ards, it m ust approac h unit y . Therefore, mo dels implying a

constan t or monotonic � (T) function are not go o d candidates to solv e the lithium

problem. W e will then restrict our analysis to self-in teracting scalar-tensor theo-

ries satisfying the follo wing t w o additional conditions : 1) they imply a sp eed-up

factor with a lo cal maxim um (it is a non-monotonic function of T ), 2) they ha v e

an attraction mec hanism to w ards General Relativit y .

The analysis of the early b eha vior of � is a complex problem, sp ecially when _'
starts to deviate from zero (see, e.g., [86, 78] for theories without a self-in teraction

term). Nev ertheless, the �rst condition (non-monotonic � ) is more easily satis�ed in

theories implying � < 1 at v ery early times (when _' init � 0 and the self in teraction

term is still negligible). Since � ' A(' ) at suc h early times, the condition � init < 1
implies A(' ) init < 1. T aking in to accoun t equation (C.0.3), the simple c hoice of a

p o w er la w � (' ) / ' 2n
for the coupling function, will imply � init < 1 pro vided that

' init < 0. On the other hand, as quoted in the �rst section, a similar c hoice V(' ) /
' 2m

for the self in teraction term, will imply the existence during the radiation-

dominated ep o c h of an attraction mec hanism to w ards General Relativit y ( � will

not remain frozen to its initial v alue). Nev ertheless, a self-in teraction corresp onding

to m = 1 , in other w ords, a simple mass term, is not a viable c hoice b ecause the

scalar �eld is not damp ed e�cien tly . In fact, b y a simple dimensional analysis of

equation (C.0.12), one can de�ne a c haracteristic time for the friction : � f ric = mef f

� ef f
,



197

and a c haracteristic time for the dragging in the e�ectiv e p oten tial : � drag =
q

mef f

jFef f j .

When comparing the ratio

� drag

� f ric
for a mo del with m � 2 and a mo del with m = 1 ,

if the constan t co e�cien ts are of the same order of magnitude (whic h is required

b y the fact that the self-in teraction m ust pla y a role at temp eratures relev an t for

BBN), one �nds, when ' � 1 that :

�
� drag

� f ric

�

m� 2

>
�

� drag

� f ric

�

m=1

That means that the friction is less e�cien t in the case m = 1 , when the scalar

�eld has con v erged in a neigh b ourho o d of 0. This is supp orted b y n umerical com-

putations that sho w that the scalar �eld quic kly reac h a neigh b ourho o d of 0, but

is not damp ed enough during the radiation dominated era with a self-in teraction

of the t yp e V(' ) / ' 2
. In suc h a case, the energy con tribution of the scalar �eld

b ecomes more and more imp ortan t un til the b eginning of the matter dominated

era. Suc h mo dels migh t ev en tually lead to a v ery di�eren t estimation of the bary on

to photon ratio through CMB anisotropies, then in v alidating the h yp othesises at

the basis of the computations presen ted in this pap er.

In order to analyze the p ossible implications of scalar-tensor theories with a

self-in teraction term, w e will adopt here the simple c hoice :

� (' ) = a' 2; V (' ) = � 2' 4
(C.0.26)

with _' init = 0 and ' init < 0.

The e�ectiv e p oten tial for these theories writes :

Vef f ('; � ) = (1 � 3wb)
a
3

' 3 +
� 2' 4

4�G � � � (� )
; (C.0.27)

whic h means that, during the radiation dominated p erio d, Vef f ('; � ) = � 2' 4=(4�G � � � ) ,

leading to an attraction to w ards 0 that is e�ectiv e as so on as � 2' 4 � 4�G � � � (� ) ,

or in other w ords, as so on as the energy densit y of the scalar �eld is of the same

order as the energy densit y of radiation.

Using (C.0.26), and v arying the parameters (a; � ; ' init ) , w e ha v e n umerically

computed the BBN pro cesses and the resulting primordial abundances. W e ha v e

found that all mo dels with � 1:5 < ' init < � 0:9 lead to primordial abundances

that agree with all the observ ational constrain ts men tioned in the In tro duction.

Consequen tly , there is not a lithium problem for suc h mo dels. The parameters

a and � are not strongly constrained. The only requiremen t is that � should

not b e to o small in order for the attraction mec hanism describ ed ab o v e to o ccur

during BBN, at temp eratures b et w een 10 Me V and 1 Me V. Indeed, from equation

(C.0.12), w e kno w that the attraction mec hanism appro ximately (when j' j � 1)
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o ccurs when � 2 � G� � � (� ) ; for 1 Me V < T < 10 Me V, whic h corresp ond to the

p erio d of BBN, since � � (� ) / (T=T0)4
, w e are left with � 0:1 s

� 1 < � < � 6 s

� 1
.

T o b e more precise, w e no w presen t a sp ecial case b y �xing the initial conditions

to _' init = 0 and ' init = � 1:3. Figure (C.0.2) displa ys, in the (a; �) plane, the

regions of theories leading to the observ ed primordial abundances. The constrain ts

only come from the

4
He and D abundances, whic h means that the

7
Li abundance is

in p erfect agreemen t with the observ ations for a m uc h wider range of parameters.

The t w o separated regions corresp ond to the t w o di�eren t constrain ts imp osed on

the

4
He abundance [91, 92].

Fig. C.0.2 � Space of the parameters (a; �) for the theory de�ned b y � (' ) = a' 2

and V(' ) = � 2' 4
with �xed initial conditions : ' i = � 1:3 and _' i = 0 . The

acceptable theories are represen ted b y the shaded regions.

The dynamics of the scalar �eld and of the sp eed-up factor are resp ectiv ely

sho wn in �gures (C.0.3) and (C.0.4) for the particular c hoice (a; �) = (1 ; 0:3 s

� 1) .

In a �rst phase, the self-in teraction pla ys no role and the �eld is almost constan t

un til T � 5 Me V , leading to an expansion slo w er than in General Relativit y . Then,

the ' 4
term starts to dominate the e�ectiv e p oten tial and attracts the scalar �eld

to w ards zero. The expansion factor also oscillates and is driv en to v alues greater

than those obtained in General Relativit y . The primordial abundances predicted

in this case are Y p = 0:2449, D/H = 3:030� 10� 5
and

7
Li/H = 2:387� 10� 10

, in

agreemen t with observ ations.

The clues for the success of this kind of scalar-tensor theories in solving the

lithium problem ha v e b een already adv anced at the b eginning of this subsection.

The ev olution of the ( n=p) ratio, as w ell as that of the

4
He o v erpro duction in the

scalar-tensor mo del exempli�ed here, are sho wn in �gure (C.0.5). As can b e noticed
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Fig. C.0.3 � Ev olution of the scalar �eld ' during BBN for the scalar tensor theory

de�ned b y � (' ) = ' 2
and V(' ) = 0 :32' 4

with ' i = � 1:3 and _' i = 0 .

on that �gure, the e�ect of the sp eed-up factor on the n/p ratio is an in tegrated

e�ect at temp eratures b et w een a few Me V and a few h undreds of k e V. The fact

that the sp eed-up factor is less than 1 at temp eratures higher than 1 Me V implies

that the n/p ratio departs from thermal equilibrium slighly later than in General

Relativit y , and this e�ect is partly comp ensated b y a sp eed-up factor greater than

one after 1 Me V, resulting in a n/p ratio that decreases faster in General Relativit y

than in the scalar-tensor mo del b et w een 1 Me V and 0.1 Me V. These t w o e�ects

almost comp ensate eac h other and result in a n/p ratio at the b eginning of BBN

comparable in the t w o mo dels, and so, in a

4
He abundance in the scalar-tensor

mo del that is not v ery di�eren t from the one obtained in General Relativit y . During

the whole BBN p erio d, the sp eed-up factor is instead signi�can tly higher than

unit y . Then, the burning of

4
He to pro duce hea vier elemen ts is less e�cien t than

in General Relativit y , and the resulting �nal

7
Li abundance is lo w enough to b e

consisten t with the observ ed v alue. Indeed, the reaction

3
He (�; 
 )7

Be dominates

the creation of

7
Be (and then of

7
Li b y � -deca y of

7
Be) during BBN. Therefore,

neglecting the destruction of

7
Be through the reaction

7
Be ( n,p )7

Li that is ine�cien t

b ecause of the lo w neutron abundance, a rough estimate of the �nal abundance of

these elemen ts can b e obtained from dYBe7=dT = � YHe3YHe4=(TH) or, for small

v ariations :
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Fig. C.0.4 � Sp eed-up factor as a function of the temp erature for the scalar tensor

theory de�ned b y � (' ) = ' 2
and V(' ) = 0 :32' 4

with ' i = � 1:3 and _' i = 0 . The

sp eed-up factor con v erges to w ards 1 as so on as the matter-radiation equalit y is

reac hed.
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� YBe7 =
�
H

YHe3YHe4� ln T (C.0.28)

where � is the reaction rate of

3
He (�; 
 )7

Be, while YBe7 , YHe3 and YHe4 denote the

abundances of

7
Be,

3
He and

4
He, resp ectiv ely .

The lo w er panel of �gure C.0.5 sho ws the ev olution of the

7
Be+

7
Li abundance

in this scalar-tensor mo del as w ell as in General Relativit y (GR). It can b e seen

from this �gure that b oth predictions start to signi�can tly deviate only at tem-

p eratures smaller than 0:06 Me V , and reac h their �nal constan t v alues at ab out

T � 0:03 Me V. By applying the equation (C.0.28) within suc h a small range of

temp eratures, w e ha v e :

� YBe

� Y GR
Be

� � � 1YHe3YHe4

Y GR
He3Y

GR
He4

; (C.0.29)

that also pro vides an estimate of the �nal YLi 7=YGR
Li 7 ratio. A t temp eratures b elo w

0:06 Me V , the abundances of

3
He and

4
He are constan t in b oth mo dels, with

YHe3 � Y GR
He3 and YHe4 � Y GR

He4 , while the sp eed-up factor oscillates around � � 1:16.

Therefore, equation (C.0.29) implies YLi 7 � 0:8Y GR
Li 7 , in rough agreemen t with

our result obtained from the full in tegration of the n uclear reaction net w ork :

YLi 7 = 0:74YGR
Li 7 .

Of course, other theories with a di�eren t coupling function and/or a di�eren t

p oten tial could ha v e the same e�ect on the

7
Li abundance, pro vided that they

lead to a sp eed-up factor with a time ev olution similar to that found in the mo dels

analyzed in this section. As an example, the App endix sho ws that, when the _' init =
0 condition is relaxed in scalar tensor theories without a self-in teraction term

(then, the con v ergence to w ards General Relativit y is not ensured, and requires

additional conditions), some of the resulting mo dels can also solv e the lithium

problem. Therefore, the mec hanism found here, based on a sp eci�c shap e of the

v ariation of the expansion rate during BBN, can b e ac hiev ed in a great v ariet y of

scalar-tensor cosmological mo dels.

Bey ond BBN pro cesses : e�ects on CMB and matter p o w er sp ectrum

It is imp ortan t to note that, in the analysis of the previous subsection, at the

end of BBN, � (' ) < 10� 5
and A(' ) � 1, so that Gef f =GN � 1 ; moreo v er, � (' )

go es on decreasing b ecause ' decreases, so that one can consider that gra vitation

is indistinghishable from General Relativit y already at the end of BBN. Nev erthe-

less, the scalar �eld still has a non negligible energy densit y , and consequen tly , the

expansion rate is not the one of General Relativit y with matter dust and radiation

�uids, but receiv es an additional con tribution from the scalar �eld energy densit y .

This is wh y the sp eed-up factor is not immediately 1 but oscillates around a v alue
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Fig. C.0.5 � Upp er panel : Ev olution of (n/p) as a function of the temp erature in

General Relativit y (dashed line) and in the same mo del as in Figure C.0.4 (solid

line). The dashed dotted line represen ts the (n/p) ratio at equilibrium. Medium

panel : Ev olution of the di�erence b et w een

4
He abundances in General Relativit y

and in the same mo del as in Figure C.0.4. Lo w er panel : Ev olution of the abundance

of

7
Be+

7
Li as a function of temp erature in General Relativit y (dashed line) and

in the same mo del as in Figure C.0.4 (solid line).
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of 1:16 un til the end of the radiation dominated era and con v erges to w ards 1 when

dust matter b egins to dominate. As a consequence, w e exp ect that suc h a mo del

will ha v e some impact on observ ables suc h as the matter p o w er sp ectrum or the

CMB. This is actually the case, but, these impacts are really of a di�eren t na-

ture that the ones that w ere previously in v estigated in the con text of scalar-tensor

theories [109, 63, 110 , 111, 112 ] : these w orks address the e�ects of mo di�cation of

gra vit y (mainly v ariations of the gra vitational coupling) on the CMB and matter

p o w er sp ectrum. In the mo dels presen ted in this pap er, the v ariation of the gra vi-

tational coupling pla ys a v ery imp ortan t role during BBN (as exampli�ed ab o v e),

w ell b efore the matter dominated era, but at the ep o c h of matter-radiation equa-

lit y , the gra vitational coupling no longer signi�can tly v aries, and the scalar �eld

b eha v es almost lik e a standard scalar �eld ( � (' ) � 0). Let's kno w consider the

impact of our mo del on the matter p o w er sp ectrum and on the CMB. The mat-

ter p o w er sp ectrum turn-o v er is de�ned b y the scale en tering the Hubble horizon

at the matter radiation equalit y (that is H � 1
eq ) [113]. Since the expansion rate is

sligh tly faster in the mo del presen ted here than in General Relativit y at the time

of equalit y , w e exp ect a shift in the turn o v er giv en b y [63] :

�k T

kT
= �

�
�H � 1

H � 1

�

eq

, (C.0.30)

Whic h yields, if w e de�ne the sp eed-up factor at equalit y b y � eq :

�k T

kT
= � eq � 1. (C.0.31)

With � eq � 1:075, one then has : �k T =kT � 7:5%. This small shift is completely

compatible with the curren t incertain ties on data [114 ].

The p osition of the �rst acoustic p eak in the CMB p o w er sp ectrum is also

a�ected. The acoustic oscillations o ccur at an angular scale prop ortional to the

size of the CMB sound horizon at decoupling and in v ersely prop ortional to the

como ving distance b et w een the observ er and the last scattering surface. So, if one

de�nes the conformal time :

� =
Z t

0

dt
a(t)

, (C.0.32)

the m ultip ole momen t asso ciated with the �rst p eak is giv en b y :

lp /
� 0 � � dec

� 0
(C.0.33)

where � 0 is the conformal time of the observ er (to da y), and � dec the conformal

time at decoupling. Then the shift in the p osition of the �rst p eak : �l p=lp =
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(lp � lGR
p )=lGR

p can b e n umerically inferred from the sim ulation. F or the mo del

presen ted ab o v e, one �nds : �l p=lp � 8%. This is a rather imp ortan t shift [115 ],

but it should b e stressed that it dep ends strongly on the v alue of the expansion

rate to da y , and that it has b een assumed, to mak e a signi�can t comparison that

this expansion rate to da y w as the same in the t w o mo dels (General Relativistic

cosmology and scalar-tensor cosmology). It is p ossible to pla y with the acceptable

v alue of H0 (that is to giv e di�eren t v alues of H0 to the t w o mo dels) to mak e this

shift smaller.

Finally , one exp ects that the mo del presen ted ab o v e will lead to other dis-

tortions in the CMB p o w er sp ectrum at small scales since the expansion rate is

di�eren t from the one of General Relativit y during the whole radiation dominated

era, when the small scales (those smaller than the one of the �rsts acoustic p eak)

are en tering the sound horizon, but in v estigating these problem demands a detai-

led analysis of the CMB ph ysics in this new con text that is b ey ond the scop e of

this pap er, and will b e dealt with in a forthcoming pap er.

Conclusion

In the framew ork of the standard BBN, the WMAP measuremen t of the bary on

densit y of the Univ erse 
 bh2 = 0:0224� 0:0009 leads to a serious discrepancy b et-

w een the predicted and observ ed

7
Li abundance, ev en when systematic errors are

cautiously tak en in to accoun t. W e addressed this problem b y renewing the stan-

dard BBN scenario in a simple w a y : b y considering that gra vitation is describ ed

b y a scalar-tensor theory . The expansion of the Univ erse during BBN is then mo-

di�ed, then mo difying the conditions and the e�ciency of n uclear reactions while

assuming the standard n uclear ph ysics. W e sho w ed that it is p ossible to obtain

a small enough

7
Li abundance and, at the same time, to preserv e the

4
He and

D abundances thanks to a scalar-tensor theory of gra vit y with a non monotonic

sp eed-up factor that has a generic b eha vior. The expansion m ust b e similar to that

found in General Relativit y at T � 1� 2Me V, so that the freezing-out temp erature

of the w eak pro cesses n + � e $ p + e�
and n + e+ $ p + �� e is also similar to that

obtained in General Relativit y , then leading to almost the same

4
He pro duction.

Ho w ev er, during BBN, the expansion m ust b e faster than in General Relativit y ,

making the reaction

3
He (�; 
 )7

Be less e�cien t to burn

4
He and to pro duce

7
Li.

Consequen tly , the

7
Li abundance obtained for the bary on densit y inferred from

WMAP could b e a go o d imprin t for the presence of a scalar �eld explicitly coupled

to matter at the b eginning of the Univ erse, c hallenging our understanding of the

primordial Univ erse and the nature of gra vit y at early ep o c hs. It could then b e

v aluable to study the p ossible signatures of this scalar �eld in in�ationary scenarios

and to p erform a detailled analysis of its impact on CMB ph ysics and structure
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formation.
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APPENDIX : V arying sp eed-up factor in theories

without a self-in teraction term

All the mo dels analyzed in this pap er starts from _' init = 0 . As a consequence,

in an y theory without a self-in teraction term, the scalar �eld has a constan t v alue

during the whole radiation-dominated p erio d. Nev ertheless, previous w orks [86, 78]

ha v e sho wn that, when the condition _' init = 0 is relaxed, man y of these theories

also imply a non-monotonic ev olution of the sp eed-up factor. The con v ergence of

these theories to w ards General Relativit y has instead imp ortan t di�erences with

resp ect to that found for the mo dels analyzed in this pap er. In non-monotonic

scalar-tensor theories without a self-in teraction term, the con v ergence to w ards Ge-

neral Relativit y is not ensured indep enden tly of the initial conditions.

One of the main conclusions of this pap er is that the lithium problem can

b e solv ed in man y scalar-tensor theories, de�ned b y di�eren t coupling functions

and/or di�eren t p oten tials, but implying an ev olution of the sp eed-up factor with

the same general prop erties as those found in the section dedicated to the theories

with a self-in teraction term. In this App endix, w e explore the impact on BBN of

a theory de�ned, in the Dic k e-Jordan frame, b y

3 + 2! (� ) =
a

j� � 1j
+ b (C.0.34)

with � init > 1 (this is a necessary condition for the sp eed-up factor to b e less than

unit y at the b eginning).

In the limit close to general relativit y ( � ! 1), the ab o v e theory leads [80, 190]

to an Einstein frame form ulation with � (' ) / j ' j1=2
and ' init < 0. The e�ectiv e

p oten tial de�ned in (C.0.13) then b ecomes

Vef f (' ) = sgn (' )
2(1 � 3wb)

3
j' j

3
2 ; (C.0.35)

where sgn (x) = � 1; 0; 1 if x is negativ e, zero or p ositiv e, resp ectiv ely . This e�ectiv e

p oten tial do es not ha v e a minim um, but a stationary p oin t at ' = 0 . So, if the

scalar �eld do es not ha v e a high enough initial v elo cit y , it will roll do wn its e�ectiv e

p oten tial during the matter-dominated era, pushing the theory far from General
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Relativit y . Then, in these theories, one m ust giv e an initial v elo cit y to the scalar

�eld so that it can reac h the opp osite side of the stationary p oin t 0 b efore the

matter dominated era. In [77], it w as sho wn that, during the radiation dominated

era, the total displacemen t of the scalar �elds is giv en b y :

� ' =

p
3

2
ln

 
1 + '

0

i =
p

3

1 � ' 0

i =
p

3

!

(C.0.36)

So that w e can deduce the initial v elo cit y necessary to reac h 0, starting from ' i .

It is giv en b y :

'
0

i =
p

3
exp(� 2)' i =

p
3 � 1

1 + exp(� 2)' i =
p

3
(C.0.37)

that is alw a ys �nite and b ounded b y �
p

3 and

p
3.

Since it is not p ossible to p erform the analytical transformation (C.0.4) to �nd

its exact form in the Einstein frame, the mo dels de�ned b y (C.0.34) ha v e b een

in tegrated in the Dic k e-Jordan frame. Moreo v er, the in tegration w as p erformed

bac kw ard in time, then replacing the initial condition on the scalar �eld b y the

presen t v alue of the coupling function ! (� ) . The presen t v alue of the deriv ativ e of

the scalar �eld w as �xed to zero.

By v arying the three remaining parameters (a; b; ! (� 0)) , w e iden ti�ed the cos-

mological mo dels that lead to the observ ed abundances of ligh t elemen ts. The

results w ere not sensitiv e to ! (� 0) as long as ! (� 0) is su�cien tly large to pass the

Solar System tests. Then, restricting the analysis to the parameters a and b, the

�gure (C.0.6) sho ws (as shaded regions) the (a; b) couples leading to primordial

abundances of

4
He, D and

7
Li compatible with observ ations. Again, the t w o dis-

tinct admissible regions are related to the t w o di�eren t observ ations considered for

the

4
He abundance [91, 92].

As an illustration of these theories, the �gure (C.0.7) sho ws the ev olution of

sp eed-up factor corresp onding to the particular c hoice a = 4 , b= 2:68 and ! (� 0) =
1014

. It exhibits the b eha vior w e describ ed previously in order to solv e the lithium

problem and to preserv e the

4
He abundance. The predicted primordial abundances

in this example w ere in fact : Y p = 0:2405, D/H = 2:871� 10� 5
and

7
Li/H =

2:601� 10� 10
.
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Fig. C.0.6 � A cceptable theories are represen ted b y the shaded regions in the (a; b)
plane, for 3 + 2! (� ) = a

j� � 1j + b in the Dic k e-Jordan frame.

0,0001 0,001 0,01 0,1 1 10
T (MeV)

0,6

0,8

1

1,2

Speed-up factor

Fig. C.0.7 � Sp eed-up factor as a function of the temp erature (in Me V) during

BBN.
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C.1 Article 2 : In tégrabilité des mo dèles de Bianc hi

Cet article est paru dans Class. Quan tum Gra v. 24 (2007) 2901-2915.
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In tegrabilit y of anisotropic and homogeneous Univ erses in

scalar-tensor theory of gra vitation

Julien Larena and Jérôme P érez

In this pap er, w e dev elop a metho d based on the analysis of the K o v alewski exp onen ts

to study the in tegrabilit y of anisotropic and homogeneous Univ erses. The formalism is

dev elop ed in scalar-tensor gra vit y , the general relativistic case app earing as a sp ecial case

of this larger framew ork. Then, dep ending on the rationalit y of the K o v alewski exp onen ts,

the di�eren t mo dels, b oth in the v acuum and in presence of a barotropic matter �uid,

are classi�ed, and their in tegrabilit y is discussed.

Greek indexes run from 0 to 4, Latin indexes run from 1 to 3 and r �
indicates a

co v arian t deriv ativ e.

Dynamical equations

Homogeneous spaces

The classi�cation of homogeneous and anisotropic 3D spaces giv es 11 di�eren t

t yp es of spaces asso ciated to distinct families of structure group constan ts

C c
ab = "abd N dc + � c

b Aa � � c
a Ab (C.1.1)

where "abd is the usual totally an tisymmetric unit tensor, � c
b the Kronec k er sym b ol,

N ab
is the con tra v arian t comp onen t of an order 2 symmetric tensor, and the v ector

A m ust follo ws

N abAb = NabAb = 0 . (C.1.2)

Without loss generalit y , one can write N ab = diag(n1; n2; n3) and Ab = [ a;0; 0]
pro vided that an1 = 0 . Distinct homogeneous and anisotropic spaces in 3D can

then b e classi�ed in the follo wing table :
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n1 n2 n3 a Name

0 is eigen v alue of N with m ultiplicit y 3 0 0 0 0 B
i

0 0 0 8 B
v

0 is eigen v alue of N with m ultiplicit y 2 1 0 0 0 B
i i

0 1 0 8 B
iv

0 is eigen v alue of N with m ultiplicit y 1 1 1 0 0 B
vi i o

0 1 1 8 B
vi i a

1 � 1 0 0 B
vi o

0 1 � 1 6= 1 B
vi a

0 1 � 1 1 B
i i i

0 is not an eigen v alue of N 1 1 1 0 B
ix

1 1 � 1 0 B
vi i i

Note that eac h case is degenerate, for example n1 = � 1; n2 = 1 , n3 = � 1 and

a = 0 is in the equiv alence class of B

ix

whic h con tains all the p ossibilities with a

p ositiv e signature and 0 out of the sp ectrum of N . This is the w ell kno wn Bianc hi

classi�cation (see [192 ],[193 ]).

Scalar-tensor theory of gra vitation

In scalar-tensor theories of gra vit y , the dynamics of the Univ erse con tains a

new scalar degree of freedom that couples explicitly to the energy con ten t of the

Univ erse [68 , 185 , 187 , 186 , 73 ]. In units of c = 1 , the action generically writes, in

the so-called Einstein frame :

S = 1
4�G

R �
R
4 � 1

2 ' ;� ' ;� � U(' )
� p

� gd4x

+ Sm ( m ; � 2(' )g�� ); (C.1.3)

G b eing a bare gra vitational constan t, ' the scalar �eld, U(' ) its self-in teraction

term and �( ' ) its coupling to matter. The functional Sm ( m ; � 2(' )g�� ) stands

for the action of an y �eld  m that con tributes to the energy con ten t of the Uni-

v erse. It expresses the fact that all these �elds couple univ ersally to a conformal

metric ~g�� = � 2(' )g�� , then implying that the w eak equiv alence principle (lo cal

univ ersalit y of free fall for non-gra vitationally b ound ob jects) holds in this class of

theories. The metric ~g�� de�nes the Dic k e-Jordan frame, in whic h standard ro ds

and clo c ks can b e used to mak e measuremen ts (since in this frame, the matter part

of the action acquires its standard form). Despite the conformal relation, these t w o

frames ha v e a di�eren t status : in the Dic k e-Jordan frame, where the gra vitational

degrees of freedom are mixed, the Lagrangian for the matter �elds do es not con tain

explicitly the new scalar �eld : the non gra vitational ph ysics has then its standard

form. In the Einstein frame, the scalar degree of freedom explicitly couples to the
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matter �elds, then leading for example to the v ariation of the inertial masses of

p oin t-lik e particles. Of course, the t w o frames describ e the same ph ysical w orld.

Nev ertheless, the usual in terpretation of the observ able quan tities is profoundly

mo di�ed in the Einstein frame, whereas it holds in the Dic k e-Jordan frame, where

the ro ds and clo c ks made with matter are not a�ected b y the presence of the scalar

�eld. That is wh y one usually refers to the Dic k e-Jordan frame as the observ able

one. Ho w ev er, the dynamics of the �elds is generally more easily describ ed in the

Einstein frame, so that in this w ork, since w e are in terested in the in tegrabilit y of

the mo dels rather than in there ph ysical con ten t, the analysis will b e done in the

Einstein frame.

V arying the Einstein frame action (C.1.3) with resp ect to the �elds yields the

equations :

R�� �
1
2

Rg�� = �T �� + T '
�� (C.1.4)

� ' = �
�
2

! (' )T +
dU(' )

d'
(C.1.5)

r � T �
� = ! (' )Tr � ' (C.1.6)

where � = 8 �G; T is the trace of the energy-momen tum tensor of matter �elds

T�� , and T '
�� = 2' ;� ' ;� � g�� (g�� ' � ' � ) � 2U(' )g�� is the energy-momen tum tensor

of the scalar �eld. Moreo v er, w e ha v e de�ned the coupling ! (' ) = d ln �
d' . It is

imp ortan t to note that these equations reduce to those of General Relativit y in

presence of a scalar �eld i� ! (' ) = 0 .

Dynamical equations of scalar-tensor theory in homogeneous

spaces

If one denotes b y t the ph ysical time and b y � a conformal time suc h that

dt = N (� ) d� , where N (� ) is generally called �lapse function�, the line elemen t of

the 3 + 1 ph ysical space reads :

ds2 = gij dxi dxj � dt2 = 
 (� ) ! i ! j � N 2 (� ) d� 2
(C.1.7)

As explained in [194 ], one can �nd an in v arian t basis of di�eren tial forms f ! 1; ! 2; ! 3g
in eac h Bianc hi space suc h that 
 is diagonal ; w e note hereafter 
 (:) = diag ( � i (:)) :

T aking V (� ) = ( � 1� 2� 3)
1=2

as a lapse function, and in tro ducing A i = ln ( � i ) ,

the scalar-tensor dynamical equations in homogeneous and anisotropic Univ erse
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read :

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

�V 2 [3 (P + P' ) + � + � ' ] = � (ln (V 2))00+ 1
2

�
(ln (V 2))0� 2

� 1
2 (A02

1 + A02
2 + A02

3 )
�V 2 [� + � ' � (P + P' )] = A00

1 + n2
1� 2

1 � (n2� 2 � n3� 3)2

�V 2 [� + � ' � (P + P' )] = A00
2 + n2

2� 2
2 � (n3� 3 � n1� 1)2

�V 2 [� + � ' � (P + P' )] = A00
3 + n2

3� 2
3 � (n1� 1 � n2� 2)2

�V 2! (' ) [� � 3P] = � 2' 00� 4 (ln V)0' 0 � 2dU
d' V 2

In these equations w e ha v e written

0
for d=d� ; in addition the Univ erse is �lled

b y a p erfect �uid with pressure P and energy densit y � ; �nally w e ha v e noted :

�
� ' := [ ' 02=2 + U(' )] =�
P' := [ ' 02=2 � U(' )] =�

(C.1.8)

T aking U � 0, and reorganizing the �rst dynamical equation using the three

others, the system (C.1.8) b ecomes :

8
>>>><

>>>>:

0 = Ec + Ep � 4��V 2 � 4�� ' V 2

�V 2 [� + � ' � (P + P' )] = A00
1 + n2

1�
2
1 � (n2� 2 � n3� 3)

2

�V 2 [� + � ' � (P + P' )] = A00
2 + n2

2�
2
2 � (n3� 3 � n1� 1)

2

�V 2 [� + � ' � (P + P' )] = A00
3 + n2

3�
2
3 � (n1� 1 � n2� 2)

2

�V 2! (' ) [� � 3P] = � 2' 00� 4 (ln V)0' 0

(C.1.9)

where

Ec := A0
1A0

2 + A0
1A

0
3 + A0

3A
0
2 and Ep :=

3X

i 6= j =1

ni nj eA i + A j �
3X

i =1

n2
i e

2A i

The energy-momen tum conserv ation, that in scalar-tensor theory is :

r � T�� = ! (' ) T�� g�� @� ' (C.1.10)

coupled to the h yp othesis of a barotropic �uid :

P = (� � 1) � (C.1.11)

allo ws us to obtain a relation b et w een �; V and ' whic h is :

� = � oV � � � 4� 3�
with � o 2 R+ n f 0g (C.1.12)

One should note that a �uid of radiation (� = 4 =3) do esn't couple directly to the

scalar �eld. Assuming a p o w er la w dep endence of ' 0
in V , more precisely :

'
0
= '

0

oV
�

(C.1.13)
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and making use of (C.1.12) one can solv e the last equation of system (C.1.8), and

obtain an explicit dep endence on V for �( ' ) :

� o� 4� 3� =
a2

2�
V 2(� � 1)+�

where a2 =
4(� + 2)

2(1 � �) � �
' 02

o (C.1.14)

Assuming � o > 0 (whic h corresp onds to non exotic matter) and 0 � � � 2 (whic h

corresp onds to the largest class of barotropic �uid), relation (C.1.14) holds under

the condition :

� 2 < � <
2 � �

2
(C.1.15)

The assumption (C.1.13) is a constrain t on the en tire dynamical system rather

than on the scalar-tensor theory itself. Indeed, an y c hoice of coupling function ! (' )
can b e done, but then the resulting b eha vior of V(� ) is completely �xed b y the last

equation of system (C.1.9). Con v ersely , imp osing a b eha vior for the v olume V(� )
determines the corresp onding coupling function. F or example, imp osing a Brans-

Dic k e theory , i.e. ! (' ) = ! 0 = cste results in V(� ) / � 1=(2� �)
; on the con trary , a

v olume ev olving as V / e��
leads to

�( ' ) / '
2(� � 1)+�
(4 � 3�)�

, (C.1.16)

that is, ! (' ) / 1
' and ' / e� � �

. T o sum up, the only constrain t imp osed b y

assumption (C.1.13) is on the couple (V (� ); ! (' )) , through the relation :

�
� '

=
4(� + 2)

2(1 � �) � �
V � 2

, (C.1.17)

that implies that, at an y time, the ratio of the densities of the barotropic �uid and

of the scalar �eld scales with the in v erse of the square of the v olume. This is a

su�cien t constrain t to mak e the K o v alewski formalism tractable in scalar-tensor

gra vit y . Replacing (C.1.14) in to (C.1.12), and considering (C.1.13) after (C.1.8),

the dynamical system asso ciated with the homogeneous Univ erse in scalar-tensor

theory is :

8
>><

>>:

Ec + Ep = 2a2V 2� + 2' 02
o V 2�+2

2 [2� �] a2V 2� = A00
1 + n2

1� 2
1 � (n2� 2 � n3� 3)2

2 [2� �] a2V 2� = A00
2 + n2

2� 2
2 � (n3� 3 � n1� 1)2

2 [2� �] a2V 2� = A00
3 + n2

3� 2
3 � (n1� 1 � n2� 2)2

(C.1.18)

It is imp ortan t to note that whereas this system seems indep enden t on � , it actually

dep ends on it through the parameter � that fully c haracterizes our solution. In

fact, for eac h coupling function, their exists a non-am biguous link b et w een � and
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� . F or example in the case of a radiation �uid when � = 4 =3, the LHS of the

last equation in system (C.1.9) v anishes and one can �nd that ' 0 / V � 2
and then

� = � 2.

A direct insp ection of the �rst equation of system (C.1.18) sho ws that w e can

predict qualitativ ely the b eha vior of the case : � = 0 . Indeed, in this case, one of

the t w o terms of Ec + Ep reduces to a p ositiv e constan t and the other one tends to

0 as V tends to 0. It is w ell kno wn (e.g. [195]) that suc h a case breaks the Kasner

cycle (e.g. [196]) for B
vi i i

and B
ix

, and then suppresses the c haotic b eha viour

to w ard the t = 0 singularit y for these mo dels. The case � = � 1 seems to b e

similar, but the other term no w div erges and then this simple analysis cannot b e

done.

Hamiltonian formalism

The quan tit y called Ec = A0
1A

0
2 + A0

1A0
3 + A0

3A0
2 is a quadratic form of A i =1 ;2;3

deriv ativ es. Then, one can diagonalize it using a linear c hange of v ariables :

8
<

:

q1 = ( A1 � A2) =
p

2
q2 = ( A1 + A2 � 2A3) =

p
6

q3 = 2 ( A1 + A2 + A3) =
p

6
(C.1.19)

In tro ducing the asso ciated conformal time deriv ativ es pi =1 ;2;3 := q0
i =1 ;2;3

, the �rst

equation of the system (C.1.18) b ecomes :

H :=
1
2

�
p2

3 � p2
1 � p2

2

�
+ e

p
6

3 q3 � (q1; q2) � 2a2e
p

6
2 � q3 � 2' 02

o e
p

6
2 (�+1) q3 = 0 (C.1.20)

the so-called p oten tial � is de�ned b y :

� (q1; q2) = � n2
1e

� p
6

3 q2+
p

2q1

�

� n2
2e

� p
6

3 q2 �
p

2q1

�

� n2
3e� 2

p
6

3 q2
(C.1.21)

+2n1n2e
p

6
3 q2 + 2n1n3e

� p
2

2 q1 �
p

6
6 q2

�

+ 2n2n3e
�

� p
2

2 q1+
p

6
6 q2

�

In terms of (qi ; pi ) v ariables, the dynamical system (C:1:18) is quasi-Hamiltonian

(e.g. [197 ] and later [198 ],[199],[200 ])

q0
1;2 = dq1;2

d� = � @H
@p1;2

p0
1;2 = dp1;2

d� = � @H
@q1;2

q0
3 = dq3

d� = @H
@p3

p0
3 = dp3

d� = � @H
@q3

(C.1.22)

The min us that breaks the strict Hamiltonian symmetry comes from the min us

signature of the quadratic form asso ciated with Ec .
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In tegrabilit y of homogeneous Univ erses

The case of Bianc hi Univ erses

The follo wing w ork has b een initiated b y Melnik o v's team (see e.g. [201] and

[202] and references therein). In the sp ecial case of B
ix

, [203 ] consists in an applica-

tion ; a generalization in the con text of the whole class A (i.e. a = 0 ) w as tried b y

[204]. Ho w ev er, a lot of imprecisions in this last w ork need this new reform ulation

and extension to scalar-tensor theory .

Bianc hi univ erses as generalized T o da systems

In tro ducing the follo wing v ectors :

a1 := [0;
p

6=3;
p

6=3] a2 := [
p

2=2; �
p

6=6;
p

6=3] a3 := [ �
p

2=2; �
p

6=6;
p

6=3]
a4 := [

p
2;

p
6=3;

p
6=3] a5 := [ �

p
2;

p
6=3;

p
6=3] a6 := [0; � 2

p
6=3;

p
6=3]

a7 := [0; 0;
p

6� =2] a8 := [0; 0;
p

6(� + 1) =2]
(C.1.23)

the 3-forms :

8x; y 2 R3 (x; y) := + x1y1 + x2y2 + x3y3

hx; yi := � x1y1 � x2y2 + x3y3
(C.1.24)

and the constan ts :

k1 := 2n1n2 k2 := 2n1n3 k3 := 2n2n3

k4 := � n2
1 k5 := � n2

2 k6 := � n2
3

k7 = � 2a2 k8 = � 2' 02
o

(C.1.25)

it is clear that the Hamiltonian (C:1:20) reads :

H =
1
2

hp; pi +
8X

i =1

ki e(ai ;q)
(C.1.26)

whic h is a classical form of a generalized T o da dynamical system.

F ollo wing Melnik o v [201 ], w e c hange f q; pg v ariables to f u; vg ones, suc h that :

�
u 2 R8

, ui =1 ;:::;8 := hai ; pi
v 2 R8

, vi =1 ;:::;8 := exp (ai ; q)
(C.1.27)

Through this c hange, the n um b er of degrees of freedom jumps from 6 in f q; pg
to 16 in terms of f u; vg. Still writing

0
for the deriv ativ es with resp ect to the
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conformal time � , the dynamical equations then read :

8i = 1; :::; 8

8
>>><

>>>:

v0
i = ui vi

u0
i =

8X

j =1

mij vj

with mij := � kj hai ; aj i (C.1.28)

This new form ulation is no w p olynomial. Using the app endix notations, one can

directly pro v e that the system (C:1:28) is autosimilar with an y non v anishing index

and w eigh t g suc h that :

g1 = ::: = g8 = 1 and g9 = ::: = g16 = 2 (C.1.29)

g is unique pro vided that (C:2:39) is ful�lled. A particular autosimilar solution of

(C:1:28) is then

[~u ~v ]T = ct � g =
�
� 1t � 1; :::; � 8t � 1; � 1t � 2; :::; � 8t � 2

� T
(C.1.30)

pro vided that the constan t non v anishing v ector c = [ �; � ] = [ � 1; :::; � 8; � 1; :::; � 8]
is a solution of the algebraic system of equations :

8i = 1; � � � ; 8

8
>>><

>>>:

8X

j =1

mij � j = � � i

� i � i = � 2� i

(C.1.31)

Hence, to an y non v anishing solution of this last system corresp onds a set of 16

K o v alewski exp onen ts that allo ws to write the solution of the system (C.1.22) (cf

App endix A). A necessary condition for the system to b e in tegrable is that all its

K o v alewski exp onen ts b e rational. So, the rest of the pap er will b e dev oted to the

analysis of these exp onen ts in order to study the in tegrabilit y of di�eren t t yp es of

homogeneous and anisotropic Univ erses.

Solutions of the algebraic system

In the more general case (that is scalar-tensor theory in presence of matter

barotropic �uids), the algebraic system (C:1:31) mak es use of the 8 � 8 matrix
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M :=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 � 2n1n3 � 2n3n2 0 0 2n2
3 2a2� 2 ' 02

o � 1

� 2n1n2 0 � 2n3n2 0 2n2
2 0 2a2� 2 ' 02

o � 1

� 2n1n2 � 2n1n3 0 2n2
1 0 0 2a2� 2 ' 02

o � 1

0 0 � 4n3n2 � 2n2
1 2n2

2 2n2
3 2a2� 2 ' 02

o � 1

0 � 4n1n3 0 2n2
1 � 2n2

2 2n2
3 2a2� 2 ' 02

o � 1

� 4n1n2 � 4n1n3 0 2n2
1 2n2

2 � 2n2
3 2a2� 2 ' 02

o � 1

� 2n1n2� � 2n1n3� � 2n3n2� n2
1� n2

2� n2
3� 3 a2� 2 3' 02

o � 1�
� 2n1n2� 1 � 2n1n3� 1 � 2n3n2� 1 n2

1� 1 n2
2� 1 n2

3� 1 3a2�� 1 3' 02
o � 2

1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(C.1.32)

where � 1 := � + 1 . One can straigh tforw ardly c hec k that M is of rank 3.

The v ector

!
0 is alw a ys a solution of the system (C.1.31), but it is not relev an t for

the quest of K o v alewski exp onen ts that needs non trivial solutions. A systematic

study of the solutions of the system (C.1.31) is p ossible : for p = 6; 7 or 8 let

Ep = f 1; 2; 3; � � � ; pg, w e consider the minor determinan ts :

8(i; j; k ) 2 Ep � Ep � Ep � i = mii ; � i;j =

�
�
�
�

mii mij

mj i mj j

�
�
�
�

� i;j;k =

�
�
�
�
�
�

mii mij mik

mj i mj j mjk

mki mkj mkk

�
�
�
�
�
�

(C.1.33)

and the determinan ts :

d2i =

�
�
�
�

2 mij

2 mj j

�
�
�
� ; d2j =

�
�
�
�

mii 2
mj i 2

�
�
�
� (C.1.34)

d 3i =

�
�
�
�
�
�

2 mij mik

2 mj j mjk

2 mkj mkk

�
�
�
�
�
�
; d3j =

�
�
�
�
�
�

mii 2 mik

mj i 2 mjk

mki 2 mkk

�
�
�
�
�
�
; d3k =

�
�
�
�
�
�

mii mij 2
mj i mj j 2
mki mkj 2

�
�
�
�
�
�

(C.1.35)

Solutions of System (C.1.31) are then classi�ed in to three classes :

1. T yp e 1 solutions (T1) : 9! i 2 Ep suc h that � i 6= 0 and 8j 2 Ep nf ig ; � j = 0 :

then � i = � 2 and

� if � i = 0 : there is no solution.

� if � i 6= 0 : � i = 2=� i and 8j 2 Ep n f ig ; � j = � 2mj i =� i

2. T yp e 2 solutions (T2) : 9! (i; j ) 2 Ep � (Ep n f ig) suc h that f � i ; � j g 6= f 0; 0g
and 8k 2 Ep n f i; j g ; � k = 0 : then � i = � j = � 2 and
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� if � i;j = 0 : there is no solution.

� if � i;j 6= 0 : � i = d2i =� ij and � j = d2j =� i;j moreo v er 8k 2 Ep n f i; j g ;
� k = ( mki d2i + mkj d2j ) =� i;j

3. T yp e 3 solutions (T3) : 9! (i; j; k ) 2 Ep � (Ep n f ig) � (Ep n f i; j g) suc h that

f � i ; � j ; � kg 6= f 0; 0; 0g and 8l 2 Epnf i; j; k g ; � l = 0 : then � i = � j = � k = � 2
and

� if � i;j;k = 0 : there is no solution

� if � i;j;k 6= 0 : � i = d3i =� i;j;k , � j = d3j =� i;j;k and � k = d3k=� i;j;k moreo v er

8l 2 Ep n f i; j; k g ; � l = ( mli d3i + mlj d3j + mlk d3k) =� i;j;k

K o v alewski exp onen ts for Bianc hi Univ erses

In what follo ws, w e will examine the K o v alewski exp onen ts for Bianc hi Uni-

v erses in 4 di�eren t cases that are included in the formalism presen ted ab o v e :

scalar-tensor gra vit y with or without matter �uids, and General Relativit y with

or without matter �uids. W e pro ceed in three steps.

1. Select a Univ erse. It corresp onds to c ho osing a set of ni =1 ;2;3 in table C.1. This

step determines the theory of gra vitation and the matter con ten t of in terest,

and this c hoice is made b y considering di�eren t forms for the matrix M
de�ned in (1) :

� Barotropic matter �lled Univ erse in scalar-tensor theory of gra vitation :

p = 8 . This is the most general case that w as presen ted in detail in the

preceding subsection.

� Empt y Univ erse in scalar-tensor theory of gra vitation : p = 7 . The asso-

ciated matrix is M but without the 7th line and the 7th column :

MST V :=

2

6
6
6
6
6
6
6
4

0 � 2n1n3 � 2n3n2 0 0 2n2
3 2' 02

o � 1

� 2n1n2 0 � 2n3n2 0 2n2
2 0 2' 02

o � 1

� 2n1n2 � 2n1n3 0 2n2
1 0 0 2' 02

o � 1

0 0 � 4n3n2 � 2n2
1 2n2

2 2n2
3 2' 02

o � 1

0 � 4n1n3 0 2n2
1 � 2n2

2 2n2
3 2' 02

o � 1

� 4n1n2 � 4n1n3 0 2n2
1 2n2

2 � 2n2
3 2' 02

o � 1

� 2n1n2� 1 � 2n1n3� 1 � 2n3n2� 1 n2
1� 1 n2

2� 1 n2
3� 1 3' 02

o � 2
1

3

7
7
7
7
7
7
7
5

� Barotropic matter �lled Univ erse in Einstein General Relativit y : p = 7 .

The asso ciated matrix is M but with the 8th line and 8th column remo v ed,

and the 7th line and 7th column adapted. Noting 
 for 2 � � w e ha v e :
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MGRM :=

2

6
6
6
6
6
6
6
4

0 � 2n1n3 � 2n3n2 0 0 2n2
3 2� o�


� 2n1n2 0 � 2n3n2 0 2n2
2 0 2� o�


� 2n1n2 � 2n1n3 0 2n2
1 0 0 2� o�


0 0 � 4n3n2 � 2n2
1 2n2

2 2n2
3 2� o�


0 � 4n1n3 0 2n2
1 � 2n2

2 2n2
3 2� o�


� 4n1n2 � 4n1n3 0 2n2
1 2n2

2 � 2n2
3 2� o�


� n1n2
 � n1n3
 � n3n2
 n 2
1
= 2 n2

2
= 2 n2
3
= 2 3� o�
 2=2

3

7
7
7
7
7
7
7
5

� Empt y Univ erse in Einstein General Relativit y : p = 6 . The asso ciated

matrix is M but with the 7th and 8th lines and the 7th and 8th columns

remo v ed :

MGRV :=

2

6
6
6
6
6
4

0 � 2n1n3 � 2n3n2 0 0 2n2
3

� 2n1n2 0 � 2n3n2 0 2n2
2 0

� 2n1n2 � 2n1n3 0 2n2
1 0 0

0 0 � 4n3n2 � 2n2
1 2n2

2 2n2
3

0 � 4n1n3 0 2n2
1 � 2n2

2 2n2
3

� 4n1n2 � 4n1n3 0 2n2
1 2n2

2 � 2n2
3

3

7
7
7
7
7
5

W e then ha v e to apply the follo wing algorithm to the appropriate matrix.

2. Determine all the non v anishing minor determinan ts � whic h could b e ex-

tracted from the considered matrix.

3. F or eac h � , compute the asso ciated set of 2p K o v alewski exp onen ts. In our

p olynomial case, as indicated in app endix A this set is the set of eigen v alues

of the matrix :

K =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 0 � � � � � � 0 m11 � � � � � � � � � mp1

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. I p
.

.

.

.

.

.

.

.

. M
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
.

.

.

.

.

.

0 � � � � � � 0 1 m1p � � � � � � � � � mpp

� 1 0 � � � � � � 0 � 1 + 2 0 � � � � � � 0

0
.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
0 � � � � � � 0 � p 0 � � � � � � 0 � p + 2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(C.1.36)

The particular form of the matrix K and the w eak rank of the matrix M
allo ws an explicit calculation of the eigen v alues in all the cases p = 6; 7; 8 and for
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all the Bianc hi Univ erses. There exists sev eral h undreds of non v anishing minor

determinan ts in all the cases considered. They corresp ond to 92 distinct sets of

K o v alewski exp onen ts with length 2p = 12; 14 or 16. All the details are presen ted

in app endix B. In all cases, calculations are explicit, and in order to organize it w e

use formal calculus computational to ols.

Exp onen ts analysis and conclusions

The full set of K o v alewski exp onen ts is presen ted in app endix B. The analysis

of the sets of exp onen ts results in four classes for Bianc hi mo dels : Class I con tains

uniquely B
I

mo dels, Class I I con tains B
I I

and B
IV

, Class I I I is comp osed b y B
I I I

,

B
VI o;a

and B
VI I o;a

, and �nally Class IV con tains B
VI I I

and the famous B
IX

.

Eac h class is c haracterized b y the same set of K o v alewski exp onen ts, therefore

corresp onding mo dels ha v e the same c haracteristic dynamics. Let us review for

eac h class the algebraic prop erties of K o v alewski exp onen ts :

� Class I � F or all the cases w e studied, all the K o v alewski exp onen ts b elon-

ging to this class, are rational pro vided that the barotropic index � and/or

the scalar-tensor parameter � are rational. This restriction corresp onds to

ph ysical cases

1

.

� Class I I � K o v alewski exp onen ts of mo dels b elonging to this class fall in to

four sub cases :

� Empt y Univ erse in General Relativit y (EUGR) : exp onen ts b elonging to

this class are in tegers.

� Barotropic Matter �lled Univ erse in General Relativit y (BMUGR) : due to

A �
� , all exp onen ts are rational i� � 2 Q\ [0; � 0] with � 0 = (11 �

p
73)=3 �

0:81.

� Empt y Univ erse in Scalar-T ensor Theory (EUSTT) : due to A � , all exp o-

nen ts are rational i� � 2 Q \ [� 0; 1] with � 0 = ( � 11 +
p

73)=6 � � 0:40.

� Barotropic Matter �lled Univ erse in Scalar-T ensor Theory (BMUSTT) :

Due to A � and D � , all exp onen ts are rational i� � 2 Q \ [� 1; 1] with

� 1 = ( � 5 +
p

73)=6 � 0:59.

� Class I I I � As previously , four classes of sets of K o v alewski exp onen ts can

b e iden ti�ed

� EUGR : exp onen ts b elonging to this class are in tegers.

� BMUGR : due to A �
� , B �

� and C �
� , all exp onen ts are rational i� � 2 Q \

[0; � 0]. This case is then equiv alen t to the corresp onding case of class I I mo-

dels. Let us remark the sp ecial v alue � = 2 =3 for whic h (A �
+ ; A �

� ; B �
+ ; B �

� ; C�
+ ; C�

� ) =
(1; 0; 1; 0; 1; 0).

1

As a matter of fact, ph ysical p o w er la ws or barotropic index m ust b e rational in order to b e

full of ph ysical meaning
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� EUSTT : due to A � , B � and a� all exp onen ts are rational i� � 2 Q \
[� 0; 1]. This case is then equiv alen t to the corresp onding case of class I I mo-

dels. Let us remark the sp ecial v alue � = � 1=3 for whic h (A+ ; A � ; B+ ; B � ; a+ ; a� ) =
(1; 0; 1; 0; 1; 0).

� BMUSTT : due to A � , B � , C� , D � , a� and b� , all exp onen ts are rational

i� � 2 Q \ [� 2; 1] with � 2 = 16=25 = 0:64.

� Class IV � all mo dels of this class con tain at least t w o conjugated complex

K o v alewski exp onen ts.

>F rom suc h an analysis, taking in to accoun t Y oshida's theorems (see [205 , 206])

whose con text is detailed in app endix A, w e can conclude that :

� Empt y Univ erses whose metrics corresp ond to classes I, I I or I I I de�ned

b elo w are generically asso ciated to algebraically in tegrable dynamics.

� Class IV Univ erses are alw a ys asso ciated to non algebraically in tegrable dy-

namics. This result holds for General Relativit y and/or scalar-tensor theory

w e are in terested in, the Univ erse b eing empt y and/or �lled of barotropic

matter.

� BMUGR of class I I and I I I are asso ciated to non in tegrable dynamics if the

barotropic index ranges in the in terv al [� 0; 2] with � 0 = (11 �
p

73)=3 � 0:81.

� EUSTT of class I I and I I I are asso ciated to non in tegrable dynamics if the

p o w er la w of the scalar-tensor mo delization (C.1.13) ranges in the in terv al

[� 2; � 0] with � 0 = ( � 11 +
p

73)=6 � � 0:40.

� BMUSTT of class I I are asso ciated to non in tegrable dynamics if the p o-

w er la w of the scalar tensor mo delization (see C.1.13) ranges in the in terv al

[� 2; � 1] with � 1 = ( � 5 +
p

73)=6 � � 0:40.

� BMUSTT of class I I I are asso ciated to non in tegrable dynamics if the p o w er

la w of the scalar tensor mo delization (C.1.13) ranges in the in terv al [� 2; � 2]
with � 2 = 16=25 = 0:64.

The in tegrabilit y of homogeneous Univ erses dep ends on m ultiple factors.

It is w ell kno wn, since the pioneering w orks b y Elsk ens and Henneaux [207],

that the n um b er of dimensions D of the spatial sections of the Univ erse is one of

this factors. It in�uences the form of the p oten tial � (q) in relation (C:1:21) or/and

increases the n um b er of comp onen ts of the v ectors f ai g in (C:1:23). The net result

in the simpli�ed con text of generalized Kasner metric is that c haos disapp ears �
and then system b ecomes alw a ys in tegrable, in a classical con text � when D � 11:

Mo di�cation of the gra vitation theory b y in tro ducing a scalar-tensor com-

p onen t seems here to ha v e a di�eren t con tribution. As a matter of fact, in the

case w e consider, the p oten tial � (q) is not mo di�ed, but a v olume dep enden t T o da

p oten tial is added in the Hamiltonian. In a general w a y , this pro duces a slo wing

do wn for the cushions' v elo cit y in the billiard represen tation (see [200] and refe-

rences therein). One can then reasonably supp ose that this feature do es not c hange
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drastically the dynamical prop erties of homogeneous Univ erses inherited from Ge-

neral Relativit y . The in tegrabilit y analysis based on K o v alewski exp onen ts w e ha v e

done con�rms suc h a conjecture.

App endix A : In tegrabilit y of autosimilar di�eren-

tial systems

Let f b e a con tin uous function from Rn
to Rn

and x = [ x1(t); :::; xn (t)]T 2 Rn

suc h that

dx
dt

= f (x) (C.2.37)

If there exists a p ositiv e real � and a rational v ector g := [ g1; :::; gn ]T suc h that

the transformation

t 7! t=�
8i = 1; :::; n x i 7! � gi x i

(C.2.38)

lea v es the system (C:2:37) in v arian t, this system is called autosimilar with index

� and w eigh t g .

When it exists g , it is unique if

A (x) 2 Mn (R) , A ij = x j
@fi (x)

@xj
� � ij f i (x) (C.2.39)

is in v ertible for almost all x 2Rn
.

Autosimilar systems alw a ys admit at least one autosimilar particular solution

~xas =
�
c1 (t � to)

� g1 ; :::; cn (t � to)
� gn

� T
(C.2.40)

where c := [ c1; :::; cn ]T is solution of the algebraic equation :

8
><

>:

f 1 (c) = � g1c1
.

.

.

f n (c) = � gncn

(C.2.41)

Linearization of the system (C:2:37) around the solution ~xas giv es

dz
dt

= Df (x) (~xas) z (C.2.42)

where Df (x) (~xas) is the Jacobian matrix of f (x) ev aluated at x = ~xas . A theorem

b y F uc hs (see [208 ] Ÿ5.6 and 5.7) then sho ws that the general solution of (C:2:42)
is autosimilar and reads :

z =
�
k1 (t � to)

� 1 � g1 ; :::; kn (t � to)
� n � gn

� T
(C.2.43)
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The quan tities (� 1; � 2; :::; � n) are called K o v alewski exp onen ts. More practically ,

one can compute them b ecause there are also eigen v alues of the matrix :

K := Df (x) (c) + diag ( g) : (C.2.44)

As sho wn b y Con te (see [208 ] Ÿ5.6 and 5.7), they are of great imp ortance for

the study of in tegrabilit y of the original non linear system (C:2:37). As a matter

of fact eac h comp onen t x i =1 ;::;n of a solution x of this system can b e written as :

x i (t) =
+ 1X

k=0

" kx(k)
i (t) with

8
>>><

>>>:

x(0)
i = ci (t � to)

gi

x(1)
i = ki (t � to)

� i � gi

9 1 � p; q � n , x(2)
i = cpkq (t � to)

gp + � q � gq

etc � � �
(C.2.45)

hence

x i (t) / (t � to)
gi S [(t � to)

� 1 ; :::; (t � to)
� n ] (C.2.46)

where S [ ] is a m ultiple series. This allo ws to understand a theorem b y Y oshida

(see [205 , 206 ]) : a necessary condition for a di�eren tial system to b e in tegrable is

that all its K o v alewski exp onen ts are rational. If there exists at least one exp onen t

irrational or complex the corresp onding di�eren tial system is not algebraically

in tegrable.

App endix B : Details of K o v alewski exp onen ts

When only non exotic barotropic matter ( 0 � � < 2) is considered, w e ha v e

noted 
 = (3 � � 2)=(� � 2). F or an y K = 3; 5, 7 and 15 w e note 2K � i = 1 � i
p

K
and

2A �
� = 1 �

q
16� 22 �+3 � 2

4� 2� 2B �
� = 1 �

p
5 � 6 �

2C �
� = 1 �

q
25� � 18

� � 2 2D �
� = 1 �

q
18� 41 �+24 � 2

2� �

E 
 :=
�

� 1; 2; 1 (� 6) ; 2

3 (� 6)

	
Eo := f� 1; 4(� 3); 2(� 3); 1(� 5)g

Moreo v er

E � = [ f� 1; 1 ( � 6) ; 2 ; 2� 1=3( � 6) g

� 1 = (3� + 1) (� + 1) � 1
and � 2 = (3 � � 2) � � 1
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2A � =1 �

s
3

�
� � � +

A

� �
� � � �

A

�

j� + 1 j
6� �

A = � 11�
p

73

2D � = 1 �

s
3

�
� � � +

D

� �
� � � �

D

�

j� j
6� �

D = � 5 �
p

73

2B � = 1 �

s
25� + 9
j� + 1 j

2C+ = 1 �

s
25� � 16

j� j

2E � = 1 �

s
48� 2 + 41� + 9

j� + 1 j
48� 2 + 41� + 9 > 0

2F� = 1 �

s
48� 2 � 55� + 16

j� j
48� 2 � 55� + 16 > 0

2a� = 1 �
p

5 + 12 � 2 b� = 1 �
p

� 7 + 12 �

Using the notations de�ned ab o v e w e ha v e computed all the K o w alewski exp o-

nen ts for all Bianc hi Univ erses, in the case of empt y or barotropic �lled Univ erses

and for General Relativit y(GR) and Scalar-T ensor (ST) theory of gra vitation :

B
i

R G Empt y (N=6) Barotropic Matter (N=7)

T1 ? E 


T2 ? ?
T3 ? ?

ST Empt y (N=7) Barotropic Matter (N=8)

T1 E �
� 1; ; 1( � 7), 2 ; 2� 2=3( � 6) ; � 2=�

� 1; 1( � 7) ; 2 ; 2 (� + 1) � 1 ; 2� 1=3( � 6)

T2 ? ?
T3 ? ?
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B
i i

and B
iv

GR Empt y (N=6) Barotropic Matter (N=7)

T1 Eo
E 

� 1; 1(� 6); 2(� 3); 4(� 3); 3 � � =2

T2 ? � 1; 1 (� 5) ; 2; 
= 2 (� 2) ; 
 (� 3) ; A �
�

T3 ? ?

ST Empt y (N=7) Barotropic Matter (N=8)

T1

� 1; 1(� 6); 2(� 3); 4(� 3); � + 3
E �

� 1; 1(� 7); 2; 2 (� + 1) � 1 ; 2� 1=3 (� 6)
� 1; 1(� 7); 2; 2� 2=3(� 6); � 2 =�
� 1; 1(� 7); 2(� 3); 4(� 3); � + 3 ; � + 2

T2 � 1; 1(� 5); 2; � 1=2(� 2); � 1 (� 3); A �
� 1; 1(� 6); 2; � 2=2(� 2); � 2 (� 3) ; � 2=� ; D �

� 1; 1(� 6); 2; � 1=2(� 2); � 1 (� 3); 2 (� + 1) � 1 ; A �

T3 ? ?

B III , B V I o;a , B V II o;a

GR Empt y (N=6) Barotropic Matter(N=7)

T1 Eo
E 

� 1 ; 1(� 6); 2(� 3); 4(� 3); 3 � � =2

T2 ?
� 1; 1 (� 5) ; 2; 
= 2 (� 2) ; 
 ( � 3) ; A �

�
� 1; 0(� 2); 1(� 5); 2; 2 
; 
 (� 2); B �

�

T3 ?
� 1; 0; 1(� 4); 2; 2 
; 
 (� 2); B �

� ; C �
�

� 1; 0(� 2); 1(� 5); 2; 2 
; 
 (� 2); B �
�

ST Empt y (N=7) Barotropic Matter (N=8)

T1

� 1; 1(� 6); 2(� 3); 4(� 3); � + 3
E �

� 1; 1(� 7); 2; 2� 1=3(� 6); 2 (� + 1) � 1

� 1; 1(� 7); 2 ; 2� 2=3(� 6); � 2� � 1

� 1; 1(� 7); 2(� 3); 4(� 3); � + 3 ; � + 2

T2

� 1; 1(� 5); 2 ; � 1=2 (� 2); � 1 (� 3); A �
� 1; 0(� 2) ; 1(� 5); 2; 2 � 1 ; � 1(� 2); a�

� 1; 0(� 2); 1(� 6); 2; 2 � 1 ; � 1 (� 2); 2 (� + 1) � 1 ; a�

� 1; 1(� 6); 2; � 1=2 (� 2); � 1 (� 3); 2 (� + 1) � 1 ; A �
� 1; 0(� 2); 1(� 6); 2; 2 � 2 ; � 2 (� 2); � 2 � � 1 ; b�
� 1; 1(� 6) ; 2; � 2=2(� 2); � 2 (� 3); � 2� � 1 ; D �

T3

� 1; 0; 1(� 4); 2; 2 � 1 ; � 1 (� 2); a� ; B �
� 1; 0(� 2); 1(� 5) ; 2; 2 � 1 ; � 1 (� 2); a�

� 1; 0; 1(� 5) ; 2; 2 � 1 ; � 1 (� 2); 2 (� + 1) � 1 ; a� ; B �

� 1; 0(� 2); 1(� 6); 2; 2 � 1 ; � 1 (� 2); 2 (� + 1) � 1 ; a�
� 1; 0(� 2); 1(� 6); 2; 2 � 2 ; � 2 (� 2); � 2� � 1 ; b�
� 1; 0; 1(� 5); 2; � 2 (� 2); 2 � 2 ; � 2� � 1 ; b� ; C�
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B
vi i i

and B
ix

GR Empt y (N=6) Barotropic Matter (N=7)

T1 Eo
E 

� 1; 1(� 6); 2(� 3); 4(� 3); 3 � � =2

T2

� 1; � 2(� 3); 7� i ; 2(� 2); 1(� 4)
� 1; 2; 15� i ; 1(� 4); 0(� 4)

� 1; 1 (� 5) ; 2; 
= 2 (� 2) ; 
 ( � 3) ; A �
�

� 1; 0(� 2); 1(� 5); 2; 2 
; 
 (� 2); B �
�

� 2(� 3); � 1; 1(� 5); 2(� 2); 7� i ; 2� � 2
� 1; 0(� 4); 1(� 5); 2; 15� i ; � 1 + 3 � =2

T3

� 1; 2; 15� i (� 2); 1(� 3); 0(� 3)
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� 1; 1(� 5); 2; � 1=2 (� 2); � 1 (� 3); A �

� 1; 1(� 6); 2; D � ; � 2=2(� 2); � 2 (� 3); � 2 � � 1
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� 1; 0(� 4); 1(� 6); 2; 15� i ; � 3 � � 1; � 3 � + 2

T3

� 1; 0 (� 2); 1 (� 5); 2; 2 � 1 ; � 1 (� 2); a�
� 1; 0 (� 4); 1 (� 5); 2; 15� i ; � 3 � � 1
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� 1; 1(� 5); 2; � 2 � 2 ; 2 � 2 (� 3); � 2 � � 1 ; C� ; F �

� 1; 0(� 3); 1(� 5); 2; 3� i (� 2); � 3 � � 1; � 3 � + 2
� 1; 0(� 3); 1(� 5); 2; 15� i (� 2); � 3 � � 1; � 3 � + 2
� 1(� 2); 0(� 3); 1(� 5); 2(� 2); 7� i ; � 3 � � 1; � 3 � + 2
� 1; 0; 1(� 5); 2; 2 � 1 ; � 1 (� 2); 2 (� + 1) � 1 ; a� ; B �
� 1; 0; 1(� 5); 2; 2 � 2 ; � 2 (� 2); � 2� � 1 ; b� ; C�
� 1; 0(� 2); 1(� 6); 2; 2 � 2 ; � 2 (� 2); � 2� � 1 ; b�

� 1; 0(� 2); 1(� 6); 2; 2 � 1 ; � 1 (� 2); 2 (� + 1) � 1 ; a�
� 1; 0(� 4); 1(� 6); 2; 15� i ; � 3 � � 1; � 3 � + 2
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C.3 Article 3 : Corresp ondance en tre c hamps sca-

laires cosmologiques et �bac kreaction� cinéma-

tique

Cet article est paru dans Class. Quan tum Gra v. 23 (2006) 6379-6408.
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Corresp ondence b et w een kinematical bac kreaction and scalar �eld

cosmologies � the `morphon �eld'

Thomas Buc hert, and Julien Larena, and Jean-Mic hel Alimi

Spatially a v eraged inhomogeneous cosmologies in classical general relativit y can

b e written in the form of e�ectiv e F riedmann equations with sources that include

bac kreaction terms. In this pap er w e prop ose to describ e these bac kreaction terms

with the help of a homogeneous scalar �eld ev olving in a p oten tial ; w e call it the

`morphon �eld'. This new �eld links classical inhomogeneous cosmologies to scalar

�eld cosmologies, allo wing to rein terpret, e.g., quin tessence scenarios b y routing

the ph ysical origin of the scalar �eld source to inhomogeneities in the Univ erse. W e

in v estigate a one�parameter family of scaling solutions to the bac kreaction pro-

blem. Sub cases of these solutions (all without an assumed cosmological constan t)

include scale�dep enden t mo dels with F riedmannian kinematics that can mimic

the presence of a cosmological constan t or a time�dep enden t cosmological term.

W e explicitly reconstruct the scalar �eld p oten tial for the scaling solutions, and

discuss those cases that pro vide a solution to the Dark Energy and coincidence

problems. In this approac h, Dark Energy emerges from morphon �elds, a mec ha-

nism that can b e understo o d through the prop osed corresp ondence : the a v eraged

cosmology is c haracterized b y a w eak deca y (quin tessence) or gro wth (phan tom

quin tessence) of kinematical �uctuations, fed b y 'curv ature energy' that is stored

in the a v eraged 3�Ricci curv ature. W e �nd that the late�time tra jectories of those

mo dels approac h attractors that lie in the future of a state that is predicted b y

observ ational constrain ts.

In tro duction

The fact that the spatially a v eraged inhomogeneous Univ erse do es not ev olv e as

the standard mo del of cosmology , furnished b y a homogeneous�isotropic solution

of Einstein's la ws of gra vit y , has recen tly b ecome a ma jor topic aiming at a p os-

sible solution to the Dark Energy problem [209 ], [210 ], [211 ]. While the a v eraging

problem in relativistic cosmology has a long history , initiated b y George Ellis [116 ]

(references ma y b e found in [212 ] and [213]), the bac kreaction terms, i.e. those a v e-

raged con tributions that lead to deviations from a F riedmannian cosmology , ha v e

b een considered quan titativ ely unimp ortan t. Recen t w ork that conjectures a large

bac kreaction e�ect (e.g. [140]) has b een accompanied b oth b y coun ter conjectures

(e.g. [151]) and sp ecial solutions of the a v eraged Einstein equations [132 ] that sup-



C.3. AR TICLE 3 : LE MORPHON 229

p ort the claim that bac kreaction could b e made resp onsible for the Dark Energy

gap (e.g. [214], [215 ], [216 ], [155, 160 ], [217] and references and discussion in [212]).

In parallel to this discussion, other mo dels ha v e b een extensiv ely in v estigated,

most notably quin tessence mo dels that in v ok e the presence of a scalar �eld source,

this scalar �eld b eing a standard one or a phan tom �eld (with a negativ e kinetic

energy) [167, 166 , 169, 170 ] and references in the reviews [174 ] and [51]. Those mo-

dels imply the p ossibilit y of a scenario featuring a time�dep enden t cosmological

term. P articular prop erties of the scalar �eld p oten tial are discussed on phenome-

nological grounds, whic h can lead to an acceleration of the regional Univ erse and

so to an explanation of Dark Energy . A further problem in conjunction with mo de-

ling a repulsiv e comp onen t in univ erse mo dels is kno wn as the c oincidenc e pr oblem ,

i.e. a recen t domination of this comp onen t is fa v oured, p ossibly o ccuring around

the ep o c h of structure formation. Its solution also motiv ates the construction of

mo dels with a time�dep enden t cosmological term that needs no `�ne�tuning'.

In this pap er w e also consider scalar �eld cosmologies, but w e shift the p ers-

p ectiv e from the usual in terpretation of a scalar �eld sour c e in Einstein's equations

to a mean �eld description of a v eraged inhomogeneities. W e see a n um b er of ad-

v an tages en tailed b y suc h a description that motiv ated the presen t in v estigation.

First, a (homogeneous) scalar �eld as a mo del of spatially a v eraged (i.e. e�ectiv ely

homogeneous) geometrical degrees of freedom that are ph ysically presen t do es not

need to b e justi�ed as an additional source arising from fundamen tal �eld theories ;

it has a w ell�de�ned ph ysical status and, as suc h, do es not su�er from a pheno-

menological parameterization, since it is constrained b y Einstein's �eld equations.

Second, inhomogeneities enco ded in bac kreaction terms give rise to the scalar �eld

cosmology , �xing its p oten tial, its equation of state, etc. ; they not only in�uence

the ev olution of the scalar �eld, but they determine it. Third, the prop osed cor-

resp ondence allo ws a realistic rein terpretation of quin tessence mo dels and other

phenomenological approac hes in v olving scalar �elds. These approac hes m ust not

b e considered as indep enden t alternativ es, they here describ e the same ph ysics that

also underlies the bac kreaction approac h, and so can b e confron ted with ph ysical

constrain ts ; in other w ords, if bac kreaction can indeed b e made resp onsible for the

late�time acceleration of the Univ erse, then the e�ort sp en t on quin tessence mo-

dels and other approac hes [51] can b e fruitfully exploited in terms of the prop osed

rephrasing. F ourth, since the underlying e�ectiv e equations are general and do not

in v ok e p erturbativ e assumptions, the scalar �eld cosmology pro vides access to the

whole solution space, notably to the non�p erturbativ e regime. Finally , sub cases

of exact solutions include a cosmological constan t, whic h therefore can or cannot

b e included in Einstein's equations ; the cosmological constan t is a particular so-

lution of the a v eraged inhomogeneous mo del without necessarily b eing presen t in

Einstein's equations.
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Since the scalar �eld in tro duced in this w a y stems from a v eraged geometrical

degrees of freedom, i.e. kinematical bac kreaction terms enco ded in the extrinsic

curv ature of spatial h yp ersurfaces, as w ell as their scalar curv ature, w e call it the

morphon �eld : it e�ectiv ely mo dels the inhomogeneities shaping the structure in

the Univ erse and capturing the total e�ect of kinematical bac kreaction, i.e. the

e�ect leading to a deviation from the kinematics of the standard mo del. Sp eaking

in terms of geometry , w e ma y roughly sa y that the morphon mo dels the geometrical

v acuum degrees of freedom in Einstein's theory , whic h are neglected when mo deling

the Univ erse with the help of a v eraged matter sources only . W e call the scalar �eld a

morphon only if it arises from the prop osed mean �eld description ; w e can of course

still consider other scalar �elds as sources of Einstein's equations. W e exp ect, and

w e shall demonstrate this for quin tessence �elds, that the morphon is capable of

acting lik e an y other scalar �eld mo del, e.g., assigned to an in�aton, a curv aton, a

dilaton, etc., dep ending on our capabilit y to exploit the prop osed corresp ondence,

i.e. the p ossibilit y to �nd solutions of the a v eraged Einstein equations and to

reconstruct the scalar �eld p oten tial for this solution.

W e here pro vide a �rst step that should help to appreciate the v arious p ossi-

bilities, but this in v estigation do es not claim to b e exhaustiv e. In this line w e are

going to c ho ose a minimal parameterization of the scalar �eld cosmology in the

follo wing sense : �rst, w e do not include the cosmological constan t and the constan t

curv ature term in the `F riedmannian part' of the a v eraged equations, since b oth

arise as sub cases of sp ecial solutions for the bac kreaction terms ; second, w e c ho ose

the simplest foliation (constan t lapse and v anishing shift in the ADM (Arno witt

Deser Misner) form ulation of Einstein's equations) and the simplest matter mo del

`irrotational dust' in order to exemplify the corresp ondence ; third, w e realize the

corresp ondence for a particular class of scaling solutions with single�p o w er la ws. In

this framew ork w e sho w that the corresp ondence holds with a standard minimally

coupled scalar �eld that can pla y the role of a quin tessence �eld. If w e include the

full co ordinate degrees of freedom as w ell as an inhomogeneous pressure source in

a p erfect �uid energy momen tum tensor (or ev en imp erfect �uid sources), more

sophisticated scalar �eld cosmologies w ould arise. W e commen t on this p ossibilit y

at the end of the pap er.

The prop osed corresp ondence can also b e in v erted, e.g. w e ma y start with a

kno wn mo del of quin tessence and try to reco v er the corresp onding solution of the

a v eraged Einstein equations. W e shall not exemplify this in v ersion in the presen t

pap er, w e just note that free parameters in a giv en quin tessence mo del can b e

determined through this corresp ondence.

W e pro ceed as follo ws. Section 2 recalls the basic equations and relations nee-

ded for the presen t w ork. Section 3 sets up the corresp ondence b et w een kinematical

bac kreaction and scalar �eld mo dels. Section 4 in v estigates a family of scaling solu-
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tions to the bac kreaction problem. Section 5 exploits the prop osed corresp ondence.

Here w e explicitly reconstruct the p oten tial for the scaling solutions, explore the

solution space of inhomogeneous cosmologies with the help of the scaling solutions,

and discuss some particular cases, whic h ha v e b een adv anced b efore in the litera-

ture, and whic h are no w in terpreted with the help of a morphon �eld. W e also giv e

a concrete mo del and confron t it with observ ational constrain ts. Section 6 con tains

a summary and an outlo ok on p ossible generalizations.

The bac kreaction con text

The a v eraging problem in relativistic cosmology in v olv es a v ariet y of approac hes

and problems. Generally , researc h w ork in this �eld deals with a v eraging inhomoge-

neities in matter and/or geometry . Mostly , spatial a v eraging is en visaged, but also

a v eraging on the ligh t�cone is accessible b y some a v eraging tec hniques (compare

discussions and references in [116], [212 ], [122 , 124 , 125].)

In this w ork w e fo cus on the comparativ ely simple approac h of a v eraging the

scalar parts of Einstein's equations on a giv en foliation of spacetime. The time�

ev olution of in tegral prop erties of the cosmological mo del on compact spatial do-

mains can b e extracted from Einstein's equation without an y p erturbativ e as-

sumptions b y Riemannian v olume in tegration. The simplest example is the time�

ev olution of the v olume. Th us, w e do not aim at c hanging the ph ysics of the

inhomogeneous cosmological mo del. More am bitious and ph ysically di�eren t in

motiv ation are a v eraging strategies that e�ectiv ely replace the inhomogeneous h y-

p ersurfaces and inhomogeneous tensor �elds on these h yp ersurfaces b y another,

smo othed univ erse mo del [124 ], [218 ]. These latter tec hniques lead to further `in-

trinsic bac kreaction' e�ects b y , e.g. �o wing a v erages on a bump y geometry to

a v erages on a constan t�curv ature `template univ erse' as a �tting device. This can

b e nicely put in to practice using the Ricci�Hamilton �o w that renormalizes the

a v eraged v ariables and leads to a `dressing' of cosmological parameters b y those

additional `bac kreaction' terms [124],[125 ].

With kinematical a v eraging w e aim at an e�ectiv e description of the kinematics

of the inhomogeneous Univ erse, and w e still encoun ter a n um b er of scalar con tri-

butions that add up to the a v eraged matter sources in an inhomogeneous mo del

(`kinematical bac kreaction terms') as a result of the fact that spatial a v eraging

and time�ev olution are non�comm uting op erations (not necessarily to b e attribu-

ted to the nonlinearit y of Einstein's equations). Emplo ying a p erfect �uid source

in the energy momen tum tensor, those `bac kreaction terms' comprise a con tribu-

tion from a v eraged expansion and shear �uctuations (i.e., terms enco ding extrinsic

curv ature of the h yp ersurfaces), the a v eraged 3�Ricci curv ature (i.e, a term that

enco des in trinsic curv ature of the h yp ersurfaces), an a v eraged pressure gradien t (or
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an a v eraged acceleration div ergence), and frame �uctuation terms, i.e. co ordinate

e�ects (lik e the a v eraged v ariance of the lapse function in the ADM setting). In

this framew ork and for v anishing shift, but arbitrary lapse and arbitrary 3�metric,

the general equations w ere giv en in [133 ]. Ho w ev er, w e further restrict the ana-

lysis to a univ erse mo del �lled with an irrotational �uid of dust matter [132 ] in

order to pro vide the most transparen t framew ork for the purp ose of setting up the

corresp ondence with a scalar �eld cosmology .

A v eraged ADM equations for constan t lapse and v anishing

shift

W e emplo y a foliation of spacetime in to �o w�orthogonal h yp ersurfaces with the

3�metric gij in the line�elemen t ds2 = � dt2 + gij dX i dX j
. W e de�ne the follo wing

a v erager, restricting atten tion to scalar functions 	( t; X i ) :



	( t; X i )

�
D

:=
1

VD

Z

D
	( t; X i ) Jd3X ; VD =

Z

D
Jd3X ; (C.3.1)

with J :=
p

det(gij ) ; gij is an arbitrary metric of the spatial h yp ersurfaces, and

X i
are co ordinates that are constan t along �o w lines, whic h are here spacetime

geo desics. De�ning a volume sc ale factor b y the v olume VD of a simply�connected

domain D in a t�h yp ersurface, normalized b y the v olume of the initial domain D i ,

aD :=
�

VD

VD i

� 1=3

; (C.3.2)

the follo wing exact equations can b e deriv ed [132 ] (an o v erdot denotes partial

time�deriv ativ e). First, b y a v eraging R aychaudhuri's e quation w e obtain :

3
•aD

aD
+ 4�G h%i D � � = QD ; h%i D =

MD

VD i a
3
D

: (C.3.3)

The �rst in tegral of the ab o v e equation is directly giv en b y a v eraging the Hamil-

tonian c onstr aint :

�
_aD

aD

� 2

�
8�G

3
h%i D �

�
3

= �
hRi D + QD

6
; (C.3.4)

where the total restmass MD , the a v eraged spatial 3�Ricci scalar hRi D and the

kinematic al b ackr e action term QD are domain�dep enden t and, except the mass,

time�dep enden t functions. The bac kreaction source term is giv en b y

QD := 2 hII i D �
2
3

hI i 2
D =

2
3



(� � h � i D )2�

D
� 2



� 2

�
D

; (C.3.5)
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here, I = � i
i and II = 1

2[ (� i
i )

2 � � i
j �

j
i ] denote the principal scalar in v arian ts of

the expansion tensor, de�ned as min us the extrinsic curv ature tensor K ij := � � ij .

In the second equalit y ab o v e it w as split in to kinematical in v arian ts through the

decomp osition � ij = 1
3gij � + � ij , with the rate of expansion � = � i

i , the shear

tensor � ij , and the rate of shear � 2 := 1=2� ij � ij
; note that v orticit y is absen t in

the presen t foliation ; w e adopt the summation con v en tion.

The time�deriv ativ e of the a v eraged Hamiltonian constrain t (C.3.4) agrees with

the a v eraged Ra yc haudh uri equation (C.3.3) b y virtue of the follo wing inte gr ability

c ondition :

@tQD + 6HD QD + @t hRi D + 2HD hRi D = 0 ; (C.3.6)

where w e ha v e in tro duced a volume Hubble functional HD := _aD =aD . The ab o v e

equations can formally b e recast in to standard F riedmann equations for an e�ectiv e

p erfect �uid energy momen tum tensor with new e�ectiv e sources [133]

2

:

%D
e� = h%i D �

1
16�G

QD �
1

16�G
hRi D ; pD

e� = �
1

16�G
QD +

1
48�G

hRi D .

(C.3.7)

3
•aD

aD
= � � � 4�G (%D

e� +3pD
e� ) ; 3H 2

D = �+8 �G%D
e� ; _%D

e� +3HD

�
%D

e� + pD
e�

�
= 0 :

(C.3.8)

Eqs. (C.3.8) corresp ond to the equations (C.3.3), (C.3.4) and (C.3.6), resp ectiv ely .

Giv en an equation of state of the form pD
e� = � (%D

e� ; aD ) that relates the e�ectiv e

sources (C.3.7) with a p ossible explicit dep endence on the v olume scale factor, the

e�ectiv e F riedmann equations (C.3.8) can b e solv ed (one of the equations (C.3.8) is

redundan t). Therefore, an y question p osed that is related to the ev olution of scalar

c haracteristics of inhomogeneous univ erse mo dels ma y b e `reduced' to �nding the

c osmic state on a giv en spatial scale. Although formally similar to the situation in

F riedmannian cosmology , here the equation of state dep ends on the details of the

ev olution of inhomogeneities. In general it describ es non�equilibrium states.

W e �nally wish to emphasize that these equations are limited to r e gular solu-

tions : as in the non�a v eraged case, the matter mo del `dust' generically leads to

shell�crossing singularities. In the a v eraged equations this fact w ould b e mirrored

in a break of the b oundary of the a v eraging domain or a merging of t w o b oundaries

(Legendrian singularities), th us inducing a jump of the Euler�c haracteristic of the

2

Note that in this represen tation of the e�ectiv e equations pe� denotes an `e�ectiv e pressure' ;

there is no pressure due to a matter source here.
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b oundary . This w ould esp ecially happ en for small collapsing domains and is related

to the fragmen tation and merging of structures. Here, b y assumption, the domain

D m ust remain simply�connected. It is p ossible to cure this small�scale problem

b y generalizing the matter mo del ; for example, if m ulti�streaming is accoun ted

for, an extra term related to v elo cit y disp ersion w ould add up to the kinematical

bac kreaction term. Suc h a term can regularize singularities as w as discussed in

detail within the Newtonian framew ork in [219 ].

Deriv ed quan tities

F or later con v enience w e in tro duce a set of dimensionless a v erage c haracteristics

in terms of whic h w e shall express the solutions :


 D
m :=

8�G
3H 2

D

h%i D ; 
 D
� :=

�
3H 2

D

; 
 D
R := �

hRi D

6H 2
D

; 
 D
Q := �

QD

6H 2
D

:

(C.3.9)

W e shall, henceforth, call these c haracteristics `parameters', but the reader should

k eep in mind that these are functionals on D . Expressed through these parame-

ters the a v eraged Hamiltonian constrain t (C.3.4) assumes the form of a `cosmic

quartet' :


 D
m + 
 D

� + 
 D
R + 
 D

Q = 1 : (C.3.10)

In this set, the a v eraged scalar curv ature parameter and the kinematical bac kreac-

tion parameter are directly expressed through hRi D and QD , resp ectiv ely . In order

to compare this pair of parameters with the `F riedmannian curv ature parameter'

that is emplo y ed to in terprete observ ational data, w e can alternativ ely in tro duce

the pair


 D
k := �

kD i

a2
D H 2

D

; 
 D
QN :=

1
3a2

D H 2
D

Z t

t i

dt0 QD
d

dt0
a2

D (t 0) ; (C.3.11)

b eing related to the previous parameters b y 
 D
k + 
 D

QN = 
 D
R + 
 D

Q .

These parameters arise from inserting the �rst in tegral of Eq. (C.3.6),

kD i

a2
D

�
1

3a2
D

Z t

t i

dt0 QD
d

dt0
a2

D (t0) =
1
6

( hRi D + QD ) ; (C.3.12)

in to (C.3.4) :

_a2
D + kD i

a2
D

�
8�G h%i D

3
�

�
3

=
1

3a2
D

Z t

t i

dt0 QD
d

dt0
a2

D (t 0) : (C.3.13)
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This equation is formally equiv alen t to its Newtonian coun terpart [142 ], [165].

It sho ws that, b y eliminating the a v eraged curv ature, the whole history of the

a v eraged kinematical �uctuations acts as a source of a generalized F riedmann

equation.

Lik e the v olume scale factor aD and the v olume Hubble functional HD , w e ma y

in tro duce `parameters' for higher deriv ativ es of the v olume scale factor, e.g. the

volume de c eler ation functional

qD := �
•aD

aD

1
H 2

D
=

1
2


 D
m + 2
 D

Q � 
 D
� ; (C.3.14)

or (volume) state �nders [174 , 220 ] (see also [221 ] and references therein).

In this pap er w e shall denote all the parameters ev aluated at the initial time

b y the index D i , and at the presen t time b y the index D0 .

More details concerning these equations and their solutions ma y b e found in [132,

133, 131 , 213 ].

The morphon �eld

In the ab o v e�in tro duced framew ork w e distinguish the a v eraged matter source

and a v eraged sources due to geometrical inhomogeneities stemming from extrinsic

and in trinsic curv ature (bac kreaction terms). The a v eraged equations can b e writ-

ten as standard F riedmann equations that are sourced b y b oth. Th us, w e ha v e the

c hoice to consider the a v eraged mo del as a cosmology with matter source `morphed'

b y a mean �eld that is generated b y bac kreaction terms. W e shall demonstrate b e-

lo w that this in tro duction of a `morphon �eld' pro vides a natural description. W e

sa y `natural', b ecause the form of the e�ectiv e sources in Eq. (C.3.7) sho ws that,

for v anishing a v eraged scalar curv ature, bac kreaction ob eys a sti� equation of state

as suggested b y the �uid analogy with a free scalar �eld [222 ], [133 ]. Moreo v er,

if w e also mo del the a v eraged curv ature b y an e�ectiv e scalar �eld p oten tial, w e

�nd that the in tegrabilit y condition (C.3.6) pro vides the ev olution equation for the

scalar �eld in this p oten tial, and it is iden tical to the Klein�Gordon equation, as

w e explain no w.

Setting�up the corresp ondence

W e no w prop ose to mo del the e�ectiv e sources arising from geometrical degrees

of freedom due to bac kreaction (i.e., roughly the `v acuum' part of the e�ectiv e

equations) b y a scalar �eld � D ev olving in an e�ectiv e p oten tial UD := U(� D ) 3

,

3

W e c ho ose the letter U for the p oten tial to a v oid confusion with the v olume functional.
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b oth domain�dep enden t, as follo ws (recall that w e ha v e no matter pressure source

here) :

%D
e� =: h%i D + %D

� ; pD
e� =: pD

� ; (C.3.15)

with [222 ], [223]

%D
� = �

1
2

_� 2
D + UD ; pD

� = �
1
2

_� 2
D � UD ; (C.3.16)

where � = +1 for a standard scalar �eld (with p ositiv e kinetic energy), and � =
� 1 for a phan tom scalar �eld (with negativ e kinetic energy). Th us, in view of

Eq. (C.3.7), w e obtain the follo wing corresp ondence :

�
1

8�G
QD = � _� 2

D � UD ; �
1

8�G
hRi D = 3UD : (C.3.17)

W e see that the a v eraged scalar curv ature directly represen ts the p oten tial, whe-

reas the kinematical bac kreaction term represen ts `kinetic energy densit y' directly ,

if the a v eraged scalar curv ature v anishes. This represen tation of QD is ph ysically

sensible, since it expresses a balance b et w een `kinetic energy' E D
kin := 1=2 _� 2

D VD and

`p oten tial energy' E D
pot := � UD VD . F or QD = 0 w e obtain the `virial condition'

4

2�E D
kin + E D

pot = 0 , and so kinematical bac kreaction is iden ti�ed as causing devia-

tions from `equilibrium' (de�ned through this balance

5

). Note that F riedmann�

Lemaître cosmologies corresp ond to the v anishing of QD (established `virial equili-

brium' or v anishing relativ e information en trop y according to [134]) on al l sc ales .

The scale�dep enden t form ulation allo ws to iden tify states in `virial equilibrium' on

particular spatial scales. Belo w w e learn that this `virial balance' can b e stable or

unstable.

Inserting (C.3.17) in to the in tegrabilit y condition (C.3.6) then implies that � D ,

for

_� D 6= 0 , ob eys the Klein�Gordon equation :

•� D + 3HD
_� D + �

@
@� D

U(� D ) = 0 : (C.3.18)

With this corresp ondence the bac kreaction e�ect is formally equiv alen t to the

dynamics of a homogeneous, minimally coupled scalar �eld. Giv en this corresp on-

dence w e can try to reconstruct the p oten tial in whic h the morphon �eld ev olv es.

Note that there are t w o equations of state in this approac h, one for the morphon,

wD
� := pD

� =%D
� , and the total `cosmic equation of state' including the matter source

term, wD
e� := pD

e� =%D
e� .

4

F or negativ e p oten tial energy (p ositiv e curv ature) the sign � = +1 , and for p ositiv e p oten tials

the sign � = � 1 (phan tom energy) is suggested from the scalar virial theorem 2E D
kin = � E D

pot .

5

An alternativ e de�nition of `out�of�equilibrium' states uses an information theoretical mea-

sure as prop osed in [134 ] and discussed in the presen t con text in [213 ].
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It is also w orth noting that a usual scalar �eld source in a F riedmannian mo del,

attributed e.g. to phan tom quin tessence that leads to acceleration, will violate the

str ong ener gy c ondition %+ 3p > 0, i.e. :

3
•a
a

= � 4�G (%+ 3p) = � 4�G (%H + %� + 3p� ) > 0 ; (C.3.19)

and actually also the we ak ener gy c ondition %+ p > 0, while for a morphon �eld

b oth are not violated for the true con ten t of the Univ erse, that is ordinary dust

matter. It is in teresting that w e can write a `strong energy condition' for the

e�ectiv e sources, i.e. :

3
•aD

aD
= � 4�G (%D

e� + 3pD
e� ) = � 4�G

�
h%i D + %D

� + 3pD
�

�
= � 4�G h%i D + QD < 0:

(C.3.20)

While w e do not need `exotic matter', the ab o v e condition will b e `violated' in

order to ha v e v olume acceleration, QD > 4�G h%i D [140 ], [213 ], cf. the subsection

on acceleration conditions.

Newtonian limit

In the Newtonian limit [142 ], the ab o v e corresp ondence p ersists. The sources

of the morphon in the e�ectiv e F riedmann equations (C.3.8) are then iden ti�ed as

follo ws, cf. Eqs. (C.3.11) and (C.3.12) :

%D
� N :=

1
8�G

�
1

a2
D

Z t

t i

dt0 QD
d

dt0
a2

D (t 0) �
3kD i

a2
D

�
;

pD
� N := �

1
24�G

�
1

a2
D

Z t

t i

dt0 QD
d

dt0
a2

D (t 0) �
3kD i

a2
D

+ 2QD

�
: (C.3.21)

Ho w ev er, Newtonian cosmologies suppress the morphon degrees of freedom on some

�xed large scale where the kinematical bac kreaction term has to v anish iden tically

[142]. In particular, this remark applies to cosmological N�b o dy sim ulations : b y

construction, these sim ulations enforce `virial equilibrium' of the morphon energies

on the scale of the sim ulation b o x.

The Newtonian framew ork also o�ers a concise explanation of our c hoice `mor-

phon �eld' : the kinematical bac kreaction term QD can b e en tirely expressed

through Mink o wski F unctionals [224 ] of the b oundary of the a v eraging domain

[131]. These functionals form a complete basis in the space of (Mink o wski�)additiv e

measures for the morphometry of spatial sets.
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Motiv ation : the morphon mo deling a cosmological constan t

Let us giv e a simple example. As sho wn in [213 ], Subsect. 3.2 (also adv anced

as a motiv ation case in [140]), the e�ectiv e source QD ma y act as a cosmological

constan t. The general condition for the corresp onding exact solution of the e�ectiv e

F riedmann equations (C.3.8) (with h%i D = 0 and � = 0 ) is hRi D = 6kD i =a2
D � 3QD ;

QD = QD i ; e.g., for kD i = 0 w e ha v e :

_� D = 0 ; %D
� = UD ; pD

� = � UD ; UD = UD i : (C.3.22)

The kinematical bac kreaction term assumes a constan t v alue QD = 8�GU D i , and

the morphon p oten tial mimics a (scale�dep enden t) cosmological constan t. Note

that the a v eraged curv ature is non�zero, hRi D = � 24�GU D i , so that sim ulta-

neously the morphon una v oidably installs a non�zero a v eraged scalar curv ature.

W e shall no w exemplify this corresp ondence for a new class of scaling solutions

that con tains this and other kno wn sub cases.

A family of scaling solutions of the bac kreaction pro-

blem

In the follo wing, w e shall study a class of solutions that prescrib es bac kreaction

and a v eraged curv ature functionals in the form of scaling la ws of the v olume scale

factor aD . If not explicitly stated otherwise, w e restrict atten tion to the case � = 0
throughout, and treat the cosmological constan t as a particular morphon.

Exact scaling solutions

In this subsection w e shall presen t a systematic classi�cation of scaling b eha-

viors for the cosmological mo dels in tro duced previously . The a v eraged dust matter

densit y h%i D ev olv es, for a restmass preserving domain D , as h%i D = h%i D i a� 3
D . Let

us supp ose that the bac kreaction term and the a v eraged curv ature also ob ey scaling

la ws, that is :

QD = QD i an
D ; hRi D = R D i ap

D ; (C.3.23)

where QD i and R D i denote the initial v alues of QD and hRi D , resp ectiv ely .

Rewriting the in tegrabilit y condition (C.3.6),

a� 6
D @t

�
a6

D QD

�
+ a� 2

D @t

�
a2

D hRi D

�
= 0 ; (C.3.24)

a �rst scaling solution of that equation is ob viously pro vided b y ([132 ] App endix

B) :

QD = QD i a� 6
D ; hRi D = R D i a� 2

D : (C.3.25)
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Fig. C.3.1 � Scaling la w n for the bac kreaction as a function of the parameter r .

Moreo v er, this is clearly the only solution with n 6= p. In the case n = p, w e

de�ne a new `bac kreaction parameter' r D
(that can b e c hosen di�eren tly for a

c hosen domain of a v eraging

6

) suc h that QD i / R D i ; the solution reads :

QD = r hRi D = r R D i an
D ; (C.3.26)

where ( cf. Fig. C.3.1)

n = � 2
(1 + 3r )
(1 + r )

; (C.3.27)

with r 6= � 1. The case r = � 1 is not represen ted as a solution in this class ; this line

of states degenerates to a p oin t corresp onding to a mo del with Einstein�de Sitter

kinematics, i.e. it has v anishing bac kreaction and v anishing a v eraged curv ature.

Note here, that the v anishing of QD , if required on all domains, is necessary , but

also su�cien t for the reduction of the a v eraged equations to F riedmann�Lemaître

cosmologies. This limiting case also app ears in the relations among the cosmolo-

gical parameters, discussed after the next subsection.

Discussion of the scaling solutions

The solution (C.3.25) corresp onds to the case where the bac kreaction and the

a v eraged scalar curv ature ev olv e indep enden tly , leading to an a v eraged curv ature

6

F or notational ease w e henceforth drop the index D and simply write r .
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similar to a constan t `F riedmannian curv ature' and an additional term that scales

as h%i 2
D . As the univ erse mo del expands, this solution is rapidly equiv alen t to a pure

constan t curv ature term, w e ma y sa y that this solution represen ts (and main tains)

a near�F riedmannian state ( QD deca ys m uc h more rapidly / V � 2
D compared with

the a v eraged densit y / V � 1
D ). Therefore, w e shall not mo del this solution b y a scalar

�eld when describing the late�time dust�dominated Univ erse. It is in teresting to

note that this solution exhibits the same late�time b eha vior as the long�w a v elength

part of the solution found through the gradien t expansion appro ximation sc heme

in [140 ].

On the con trary , the solutions (C.3.26) en tail a strong coupling b et w een kine-

matical bac kreaction and a v eraged scalar curv ature. The coupling itself m ust b e

considered a generic prop ert y ; it has b een iden ti�ed as b eing resp onsible for a

m uc h slo w er deca y of kinematical �uctuations in an expanding univ erse mo del on

the cost of a v eraged scalar curv ature. This is a gen uinly relativistic prop ert y . It

w as argued in [214 ] that it is this p ossibilit y whic h is needed for an explanation

of Dark Energy through bac kreaction to da y , pro vided the initial conditions are

appropriate.

The scaling solutions (C.3.26) can b e emplo y ed to represen t generic features

of bac kreaction� or curv ature�dominated cosmologies (while densit y �uctuations

m ust not b e large). Suc h cosmologies ma y signi�can tly deviate from a standard

F riedmann cosmology with regard to the temp oral ev olution of their parameters.

W e note that, ev en if deviations in the v olume scale factor aD at a �nal time ma y

not b e large, deviations in in its history , i.e. its time�deriv ativ es, in particular its

second time�deriv ativ e related to the cosmological parameters, ma y b e large (this

insigh t is a result of a detailed analysis in Newtonian cosmology [165 ]).

Let us mak e a general remark concerning the solution subspace of the scaling

solutions giv en ab o v e. W e appreciate that the p olynomial nature of (C.3.23), to-

gether with the form of the in tegrabilit y condition (C.3.6), implies that an y linear

com bination of these solutions pro vides a new solution. In particular, one can al-

w a ys add a constan t curv ature term to a particular solution. W e also infer that

only the case r = 0 ( n = � 2) implies a (scale�dep enden t) `F riedmannian' ev o-

lution of the (ph ysical) curv ature parameter 
 D
R . Only the singular case r = � 1

w ould imply a v anishing `F riedmannian' curv ature parameter (see b elo w). If w e

w ould require r = � 1 on all scales, then the mo del reduces to the Euclidean case

(ev erywhere v anishing 3�Ricci curv ature).

W e resume this discussion in the next section with the help of concrete examples.

There w e also pro vide an illustration and further discussion of the subspace de�ned

b y the scaling solutions.

Finally let us note that, while the scaling solutions and scenarios in v estiga-

ted here and b elo w satisfy the a v eraged equations of motions, these mo dels are
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still phenomenological and not deriv ed non�p erturbativ ely from the fundamen tal

theory , i.e. there is no guaran tee that corresp onding realistic solutions of the ori-

ginal inhomogeneous Einstein equations could b e found that satisfy the assumed

scaling la ws.

Some relations among cosmological parameters

W e here write some useful relations among the dimensionless cosmological pa-

rameters, as they w ere in tro duced earlier, Eqs. (C.3.9) and (C.3.11). F or the scaling

solutions (C.3.27) w e ha v e :


 D
Q = r 
 D

R ; (C.3.28)

and for the `F riedmannian curv ature parameter' w e �nd (b y in tegration of (C.3.12)

for the solutions (C.3.27)) :


 D
k = 
 D

R + 
 D
Q �

1
3a2

D H 2
D

Z t

t i

dt0 QD
d

dt0
a2

D (t 0) =

(1 + r ) a
4r

(1+ r )

D 
 D
R = (1 + r )

H 2
D i

H 2
D

a� 2
D 
 D i

R : (C.3.29)

(The latter equation follo ws b y noting that 
 D
R = 
 D i

R (H 2
D i

=H2
D ) an

D and 4r=(1 +
r ) = � (n + 2) ). Eq. (C.3.29) no w explicitly sho ws that the generally held view

that 
 D
k mo dels the a v eraged curv ature is a misp erception : as so on as kinema-

tical bac kreaction is relev an t (itself or its time�history), the a v eraged curv ature

ma y ev olv e v ery di�eren tly compared with a constan t�curv ature mo del. Ev alua-

ting (C.3.29) at initial time, w e �nd that initial data di�er only b y the parameter

r in this class of solutions, whic h eases their observ ational determination :


 D i
k = (1 + r )
 D i

R ; i:e: ; kD i =
(1 + r )

6
R D i : (C.3.30)

Since in the sum 
 D
R + 
 D

Q = 
 D
QN + 
 D

k , the `Newtonian' parameter 
 D
QN , cf.

Eq. (C.3.11), w ould b e in terpreted as a cosmological constan t parameter, 
 F
� , in a

`F riedmannian �tting mo del', w e can already from these relations infer that with


 D
k = � kD i =(H 2

D a2
D ) , 
 D i

k = (1 + r )
 D i
R , and 
 D

k = 
 D i
k (H 2

D i
=H2

D a2
D ) , the v alue of a

�tted � � parameter w ould directly dep end on the initial datum for 
 D
k according

to the relation


 D
R + 
 D

Q = (1 + r )

 D i

R H 2
D i

H 2
D

an
D = 
 D i

k

H 2
D i

H 2
D

a2
D = 
 D

k an+2
D ; (C.3.31)

so that to da y


 D0
R + 
 D0

Q = 
 F
� + 
 D0

k = 
 D0
k an+2

D0
: (C.3.32)
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With this relation w e can determine the dep endence of the scaling solution parame-

ter r on the cosmological parameters to da y , expressed through the `F riedmannian

�tting parameters' 
 F
� and 
 D0

k . This allo ws us to put constrain ts on r , whic h will

b e done in the subsections called �Observ ational constrain ts on parameters�and

�Constraining r b y sup erno v æ observ ations�.

W e see that in these estimates w e also need the correct ev olution of aD in order

to calculate aD0 . This is p ossible for the particular class of scaling solutions w e

consider (w e ha v e n umerically ev aluated the ev olution for the v olume scale factor

b elo w) ; in general it requires a detailed mo del for the ev olution of inhomogeneities.

Finally , w e emphasize that the ab o v e relations are a result of our `single�scaling'

mo del ansatz. More �exible mo dels arise b y sup erimp osing scaling solutions (and

so mo deling the dynamics more realistically). The relation (C.3.31) is a conse-

quence of this : in general, initial data for the 3�Ricci curv ature and the in tegration

constan t kD i can b e indep enden tly c hosen. The reader should therefore mak e up

their mind ab out a particular c hoice of sup erp osition of scaling solutions that they

w ould lik e to implemen t.

In this line our mo del is maximally conserv ativ e concerning the amoun t of

`early' Dark Energy [225 ], i.e. the v alue of 
 D
QN , in terpreted as a (constan t) � �

parameter at the presen t time ev olv es as a time�dep enden t `cosmological term'.

Its initial v alue can b e calculated :


 D i
QN = 
 D i

R + 
 D i
Q � 
 D i

k = (1 + r )
 D i
R � 
 D i

k = 0 : (C.3.33)

Th us, w e implicitly require the initial con tribution of this term to v anish, while

actually a v alue in the range of a few p ercen t w ould b e allo w ed b y observ ational

constrain ts [136 ], [137 ], [138 ].

Morphon�quin tessence

The ob vious candidates for scalar �eld mo dels, whic h come in to the fore in the

situation of a dust�dominated Univ erse, are quin tessence mo dels. W e shall no w

exploit the prop osed corresp ondence to explicitly reconstruct the scalar �eld dy-

namics. Since quin tessence mo dels aim at mimic king a repulsiv e comp onen t in the

cosmological ev olution, it is natural that a `w orking mo del' of quin tessence w ould,

via the prop osed corresp ondence of a `morphon�quin tessence', also lead to a `w or-

king mo del' of bac kreaction. F or the purp ose of concretizing the corresp ondence,

let us no w consider solutions of the t yp e (C.3.26). W e will sho w that they can b e

put in corresp ondence with a one�parameter family of homogeneous scalar �eld

solutions that act as standard or phan tom quin tessence �elds.
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Reconstructing the p oten tial of the morphon �eld

The scaling solutions (C.3.26) pro vide :

_� 2
D = � �

R D i

8�G

�
r +

1
3

�
an

D ; UD = �
R D i

24�G
an

D ; n = � 2
(1 + 3r )
(1 + r )

; QD i = rR D i :

(C.3.34)

This corresp ondence de�nes a scalar �eld ev olving in a p ositive p oten tial, if R D i < 0
(and in a ne gative p oten tial if R D i > 0), and a r e al scalar �eld, if � R D i (r +1=3) < 0.

In other w ords, if R D i < 0 w e ha v e a priori a phan tom �eld for r < � 1=3 and a

standard scalar �eld for r > � 1=3 ; if R D i > 0, w e ha v e a standard scalar �eld for

r < � 1=3 and a phan tom �eld for r > � 1=3.

The system (C.3.34) can b e in v erted to reconstruct the p oten tial of the mor-

phon �eld. Indeed, the kinetic term of the scalar �eld can b e expressed in terms

of d� D =daD , and this equation can b e explicitly in tegrated, for h%i D i 6= 0 , leading

to :

� D (aD ) =
2
p

� (1 + 3r )(1 + r )

(1 � 3r )
p

�G
arsinh

 s
� (1 + r )R D i

16�G h%i D i

a
(1 � 3r )
(1+ r )

D

!

=

p
� 2�n

(n + 3)
p

�G
arsinh

� q
(1 + r )
 D

R m

�
; (C.3.35)

where w e ha v e de�ned the fraction 
 D
R m of the curv ature and densit y parameters :


 D
R m :=


 D
R


 D
m

= 
 D i
R m a(n+3)

D ; (n + 3) =
(1 � 3r )
(1 + r )

; 
 D i
R m :=


 D i
R


 D i
m

: (C.3.36)

In this relation, necessarily , r 6= � 1=3 and r 6= � 1. W e immediately �nd that

� D (aD ) is an increasing function of aD . Then, in v erting that relation and inserting

the result in to the expression for the p oten tial, w e obtain the explicit form of the

self�in teraction term of the scalar �eld :

U(� D ) =
� (1 + r )R D i

24�G

�
(1 + r )
 D i

R m

� 2 (1+3 r )
(1 � 3r )

sinh� 4 (1+3 r )
(1 � 3r )

 
(1 � 3r )

p
�G

p
� (1 + 3r )(1 + r )

� D

!

=
2(1 + r )

3

�
(1 + r )
 D i

R m

� 3
( n +3)

h%i D i sinh
2n

( n +3)

�
(n + 3)
p

� �n

p
2�G � D

�
;(C.3.37)

where h%i D i is the initial a v eraged restmass densit y of dust matter, and where the

restrictions in tro duced ab o v e still hold, with the new constrain t r 6= 1=3. T o sum



244 ANNEXE C. AR TICLES

up, in order to obtain a consisten t description in terms of a r e al�value d scalar �eld,

w e m ust ha v e R D i > 0 and � = +1 for r < � 1, and R D i < 0 for r > � 1, with

� = � 1, if � 1 < r < � 1=3 and � = +1 , if r > � 1=3. One can immediately notice

that the energy scale of the scalar �eld p oten tial is determined b y the a v eraged

matter densit y : the scales that determine the scalar �eld dynamics are �xed b y

the matter distribution. As a result of our corresp ondence to quin tessence mo dels

and in view of man y results that w ere obtained in this �eld, the ab o v e p oten tial

can also b e found in [168 ] (their Eq. (121) with a t yp o corrected in [174]

7

) and,

e.g. [175 ].

W e no w study the cases that w ere excluded in the ab o v e deriv ations. First,

let us consider the case of v anishing matter source. The corresp ondence giv en b y

equations (C.3.35) and (C.3.37) holds in the presence of a non�v anishing matter

�eld, but one can also reconstruct the scalar �eld cosmology for the v acuum.

Setting h%i D i = 0 in the equations (C.3.4) and (C.3.13), and applying the same

pro cedure as the one describ ed ab o v e, one �nds :

U(� D ) = �
R D i

24�G
exp

 

� 4

s
� (1 + 3r )
(1 + r )

p
�G � D

!

: (C.3.38)

Up to the renormalization factor (1 + r )
�

(1 + r )
 D i
R m

� 2 (1+3 r )
(1 � 3r )

that re�ects the pre-

sence of matter, this is exactly the solution (C.3.37) in the case � D ! + 1 .

As noted ab o v e, the morphon �eld can b e in terpreted as represen ting the e�ect

of the a v eraged geometrical degrees of freedom ; then the comparison of its p oten-

tial in the presence of matter and in the v acuum tells us, ho w the matter �eld

in�uences the bac kreaction terms : it a�ects the energy scale through a simple fac-

tor dep ending on the initial a v eraged matter densit y , and so mo di�es the dynamics

of the morphon when the domain v olume is small (b ecause � D is an increasing

function of aD ; the limit � D ! + 1 corresp onds to aD ! + 1 .) On the con trary ,

when the domain v olume b ecomes big, the dynamics of bac kreaction is similar to

its dynamics in v acuum, whic h is natural b ecause the a v eraged matter densit y is

then diluted.

Second, w e discuss the three cases of the bac kreaction parameter r that w ere

not considered un til no w : r = � 1=3 and r = � 1. In the case r = 1=3, the solution

reads QD = 1=3hRi D / a� 3
D ; this corresp onds to a scale�dep enden t Einstein�

de Sitter scenario with a renormalized initial dust densit y h%i D i � R D i =36�G ( cf.

App endix A). This mo del has zero e�ectiv e pressure pe� . The case r = � 1=3
leads to QD = � 1=3hRi D = const:, whic h is equiv alen t to a scale�dep enden t

F riedmanian scenario with a cosmological constan t : � = QD i = �R D i =3 (that w as

7

Thanks to V arun Sahni, who has p oin ted this out to us.
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our motiv ating example). The case r = � 1 corresp onds to a strict comp ensation

b et w een the kinematical bac kreaction and the a v eraged scalar curv ature. It leads

to a scale�dep enden t F riedmann mo del with only a dust matter source, in other

w ords, to a scale�dep enden t Einstein�de Sitter mo del.

The ab o v e three cases app ear as limiting cases of the scalar �eld mo del.

The scaling solutions corresp ond to sp eci�c scalar �eld mo dels with a constan t

partition of energy b et w een the kinetic and the p oten tial energies of the scalar

�eld. Indeed, if w e de�ne the kinetic energy b y E D
kin := 1

2
_� 2

D VD and the p oten tial

energy b y E D
pot := � U(� D )VD as b efore, w e �nd the follo wing `balance condition'

for the scalar �eld represen tation of bac kreaction and a v eraged scalar curv ature in

the case of the scaling solutions :

E D
kin +

(1 + 3r )
2�

E D
pot = 0 : (C.3.39)

W e previously discussed the case r = 0 (`zero bac kreaction') for whic h this condi-

tion agrees with the standard scalar virial theorem. This balance b et w een kinetic

and p oten tial energies is w ell kno wn in the con text of scaling solutions of quin tes-

sence (see [226 , 166 ] and references therein).

Finally , the e�ectiv e equation of state for this morphon �eld is constan t and giv en

b y :

wD
� = �

1
3

(1 � 3r )
(1 + r )

= �
1
3

(n + 3) ; (C.3.40)

whic h is less than � 1=3, i� r 2] � 1; 0[. The o v erall `cosmic equation of state'

including the matter source term is giv en b y :

wD
e� :=

pD
e�

%D
e�

= �
1
3

(1 � 3r )a
1� 3r
1+ r

D

(1 + r )a
1� 3r
1+ r

D + 1=
 D i
R m

= wD
�

1

1 + a� (n+3)
D =
 D i

km

; (C.3.41)

with 
 D i
km :=


 D i
k


 D i
m

= (1 + r )
 D i
R m : (C.3.42)

Or, equiv alen tly :

wD
e� = wD

� (1 � 
 D
m ) : (C.3.43)

Th us, the `cosmic state' asymptotically ev olv es, for an expanding univ erse mo del

with (n + 3) = (1 � 3r )=(1 + r ) > 0, in to wD
e� ! � (n + 3) =3 = wD

� . A necessary

condition for the scalar �eld part to dominate the expansion of the univ erse mo del

at late times is n = � 2(1 + 3r )=(1 + r ) > � 3, whic h implies r < 1=3. In that

case, since the equation of state wD
� is constan t, a univ erse mo del dominated b y
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Fig. C.3.2 � V olume scale factor aD as a function of t for v arious scaling solutions ;

note that all the mo dels sho wn ha v e v anishing cosmological constan t. The mo dels

had b een in tegrated with aD0 = 1000, H0 = 70 km/s/Mp c, 
 D0
m = 0:27 and


 D0
Q + 
 D0

R = 0:73. A classi�cation sc heme comprising the v arious cases will b e

pro vided b elo w. Within this sc heme the �rst ro w displa ys examples of Case D,

Case C and the Einstein�de Sitter solution ; the second ro w an example of Case B

for a mo del of quin tessence, the solution mimic king a cosmological constan t, and

an example of Case A for a mo del of phan tom quin tessence.
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bac kreaction and a v eraged curv ature approac hes the follo wing ev olution of the

v olume scale factor (note aD i = aD (t i ) = 1 ) :

aD (t) = (1 + C(t � t i ))
(1+ r )=(1+3 r ) = (1 + C(t � t i ))

� 2=n ;

with C :=
4
9

(1 + 3r )
(1 + r )

q
� (1 + r )R D i =6 = �

2n
9

p
� kD i : (C.3.44)

F or the class of scaling solutions w e can obtain the time�ev olution of the v o-

lume scale factor, and w e appreciate that the scaling solutions explore p ossibilities

similar to a F riedmannian ev olution with a cosmological constan t. Figure C.3.2

illustrates this for some c hosen v alues, where the densit y parameter is held �xed

for comparison with our later analysis. F or this �gure w e n umerically in tegrate

Eq. (C.3.4) for � = 0 and with the scaling solutions inserted :

�
_aD

aD

� 2

=
8�G

3
h%i D i

a3
D

�
(1 + r )

6
hRi D i a

n
D

=
8�G

3
h%i D i

a3
D

� kD i a
n
D = H 2

D i

�

 D i

m

a3
D

+ 
 D i
k an

D

�
: (C.3.45)

The in tegration is p erformed using a non�sti� predictor�corrector A dams metho d

pro vided b y Scilab , with aD0 = 1000, HD0 = 70 km/s/Mp c , 
 D0
m = 0:27, and 
 D0

Q +

 D0

R = 0:73, whic h yields for the constan ts in the previous equation : 8�G h%i D i =3 =
a3

D0
HD0 
 D0

m and (1 + r )R D i =6 = � a� n
D0

HD0 (
 D0
Q + 
 D0

R ) .

Classi�cation of the scaling solutions

The follo wing classi�cation summarizes the results :

� Case A : for r 2] � 1; � 1=3[ w e ha v e a phan tom scalar �eld with a p ositiv e

p oten tial of the form UD / sinh� (� � D ) with � > 0 ; these mo dels ma y lead

to an accelerated expansion. A particular example of this t yp e is analyzed

b elo w.

� for r = � 1=3 w e ha v e a mo del that corresp onds to a scale�dep enden t cos-

mological constan t giv en b y � = QD i = � 1=3R D i .

� for r > � 1=3 w e ha v e a standard scalar �eld. Here, w e can distinguish v arious

cases :

� Case B : for r 2] � 1=3; 0[, the p oten tial is p ositiv e and of the form

sinh� 1 (� D ) , with � 1 2] � 4; 0[, leading to a quin tessence �eld that ma y

pro duce an accelerated expansion. A t the b eginning, when � D � 0, the p o-

ten tial is an in v erse p o w er�la w one, corresp onding to the so�called Ratra�

P eebles p oten tial [53] U(� D ) / � � � 2
D , with � 2 = 4(1 + 3 r )=(1 � 3r ) ;
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when � D b ecomes big, the p oten tial is equiv alen t to an exp onen tial p o-

ten tial, also w ell�kno wn in the quin tessence con text [53, 176 ] : U(� D ) /
exp(� � 3� D ) , with � 3 = 2

p
(1 + 3r )=(1 + r ) . It should b e noted that the

problem emphasized in [226 , 166 ] for this kind of p oten tial (that is the

necessarily small scalar �eld densit y b ecause of primordial n ucleosyn the-

sis constrain ts) do esn't hold here, since this p oten tial arises during the

matter�dominated era as a result of bac kreaction, so that in suc h a sce-

nario the scalar �eld is signi�can tly sourced only during late stages of the

matter�dominated era. The more r approac hes � 1=3, the more this �eld

mimics a cosmological constan t.

� Case C : for r 2 [0; 1=3[ the p oten tial still b eha v es as sinh� 4 (� D ) , but

with � 4 < � 4. This p oten tial is to o sti� and the mo del cannot pro duce an

accelerated expansion ( wD
� > � 1=3).

� for r = 1=3, the mo del is equiv alen t to a standard Einstein�de Sitter

mo del with a scale�dep enden t and renormalized initial dust densit y and

zero e�ectiv e pressure pe� ( cf. App endix A).

� Case D : for r > 1=3, the p oten tial is of the form sinh� 5 (� D ) with � 5 > 4
and the mo del cannot pro duce an accelerated expansion.

� Case E : for r < � 1, w e ha v e a standard scalar �eld rolling in a negativ e

p oten tial that is not b ounded from b elo w. Whereas suc h scalar �elds are

pathological when considered lik e fundamen tal scalar �elds, this solution

ma y b e ph ysical in the bac kreaction con text. Indeed, the four preceeding

mo dels all corresp ond to R D i < 0, and this one corresp onds to R D i > 0. W e

exp ect that more realistic solutions, mo delled e.g. b y a suitable sup erp osition

of scaling solutions, could pro vide p oten tials with minima, hosting `b ound

states'.

The solution space explored b y the morphon

The v arious cases listed ab o v e app ear as `cosmic states' that separate `cos-

mic phases', illustrated in the follo wing phase diagram, Fig. C.3.3. T o understand

this diagram, w e remark that the solution space for the e�ectiv e cosmologies that

are sourced b y dust matter and `morphed' b y the scaling solutions form one�

dimensional subsets in the t w o�dimensional space that is de�ned b y Hamilton's

constrain t (tak en at �xed spatial scale D and at � = 0 ), 
 D
m + 
 D

Q + 
 D
R = 1 . Also,

(scale�dep enden t) `F riedmannian' mo dels, c haracterized b y the bac kreaction pa-

rameter r = 0 and � = 0 , form a one�dimensional subset de�ned b y 
 D
m + 
 D

k = 1 .

With the scaling solutions w e are also restricted to measure zero sets, but w e ha v e

a one�parameter family of them whic h allo ws us to explore the solution space.

T o illustrate the solution plane, w e plot, instead of 
 D
Q (related to 
 D

R ) the

v olume deceleration parameter qD = 1=2
 D
m + 2
 D

Q , Eq. (C.3.14), as a function of
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the only free parameter 
 D
m in the `cosmic phase diagram' Figure C.3.3. F or the

scaling solutions w e simply ha v e :

qD =
2r

1 + r
+

1 � 3r
2(1 + r )


 D
m = �

n + 2
2

+
n + 3

2

 D

m : (C.3.46)

A priori, the scaling solutions can describ e the whole plane, including cosmolo-

gies with 
 D
m > 1. Nev ertheless, 
 D

m > 1 implies, from Hamilton's constrain t (C.3.10)

with � = 0 , that (1+ r )R D i > 0, whic h is exactly the opp osite condition to the one

that holds in the corresp ondence with a real�v alued scalar �eld. In other w ords, a

real�v alued morphon �eld is only de�ned for 
 D
m < 1, and w e shall concen trate on

this class of mo dels in the follo wing.

Since 
 D
Q + 
 D

R w ould b e in terpreted, in a F riedmannian `�tting mo del', as


 F
� + 
 D0

k , with negligible k�parameter in the c onc or danc e mo del [227], w e can

infer the corresp onding v alue for a �tted � � parameter in the same diagram, since

for negligible k� parameter, 
 D
Q + 
 D

R = 1 � 
 D
m � 
 F

� , where with the upp er index

F w e refer to a `�tted' � � parameter.

Another feature in the follo wing diagram are arro ws that illustrate the time�

ev olution of the resp ectiv e parameters. Again, the mo dels corresp onding to 
 D
m > 1

are not analyzed here (among them are `Big�Crunc h�mo dels', cf. Eq (C.3.47) ;

their dynamics dep ends strongly on initial conditions). There are attractors and

rep ellors

8

in this diagram. Most notably , for the cases of in terest to us that

feature a late�time acceleration, `F riedmannian' states are rep ellors, i.e. `near�

F riedmannian' states ev olv e a w a y do wn to the attractor solution 
 D
m = 0 , where

bac kreaction� (or curv ature�) domination is completed.

Let us sp eci�cally discuss the v arious cases. W e denote v alues in the solution

plane b y ( qD ; 
 D
m ) and concen trate in the follo wing only on exp anding univ erse

mo dels. W e write :

qD (aD ) =
1
2

1 + c1an+3
D

1 + c2an+3
D

; 
 D
m =

1
1 + c2an+3

D

; (C.3.47)

with c1 = 4rc2=(1 + r ) , c2 = (1 � 
 D i
m )=
 D i

m , and aD b eing an increasing function

of time. These form ulae are helpful to determine the ev olution of a particular

solution in the phase plane ( qD ; 
 D
m ). W e learn from Figure C.3.3 that no mo del

corresp onding to Case C can pro duce acceleration. A ccording to Eqs. (C.3.47),

scaling solutions in the sectors corresp onding to negativ e p oten tials (case E) and

8

Compare the analyses in [228 ] and [229 ]. Due to the prop osed corresp ondence to a scalar �eld

cosmology w e can directly use the results on scaling prop erties of the scalar �eld in v estigated b y

[56 ] and [230 ]. In this con text, the determination of equations of state from similarit y symmetries

also pro vides an in teresting to ol [231 ]. A full�scale in v estigation of a dynamical systems analysis

is not pro vided here.
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pit�t yp e p oten tials (case D) are attracted to w ards the Einstein�de Sitter mo del

( 1=2; 1). In all the other cases (A, B and C), the Einstein�de Sitter mo del app ears

as a rep ellor, and the attractors are lo cated on the line ( qD = 2r=(1 + r ); 
 D
m = 0 )

for r 2] � 1; 0]. Eac h p oin t of the straigh t line r = 1=3, that corresp onds to a

renormalized Einstein�de Sitter scenario, is a �xed p oin t.

Hence, the Einstein�de Sitter mo del is a saddle p oin t for the scaling dynamics

and small inhomogeneities with QD > 0 should mak e the system ev olv e a w a y from

it. The sign of QD is imp ortan t : for all the mo dels corresp onding to r > 0 or

r < � 1, that is the cases C,D and E, whic h cannot pro duce accelerated expan-

sion, w e ha v e QD < 0. In other w ords, the kinematical bac kreaction is dominated

b y shear �uctuations, cf. Eq. (C.3.5). This do es not necessarily mean that the

univ erse mo del is regionally (on the scale D ) anisotropic, b ecause in these cases

kinematical �uctuations deca y strongly . On the other hand, cases A and B that

could b e resp onsible for an accelerated expansion corresp ond to QD > 0 and ha v e

sub dominan t shear �uctuations. Therefore, these mo dels can b e regionally almost

isotropic, although kinematical �uctuations ha v e strong in�uence.

Finally , recall that w e ha v e R D i < 0 for r > � 1 and R D i > 0 for r < � 1.

Construction of a realistic mo del : estimation of parameters

and initial conditions

The scalar �eld b eha vior (i.e. the late�time b eha vior of the cosmological mo del

in the cases r < 1=3) essen tially dep ends on the v alue of the bac kreaction para-

meter r that describ es the ratio b et w een kinematical bac kreaction and a v eraged

curv ature (or, in the scalar �eld language, the ratio b et w een the kinetic energy of

the �eld and its p oten tial energy). W e are going to estimate this ratio from obser-

v ational constrain ts on the equation of state. Before w e do so, let us summarize

the conditions relev an t for a late�time b eha vior featuring `v olume acceleration',

i.e. •aD > 0.

A cceleration conditions

The condition for an accelerating patc h D (whic h w e are going to tak e as

large as our observ able Univ erse) follo ws from the a v eraged Ra yc haudh uri equation

(C.3.3) [140], [213 ] :

QD > 4�G h%i D ; (C.3.48)

implying with (C.3.9) and (C.3.14) :

� 
 D
Q >


 D
m

4
; qD < 0 ; (C.3.49)
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CASE A

CASE E
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q

mW

r = -1/3

r       -1

r = 0

r = +1/3

r      +oo.

r      -oo.

D

D

Fig. C.3.3 � This `cosmic phase diagram' is v alid for all times and on all scales, i.e.

it can b e read as a diagram for the corresp onding parameters `to da y' on the scale

of the observ able Univ erse. All the scaling solutions are represen ted b y straigh t

lines passing through the Einstein�de Sitter mo del in the cen ter of the diagram

( 1=2; 1). The v ertical line corresp onding to ( qD ; 1) is not asso ciated with a solu-

tion of the bac kreaction problem ; it degenerates to the Einstein�de Sitter mo del

( 1=2; 1). This line forms a `mirror' : inside the cone (Case E) there are solutions

with 
 D
m > 1 that cannot b e related to an y real�v alued scalar �eld, but are still

of ph ysical in terest in the bac kreaction con text (mo dels with p ositiv e a v eraged

scalar curv ature). Mo dels with `F riedmannian kinematics', but with renormalized

parameters form the line r = 1=3. The line r = 0 are mo dels with no bac kreac-

tion on whic h the parameter 
 D
k v aries (scale�dep enden t `F riedmannian mo dels').

In tro ducing � w ould just shift the whole diagram do wn. Belo w the line r = 0
in the `quin tessence phase' w e �nd e�ectiv e mo dels with sub dominan t shear �uc-

tuations ( QD p ositiv e, 
 D
Q negativ e).The line r = � 1=3 mimics a `F riedmannian

mo del' with scale�dep enden t cosmological constan t. The line b elo w r = � 1=3
in the `phan tom quin tessence phase' represen ts the solution inferred from SNLS

data ( cf. subsection called �Constraining r b y sup erno v æ observ ations�), and the

p oin t at ( qD ; 
 D
m ) = ( � 1:03; 0) lo cates the late�time attractor asso ciated with this

solution.
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and, for the class of scaling solutions (C.3.27) ( 
 D
m > 0, 
 D

� = 0 , and the de�nition

(C.3.36)) :


 D
Q = r 
 D

R ; i:e:; � r 
 D
R m >

1
4

, qD = 
 D
m

�
1
2

+ 2r 
 D
R m

�
< 0 ; (C.3.50)

This condition is met, if (no w inserting the solution (C.3.36) and the relation to

the F riedmannian curv ature parameter (C.3.42)) :

� r 
 D
R m = �

r
(1 + r )


 D i
km a(n+3)

D >
1
4

: (C.3.51)

A realistic mo del w ould meet this condition at some time in the ev olution leading

thereafter to the observ ed acceleration v alue, i.e. ideally at the ep o c h around the

time of structure formation solving the coincidence problem.

F rom what has b een said ab o v e, suc h realistic cases require r < � 1=3, i.e.,

n > 0 ; in the limiting case r = � 1=3 (n = 0) (whic h is the solution mimic king

a cosmological constan t) the condition (C.3.51) reads 
 D i
km a3

D > 1=2, and with


 D
k = 
 D i

k a� 2
D and 
 D

m = 
 D i
m a� 3

D w e �nd :

r = �
1
3

; n = 0 : 
 D
km a2

D >
1
2

; i:e: ; 
 D0
km >

1
2a2

D0

: (C.3.52)

The marginal case n = � 3 in the exp onen t of the v olume scale factor (C.3.51)

pla ys a particular role that w e shall explain more in detail in App endix A. In the

con text of the acceleration conditions w e can gain a b etter understanding of the

cases n > � 3 b y the follo wing remark. In this marginal case the a v eraged densit y

and the kinematical bac kreaction ha v e iden tical deca y rates with resp ect to the

v olume scale factor in an expanding univ erse mo del. This means that, in order to

get a p ositiv e acceleration at the presen t time, already the initial data m ust satisfy

the conditions (C.3.48) and (C.3.49). The necessary initial v alue for kinematical

bac kreaction is then large and suggests that w e are lo oking at a region D that

is close to satisfy the condition needed for the stationarit y of the cosmos. Note,

ho w ev er, that the strict single�scaling solution n = � 3 ( r = 1=3) do es not admit

acceleration, cf. Eq. (C.3.46), but a sup erimp osed regional �uctuation w ould admit

acceleration (or deceleration) ( cf. App endix A).

In the cases n > � 3, the a v eraged densit y deca ys faster than kinematical

bac kreaction ; hence, to attain su�cien t acceleration to da y , the mo del needs the

less magnitude of kinematical bac kreaction the w eak er its deca y giv en in terms of

n . Let us tak e a case close to n = � 2 (the case n = � 2 degenerates to r = 0 ,

cf. Eq. (C.3.27)), then kinematical bac kreaction can b e three orders of magnitude
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w eak er initially , if the scale factor adv anced to a v alue of aD0 = 1000 to da y . This

remark mak es clear that the solution sector n > � 2 ( r < 0) con tains solutions

that can p oten tially explain the Dark Energy problem ev en when starting with

small expansion �uctuations at the CMB (Cosmic Micro w a v e Bac kground) ep o c h.

Moreo v er, it con tains solutions whic h also solv e the coincidence problem, although

a more natural solution w ould not b e an exact scaling solution, but one that w ould

inject more bac kreaction at the formation ep o c h of structure. Ho w ev er, for mo dels

with 
 D
m < 1, cf. Eq. (C.3.46), w e ha v e to go to v alues of n � 0 ( r � � 1=3) in

order to �nd su�cient acceleration.

It should b e emphasized that the in teresting sector n > � 2 is not what w e

could �nd in a w eakly p erturb ed FR W (F riedmann Rob ertson W alk er) mo del.

These states rely on a strong coupling of kinematical �uctuations to the a v eraged

scalar curv ature of the univ erse mo del. Kinematical bac kreaction can only deca y

at suc h w eak rates (or ev en gro w for r < � 1=3), if the time�ev olution of the

a v eraged scalar curv ature largely deviates from the time�ev olution of a constan t

curv ature mo del ; in tuitiv ely sp eaking, a v eraged �uctuations are strongly supplied

b y the `curv ature energy reserv oir'.

Observ ational constrain ts on parameters

Recall that the en visaged class of single�scaling solutions implies that our pa-

rameter c hoices are unam biguous : w e only ha v e to sp ecify an initial condition, sa y


 D i
R or 
 D i

m , the bac kreaction parameter r , and the v alue of the v olume scale factor

to da y aD0 .

The follo wing estimates are done on the assumption that the e�ectiv e mo del is

based on solutions for a matter densit y source and a morphon �eld that is realized

b y the particular class of scaling solutions discussed in this pap er. W e fo cus on

the e�ect of the morphon �eld for v anishing cosmological constan t, and w ould lik e

to demonstrate that an observ er who is using a F riedmannian `template univ erse

mo del' w ould in terprete this e�ect b y a cosmological constan t to day . Th us, w e

are for cing the e�ectiv e ev olution of the v olume scale factor to matc h with that

of a F riedmannian mo del with � at initial and �nal time. Ho w ev er, all of our

parameters are ev olving according to the `b est��t' scaling solution in the a v eraged

inhomo gene ous mo del. In particular, this implies that the time�deriv ativ es of the

v olume scale factor ev olv e v ery di�eren tly compared with a standard F riedmannian

mo del. Thanks to the existing constrain ts on the standard F riedmannian mo dels,

as for example Cold Dark Matter mo dels with a Dark Energy comp onen t that has

a constan t equation of state, this pro cedure reduces the n um b er of parameters that

w e ha v e to estimate. Indeed, w e then only ha v e to determine r and one v alue for

the initial data, e.g. 
 D i
R .

W e emphasize that the in terpretation of observ ational data and the resulting
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constrain ts strongly dep end on mo del assumptions, i.e. it is commonly assumed

that a standard � CDM mo del is the correct one. This implies, in particular, that

w e are not constraining the parameters of the a v eraged inhomogeneous mo del

b y observ ations rein terpreted within the inhomogeneous cosmology . F or example,

since the spatial curv ature is not constan t, the form ulae for angular diameter

and luminosit y distances cannot b e tak en as the FR W ones. F urthermore, w e

p oin t out that this rein terpretation is c hallenging, for all the other observ ational

predictions that are based on a p erturbativ e approac h, lik e large�scale structure

c haracteristics, m ust b e reconsidered. It is not ob vious, and this w ork together with

others (e.g. [160] and references therein) pro vides plausible coun ter argumen ts, that

the late Universe could b e describ ed b y a p erturb ed FR W mo del, ev en if smo othed

o v er large scales.

In this sense, our analysis is a demonstration of what the observ ed v alues of

the standard cosmological parameters w ould imply for the a v eraged quan tities.

With these assumptions the observ er with a `F riedmannian template' then faces

the follo wing relation to day :


 D0
R + 
 D0

Q = 
 F
� + 
 D0

k ;

where the latter corresp onds to the `biased' in terpretation of the true dynamics.

The parameter r is fully sp eci�ed b y the energy con ten t of the Univ erse to da y ,

since b y Hamilton's constrain t 
 D0
R + 
 D0

Q = 1 � 
 D0
m .

Directly follo wing from the relation (C.3.31) w e ha v e :

r = �
n + 2
n + 6

with ( n + 2) =
ln

�
1 + 
 D0

� k

�

ln aD0

; 
 D0
� k :=


 D0
�


 D0
k

: (C.3.53)

Note that, again b y Hamilton's constrain t, the condition 1 + 
 D0
� k > 0 implies

(1 � 
 D0
m )=
 D0

k > 0, whic h allo ws for t w o cases : a p ositiv e curv ature to da y ( 
 D0
k

negativ e) with 
 D0
m > 1, or a negativ e curv ature to da y with 
 D0

m < 1. F or our

purp ose of �tting the inhomogeneous mo del to a F riedmannian `template' with

cosmological constan t, w e c ho ose the latter option. F urthermore, for 
 F
� > 0,

there is still the p ossibilit y that 
 F
� < � 
 D0

k . This last condition is clearly not

satis�ed in the late�time Univ erse, so in the follo wing, w e will restrict the analysis

to 
 D0
k > 0.

Giving initial data from WMAP [13], 
 F
� � 0:72 and 
 D0

m � 0:28, and taking

aD0 � 1000, Eq. (C.3.53) determines the v alue of n to b e close to but sligh tly

larger than 0, i.e. r sligh tly b elo w r = � 1=3 p oin ting to a phan tom quin tessence.

Ho w ev er, taking in to accoun t a v ariation of the initial data, w e detect a large

sensitivit y of the precise v alue for r to the initial data in our scaling solutions.

This is sho wn in Figure C.3.4. W e therefore emplo y an orthogonal observ ational

constrain t on the Dark Energy comp onen t b elo w.
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Fig. C.3.4 � The bac kreaction parameter r is sho wn as a function of 
 D0
k and 
 F

� ,

as the e�ect of bac kreaction w ould b e in terpreted in a F riedmannian `template',

with aD0 � 1000.
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Figure C.3.4 sho ws r as a function of 
 D0
k and 
 F

� for the b ounds giv en b y

WMAP third y ear data [13 ] : 
 D0
k 2]0; 0:006] and 
 F

� = 0:72 � 0:04, and for

aD0 = 1000 that roughly corresp onds to a range of solutions in tegrated from

appro ximately the ep o c h of the CMB (Cosmic Micro w a v e Bac kground).

W e infer that when 
 D0
k tends to 0, r tends to � 1, and to 0 when 
 D0

k tends

to + 1 . Moreo v er, w e notice that, while increasing 
 D0
k from zero, the morphon

�eld is �rst a phan tom �eld, then a standard quin tessence �eld. Finally , r is almost

insensitiv e to 
 F
� , and it dep ends strongly on 
 D0

k only in the case when 
 D0
k is

v ery small. (Note that the latter is a `pathology' of our single�scaling ansatz ; this

b eha vior could b e cured b y sup erimp osing a constan t�curv ature solution.)

Constraining r b y sup erno v ae observ ations

The preceding considerations giving r in terms of 
 F
� and 
 D0

k (or in terms of


 F
� and 
 D0

m b y replacing 
 D0
k with 1 � 
 D0

m 
 F
� in Eq. (C.3.53)) can b e used to

determine r . W e no w estimate r through the Dark Energy equation of state that

b est matc hes sup erno v ae observ ations. Then, w e use relation (C.3.53) to compute

the resulting v alue of 
 D0
k , in order to c hec k the consistency with our �tting mo del.

There is a simple w a y to estimate the bac kreaction parameter r , b y requiring

that the equation of state for Dark Energy wD
� , cf. Eq. (C.3.40), matc hes the one

inferred from sup erno v ae observ ations, denoted b y wSN 1a , pro vided this one is

constan t. Then :

r =
1
3

1 + 3wSN 1a

1 � wSN 1a
:

T aking in to accoun t the last SNLS b est �t for a �at F riedmann mo del sourced b y

Dark Energy with a constan t equation of state wSN 1a � � 1:02, 
 D0
� = 0:73 and


 D0
m = 0:27 [18], w e �nd r � � 0:34, again suggesting a phan tom quin tessence.

This v alue do es not dep end sensitiv ely on v ariations in wSN 1a , and is therefore a

more robust estimate compared with our previous one.

Once this ratio is �xed, w e can �nd the v alues of the initial data. W e assume

that, to da y , 
 D0
R + 
 D0

Q = 
 F
� and �nd, e.g. for the initial ratio of the curv ature

parameter to the densit y parameter :


 D i
R m =

�R D i

16�G h%i D i

=

 F

�

(1 + r )
 D0
m a(n+3)

D0

;

whic h, at the CMB ep o c h, appro ximately setting aD0 to the v alue aD0 � 1000, is


 D i
R m � 2:7 10� 9

.

Here, w e can c hec k the consistency of the SNLS �tting with the curv ature

assumption. Indeed, in the SNLS �tting, w e assumed that 
 D0
k = 0 , and, using the

inferred v alue for r , r � � 0:34 in Equation (C.3.53), w e �nd that 
 D0
k � 5 10� 7 
 F

� ,
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in accordance with the assumption 
 D0
k = 0 . This sho ws that r as determined

only through the Dark Energy equation of state is compatible without further

assumptions.

If w e de�ne an `e�ectiv e redshift' through the v olume scale factor as in F ried-

mann cosmology , w e can deriv e the e�ectiv e redshift at whic h the expansion acce-

lerates. It corresp onds to a `cosmic equation of state' for matter plus bac kreaction

wD
e� � � 1=3. Inserting (C.3.41) in to this relation, w e �nd an acceleration scale

factor and an e�ectiv e acceleration redshift :

aacc
D =

�
� 1=(4r
 D i

R m )
� 1+ r

1� 3r
� 569 ) zacc

e� =
aD0

aD
� 1 � 0:76 :

The scalar �eld b eha vior and the p oten tial corresp onding to this mo del, as w ell as

the time�ev olution of v arious cosmological parameters, are presen ted in Figs. C.3.6

and C.3.5.

Concluding Remarks and Outlo ok

Our prop osal of a mean �eld description of bac kreaction e�ects through a mini-

mally coupled `morphon �eld', do es not only pro vide a rephrasing of the kinematics

of bac kreaction in terms of a scalar �eld cosmology , but it also justi�es existence

of the latter due to the fact that w e iden tify a v eraged inhomogeneities in Einstein

gra vit y as the underlying fundamen tal ph ysics. Th us far, suc h a w ell�de�ned link

w as missing ; alternativ ely , it is though t and there exist some plausible hin ts that

the lo w�energy scale in some con temp orary particle ph ysics mo dels w ould pro-

vide this link (e.g. [232 ], [233], [234 ]), i.e. that the scalar �eld emerges from the

dynamical degrees of freedom stemming from extra dimensions (`mo duli �elds').

The set of spatially a v eraged equations together with the mean �eld descrip-

tion of kinematical bac kreaction b y a morphon �eld sho ws, in particular, that

the framew ork of F riedmann�t yp e equations is v ery robust. W e understand no w

that an e�ectiv e and scale�dep enden t F riedmannian framew ork is applicable with

the surprising new input that, b esides a v eraged matter sources, also a scalar �eld

comp onen t emerges and has not to b e in v en ted.

Summary

W e ha v e exploited the prop osed corresp ondence b y in v estigating a family of

scaling solutions of the bac kreaction terms. The study of scaling solutions is w ell�

adv anced in researc h w ork on scalar �eld mo dels, and our study allo ws to translate

those results in to the bac kreaction con text. Here, our discussion w as not exhaus-

tiv e. W e concen trated on exploring the solution space of inhomogeneous cosmo-
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Fig. C.3.5 � The dimensionless cosmological parameters are sho wn as a function of

time. While 
 D
m deca ys from 1 to the presen t v alue � 0:27, the sum 
 D

Q +
 D
R gro ws

from 0 to the v alue � 0:73, in terpreted as the cosmological constan t parameter to-

da y , 
 F
� , in a F riedmannian `template mo del'. Kinematical bac kreaction QD is

p ositiv e (dominan t expansion �uctuations) and gro ws sligh tly , implying a negativ e

bac kreaction parameter 
 D
Q that b ecomes more negativ e. This gro wth is supplied

b y the negativ e a v eraged curv ature that ev olv es strongly , i.e. the p ositiv e curv ature

parameter 
 D
R gro ws from almost 0 to a v alue larger than 1 at the presen t ep o c h.

This b eha vior of the `ph ysical' curv ature parameter should b e compared with the

ev olution of the `F riedmannian curv ature parameter' displa y ed in the last �gure.

All solutions are calculated for the SNLS b est �t mo del. In this mo del the pa-

rameters ( 
 D
m ; 
 D

Q ; 
 D
R ) ev olv e to w ards their attractor ( 0;� 0; 515; +1; 515), where

bac kreaction� and curv ature�domination is completed. Note that the starting v a-

lues di�er from ( 
 D i
m = 1; 
 D i

Q = 0; 
 D i
R = 0 ) ; if they w ould not, then the mo del

ev olv es without bac kreaction as the standard mo del, in whic h the latter initial

data set is main tained in the course of ev olution. The standard mo del is a rep ellor

for the scenario sho wn.
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Fig. C.3.6 � Upp er left : scalar �eld � D as a function of the v olume scale factor aD ,

in units of 2
p

�G . Upp er righ t : P oten tial U(� D ) , in Ge V m

� 3
. Cen tral left : v olume

scale factor as a function of time in Gyr. Cen tral righ t : deceleration parameter

as a function of time in Gyr. Lo w er left : the `cosmic equation of state' we� as

a function of time in Gyr. Lo w er righ t : `F riedmannian curv ature parameter' as

a function of time in Gyr, featuring a maxim um at the onset of acceleration. All

solutions are calculated for the SNLS b est �t mo del.
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logies with the help of scaling solutions with a `minimal' parameterization. The-

refore, as a next step, this parameterization could b e expanded and congruences

with other w ork on scalar �eld mo dels could b e w ork ed out. Note that an ob vious

suc h expansion w ould analyze sup erimp osed scaling solutions that could b e mo-

deled either again b y a single e�ectiv e scalar �eld, or else b y m ultiple scalar �elds

[235 ], [236 ]. One example of a sup erp osition of scaling solutions is pro vided in Ap-

p endix A. F urthermore, observ ational constrain ts set on quin tessence or phan tom

quin tessence mo dels ha v e direct relev ance to constrain ts that ha v e to b e set on

morphon �elds [237 ]. Ho w ev er, observ ations ha v e to b e rein terpreted within the

inhomogeneous cosmology underlying the morphon dynamics.

In making the corresp ondence concrete w e ha v e not touc hed the question whe-

ther realistic dynamical mo dels of the inhomogeneous Univ erse w ould comply with

the class of a v eraged mo dels that w e singled out as `realistic case studies'. F or the

scaling solutions the scalar �eld corresp ondence rev ealed, that the constancy of

the fraction of kinetic to p oten tial energy of the morphon �eld relates to a v eraged

mo dels that are driv en b y strong coupling b et w een a v eraged 3�Ricci curv ature

and kinematical �uctuations, the constancy implying their direct prop ortionalit y .

While in the scalar �eld con text this assumption is often emplo y ed, here w e get an

in teresting picture of what this represen ts. The k ey for a ph ysical in terpretation

of the prop osed corresp ondence is the equiv alence of the in tegrabilit y condition

(C.3.6) and the Klein�Gordon equation (C.3.18) :

a� 6
D @t

�
a6

D QD

�
+ a� 2

D @t

�
a2

D hRi D

�
= 0 ; , •� D + 3HD

_� D + �
@

@� D
U(� D ) = 0 :

Although the resulting picture ma y app ear complex, it can b e structured b y lo oking

at a single pla y er : the a v eraged 3�Ricci curv ature. If it is p ositiv e, it represen ts an

energy reserv oir, stored in a negativ e p oten tial in the corresp ondence. If this reser-

v oir exceeds the `virial energy', then the excess energy is con v erted (in the scaling

solutions directly) in to an excess of kinetic energy , i.e. kinematical bac kreaction.

The a v eraged curv ature then deca ys faster than the `F riedmannian' curv ature. On

the other hand, if it is negativ e, then the same logic applies : the a v eraged curv a-

ture consequen tly b ecomes stronger negativ e compared with the `F riedmannian'

curv ature. Solutions of the Dark Energy problem, where a large p ositiv e v alue of

bac kreaction is needed, will ha v e to mak e strong use of this con v ersion, while `near�

F riedmannian' mo dels don't. A Newtonian or p ost�Newtonian approac h suppresses

these degrees of freedom b y freezing the a v eraged curv ature to the `F riedmannian'

v alue (compare an attempt to w ork with the F riedmannian curv ature parameter

that, of course, needs an extra scalar �eld as a source for Dark Energy [238 ]).

F rom these remarks w e understand the imp ortance of a strongly ev olving a v era-

ged 3�Ricci curv ature, if the attempt to explain Dark Energy through bac kreac-

tion should b e successful. In this line there is clear supp ort for the imp ortance of
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a strongly ev olving 3�Ricci curv ature from the Lemaître�T olman�Bondi solution,

see [155], and in particular the recen t w ork [217 ] and references to other pap ers

on this solution therein. Recen tly , Räsänen [160 ] pro vided an illustrativ e example

and a comprehensiv e discussion of the ph ysics of bac kreaction�driv en accelerated

expansion.

W eakly p erturb ed F riedmann mo dels ha v e a sp ecial status if placed in to the

full solution space of the a v eraged inhomogeneous mo dels : only if the a v eraged

�uctuations de c ouple from the a v eraged curv ature, i.e. if they ev olv e indep enden tly ,

then the a v eraged curv ature ev olv es as a constan t `F riedmannian' curv ature, and

�uctuations deca y in prop ortion to the square of the in v erse v olume. Hin ts that

p oin t to the lik ely existence of a curv ature��uctuation�coupling come again from

a v eraging the L TB solution [215 ] (see also [239 ]) and other global solutions [213]

that all sho w an extra term in the a v eraged scalar curv ature. In these examples

the extra term ev olv es in prop ortion to the in v erse v olume, hence deviates from a

`F riedmannian' curv ature and implies main tainance of large kinematical �uctua-

tions that deca y only in prop ortion to the in v erse v olume. While this particular

b eha vior of the bac kreaction terms still requires large bac kreaction to start with

[214], e.g. a feature of globally stationary solutions [213], a stronger ev olution of

a v eraged curv ature, i.e. injecting more curv ature energy in to kinematical �uctua-

tions, w ould allo w to start with `near�F riedmannian' initial conditions and still

explain curren t observ ations. An example for the latter p ossibilit y has b een analy-

zed in this pap er. This p ossibilit y can b e in terpreted suc h that there is some hop e

to �nd enough bac kreaction b y starting with almost FR W initial data, as suggested

b y [140 ], although here the con v ersion of curv ature energy in to bac kreaction m ust

b e v ery e�cien t ; a more mo derate ev olution in to bac kreaction�dominated phases

w ould result, if w e already start with `out�of�equilibrium' initial data.

In this line w e ha v e also p oin ted out, and this is w orth stressing again, that

the `F riedmannian' curv ature parameter kD i is in general unrelated to the ph ysical

a v eraged scalar curv ature, it is an in tegration constan t and actually an in tegral of

motion [213 ] : the dynamics of the a v eraged ph ysical curv ature is not represen ted

b y and, in most examples, deviates substan tially from it. The restriction to a

`F riedmannian' ev olution of the a v eraged curv ature singles out the sp ecial case

where the curv ature��uctuation�coupling is strictly absent .

Summarizing these though ts w e can sa y that there are t w o conceiv able scenarios

that remo v e the need for Dark Energy : �rst, a `soft scenario' that w as discussed in

detail in [213 ]. Here w e already ha v e an initial global state with strong expansion

�uctuations, so that regionally a mo derate ev olution of bac kreaction and a v eraged

curv ature su�ces to explain the observ ed acceleration. It w as, ho w ev er, p oin ted

out that suc h mo dels imply paradigmatic c hanges, and observ ational data ha v e

to b e rein terpreted in order to put �rm constrain ts on QD at the CMB ep o c h.
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Second, there is a `hard scenario' (implied b y the suggestion of K olb et al. [140 ])

that literally creates enough bac kreaction out of `nothing', cf. Eq. (C.3.33). In our

example of a particular scaling solution a phan tom quin tessence scenario arises

that complies with the strong energy condition and also with constrain ts in accord

with those already put on the standard mo del. Consequen tly , this scenario needs

strong ev olution of bac kreaction and a v eraged curv ature as seen b est for the di-

mensionless cosmological parameters in Fig. C.3.5. The presen t w ork has sho wn

that the `hard' v ersion can b e made consisten t with the framew ork of the a v eraged

Einstein equations.

Outlo ok

There are ob viously a n um b er of p ossible routes for generalizing the scalar �eld

corresp ondence. Let us brie�y discuss some of them.

Spatial a v erages are scale�dep enden t, since w e in tegrate o v er a giv en compact

v olume of the space sections. In this pap er w e left the domain�dep endence un-

touc hed, all of our considerations w ere fo cussing on a �xed scale. Ho w ev er, the

scalar �eld corresp ondence holds on ev ery scale, whic h is not only reminiscen t of,

but also ph ysically a manifestation of renormalizable quan tities. In this resp ect

the morphon analogues of quin tessence are di�eren t from standard quin tessence

mo dels. In this con text w e could `Ricci �o w' the a v erages to a v erages on a constan t

curv ature geometry [124 ], or w e could study other renormalization group metho ds

to con trol the scale�dep endence, e.g. [240], [241], [242 ].

A p ossibly fruitful in v estigation w ould consider string�motiv ated gra vitational

theories and, emplo ying the prop osed corresp ondence, w ould aim at determining

the scalar �eld theory from the higher�dimensional geometry of extrinsic and in-

trinsic curv ature. F or this end one w ould ha v e to deriv e the a v eraged equations for

the extended spacetime. Brane w orld cosmologies could b e analyzed in the spirit of

this corresp ondence. Not only in this con text it will b e in teresting to understand,

in whic h cases a non�minimally coupled morphon �eld w ould arise.

F urthermore, there are other in teresting strategies of a more tec hnical nature

that, ho w ev er, widen the ph ysical con text of applications. F or example, the in-

tro duction of a complex scalar �eld, whic h is necessary to access solutions with


 D
m > 1 with a p ositiv e a v eraged 3�Ricci curv ature ; the discussion of globally

stationary cosmologies in [213] sho ws that a stationary cosmos ob eys these condi-

tions at early times, and later the a v eraged scalar curv ature decreases fast un til

it b ecomes negativ e, while main taining large kinematical bac kreaction. Another

example is the a v eraging on a di�eren t foliation of spacetime, i.e. in tro ducing co-

ordinate degrees of freedom. The latter is actually necessary if matter sources other

than `irrotational dust' are considered ; it results in an extra coupling of the scalar

�eld to the matter sources stemming from a bac kreaction term due to the pressure
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gradien t that is absen t in the presen t pap er [133 ]. This is the sub ject of a follo w�up

w ork that will also allo w access to realistic mo dels of bac kreaction�driv en in�ation

[243]. Here, the presen t in v estigation in principle allo ws to mo del in�ationary sce-

narios to o b y translating t ypical c haracteristics of in�aton �elds in to corresp onding

morphon �elds, ho w ev er, within the restricted cases of `dust matter' or `v acuum'.

Since � D mo dels the inhomogeneous `v acuum part' of the sources, there migh t

b e an in teresting connection to the energy budget of gra vitational w a v es that could

b e fruitfully exploited [244 ], and, since � D represen ts a `mean �eld' of �uctuations,

also a connection to statistical thermo dynamics is implicit. In order to establish

this latter link, ho w ev er, w e ha v e to note that QD mo dels the a v eraged spatial

v ariance of extrinsic curv ature and so far not `�uctuations' in the thermo dyna-

mical sense. Another in timate, but on the lev el of a `dust matter mo del' formal,

relation to e�ectiv e thermo dynamic mo dels is suggested in the case of imp erfect

�uid mo dels. They imply non�equilibrium e�ects that in turn can b e asso ciated

with a `friction co e�cien t' prop ortional to the `cosmic equation of state' pe� =%e� .

Thermo dynamic argumen ts that w ere used in [245, 246 ] within the imp erfect �uid

picture lead to further p ossibilities of in terpreting the di�eren t scaling regimes, e.g.

b y emplo ying the second la w of thermo dynamics the authors of [245 , 246] w ould

conclude pe� < 0, and th us QD > 1=3hRi D , i.e. r > 1=3 for p ositiv e a v eraged

scalar curv ature and r < 1=3 for negativ e one. Since the �rst case do es not giv e

rise to acceleration one w ould b e led to conclude that the scalar curv ature has to

b e negativ e on a v erage, a conclusion shared b y other w ork (in App endix A w e also

reac h this conclusion and pro vide references).

A �nal commen t related to scalar �eld p erturbations, often in v estigated in a

p ost�Newtonian setting, is in order. In those p erturbativ e approac hes, the scalar

degree of freedom that emerges is a com bination of matter and metric inhomoge-

neities. Within the w ell�dev elop ed standard p erturbation theory [223 ], it is natural

to �rst restrict the analysis to a tigh t range around a FR W bac kground in order to

calculate bac kreaction e�ects [247 , 248], [249 , 250]. The amplitude of scalar p er-

turbations, but also their deriv ativ es and, hence, all curv ature terms ha v e to b e

small [151]. Besides considerations of long�w a v elength p erturbations (e.g., [251]),

the analysis of sub�horizon p erturbations with the aim to explain Dark Energy

in a p erturbativ e setting is the fo cus of man y recen t researc h pap ers and, here,

w e do not en ter in to the details of these w orks. W e wish to p oin t out t w o asp ects

that emerged from the presen t in v estigation, and whic h ma y b e relev an t for future

strategies in a p erturbation analysis.

First, w e address the a v eraging issue : a p ost�Newtonian appro ximation ma y

(and in most cases of cosmological relev ance will) b e adequate lo c al ly or piecewise

on a small range of scales. Ho w ev er, as so on as w e are lo oking at in tegral prop er-

ties, i.e. in tegrating out a wider range of scales, its applicabilit y should b e v eri�ed.
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In standard p erturbation theory spatial a v erages are tak en with resp ect to a `bac k-

ground observ er'. Since a ma jor pla y er in the mec hanism that can pro duce large

kinematical �uctuations is the a v eraged 3�Ricci curv ature, w e ha v e to b e careful

in relating Euclidean `bac kground a v erages' to the Riemannian v olume a v erages

that go v ern the dynamics of the a v eraged cosmology .

Second, in the presen t approac h w e do not sp ecify a metric of the space sec-

tions ; the form ulation and the corresp ondence holds for arbitrary 3�metrics. Also,

when w e sp ok e ab out a `scale�dep enden t F riedmannian mo del', w e referred to the

kinematics of the v olume scale factor, w e did not refer to the FR W metric. W e can,

ho w ev er, sp ecify a spatial metric to establish a dynamical mo del. Here, w e think

that the metric setting m ust allo w for large deviations of the 3�Ricci curv ature

from the constan t F riedmannian curv ature. As a `rule of th um b' (another w as re-

cen tly giv en in [158 ] for sup er�Hubble p erturbations), w e ma y sa y : if the aver age d

sc alar curvatur e evolves at or ne ar the c onstant curvatur e mo del, then ther e is no

hop e to mo del c ases that le ad to enough late�time ac c eler ation.

A future strategy related to p erturbation theory could b e motiv ated b y New-

tonian cosmological mo dels for structure formation : in the Newtonian framew ork,

an Eulerian p erturbation theory do es not pro vide access to the highly non�linear

regime. Instead, the Lagrangian p oin t of view o�ers a w a y to mo v e with the lar-

gely p erturb ed �uid. A relativistic Lagrangian p erturbativ e approac h is curren tly

w ork ed out aiming at generalizing the Newtonian w ork [165 ] that has emplo y ed

the exact a v eraged equations to construct a non�p erturbativ e mo del for inhomo-

geneities out of p erturbativ ely calculated �uctuations. A Lagrangian p erturbation

sc heme itself do es not include non�p erturbativ e features, that ma y b e needed in

this con text ; non�p erturbativ e e�ects ha v e b een recen tly discussed in the Newto-

nian framew ork [252].

All these e�orts aim at constructing a generic ev olution mo del. The morphon

�eld is an e�ectiv e description without an y p erturbativ e assumption. But, one

w ould lik e to establish the underlying inhomogeneous dynamics in order to un-

derstand, to what the realistic case studies that `explain a w a y' the Dark Energy

problem actually corresp ond.
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App endix A : a relation to F riedmannian �tting mo-

dels and the globally stationary solution

A particular scaling b eha vior of the solutions (C.3.27), in whic h kinematical

bac kreaction and a v eraged scalar curv ature are prop ortional, can b e exploited to

de�ne a mapping of the solutions (C.3.27) for the particular case r = 1=3, i.e.

n = � 3, to a F riedmannian cosmology .

Before w e explain this mapping let us recall that the case r = 1=3 also arises

for the stationarit y condition, required in [213 ] for the global scale (extending the

domain D to the whole (compact) manifold � , and setting � = 0 ) :

3
•a�

a�
= �

4�G h%i � i + Q� i

a3
�

= 0 : (C.3.54)

This condition implies either a globally static mo del or a globally stationary mo del

featuring the solution :

Q� =
Q� i

a3
�

; hRi � =
R � i � 3Q� i

a2
�

+
3Q� i

a3
�

; (C.3.55)

where H � = C=a� with : � 6C2 = R � i � 3Q� i .

The relation to a F riedmannian `�tting mo del' arises b y noting that, in order

to obtain the ab o v e solution, w e do not need to assume the stationarit y condition

(C.3.54). Indeed, inserting the scaling solutions (C.3.27) in to the a v eraged equa-

tions (C.3.3) and (C.3.4) on an y giv en domain D , and sup erimp osing a constan t

curv ature solution to the a v eraged curv ature, w e obtain (restricting again atten tion

to � = 0 ) :

3
•aD

aD
+

4�G h%i D i � Q D i

a3
D

= 0 ;
�

_aD

aD

� 2

�
16�G h%i D i � ( 1

r + 1) QD i

6a3
D

�
C2

a2
D

= 0 :

(C.3.56)

W e �nd that, for the sp ecial case r = 1=3, w e can simply rede�ne the initial

constan ts,
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kF
D := �C 2 ; 4�G h%i F

D i
:= 4�G h%i D i � Q D i ; 
 D

mF + 
 D
k := 
 D

m + 
 D
Q + 
 D

R = 1 ;
(C.3.57)

where 
 D
mF and 
 D

k denote the resulting dimensionless functionals whic h w e are

going to use as F riedmannian `�tting parameters', so that Eqs. (C.3.56) assume

the form of a constan t�(negativ e) curv ature F riedmannian mo del.

Let us exemplify this corresp ondence. Setting kF
D � 0 in accord with the curren t

observ ational results, w e ha v e 
 D
mF = 1 throughout the ev olution, i.e. a scale�

dep enden t Einstein�de Sitter mo del :

3
•aD

aD
+

4�G h%i F
D i

3a3
D

= 0 ;
�

_aD

aD

� 2

�
8�G h%i F

D i

a3
D

= 0 : (C.3.58)

Supp ose no w that w e `�t' a standard Einstein�de Sitter mo del on some giv en scale

D to observ ational data, w e w ould b e in the p osition to ev aluate the ph ysical `pa-

rameters' on that scale to b e 
 D
m = 1 � 4
 D

Q , i.e. for 
 D
m � 1=3 to da y , w e w ould

conclude that there m ust b e bac kreaction at w ork and it should b e p ositiv e (ne-

gativ e kinematical bac kreaction mimic king a `kinematical dark matter' source),


 D
Q � 1=6, and that the (ph ysical) curv ature parameter w ould b e p ositiv e to o

(negativ e a v eraged curv ature), 
 D
R = 3
 D

Q � 1=2. W e emphasise that the F ried-

mannian curv ature parameter is assumed to v anish, whic h demonstrates that it has

nothing to do with the (ev olving) a v eraged scalar curv ature of the inhomogeneous

mo del.

The ab o v e pro cedure exempli�es the p ossibilit y of constructing a (non�naiv e)

F riedmannian �tting mo del. It, ho w ev er, assumes that, regionally , the mo del ob eys

an Einstein�de Sitter kinematics (unrelated to an underlying FR W metric), and

r = 1=3 is `t ypical' for the regional Univ erse. Both are not in accord with what w e

exp ect. W e w ould `�t' a F riedmannian mo del with a cosmological constan t, whic h

is the curren tly held view of the `concordance mo del',


 D
mF + 
 D

k + 
 D
� = 1 ; (C.3.59)

then w e w ould ha v e to sup erimp ose a solution 
 D
Q2 with, e.g., r = � 1=3 to the

ab o v e solution (this could still b e in terpreted as a deviation from a represen tativ e

v olume of a global mo del with r = 1=3). This implies, with 
 D
mF = 
 D

m + 4
 D
Q1 �

1=3 ; 
 D
� � 2=3, 
 D

k � 0, and


 D
m + 
 D

Q1 + 
 D
Q2 + 
 D

R 1 + 
 D
R 2 = 1 ; (C.3.60)

that


 D
� = � 2
 D

Q2 �
2
3

: (C.3.61)
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W e w ould �nd a p ositiv e bac kreaction with 
 D
Q2 � � 1=3 (mo deling no w Dark

Energy), and a negativ e a v eraged scalar curv ature with 
 D
R 2 � 1, indicating that

the regional Univ erse should corresp ond to a `v oid' within a global mo del with


 �
R 1 � 1=2. That our regional Univ erse could corresp ond to a regional `v oid' has

b een discussed in a n um b er of other pap ers, e.g. [253 , 254, 255 ], [256 ], [257 ], [216],

[258].

This example also demonstrates that w e can construct cosmologies with dif-

feren t prop erties on global and regional scales b y sup erimp osing scaling solutions.



268 ANNEXE C. AR TICLES



Bibliographie

[1] E. A. Milne. Cosmological theories. Astr ophys. J. , 91 :129�158, 1940.

[2] Rob ert M. W ald. Gener al R elativity . The Univ ersit y of Chicago Press, 1984.

[3] Stev en W ein b erg. Gr avitation and c osmolo gy . John Wiley & sons, 1972.

[4] Charles W. Misner, Kip S. Thorne, and John Arc hibald Wheeler. Gr avita-

tion . W.H. F reeman and compagn y , 1970.

[5] Stephen W. Ha wking and Georges F. R. Ellis. The lar ge sc ale structur e of

sp ac e-time . Cam bridge Univ ersit y Press, 1973.

[6] Stern b erg S. Gr oup the ory and physics . Cam bridge Univ ersit y Press, 1994.

[7] Marcel Berger and Bernard Gostiaux. Gé ométrie di�ér entiel le : variétés,

c ourb es et surfac es . Presses Univ ersitaires de F rance, 1987.

[8] George F. Smo ot et al. Structure in the COBE di�eren tial micro w a v e radio-

meter �rst y ear maps. Astr ophys. J. , 396 :L1�L5, 1992.

[9] A. E. Lange et al. First estimations of cosmological parameters from BOO-

MERANG. Phys. R ev. D , 63 :042001, 2001.

[10] A. Benoit et al. The Cosmic Micro w a v e Bac kground Anisotrop y P o w er Sp ec-

trum measured b y Arc heops. Astr on. Astr ophys. , 399 :L19�L23, 2003.

[11] Chao-lin Kuo et al. High resolution observ ations of the CMB p o w er sp ectrum

with A CBAR. Astr ophys. J. , 600 :32�51, 2004.

[12] G. Hinsha w et al. First y ear Wilkinson Micro w a v e Anisotrop y Prob e

(WMAP) observ ations : Angular p o w er sp ectrum. Astr ophys. J. Suppl. ,

148 :135, 2003.

[13] D. N. Sp ergel et al. Wilkinson Micro w a v e Anisotrop y Prob e (WMAP) three

y ear results : Implications for cosmology . 2006.

[14] S. P erlm utter et al. Measuremen ts of 
 and � from 42 high-redshift sup er-

no v ae. Astr ophys. J. , 517 :565�586, 1999.

[15] A dam G. Riess et al. Observ ational evidence from sup erno v ae for an acce-

lerating univ erse and a cosmological constan t. Astr on. J. , 116 :1009�1038,

1998.

269



270 BIBLIOGRAPHIE

[16] A dam G. Riess et al. T yp e ia sup erno v a disco v eries at z > 1 from the

Hubble Space Telescop e : Evidence for past deceleration and constrain ts on

dark energy ev olution. Astr ophys. J. , 607 :665�687, 2004.

[17] Alexander J. Conley et al. Measuremen t of 
 m , 
 � from a blind analysis

of t yp e ia sup erno v ae with CMA GIC : Using color information to v erify the

acceleration of the Univ erse. Astr ophys. J. , 644 :1, 2006.

[18] Pierre Astier et al. The Sup erno v a Legacy Surv ey : Measuremen t of 
 M , 
 �

and w from the �rst y ear data set. Astr on. Astr ophys. , 447 :31�48, 2006.

[19] Da vid W. Hogg et al. Cosmic homogeneit y demonstrated with luminous red

galaxies. Astr ophys. J. , 624 :54�58, 2005.

[20] Luciano Pietronero and F rancesco Sylos Labini. Statistical ph ysics for com-

plex cosmic structures. AIP Conf. Pr o c. , 822 :294�300, 2006.

[21] Mic hael Jo yce, F. Sylos Labini, A. Gabrielli, M. Mon tuori, and L. Pietronero.

Basic prop erties of galaxy clustering in the ligh t of recen t results from the

Sloan Digital Sky Surv ey . Astr on. Astr ophys. , 443 :11, 2005.

[22] Jasw an t Y ada v, Somnath Bharadw a j, Bisw a jit P andey , and T. R. Seshadri.

T esting homogeneit y on large scales in the Sloan Digital Sky Surv ey data

release one. Mon. Not. R oy. Astr on. So c. , 364 :601�606, 2005.

[23] Martin Kersc her, Jens Sc hmalzing, Thomas Buc hert, and Herb ert W agner.

Fluctuations in the IRAS 1.2 Jy catalogue. Astr on. Astr ophys. , 333 :1�12,

1998.

[24] M. Kersc her et al. Morphological �uctuations of large-scale structure : the

PSCz surv ey . Astr on. Astr ophys. , 373 :1�11, 2001.

[25] Chiaki Hik age et al. Mink o wski functionals of SDSS galaxies I : Analysis of

excursion sets. Publ. Astr on. So c. Jap. , 55 :911�931, 2003.

[26] R. A. Alpher and Herman R. Ev olution of the Univ erse. Natur e , 162 :774,

1948.

[27] G. Gamo w. The ev olution of the Univ erse. Natur e , 162 :680, 1948.

[28] Arno A. P enzias and Rob ert W o o dro w Wilson. A measuremen t of excess

an tenna temp erature at 4080-Mc/s. Astr ophys. J. , 142 :419�421, 1965.

[29] S. J. Sto eger, William R., Ro y Maartens, and G. F. R. Ellis. Pro ving al-

most homogeneit y of the univ erse : An almost Ehlers-Geren-Sac hs theorem.

Astr ophys. J. , 443 :1, 1995.

[30] F. Zwic ky . Sp ectral displacemen t of extra galactic nebulae. Helv. Phys. A cta ,

6 :110�127, 1933.

[31] Gianfranco Bertone, Dan Ho op er, and Joseph Silk. P article dark matter :

Evidence, candidates and constrain ts. Phys. R ept. , 405 :279�390, 2005.



BIBLIOGRAPHIE 271

[32] Mordehai Milgrom. Solutions for the mo di�ed newtonian dynamics �eld

equation. Astr ophys. J. , 302 :617�625, 1986.

[33] R. H. Sanders. Cosmology with Mo di�ed Newtonian Dynamics (MOND).

Mon. Not. R oy. Astr on. So c. , 296 :1009�1018, 1998.

[34] Jacob D. Bek enstein. Relativistic gra vitation theory for the MOND para-

digm. Phys. R ev. , D70 :083509, 2004.

[35] Jean-Philipp e Bruneton and Gilles Esp osito-F arese. Field-theoretical form u-

lations of MOND-lik e gra vit y . arXiv :0705.4043 [gr-qc] , 2007.

[36] Garry W. Angus, Benoit F amaey , and HongSheng Zhao. Can MOND tak e a

bullet ? Analytical comparisons of three v ersions of MOND b ey ond spherical

symmetry . Mon. Not. R oy. Astr on. So c. , 371 :138, 2006.

[37] G. Beaudet and A. Y ahil. More on big-bang n ucleosyn thesis with nonzero

lepton n um b ers. Astr ophys. J. , 218 :253�262, No v em b er 1977.

[38] Edw ard W. K olb and Mic hael S. T urner. The early univ erse. F r ont. Phys. ,

69 :1�547, 1990.

[39] D. J. Fixsen et al. The Cosmic Micro w a v e Bac kground sp ectrum from the

full COBE/FIRAS data set. Astr ophys. J. , 473 :576, 1996.

[40] http://lamb da.gsfc.nasa.gov/p ro duct/map/current/map_gh_images.cfm .

[41] Ruth Durrer. The theory of CMB anisotropies. J. Phys. Stud. , 5 :177�215,

2001.

[42] W a yne Hu. W andering in the b ackgr ound : a c osmic b ackgr ound explor er .

PhD thesis, Univ ersit y of Berk eley , 1995.

[43] P . J. E. P eebles. L ar ge sc ale structur e of the Universe . Princeton Univ ersit y

Press, 1980.

[44] P . J. E. P eebles. Principles of Physic al Cosmolo gy . Princeton Univ ersit y

Press, 1993.

[45] T. P admanabhan. Structur e F ormation in the Universe . Cam bridge Univ er-

sit y Press, 1993.

[46] P . Sc hneider, J. Ehlers, and E. E. F alco. Gr avitational L enses . Gra vitational

Lenses, XIV, 560 pp. 112 �gs.. Springer-V erlag Berlin Heidelb erg New Y ork.

Also Astronom y and Astroph ysics Library , 1992.

[47] Saul P erlm utter and Brian P . Sc hmidt. Measuring cosmology with sup erno-

v ae. astr o-ph/0303428 , 2003.

[48] A. R. Liddle and D. H. Lyth. Cosmological in�ation and large-scale structure.

Cam bridge, UK : Univ. Pr. (2000) 400 p.

[49] Andrei D. Linde. P article ph ysics and in�ationary cosmology . hep-

th/0503203 , 2005.



272 BIBLIOGRAPHIE

[50] Stev en W ein b erg. The cosmological constan t problem. R ev. Mo d. Phys. ,

61 :1�23, 1989.

[51] Edm und J. Cop eland, M. Sami, and Shinji T sujik a w a. Dynamics of dark

energy . Int. J. Mo d. Phys. , D15 :1753�1936, 2006.

[52] T. P admanabhan. V acuum �uctuations of energy densit y can lead to the

observ ed cosmological constan t. Class. Quant. Gr av. , 22 :L107�L110, 2005.

[53] Bharat Ratra and P . J. E. P eebles. Cosmological consequences of a rolling

homogeneous scalar �eld. Phys. R ev. , D37 :3406, 1988.

[54] Philipp e Brax and Jerome Martin. The robustness of quin tessence. Phys.

R ev. , D61 :103502, 2000.

[55] Philipp e Brax and Jerome Martin. Quin tessence and sup ergra vit y . Phys.

L ett. , B468 :40�45, 1999.

[56] Edm und J. Cop eland, Andrew R Liddle, and Da vid W ands. Exp onen tial

p oten tials and cosmological scaling solutions. Phys. R ev. , D57 :4686�4690,

1998.

[57] A. de la Macorra and G. Piccinelli. General scalar �elds as quin tessence.

Phys. R ev. , D61 :123503, 2000.

[58] S. C. C. Ng, N. J. Nunes, and F rancesca Rosati. Applications of scalar

attractor solutions to cosmology . Phys. R ev. , D64 :083510, 2001.

[59] Luca Amendola. Scaling solutions in general non-minimal coupling theories.

Phys. R ev. , D60 :043501, 1999.

[60] Luca Amendola. Coupled quin tessence. Phys. R ev. , D62 :043511, 2000.

[61] T ak eshi Chiba. Quin tessence, the gra vitational constan t, and gra vit y . Phys.

R ev. , D60 :083508, 1999.

[62] F rancesca P errotta, Carlo Baccigalupi, and Sabino Matarrese. Extended

quin tessence. Phys. R ev. , D61 :023507, 2000.

[63] Carlo Baccigalupi, Sabino Matarrese, and F rancesca P errotta. T rac king ex-

tended quin tessence. Phys. R ev. , D62 :123510, 2000.

[64] Andre F uzfa and J. M. Alimi. T o w ard a uni�ed description of dark energy

and dark matter from the abnormally w eigh ting energy h yp othesis. astr o-

ph/0702478 , 2007.

[65] P . Jordan. Schwerkr aft und W eltal l . F riedric h View eg and Sohn, 1955.

[66] P .A.M. Dirac. A new basis for cosmology . R oyal So ciety of L ondon Pr o c e e-

dings Series A , 165 :199�208, April 1938.

[67] M. Fierz. Helv. Phys. A cta , 29 :128�134, 1956.

[68] C. Brans and R. H. Dic k e. Mac h's principle and a relativistic theory of

gra vitation. Phys. R ev. , 124 :925�935, 1961.



BIBLIOGRAPHIE 273

[69] Theo dor Kaluza. On the problem of unit y in ph ysics. Sitzungsb er. Pr euss.

A kad. Wiss. Berlin (Math. Phys. ) , 1921 :966�972, 1921.

[70] O. Klein. Quan tum theory and �v e-dimensional theory of relativit y . Z.

Phys. , 37 :895�906, 1926.

[71] Mic hael B. Green, J. H. Sc h w arz, and Edw ard Witten. Sup erstring theory .

v ol. 1 : In tro duction. Cam bridge, Uk : Univ. Pr. ( 1987) 469 P . ( Cam bridge

Monographs On Mathematical Ph ysics).

[72] Mic hael B. Green, J. H. Sc h w arz, and Edw ard Witten. Sup erstring theory .

v ol. 2 : Lo op amplitudes, anomalies and phenomenology . Cam bridge, Uk :

Univ. Pr. ( 1987) 596 P . ( Cam bridge Monographs On Mathematical Ph y-

sics).

[73] Thibault Damour and Gilles Esp osito-F arese. T ensor m ultiscalar theories of

gra vitation. Class. Quant. Gr av. , 9 :2093�2176, 1992.

[74] G. Esp osito-F arese and D. P olarski. Scalar-tensor gra vit y in an accelerating

univ erse. Phys. R ev. , D63 :063504, 2001.

[75] C. M. Will. The ory and Exp eriment in Gr avitational Physics . Theory and

Exp erimen t in Gra vitational Ph ysics, b y Cli�ord M. Will, pp. 396. ISBN

0521439736. Cam bridge, UK : Cam bridge Univ ersit y Press, Marc h 1993.,

Marc h 1993.

[76] B. Bertotti, L. Iess, and P . T ortora. A test of general relativit y using radio

links with the Cassini spacecraft. Natur e , 425 :374, 2003.

[77] T. Damour and K. Nordtv edt. T ensor - scalar cosmological mo dels and their

relaxation to w ard general relativit y . Phys. R ev. , D48 :3436�3450, 1993.

[78] A. Na v arro, A. Serna, and J. M. Alimi. Searc h for scalar-tensor gra vit y

theories with a non- monotonic time ev olution of the sp eed-up factor. Class.

Quant. Gr av. , 19 :4361�4375, 2002.

[79] A. Serna and J. M. Alimi. Scalar-tensor cosmological mo dels. Phys. R ev. ,

D53 :3074�3086, 1996.

[80] A. Serna, J. M. Alimi, and A. Na v arro. Con v ergence of scalar-tensor theo-

ries to w ard general relativit y and primordial n ucleosyn thesis. Class. Quant.

Gr av. , 19 :857�874, 2002.

[81] P aul K. T o wnsend and Mattias N. R. W ohlfarth. Cosmology as geo desic

motion. Class. Quant. Gr av. , 21 :5375, 2004.

[82] J. G. Russo and P . K. T o wnsend. Cosmology as relativistic particle me-

c hanics : F rom big crunc h to big bang. Class. Quant. Gr av. , 22 :737�752,

2005.

[83] Luciana A. Elias and Alb erto Saa. Non-minimally coupled cosmology as

geo desic motion. 2007.



274 BIBLIOGRAPHIE

[84] Luciana A. Elias and Alb erto Saa. Homogeneous cosmologies and the

Maup ertuis-Jacobi principle. Phys. R ev. , D75 :107301, 2007.

[85] Jean-Mic hel Alimi and Arturo Serna. Upp er limit to 
 b in scalar-tensor

gra vit y theories. Astr ophys. J. , 487 :38�41, 1997.

[86] A. Serna and J. M. Alimi. Constrain ts on the scalar-tensor theories of gra vi-

tation from primordial n ucleosyn thesis. Phys. R ev. , D53 :3087�3098, 1996.

[87] T. Damour and B. Pic hon. Big bang n ucleosyn thesis and tensor-scalar gra-

vit y . Phys. R ev. D , 59(12) :123502, June 1999.

[88] Alain Co c, Keith A. Oliv e, Jean-Philipp e Uzan, and Elisab eth V angioni. Big

bang n ucleosyn thesis constrain ts on scalar-tensor theories of gra vit y . Phys.

R ev. , D73 :083525, 2006.

[89] D. N. Sp ergel et al. First y ear Wilkinson Micro w a v e Anisotrop y Prob e

(WMAP) observ ations : Determination of cosmological parameters. Astr o-

phys. J. Suppl. , 148 :175, 2003.

[90] B. S. Mason et al. The Anisotrop y of the Micro w a v e Bac kground to l = 3500 :

Deep Field Observ ations with the Cosmic Bac kground Imager. Astr ophys.

J. , 591 :540�555, 2003.

[91] V. Luridiana, A. P eim b ert, M. P eim b ert, and M. Cervino. The e�ect of col-

lisional enhancemen t of balmer lines on the determination of the primordial

helium abundance. Astr ophys. J. , 592 :846�865, 2003.

[92] Y uri I. Izoto v, F rederic H. Cha�ee, Craig B. F oltz, Ric hard F. Green, Nata-

lia G. Gusev a, and T rinh X. Th uan. Helium abundance in the most metal-

de�cien t blue compact galaxies : I Zw 18 and SBS 0335-052. Astr ophys. J. ,

527 :757�777, 1997.

[93] Da vid Kirkman, Da vid T ytler, Nao Suzuki, John M. O'Meara, and Dan Lu-

bin. The cosmological bary on densit y from the deuterium to h ydrogen ratio

to w ards QSO absorption systems : D/H to w ards Q1243+3047. Astr ophys.

J. Suppl. , 149 :1, 2003.

[94] Sean G. Ry an, John E. Norris, and Timoth y C. Beers. The Spite Lithium

plateau : Ultra-thin but p ost-primordial. Astr ophys. J. , 523 :654�677, 1999.

[95] Piercarlo Bonifacio. On the lithium con ten t of the globular cluster M92.

Astr on. Astr ophys. , 395 :515�518, 2002.

[96] F. Spite and M. Spite. Abundance of lithium in unev olv ed halo stars and old

disk stars : In terpretation and consequences. Astr on. Astr ophys. , 115 :357�

366, 1982.

[97] Alain Co c, Elisab eth V angioni-Flam, Pierre Descouv emon t, Ab derrahim

A dahc hour, and Carmen Angulo. Up dated big bang n ucleosyn thesis confron-

ted to WMAP observ ations and to the abundance of ligh t elemen ts. Astr o-

phys. J. , 600 :544�552, 2004.



BIBLIOGRAPHIE 275

[98] Karsten Jedamzik and Jan B. Rehm. Inhomogeneous Big Bang Nucleosyn-

thesis : Upp er limit on 
 b and pro duction of Lithium, Beryllium, and Boron.

Phys. R ev. , D64 :023510, 2001.

[99] Karsten Jedamzik. Did something deca y , ev ap orate, or annihilate during big

bang n ucleosyn thesis ? Phys. R ev. , D70 :063524, 2004.

[100] Karsten Jedamzik. Neutralinos and big bang n ucleosyn thesis. Phys. R ev. ,

D70 :083510, 2004.

[101] John R. Ellis, Keith A. Oliv e, and Elisab eth V angioni. E�ects of unstable

particles on ligh t-elemen t abundances : Lithium v ersus deuterium and He-3.

Phys. L ett. , B619 :30�42, 2005.

[102] Kazuhide Ic hik a w a, Masahiro Ka w asaki, and F uminobu T ak ahashi. Solving

the discrepancy among the ligh t elemen ts abundances and WMAP. Phys.

L ett. , B597 :1�10, 2004.

[103] Georgeanne R. Caughlan and William A. F o wler. Thermon uclear reaction

rates. 5. A tom. Data Nucl. Data T abl. , 40 :283�334, 1988.

[104] Mic hael S. Smith, La wrence H. Ka w ano, and Rob ert A. Malaney . Exp erimen-

tal, computational, and observ ational analysis of primordial n ucleosyn thesis.

Astr ophys. J. Suppl. , 85 :219�247, 1993.

[105] C. Angulo, M. Arnould, M. Ra y et, P . Descouv emenon t, D. Ba y e, C. Leclerc-

Willain, A. Co c, S. Barhoumi, P . Aguer, C. Rolfs, et al. A compilation

of c harged-particle induced thermon uclear reaction rates. Nucl. Phys. A ,

656 :3�183, 1999.

[106] Ric hard H. Cyburt. Primordial n ucleosyn thesis for the new cosmo-

logy : Determining uncertain ties and examining concordance. Phys. R ev. ,

D70 :023505, 2004.

[107] J. Larena, J.-M. Alimi, and A. Serna. Big Bang Nucleosyn thesis in scalar

tensor gra vit y : The k ey problem of the primordial

7
Li abundance. Astr ophys.

J. , 658 :1�10, Marc h 2007.

[108] Viatc hesla v F. Mukhano v, H. A. F eldman, and Rob ert H. Branden b erger.

Theory of cosmological p erturbations. part 1. classical p erturbations. part 2.

quan tum theory of p erturbations. part 3. extensions. Phys. R ept. , 215 :203�

333, 1992.

[109] Xue-lei Chen and Marc Kamionk o wski. Cosmic micro w a v e bac kground tem-

p erature and p olarization anisotrop y in Brans-Dic k e cosmology . Phys. R ev. ,

D60 :104036, 1999.

[110] Diego F. T orres. Quin tessence, sup er-quin tessence and observ able quan tities

in Brans-Dic k e and non-minimally coupled theories. Phys. R ev. , D66 :043522,

2002.



276 BIBLIOGRAPHIE

[111] Ry o Nagata, T ak eshi Chiba, and Naoshi Sugiy ama. Observ ational conse-

quences of ev olution of primordial �uctuations in scalar-tensor cosmology .

Phys. R ev. , D66 :103510, 2002.

[112] Ry o Nagata, T ak eshi Chiba, and Naoshi Sugiy ama. WMAP constrain ts on

scalar-tensor cosmology and the v ariation of the gra vitational constan t. Phys.

R ev. , D69 :083512, 2004.

[113] Kim b erly Coble, Scott Do delson, and Josh ua A. F rieman. Dynamical �
mo dels of structure formation. Phys. R ev. , D55 :1851�1859, 1997.

[114] M. T egmark et al. Cosmological constrain ts from the SDSS luminous red

galaxies. Phys. R ev. , D74 :123507, 2006.

[115] L. P age et al. First y ear Wilkinson Micro w a v e Anisotrop y Prob e (WMAP)

observ ations : In terpretation of the TT and TE angular p o w er sp ectrum

p eaks. Astr ophys. J. Suppl. , 148 :233, 2003.

[116] G. F. R. Ellis. Relativistic cosmology - its nature, aims and problems. In

B. Bertotti, F. de F elice, and A. P ascolini, editors, Gener al R elativity and

Gr avitation Confer enc e , pages 215�288, 1984.

[117] J. Kristian and R. K. Sac hs. Observ ations in cosmology . Astr ophys. J. ,

143 :379, F ebruary 1966.

[118] W. H. McCrea. Observ able relations in relativistic cosmology . mit 1 abbil-

dung. Zeitschrift fur Astr ophysik , 9 :290, 1935.

[119] G. F. R. Ellis, S. D. Nel, R. Maartens, W. R. Sto eger, and A. P . Whitman.

Ideal observ ational cosmology . Phys. R ep. , 124 :315�417, July 1985.

[120] J. J. Binney , N. J. Do wric k, A. J. Fisher, and M. E. J. Newman. The theory of

critical phenomena : An in tro duction to the renormalization group. Oxford,

UK : Clarendon (1992) 464 p.

[121] Bertrand Delamotte. An in tro duction to the nonp erturbativ e renormaliza-

tion group. c ond-mat/0702365 , 2007.

[122] Mauro Carfora and Kamilla Piotrk o wsk a. A renormalization group approac h

to relativistic cosmology . Phys. R ev. , D52 :4393�4424, 1995.

[123] Thomas Buc hert and Mauro Carfora. Matter seen at man y scales and the

geometry of a v eraging in relativistic cosmology . 2000.

[124] Thomas Buc hert and Mauro Carfora. Regional a v eraging and scaling in

relativistic cosmology . Class. Quant. Gr av. , 19 :6109�6145, 2002.

[125] Thomas Buc hert and Mauro Carfora. Cosmological parameters are dressed.

Phys. R ev. L ett. , 90 :031101, 2003.

[126] Thomas Buc hert and Mauro Carfora. The cosmic quartet - cosmological pa-

rameters of a smo othed inhomogeneous spacetime. astr o-ph/0312621 , 2003.



BIBLIOGRAPHIE 277

[127] R. Arno witt, S. Deser, and C. W. Misner. The dynamics of General Relati-

vit y . gr-qc/0405109 , 1962.

[128] R. S. Hamilton. J. Di�. Ge om. , 17 :255, 1982.

[129] P . P etersen. R iemannian Ge ometry , v olume 171. Springer V erlag GTM,

1997.

[130] J. Ehlers. Con tributions to the relativistic mec hanics of con tin uous media.

Gen. R el. Gr av. , 25 :1225�1266, 1993.

[131] Thomas Buc hert. On a v erage prop erties of inhomogeneous cosmologies. Gen.

R el. Gr av. , 9 :306�321, 2000.

[132] Thomas Buc hert. On a v erage prop erties of inhomogeneous �uids in general

relativit y . I : Dust cosmologies. Gen. R el. Gr av. , 32 :105�125, 2000.

[133] Thomas Buc hert. On a v erage prop erties of inhomogeneous �uids in general

relativit y : P erfect �uid cosmologies. Gen. R el. Gr av. , 33 :1381�1405, 2001.

[134] Akio Hoso y a, Thomas Buc hert, and Masaaki Morita. Information en trop y

in cosmology . Phys. R ev. L ett , 92 :141302, 2004.

[135] Thomas Buc hert, Julien Larena, and Jean-Mic hel Alimi. Corresp ondence

b et w een kinematical bac kreaction and scalar �eld cosmologies : The 'mor-

phon �eld'. Class. Quant. Gr av. , 23 :6379�6408, 2006.

[136] Jo el K. Eric kson, R. R. Caldw ell, P aul J. Steinhardt, C. Armendariz-Picon,

and Viatc hesla v F. Mukhano v. Measuring the sp eed of sound of quin tessence.

Phys. R ev. L ett. , 88 :121301, 2002.

[137] Rob ert R. Caldw ell, Mic hael Doran, Christian M. Mueller, Gregor Sc haefer,

and Christof W etteric h. Early quin tessence in ligh t of WMAP. Astr ophys.

J. , 591 :L75�L78, 2003.

[138] R. R. Caldw ell and Eric V. Linder. The limits of quin tessence. Phys. R ev.

L ett. , 95 :141301, 2005.

[139] Nan Li and Dominik J. Sc h w arz. On the onset of cosmological bac kreaction.

gr-qc/0702043 , 2007.

[140] Edw ard W. K olb, S. Matarrese, and A. Riotto. On cosmic acceleration

without dark energy . New J. Phys. , 8 :322, 2006.

[141] Alessio Notari. Late time failure of Friedmann equation. Mo d. Phys. L ett. ,

A21 :2997�3001, 2006.

[142] Thomas Buc hert and Jurgen Ehlers. A v eraging inhomogeneous Newtonian

cosmologies. Astr on. Astr ophys. , 320 :1�7, 1997.

[143] Camille Bon vin, Ruth Durrer, and M. Alice Gasparini. Fluctuations of the

luminosit y distance. Phys. R ev. , D73 :023523, 2006.



278 BIBLIOGRAPHIE

[144] G. A. Lemaître. The expanding univ erse. Gener al R elativity and Gr avitation ,

29 :641�680, Ma y 1997.

[145] A. Krasinski. Inhomo gene ous Cosmolo gic al Mo dels . Inhomogeneous Cosmo-

logical Mo dels, b y Andrzej Krasinski, pp. 333. ISBN 0521481805. Cam bridge,

UK : Cam bridge Univ ersit y Press, July 1997., July 1997.

[146] Marie-No elle Celerier. Do w e really see a cosmological constan t in the su-

p erno v ae data ? Astr on. Astr ophys. , 353 :63�71, 2000.

[147] Krzysztof Bolejk o. Sup erno v ae ia observ ations in the Lemaitre�Tolman mo-

del. astr o-ph/0512103 , 2005.

[148] Reza Mansouri. Structured FR W univ erse leads to acceleration : A non-

p erturbativ e approac h. astr o-ph/0512605 , 2005.

[149] Kari Enqvist and T epp o Mattsson. The e�ect of inhomogeneous expansion

on the sup erno v a observ ations. JCAP , 0702 :019, 2007.

[150] Tirthabir Bisw as, Reza Mansouri, and Alessio Notari. Nonlinear structure

formation and apparen t acceleration : an in v estigation. astr o-ph/0606703 ,

2006.

[151] Akihiro Ishibashi and Rob ert M. W ald. Can the acceleration of our univ erse

b e explained b y the e�ects of inhomogeneities ? Class. Quant. Gr av. , 23 :235�

250, 2006.

[152] R. Ali V anderv eld, Eanna E. Flanagan, and Ira W asserman. Systematic

corrections to the measured cosmological constan t as a result of lo cal inho-

mogeneit y . arXiv :0706.1931 [astr o-ph] , 2007.

[153] Eric Gourgoulhon. 3+1 formalism and bases of n umerical relativit y . gr-

qc/0703035 , 2007.

[154] Christopher M. Hirata and Uros Seljak. Can sup erhorizon cosmological p er-

turbations explain the acceleration of the univ erse ? Phys. R ev. , D72 :083501,

2005.

[155] Syksy Rasanen. Bac kreaction and spatial curv ature in a dust univ erse. Class.

Quant. Gr av. , 23 :1823�1835, 2006.

[156] Syksy Rasanen. Dark energy from bac kreaction. JCAP , 0402 :003, 2004.

[157] Edw ard W. K olb, Sabino Matarrese, Alessio Notari, and An tonio Riotto.

The e�ect of inhomogeneities on the expansion rate of the univ erse. Phys.

R ev. , D71 :023524, 2005.

[158] Matthew F. P arry . A rule of th um b for cosmological bac kreaction. JCAP ,

0606 :016, 2006.

[159] Masumi Kasai, Hideki Asada, and T oshifumi F utamase. T o w ard a no-go

theorem for accelerating univ erse b y nonlinear bac kreaction. Pr o g. The or.

Phys. , 115 :827�832, 2006.



BIBLIOGRAPHIE 279

[160] Syksy Rasanen. A ccelerated expansion from structure formation. JCAP ,

0611 :003, 2006.

[161] W. B. Bonnor. The formation of the nebulae. with 3 �gures. Zeitschrift fur

Astr ophysik , 39 :143, 1956.

[162] Ra vi K. Sheth and Rien v an de W eygaert. A hierarc h y of v oids : Muc h ado

ab out nothing. Mon. Not. R oy. Astr on. So c. , 350 :517, 2004.

[163] Jorg M. Colb erg, Ra vi K. Sheth, An tonaldo Diaferio, Liang Gao, and Naoki

Y oshida. V oids in a � CDM univ erse. Mon. Not. R oy. Astr on. So c. , 360 :216�

226, 2005.

[164] Stev en F urlanetto and T svi Piran. The evidence of absence : Galaxy v oids

in the excursion set formalism. Mon. Not. R oy. Astr on. So c. , 366 :467�479,

2006.

[165] Thomas Buc hert, Martin Kersc her, and Christian Sic k a. Bac kreaction of

inhomogeneities on the expansion : the ev olution of cosmological parameters.

Phys. R ev. , D62 :043525, 2000.

[166] P . J. E. P eebles and Bharat Ratra. The cosmological constan t and dark

energy . R ev. Mo d. Phys. , 75 :559�606, 2003.

[167] C. W etteric h. Cosmology and the fate of dilatation symmetry . Nucl. Phys. ,

B302 :668, 1988.

[168] V arun Sahni and Alexei A. Starobinsky . The case for a p ositiv e cosmological

� -term. Int. J. Mo d. Phys. , D9 :373�444, 2000.

[169] V alerio F araoni. Phan tom cosmology with general p oten tials. Class. Quant.

Gr av. , 22 :3235�3246, 2005.

[170] Harvinder K. Jassal, J. S. Bagla, and T. P admanabhan. The v anishing

phan tom menace. astr o-ph/0601389 , 2006.

[171] Alexei A. Starobinsky . Ho w to determine an e�ectiv e p oten tial for a v ariable

cosmological term. JETP L ett. , 68 :757�763, 1998.

[172] Dragan Huterer and Mic hael S. T urner. Rev ealing quin tessence. Phys. R ev. ,

D60 :081301, 1999.

[173] T ak ashi Nak am ura and T ak eshi Chiba. Determining the equation of state

of the expanding univ erse : In v erse problem in cosmology . Mon. Not. R oy.

Astr on. So c. , 306 :696�700, 1999.

[174] V arun Sahni, T arun Deep Saini, Alexei A. Starobinsky , and Ujjaini Alam.

State�nder � a new geometrical diagnostic of dark energy . JETP L ett. ,

77 :201�206, 2003.

[175] L. Arturo Urena-Lop ez and T onatiuh Matos. A new cosmological trac k er

solution for quin tessence. Phys. R ev. , D62 :081302, 2000.



280 BIBLIOGRAPHIE

[176] F. Lucc hin and S. Matarrese. P o w er la w in�ation. Phys. R ev. , D32 :1316,

1985.

[177] J. Larena, J.-M. Alimi, T. Buc hert, and M. Kunz. SN1a observ ations and

bac kreaction-driv en e�ectiv e cosmologies with a template metric. in pr ep a-

r ation , 2007.

[178] R. C. T olman. R elativity, Thermo dynamics, and Cosmolo gy . Oxford : Cla-

rendon Press, 1934, 1934.

[179] C. L. Bennett et al. First y ear Wilkinson Micro w a v e Anisotrop y Prob e

(WMAP) observ ations : Preliminary maps and basic results. Astr ophys. J.

Suppl. , 148 :1, 2003.

[180] Ric hard H. Cyburt, Brian D. Fields, and Keith A. Oliv e. Primordial n ucleo-

syn thesis in ligh t of WMAP. Phys. L ett. , B567 :227�234, 2003.

[181] Sean G. Ry an, Timoth y C. Beers, Keith A. Oliv e, Brian D. Fields, and

John E. Norris. Primordial Lithium and Big Bang Nucleosyn thesis. Astr o-

phys. J. L ett. , 530 :L57�L60, 2000.

[182] Ann M. Bo esgaard, Megan C. No vic ki, and Alex Stephens. F rom Lithium

to Uranium : Elemen tal tracers of early cosmic ev olution. v olume 1, pages

29�34. Cam bridge Univ ersit y Press, 2005.

[183] F. Thév enin, C. Charb onnel, J. A. de F reitas P ac heco, T. P . Idiart, G. Jas-

niewicz, P . de La v ern y , and B. Plez. VL T observ ations of turno� stars in the

globular cluster NGC 6397. Astr on. Astr ophys. , 373 :905�915, jul 2001.

[184] Martin Asplund, Da vid L. Lam b ert, P oul Erik Nissen, F rancesca Primas,

and V erne V. Smith. Lithium isotopic abundances in metal-p o or halo stars.

Astr ophys. J. , 644 :229�259, 2006.

[185] P eter G. Bergmann. Commen ts on the scalar tensor theory . Int. J. The or.

Phys. , 1 :25�36, 1968.

[186] Rob ert V. W agoner. Scalar tensor theory and gra vitational w a v es. Phys.

R ev. , D1 :3209�3216, 1970.

[187] Jr. Nordtv edt, Kenneth. P ostnewtonian metric for a general class of scalar

tensor gra vitational theories and observ ational consequences. Astr ophys. J. ,

161 :1059�1067, 1970.

[188] Rob ert V. W agoner. Big bang n ucleosyn thesis revisited. Astr ophys. J. ,

179 :343�360, 1973.

[189] J. D. Barro w. A cosmological limit on the p ossible v ariation of G. Mon. Not.

R oy. Astr on. So c. , 184 :677�682, sep 1978.

[190] John D. Barro w and P aul P arsons. The b eha viour of cosmological mo dels

with v arying-G. Phys. R ev. , D55 :1906�1936, 1997.



BIBLIOGRAPHIE 281

[191] James P . Kneller and Gary Steigman. BBN for p edestrians. New J. Phys. ,

6 :117, 2004.

[192] L. Bianc hi. Sugli spazi a tre dimensioni c he ammettono un grupp o con tin uo

di mo vimen ti [on three-dimensional spaces whic h admit a con tin uous group

of motions]. Memorie di Matematic a e di Fisic a del la So cieta Italiana del le

Scienze, Serie T erza , 11 :267�352, 1898.

[193] L. Bianc hi. Lezioni sulla teoria dei gruppi con tin ui �nite di trasformazioni

[lectures on the theory of �nite con tin uous transformation groups (1902-

1903)], pisa, traduction anglaise : General relativit y and gra vitation, 33,

2157-2170, 2001, and general relativit y and gra vitation,33, 2171-2253,2001.

[194] M. MacCallum. A nisotr opic and Inhomo gene ous R elativistic Cosmolo gies .

Cam bridge Univ ersit y Press, 1979.

[195] A. Belinskii and L. M. Khalatnik o v. E�ect of scalar and v ector �elds on the

nature of the cosmological singularit y . Sov. Phys. JETP , 36 :591, 1973.

[196] V. A. Belinsky , I. M. Khalatnik o v, and E. M. Lifshitz. Oscillatory approac h

to a singular p oin t in the relativistic cosmology . A dv. Phys. , 19 :525�573,

1970.

[197] Charles W. Misner. Mixmaster univ erse. Phys. R ev. L ett. , 22 :1071�1074,

1969.

[198] Charles W. Misner. Quan tum cosmology . Phys. R ev. , 186, 1969.

[199] M. P . Ry an. Qualitativ e cosmology : Diagramatic solutions for Bianc hi t yp e

IX Univ erses with expansion, rotation and shear. I the symetric case. A nn.

Phys. , 65 :506, 1971.

[200] Rob ert T. Jan tzen. Spatially homogeneous dynamics : A uni�ed picture.

0200.

[201] V. R. Ga vrilo v, V. D. Iv ashc h uk, and V. N. Melnik o v. In tegrable pseudo-

Euclidean To da-lik e systems in m ultidimensional cosmology with m ulticom-

p onen t p erfect �uid. J. Math. Phys. , 36 :5829�5847, 1995.

[202] A. A. Kirillo v and V. N. Melnik o v. Dynamics of inhomogeneities of metric

in the vicinit y of a singularit y in m ultidimensional cosmology . Phys. R ev. ,

D52 :723�729, 1995.

[203] A. E. P a vlo v. The mixmaster cosmological mo del as a pseudo-Euclidean

generalized To da c hain. R e gul. & Chaotic Dyn. , 1 :119, 1996.

[204] M. Szydlo wski and M. Biesada. K o v alewski exp onen ts and in tegrabilit y pro-

p erties in class A homogeneous cosmological mo dels. J. non lin. math. phys. ,

9 :L1, 2002.

[205] H. Y oshida. Necessary condition for the existence of algebraic �rst in tegrals

I : Ko v alevski exp onen ts. Celestial Me chanics , 31 :363, 1983.



282 BIBLIOGRAPHIE

[206] H. Y oshida. Necessary condition for the existence of algebraic �rst in tegrals

I I : Conditions for algebraic. Celestial Me chanics , 31 :381, 1983.

[207] Y. Elsk ens and M. Henneaux. Chaos in Kaluza-Klein mo dels. Class. Quant.

Gr av. , 4 :L161�L167, 1987.

[208] R. Con te. The Painlevé appr o ach to non line ar ODE . Springer V erlag, 1999.

[209] Christof W etteric h. Can structure formation in�uence the cosmological ev o-

lution ? Phys. R ev. , D67 :043513, 2003.

[210] Rac hel Bean, Sean Carroll, and Mark T ro dden. Insigh ts in to dark energy :

In terpla y b et w een theory and observ ation. 2005.

[211] Norb ert Straumann. Dark energy : Recen t dev elopmen ts. Mo d. Phys. L ett. ,

A21 :1083�1098, 2006.

[212] George F. R. Ellis and Thomas Buc hert. The univ erse seen at di�eren t scales.

Phys. L ett. , A347 :38�46, 2005.

[213] Thomas Buc hert. On globally static and stationary cosmologies with or

without a cosmological constan t and the dark energy problem. Class. Quant.

Gr av. , 23 :817�844, 2006.

[214] Thomas Buc hert. A cosmic equation of state for the inhomogeneous uni-

v erse : Can a global far-from-equilibrium state explain dark energy ? Class.

Quant. Gr av. , 22 :L113�L119, 2005.

[215] Y asusada Nam bu and Masa yuki T animoto. A ccelerating univ erse via spatial

a v eraging. gr-qc/0507057 , 2005.

[216] Ha v ard Alnes, Morad Amarzguioui, and Oyvind Gron. An inhomogeneous

alternativ e to dark energy ? Phys. R ev. , D73 :083519, 2006.

[217] Aseem P aranjap e and T. P . Singh. The p ossibilit y of cosmic acceleration via

spatial a v eraging in Lemaitre-Tolman-Bondi mo dels. Class. Quant. Gr av. ,

23 :6955�6969, 2006.

[218] A. A. Coley , N. P ela v as, and R. M. Zalaletdino v. Cosmological solutions in

macroscopic gra vit y . Phys. R ev. L ett. , 95 :151102, 2005.

[219] Thomas Buc hert and Alv aro Dominguez. A dhesiv e gra vitational clustering.

Astr on. Astr ophys. , 438 :443�460, 2005.

[220] Ujjaini Alam, V arun Sahni, T arun Deep Saini, and A. A. Starobinsky . Explo-

ring the expanding univ erse and dark energy using the state�nder diagnostic.

Mon. Not. R oy. Astr on. So c. , 344 :1057, 2003.

[221] A. K. D. Ev ans, I. K. W eh us, O. Gron, and Oystein Elgaro y . Geometrical

constrain ts on dark energy . Astr on. Astr ophys. , 430 :399�410, 2005.

[222] M. S. Madsen. Scalar �elds in curv ed space-times. Class. Quant. Gr av. ,

5 :627�639, 1988.



BIBLIOGRAPHIE 283

[223] V. Mukhano v. Ph ysical foundations of cosmology . Cam bridge, UK : Univ.

Pr. (2005) 421 p.

[224] K. R. Mec k e, T. Buc hert, and H. W agner. Robust morphological measures

for large-scale structure in the univ erse. Astr on. Astr ophys. , 288 :697�704,

1994.

[225] Mic hael Doran, Jan-Markus Sc h windt, and Christof W etteric h. Structure

formation and the time dep endence of quin tessence. Phys. R ev. , D64 :123520,

2001.

[226] Andrew R. Liddle and Rob ert J. Sc herrer. A classi�cation of scalar �eld

p oten tials with cosmological scaling solutions. Phys. R ev. , D59 :023509,

1999.

[227] Ofer Laha v. Observ ational tests of FR W w orld mo dels. Class. Quant. Gr av. ,

19 :3517�3526, 2002.

[228] J. Ehlers and W. Rindler. A phase-space represen tation of Friedmann-

Lemaitre univ erses con taining b oth dust and radiation and the inevitabilit y

of a big bang. Mon. Not. R oy. Astr o. So c. , 238 :503�521, ma y 1989.

[229] Y asuhide Sota et al. Renormalization group approac h in Newtonian cosmo-

logy . Phys. R ev. , D58 :043502, 1998.

[230] Luca Amendola, Miguel Quartin, Shinji T sujik a w a, and Ioa v W aga. Chal-

lenges for scaling cosmologies. Phys. R ev. , D74 :023525, 2006.

[231] Marek Szydlo wski, Wlo dzimierz Go dlo wski, and Radosla w W o jtak. Equation

of state for univ erse from the �rst principles. Gen. R el. Gr av. , 38 :795, 2006.

[232] J. P . Derendinger, Luis E. Ibanez, and Hans P eter Nilles. On the lo w-energy

d = 4, N=1 sup ergra vit y theory extracted from the d = 10, N=1 sup erstring.

Phys. L ett. , B155 :65, 1985.

[233] J. P olc hinski. String theory . v ol. 2 : Sup erstring theory and b ey ond. Cam-

bridge, UK : Univ. Pr. (1998) 531 p.

[234] Josef L. P . Karthauser and P . M. Sa�n. Scaling solutions and geo desics in

mo duli space. Class. Quant. Gr av. , 23 :4615�4624, 2006.

[235] Edm und J. Cop eland, An upam Mazumdar, and N. J. Nunes. Generalized

assisted in�ation. Phys. R ev. , D60 :083506, 1999.

[236] Andres Collin ucci, Mikk el Nielsen, and Thomas V an Riet. Scalar cosmology

with m ulti-exp onen tial p oten tials. Class. Quant. Gr av. , 22 :1269�1288, 2005.

[237] Ruth Lazk oz, Ro y Maartens, and Elisab etta Ma jerotto. Observ atio-

nal constrain ts on phan tom-lik e branew orld cosmologies. Phys. R ev. ,

D74 :083510, 2006.



284 BIBLIOGRAPHIE

[238] Urbano F ranca. Dark energy , curv ature and cosmic coincidence. Phys. L ett. ,

B641 :351�356, 2006.

[239] Chia-Hsun Ch uang, Je-An Gu, and W-Y. P . Hw ang. Inhomogeneit y-induced

cosmic acceleration in a dust univ erse. 2005.

[240] Esteban A. Calzetta, Bei Lok Hu, and F rancisco D. Mazzitelli. Coarse-

grained e�ectiv e action and renormalization group theory in semiclassical

gra vit y and cosmology . Phys. R ept. , 352 :459�520, 2001.

[241] Jose Gaite. Sto c hastic form ulation of the renormalization group : Sup er-

symmetric structure and top ology of the space of couplings. J. Phys. ,

A37 :10409�10420, 2004.

[242] Mauro Carfora. F okk er-Planc k dynamics and en tropies for the normalized

Ricci �o w. 0700.

[243] I. Dymnik o v a and M. Khlop o v. Deca y of cosmological constan t in selfcon-

sisten t in�ation. Eur. Phys. J. , C20 :139�146, 2001.

[244] G. Dautcourt. Classical bac k reaction of lo w-frequency cosmic gra vitational

radiation. Phys. R ev. , D60 :044008, 1999.

[245] Winfried Zimdahl, Dominik J. Sc h w arz, Alexander B. Balakin, and Diego

P a v on. Cosmic an ti-friction and accelerated expansion. Phys. R ev. ,

D64 :063501, 2001.

[246] Dominik J. Sc h w arz. A ccelerated expansion without dark energy . astr o-

ph/0209584 , 2002.

[247] T. F utamase. An appro ximation sc heme for constructing inhomogeneous

univ erses in general relativit y . Mon. Not. R oy. Astr o. So c. , 237 :187�200,

mar 1989.

[248] T oshifumi F utamase. A v eraging of a lo cally inhomogeneous realistic univ erse.

Phys. R ev. , D53 :681�689, 1996.

[249] Viatc hesla v F. Mukhano v, L. Raul W. Abramo, and Rob ert H. Branden b er-

ger. On the bac k reaction problem for gra vitational p erturbations. Phys.

R ev. L ett. , 78 :1624�1627, 1997.

[250] L. Raul W. Abramo, Rob ert H. Branden b erger, and Viatc hesla v F. Mukha-

no v. The energy-momen tum tensor for cosmological p erturbations. Phys.

R ev. , D56 :3248�3257, 1997.

[251] P atric k Martineau and Rob ert H. Branden b erger. The e�ects of gra vitational

bac k-reaction on cosmological p erturbations. Phys. R ev. , D72 :023507, 2005.

[252] Thomas Buc hert. The non-p erturbativ e regime of cosmic structure forma-

tion. Astr on. Astr ophys. , 454 :415�422, 2006.



BIBLIOGRAPHIE 285

[253] K. T omita. Bulk �o ws and Cosmic Micro w a v e Bac kground dip ole anisotrop y

in cosmological v oid mo dels. Astr ophys. J. , 529 :26�37, jan 2000.

[254] K. T omita. Distances and lensing in cosmological v oid mo dels. Astr ophys.

J. , 529 :38�46, jan 2000.

[255] Kenji T omita. A lo cal v oid and the accelerating univ erse. Mon. Not. R oy.

Astr on. So c. , 326 :287, 2001.

[256] Andrei D. Linde, Dmitri A. Linde, and Arth ur Mezhlumian. Nonp erturbativ e

ampli�cations of inhomogeneities in a self-repro ducing univ erse. Phys. R ev. ,

D54 :2504�2518, 1996.

[257] Da vid L. Wiltshire. Viable inhomogeneous mo del univ erse without dark

energy from primordial in�ation. gr-qc/0503099 , 2005.

[258] John W. Mo�at. Late-time inhomogeneit y and acceleration without dark

energy . JCAP , 0605 :001, 2006.


