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Chapitre 1

In tro duction

L

'ambition de cette thèse est de présen ter certains épiso des de l'histoire �

toujours en marc he� d'une question de com binatoire algébrique conn ue

sous le nom de conjecture n ! . Si la première, et p our l'instan t unique, preuv e

de cette conjecture est principalemen t fondée sur la géométrie, nous nous

fo caliserons ici sur des appro c hes mêlan t, sous div erses prop ortions, algèbre

et com binatoire. C'est en e�et par elles que l'on p eut le mieux essa y er de

saisir la grande b eauté de cette question.

Le but de ce premier c hapitre est, comme il se doit, de présen ter et de

motiv er le problème. Un des attraits de la conjecture n ! est qu'elle p eut

être in tro duite �propremen t !� en quelques lignes, ce que nous ferons. Puis

nous replacerons cette question dans son cadre naturel, à sa v oir celui des

fonctions symétriques, et plus particulièremen t des p olynômes de Macdonald.

Ce sera l'o ccasion de mettre en v aleur ses liens a v ec d'autres problèmes, de

mathématiques bien sûr, mais aussi d'informatique ou de ph ysique théorique.

Nous nous attac herons en�n à retracer l'histoire des nom breuses appro c hes

de cette étude, a v an t d'exp oser le plan de cette thèse.

1.1 Énoncés et motiv ations

1.1.1 La conjecture n !

Commençons par les quelques dé�nitions nécessaires à un exp osé minimal

de la problématique.

Dé�nition 1.1 Un diagramme (du r ése au c arr é) est une p artie �nie L =

f ( p

1

; q

1

) ; : : : ; ( p

n

; q

n

) g de N � N ; le pr o duit N � N est assimilé au quadr ant

p ositif du r ése au c arr é et L est ainsi c omp osé de n c ases.
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Notons que nous n'exigeons pas a priori que toutes les cases du diagramme L

soien t distinctes. Les co ordonnées p

i

� 0 et q

i

� 0 d'une case ( p

i

; q

i

) indique

resp ectiv emen t la p osition de la ligne et de la colonne de la case dans le

réseau carré, comme indiqué sur la �gure ci-dessous.

3,0  3,1    3,2   3,3  3,4   3,5

2,0  2,1    2,2   2,3  2,4   2,5

1,0  1,1    1,2   1,3  1,4   1,5

0,0  0,1    0,2   0,3  0,4   0,5

La �gure suiv an te donne la représen tation graphique du diagramme à 6

cases : L = f (0 ; 0) ; (2 ; 1) ; (2 ; 2) ; ( 1 ; 3 ) ; (0 ; 5) ; (3 ; 5 ) g .

Dé�nition 1.2 Pour �

1

� �

2

� � � � � �

`

> 0 , nous dir ons que � =

( �

1

; �

2

; : : : ; �

`

) est une partition de n si j � j = �

1

+ � � � + �

`

vaut n . Sa

longueur l ( � ) est le nombr e ` de ses p arts. Nous asso cions alors à � son

diagramme (de F errers) f ( i; j ) ; 0 � i � ` � 1 ; 0 � j � �

i +1

� 1 g et nous

utiliser ons le même symb ole � p our désigner la p artition et son diagr amme.

L a p artition dite conjuguée de � , noté e �

0

, est la p artition de n dont le

diagr amme de F err ers est symétrique de c elui de � p ar r app ort à la diagonale

princip ale. Nous noter ons souvent `

0

= l ( �

0

) = �

1

la longueur de la p artition

c onjugué e.

P ar exemple, � = (4 ; 2 ; 1) est une partition de n = 7 . Sa partition

conjuguée est �

0

= (3 ; 2 ; 1 ; 1) et son diagramme est constitué des cases

f (0 ; 0) ; (1 ; 0) ; (2 ; 0) ; (0 ; 1 ) ; ( 1 ; 1) ; (0 ; 2) ; ( 0 ; 3 ) g .
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m =       m  =
 ,

Remarque 1.3 Il arriv era parfois que nous ordonnions les parts d'une par-

tition, non en ordre croissan t mais en ordre décroissan t. Ceci n'est d'aucune

conséquence, l'essen tiel étan t d'ordonner les parts. Nous utiliserons aussi

une notation compacte en notan t par exemple (1

3

; 2

2

) p our la partition

(2 ; 2 ; 1 ; 1 ; 1) .

Nous nous p ermettrons égalemen t de parler de hauteur de la partition à la

place de longueur, sp écialemen t quand nous tra v aillerons sur les diagrammes

de F errers, ` étan t la hauteur du diagramme. Il est b on de noter que vu les

con v en tions, la plus haute ligne du diagramme p orte l'indice ` � 1 .

Dé�nition 1.4 A�n d'or donner les c ases des diagr ammes, nous utiliser ons

l'ordre lexicographique ave c priorité à la se c onde c o or donné e, à savoir

( p

1

; q

1

) < ( p

2

; q

2

) ( ) q

1

< q

2

ou [ q

1

= q

2

et p

1

< p

2

] : (1.1)

Soit main tenan t Q [ X ; Y ] = Q [ x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

n

] l'anneau des p oly-

nômes en 2 n v ariables à co e�cien ts rationnels. A c haque diagramme L , on

asso cie un p olynôme �

L

2 Q [ X ; Y ] de la façon suiv an te.

Dé�nition 1.5 Soit L = f ( p

1

; q

1

) ; ( p

2

; q

2

) ; : : : ; ( p

n

; q

n

) g un diagr amme du

r ése au c arr é. On lui asso cie le déterminan t du diagramme , donné p ar la

formule

�

L

( X ; Y ) = det

�

x

p

j

i

y

q

j

i

�

1 � i;j � n

: (1.2)

Le déterminan t �

L

( X ; Y ) est non n ul seulemen t si L est constitué de n

cases distinctes. Dans ce cas, c'est un p olynôme bihomogène de degré j p j =

p

1

+ � � � + p

n

en X et j q j = q

1

+ � � � + q

n

en Y . A�n d'asso cier par cette dé�nition

un unique déterminan t au diagramme L , nous imp osons d'ordonner ses cases

selon l'ordre lexicographique dé�ni en (1.1). P our des raisons pratiques, nous

étendrons parfois la notion de diagramme à une partie de Z � Z , étan t en tendu

que dans ce cas �

L

= 0 dès que L a une de ses cases en dehors de N � N .

Dans le cas d'une partition � , le déterminan t dé�ni via (1.2) est noté �

�

.

C'est en quelque sorte une généralisation du déterminan t de V andermonde
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�( X ) qui corresp ond au cas d'une partition a y an t toutes ses parts égales à

1 , i.e. � = (1

n

) . A�n d'illustrer la dé�nition de �

�

, nous donnons ci-dessous

la forme de ce déterminan t p our la partition (4 ; 2 ; 1) de la �gure précéden te :

�

(4 ; 2 ; 1)

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 x

1

x

2

1

y

1

x

1

y

1

y

2

1

y

3

1

1 x

2

x

2

2

y

2

x

2

y

2

y

2

2

y

3

2

1 x

3

x

2

3

y

3

x

3

y

3

y

2

3

y

3

3

1 x

4

x

2

4

y

4

x

4

y

4

y

2

4

y

3

4

1 x

5

x

2

5

y

5

x

5

y

5

y

2

5

y

3

5

1 x

6

x

2

6

y

6

x

6

y

6

y

2

6

y

3

6

1 x

7

x

2

7

y

7

x

7

y

7

y

2

7

y

3

7

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

:

Nous noterons resp ectiv emen t @ x

i

et @ y

i

les op érateurs de dériv ation @ =@ x

i

et @ =@ y

i

, et @ X

m

p our @ x

m

1

1

� � � @ x

m

n

n

si m est le v ecteur m = ( m

1

; : : : ; m

n

) .

Nous utiliserons des paren thésages p our éviter toute confusion dans des ex-

pressions du t yp e @ ( x

�

j

i

y

�

j

i

)�

L

( X ; Y ) . Si P 2 Q [ X ; Y ] , nous utiliserons la

notation P ( @ ) = P ( @ X ; @ Y ) p our l'op érateur de dériv ation obten u en rem-

plaçan t les v ariables x

i

et y

i

resp ectiv emen t par @ x

i

et @ y

i

.

Dé�nition 1.6 Pour tout p olynôme P 2 Q [ X ; Y ] , nous notons L

@

[ P ] l'es-

p ac e ve ctoriel engendr é p ar toutes les dérivé es p artiel les de P, i.e.

L

@

[ P ] = Q [ @ X ; @ Y ] P ; (1.3)

où p our un p olynôme Q 2 Q [ X ; Y ] , Q ( @ X ; @ Y ) est l'op ér ateur de dérivation

obtenu en r emplaçant dans Q les variables x

i

et y

i

r esp e ctivement p ar @ x

i

et @ y

i

. Plus génér alement, p our un ensemble de p olynômes P , nous noter ons

L

@

[ P ] l'esp ac e engendr é p ar les dérivé es p artiel les des éléments de P .

Nous asso cions alors à tout diagr amme L un esp ac e M

L

en p osant

M

L

= L

@

[�

L

] : (1.4)

Dans le cas d'une partition � , l'espace obten u par la construction (1.4) est

noté M

�

. Cela étan t p osé, nous p ouv ons main tenan t énoncer la conjecture

n ! .

Théorème 1.7 (conjecture n ! ) Pour toute p artition � de l'entier n ,

dim M

�

= n ! : (1.5)

Cette conjecture a été énoncée p our la première fois par A. Garsia et M.

Haiman, et, après de longues années de rec herc hes nom breuses et v ariées,
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vien t d'être démon trée par ce dernier (cf. paragraphe 1.2.5). Elle est cen trale

dans le cadre de leur étude des p olynômes de Macdonald (cf. [26, 27, 29]).

Mais a v an t de p ouv oir faire le lien en tre la conjecture n ! et les p olynômes

de Macdonald, il est nécessaire de préciser le cadre de l'anneau des fonctions

symétriques.

1.1.2 L'anneau des fonctions symétriques

Nous nous plaçons dans l'anneau Q [ X ] = Q [ x

1

; : : : ; x

n

] des p olynômes

en n v ariables et à co e�cien ts rationnels.

Dé�nition 1.8 L e gr oup e symétrique S

n

agit sur Q [ x

1

; : : : ; x

n

] p ar p ermu-

tation des variables, à savoir que p our un p olynôme P ( X ) 2 Q [ X ] et une

p ermutation � 2 S

n

,

� :P ( x

1

; : : : ; x

n

) = P ( x

� (1)

; : : : ; x

� ( n )

) (1.6)

et un p olynôme est dit symétrique s'il est invariant sous c ette action. L es

p olynômes symétriques forment un sous-anne au

�

n

= Q [ x

1

; : : : ; x

n

]

S

n

: (1.7)

De plus �

n

est un anneau gradué : nous a v ons

�

n

=

M

k � 0

�

k

n

(1.8)

où �

k

n

est l'ensem ble des p olynômes symétriques homogènes de degré k , plus

le p olynôme n ul.

P our tout � = ( �

1

; : : : ; �

n

) 2 N

n

, nous notons X

�

le monôme

X

�

= x

�

1

1

� � � x

�

n

n

: (1.9)

Dé�nition 1.9 Soit � une p artition de longueur � n . On c omplète ave c des

p arts nul les p our é crir e � = ( �

1

; : : : ; �

n

) . L e p olynôme symétrique monomial

m

�

est dé�ni p ar la formule suivante

m

�

( X ) =

X

X

�

(1.10)

où la somme est prise sur toutes les p ermutations distinctes � de � =

( �

1

; : : : ; �

n

) .
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Le p olynôme m

�

est clairemen t symétrique, et il est éviden t que les m

�

formen t une base de �

n

quand � décrit toutes les partitions de longueur

� n . Plus particulièremen t, les m

�

tels que l ( � ) � n et j � j = k formen t une

base de �

k

n

.

Dans la théorie des fonctions symétriques, le nom bre de v ariables n'a en

général pas d'imp ortance, à condition qu'il soit assez grand, et il est souv en t

plus pratique de le considérer comme in�ni. P our rendre cette notion précise,

prenons m � n et considérons l'homomorphisme

'

m;n

: Q [ x

1

; : : : ; x

m

] � ! Q [ x

1

; : : : ; x

n

]

qui en v oie x

n +1

; : : : ; x

m

sur zéro et laisse les autres v ariables inc hangées. P ar

restriction à �

m

, ceci donne un homomorphisme

�

m;n

: �

m

� ! �

n

(1.11)

don t l'action sur la base ( m

�

) est aisémen t décrite : il en v oie m

�

( x

1

; : : : ; x

m

)

sur m

�

( x

1

; : : : ; x

n

) si l ( � ) � n , et sur zéro sinon. Il en découle que �

m;n

est

surjectif. P ar restriction au degré k , on a des homomorphismes

�

k

m;n

: �

k

m

� ! �

k

n

; (1.12)

qui son t toujours surjectifs, et bijectifs p our m � n � k . Nous formons alors

la limite in v erse

�

k

= lim

n

 �

�

k

n

(1.13)

des anneaux �

k

n

relativ emen t aux homomorphismes �

k

m;n

: un élémen t de �

k

est par dé�nition une suite f = ( f

n

)

n � 0

où c haque f

n

= f

n

( x

1

; : : : ; x

n

) est

un p olynôme symétrique homogène de degré k en les v ariables x

1

; : : : ; x

n

et

f

m

( x

1

; : : : ; x

n

; 0 ; : : : ; 0) = f

n

( x

1

; : : : ; x

n

) dès que m � n . Comme �

k

m;n

est

un isomorphisme p our m � n � k , la pro jection

�

k

n

: �

k

� ! �

k

n

;

qui en v oie f sur f

n

, est un isomorphisme p our tout n � k . L'anneau �

k

a

donc une base constituée des fonctions symétriques monomiales m

�

(p our

toute partition � de k ) dé�nies par

�

k

n

( m

�

) = m

�

( x

1

; : : : ; x

n

) : (1.14)

P osons alors

� = �

k � 0

�

k

; (1.15)
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de telle sorte que � est engendré par les m

�

p our toutes les partitions � .

Dé�nition 1.10 L'anne au � dé�ni en (1.15) est app elé anneau des fonc-

tions symétriques en les variables dénombr ables x

1

; x

2

; : : : .

Remarque 1.11 Les élémen ts de � ne son t plus des p olynômes : ce son t des

séries formelles in�nies de monômes. C'est p ourquoi nous utilisons désormais

la terminologie �fonctions symétriques�.

In tro duisons à présen t les bases classiques de � . Commençons par la

dé�nition suiv an te don t les notations reprennen t celles de [45 ].

Dé�nition 1.12 Pour tout entier r � 1 , la r -ième somme de puissances

p

r

( X ) est dé�nie p ar la formule

p

r

( X ) =

X

x

r

i

: (1.16)

Pour tout entier r � 0 , la r -ième fonction symétrique élémen taire e

r

( X ) est

la somme de tous les pr o duits de r variables distinctes x

i

, de tel le sorte que

e

0

= 1 et p our r � 1 :

e

r

( X ) =

X

i

1

< ��� <i

r

x

i

1

� � � x

i

r

: (1.17)

En�n, p our tout entier r � 0 , la r -ième fonction symétrique homogène h

r

( X )

est la somme de tous les monômes de de gr é r en les variables x

i

, c'est-à-dir e :

h

r

( X ) =

X

i

1

���� � i

r

x

i

1

� � � x

i

r

: (1.18)

Nous dé�nissons alors p our toute p artition � = ( �

1

; : : : ; �

k

)

p

�

= p

�

1

� � � p

�

k

;

e

�

= e

�

1

� � � e

�

k

;

h

�

= h

�

1

� � � h

�

k

:
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L'imp ortance de ces trois familles de p olynômes vien t en grande partie

de la prop osition suiv an te. Une preuv e de ce résultat classique se trouv e par

exemple dans [45].

Prop osition 1.13 L es famil les p

�

, e

�

et h

�

forment chacune une b ase de

� lorsque � dé crit toutes les p artitions. Si on imp ose de plus que j � j = k , on

obtient alors des b ases de �

k

.

Il nous reste encore à in tro duire une dernière, mais fondamen tale, base

de l'anneau des fonctions symétriques : les fonctions de Sc h ur. Nous nous

con ten terons ici de donner la dé�nition de Jacobi [39 ] de ces fonctions, qui

présen te l'a v an tage d'être la plus simple à donner, mais l'incon v énien t d'être

fort p eu explicite. Cette question de l'explicitation est résolue par le Théo-

rème de Littlew o o d (cf. [47], Théorème 1.4.1), mais nous n'en trerons pas

dans ces considérations.

La m ultiplication par le déterminan t de V andermonde

�( X ) = det( x

n � j

i

) =

Y

1 � i<j � n

( x

i

� x

j

)

réalise un isomorphisme, décalan t le degré, en tre p olynômes symétriques et

an tisymétriques (i.e. les p olynômes P 2 Q [ X ] tels que p our l'action dé�-

nie en (1.6), � :P = � ( � ) :P , où � ( � ) est la signature de la p erm utation � ).

De même que les fonctions symétriques monomiales donnen t les bases les

plus naturelles des fonctions symétriques, on obtien t des bases de p olynômes

an tisymétriques en an tisymétrisan t les monômes. Notons donc, si � est un

n -uplet d'en tiers naturels

a

�

=

X

� 2S

n

� ( � ) X

� ( � )

(1.19)

où � ( � ) = �

� (1)

; : : : ; �

� ( n )

. Ce p olynôme est n ul si � a deux comp osan tes

égales et reste inc hangé, au signe près, si l'on p erm ute les comp osan tes de � .

On p eut donc se restreindre à des partitions strictemen t décroissan tes. De

telles partitions son t de la forme � = � + � , où � est encore une partition, et

� = ( n � 1 ; n � 2 ; : : : ; 1 ; 0) la plus p etite partition strictemen t décroissan te.

En retour, on obtien t des p olynômes symétriques en divisan t a

� + �

par le

V andermonde, qui n'est autre que a

�

.

Dé�nition 1.14 L e p olynôme de Sc h ur d'indic e la p artition � est donné e

p ar la formule suivante

s

�

( X ) =

a

� + �

a

�

=

det( x

�

j

+ n � j

i

)

det( x

n � j

i

)

: (1.20)
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Le résulat fondamen tal est donné par la prop osition suiv an te (cf. par exemple

[47], Prop osition 1.2.1).

Prop osition 1.15 L orsque � dé crit l'ensemble des p artitions de longueur

� n , les p olynômes de Schur s

�

forment une b ase de �

n

.

Observ ons main tenan t ce qui se passe en augmen tan t le nom bre de v a-

riables. Si m � n , il est clair que dès que n � l ( � ) , nous a v ons a v ec les

notations in tro duites en (1.11)

�

n +1 ;n

( s

�

( x

1

; : : : ; x

n +1

)) = s

�

( x

1

; : : : ; x

n

) :

Il en découle que p our c haque partition � les p olynômes s

�

( x

1

; : : : ; x

n

) a v ec

n � ! 1 dé�nissen t une unique fonction de Sc h ur s

�

2 � , homogène de

degré j � j . De la Prop osition 1.15, on déduit alors que les s

�

formen t une

base de l'anneau � , et p our c haque k � 0 , les s

�

telles que j � j = k formen t

une base de �

k

.

Remarque 1.16 Observ ons que les fonctions symétriques élémen taires et

homogènes son t des fonctions de Sc h ur particulières. En e�et

h

k

= s

( k )

et e

k

= s

(1

k

)

:

1.1.3 Les p olynômes de Macdonald

Les p olynômes de Macdonald

�

P

�

( x ; q ; t )

�

formen t une base de l'anneau

des fonctions symétriques en les v ariables x = ( x

1

; x

2

; : : : ) , à co e�cien ts

dans le corps Q ( q ; t ) des fractions rationnelles en deux paramètres q et t .

Ils furen t in tro duits en 1988 par Macdonald ([46]) p our uni�er les deux cé-

lèbres bases de l'algèbre des fonctions symétriques à sa v oir les p olynômes

de Hall-Littlew o o d et les p olynômes de Jac k (p our un exp osé complet v oir

[45]). Il devin t vite clair que la découv erte des p olynômes de Macdonald

était fondamen tale et aurait à coup sûr de nom breuses rami�cations, en ma-

thématiques bien sûr mais aussi en ph ysique. P armi les dév elopp emen ts les

plus frappan ts, citons des tra v aux a y an t relié les p olynômes de Macdonald,

en tre autres, à la théorie des représen tations des group es quan tiques ([22 ]) et

des algèbres de Hec k e ([40 ]), au mo dèle de Calogero-Sutherland en ph ysique

des particules ([42 ]) et à des conjectures com binatoires sur les harmoniques

diagonaux ([34 ]).

Le lien a v ec la conjecture n ! vien t du tra v ail sur la conjecture de p osi-

tivité de Macdonald. P our mettre en évidence le lien en tre conjecture n ! et

p olynômes de Macdonald, précisons les notations utilisées dans [46 ]. Dans
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cet article Macdonald établit l'existence et l'unicité d'une base de l'anneau

des fonctions symétriques, caractérisée par les conditions suiv an tes

i ) P

�

= s

�

+

X

�<�

�

��

( q ; t ) s

�

ii ) h P

�

; P

�

i

q ;t

= 0 p our � 6= � (1.21)

où l'ordre partiel, dit dominan t , dé�ni sur l'ensem ble des partitions est le

suiv an t

� � � ( ) j � j = j � j et 8 i; �

1

+ � � � + �

i

� �

1

+ � � � + �

i

: (1.22)

Le pro duit scalaire apparaissan t dans (1.21.ii) est dé�ni sur les fonctions

puissances par :

h p

�

; p

�

i

q ;t

= �

��

z

�

( q ; t ) (1.23)

où

�

��

=

�

1 si � = �

0 sinon

et z

�

( q ; t ) = z

�

l ( � )

Y

i =1

1 � q

�

i

1 � t

�

i

(1.24)

a v ec

z

�

=

Y

r � 1

( r

m

r

:m

r

!) (1.25)

si � = (1

m

1

2

m

2

: : : ) . On p eut in terpréter z

�

comme l'ordre du cen tralisateur

dans S

n

d'une p erm utation de t yp e � , i.e. d'une p erm utation a y an t m

k

k -

cycles.

P armi de très nom breuses conjectures liées à ces p olynômes de Macdo-

nald, la conjecture n ! est liée aux formes in tégrales J

�

( x ; q ; t ) et aux co e�-

cien ts de K ostk a-Macdonald K

��

( q ; t ) qui leur son t asso ciés. Si nous notons

�

Q

�

( x ; q ; t )

�

la base duale de

�

P

�

( x ; q ; t )

�

relativ emen t au pro duit scalaire

h ; i

q ;t

, il est clair d'après (1.21,ii) que

Q

�

( x ; q ; t ) = d

�

( q ; t ) P

�

( x ; q ; t ) ; (1.26)

p our une certaine fonction rationnelle d

�

( q ; t ) . Il est prouv é dans [46 ] que

d

�

( q ; t ) =

h

�

( q ; t )

h

0

�

( q ; t )
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a v ec

h

�

( q ; t ) =

Y

s 2 �

(1 � q

a

�

( s )

t

l

�

( s )+1

) ; h

0

�

( q ; t ) =

Y

s 2 �

(1 � q

a

�

( s )+1

t

l

�

( s )

)

où s décrit toutes les cases du diagramme de F errers de � et où a

�

( s ) et l

�

( s )

représen te resp ectiv emen t le bras et la jam b e de s , comme visualisé sur la

�gure ci-dessous.

 s

 l

 a

Le dév elopp emen t des p olynômes de Macdonald en termes de fonctions

de Sc h ur donne des co e�cien ts de transition K

��

( q ; t ) , app elés co e�cien ts

de Macdonald-K ostk a, don t nous allons main tenan t donner la dé�nition, en

suiv an t l'article original [46].

Reprenons les notations de Macdonald et p osons

J

�

( x ; q ; t ) = h

�

( q ; t ) P

�

( q ; t )

= h

0

�

( q ; t ) Q

�

( q ; t ) : (1.27)

Soien t S

�

( x ) la base duale de s

�

( x ) par rapp ort au pro duit scalaire dé�ni

par

h p

�

; p

�

i = �

��

z

�

l ( � )

Y

i =1

(1 � t

�

i

)

� 1

: (1.28)

Macdonald dé�nit alors les q ; t -co e�cien ts de K ostk a ou co e�cien ts de

K ostk a-Macdonald par :

J

�

( x ; q ; t ) =

X

�

K

��

( q ; t ) S

�

( x ; t ) : (1.29)

P ar dé�nition ce son t des fractions rationnelles en q et t , mais Macdonald

a énoncé la conjecture suiv an te (MPK p our �Macdonald P ositiv e K ostk a�),

don t la preuv e vien t d'être ac hev ée par M. Haiman (cf. paragraphe 1.2.5).

Théorème 1.17 (conjecture MPK) L es fonctions K

��

( q ; t ) sont des p o-

lynômes à c o e�cients entiers p ositifs :

K

��

( q ; t ) 2 N [ q ; t ] : (1.30)
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P our q = 0 , cette conjecture corresp ond au théorème de p ositivité des

t -co e�cien ts de K ostk a, que nous allons rapp eler, qui a de nom breuses et

imp ortan tes applications en algèbre, en géométrie et en com binatoire.

P our replacer ces considérations dans leur cadre naturel, il nous faut

in tro duire la notion, fondamen tale dans bien des études com binatoires, de

tableau.

Dé�nition 1.18 Un diagr amme L étant donné, un tableau de forme L est la

donné e d'une applic ation T de L dans N . Ce ci r evient à plac er une étiquette

m 2 N dans chaque c ase du diagr amme. Si T ( r ; c ) = m , nous dir ons que

( r ; c ) est la plac e de l'étiquette m dans le table au T . L e p oids du table au T

est dé�ni c omme son ensemble image, or donné en dé cr oissant (c'est donc

une p artition d'un entier p ositif ).

L e table au T est dit inje ctif si l'applic ation de L dans N est inje ctive et à

valeurs dans f 1 ; : : : ; n g . L'ensemble des table aux inje ctifs de forme L est noté

I T

L

. Un table au inje ctif T est dit cr oissant sur les lignes si T ( r ; c ) < T ( r

0

; c )

dès que r < r

0

. Nous dé�nissons de la même manièr e les table aux cr oissants

sur les c olonnes et un table au est dit standard s'il est simultanémant cr oissant

sur les lignes et les c olonnes. Un table au est dit semi-standard ou tableau de

Y oung s'il est cr oissant au sens lar ge sur les lignes et au sens strict sur les

c olonnes. Nous noter ons r esp e ctivement C I

L

, RI

L

, S T

L

et Y T

L

l'ensemble

des table aux cr oissants sur les c olonnes, cr oissants sur les lignes, standar d et

de Y oung de forme L .

V oici un exemple de tableau standard de forme � = (4 ; 2 ; 1) :

T =

5

4 7

1 2 3 6

:

Rapp elons que les nom bres de K ostk a son t dé�nis par

s

�

=

X

�

K

��

m

�

: (1.31)

Nous a v ons K

��

= 0 sauf si � � � p our l'ordre (1.22) et K

��

= 1 . Ces

nom bres se généralisen t a v ec les p olynômes de K ostk a-F oulk es K

��

( t ) dé�nis

de la façon suiv an te :

s

�

( x ) =

X

�

K

��

( t ) P

�

( x ; t ) ; (1.32)
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où P

�

( x ; t ) son t les fonctions de Hall-Littlew o o d (dé�nies de façon analogue

à (1.21), mais en utilisan t le pro duit scalaire (1.28) au lieu de (1.23)).

L'équation (1.32) est équiv alen te à

Q

�

( x ; t ) =

X

�

K

��

( t ) S

�

( x ; t ) (1.33)

où Q

�

( x ; t ) est la base duale de P

�

( x ; t ) par rapp ort au pro duit scalaire

dé�ni en (1.28). Comme P

�

( x ; 1) = m

�

, il découle de (1.31) et (1.32) que

K

��

(1) = K

��

. Rapp elons ici que K

��

est le nom bre de tableaux de Y oung

de forme � et de p oids � . F oulk es a conjecturé et Lascoux et Sc h utzen b erger

([43]) on t prouv é que K

��

( t ) est un p olynôme en t à co e�cien ts en tiers

p ositifs et plus précisémen t que

K

��

( t ) =

X

T

t

c ( T )

(1.34)

où la somme est prise sur tous les tableaux de Y oung T de forme � et de

p oids � et c ( T ) la c harge du tableau T (la c harge est une application en tière

dé�nie sur l'ensem ble des tableaux de Y oung).

Il nous faut main tenan t faire le lien en tre la conjecture MPK et la conjec-

ture n ! . Celui-ci vien t de l'étude de la structure de S

n

-mo dule bigradué de

M

�

.

1.1.4 Structure de S

n

-mo dule bigradué

Ce paragraphe utilise la théorie des représen tations linéaires des group es

�nis et en particulier les représen tations du group e symétrique. L'Annexe A

rapp elle brièv emen t toutes les dé�nitions et les résultats nécessaires à notre

étude.

Comme nous l'a v ons déjà dit, la conjecture n ! apparut comme partie

d'une conjecture plus forte impliquan t la conjecture MPK. Cette conjec-

ture, énoncée par A. Garsia et M. Haiman relie les co e�cien ts de K ostk a-

Macdonald au caractère de M

�

, en tan t que S

n

-mo dule bigradué. Précisons

l'action de S

n

considérée, dite diagonale.

Dé�nition 1.19 L'action diagonale du gr oup e symétrique S

n

sur la Q -alg è-

br e Q [ X ; Y ] c orr esp ond à la p ermutation des variables. El le est donné e p ar

la formule :

w x

i

= x

w ( i )

; w y

i

= y

w ( i )

; 8 w 2 S

n

: (1.35)
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Soit L un diagramme du réseau carré. L'anneau

Q [ X ; Y ] =

M

r ;s

Q [ X ; Y ]

r ;s

est bigradué selon le degré en X et en Y , et l'action diagonale de S

n

est

compatible a v ec le bidegré. Il est clair que p our tout diagramme L , �

L

est

an tisymétrique p our l'action diagonale de S

n

. Il est de plus bihomogène.

Ceci implique que l'espace M

L

est S

n

-in v arian t et admet une décomp osition

bigraduée

M

L

=

M

r ;s

( M

L

)

r ;s

(1.36)

en sous-espaces S

n

-in v arian ts ( M

L

)

r ;s

= M

L

\ Q [ X ; Y ]

r ;s

.

La série de Hilb ert bigraduée de M

L

est donnée par

H

L

( q ; t ) =

j p j

X

r =0

j q j

X

s =0

t

r

q

s

dim ( M

L

)

r ;s

; (1.37)

et la caractéristique de F rob enius bigraduée de M

L

est la fonction symétrique

donnée par la form ule

F

L

( x ; q ; t ) = F

q ;t

( M

L

) =

j p j

X

r =0

j q j

X

s =0

t

r

q

s

c h

�

�

( M

L

)

r ;s

�

; (1.38)

où �

M

est le caractère du mo dule M et c h la corresp ondance de F rob enius

qui au caractère irréductible �

�

fait corresp ondre la fonction de Sc h ur s

�

.

Nous rapp elons en annexe quelques élémen ts de la théorie des représen tations

linéaires de S

n

et nous ren v o y ons à [24 ], [38 ] et [51 ] p our des exp osés détaillés.

Si nous notons

C

�

( x ; q ; t ) = F

�

( x ; q ; t ) (1.39)

a�n de retrouv er les notations initiales de [26 ] et

~

H

�

( x ; q ; t ) = H

�

( x ; q ; 1 =t ) t

n ( � )

(1.40)

a v ec

H

�

( x ; q ; t ) =

X

�

s

�

K

��

( q ; t ) ; (1.41)



1.2. PRÉSENT A TION DES DIFFÉRENTES APPR OCHES 23

et

n ( � ) =

k

X

i =1

( i � 1) �

i

; (1.42)

nous p ouv ons alors énoncer la conjecture fondamen tale de A. Garsia et M.

Haiman, établie par M. Haiman, qui in terprète les co e�cien ts de K ostk a-

Macdonald en termes de m ultiplicités bigraduées des caractères irréductibles

de M

�

.

Théorème 1.20 (conjecture C =

~

H ) A ve c les notations pr é c é dentes,

C

�

( x ; q ; t ) =

~

H

�

( x ; q ; t ) : (1.43)

La conjecture C =

~

H implique clairemen t la conjecture MPK. Elle im-

plique aussi la conjecture n ! qui n'est que la partie dimensionnelle de la

conjecture C =

~

H . En e�et, Macdonald a prouv é dans [45 ] que

K

��

(1 ; 1) = K

�

(1.44)

où K

�

représen te comme d'habitude le nom bre de tableaux standard de

forme � . Nous sa v ons aussi (cf. [47], Corollaire 1.6.8 ou l'Annexe A) que la

dimension de la représen tation irréductible de S

n

de caractère �

�

est K

�

. On

déduit alors de cela que si (1.43) est v éri�ée alors la dimension de M

�

est

P

�

K

2

�

= n ! . Cette dernière égalité est une conséquence de la corresp ondance

de Robinson-Sc hensted en tre paires de tableaux standard de même forme � ,

partition de n , et p erm utations � 2 S

n

(cf. [50], [53]).

Nous v o y ons facilemen t que lorsque � = (1

n

) ou � = ( n ) , le déterminan t

�

�

se réduit au déterminan t de V andermonde en X et Y resp ectiv emen t.

Dans ce cas, c'est un résultat classique (cf. [57 ]) que dim M

�

= n ! . Il est tout

à fait surprenan t que la conjecture n ! , bien qu'apparemmen t élémentaire ait

aussi longtemps résisté à toutes les ten tativ es visan t à l'établir. De plus le

fait, prouv é par M. Haiman via des tec hniques de géométrie algébrique, que

la conjecture n ! implique la conjecture C =

~

H a conféré à la première une

place cen trale dans cette étude.

1.2 Présen tation des di�éren tes appro c hes

Nous présen tons ci-dessous certaines des appro c hes utilisées dans l'étude

de la conjecture n ! . Il con vien t aussi de signaler la preuv e de A. Garsia et

M. Haiman [27 ] dans le cas des partitions à deux lignes utilisan t la notion
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d'algèbre de Gorenstein, la preuv e de E. Allen [1] p our les équerres � =

( A; 1

L

) qui utilisen t les algèbres de Rota, et les tra v aux de C. Dunkl et P .

Hanlon [21 ] en termes d'op érateurs de Dunkl.

1.2.1 Princip e d'expulsion

Le princip e d'expulsion rep ose sur la théorie des harmoniques des orbites,

dév elopp ée par A. Garsia et M. Haiman [29]. Une partition � étan t �xée, on

lui asso cie une orbite [ �

�

] qui est un ensem ble de n ! p oin ts dans Q

2 n

. On

in tro duit alors J

[ �

�

]

l'idéal de Q [ X ; Y ] constitué des p olynômes qui son t n uls

en tout p oin t de [ �

�

] . On dé�nit aussi gr J

[ �

�

]

, idéal gradué engendré par

les termes de plus haut degré de J

[ �

�

]

et H

[ �

�

]

, espace des harmoniques de

[ �

�

] , dé�ni par H

[ �

�

]

= ( gr J

[ �

�

]

)

?

p our un certain pro duit scalaire. Il est

simple de prouv er que la dimension de H

[ �

�

]

est n ! . La première utilisation

de cet espace vien t de l'inclusion M

�

� H

[ �

�

]

, qui implique dim M

�

� n ! .

La conjecture n ! revien t alors à prouv er que M

�

= H

[ �

�

]

.

C'est l'ob jectif du princip e d'expulsion. La première observ ation est que

M

�

est un cône, i.e. l'ensem ble des dériv ées partielles d'un p olynôme, à

sa v oir �

�

, que l'on app elle son sommet. La question se transforme alors

en la suiv an te : commen t prouv er que H

[ �

�

]

est un cône ? Une rép onse est

donnée par le Theorem 4.2 de [29], don t la principale condition est que la

série de Hilb ert de H

[ �

�

]

soit symétrique. Le but est alors de construire

une base de H

[ �

�

]

qui resp ecte cette condition de symétrie. Les tec hniques

emplo y ées justi�en t le terme d'�expulsion� (cf. Chapitre 2) car il s'agit de

placer correctemen t des étiquettes dans un tableau de forme � .

Cette appro c he s'est a v érée très e�cace dans le cas des équerres � =

( a; 1

b

) et la section 2.4 présen te la preuv e de A. Garsia et M. Haiman dans

ce cas. Utilisan t cette métho de, E. Reiner [48 ] a appliqué cette démarc he

dans le cas des équerres généralisées � = ( a; 2 ; 1

b

) , mais la complexité de sa

preuv e a jusqu'à présen t été un frein à de nouv elles in v estigations dans cette

v oie.

1.2.2 Bases monomiales et idéaux ann ulateurs

Le but de cette appro c he est l'obten tion de bases explicites de M

�

. Nous

nous in téressons particulièremen t aux bases de M

�

constituées de dériv ées

monomiales de �

�

car leur lien a v ec les idéaux ann ulateurs de �

�

, via les

bases de Gröbner, inciten t à une étude sim ultanée de la structure de M

�

et

des p olynômes P 2 Q [ X ; Y ] tels que P ( @ )�

�

= 0 . Dans cette optique, il est

fondamen tal de bien comprendre l'action des op érateurs di�éren tiels, et en
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particulier des op érateurs symétriques, sur les déterminan ts de diagrammes

�

L

. On app elle ces op érateurs �op érateurs de sauts� car leur action se traduit

au niv eau des diagrammes par des mouv emen ts de cases. Cette étude (cf.

[8],[9 ]) p ermet de trouv er de grandes classes de p olynômes symétriques qui

ann ulen t �

�

. Cette appro c he se v eut une p oursuite dans la v oie com binatoire

de N. Bergeron et A. Garsia [14], des tra v aux, plus géométriques de C. de

Concini et C. Pro cesi [19 ] ou de T. T anisaki [59 ]. Ceci p ermet dans certains

cas d'obtenir des bases explicites monomiales de M

�

. Cette démarc he s'est en

particulier rév élée fructueuse p our donner une nouv elle description du sous-

espace de M

�

constitué des p olynômes de degré en Y n ul, et p our obtenir

une base monomiale de M

�

dans le cas des équerres [4 ].

1.2.3 Appro c he récursiv e

La ten tation d'appro c her la conjecture n ! de façon récursiv e a été dès le

début très forte et a stim ulé d'imp ortan tes in v estigations quan t à la struc-

ture de M

�

. Les articles [10] et [12 ] son t rév élateurs de cette démarc he. Une

appro c he com binatoire particulièremen t in téressan te utilise la notion de par-

tition trouée. On app elle ainsi une partition � de n + 1 don t on a retiré une

case ( i; j ) , ce que l'on note �=ij . La case ( i; j ) est app elée le trou de �=ij et

le princip e est de faire se déplacer le trou dans le diagramme de F errers. Les

op érateurs de sauts se mon tren t ici bien utiles. La conjecture cen trale dans

cette étude est une récurrence à quatre termes don t la partie non bigraduée

assure que M

�=ij

est un m ultiple de la représen tation régulière à gauc he,

la m ultiplicité étan t le cardinal de l'om bre de la case ( i; j ) dans � , i.e. le

nom bre de cases situées au sens large au nord-est de ( i; j ) dans � . L'in térêt

de cette étude est sa grande ric hesse com binatoire, même dans le cas où l'on

ne considère qu'un seul alphab et (cf. [5],[8 ]).

1.2.4 Généralisations

À partir des partitions trouées, il est naturel d'étudier plus généralemen t

les espaces M

L

, p our des diagrammes L quelconques. La question qui se

p ose alors est : M

L

est-il toujours un m ultiple de la représen tation régulière

à gauc he et en particulier sa dimension est-elle toujours un m ultiple n ! ? La

rép onse est négativ e ; par exemple, p our L = f (1 ; 0) ; (0 ; 1) ; (2 ; 1 ) g , la dimen-

sion de M

L

est 46 , non divisible par 3! = 6 . Cep endan t ([11 ]), la rép onse est

p ositiv e p our les diagrammes de dimension 1 . Mais alors commen t faire dans

le cas des partitions quelconques p our généraliser M

�=ij

à des diagrammes

a v ec k trous ? Une rép onse est app ortée dans [7], où nous in tro duisons l'es-
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pace M

k

ij

dé�ni comme la somme de tous les espaces M

L

où L s'obtien t

à partir de � , partition de n + k en faisan t k trous dans l'om bre de ( i; j ) .

On obtien t ainsi une généralisation de la conjecture n ! , déjà partiellemen t

résolue dans le cas du sous-espace en un alphab et. Les op érateurs de sauts

se mon tren t ici aussi fort utiles. Il est certain qu'il reste dans ce domaine

b eaucoup à découvrir.

1.2.5 Géométrie algébrique

La conjecture n ! est un problème de com binatoire algébrique. Il a sus-

cité et suscite encore de nom breuses et in téressan tes appro c hes asso cian t

algèbre et com binatoire, mais force est de constater que la première preuv e

de la conjecture n ! , obten ue par M. Haiman [36], utilise de façon cruciale des

outils de géométrie algébrique. Aupara v an t, et en utilisan t les mêmes tec h-

niques, M. Haiman a v ait déjà prouv é [35 ] que la conjecture n ! impliquait la

conjecture C =

~

H , ce qui ac hèv e la preuv e de la p ositivité des p olynômes de

K ostk a-Macdonald. Exp osons en quelques mots les grandes lignes de cette

appro c he.

Soit R = C [ x; y ] l'anneau des p olynômes en deux v ariables à co e�cien ts

complexes. P ar dé�nition, les sous-sc hémas fermés de C

2

son t en corresp on-

dance biuniv o que a v ec les idéaux I � R . Le sous-sc héma S = V ( I ) est �ni si

et seulemen t si R =I a une dimension de Krull n ulle, i.e. une dimension �nie

comme espace v ectoriel sur C . Dans ce cas, sa longueur est dé�nie comme

dim

C

R =I .

Le sc héma de Hilb ert H

n

= Hilb

n

( C

2

) paramètre les sous-sc hémas fermés

S � C

2

de longueur n , ou de façon équiv alen te les idéaux I de R tels que

dim

C

R =I = n . Un résultat fondamen tal est le théorème suiv an t, dû à F ogart y

([23 ]), et qui est particulier à C

2

et faux en dimension sup érieure : le sc héma

de Hilb ert H

n

est une v ariété sur C régulière, irréductible, de dimension 2 n .

L'exemple générique d'un sous-sc héma fermé S � C

2

de longueur n cor-

resp ond aux sous-sc hémas réduits comp osés de n p oin ts distincts. Un cas

particulièremen t in téressan t p our notre étude est le cas des idéaux mono-

miaux. Si I � R est un idéal monomial alors les monômes standards x

p

y

q

62 I

formen t une base de R =I . Si dim

C

R =I = n , les biexp osan ts ( p; q ) des mo-

nômes standard formen t le diagramme � d'une partition de n , et récipro que-

men t (on note I

�

l'idéal ainsi asso cié à la partition � ).

Soit C [ X ; Y ] = C [ x

1

; y

1

; : : : ; x

n

; y

n

] l'anneau des p olynômes en 2 n v a-

riables, de telle sorte que Sp ec C [ X ; Y ] = ( C

2

)

n

. Le group e symétrique S

n

agit sur ( C

2

)

n

en p erm utan t les co ordonnées cartésiennes, ce qui corresp ond à

l'action diagonale de S

n

sur C [ X ; Y ] . On p eut iden ti�er Sp ec C [ X ; Y ]

S

n

a v ec
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la v ariété S

n

C

2

= ( C

2

)

n

=S

n

des m ultiensem bles (non ordonnés) de p oin ts de

C

2

.

L'ob jet au cen tre de cette étude p eut alors être dé�ni comme le pro duit

�bré réduit

X

n

� !

�

C

2

�

n

# #

H

n

�

� ! S

n

C

2

où � est le morphisme de Cho w qui à un idéal fait corresp ondre le m ul-

tiensem ble de ses p oin ts a v ec leurs m ultiplicités. La v ariété X

n

est app elée

sc héma de Hilb ert iso-sp ectral. Une partie des grands résultats de M. Hai-

man, mettan t en lumière les liens en tre la conjecture n ! et la géométrie de

X

n

, et l'in térêt de cette corresp ondance, p euv en t alors être résumés ainsi (cf.

[35, 36]) :

Théorème 1.21 L es assertions suivantes sont é quivalentes :

� L a c onje ctur e n ! est véri�é e p our la p artition � ;

� L e schéma de Hilb ert iso-sp e ctr al X

n

est de Cohen-Mac aulay dans un

voisinage du p oint Q

�

= ( I

�

; 0 ; : : : ; 0) .

Théorème 1.22 Si X

n

est de Cohen-Mac aulay en Q

�

alors la c onje ctur e

C =

~

H est vr aie p our � .

Théorème 1.23 L e schéma de Hilb ert iso-sp e ctr al X

n

est de Cohen-Mac aulay.

En particulier, ces résultats impliquen t les conjectures n ! , MPK et C =

~

H , et même s'ils ne p ermetten t pas de p énétrer la structure com binatoire de

M

�

, établissen t dé�nitiv emen t de nom breuses assertions, jusque-là conjectu-

rales.

1.3 Organisation de la thèse

La thèse est organisée en six c hapitres. Le premier, consacré à l'in tro duc-

tion du problème s'ac hèv e a v ec cette section. Dans le second c hapitre, nous

exp osons la théorie des harmoniques des orbites et ses applications à notre

étude. Après une présen tation assez brèv e de cette théorie, nous en v o y ons

trois grandes applications : obten tion d'une b orne sup érieure, première étude

du sous-espace M

�

( X ) de M

�

constitué des p olynômes de degré en Y n ul, et
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première preuv e dans le cas des équerres � = ( a; 1

b

) . Le c hapitre suiv an t s'in-

téresse aux bases monomiales et aux idéaux ann ulateurs. Nous commençons

par exp oser le princip e, don t un ressort est la notion de base de Gröbner,

puis nous in tro duisons les outils fondamen taux de cette appro c he que son t

les op érateurs de sauts (cf. paragraphe 1.2.2 ci-dessus), a v an t d'appliquer

cela p our obtenir une nouv elle description de deux cas déjà cités : étude de

M

�

( X ) p our une partition quelconque et de M

�

p our une équerre. Le Cha-

pitre 4 présen te l'appro c he récursiv e et l'étude des espaces asso ciés aux par-

titions trouées. Nous présen tons en particulier la résolution de la récurrence

à quatre termes en un alphab et et une base explicite de l'idéal ann ulateur

en un alphab et. Le cinquième c hapitre est consacré aux généralisations, i.e.

aux cas des diagrammes à plusieurs trous. Après une présen tation du pro-

blème et un rapp el des résultats de [11 ] dans le cas de la colonne trouée, nous

étudions l'espace M

k

ij

, déjà cité au paragraphe 1.2.4, a v an t de men tionner le

problème �dual�, lié à l'an ti-om bre d'une case. Le sixième et dernier c hapitre

présen te certaines problématiques liées à ces questions et ten te d'exp oser les

problèmes ouv erts et les prolongemen ts p ossibles.
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Chapitre 2

Les harmoniques des orbites ;

généralités et applications

L

a théorie des harmoniques des orbites a été dév elopp ée par A. Garsia

et M. Haiman, et tous les résultats de ce c hapitre leur son t dus (cf.

[26], [29 ]). Elle sert de fondemen t à la conjecture n ! et p ermet en outre d'in-

téressan tes appro c hes algébriques. Sans en trer dans tous les détails, nous

donnerons ici les principaux ingrédien ts de cette étude, a v an t d'en présen-

ter di�éren tes applications. Le c hapitre est comp osé de quatre sections. La

première in tro duit le princip e en toute généralité. La seconde l'utilise p our

l'obten tion de la b orne sup érieure de la dimension de M

�

. La troisième sec-

tion est une première étude du sous-espace M

�

( X ) constitué des p olynômes

de degré en Y n ul. En�n, la quatrième exp ose une première preuv e de la

conjecture n ! dans le cas des équerres � = (1

A

; L + 1) .

2.1 Généralités

Nous présen tons ici quelques élémen ts de la théorie des harmoniques des

orbites a y an t des applications dans l'étude de la conjecture n ! . Nous n'exp o-

serons ici qu'une p etite partie de ce domaine, nécessaire dans notre cadre,

mais un exp osé très détaillé est disp onible dans [29].

Soit R = Q [ X ] = Q [ x

1

; x

2

; : : : ; x

m

] l'anneau des p olynômes en les v a-

riables x

1

; x

2

; : : : ; x

m

à co e�cien ts rationnels. Dans cette section, X désigne

un ensem ble de v ariables di�éren t de celui utilisé dans le Chapitre 1 (cf.

Dé�nition 1.5), mais dès la section suiv an te 2.2, nous sp écialiserons X p our

retrouv er les notations classiques. Nous dé�nissons un degré sur R en p osan t
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p our tout monôme X

p

= x

p

1

1

� � � x

p

m

m

,

d

w

( X

p

) =

m

X

i =1

w

i

p

i

où w

1

; : : : ; w

m

son t des co e�cien ts de p ondération p ositifs. P our tout p oly-

nôme P =

P

p

c

p

X

p

et tout en tier k , on dé�nit

�

k

w

P =

X

d

w

( X

p

)= k

c

p

X

p

et on l'app elle le comp osan t w -homogène de degré k . Un sous-espace V de R

est dit homogène (dans un con texte où le degré est �xé, nous n'indiquerons

pas le pré�xe w ) si p our tout en tier k on a �

k

w

V � V .

On dé�nit de plus un pro duit scalaire sur R en p osan t p our tous p oly-

nômes P ; Q de R

h P ; Q i = L

0

P ( @ X ) Q ( X ) (2.1)

où P ( @ X ) représen te l'op érateur di�éren tiel asso cié à P (cf. section 1.1),

et L

0

est l'op érateur qui à un p olynôme fait corresp ondre sa v aleur quand

X = 0 (i.e. son terme constan t). Si A est une matrice m � m , on p eut faire

agir A sur les v ecteurs ligne de dimension m par m ultiplication à droite et

p oser p our tout p olynôme P de R

T

A

P ( X ) = P ( X :A ) : (2.2)

Remarquons que si le p oids w est in v arian t par p erm utation, cette action

préserv e le degré et le caractère homogène. On v éri�e de plus aisémen t que si

A est une matrice orthogonale, cette action préserv e aussi le pro duit scalaire

(2.1).

Comme deux monômes de degrés di�éren ts son t orthogonaux p our notre

pro duit scalaire, on a nécessairemen t que des comp osan ts homogènes de de-

grés di�éren ts son t aussi orthogonaux. En particulier, le supplémen taire or-

thogonal d'un sous-espace de R homogène est aussi homogène. Nous utili-

serons le sym b ole ? p our noter le supplémen taire orthogonal par rapp ort à

notre pro duit scalaire dé�ni en (2.1). Il est b on de noter que dans le cas de

sous-espaces homogènes cette op ération se comp orte exactemen t comme le

supplémen taire orthogonal dans un espace euclidien de dimension �nie. Plus

précisémen t, nous a v ons la
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Prop osition 2.1 Si V est un sous esp ac e w -homo gène de R , alors il en est

de même p our V

?

et

( V

?

)

?

= V : (2.3)

Si J � R est un idé al alors

J

?

= f P 2 Q [ X ] ; f ( @ X ) P ( X ) = 0 ; 8 f 2 J g ; (2.4)

donc en p articulier J

?

est stable p ar dérivation.

Pr euve. La première assertion et l'égalité (2.3) son t des conséquences im-

médiates des observ ations suiv an tes : premièremen t ? agit séparémen t sur

c hacune des comp osan tes homogènes de R et deuxièmemen t c haque comp o-

san te homogène est de dimension �nie. En ce qui concerne (2.4), nous notons

que si P 2 R est orthogonal à J alors, comme J est un idéal, nous a v ons

nécessairemen t que

L

0

@ X

p

f ( @ X ) P ( X ) = 0 ( 8 f 2 J ; 8 p 2 N

m

) :

Ceci implique que f ( @ X ) P ( X ) est n ul ainsi que toutes ses dériv ées. Donc,

d'après le théorème de T a ylor, ce p olynôme est n ul, d'où (2.4). La dernière as-

sertion en est une conséquence immédiate.

Remarque 2.2 Notons que si J n'est pas un idéal homogène, l'ensem ble

décrit en (2.4) p eut être réduit à f 0 g (par exemple lorsque J est l'idéal

( X � a ) p our tout a non n ul). Donc (2.3) est faux si V n'est pas homogène.

Main tenan t soit J un idéal quelconque de R et soit R

J

= R =J . L'idéal

gradué asso cié à J est par dé�nition l'idéal engendré par les comp osan tes

homogènes dominan tes des p olynômes de J , c'est-à-dire :

gr J = ( h ( P ) ; P 2 J ) ;

où p our c haque P dans J , h ( P ) désigne la comp osan te homogène de P de

degré maximal. Ceci étan t p osé, l'anneau quotien t R = gr J est app elé v ersion

graduée de R

J

et noté gr R

J

.

Considérons main tenan t un group e G de matrices orthogonales. Dans

notre con texte, nous p ouv ons supp oser que les matrices de G on t des co e�-

cien ts rationnels. Soit un p oin t � = ( �

1

; : : : ; �

m

) de Q

m

. Sa G - orbite est par

dé�nition l'ensem ble

[ � ]

G

= f �A ; A 2 G g :
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Nous dé�nissons aussi

R

[ � ]

G

= R =J

[ � ]

G

où

J

[ � ]

G

= f P 2 R ; P ( x ) = 0 8 x 2 [ � ]

G

g :

Nous p ouv ons v oir R

[ � ]

G

comme l'anneau co ordonné de [ � ]

G

(vu comme une

v ariété algébrique). Comme l'idéal J

[ � ]

G

est clairemen t G -in v arian t sous l'ac-

tion 2.2, G agit sur R

[ � ]

G

. En fait, il est simple de v oir que la représen tation

corresp ondan te est équiv alen te à l'action de G sur les classes à gauc he du

stabilisateur de � . En particulier, quand � est un p oin t régulier (i.e. quand

son stabilisateur est trivial), alors R

[ � ]

G

est simplemen t une v ersion de la

représen tation régulière à gauc he de G . Si, p our c haque A 2 G l'action dé-

�nie en (2.2) préserv e le degré, nous p ouv ons asso cier à [ � ]

G

deux autres

G -mo dules. Ce son t gr R

[ � ]

G

et son supplémen taire orthogonal

H

[ � ]

G

= (gr J

[ � ]

G

)

?

: (2.5)

Remarquons que si f ( X ) est un p olynôme quelconque G -in v arian t, alors

f ( X ) � f ( � ) appartien t à J

[ � ]

G

et donc si f ( X ) est homogène alors f ( X )

lui-même appartien t à gr J

[ � ]

G

. Ceci implique que tout élémen t P 2 H

[ � ]

G

doit satisfaire l'équation di�éren tielle

f ( @ X ) P = 0 :

Comme G est supp osé comp osé de matrices orthogonales, le p olynôme x

2

1

+

� � � + x

2

m

est G -in v arian t. Ainsi tous les élémen ts de H

[ � ]

G

doiv en t être des

p olynômes harmoniques, i.e. des p olynômes ann ulés par le Laplacien :

� =

m

X

i =1

@ x

2

i

:

P our cette raison, nous les app elons les harmoniques de l'orbite [ � ]

G

. Il est

clair que gr R

[ � ]

G

et H

[ � ]

G

son t équiv alen ts en tan t que mo dules gradués car

les élémen ts de H

[ � ]

G

p euv en t être pris comme représen tan ts des classes de

gr R

[ � ]

G

. Plus imp ortan t encore est le fait suiv an t, p our lequel une preuv e,

fort simple, se trouv e dans [29 ].

Prop osition 2.3 L es deux mo dules gr R

[ � ]

G

et H

[ � ]

G

sont des versions gr a-

dué es de R

[ � ]

G

.

Remarque 2.4 Une conséquence, très partielle de ce résultat est le fait que

H

[ � ]

G

et R

[ � ]

G

son t de même dimension (i.e. le cardinal de l'orbite comme

observ é ci-dessus) et qu'il en est de même p our les comp osan tes homogènes.
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Nous allons main tenan t v oir commen t le S

n

-mo dule M

�

dé�ni dans l'in-

tro duction (cf. Dé�nition 1.6) p eut être construit via ce mécanisme.

2.2 Application à M

�

et b orne sup érieure

Nous commençons par in tro duire quelques nouv eaux ingrédien ts. Soit

� = ( �

1

� �

2

� � � � � �

`

> 0) une partition de n ( n = �

1

+ � � � + �

`

) a y an t

` parts. Notons `

0

= �

1

le nom bre de parts de sa partition conjuguée �

0

et

soien t �

0

; : : : ; �

` � 1

, �

0

; : : : ; �

`

0

� 1

des nom bres rationnels distincts. Rapp elons

qu'un tableau injectif de forme � est une n umérotation bijectiv e des cases

de � par les nom bres f 1 ; : : : ; n g . L'ensem ble de ces tableaux est notés I T

�

.

P our c haque tableau T 2 I T

�

et p our l un élémen t de f 1 ; : : : ; n g , nous notons

s

T

( l ) = ( i

T

( l ) ; j

T

( l )) la case de T qui p orte le n uméro l . Nous asso cions alors

à T un p oin t � ( T ) = ( a ( T ) ; b ( T )) dans Q

2 n

en p osan t, p our tout l dans

f 1 ; : : : ; n g ,

a

l

( T ) = �

i

T

( l )

; b

l

( T ) = �

j

T

( l ) :

(2.6)

Il est p eut-être utile de rapp eler ici que conformémen t aux con v en tions exp o-

sées dans la Dé�nition 1.2, les colonnes et les lignes son t n umérotées à partir

de zéro, et de donner un exemple. Si � = (3 ; 2) et

T =

5 3

2 1 4

alors � ( T ) = ( �

0

; �

0

; �

1

; �

0

; �

1

; �

1

; �

0

; �

1

; �

2

; �

0

) .

Notons que l'ensem ble

f � ( T ) ; T 2 I T

�

g (2.7)

est comp osé de n ! p oin ts distincts. En e�et, comme les �

i

et les �

j

son t

supp osés distincts, nous p ouv ons reconstruire la p osition de l'en trée l dans

le tableau T en regardan t les co ordonnées a

l

et b

l

de � ( T ) . Notons aussi que

l'ensem ble en (2.7) est l'orbite d'un p oin t quelconque de cet ensem ble sous

l'action diagonale de S

n

, dé�nie en (1.35).

Nous p ouv ons ainsi construire des v ersions graduées de la représen tation

régulière à gauc he de S

n

par le mécanisme décrit dans la section précéden te.

Dans ce cadre, nous prenons p our G le group e des matrices de p erm utation

agissan t sur les v ecteurs ( x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

n

) par l'action diagonale de S

n

.
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Le nom bre de v ariables m est ici 2 n et R est l'anneau des p olynômes en 2 n

v ariables

R = Q [ X ; Y ] = Q [ x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

n

] :

En ce qui concerne le w -degré, nous remarquons que tout v ecteur w =

( w

1

; : : : ; w

2 n

) qui donne un p oids w

x

aux n premières v ariables et un p oids w

y

aux n dernières est in v arian t sous l'action diagonale de S

n

. Nous utiliserons

la notation [ �

�

] p our l'orbite dé�nie en (2.7). Nous noterons R

[ �

�

]

, gr R

[ �

�

]

et H

[ �

�

]

l'anneau co ordonné, sa v ersion graduée et l'espace des harmoniques

corresp ondan t. Nous nous disp ensons de préciser le group e G ' S

n

dans les

notations car celui-ci restera �xé dans toute notre étude. Les dé�nitions de

ces espaces p euv en t laisser p enser qu'ils dép enden t des c hoix des �

i

et des

�

j

. Il en est certainemen t ainsi p our l'anneau co ordonné R

[ �

�

]

. Cep endan t,

les deux résultats suiv an ts suggèren t a v ec force que l'espace des harmoniques

H

[ �

�

]

ainsi que l'idéal gr J

[ �

�

]

et l'anneau quotien t gr R

[ �

�

]

ne dép enden t que

du c hoix de � .

Le p oin t de départ est le remarquable résultat suiv an t.

Prop osition 2.5 Si ( i; j ) est une c ase à l'extérieur de la p artition � alors

p our tout s 2 f 1 ; : : : ; n g le monôme x

i

s

y

j

s

app artient à l'idé al gr J

[ �

�

]

. En

p articulier si un monôme X

p

Y

q

= x

p

1

1

: : : x

p

n

n

y

q

1

1

: : : y

q

n

n

est non nul dans le

quotient gr R

[ �

�

]

alors toutes les p air es ( p

s

; q

s

) doivent êtr e des biexp osants de

� , et tout p olynôme de H

[ �

�

]

doit êtr e une c ombinaison liné air e de monômes

satisfaisant la même c ondition.

Pr euve. Nous a�rmons que le p olynôme

f ( X ; Y ) =

i � 1

Y

i

0

=0

( x

s

� �

i

0

)

j � 1

Y

j

0

=0

( y

s

� �

j

0

)

doit nécessairemen t s'ann uler sur toute l'orbite [ �

�

] . En e�et, si f ne s'ann ule

pas en un p oin t

( a; b ) = ( a

1

; : : : ; a

n

; b

1

; : : : ; b

n

)

alors a

s

ne p eut prendre aucune des v aleurs �

0

; �

2

; : : : ; �

i � 1

. Donc si T est

un tableau injectif donnan t ( a; b ) via la construction dé�nie en (2.6), alors

l'en trée s ne p eut pas se trouv er dans l'une des i premières lignes de T . De

manière symétrique, l'en trée s ne p eut pas se trouv er dans les j premières

colonnes de T . Ceci place alors l'en trée s à l'extérieur de � , ce qui est absurde.

Nous concluons donc que f 2 J

[ �

�

]

. P ar conséquen t, sa comp osan te homogène

de degré maximal, à sa v oir x

i

s

y

j

s

appartien t à gr J

[ �

�

]

. C'est notre première

assertion.
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Nous en déduisons qu'un monôme X

p

Y

q

= x

p

1

1

: : : x

p

n

n

y

q

1

1

: : : y

q

n

n

est dans

gr J

[ �

�

]

dès qu'il con tien t comme facteur un x

i

s

y

j

s

. Si un monôme n'est pas

n ul dans gr R

[ �

�

]

, ceci force toutes les paires ( p

s

; q

s

) à être à l'in térieur du

diagramme de � . Mais ceci est équiv alen t à dire que toutes les paires ( p

s

; q

s

)

son t des biexp osan ts de � . Finalemen t, en utilisan t la Prop osition 2.1 (équa-

tion (2.4)), nous en déduisons que tout p olynôme P 2 H

[ �

�

]

doit satisfaire

les équations di�éren tielles

@ x

s

i

@ y

s

j

P ( X ; Y ) = 0 :

Ainsi tout monôme qui con tien t comme facteur un x

i

s

y

j

s

a un co e�cien t n ul

dans P . La preuv e est alors complète.

Théorème 2.6 Pour tout choix des �

i

et des �

j

et tout w -de gr é diagonale-

ment invariant, nous avons l'inclusion

M

�

� H

[ �

�

]

: (2.8)

En p articulier, nous en dé duisons que p our toute p artition � de n , l'iné galité

suivante est véri�é e :

dim M

�

� n ! : (2.9)

Pr euve. Comme H

[ �

�

]

est, en tan t que S

n

-mo dule et p our tout c hoix de nos

paramètres, une v ersion de la représen tation régulière à gauc he de S

n

, cet

espace doit con tenir la représen tation alternan te a v ec une m ultiplicité égale à

1 (cf. [54 ], Corollaire 1, p. 18 ou l'Annexe A). Ceci signi�e que H

[ �

�

]

con tien t

un p olynôme �( X ; Y ) , unique à une constan te m ultiplicativ e près, qui est

an tisymétrique p our l'action diagonale. Un tel p olynôme est nécessairemen t

une com binaison de monômes X

p

Y

q

= x

p

1

1

: : : x

p

n

n

y

q

1

1

: : : y

q

n

n

a v ec des paires

( p

1

; q

1

) ; : : : ; ( p

n

; q

n

) toutes distinctes. D'autre part, d'après la prop osition

précéden te, ces paires doiv en t toutes être des biexp osan ts de � . Comme �

a en tout n cases, nous n'a v ons que n biexp osan ts distincts. Ceci implique

que �( X ; Y ) est égal au pro duit d'une constan te non n ulle par le p olynôme

obten u en an tisymétrisan t par action diagonale un monôme de tableau, i.e.

un monôme tel que

m

T

( X ; Y ) =

n

Y

k =1

x

i

T

( k )

l

y

j

T

( k )

l

: (2.10)

En d'autres termes �( X ; Y ) doit être un m ultiple du p olynôme �

�

( X ; Y )

dé�ni en (1.5). Ceci implique que �

�

( X ; Y ) est lui-même dans H

[ �

�

]

. Comme,
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d'après la Prop osition 2.1, H

[ �

�

]

est stable par dériv ation, l'espace en tier M

�

doit être con ten u dans H

[ �

�

]

.

L'inéquation (2.9) est alors une conséquence immédiate de (2.8) et du fait

que H

[ �

�

]

est une v ersion de la représen tation régulière à gauc he de S

n

, donc

de dimension n ! .

Nous en déduisons alors le corollaire suiv an t.

Théorème 2.7 L a c onje ctur e n ! implique que p our tout choix d'un p oids w

supp osé S

n

-invariant et toute sp é cialisation des �

i

et des �

j

, nous avons les

é galités suivantes

M

�

= H

[ �

�

]

; (2.11)

et

gr J

[ �

�

]

= I

�

; (2.12)

où I

�

est l'idé al des p olynômes f ( X ; Y ) qui annule �

�

, i.e.

I

�

= ( f 2 R ; f ( @ X ; @ Y )�

�

( X ; Y ) = 0) : (2.13)

En p articulier, M

�

est une version bigr adué e de la r epr ésentation r é gulièr e

à gauche de S

n

.

Pr euve. Nous a v ons uniquemen t b esoin de v éri�er (2.12). P our cela, nous

remarquons que, comme l'idéal gr J

[ �

�

]

est homogène, nous p ouv ons appliquer

la Prop osition 2.1 et déduire de (2.11) que

gr J

[ �

�

]

= ( M

�

)

?

: (2.14)

Mais p our qu'un p olynôme f ( X ; Y ) soit orthogonal à M

�

, il faut et il su�t

que p our tous p et q on ait

L

0

f ( @ X ; @ Y ) @ X

p

@ Y

q

�

�

( X ; Y ) = 0 :

Ceci implique que le p olynôme f ( X ; Y ) est n ul en zéro ainsi que toutes ses dé-

riv ées. D'après le théorème de T a ylor, ceci prouv e que ce p olynôme est iden ti-

quemen t n ul. Récipro quemen t, tout élémen t de I

�

est évidemmen t orthogo-

nal à M

�

. Ceci prouv e (2.12). La dernière assertion est une conséquence im-

médiate de (2.11).
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2.3 Cas d'un alphab et

Un diagramme du réseau carré L étan t �xé, le cas d'un alphab et consiste

à étudier le sous-espace de M

L

( X ; Y ) constitué des p olynômes ne faisan t

apparaître qu'un alphab et, à sa v oir X . Autremen t dit :

Dé�nition 2.8 Nous notons M

L

( X ) = M

L

( X ; Y ) \ Q [ X ] le sous-esp ac e

des p olynômes de de gr é en Y nul.

Nous ab ordons dans cette section l'étude de M

�

( X ) ; elle sera complétée

dans la section 3.3.

2.3.1 Réduction aux p olynômes de Garnir

Étan t donné que nous aurons à tra v ailler dans Q [ X ] , Q [ X ; Y ] ou d'autres

espaces sem blables, il sera pratique d'utliser la notation Z p our un sous-

alphab et de ( X ; Y ) (par exemple X ). Nous utiliserons cette notation dans

tout le texte de la thèse. C'est ainsi que nous noterons Q [ Z ] l'anneau des

p olynômes à co e�cien ts rationnels en les v ariables Z . P our un p olynôme P 2

Q [ Z ] , nous désignerons par P ( @ ) = P ( @ Z ) l'op érateur di�éren tiel obten u en

substituan t @ x

i

et @ y

i

à la place des v ariables x

i

et y

i

, et par L

@

[ P ] l'espace

engendré par toutes les dériv ées partielles de P , ce qui généralise la Dé�nition

1.6.

Soit main tenan t A = ( a

1

; : : : ; a

m

) une partie ordonnée de f 1 ; : : : ; n g .

Nous noterons �( X

A

) le déterminan t de V andermonde en le sous-alphab et

X

A

= ( x

a

1

; : : : ; x

a

m

) , ou plus précisémen t vu que l'ordre compte :

�( X

A

) = det

�

x

j � 1

a

i

�

1 � i;j � n

: (2.15)

Soit � = ( �

1

� � � � � �

`

) une partition de n et �

0

= ( �

0

1

� � � � � �

0

`

0

) sa par-

tition conjuguée. Soit T un tableau injectif de forme � (cf. Dé�nition 1.18).

Notons C

1

; : : : ; C

`

0

les colonnes de T ordonnées de la gauc he v ers la droite.

A v ec ces notations, la colonne C

i

est de hauteur �

0

i

. Dans c haque colonne de

T , nous ordonnons les étiquettes dans C

i

suiv an t leur ordre d'apparition de

bas en haut.

Dé�nition 2.9 A ve c les notations pr é c é dentes, nous dé�nissons le p oly-

nôme de Garnir r elatif au table au T p ar :

�

T

( X ) = �( X

C

1

) � � � �( X

C

`

0

) : (2.16)
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P ar exemple si � = (3 ; 3 ; 1) et T v aut

1

2 3 4

5 6 7

(2.17)

alors

�

T

( X ) = det

0

@

1 x

5

x

2

5

1 x

2

x

2

2

1 x

1

x

2

1

1

A

� det

�

1 x

6

1 x

3

�

� det

�

1 x

7

1 x

4

�

: (2.18)

Ces p olynômes furen t in tro duits par Garnir ([24]) dans sa reconstruction

de la représen tation naturelle de Y oung. Notons, conformémen t à la Dé�ni-

tion 1.18, C I

�

l'ensem ble des tableaux injectifs et croissan ts sur les colonnes

de forme � .

La prop osition suiv an te p ermet en particulier d'obtenir le p olynôme de

Garnir d'un tableau comme dériv ée monomiale de �

�

, et nous sera utile par

la suite.

Prop osition 2.10 Si nous asso cions au table au T de forme le diagr amme

L un monôme Y

T

dans Q [ Y ] p ar la formule

Y

T

=

Y

( r ;c ) 2 L

y

c

T ( r ;c )

; (2.19)

alors nous avons

@ Y

T

�

L

( X ; Y ) = � 


L

�

T

( X ) (2.20)

où l'entier 


L

est dé�ni p ar 


L

=

Q

r ;c 2 L

c ! .

Pr euve. Esquissons la preuv e de ce résultat très naturel. V u que Y

t

est du

même degré en Y que �

L

, le p olynôme @ Y

T

�

L

( X ; Y ) est dans Q [ X ] . Comme

les termes de �

L

son t :

� ( � ) x

r

1

�

1

y

c

1

�

1

x

r

2

�

2

y

c

2

�

2

� � � x

r

n

�

n

y

c

n

�

n

; (2.21)

où � ( � ) est la signature de la p erm utation � , les termes de @ Y

T

�

L

( X ; Y )

son t de la forme

� ( � ) 


L

x

r

1

�

1

x

r

2

�

2

� � � x

r

n

�

n

;
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a v ec �

j

= i , c

j

= c

T

( j ) , d'où (2.20).

Le résultat cen tral de ce paragraphe est le suiv an t ([26 ], Theorem 1.5).

Prop osition 2.11 L'esp ac e M

�

( X ) est engendr é p ar les dérivé es p artiel les

des p olynômes de Garnir r elatifs aux table aux cr oissants sur les c olonnes de

forme � , c e que nous notons :

M

�

( X ) = L

@

[�

T

; T 2 C I

�

] : (2.22)

Pr euve. Nous asso cions à tout tableau injectif T un monôme en p osan t, de

même qu'en (2.10) :

m

T

( X ; Y ) =

n

Y

k =1

x

i

T

( k )

k

y

j

T

( k )

k

(2.23)

où ( i

T

( k ) ; j

T

( k )) est la case de T où apparaît l'étiquette k . Le p olynôme �

�

p eut alors être obten u par action diagonale de S

n

sur le monôme asso cié à un

tableau T

0

�xé, par exemple le tableau sup erstandard (rempli des étiquettes

f 1 ; : : : ; n g de la gauc he v ers la droite et de bas en haut). Nous a v ons donc

�

�

=

X

� 2S

n

� ( � ) � m

T

0

( X ; Y ) (2.24)

a v ec � ( � ) la signature de la p erm utation � . Notons G

T

le sous-group e de

S

n

constitué des p erm utations qui laissen t les colonnes de T globalemen t

in v arian tes. In tro duisons N ( T ) =

P

� 2 G

T

� ( � ) � selon une notation de A.

Y oung (cf. [61]). En groupan t les termes de (2.24) selon les classes à gauc he

de G

T

0

, nous a v ons

�

�

( X ; Y ) =

X

� 2S

n

= N ( T

0

)

� ( � )

n

Y

k =1

y

j

T

0

( k )

k

� N ( T

0

)

n

Y

k =1

x

i

T

0

( k )

k

(2.25)

où a v ec un (p etit) abus de notation, nous a v ons noté S

n

= N ( T

0

) p our un

système de représen tan ts des classes mo dulo G

T

0

. Il est alors facile de v oir que

l'expression N ( T

0

)

Q

n

k =1

x

i

T

0

( k )

k

est tout simplemen t le p olynôme de Garnir

asso cié à T

0

. À présen t, p our un T 2 C I

�

�xé, notons � ( T ) la p erm utation

qui transforme �

T

0

en �

T

, et � ( T ) la signature de cette p erm utation. Alors

en prenan t p our S

n

= N ( T

0

) l'ensem ble f � ( T ) ; T 2 C I

�

g , nous simpli�ons

(2.25) p our obtenir en�n :

�

�

( X ; Y ) =

X

T 2C I

�

� ( T )

n

Y

k =1

y

j

T

( k )

k

� �

T

( X ) : (2.26)
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Nous déduisons alors facilemen t de cette équation que tout p olynôme dans

M

�

( X ) = L

@

[�

�

] \ Q [ X ] est nécessairemen t une com binaison linéaire de

dériv ées de p olynômes de Garnir relatifs à des tableaux croissan ts sur les co-

lonnes.

2.3.2 Borne sup érieure p our la dimension

Conformémen t au paragraphe précéden t, nous noterons Z un sous-alpha-

b et de ( X ; Y ) . Commençons par une dé�nition imp ortan te.

Dé�nition 2.12 Soit M un sous-esp ac e ve ctoriel de Q [ Z ] . Nous dé�nissons

son idéal ann ulateur c omme l'idé al I

M

suivant

I

M

= f P 2 Q [ Z ] ; 8 Q 2 M ; P ( @ ) Q = 0 g : (2.27)

L orsque P ( @ ) Q = 0 , nous dir ons que P annule ou même �tue� Q .

Dans le c as M = L

@

[ P ] , nous noter ons l'idé al annulateur simplement I

P

et dans le c as M ( X ) = M ( X ; Y ) \ Q [ X ] , nous noter ons I

M

( X ) p our I

M ( X )

.

Remarquons qu'une conséquence de la Prop osition 2.1 est que p our M

un sous-espace homogène et stable par dériv ation, nous a v ons

M = I

?

M

= f P 2 Q [ Z ] ; 8 Q 2 I

M

; h P ; Q i = 0 g ; (2.28)

où le pro duit scalaire est celui in tro duit en (2.1).

Énonçons main tenan t un lemme qui saura se mon trer bien utile p our

l'étude des idéaux ann ulateurs en un alphab et.

Lemme 2.13 Soit M = M ( X ; Y ) un sous-esp ac e de Q [ X ; Y ] et M ( X ) son

sous-esp ac e c omp osé des p olynômes de de gr é en Y nul. Nous supp osons que

M est stable p ar dérivation. Nous avons alors la r elation suivante entr e les

idé aux annulateurs :

I

M

( X ) = I

M

\ Q [ X ] : (2.29)

Pr euve. L'inclusion I \ Q [ X ] � I ( X ) est immédiate. L'inclusion récipro que

est obten ue de la façon suiv an te. Si P est un élémen t de I ( X ) et Q un p oly-

nôme dans M ( X ; Y ) , on regarde les monômes de Q en Y à co e�cien ts dans

Q [ X ] . Ces co e�cien ts son t des élémen ts de M ( X ) car M est supp osé stable

par dériv ation. Donc ces co e�cien ts son t tués par P et il en est ainsi p our Q

lui-même.

L'ob jet principal de ce paragraphe est l'obten tion du résultat suiv an t,

où nous notons � ! = �

1

! : : : �

`

! . Le lemme précéden t p ermet une appro c he

relativ emen t simple de ce résultat.
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Prop osition 2.14 L a dimension de M

�

( X ) = M

�

( X ; Y ) \ Q [ X ] véri�e

l'iné galité suivante

dim M

�

( X ) �

n !

� !

.

(2.30)

Pr euve. Reprenons les notations et la construction in tro duites dans la sec-

tion 2.2, en particulier le pro cessus (2.6) asso cian t à tout tableau injectif T un

p oin t ( a ( T ) ; b ( T )) dans Q

2 n

, l'orbite ainsi engendrée étan t notée [ �

�

] . Comme

nous ne considérons que l'alphab et X , nous considérons la pro jection [ �

�

( X )]

de [ �

�

] sur Q

n

, i.e. nous asso cions à tout tableau injectif T le p oin t a ( T ) . Nous

pro cédons de même que dans la section 2.1 en in tro duisan t J

[ �

�

( X )]

l'idéal

ann ulateur de [ �

�

( X )] ainsi que gr J

[ �

�

( X )]

et H

[ �

�

]

( X ) = (gr J

[ �

�

( X )]

)

?

.

Il est immédiat de v oir que deux tableaux injectifs donnen t le même

p oin t si et seulemen t si ils on t les mêmes en trées sur c haque ligne. De ce

fait le nom bre de p oin ts de [ �

�

( X )] est le nom bre de tableaux croissan ts sur

les lignes, soit n ! =� ! . Ceci implique, comme observ é à la Remarque 2.4 que

la dimension de l'espace des harmoniques H

[ �

�

]

( X ) est précisémen t n ! =� ! .

D'après l'équation (2.28), il ne reste plus alors qu'à prouv er l'inclusion sui-

v an te :

gr J

[ �

�

( X )]

� I

M

�

( X ) : (2.31)

Observ ons tout d'ab ord qu'une conséquence du Théorème 2.6 est

gr J

[ �

�

]

� I

M

�

= I

�

�

: (2.32)

Ensuite vu que l'espace M

�

est évidemmen t stable par dériv ation, nous p ou-

v ons appliquer le Lemme 2.13, d'où : I

M

�

( X ) = I

M

�

\ Q [ X ] .

Soit alors un p olynôme P dans J

�

�

( X ) . Comme P 2 Q [ X

n

] � Q [ X

n

; Y

n

] ,

P est aussi dans l'idéal ann ulateur de l'orbite [ �

�

] . Nous en tirons alors

h ( P ) 2 I

M

�

= ) h ( P ) 2 I

M

�

\ Q [ X

n

] = I

M

�

( X ) (2.33)

d'après (2.32). La preuv e de (2.31), et donc de (2.30), est ainsi complète.

2.4 Première preuv e p our les équerres

Nous donnons ici la première preuv e de la conjecture n ! dans le cas des

partitions en forme d'équerre, qui est due à A. Garsia et M. Haiman [26].

La preuv e applique le princip e dit d'�expulsion�, que nous commençons par

exp oser dans sa généralité.
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2.4.1 Princip e d'expulsion

Dé�nition 2.15 Un sous-esp ac e ve ctoriel M de Q [ Z ] , où Z est un sous-

alphab et de ( X ; Y ) (et même ici un alphab et quelc onque), est un cône s'il est

é gal à l'ensemble des dérivé es p artiel les de l'un de ses éléments, soit ave c la

notation intr o duite en (1.3) :

M = L

@

[�] (2.34)

p our un élément � de M que l'on quali�er a de sommet de M . Celui-ci

n 'est p as unique, mais nous nous p ermettr ons d'app eler �le� sommet un tel

p olynôme.

L'observ ation fondamen tale est la suiv an te. Le Théorème 2.6 nous donne

l'inclusion (2.8) :

M

�

� H

[ �

�

]

où H

[ �

�

]

est l'ensem ble des harmoniques asso ciées à une orbite régulière [ �

�

]

(cf. sections 2.1 et 2.2). Dans ce cas H

[ �

�

]

est de dimension n ! . Si l'on arriv e

à prouv er que H

[ �

�

]

est un cône don t le sommet est de même degré que �

�

,

alors on obtien t l'égalité dans (2.8) et par conséquen t la conjecture n ! p our

la partition � .

La question devien t alors principalemen t de mon trer que l'espace des

harmoniques H

[ �

�

]

est un cône. Mais commen t déterminer si l'espace H

[ � ]

des harmoniques asso cié à une G -orbite [ � ] (nous reprenons les notations

générales de la section 2.1) est un cône ? Une rép onse à cette question est

fourni par le remarquable théorème suiv an t (cf. [29 ], Theorem 4.2) qui p ermet

de plus de construire une base homogène p our gr J

[ � ]

.

Théorème 2.16 Soit a

1

< � � � < a

j G j

un or dr e total sur [ � ] . Supp osons de

plus que n

0

= max f deg P ; P 2 R

[ � ]

g et que B = f �

a

i

g

1 � i �j G j

est un

ensemble de p olynômes véri�ant :

(i) �

a

i

( a

j

)

�

= 0 si j < i;

6= 0 si j = i:

(ii) jf � 2 B ; deg � = i gj = jf � 2 B ; deg � = n

0

� i gj ; 8 0 � i � n

0

.

(iii) n

0

= max f deg � ; � 2 B g .

A lors

1. f h (�) ; � 2 B g est une b ase de gr R

[ � ]

;
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2. H

[ � ]

est un c ône.

Le nom princip e d'expulsion est souv en t attribué à ce théorème et les p o-

lynômes de la famille B satisfaisan t les h yp othèses son t app elés p olynômes

d'expulsion. L'origine de ce nom sera justi�ée dans la preuv e au paragraphe

2.4.3.

Princip e 2.17 Si nous nous rapp elons alors de la construction de H

[ �

�

]

et

de l'inclusion (2.8), nous p ouv ons, comme le fait E. Reiner dans [48], détailler

le plan des di�éren ts étap es visan t à mon trer la conjecture n ! via le princip e

d'expulsion :

1. Imp oser un or dr e total < sur l'ensemble I T

�

des table aux inje ctifs de

forme � . Cet or dr e p eut bien sûr s'étendr e à [ �

�

] en p osant � ( T

1

) <

� ( T

2

) , T

1

< T

2

.

2. Dé�nir un p oids w : I T

�

� ! f t

r

q

s

; r � 0 s � 0 g et p oser

w

t

( T ) = r et w

q

( T ) = s quand w ( T ) = t

r

q

s

et

w

t;q

( T ) = w

t

( T ) + w

q

( T ) et n

0

( � ) = max f w

t;q

( T ) ; T 2 I T

�

g :

Ce p oids doit êtr e symétrique, i.e.

jf T 2 I T

�

; w

t;q

( T ) = i gj = jf T 2 I T

�

; w

t;q

( T ) = n

0

( � ) � i gj ;

(2.35)

p our tout 0 � i � n

0

( � ) .

3. Construir e p our chaque table au T 2 I T

�

un p olynôme d'expulsion

�

T

( X ; Y ) satisfaisant les c onditions suivantes :

(i) �

T

( � ( T

0

))

�

= 0 si T

0

< T ;

6= 0 si T

0

= T :

(ii) deg

X

(�

T

) = w

t

( T ) et deg

Y

(�

T

) = w

q

( T ) .

4. Véri�er que max f deg � ; � 2 H

[ �

�

]

g = deg �

�

= n

0

( � ) .

Nous allons d'ici la �n de cette section exp oser la preuv e de A. Garsia

et M. Haiman établissan t la conjecture n ! p our les équerres via le princip e

d'expulsion.
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2.4.2 Résultats p olynomiaux

A v an t d'en trer dans le c÷ur de l'expulsion, nous rapp elons dans ce pa-

ragraphe des résultats qui son t des iden tités v éri�ées par les p olynômes de

Macdonald et certaines de leurs dériv ées. Nous donnons ces résultats sans

preuv e. Ces preuv es, dans lesquelles manipulations algébriques et récurrence

son t les maîtres mots, se trouv en t en [26 ] et [46].

Dé�nition 2.18 Une p artition � de n est app elé e équerre si el le est de la

forme (1

L

; A + 1) ave c A et L des entiers tels que A + L + 1 = n . Visuel lement,

� est c omp osé e d'une ligne et d'une c olonne, d'où le terme d'é querr e :

� = (5 ; 1

3

) = :

L a c olonne est app elé e jam b e de � et la ligne son bras .

Conformémen t à (1.40), nous notons

~

H

�

( x ; q ; t ) le p olynôme de Macdo-

nald renormalisé. Nous in tro duisons de plus

~

F

�

( q ; t ) = @ p

1

n

~

H

�

( x ; q ; t ) où la

dériv ation par rapp ort à p

1

est p ossible vu que le p olynôme

~

H

�

( x ; q ; t ) est

symétrique et que les fonctions puissances p

i

formen t une base de l'algèbre

� des fonctions symétriques (cf. Prop osition 1.13).

Le premier résultat nécessaire à notre étude est le suiv an t.

Prop osition 2.19 L e p olynôme

~

F

(1

L

;A +1)

( q ; t ) a une c omp osante de de gr é

maximal bihomo gène de de gr é

�

L +1

2

�

en t et

�

A +1

2

�

en q . De plus, c e p olynôme

est bisymétrique en t et q , i.e. nous avons :

t

(

L +1

2

)

q

(

A +1

2

)

~

F

(1

L

;A +1)

(1 =q ; 1 =t ) =

~

F

(1

L

;A +1)

( q ; t ) : (2.36)

Un corollaire de l'iden tité (2.36) est que la sp écialisation

~

F

(1

L

;A +1)

( t; t )

p ossède une suite de co e�cien ts symétrique. Le but est ici d'obtenir la conjec-

ture n ! p our une équerre � = (1

L

; A + 1) via le princip e d'expulsion. Plus

précisémen t, nous v oulons construire une base B

1

L

;A +1

p our l'espace R

[ � ]

(a v ec [ � ] = [ �

�

] ) satisfaisan t l'égalité suiv an te

X

b 2B

1

L

;A +1

t

deg b

=

~

F

(1

L

;A +1)

( t; t ) : (2.37)
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La symétrie de

~

F

(1

L

;A +1)

( t; t ) garan tit alors la v alidité de la condition (ii) du

Théorème 2.16. Ceci implique que H

[ � ]

est un cône don t on v éri�e aisémen t

que le sommet est �

�

.

Dé�nition 2.20 Nous app el ler ons équerre étiquetée asso cié e à la p ermuta-

tion � 2 S

n

le table au � obtenu en plaçant les étiquettes �

1

; : : : ; �

n

suc c essi-

vement dans son br as de la dr oite vers la gauche puis dans sa jamb e de b as en

haut. A insi l'é querr e étiqueté e c orr esp ondant à � = (5 ; 1

3

) et à � = 46381657

est

� =

7

5

6

1 8 3 6 4

:

En p osan t A ( � ) = �

1

; : : : ; �

a

et L ( � ) = �

a

; : : : ; �

n

, et en rapp elan t

qu'une in v ersion dans un mot W (liste d'en tiers) est un couple ( i; j ) tel

que i < j et W ( i ) > W ( j ) , nous p ouv ons donner le second résultat concer-

nan t

~

F

(1

L

;A +1)

( q ; t ) qui est un ingrédien t imp ortan t de notre preuv e sous la

forme

Prop osition 2.21 L e p olynôme

~

F

(1

L

;A +1)

( q ; t ) véri�e l'identité suivante

~

F

(1

L

;A +1)

( q ; t ) =

X

�

t

in v ( L ( � ))

q

in v ( A ( � ))

; (2.38)

où � dé crit toutes les é querr es étiqueté es de forme (1

L

; A + 1) et in v r epr ésente

le nombr e d'inversions dans un mot.

2.4.3 Expulsion

Reprenons le pro cédé (2.6) qui à un tableau injectif asso cie un p oin t dans

Q

2 n

. Considérer les tableaux injectifs ou les équerres étiquetées revien t au

même, nous préférerons donc l'utilisation des équerres étiquetées � , p our

leur rapp ort a v ec les p erm utations. Le p oin t asso cié à � dans [ � ] sera noté

� ( � ) = ( a

�

; b

�

) . Nous dé�nissons de plus un ordre total sur l'ensem ble des

équerres étiquetées en p osan t, si � et �

0

son t asso ciées resp ectiv emen t à � et

�

0

:

�

0

< � ( ) �

0

1

= �

1

; : : : ; �

0

j

= �

j

et �

0

j +1

< �

j +1

(2.39)
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p our un en tier j , c'est-à-dire en utilisan t l'ordre lexicographique sur les p er-

m utations. L'idée de la construction de la base B

(1

L

;a +1)

est de pro duire,

p our c haque équerre étiquetée � un p olynôme �

�

( X ; Y ) tel que

�

�

( a

�

0

; b

�

0

) =

�

= 0 si �

0

< � ;

= 1 si �

0

= � :

(2.40)

P osons alors

B

(1

L

;A +1)

= f �

�

( X ; Y ) g

�

: (2.41)

Il est clair que (2.40) assure l'indép endance linéaire de la famille B

(1

L

;A +1)

.

P our satisfaire aussi la condition (2.37), nous allons construire �

�

( X ; Y ) de

telle sorte que sa comp osan te de plus haut degré soit homogène de degré

in v ( L ( � )) en t et de degré in v ( A ( � )) en q . C'est justemen t a�n de bien

comprendre cette construction qu'in tervien t le v o cabulaire d'�expulsion�.

Commençons par remarquer que le facteur linéaire x

i

� �

j

est di�éren t

de zéro en ( a

�

; b

�

) si et seulemen t si i n'est pas dans la j -ième ligne de � .

Nous exprimerons ceci en disan t que x

i

� �

j

expulse l'étiquette i en dehors

de la ligne j de � . Nous allons construire notre p olynôme �

�

( X ; Y ) comme

un pro duit de facteurs linéaires qui p oussen t toutes les étiquettes à la place

qu'elles o ccup en t dans � . Nous en tendons par là que ( a

�

; b

�

) sera le premier

p oin t de l'orbite p our l'ordre in tro duit en (2.39) sur lequel aucun des facteurs,

donc �

�

lui-même ne s'ann ule. Décriv ons main tenan t cette construction.

Soit i

0

l'étiquette de � en place (0 ; 0) (dans le coin de � ). Notons L

<i

0

et A

<i

0

l'ensem ble des étiquettes inférieures à i

0

se trouv an t resp ectiv emen t

dans la jam b e et le bras de � . De la même façon nous dé�nissons L

>i

0

et A

>i

0

comme l'ensem ble des étiquettes sup érieures à i

0

se trouv an t resp ectiv emen t

dans la jam b e et le bras de � . La première étap e consiste à expulser toutes

les étiquettes de L

<i

0

hors du bras (la ligne 0) et toutes les étiquettes de

A

>i

0

hors de la jam b e (la colonne 0). Ceci est p ossible par utilisation du

p olynôme suiv an t

 ( X ; Y ) =

Y

i 2 L

<i

0

( x

i

� �

0

)

Y

i 2 A

>i

0

( y

i

� �

0

) : (2.42)

Il est alors facile de v oir que si ( a

�

0

; b

�

0

) est le premier élémen t de l'orbite

p our l'ordre (2.39) en lequel  ne s'ann ule pas, alors toutes les étiquettes

dans L

<i

0

[ L

>i

0

se placen t en croissan t de bas en haut dans la jam b e de �

0

et toutes les étiquettes dans A

<i

0

[ A

>i

0

se placen t en croissan t de la droite

v ers la gauc he dans le bras de �

0

. P our forcer les étiquettes à o cccup er la
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b onne place, il faut pro céder à de nouv elles expulsions. Nous allons illustrer

ceci dans le cas d'un exemple, le raisonnemen t se généralisan t sans problème.

Prenons

� =

2

5

6 4 1 3 7

:

Alors  = ( x

2

� �

0

)( x

5

� �

0

)( y

7

� �

0

) et le premier élémen t de l'orbite non

ann ulé par  est

�

0

=

5

2

6 7 4 3 1

:

Nous p ouv ons alors expulser 5 de la ligne 2 par x

5

� �

2

et expulser 7 dans

la colonne 4 via ( y

7

� �

1

)( y

7

� �

2

)( y

7

� �

3

) . Le premier p oin t de l'orbite non

ann ulé par le p olynôme

�

1

( X ; Y ) =  ( X ; Y )( x

5

� �

2

)( y

7

� �

1

)( y

7

� �

2

)( y

7

� �

3

)

est asso cié à l'équerre étiquetée

�

00

=

2

5

6 4 3 1 7

:

En�n p our forcer 3 à prendre la place souhaitée, il su�t de l'expulser de la

colonne 2. Ainsi � est la première équerre étiquetée en laquelle le p olynôme

�

2

( X ; Y ) = �

1

( X ; Y )( y

3

� �

2

)

ne s'ann ule pas. Nous p ouv ons alors p oser

�( X ; Y ) =

�

2

( X ; Y )

�

2

( a

�

; b

�

)

.

On observ e alors aisémen t que dans le cas général une étiquette i dans le

bras de � à la j -ième colonne p eut être placé ici �de force� en expulsan t de la

j -ième colonne toutes les étiquettes sup érieures à i qui son t à droite de i dans



48 CHAPITRE 2. HARMONIQUES DES ORBITES

� . Ceci signi�e justemen t que la con tribution de l'étiquette i au degré en X de

�

�

est égale au nom bre d'in v ersions o ccasionnées par i dans le mot A ( � ) . Un

raisonnemen t sem blable s'applique aux étiquettes de la jam b e de � . Comme

les degrés en X et en Y du p olynôme  dé�ni en (2.42) son t resp ectiv emen t

égaux aux nom bres d'in v ersions causées par i

0

dans L ( � ) et A ( � ) , nous en

déduisons que la comp osan te de degré maximal de �

�

( X ; Y ) est bihomogène

de bidegré (in v ( L ( � )) ; in v ( A ( � ))) . Ceci nous assure que notre base B

(1

L

;A +1)

v éri�e (2.37) et prouv e ainsi la conjecture n ! p our les équerres.

2.4.4 Cas des équerres généralisées

Il est en théorie p ossible d'utiliser le princip e d'expulsion p our prouv er la

conjecture n ! dans le cas de partitions de forme quelconque. Cep endan t, la

complexité des p olynômes qui accomplissen t les expulsions souhaitées aug-

men te considérablemen t quand on considère des formes plus générales. P ar

exemple, lorsque l'on passe des équerres aux équerres généralisées, i.e. lorsque

l'on ra joute à une équerre la case (1 ; 1) , on ne p eut plus exécuter les expul-

sions via des pro duits de facteurs linéaires. E. Reiner [48] a découv ert que

dans ce cas certaines des expulsions doiv en t être réalisées par des fonctions

de Sc h ur drap eaux. Ceci lui a p ermis d'établir la conjecture n ! dans le cas

des équerres généralisées, mais la grande complexité de sa preuv e a juqu'à

présen t été un frein à de nouv elles in v estigations dans cette v oie.
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Chapitre 3

Bases monomiales et idéaux

ann ulateurs

L

'étude de l'idéal ann ulateur I

�

de M

�

est très liée à celle des bases de M

�

comp osées de dériv ées monomiales de �

�

. Ce c hapitre, qui traite de ces

questions, est comp osé de quatre sections. Après a v oir, dans une première

section, explicité ce lien, qui se fait par les bases de Gröbner de I

�

, nous

in tro duirons, dans la suiv an te, les outils pratiques p ermettan t l'étude des

idéaux ann ulateurs, à sa v oir les op érateurs de sauts. Nous donnons en�n deux

applications de ce princip e : au cas de M

�

( X ) , sous-espace des p olynômes

de degré n uls en Y dans la troisième section, et au cas des équerres dans la

dernière section.

3.1 Princip e

3.1.1 Rapp els sur les bases de Gröbner

Commençons par quelques rapp els sur les bases de Gröbner, qui son t un

ingrédien t essen tiel de cette démarc he. Nous nous appuy ons sur l'ouvrage de

D. Co x, J. Little et D. O'Shea [20 ].

Plaçons-nous dans l'anneau R = Q [ X ] = Q [ x

1

; : : : ; x

m

] des p olynômes à

co e�cien ts rationnels.

Dé�nition 3.1 Un ordre monomial sur R est une r elation > sur l'ensemble

des monômes X

�

de R (ou de façon é quivalente sur l'ensemble des ve cteurs

exp osants � 2 N

m

) satisfaisant :

(i) > est un or dr e total ;
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(ii) > est c omp atible ave c la multiplic ation, i.e. si X

�

> X

�

alors p our tout

monôme X




, nous avons X

�

X




= X

� + 


> X

� + 


= X

�

X




;

(iii) > est un b on or dr e, i.e. tout ensemble non vide de monômes a un plus

p etit élément p our > .

Pour un or dr e monomial > �xé, nous app el ler ons monôme dominan t d'un

p olynôme non nul P 2 R le plus gr and monôme app ar aissant dans P r elati-

vement à > . Il ser a noté LM ( P ) . L e c o e�cient du monôme dominant ser a

app elé c o e�cient dominant.

Exemple 3.2 Soien t X

�

et X

�

deux monômes dans R . Nous dirons que

X

�

>

lex

X

�

si dans la di�érence � � � 2 Z

m

le premier terme non n ul est

p ositif. L' ordre lexicographique ainsi dé�ni est un ordre monomial.

Nous dirons que X

�

>

in vlex

X

�

si dans la di�érence � � � 2 Z

m

le dernier

terme non n ul est négatif. L' ordre lexicographique in v erse ainsi dé�ni est un

ordre monomial.

Nous dirons que X

�

>

grevlex

X

�

si

P

m

i =1

�

i

>

P

m

i =1

�

i

, ou si

P

m

i =1

�

i

=

P

m

i =1

�

i

et dans la di�érence � � � 2 Z

m

le dernier terme non n ul est négatif.

L' ordre lexicographique in v erse gradué ainsi dé�ni est un ordre monomial.

Dé�nition 3.3 Fixons un or dr e monomial > sur R et c onsidér ons un idé al

I � R . Une base de Gröbner de I (r elative à > ) est un ensemble �ni de

p olynômes G = f g

1

; : : : ; g

t

g � I tel que p our tout p olynôme non nul P 2 R ,

LM ( P ) est divisible p ar l'un des LM ( g

i

) p our g

i

2 G .

Une b ase de Gr öbner est dite réduite si p our p; q 2 G , aucun monôme

app ar aissant dans p n 'est divisible p ar LM ( q ) et si le c o e�cient du monôme

dominant de tout élément de G est 1 .

Le résultat fondamen tal est le suiv an t (cf. par exemple [16]).

Théorème 3.4 Fixons un or dr e monomial > . T out idé al I � Q [ x

1

; : : : ; x

m

]

p ossè de une unique b ase de Gr öbner r é duite r elative à l'or dr e > .

3.1.2 Utilisation des bases de Gröbner

Le premier lien en tre l'étude de l'espace M

�

et de son idéal ann ulateur I

�

vien t de l'observ ation suiv an te : si P et Q son t deux p olynômes de Q [ X ; Y ] ,

alors P ( @ )�

�

= Q ( @ )�

�

si et seulemen t si P � Q mo dulo I

�

. Supp osons

main tenan t que nous a v ons une b onne description de l'idéal I

�

.
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Princip e 3.5 Fixons un or dr e monomial > et supp osons que nous c onnais-

sons une b ase de Gr öbner G

�

de I

�

r elativement à c et or dr e. Considér ons

M

�

, l'ensemble des monômes dominants de G

�

, et L

�

l'ensemble des mo-

nômes de Q [ X ; Y ] non divisibles p ar l'un des éléments de M

�

. Nous avons

alors que :

~

B

�

= f M ( @ )�

�

; M 2 L

�

g (3.1)

est une b ase de M

�

.

Pr euve. Commençons par v éri�er que

~

B

�

est génératrice de M

�

. P our cela

raisonnons par l'absurde et supp osons qu'il existe des monômes M tel que

M ( @ )�

�

ne soit pas engendré par

~

B

�

. Considérons M

0

celui d'en tre eux

a y an t le plus p etit monôme dominan t p our l'ordre > . Alors M

0

est sûremen t

un élémen t de hM

�

i (il n'est pas dans L

�

). On p eut alors le réduire mo dulo

I

�

en monômes strictemen t plus p etits, ce qui est absurde.

Véri�ons main tenan t que

~

B

�

est linéairemen t indép endan te. Raisonnons

encore par l'absurde et supp osons que l'on a une relation de dép endance li-

néaire lian t les élémen ts de

~

B

�

. Ceci revien t à donner une relation de dép en-

dance mo dulo I

�

des monômes de L

�

. Dans cette dernière relation, l'examen

du monôme dominan t p ermet de conclure : celui-ci doit être dans L

�

et dans

hM

�

i , ce qui est absurde.

Remarque 3.6 Si la conjecture n ! est vraie p our la partition � , alors on a

l'égalité suiv an te :

I

�

= gr J

[ �

�

]

(3.2)

ce qui p ermet, en calculan t le mem bre de droite de faire de nom breuses

exp érimen tations sur ordinateur en utilisan t un logiciel de calcul formel qui

p ermet de faire des manipulations sur les idéaux (Macaula y ou Singular par

exemple).

3.2 Op érateurs de sauts

3.2.1 Présen tation et résultats

Dans ce paragraphe, nous allons décrire l'action de certains op érateurs de

dériv ation sur les p olynômes �

�

et plus généralemen t sur les déterminan ts

de diagrammes �

L

. Ceux-ci son t app elés op érateurs de sauts car leur action

sur les p olynômes se traduit au niv eau des diagrammes par des mouv emen ts

de cases.
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Une di�érence a v ec la Dé�nition 1.12 est que nous éviterons l'utilisation

de la notation p

r

p our les sommes de puissances par crain te d'une p ossible

confusion a v ec les biexp osan ts et noterons :

P

r

( X ) =

X

x

r

i

: (3.3)

P our des raisons de concision et de clarté, nous n'énoncerons les prop o-

sitions suiv an tes que dans le cas d'op érateurs de sauts en X , mais il est bien

éviden t que des résultats analogues son t v alables p our les sauts en Y . La

seule di�érence concerne les signes p ouv an t apparaître dans les form ules. En

e�et le c hoix de l'ordre lexicographique (1.1) est fait de telle sorte que les

form ules et surtout les preuv es son t plus simples dans le cas de sauts en X .

Prop osition 3.7 Soit L un diagr amme du r ése au c arr é. A lors p our tout

entier k � 1 nous avons

P

k

( @ X )�

L

( X ; Y ) =

n

X

i =1

� � ( L; P

k

( i ; L ))�

P

k

( i ; L )

( X ; Y ) (3.4)

où P

k

( i ; L ) est le diagr amme obtenu en r emplaçant le i -ième biexp osant

( p

i

; q

i

) p ar ( p

i

� k ; q

i

) et le c o e�cient � ( L; P

k

( i ; L )) est un entier strictement

p ositif. L e signe app ar aissant dans (3.4) est la signatur e de la p ermutation

qui r é arr ange la liste des c ases obtenues selon l'or dr e lexic o gr aphique intr o duit

en (1.1).

Pr euve. La preuv e donnée ici est inspirée de celle de F. Bergeron et al. (cf.

[10 ], Prop osition I.1).

Si le diagramme L est formé des cases L = f ( p

1

; q

1

) ; : : : ; ( p

n

; q

n

) g , nous

p ouv ons écrire, en dév eloppan t la forme déterminan tale de �

L

par rapp ort

à la j -ième ligne :

�

L

( X ; Y ) =

n

X

i =1

x

p

i

j

y

q

i

j

:A

i;j

(3.5)

où A

i;j

est le cofacteur d'indice ( i; j ) . En remarquan t que ce cofacteur est

un p olynôme où n'apparaît pas la v ariable x

j

, nous dériv ons (3.5) et nous

obtenons :

@ x

k

j

�

L

( X ; Y ) =

n

X

i =1

c

k

i

x

p

i

� k

j

y

q

i

j

:A

i;j

(3.6)
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où c

k

i

= p

i

( p

i

� 1) � � � ( p

i

� k + 1) . En somman t on en déduit alors

P

k

( @ X )�

L

( X ; Y ) =

n

X

i =1

c

k

i

n

X

j =1

x

p

i

� k

j

y

q

i

j

:A

i;j

: (3.7)

On obtien t alors le résultat annoncé en reconnaissan t dans (3.7) le dév elopp e-

men t de �

P

k

( i ; L )

.

Remarque 3.8 Le diagramme P

k

( i ; L ) est le diagramme obten u en faisan t

�sauter� de k pas v ers le bas la i -ième case de L : son biexp osan t ( p

i

; q

i

) est

remplacé par ( p

i

� k ; q

i

) ce qui corresp ond e�ectiv emen t à k pas v ers le bas.

Les autres biexp osan ts son t inc hangés. Cette dualité en tre soustractions sur

l'ensem ble des biexp osan ts et mouv emen ts des cases des diagrammes est uti-

lisée constammen t dans cette étude des op érateurs de sauts, explicitemen t ou

implicitemen t. Notons à ce sujet que l'app ellation op érateur de sauts ren v oie

sim ultanémen t à l'asp ect algébrique (op érateur) et com binatoire (sauts) de

cette action.

Notons aussi que comme �

L

0

6= 0 seulemen t si le diagramme L

0

est

constitué de n cases distinctes dans le quadran t p ositif, nous p ouv ons omettre

dans (3.4) tous les termes sauf ceux relatifs à de tels diagrammes.

Exemple 3.9 Si nous représen tons les trous par des cases croisées, nous

a v ons par exemple :

P

2

( @ )�

�

� �

= 2�

�

�

�

� 6�

�

� �

:

Remarque 3.10 D'après la Prop osition 1.13, les sommes de puissances en-

gendren t algébriquemen t l'anneau des p olynômes symétriques. Or d'après la

prop osition précéden te, toute somme de puissances de degré non n ul tue �

�

p our toute partition � . Ceci implique que tout p olynôme symétrique sans

terme constan t est dans l'idéal ann ulateur de �

�

p our toute partition � .

Prop osition 3.11 Soit L un diagr amme. A lors p our tout entier k � 1 nous

avons

e

k

( @ X )�

L

( X ; Y ) =

X

1 � i

1

<i

2

< ��� <i

k

� n

� ( L; e

k

( i

1

; : : : ; i

k

; L ))�

e

k

( i

1

;::: ;i

k

; L )

( X ; Y )

(3.8)

où e

k

( i

1

; : : : ; i

k

; L ) est le diagr amme obtenu en r emplaçant les biexp osants

( p

i

1

; q

i

1

) ; : : : ; ( p

i

k

; q

i

k

) p ar ( p

i

1

� 1 ; q

i

1

) ; : : : ; ( p

i

k

� 1 ; q

i

k

) et où le c o e�cient

� ( L; e

k

( i

1

; : : : ; i

k

; L )) est un entier strictement p ositif.
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Pr euve. La preuv e est sensiblemen t la même que celle de la prop osition

précéden te. Nous écriv ons

e

k

( X ) =

X

1 � j

1

< ��� <j

k

� n

x

j

1

: : : x

j

k

: (3.9)

Nous dév elopp ons alors la forme déterminan tale de �

L

par rapp ort aux

lignes j

1

; : : : ; j

k

p our obtenir l'expression suiv an te où �

i

1

;::: ;i

k

L

représen te le

p olynôme du diagramme du réseau carré relatif aux biexp osan ts i

1

; : : : ; i

k

de

L et A

i

1

;::: ;i

k

; j

1

;::: ;j

k

le cofacteur :

�

L

=

X

1 � i

1

< ��� <i

k

� n

�

i

1

;::: ;i

k

L

( x

j

1

; : : : ; x

j

k

) A

i

1

;::: ;i

k

; j

1

;::: ;j

k

: (3.10)

Nous dériv ons alors (3.10) p our obtenir

@ ( x

j

1

: : : x

j

k

)�

L

=

X

1 � i

1

< ��� <i

k

� n

( c

i

1

;::: ;i

k

; j

1

;::: ;j

k

�

i

1

;::: ;i

k

e

k

( i

1

;::: ;i

k

; L )

( x

j

1

; : : : ; x

j

k

)

� A

i

1

;::: ;i

k

; j

1

;::: ;j

k

) ; (3.11)

où c

i

1

;::: ;i

k

; j

1

;::: ;j

k

est un en tier p ositif. En fait c

i

1

;::: ;i

k

; j

1

;::: ;j

k

est égal à p

i

1

� � � p

i

k

et ne dép end donc pas de j

1

; : : : ; j

k

. Nous p ouv ons par conséquen t omettre

de noter j

1

; : : : ; j

k

en indice. Nous obtenons alors

e

k

( @ X )�

L

=

X

1 � i

1

< ��� <i

k

� n

X

1 � j

1

< ��� <j

k

� n

( c

i

1

;::: ;i

k

�

i

1

;::: ;i

k

e

k

( i

1

;::: ;i

k

; L )

( x

j

1

; : : : ; x

j

k

)

� A

i

1

;::: ;i

k

; j

1

;::: ;j

k

) : (3.12)

En reconnaissan t dans (3.12) le dév elopp emen t de �

e

k

( i

1

;::: ;i

k

; L )

, nous obte-

nons �nalemen t le résultat annoncé. Le signe apparaissan t dev an t le co e�-

cien t � ( e

k

( i

1

; : : : ; i

k

; L )) est la signature de la p erm utation qui réordonne les

biexp osan ts obten us dans l'ordre lexicographique (1.1). En fait cette p erm u-

tation est toujours l'iden tité : c haque case reste dans sa colonne et aucune

d'elles ne �saute� par-dessus une autre case, l'ordre est ainsi inc hangé. Ceci

justi�e le c hoix de l'ordre (1.1).

Exemple 3.12

e

2

( @ )�

�

� �

= 6�

�

� �

+ 2�

�

�

�

:
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Remarque 3.13 Une observ ation utile est le fait que dans les Prop ositions

3.7 and 3.11, le co e�cien t � ( L; L

0

) ne dép end que du diagramme origi-

nal L et du diagramme �nal L

0

, mais pas de l'op érateur di�éren tiel. Dé-

�nissons alors clairemen t ce co e�cien t : si L = f ( p

1

; q

1

) ; : : : ; ( p

n

; q

n

) g et

L

0

= f ( p

0

1

; q

0

1

) ; : : : ; ( p

0

n

; q

0

n

) g , � est donné par la form ule suiv an te :

� ( L; L

0

) =

Q

n

i =1

p

i

! q

i

!

Q

n

i =1

p

0

i

! q

0

i

!

: (3.13)

Ce co e�cien t est un en tier strictemen t p ositif qui apparaît (au signe près)

comme le co e�cien t de �

L

0

dans l'expression de P ( @ X )�

L

, où P est une

somme de puissances ou une fonction symétrique élémen taire ; nous v errons

dans la prop osition suiv an te que tel est le cas aussi p our les fonctions symé-

triques homogènes.

Une autre remarque imp ortan te est que l'on doit faire très atten tion

lorsqu'on applique un pro duit d'op érateurs di�éren tiels. En e�et dans ce cas

des m ultiplicités p euv en t apparaître dans les form ules. Soien t P ( @ ) et Q ( @ )

deux op érateurs de dériv ation tels que des form ules comme (3.4) ou (3.8)

soien t v éri�ées p our P ( @ ) et Q ( @ ) a v ec � donné par (3.13). Nous commençons

par observ er que � est m ultiplicatif, i.e.

� ( L; L

0

) = � ( L; L

0 0

) � ( L

0 0

; L

0

) ; (3.14)

p our L , L

00

et L

0

trois diagrammes. Ainsi le co e�cien t de �

L

0

dans le p o-

lynôme P ( @ ) Q ( @ )�

L

est un m ultiple (au signe près p our les sommes de

puissances) de � ( L; L

0

) . Cette m ultiplicité corresp ond au nom bre de c hoix

quan t à l'ordre des di�éren ts sauts, c'est-à-dire le nom bre de diagrammes

L

00

tels que L

00

apparaît dans Q ( @ )�

L

et L

0

apparaît dans P ( @ )�

00

L

. Cette

m ultiplicité sera notée c

P ;Q

( L; L

0

)

Prenons un exemple : si on applique e

1

( @ X ) e

1

( @ X ) au déterminan t du

diagramme L = f (1 ; 0) ; (1 ; 1) g , nous obtenons un unique diagramme L

0

=

f (0 ; 0) ; (0 ; 1) g , a v ec � ( L; L

0

) = 1 , mais

e

1

( @ X ) e

1

( @ X )�

L

= 2�

L

0

: (3.15)

La m ultiplicité 2 corresp ond au fait que l'on p eut d'ab ord faire descendre la

case (1 ; 0) et ensuite la case (1 ; 1) ou pro céder dans l'ordre in v erse.

T outes ces observ ations son t cruciales p our bien comprendre la preuv e

de la pro c haine prop osition.

P our énoncer la prop osition suiv an te, nous a v ons b esoin d'in tro duire

quelques notations. P our un diagramme du réseau carré L , nous notons L
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son complémen taire dans le quadran t p ositif (c'est bien sûr un ensem ble

in�ni). Nous ordonnons égalemen t L = f ( p

1

; q

1

) ; ( p

2

; q

2

) ; : : : g selon l'ordre

lexicographique (1.1).

Prop osition 3.14 Soit L un diagr amme. A lors p our tout entier k � 1 nous

avons

h

k

( @ X )�

L

( X ; Y ) =

X

1 � i

1

<i

2

< ��� <i

k

� n

� ( L; h

k

( i

1

; : : : ; i

k

; L ))�

h

k

( i

1

;::: ;i

k

; L )

( X ; Y )

(3.16)

où h

k

( i

1

; : : : ; i

k

; L ) est le diagr amme ayant le c omplémentair e dé�ni de la

façon suivante. L es biexp osants ( p

i

1

; q

i

1

) ; : : : ; ( p

i

k

; q

i

k

) du c omplémentair e L

sont r emplac és p ar ( p

i

1

+ 1 ; q

i

1

) ; : : : ; ( p

i

k

+ 1 ; q

i

k

) et les autr es r estent inchan-

gés. L e c o e�cient � ( L; h

k

( i

1

; : : : ; i

k

; L )) est l'entier strictement p ositif donné

p ar la formule (3.13).

Pr euve. Nous allons prouv er cette prop osition par récurrence croissan te sur

k . Si k = 1 , alors h

1

= e

1

et le résultat est vrai attendu que déplacer une

case d'un pas v ers le bas est équiv alen t à déplacer un trou d'une case v ers

le haut. Supp osons le résultat vrai jusqu'à k � 1 . Nous utilisons alors le fait

(cf. [45 ]) que h

k

= h

k � 1

e

1

� h

k � 2

e

2

+ � � � + ( � 1)

k

h

1

e

k � 1

+ ( � 1)

k +1

e

k

.

Chaque terme e

l

h

k � l

p our 1 � l � k donne une com binaison linéaire de

déterminan ts �

L

0

, don t les co e�cien ts son t des m ultiples de � ( L; L

0

) d'après

la Remarque 3.13. Le problème est de calculer la somme de tous ces co e�-

cien ts a�n d'obtenir le résultat de h

k

( @ X )�

L

.

Soit L

0

l'un des diagrammes créés par les op érateurs e

l

h

k � l

. Le co e�cien t

de �

L

0

dans e

l

( @ X ) h

k � l

( @ X ) est égal à c

e

l

;h

k � l

( L; L

0

) � ( L; L

0

) . Dans cette

preuv e nous noterons c

e

l

;h

k � l

( L; L

0

) simplemen t c

l

( L; L

0

) . La question est

alors de calculer

X

1 � l � k

( � 1)

l +1

c

l

( L; L

0

) : (3.17)

Soit k

0

� k le nom bre de trous distincts b ougean t en tre L et L

0

, et d � k

0

le nom bre d'en tre eux qui on t au-dessous d'eux un trou qui b ouge. Chacun

de ces d trous doit b ouger a v ec h

k � l

( @ X ) car le trou au-dessous de lui ne

p eut mon ter par e

l

( @ X ) que s'il a une case au-dessus de lui. P ar conséquen t

le c hoix vien t des k

0

� d autres trous qui p euv en t ou mon ter a v ec h

k � l

( @ X )

ou non : on en c hoisit alors k � l � d parmi eux p our mon ter a v ec h

k � l

( @ X ) .

On obtien t alors

c

l

( L; L

0

) =

�

k

0

� d

k � l � d

�

=

�

k

0

� d

l � ( k � k

0

)

�

: (3.18)
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Et la somme dans (3.17) devien t

k

X

l =1

( � 1)

l +1

�

k

0

� d

l � ( k � k

0

)

�

=

�

1 si k

0

= k ;

0 si k

0

< k :

(3.19)

On obtien t ainsi la form ule désirée (3.16).

Exemple 3.15

h

2

( @ )�

�

� �

= 2�

�

�

�

+ 2�

�

�

�

Remarque 3.16 D'un p oin t de vue puremen t visuel, nous p ouv ons ainsi

résumer l'action des trois familles d'op érateurs di�éren tiels symétriques :

1. p

k

( X ) fait b ouger une case de k pas v ers le bas ;

2. e

k

( X ) fait b ouger k cases distinctes de 1 pas v ers le bas ;

3. h

k

( X ) fait b ouger k trous distincts de 1 pas v ers le haut,

et les op érateurs en Y agissen t de la même façon, mais horizon talemen t.

À ce stade, il est naturel de se demander quelle est l'action d'une fonction

de Sc h ur sur le déterminan t d'un diagramme. La rép onse, dév elopp ée dans

[9] en collab oration a v ec N. Bergeron, est donnée par l'énoncé suiv an t, don t

la preuv e et quelques commen taires se trouv en t en Annexe B. P our énoncer

ce théorème, rapp elons (cf. Dé�nition 1.18) que l'on note Y T

�

l'ensem ble

des tableaux de Y oung de forme � . Si T est un tableau, notons @

T

( L ) le

diagramme obten u à partir de L en remplaçan t les biexp osan ts ( p

i

; q

i

) par

( p

i

� j T

� 1

( i ) j ; q

i

) p our 1 � i � n .

On dé�nit aussi p our un diagramme L une fonction � ( L ) qui v aut 1 si

L est constitué de n cases distinctes dans le quadran t p ositif, et 0 sinon, et

une fonction � ( T ; L ) de la façon suiv an te. Si le tableau T est comp osé de `

colonnes : T = T

1

; T

2

; : : : ; T

`

alors

� ( T ; L ) = � ( @

T

1

� � � @

T

`

( L )) � � � � ( @

T

` � 1

@

T

`

( L )

) � ( @

T

`

( L )

) : (3.20)

Théorème 3.17 A ve c les notation pr é c é dentes,

S

�

( @ X )�

L

( X ; Y ) =

X

T 2Y T

�

� ( L; @

T

( L )) � ( T ; L )�

@

T

( L )

( X ; Y ) (3.21)

où le c o e�cient � est dé�ni en (3.13).
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3.2.2 Application aux idéaux ann ulateurs

Une b onne compréhension de l'action des op érateurs de sauts est la pre-

mière étap e sur le c hemin de l'étude des idéaux ann ulateurs des déterminan ts

�

L

. Nous a v ons vu à la Remarque 3.10 que tout p olynôme symétrique sans

terme constan t tue �

�

p our toute partition � , et plus généralemen t les p o-

lynômes symétriques fournissen t de nom breux p olynômes ann ulateurs même

dans le cas où il y a des trous. Nous a v ons par exemple :

P

2

( @ )�

�

�

= 0 :

Décriv ons main tenan t commen t obtenir des élémen ts de I

L

où L est un

diagramme du réseau carré qui son t des fonctions symétriques partielles .

Nous app ellerons ainsi tout p olynôme symétrique en un sous-alphab et de

X

n

ou Y

n

. Nous noterons ici X un sous-alphab et de X

n

, Y le sous-alphab et

de Y

n

corresp ondan t (i.e. a v ec les mêmes indices) et X

0

et Y

0

leurs sous-

alphab ets complémen taires. Nous noterons de plus à l'aide de jZ j le cardinal

d'un ensem ble de v ariables Z . Nous a v ons p our but d'obtenir une condition

su�san te p our qu'un op érateur symétrique partiel tue le déterminan t d'un

diagramme donné. L'in térêt de la prop osition suiv an te est qu'elle nous p er-

met de tra v ailler a v ec autan t de v ariables que de cases, donc d'utiliser tout

le matériel décrit au paragraphe (3.2.1).

Princip e 3.18 Soit L un diagr amme du r ése au c arr é. Soit P ( @ X ) un op é-

r ateur di�ér entiel symétrique p artiel en l'alphab et X de c ar dinal jX j = k .

Supp osons que P ( @ X ) tue tous les �

D

lorsque D dé crit une p artie de L

ayant k c ases. A lors c et op ér ateur annule �

L

.

Pr euve. Si X = f x

i

1

; : : : ; x

i

k

g , nous p ouv ons dév elopp er le déterminan t du

diagramme �

L

( X ; Y ) par rapp ort aux lignes i

1

; i

2

; : : : ; i

k

et nous obtenons :

�

L

( X

n

; Y

n

) =

X

D � L; j D j = k

� �

D

( X ; Y )�

L n D

( X

0

; Y

0

) ; (3.22)

où L n D représen te le diagramme constitué des cases de L qui ne son t pas

dans D . Il est alors clair que si un op érateur tue tous les �

D

il tue aussi

�

L

.

Exemple 3.19 P ar exemple soit L = f (0 ; 1) ; (0 ; 2) ; (1 ; 0 ) ; ( 1 ; 1) g et c hoisis-

sons X � X = X

4

tel que jX j = 2 . Nous a v ons que h

3

( X ) 2 I

L

, car p our

toute partie D � L telle que j D j = 2 la Prop osition 3.14 nous donne que
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h

3

( @ X )�

D

( X ; Y ) = 0 . Nous visualisons cela sur la �gure suiv an te où nous

représen tons toutes les parties D de L en plaçan t deux � de toutes les façons

p ossibles dans L .

� �

;

�

�

;

�

�

;

�

�

;

�

�

;

� �

Le nom bre maximal de cases de D (cf Prop osition 3.14) qui p euv en t

faire un pas v ers le haut sans en rencon trer une autre est deux. P ar exemple

dans le premier dessin, il y a deux cases en-dessous des deux � , donc si nous

essa y ons de faire mon ter trois cases de D , au moins deux v on t fatalemen t se

rencon trer. Donc h

3

( @ X )�

D

( X ; Y ) = 0 . En utilisan t cette tec hnique, nous

v éri�ons facilemen t que h

r

( X ) 2 I

L

si r � 2 p our jX j = 1 , r � 3 p our

jX j = 2 , r � 3 p our jX j = 3 et r � 2 p our jX j = 4 .

3.3 Cas d'un alphab et

3.3.1 Cas du V andermonde

Les résultats énoncés ici concernen t le cas le plus simple de la conjecture

n ! , à sa v oir le cas de la partition en colonne : � = (1

n

) . Dans ce cas en e�et,

le déterminan t �

�

est simplemen t le déterminan t de V andermonde en X ,

noté �( X ) :

�( X ) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 x

1

x

2

1

� � � x

n � 1

1

1 x

2

x

2

2

� � � x

n � 1

2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 x

n

x

2

n

� � � x

n � 1

n

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

Y

1 � i<j � n

( x

j

� x

i

) :

Le fait que la dimension de M

(1

n

)

est égale à n ! est un résultat classique.

Dès 1944, E. Artin [2] l'obtien t en utilisan t la théorie de Galois ; dans [57],

R. Stein b erg l'établit en l'engloban t dans l'étude des group es engendrés par

des ré�exions, et N. Bergeron et A. Garsia en donnen t aussi une étude dans

[14]. Nous v oulons ici regroup er les résultats les plus imp ortan ts et en donner

un vision très simple et liée au Princip e 3.5.

Commençons par in tro duire la base suiv an te, dite d'Artin :

B

(1

n

)

= f @ X

a

�( X ) ; 8 i; 0 � a

i

� i � 1 g : (3.23)

Nous observ ons immédiatemen t que le cardinal de B

(1

n

)

est n ! . L'observ ation

suiv an te est que l'indép endance linéaire vien t simplemen t de l'examen des
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monômes dominan ts des élémen ts de B

(1

n

)

, lesquels son t tous distincts. En

e�et le monôme dominan t de @ X

a

�( X ) p our l'ordre lexicographique in v erse

(cf. Exemple 3.2) corresp ond à la p erm utation de S

n

qui dans le dév elopp e-

men t de �( X ) donne à x

n

l'exp osan t n � 1 , à x

n � 1

l'exp osan t n � 2 , et ainsi

de suite. C'est donc

x

n � 1 � a

n

n

x

n � 2 � a

n � 1

n � 1

� � � x

1 � a

2

2

x

0

1

(3.24)

et tous ces monômes son t distincts.

Dé�nissons main tenan t l'idéal suiv an t

~

I

(1

n

)

=




h

n � r

( X

0

( r )

) ; 1 � r � n

�

; (3.25)

où X

0

( r )

= ( x

n

; : : : ; x

n � r

) . Une application directe de la Prop osition 3.14 et

du Princip e 3.18 nous donne que

~

I

(1

n

)

� I

(1

n

)

: (3.26)

En e�et si l'on considère r + 1 cases, il y a alors n � r � 1 trous au plus qui

p euv en t mon ter, mais pas n � r comme l'imp ose h

n � r

( X

0

( r )

) , d'où (3.26).

De plus on observ e que le monôme dominan t p our l'ordre lexicographique

(pas in v erse) de h

n � r

( X

0

( r )

) est x

n � r

n � r

donc

dim Q [ X ] =

~

I

(1

n

)

�

n � 1

Y

r =0

( n � r ) = n ! (3.27)

et il y a égalité dans (3.27) si et seulemen t si la description de

~

I

(1

n

)

dans

(3.25) donne une base de Gröbner de cet idéal. En e�et, il y a inégalité stricte

si et seulemen t si en construisan t une base de Gröbner de

~

I

(1

n

)

, on ra joute

des monômes dominan ts autres que les x

n � r

n � r

.

En regroupan t tous ces résutats, on obtien t :

Théorème 3.20 L a famil le B

(1

n

)

est une b ase de l'esp ac e M

(1

n

)

et nous

avons l'é galité :

~

I

(1

n

)

= I

(1

n

)

:

Plus pr é cisément l'é quation (3.25) donne une b ase de Gr öbner de I

(1

n

)

.

3.3.2 Cas général : in tro duction et construction

Nous étudions ici l'espace M

�

( X ) , sous-espace de M

�

constitué des p o-

lynômes de degré n ul en Y . Nous a v ons déjà obten u, en utilisan t les har-

moniques des orbites, une b orne sup érieure p our la dimension de M

�

( X )
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(cf. Prop osition 2.14 : dim M

�

( X ) � n ! =� ! ). Nous allons ici compléter cette

étude en obtenan t une description explicite d'une base de M

�

( X ) et une

base explicite de l'idéal ann ulateur I

�

( X ) , ces deux ob jets étan t reliés via

les bases de Gröbner et le Princip e 3.5.

Commençons par construire la famille B

�

( X ) don t nous démon trerons

qu'il s'agit d'une base de M

�

( X ) . La première base de M

�

( X ) a été construite

dans [14] et [26]. La construction de cette base était récursiv e et son in ter-

prétation en termes de dériv ées de �

�

non triviale. La construction d'une

base directe et comp osée de dériv ées monomiales de �

�

fut exp osée par l'au-

teur dans [4]. Cette construction se fait à l'aide de �dessins�, qui son t des

représen tations visuelles des monômes don t nous nous servirons à la section

suiv an te dans le cas des équerres. Nous présen tons ici une description en

termes de tableaux standard de forme � , qui est une présen tation di�éren te

de la base construite en [4]. Cette base est une généralisation de la base

d'Artin in tro duite en (3.23) dans le cas du V andermonde.

Nous commençons par asso cier à c haque étiquette j d'un tableau stan-

dard T , un en tier p ositif de la façon suiv an te. Soit ( r

j

; c

j

) la p osition de l'éti-

quette j dans T , et soit k la plus grande étiquette de T , telle que c

k

= c

j

+ 1

et k < j . Nous p osons

� ( j ) = �

T

( j ) = r

j

� r

k

: (3.28)

S'il n'y a pas de tel k , nous p osons � ( j ) = r

j

+ 1 . P our l'exemple ci-dessous,

la v aleur de � ( k ) apparaît dans la case du tableau de droite corresp ondan t

à la p osition de k dans le tableau de gauc he.

5

4 8

3 6

1 2 7 9 10

3

2 2

1 2

1 1 1 1 1

Il est clair que si T est l'unique tableau standard de forme la colonne (1

n

) :

n

.

.

.

2

1
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alors � ( j ) = j .

Comme nous l'a v ons vu à la Prop osition 2.11, l'ensem ble des dériv ées

partielles des p olynômes de Garnir asso ciés à des tableaux croissan ts sur les

colonnes, L

@

[�

T

( X ) ; T 2 C I � ] coïncide a v ec l'espace M

�

( X ) . En utili-

san t cette caractérisation, nous allons main tenan t construire une base p our

M

�

( X ) . Mais in tro duisons d'ab ord quelques notations.

P our une partition � de n , notons � ( � ) l'ensem ble des partitions de n � 1

qui p euv en t être obten ues à partir de � en lui enlev an t un de ses coins. P our

� 2 � ( � ) , nous notons �=� le coin par lequel � di�ère de � . Numérotons

�

1

; : : : ; �

k

, les partitions dans l'ensem ble � ( � ) , ordonnées par ordre croissan t

du n uméro de la colonne du coin �=�

i

. En d'autres termes, si ( a

i

; b

i

) , 1 � i �

k , son t les co ordonnées resp ectiv es des cases �=�

i

, alors b

1

< b

2

< : : : < b

k

.

T out tableau standard T de forme � est tel que l'étiquette n est placée

dans un coin ( a

j

; b

j

) de � . De plus, la v aleur de �

T

( n ) ne dép end que de la

p osition de ce coin (et de la forme � ), car toutes les autres étiquettes de T

son t inférieures. En notan t �

j

la v aleur de �

T

( n ) , si n apparaît dans la case

( a

j

; b

j

) de T , il est clair que

�

j

= a

j

� a

j +1

: (3.29)

Théorème 3.21 Pour toute p artition � de n , l'ensemble de p olynômes

B

�

( X ) =

�

@ X

m

�

T

( X ) ; T 2 S T �; m = ( m

1

; m

2

; : : : m

n

)

et 0 � m

i

< �

T

( i )

	

(3.30)

est une b ase de l'esp ac e M

�

( X ) .

La �n de cette section est consacrée à la preuv e de ce résultat.

Remarque 3.22 Compte ten u de la Prop osition 2.10, nous v o y ons qu'il est

p ossible d'exprimer la base sous forme de dériv ées monomiales de �

�

, et

d'écrire :

B

�

( X ) =

�

@ X

m

@ Y

T

�

�

( X ) ; T 2 S T

�

; m = ( m

1

; m

2

; : : : m

n

)

et 0 � m

i

< �

T

( i )

	

; (3.31)

a v ec un p etit abus dû à la présence de constan tes non n ulles.
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3.3.3 Indép endance linéaire

Prop osition 3.23 L a famil le B

�

( X ) est liné air ement indép endante.

Pr euve. Nous commençons par prouv er par récurrence que la famille B

�

( X )

est indép endan te, en supp osan t que c'est vrai p our les partitions a y an t au

plus n � 1 cases. Comme précédemmen t, p our �

j

2 � ( � ) , notons ( a

j

; b

j

) le

coin �=�

j

, a v ec b

1

< b

2

< � � � < b

k

, et dé�nissons

B

j

=

�

X

m

; T 2 S T

�

; 0 � m

i

< �

T

( i ) ; T ( a

j

; b

j

) = n

	

: (3.32)

D'après (3.29), p our X

m

2 B

j

, le monôme dominan t de @ X

m

�

T

( X ) (p our

l'ordre lexicographique) est de la forme

x

a

j

� m

n

n

X

p

(a v ec p

n

= 0) ;

p our tout 0 � m

n

< a

j

� a

j +1

. P our un k �xé a v ec a

j +1

< k � a

j

, notre

h yp othèse de récurrence nous donne que

B

j;k

=

�

@ X

m

�

T

( X ) ; T 2 S T

�

; 0 � m

i

< �

T

( i ) ;

T ( a

j

; b

j

) = n; m

n

= a

j

� k

	

; (3.33)

est indép endan t car (p our l'ordre lexicographique), nous a v ons le dév elopp e-

men t suiv an t de @ X

m

�

T

( X ) :

@ X

m

�

T

( X ) = x

k

n

@ X

p

�

T

0

( X ) + : : :

|{z}

termes plus p etits

(3.34)

où T

0

est la restriction de T à �

j

. Il est alors clair que les ensem bles B

j;k

son t

m utuellemen t indép endan ts donc

B

�

=

[

j;k

B

j;k

(3.35)

est indép endan t.

3.3.4 Én umération

Véri�ons ici que l'on a bien :

Prop osition 3.24 L e c ar dinal de B

�

( X ) est é gal à n ! =� ! .



64 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALES

Pr euve. Nous allons mon trer par récurrence que

jB

�

( X ) j =

n !

� !

; (3.36)

en supp osan t que (3.36) est vraie p our les partitions �

j

2 � ( � ) . P ar récur-

rence, il est clair que

jB

j;k

j =

( n � 1)!

�

j

!

où B

j;k

est dé�ni en (3.33), d'où

jB

�

j =

k

X

i =1

�

j

( n � 1)!

�

j

!

:

L'équation (3.36) vien t alors du fait que

n =

k

X

j =1

�

j

( a

j

+ 1) ;

car

a

j

+ 1 =

� !

�

j

!

est la longueur de la ligne de � dans laquelle se trouv e le coin ( a

j

; b

j

) .

Remarque 3.25 Ceci ac hèv e, compte ten u de la Prop osition 2.14, la preuv e

du Théorème 3.21. Le paragraphe suiv an t, via une étude de l'idéal ann ula-

teur, p ermet de compléter la preuv e sans référence à la Prop osition 2.14, qui

utilise les tec hniques d'harmoniques des orbites.

3.3.5 Idéal ann ulateur et génération

Le but de ce paragraphe est principalemen t l'étude de l'idéal ann ulateur

I

�

( X ) de l'espace M

�

( X ) . Cette étude a été menée dans [32 ], reprise dans

[14 ] en adoptan t une appro c he simpli�ée de la construction de T anisaki [59 ].

Nous présen tons ici une description duale de celle de T anisaki, comme exp o-

sée dans [8 ] et déduisons la description de T anisaki par dualité. L'a v an tage de

cette appro c he est d'être encore plus simple que celle de [14 ]. Nous pro�tons

de plus ici de toute la puissance du Princip e 3.18.

Soit � une partition �xée de n . Notons �

0

= ( �

0

1

; : : : ; �

0

`

0

) la partition

conjuguée de � . P our 1 � k � n , nous dé�nissons

�

k

( � ) = �

0

1

+ �

0

2

+ � � � + �

0

k

(3.37)
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a v ec la con v en tion que �

0

j

= 0 si j > `

0

.

Théorème 3.26 Pour � une p artition de n

I

�

( X ) =




h

r

( X ) ; X � X

n

; jX j = k ; r > �

k

( � ) � k

�

: (3.38)

La preuv e se fait en plusieurs étap es. App elons

~

I

�

( X ) l'idéal dé�ni au

mem bre de droite de (3.38).

Prop osition 3.27 Nous avons l'inclusion

~

I

�

( X ) � I

�

( X ) : (3.39)

Pr euve. Il nous faut mon trer que tout p olynôme h

r

( X ) a v ec X � X

n

; jX j =

k ; r > �

k

( � ) � k ann ule tout p olynôme de Garnir �

T

( X ) . La preuv e est

rendue très simple grâce aux op érateurs de sauts et au Princip e 3.18. En

e�et, considérons la partition � dans laquelle on c hoisit k cases (marquées

d'une � sur la �gure suiv an te).

Les �gures ci-dessus donnen t les c hoix des cases fournissan t le plus grand

nom bre de trous p ouv an t mon ter, que ce soit dans le cas k � �

1

(dessin

de gauc he) ou k > �

1

(dessin de droite). On constate que dans les deux

cas, �

k

( � ) � k trous au plus p euv en t mon ter. Donc h

r

( X ) ann ule �

T

( X ) .

A�n d'énoncer la prop osition suiv an te, reprenons les notations in tro duites

en [14 ]. Soit une partition � et une ligne i du diagramme de F errers � ; p our

cela i � ` � 1 où ` est la hauteur (longueur) de � . Notons alors �

( i )

la partition

obten ue en enlev an t du diagramme � le plus bas coin situé sur la ligne i ou

au-dessus de celle-ci. Notons alors B

�

l'ensem ble de monômes obten us par

la récurrence :

B

�

=

` � 1

[

i =0

x

i

n

B

�

( i )

(3.40)
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a v ec la condition initiale que B

�

= f 1 g si � = (1) . Dans (3.40), x

i

n

B

�

( i )

est

l'ensem ble des monômes obten us en m ultiplian t les élémen ts de B

�

( i )

par x

i

n

.

Prop osition 3.28 Nous p ouvons r é duir e tout élément de Q [ X

n

] c omme c om-

binaison liné air e de B

�

( X ) mo dulo

~

I

�

( X ) , donc en p articulier :

dim Q [ X ] =

~

I

�

( X ) � n ! =� ! : (3.41)

Pr euve. La preuv e est ici plus simple que celle de la prop osition analogue

(Prop osition 4.2) de [14], car l'utilisation de p olynômes symétriques homo-

gènes est plus adaptée que celle de p olynômes symétriques élémen taires.

Nous v oulons mon trer que tout monôme X

p

= x

p

1

1

� � � x

p

n

n

p eut s'écrire

X

p

=

X

m

�

2 B

�

c

m

�

m

�

: (3.42)

La preuv e se fait par une double récurrence, croissan te sur n puis décroissan te

sur p

n

. Si n = 1 , le résultat est trivial. Supp osons-le vrai jusqu'à n � 1

(app elons H

1

cette h yp othèse). Si p

n

� �

0

1

alors x

p

n

n

� 0 mo dulo

~

I

�

( X ) car

h

r

( x

n

) 2

~

I

�

( X ) dès que r > �

1

( � ) � 1 = �

0

1

� 1 .

Supp osons alors le résultat vrai p our p

n

� i (h yp othèse H

2

) et considé-

rons X

p

= x

p

1

1

� � � x

p

n � 1

n � 1

x

i � 1

n

. D'après H

1

, on p eut écrire ce monôme sous la

forme

X

p

= x

i � 1

n

X

m

�

2 B

�

( i )

c

m

�

m

�

+

X

A ( X

n � 1

) x

i � 1

n

h

r

( X ) (3.43)

où A ( X

n � 1

) désigne un p olynôme quelconque en X

n � 1

= ( x

1

; : : : ; x

n � 1

) et

X est tel que X � X

n � 1

, jX j = k et r > �

k

( �

( i )

) � k . Observ ons que

�

k

( �

( i )

) =

�

�

k

( � ) � 1 si k � �

i

;

�

k

( � ) si k < �

i

:

Si k < �

i

, alors

r > �

k

( �

( i )

) � k = �

k

( � ) � k = ) h

r

( X ) 2

~

I

�

( X ) :

Si main tenan t k � �

i

, alors �

k

( �

( i )

) � k = �

k

( � ) � k � 1 et il faut donc

s'in téresser au cas r = �

k

( �

( i )

) � k + 1 .

On utilise

h

r

( X ) = h

r

( X ; x

n

) � x

n

h

r � 1

( X ; x

n

) (3.44)
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p our réécrire le terme problématique de (3.43) sous la forme

A ( X

n � 1

) x

i � 1

n

h

r

( X ) = A ( X

n � 1

) x

i � 1

n

h

r

( X ; x

n

) � A ( X

n � 1

) x

i

n

h

r � 1

( X ; x

n

) :

(3.45)

D'après H

2

, le second terme du mem bre de droite de (3.45) p eut s'écrire

mo dulo

~

I

�

( X ) comme com binaison linéaire d'élémen ts de B

�

. Il nous reste à

prouv er que dans le premier terme du mem bre de droite de (3.45), le pro duit

x

i � 1

n

h

r

( X ; x

n

) est dans

~

I

�

( X ) .

P our cela, observ ons que si k � �

0

i

(ce qui implique �

0

k +1

< i ), alors

�

k

( �

( i )

) = �

k

( � ) � 1 = �

k +1

( � ) � �

0

k +1

� 1 > �

k +1

( � ) � i � 1 ;

donc

r + i � 1 = �

k

( �

( i )

) � k + 1 + i � 1 > �

k +1

( � ) � ( k + 1) : (3.46)

De plus en itéran t (3.44), on a

x

i � 1

n

h

r

( X ; x

n

) = h

r + i � 1

( X ; x

n

) �

i � 1

X

l =1

h

r + l

( X ) x

i � 1 � l

n

(3.47)

Nous réglons �nalemen t le cas des deux termes du mem bre de droite de (3.47)

� p our l > 0 , h

r + l

( X ) 2

~

I

�

( X ) car r + l > r = �

k

( � ) � k ;

� h

r + i � 1

( X ; x

n

) 2

~

I

�

( X ) car r + i � 1 > �

k +1

( � ) � ( k + 1) d'après (3.46).

Pr euve (du Théorème 3.26). A c hev ons main tenan t la preuv e du Théo-

rème 3.26. L'inclusion (3.39), asso ciée à

n ! =� ! = dim Q [ X ] = I

�

( X ) � dim Q [ X ] =

~

I

�

( X ) � n ! =� !

implique l'égalité

~

I

�

( X ) = I

�

( X ) , donc (3.38).

Remarque 3.29 La preuv e du Théorème 3.26 revien t à la construction

d'une base de Gröbner G

�

( X ) p our I

�

( X ) relativ emen t à l'ordre lexicogra-

phique et à l'application du Princip e 3.5. En e�et, si l'on observ e l'équation

(3.44), on constate que l'on réduit mo dulo I

�

( X ) le monôme dominan t du

terme de gauc he en monômes plus p etits p our l'ordre lexicographique. En

e�et soit Q 2 I

�

( X ) , on le réduit (à zéro car il est dans I

�

( X ) ) via le pro cédé

utilisé dans la preuv e du Théorème 3.26. Ceci assure que son monôme do-

minan t est divisible par le monôme dominan t d'un des p olynômes que nous

manipulons (la base de Gröbner n'est pas explicitemen t construite).
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Remarque 3.30 Une application du Théorème 3.26 est l'assertion suiv an te :

� � � = ) M

�

( X ) � M

�

( X ) (3.48)

où l'ordre sur les partitions est l'ordre dominan t, in tro duit en (1.22).

En e�et :

� � � ) �

k

( � ) � �

k

( � ) ) I

�

( X ) � I

�

( X ) ;

ce qui implique (3.48) en passan t au quotien t.

F aisons main tenan t le lien a v ec la description de T anisaki de I

�

( X ) .

T anisaki [59 ], a v ec une preuv e simpli�ée dans [14 ], mon tre que

I

�

( X ) =




e

r

( X ) ; X � X

n

; j X j = k ; r > k �

�

n � �

n � k

( � )

��

=




e

r

( X ) ; X � X

n

; j X j = n � k ; r > �

k

( � ) � k

�

:

(3.49)

À la lumière du lemme suiv an t, le Théorème 3.26 apparaît comme la des-

cription duale de celle de T anisaki p our l'idéal I

�

( X ) . Plus précisémen t, en

utilisan t l'idéal

I

1

n

= h e

r

( X ) : r > 0 i = h h

r

( X ) ; r > 0 i � I

�

( X ) ; (3.50)

nous a v ons :

Lemme 3.31 Pour X � X

n

notons X = X

n

nX , alors

h

r

( X ) � ( � 1)

r

e

r

( X ) mo d I

1

n

: (3.51)

Pr euve. Nous sa v ons que e

r

( X ) et h

r

( X ) son t les co e�cien ts de t

r

dans

E

X

( t ) =

Y

i 2 X

(1 + tx

i

) et H

X

( t ) =

Y

i 2X

1

1 � tx

i

resp ectiv emen t. Comme X [ X = X est une union disjoin te, nous a v ons que

E

X

( t ) =H

X

( � t ) = E

X

( t ) � 1 mo d I

1

n

. Donc E

X

( t ) � H

X

( � t ) mo d I

1

n

et

le résultat en découle.

3.4 Cas des équerres

Reprenons le cas des équerres, déjà étudié dans la section 2.4, don t nous

reprenons les notations. Soit donc � une partition de n don t le diagramme

de F errers est une équerre, i.e. � = ( A + 1 ; 1

L

) a v ec A + L + 1 = n . Dans ce

cas précis, nous allons obtenir une description explicite de l'idéal ann ulateur

I

�

et construire une base p our M

�

, asso ciée à une base de Gröbner de I

�

,

en accord a v ec le princip e exp osé dans la section 3.1.



3.4. CAS DES ÉQUERRES 69

3.4.1 Construction

La construction se fait de la façon �très visuelle� suiv an te. Prenons un

axe horizon tal sur lequel on supp ose qu'il y a A + L places.

Dé�nition 3.32 Une forme asso cié e à la p artition � est c onstruite de la fa-

çon suivante : on choisit A plac es sur l'axe p our êtr e les plac es des c olonnes- y

et les L autr es ser ont les plac es des c olonnes- x . L es A c olonnes- y c omp ortent

A; A � 1 ; : : : ; 1 c ases au-dessus de l'axe et sont r angé es p ar or dr e de hauteur

dé cr oissante. L es L c olonnes- x c omp ortent L; L � 1 ; : : : ; 1 c ases au-dessous

de l'axe et sont r angé es p ar or dr e de pr ofondeur dé cr oissante.

La �gure suiv an te donne un exemple de forme

y

x

asso ciée à la partition : � = (4 ; 1

4

) de n = 8 .

Nous allons main tenan t placer des croix dans les colonnes et obtenir ainsi

des dessins. Comme nous ne distinguerons pas deux dessins a y an t le même

nom bre de croix dans c haque colonne, nous placerons les croix près de l'axe.

Dé�nition 3.33 Un dessin est c onstitué d'une forme dans laquel le sont pla-

c é es des cr oix r esp e ctant les r è gles de r ép artition suivantes :

1. le nombr e de cr oix dans une c olonne- x de pr ofondeur p est un entier

quelc onque n

x

ave c 0 � n

x

� p ;

2. le nombr e de cr oix dans les c olonnes- y dép end des cr oix- x . Considér ons

une c olonne- y de hauteur h . Si el le n 'a aucune c olonne- x à sa dr oite,

alors le nombr e de cr oix est un quelc onque entier n

y

, 0 � n

y

� h .
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Par c ontr e, si la c olonne- y a au moins une c olonne- x à sa dr oite, on

r e gar de la pr emièr e (i.e. la plus gr ande) de c es c olonnes qui soit unie.

On app el le unie une c olonne n 'ayant que des c ases blanches (zér o cr oix)

ou que des c ases cr oisé es (le nombr e de cr oix est é gal à la pr ofondeur

de la c olonne). R emar quons qu'il y a toujours une c olonne unie, au

moins c el le de pr ofondeur 1. Deux c as se pr ésentent alors :

� si c ette c olonne- x est toute blanche, on imp ose au moins une cr oix

dans la c olonne- y ;

� si el le est toute cr oisé e, on imp ose au moins une c ase blanche dans

la c olonne- y .

Remarque 3.34 La famille de dessins que nous v enons d'in tro duire est in-

v arian te sous l'op ération qui in terv ertit les cases blanc hes et les cases croisées.

Nous app ellerons cet op érateur �ip (il est di�éren t du Flip in tro duit par A.

Garsia et M. Haiman dans [26 ], que nous noterons a v ec une ma juscule).

La �gure suiv an te donne un exemple de dessin asso cié à la forme donnée

ci-dessus ; est aussi représen té le système d'indice utilisé : c haque place p orte

un indice i , v arian t de 1 à n � 1 de la gauc he v ers la droite.

y

x

    1
  2

 3

 4  5

 6

 7

Nous noterons D l'ensem ble des dessins construits via la Dé�nition 3.33.

L'in térêt (qui apparaîtra clairemen t plus tard) de ces dessins est qu'ils

son t doubles : une partie croisée, que nous noterons usuellemen t S et une

partie blanc he, que nous noterons T .

P ar exemple, p our le dessin précéden t, nous a v ons :

S =
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T =

De même que p our les dessins, nous noterons a v ec des sym b oles calligra-

phiques S et T les ensem bles des S et T lorsque le dessin D décrit D tout

en tier.

Après a v oir dé�ni les dessins, nous dev ons in tro duire les monômes et les

op érateurs di�éren tiels qui leur son t asso ciés.

Dé�nition 3.35 L e monôme asso cié à la p artie cr oisé e S d'un dessin est

dé�ni c omme

M

S

( X ; Y ) =

n � 1

Y

i =1

x

n

x

( i )

i

y

n

y

( i )

i

(3.52)

où n

x

( i ) et n

y

( i ) désignent r esp e ctivement le nombr e de c ases- x et - y en plac e

i dans S . Nous dé�nissons de la même manièr e M

T

et

@

D

= @

S

= M

S

( @ ) ; @

T

= M

T

( @ ) (3.53)

les op ér ateurs de dérivation asso ciés à S (nous le noter ons souvent @

D

) et à

T .

Dans le cas de l'exemple donné sur les trois dernières �gures, nous a v ons :

M

S

= y

2

1

x

2

x

4

x

2

5

y

6

, M

T

= y

1

x

3

2

y

2

3

x

2

4

x

7

et @

D

= @ y

2

1

@ x

2

@ x

4

@ x

2

5

@ y

6

.

Nous appliquons alors les op érateurs monomiaux à �

�

.

Dé�nition 3.36 L a famil le B = B

�

de p olynômes que nous c onsidér ons est

alors dé�nie de la façon suivante :

B = f @

D

�

�

; D 2 D g : (3.54)

Remarque 3.37 Une remarque imp ortan te est donnée par l'iden tité ci-

dessous, v alable p our tout dessin D = ( S; T ) :

@

S

@

T

�

�

2 Z nf 0 g : (3.55)

Ceci est une conséquence récursiv e de

@ x

A

i

�

(1

A

;L +1)

( X ; Y ) = A !�

(1

A � 1

;L +1)

( X n f x

i

g ; Y n f y

i

g )

et

@ y

L

i

�

(1

A

;L +1)

( X ; Y ) = L !�

(1

A

;L )

( X n f x

i

g ; Y n f y

i

g ) :
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3.4.2 Én umération

Nous v oulons ici v éri�er que la famille B , donc la famille de dessins D a

le b on cardinal, i.e. établir la prop osition suiv an te.

Prop osition 3.38 L e nombr e de dessins D 2 D est é gal à n ! .

Pr euve. Comme le nom bre de c hoix p our une colonne- y ne dép end que de

la forme du dessin (et non des croix- x ), nous obtenons facilemen t l'égalité

suiv an te, où k

1

représen te le nom bre de colonnes- y à droite de la dernière

colonne- x :

X

k

1

+ k

2

= A

2 � 3 � � � ( k

1

+ 1) � ( k

1

+ 1) � � � ( k

1

+ k

2

) � ( L + 1)!

�

k

2

+ L � 1

k

2

�

= L ( L + 1) A !

A

X

k

2

=0

( k

2

+ L � 1)!

k

2

!

( A + 1 � k

2

)

= ( L + 1)! A !

A

X

k

2

=0

�

L � 1 + k

2

L � 1

��

A + 1 � k

2

1

�

= ( L + 1)! A !

�

A + L + 1

L + 1

�

= ( A + L + 1)!

grâce à la form ule de Ch u-V andermonde ([18], p. 163).

3.4.3 Preuv e que la famille de p olynômes engendre M

�

et

obten tion de l'idéal ann ulateur

Nous mon trons ici que la famille B = f @

D

�

�

g

D 2D

engendre M

�

. P our

cela, nous étudions atten tiv emen t I

�

, l'idéal ann ulateur de �

�

.

3.4.3.a Étude de I

�

P our P ; Q deux p olynômes, nous écriv ons P � Q si P ( @ )�

�

= Q ( @ )�

�

,

i.e. P � Q 2 I

�

. Nous notons, conformémen t à la Dé�nition 1.12, h

k

la k -

ième fonction symétrique homogène. Nous noterons aussi X une partie de

l'alphab et ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) , Y une partie de ( y

1

; y

2

; : : : ; y

n

) , et jX j et jY j leurs

cardinaux resp ectifs. Nous p osons égalemen t

�

X =

Q

x 2X

x et

�

Y =

Q

y 2Y

y .

Le fait que P ( @ )�

�

= Q ( @ )�

�

équiv aut à P � Q 2 I

�

en traîne que

mon trer qu'une famille de dériv ées de �

�

engendre M

�

passe par une b onne
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connaissance de l'idéal ann ulateur I

�

. Nous établissons tout d'ab ord les pro-

priétés suiv an tes.

Prop osition 3.39 Nous avons :

1. p our tout 1 � i � n , x

i

y

i

� 0 ;

2.

�

X � 0 dès que jX j > L ;

3.

�

Y � 0 dès que jY j > A ;

4. p our tout p olynôme symétrique homo gène P de de gr é strictement p osi-

tif, P � 0 .

Pr euve. La quatrième assertion est claire d'après la Remarque 3.10.

Les autres pro viennen t d'une observ ation atten tiv e de la forme détermi-

nan tale de �

�

quand � = ( A + 1 ; 1

L

) . Prenons l'exemple suiv an t : � = (3 ; 1

4

) ,

i.e. A = 2 et L = 4 alors :

�

(3 ; 1

4

)

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 x

1

x

2

1

x

3

1

x

4

1

y

1

y

2

1

1 x

2

x

2

2

x

3

2

x

4

2

y

2

y

2

2

1 x

3

x

2

3

x

3

3

x

4

3

y

3

y

2

3

1 x

4

x

2

4

x

3

4

x

4

4

y

4

y

2

4

1 x

5

x

2

5

x

3

5

x

4

5

y

5

y

2

5

1 x

6

x

2

6

x

3

6

x

4

6

y

6

y

2

6

1 x

7

x

2

7

x

3

7

x

4

7

y

7

y

2

7

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

:

Nous constatons l'absence de terme x

i

y

i

, la présence de termes en x

i

sur L =

4 colonnes et de termes en y

i

sur A = 2 colonnes. Ceci implique les trois pre-

miers p oin ts de la prop osition dans ce cas particulier et il est aisé de v oir que

le cas général se traite de même.

Nous déduisons alors de ces quatre propriétés via de simples récurrences

les prop ositions suiv an tes. Les preuv es ne son t ici qu'esquissées. La raison en

est donnée à la Remarque 3.44

Prop osition 3.40 Si Y est un sous-alphab et de Y

n

,

h

k

( Y ) � 0 (3.56)

dès que k > 0 et k + jY j > n .

Pr euve. Ceci est facilemen t prouv é par récurrence décroissan te sur jY j . Nous

a v ons en e�et

h

k

( y

1

; : : : ; y

n

) � 0
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p our tout k > 0 , et p our tout y 62 Y la relation suiv an te :

h

k

( Y ; y ) = h

k

( Y ) + y h

k � 1

( Y ; y ) :

Prop osition 3.41

�

Y h

k

( Y

0

) � 0 (3.57)

dès que k > 0 , k + jY j > A et Y � Y

0

.

Pr euve. La preuv e se fait par récurrence décroissan te sur jY

0

j .

Prop osition 3.42

h

k

( Y ) h

l

( X ) � 0 (3.58)

dès que k > 0 , l > 0 , k + l + jY j + jX j � 2 n et X � Y ou Y � X .

Pr euve. Nous ne mon trons le résultat que lorsque k + jY j = n et l + jX j = n

(les autres cas son t des conséquences de la Prop osition 3.40).

On pro cède alors par une récurrence initialisée par :

h

1

( x

1

; : : : ; x

n � 1

) h

1

( y

1

; : : : ; y

n � 1

) � 0

qui est une conséquence de la Prop osition 3.40 et de x

n

y

n

� 0 .

Prop osition 3.43

h

k

( Y ) h

l

( X ) � 0 (3.59)

dès que k > 0 , l > 0 et

� soit Y � X et k + l + jY j > n ,

� soit X � Y et k + l + jX j > n .

Pr euve. Elle se fait par récurrence croissan te sur � = 2 n � ( k + jY j + l + jX j ) .

Le cas � � 0 se réduit à la Prop osition 3.42. Supp osons alors le résultat

vrai jusqu'à � � 1 et 2 n � ( k + jY j + l + jX j ) = � > 0 . P ar symétrie, nous

considérons le cas Y � X et k + l + jY j > n . Si l > 1 , alors p our tout x

i

62 X ,

nous écriv ons :

h

k

( Y ) h

l

( X ) � h

k

( Y ) h

l

( X ; x

i

) � x

i

h

k

( Y ) h

l � 1

( X ; x

i

)

� h

k

( Y ) h

l

( X ; x

i

) � x

i

h

k

( Y ; y

i

) h

l � 1

( X ; x

i

) � 0
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par récurrence.

Si l = 1 , alors jY j + k � n et nous a v ons p our tout x

i

62 X :

h

k

( Y ) h

1

( X ) � h

k

( Y ; y

i

) h

1

( X ) � y

i

h

k � 1

( Y ) h

1

( X ; x

i

) :

Le premier terme est n ul d'après la Prop osition 3.40. On prouv e alors que

le second terme est égalemen t n ul par récurrence décroissan te sur jX j (le

résultat étan t vrai p our n ), car n � k � jY j � jX j ) n � jX j � k .

Remarque 3.44 L'in térêt de ces preuv es réside dans le fait qu'elles p er-

metten t d'obtenir l'appartenance à I

�

de tous les p olynômes décrits dans

les prop ositions précéden tes, uniquemen t à partir des propriétés décrites à

la Prop osition 3.39. Ce son t les preuv es originales que l'on trouv e dans [4].

Cep endan t une meilleure connaissance des op érateurs de sauts transforme

les prop ositions précéden tes en applications (presque) immédiates des Pro-

p ositions 3.11 et 3.14 et du Princip e 3.18. Malgré tout cette appro c he reste

utile a�n d'obtenir, comme nous le v errons au Théorème 3.46 une description

plus simple de l'idéal ann ulateur dans le cas des équerres.

3.4.3.b Application

Nous allons main tenan t mon trer que toute dériv ée monomiale de �

�

est

une com binaison linéaire de la famille f @

D

�

�

g

D 2D

.

Théorème 3.45 L a famil le de p olynômes f @

D

�

�

g

D 2D

engendr e l'esp ac e

M

�

.

Pr euve. Nous v oulons réduire toute dériv ée monomiale dans notre famille.

P our cela, nous commençons par asso cier tout monôme (de dériv ation) à un

paquet de croix de la même façon que nous a v ons fait corresp ondre les dessins

et les monômes. P ar exemple le paquet asso cié au monôme x

1

x

2

y

2

y

3

4

x

5

est :

Considérons un paquet P qui n'est pas un dessin. Observ ons tout de suite

que si notre monôme M asso cié au paquet P p ossède, comme celui ci-dessus

un facteur x

i

y

i

, il tue �

�

et il n'y a rien à faire. Nous écartons ce cas et
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regardons l'anomalie la plus à droite, i.e. la place de P la plus à droite qui

emp êc he P d'être un dessin (nous quali�ons cette place de coupable).

- Cas 1 : le paquet P ne p eut pas être mis dans un ensem ble de colonnes

ordonnées (i.e. dans la forme d'un dessin). Ceci donne quatre sous-

cas. Supp osons que la colonne coupable soit une colonne- y . Nous ne

p ouv ons pas augmen ter la taille de notre colonne- y en plaçan t une de

plus à sa droite. Soit parce que c haque colonne- y à sa gauc he a une

croix (cas 1a), ou parce qu'il n'y a pas de première colonne- x unie

blanc he à droite (cas 1b). Si la colonne coupable est une colonne- x ,

nous obtenons les cas 1c (c haque colonne- x à gauc he a au moins une

croix) et 1d (il n'y a pas de première colonne- y unie blanc he à droite).

Comme les règles ne son t pas in v o quées ici, il y a symétrie en tre x et

y .

- Cas 2 : le paquet P p eut être placé dans une forme mais les règles ne son t

pas satisfaites. Soit p our les cases blanc hes (cas 2a), soit p our les croix

(cas 2b).

Notre ob jectif est de mon trer, en utilisan t les prop ositions énoncées en

(3.4.3.a) que le monôme asso cié à un paquet P p eut être écrit mo dulo I

�

comme une com binaison linéaire de monômes strictemen t plus p etits p our

l' ordre lexicographique in v erse en deux alphab ets dé�ni de la façon suiv an te

X

p

Y

q

> X

p

0

Y

q

0

( ) ( p ; q ) � ( p

0

; q

0

) 2 Z

2 n

( � )

(3.60)

où Z

2 n

( � )

est l'ensem ble des 2 n -uplets d'en tiers don t la dernière comp osan te

non n ulle est négativ e. Nous étudions c hacun des cas décrits ci-dessus.

� Le cas 1b a v ec aucune colonne- x à droite est résolu grâce à la Prop o-

sition 3.40, de même que le cas 1d a v ec aucune colonne- y à droite.

� Les cas 1a et 1c son t symétriques et traitées par la Prop osition 3.41 :

nous notons que la hauteur de la h -ième colonne- y est A � h + 1 . Si elle

comp orte k + 1 croix, il y a un problème si k + h > A . Mais alors il est

réglé par la Prop osition 3.41 : nous prenons Y

0

= Y = f i

1

< � � � < i

h

g ,

les places des colonnes- y à gauc he de la colonne h , c hacune d'en tre

elles a y an t au moins une croix. Le monôme M asso cié à P est alors un

m ultiple de

�

Y y

k

i

h

�

�

Y ( y

k

i

h

� h

k

( Y ))

et tous les monômes apparaissan t dans le dév elopp emen t du terme de

droite son t p our l'ordre (3.60) plus p etits que le monôme de gauc he.
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La compatibilité m ultiplicativ e des ordres monomiaux p ermet alors de

conclure.

� Le cas 2a est réglé immédiatemen t en in terv ertissan t les colonnes im-

pliquées.

Les seuls cas qui resten t son t main tenan t les cas 1b (resp. 1d) a v ec une

première colonne- x (resp. - y ) croisée et le cas 2b.

� Commençons par le cas 2b.

 
l

k
 k' col.-y

l' col.-x

k'' colonnes-y

l'' colonnes-x

Nous constatons qu'il y a une anomalie si sim ultanémen t :

� k = k

0

+ k

00

+ 1 ,

� l = l

00

+ 1 ,

� il y a une croix dans c hacune des l

0

colonne- x situées en tre les

deux colonnes représen tées sur la �gure.

P osons :

� Y l'ensem ble des places à gauc he de la colonne- y , plus la place de

la colonne- y , plus les l

0

places des colonnes- x en tre la colonne- y

et la colonne- x sur P , plus la place de la colonne- x ;

� X l'ensem ble des places à gauc he de la colonne- x plus la place de

la colonne- x elle-même ;

� X

0

l'ensem ble des places des l

0

colonnes- x en tre la colonne- y et la

colonne- x de P .

Nous serons capable d'exprimer le monôme corresp ondan t à ce paquet

P comme com binaison linéaire de monômes strictemen t plus p etits par

rapp ort à l'ordre lexicographique si nous établissons que

h

k

( Y ) h

l

( X ) � 0 : (3.61)
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En e�et le monôme dominan t de

�

X

0

h

k

( Y ) h

l

( X ) (p our l'ordre lexico-

graphique), dans lequel nous enlev ons les m ultiples de x

i

y

i

p our tout

i , est un diviseur du monôme asso cié à P .

Nous v oulons appliquer la Prop osition 3.43 a v ec jY j = n � ( k

0

+ k

0 0

+

l

0 0

+ 1) et jX j = n � ( k

00

+ l

0 0

+ 1) . Nous a v ons Y � X et nous calculons :

k + l + jY j � n = 1 > 0 :

D'où (3.61) et la preuv e est complète.

� Examinons main tenan t le cas 1d a v ec une première colonne- y unie croisée.

 l

 k

  

k' col.-y

 l' col.-x

k'' colonnes-y

  l'' colonnes-x

Dans ce cas une anomalie se pro duit si :

� k = k

00

+ 1 ,

� l � l

0

+ l

00

+ 2 ,

� il y a une croix dans c hacune des k

0

colonnes- y situées en tre les

deux colonnes apparaissan t sur la �gure.

Nous pro cédons comme dans le cas précéden t. Nous v oulons encore

utiliser la Prop osition 3.43 p our mon trer que

h

k

( Y ) h

l

( X ) � 0 (3.62)

a v ec Y corresp ondan t à toutes les places strictemen t à gauc he de la

colonne- y sur le paquet P et X corresp ondan t à toutes les places jusqu'à

la colonne- x , plus les places des k

0

colonnes- y situées en tre la colonne- x

et la colonne- y .

Nous v oulons appliquer la Prop osition 3.43 a v ec jX j = n � ( l

0

+ k

00

+

l

0 0

+ 2) et jY j = n � ( k

0 0

+ l

00

+ 1) . Nous a v ons bien X � Y et nous

calculons :

k + l + jX j � n � 1 :

D'où (3.62) et ce cas est égalemen t réglé.
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� Il su�t d'observ er que le cas 1b a v ec une première colonne- x unie croisée

se traite comme le cas 2b.

La preuv e du Théorème 3.45 est ainsi ac hev ée.

3.4.3.c Conclusion : application à I

�

Nous p ouv ons déduire de ce qui précède une base explicite p our l'idéal

ann ulateur I

�

quand � est une équerre, car les quatre simples propriétés de

la Prop osition 3.39 se son t a v érées su�san tes p our mon trer que notre famille

de p olynômes est génératrice de M

�

.

Théorème 3.46 Si nous notons c omme d'habitude h G i l'idé al engendr é p ar

une p artie G , alors p our une p artition � de n en forme d'é querr e, � = ( A +

1 ; 1

L

) , nous avons :

I

�

=

�

h

i

( X

n

) ; 1 � i � n ; h

i

( Y

n

) ; 1 � i � n ;

x

i

y

i

; 1 � i � n ;

�

X ; jX j = L + 1 ;

�

Y ; jY j = A + 1

�

.

(3.63)

Pr euve. Notons I l'idéal dé�ni dans le mem bre de droite de (3.63). Nous

sa v ons d'après la Prop osition 3.39 que I � I

�

. Nous raisonnons par l'ab-

surde et supp osons que I 6= I

�

. P ar conséquen t il existe un p olynôme Q

dans I

�

n I . D'après la preuv e du Théorème 3.45, nous p ouv ons le décomp o-

ser sous la forme Q = S + R , où S est une com binaison linéaire d'élémen ts

de notre famille et R un élémen t de I . En prenan t les op érateurs de déri-

v ation asso ciés et en les appliquan t à �

�

, on obtien t S ( @ )�

�

= 0 . Comme

nous le v errons dans les paragraphes suiv an ts (indép endance linéaire des

élémen ts de B : Théorème 3.48), ceci implique que S = 0 , et P = Q 2 I .

Remarque 3.47 La preuv e du Théorème 3.45 est équiv alen te à la construc-

tion d'une base de Gröbner G

�

p our I

�

quand � est une équerre et à l'ap-

plication du Princip e 3.5 : notre famille de monômes que l'on applique à �

�

p our obtenir B corresp ond aux monômes qui ne son t divisibles par aucun

des élémen ts de M

�

, ensem ble des monômes dominan ts de G

�

. T out se passe

comme à la Remarque 3.29, la construction étan t même plus explicite dans

ce cas.

3.4.4 Preuv e de l'indép endance : exp osition et réduction du

problème

Nous allons main tenan t prouv er l'indép endance linéaire de notre famille

B . En e�et, même si le fait (cf. section 2.4) que la conjecture n ! est vraie
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en traîne que si notre famille est génératrice alors elle est égalemen t libre et

c'est une base de M

�

, il est in téressan t d'obtenir une preuv e adaptée aux

ob jets considérés et indép endan te d'autres constructions. Le c heminemen t

de la preuv e est de plus in téressan t en lui-même.

Théorème 3.48 L a famil le B = B

�

= f @

D

: �

�

g

D 2D

est liné air ement indé-

p endante. C'est donc une b ase de M

�

.

La preuv e est décomp osée en plusieurs étap es et o ccup era toute la �n de

cette section.

Lemme 3.49 S ou T détermine le dessin D dont il est tir é.

Pr euve. En e�et, nous p ouv ons recon truire la forme du dessin D à partir

de S en pro cédan t de la gauc he v ers la droite. La métho de est la suiv an te :

s'il y a des croix à la place que l'on examine, on complète la colonne en

resp ectan t les tailles des colonnes successiv es. S'il n'y a pas de croix, on

regarde les croix- x à droite. Si on p eut les placer dans une colonne de moins

que celles qui nous resten t à placer à droite, alors p our resp ecter la règle 2 de

la Dé�nition 3.33, on place une colonne- x à la place vide considérée. Sinon

on place une colonne- y .

La métho de est la même p our T par in v ariance de la famille sous l'action

de �ip.

Nous p ourrons donc manipuler indi�éremmen t les dessins D ou leurs

parties blanc hes T ou croisées S .

Un des in térêts de la famille de dessins D 2 D est qu'ils son t doubles :

une partie croisée ( S ) et une partie blanc he ( T ). Cet in térêt se matérialise

dans la dé�nition suiv an te, inspirée de la Remarque 3.37.

Dé�nition 3.50 Soient D = ( S; T ) et D

1

= ( S

1

; T

1

) deux dessins di�é-

r ents ; nous dir ons que D

1

est un �ls de D si

@

T

@

S

1

�

�

2 Z nf 0 g : (3.64)

Si l'on r ép ète c e pr o c é dé, on obtient la notion de descendan t . Nous noter ons

T + S

1

l'addition plac e p ar plac e des c ases de T (pr é alablement cr oisé es) et

de c el les de S

1

.

Le p oin t crucial de la preuv e du Théorème 3.48 est le lemme suiv an t.

Lemme 3.51 Pour pr ouver l'indép endanc e liné air e de B , il est su�sant de

montr er qu'un dessin donné ne p eut p as êtr e son pr opr e desc endant, c'est-à-

dir e que le pr o c é dé de �liation ne fait p as de �b oucle�.
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Pr euve. Supp osons qu'il n'y a pas de b oucle et qu'on a une relation de

dép endance linéaire non triviale

X

S 2S

c

S

@

S

�

�

= 0 (3.65)

Nous prenons alors un S

0

qui a un c

S

0

non n ul et qui n'a pas de �ls a y an t

un co e�cien t c

S

non n ul. On applique alors @

T

0

à (3.65) et d'après la Dé-

�nition 3.50 et la Remarque 3.37, on obtien t c

S

0

= 0 , ce qui est absurde.

Nous a v ons ainsi réduit le problème à prouv er qu'il n'y a pas de b oucle.

Il est su�san t de mon trer qu'un dessin est di�éren t de tous ses descendan ts

a y an t la même forme que lui, i.e. les colonnes- x aux mêmes places. Soit

D = ( S; T ) un dessin et D

0

= ( S

0

; T

0

) un descendan t de D a y an t la même

forme. Nous v oulons mon trer que D 6= D

0

.

3.4.5 Preuv e de l'indép endance : la notion de complétude

P our expliquer cette notion de complétude, prenons D

1

un dessin et D

2

un de ses �ls.

Dé�nition 3.52 Nous dé�nissons sur les plac es de D

2

une notion de com-

plétude (r elative aussi à D

1

) de la façon suivante. Nous dir ons que les k pr e-

mièr es plac es de D

2

sont c omplètes si les hauteurs des c olonnes- y de T

1

+ S

2

dans c es k plac es sont A; A � 1 ; A � 2 ; : : : (or donné es en lisant de la gauche

vers la dr oite) et si nous avons la même chose p our les c olonnes- x .

Nous v oudrions main tenan t obtenir une caractérisation plus quan titativ e

de la complétude. P our cela nous dev ons in tro duire de nouv elles dé�nitions.

Nous considérons les parties gauc hes des dessins D

1

et D

2

constituées des

k � 1 premières places. Les grandeurs dé�nies ci-après ne son t relativ es qu'à

ces parties. Nous dé�nissons w

x

(resp. w

y

) comme le nom bre de colonnes- y

(resp. - x ) de D

1

a y an t été remplacées dans D

2

par une colonne- x (resp. - y )

unie blanc he. Nous dé�nissons b

x

(resp. b

y

) comme le nom bre de colonnes- x

(resp. - y ) unies croisées de D

1

a y an t été remplacées dans D

2

par une colonne-

y (resp. - x ). Nous in tro duisons alors :

d = w

x

� w

y

et d

0

= b

x

� b

y

: (3.66)

Il est b on de noter que d et d

0

son t relatifs aux k � 1 premières places.

Comme le problème est symétrique en x et y (du momen t que l'on n'uti-

lise pas les règles de construction), nous p ouv ons nous restreindre au cas où
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on dériv e par rapp ort à y

k

, i.e. il y a une colonne- y en place k . Le cas symé-

trique (en x ) a une caractérisation similaire, a v ec des signes opp osés p our d

et d

0

. Nous in tro duisons alors les notations suiv an tes : b

1

(resp. b

2

) le nom bre

de cases blanc hes en place k dans D

1

(resp. D

2

) et c

1

(resp. c

2

) le nom bre

de croix. La caractérisation p eut alors être énoncée de la façon suiv an te.

Caractérisation 3.53 Soit D

1

un dessin et D

2

un de ses �ls et supp osons

que les k � 1 pr emièr es plac es de D

2

sont c omplètes. A lors, la k -ième est

c omplète si l'une des c onditions suivantes est véri�é e :

1. en plac e k dans D

1

et D

2

il y a une c olonne- y et b

2

= b

1

+ d et

c

2

= c

1

+ d

0

(chacune de c es é galités impliquant l'autr e) ;

2. en plac e k , il y a une c olonne- x cr oisé e dans D

1

(i.e. b

1

= 0 ) et une

c olonne- y dans D

2

, et b

2

= d ;

3. en plac e k , il y a une c olonne- y dans D

1

et une c olonne- x blanche dans

D

2

( c

2

= 0 ), et c

1

= � d

0

.

Pr euve. P our prouv er ce résultat, nous commençons par observ er que la

Prop osition 3.39 in terdit la présence sim ultanée de croix- x et - y : quand �

est une équerre, @ x

i

@ y

i

�

�

= 0 . Nous dev ons alors analyser les trois cas

suiv an ts selon les colonnes apparaissan t en place k :

1. D

1

et D

2

on t une colonne- y ;

2. D

1

a une colonne- x croisée et D

2

une colonne- y ;

3. D

1

a une colonne- y et D

2

une colonne- x blanc he.

Nous traitons ces trois cas.

1. Cas 1 : si dans T

1

+ S

2

les hauteurs des colonne- y aux k � 1 premières

places son t A , A � 1 , : : : , A � l + 1 et si notre colonne- y est la h -ième

de D

2

, nous a v ons l = h � 1 + d . La hauteur de la colonne- y de T

1

+ S

2

en place k est au plus A � l . Mais si nous observ ons que la hauteur de

la h -ième colonne- y de D

2

est A � h + 1 , nous obtenons :

b

1

+ c

2

� A � l = A � h + 1 � d = b

2

+ c

2

� d:

D'où l'inégalité

b

2

� b

1

+ d (3.67)

et nous observ ons que l'égalité dans (3.67) équiv aut à la complétude.

Comme b

2

+ c

2

= b

1

+ c

1

+ d + d

0

par dé�nition de d et d

0

, l'égalité

c

2

= c

1

+ d

0

est liée à la précéden te.
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2. Cas 2 : il se traite rigoureusemen t de même que le Cas 1.

3. Cas 3 : le raisonnemen t est sem blable à celui du Cas 1. Si notre colonne-

y est la h -ième de D

1

et si dans les k � 1 premières places de T

1

+ S

2

les colonnes- y on t p our hauteurs successiv es A , A � 1 , : : : , A � l + 1 ,

alors l = h � 1 � d

0

. Comme la hauteur de la colonne- y en place k dans

T

1

+ S

2

est au plus A � l , nous déduisons que c

1

� � d

0

, a v ec l'égalité

corresp ondan t à la complétude.

Remarque 3.54 Si les k � 1 premières places son t complètes mais pas la

k -ième, nous observ ons que cela corresp ond à un accroissemen t du nom bre

de cases blanc hes dans D

2

d'après les inégalités obten ues dans la preuv e

précéden te.

Nous observ ons aussi que les Cas 2 et 3 ne p euv en t pas se pro duire

sim ultanémen t car nous ne p ouv ons pas a v oir à la même place une colonne

croisée dans D

1

et une colonne blanc he dans D

2

puisqu'il y a au moins une

case en c haque place de T

1

+ S

2

.

A v ec cette caractérisation de la complétude, nous p ouv ons progresser

dans la preuv e du Théorème 3.48.

Lemme 3.55 Si l'on a c omplétude sur les k pr emièr es plac es le long de la

chaîne entr e D et D

0

, alors la somme des p ar amètr es d le long de la chaîne

entr e D et D

0

est nul le, de même que c el le des d

0

( d et d

0

r elatifs c ette fois

aux k pr emièr es plac es).

P our des raisons p édagogiques, nous commençons par appliquer ce résultat

et rep ortons sa démonstration après le Lemme 3.56.

Lemme 3.56 Si nous avons c omplétude sur les k pr emièr es plac es entr e D

et D

0

, alors c es deux dessins sont identiques sur les k pr emièr es plac es.

Pr euve. Nous utilisons le Lemme 3.55. En e�et nous notons que si nous

conserv ons une colonne- x ou une colonne- y en place k le long de la c haîne

en tre D et D

0

, le résultat est trivial car, d'après le Lemme 3.55, la somme

des paramètres d est égal à zéro. A v ec des notations éviden tes nous a v ons

alors : b

0

= b +

P

d = b . Main tenan t si la forme c hange en place k , observ ons

les deux cas p ossibles suiv an ts (par symétrie nous ne considérons que les

c hangemen ts p our une colonne- y ) :
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    1 :

   2 :

   1 :

   2 :

où les �èc hes simples représen ten t une seule génération, les �èc hes p oin tillées

év en tuellemen t plusieurs générations, mais à forme �xée en place k .

Au vu de la Caractérisation 3.53, nous observ ons que nous a v ons dans

les deux cas : b

2

= b

1

+ d; c

2

= c

1

+ d

0

, comme si nous n'a vions pas c hangé

de forme ; la preuv e de ceci est immédiate en regardan t les d à gauc he et les

d

0

à droite.

D'après le Lemme 3.55, nous sommes main tenan t capable de retirer la

condition que la forme ne c hange pas au niv eau des �èc hes p oin tillées. En

e�et, nous commençons par raisonner sur des c haîne du t yp e ci-dessus, puis

nous p ouv ons ignorer le c hangemen t de forme. P ar itération, on obtien t le ré-

sultat dans le cas général (analogie a v ec un c hemin de Dic k sur lequel on retire

successiv emen t les séquences _ et ^ ).

Pr euve (du Lemme 3.55). Ceci se fait par récurrence sur k . Si k = 1 , le

résultat est éviden t. A�n de prouv er le résultat p our k , nous raisonnons par

l'absurde et supp osons par exemple

P

d > 0 , i.e. d'après la form ule (3.66)

dé�nissan t d , que notre colonne (on la supp ose - y en D et D

0

) a c hangé de

forme plus de fois par apparition d'une colonne- x blanc he que par apparition

d'une colonne- y blanc he. Observ ons la sous-c haîne de la �gure suiv an te.



3.4. CAS DES ÉQUERRES 85

1

2

3

4

   d  , d'

   d  , d'

   d  , d'   

 2        2 

 3        3

 1          1         

Soit h

1

la hauteur de la colonne- y du dessin 1 et h

0

1

la profondeur de la

première colonne- x à sa droite. Nous observ ons que b

4

= d

3

� 0 (Cas 2 de

la Caractérisation) et que d

2

= h

0

1

� d

1

� d

0

1

car b

3

= 0 = b

2

� d

2

(Cas 1).

D'où : d

1

+ d

2

= h

0

1

� d

0

1

.

Nous visualisons alors les c hangemen ts de forme en place k en tre D et

D

0

sur la représen tation suiv an te.

y

x

y

x

y

x

y

x

y

Les ordonnées paires corresp onden t à une colonne- y en place k , les im-

paires à une colonne- x . Un pas nord-est est soit l'apparition d'une colonne- x

blanc he ou la disparition d'une colonne- x croisée (selon les ordonnées im-
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paires ou paires) et une ligne sud-est est soit l'apparition d'une colonne- y

blanc he ou la disparition d'une colonne- y croisée. Les lignes p oin tillées son t

placées de la façon suiv an te. La première est placée au dernier p oin t d'ordon-

née n ulle. Puis nous a v ons clairemen t deux pas nord-est. Nous recommençons

alors en prenan t 2 comme nouv elle origine des ordonnées.

Supp osons qu'en tre D et D

0

il y a une seule ascension, i.e. une seule sous-

c haîne 1-2-3-4. Si nous v éri�ons que d

0

+ d

1

+ d

2

> 0 , où d

0

est la somme des

paramètres d a v an t l'ascension, alors comme

P

d = 0 en tre D et D

0

, nous

a v ons nécessairemen t des d < 0 après cette séquence, ce qui est imp ossible

sans une disparition d'une colonne- y . C'est ce que nous v oulions mon trer.

Mon trons alors que d

0

+ d

1

+ d

2

> 0 .

Soit b le nom bre de cases blanc hes en place k dans D alors b

1

= b + d

0

.

Doù:

d

0

+ d

1

+ d

2

= d

0

+ h

0

1

� d

0

1

= b

1

� b + h

0

1

� d

0

1

= h

1

+ h

0

1

� b: (3.68)

Il est aisé de v éri�er que h

1

+ h

0

1

� b > 0 .

Il reste à observ er que lorsqu'il y a plusieurs ascensions, le raisonnemen t

précéden t reste v alide, en considéran t la dernière ascension. En e�et, il su�t,

d'après ce qui précède de remplacer l'égalité b

1

= b + d

0

par b

1

� b + d

0

, ce

qui ne c hange rien au résultat.

La preuv e du Lemme 3.55 est presque complète. il ne reste plus qu'à

observ er que les symétries en tre x et y et en tre les cases croisées et blanc hes

nous p ermetten t de traiter sans d'autres dév elopp emen ts les cas restan ts.

Lemme 3.57 S'il n 'y a p as c omplétude totale le long de la chaîne entr e D

et D

0

alors D 6= D

0

, c e qui implique le Thé or ème 3.48.

Pr euve. C'est alors une conséquence facile de la Caractérisation 3.53, du

Lemme 3.56 et de la Remarque 3.54. Il su�t de regarder la place la plus à

gauc he où la complétude n'est pas v éri�ée : D

0

a plus de cases blanc hes (et

moins de cases croisées) que D en cette place.

3.4.6 Preuv e de l'indép endance : �n

Pr euve (du Théorème 3.48, �n). Il su�t main tenan t de mon trer qu'il y

a au moins une génération en tre D et D

0

où la complétude n'est pas v éri�ée.

Nous allons même mon trer que c haque génération est non complète.

Notons encore D

1

= ( S

1

; T

1

) et D

2

= ( S

2

; T

2

) deux dessins di�éren ts, D

2

�ls de D

1

. Si D

1

et D

2

on t la même forme, le résultat est éviden t. Il reste

alors à étudier le cas où D

1

et D

2

son t de forme di�éren te. Nous raisonnons

par l'absurde et supp osons qu'il y a complétude.
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En regardan t la place la plus à gauc he où la forme c hange, nous p ouv ons

considérer que la forme c hange en place 1. Les seuls cas où la non-complétude

n'est pas triviale son t les suiv an ts (remarquer qu'ici d = d

0

= 0 ) :

cas 1

cas 2

cas 3

cas 4

L'utile remarque suiv an te nous p ermet de diviser par deux le nom bre de

cas à étudier :

Remarque 3.58 D

2

est un �ls de D

1

si et seulemen t si �ip( D

1

) est un �ls

de �ip( D

2

). Nous nous restreignons alors aux Cas 2 et 4.

1. Cas 2 :

D2=

D1= a
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Si en place �a�(corresp ondan t à la première colonne- x unie croisée dans

D

2

), il y a :

� une colonne- x : nous commençons par v éri�er qu'en c haque place

à gauc he de �a� nous a v ons d = 0 ; puis nous mon trons que la

colonne- x dans D

1

est plus p etite que celle de D

2

, ce qui con tredit

b

2

= b

1

� d = b

1

.

� une colonne- y : nous mon trons tout d'ab ord que dans c haque colon-

ne- x de T

1

+ S

2

il y a au moins une case pro v enan t de D

1

et une

pro v enan t de D

2

. Ceci est absurde car il n'y a alors pas assez de

colonnes- x .

2. Cas 4:

D2=

D1=

Dans ce cas, si la première colonne- x unie de D

1

est la l -ième, nous

observ ons que la colonne- x à sa gauc he a au moins une case blanc he,

donc a une con tribution dans T

1

+ S

2

. Donc à gauc he de cette place

il y a déjà une colonne- x de profondeur L � l + 1 (il y a au moins l

colonnes- x dans T

1

+ S

2

à gauc he). Ceci est absurde.
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Chapitre 4

Appro c he récursiv e et

partitions trouées

L

'appr oche récursiv e de la conjecture n ! que nous allons présen ter vien t

de l'utilisation de partitions trouées �=ij , i.e. de diagrammes obten us en

enlev an t au diagramme de F errers d'une partition � une case ( i; j ) , que l'on

app elle alors �trou�. La conjecture analogue de la conjecture n ! assure que la

dimension de l'espace M

�=ij

asso cié à une partition trouée est un m ultiple

de n ! . Elle admet une forme plus précise, en termes de caractéristiques de

F rob enius bigraduées. L'asp ect récursif vien t du déplacemen t que l'on v eut

faire subir au trou ( i; j ) sous l'action d'op érateurs de sauts. Ceci se traduit au

niv eau des caractéristiques de F rob enius par une récurrence à quatre termes.

Celle-ci est conjecturale et renferme b eaucoup d'information sur la nature

com binatoire et sur la structure de S

n

-mo dule bigradué de M

�=ij

. Ce c hapitre

est comp osé de quatre sections. La première exp ose les dé�nitions et présen te

les conjectures. La seconde présen te deux cas particuliers : le cas où ( i; j ) =

(0 ; 0) et le cas des équerres. Les deux dernières résolv en t plusieurs questions

dans le cas du sous-espace en un alphab et M

�=ij

( X ) = M

�=ij

\ Q [ X ] : la

troisième établit la récurrence à quatre termes dans ce cas particulier, via la

construction d'une base explicite de M

�=ij

( X ) , et la quatrième est consacrée

à l'étude de l'idéal ann ulateur de M

�=ij

( X ) , p our lequel on obtien t égalemen t

une description explicite.
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4.1 Présen tation

4.1.1 Dé�nitions et conjectures

Nous in tro duisons ici le problème en suiv an t la présen tation de [10 ].

Dé�nition 4.1 Si � est une p artition de n + 1 , nous noter ons �=ij le dia-

gr amme obtenu en enlevant la c ase ( i; j ) du diagr amme de F err ers de � . Nous

quali�er ons �=ij de partition trouée et nous app el ler ons ( i; j ) son trou .

Nous app el ler ons om bre de la c ase ( i; j ) l'ensemble des c ases situé es au

sens lar ge au nor d-est de ( i; j ) , i.e.

S

�

( i; j ) = f ( i

0

; j

0

) 2 � ; i � i

0

et j � j

0

g : (4.1)

Nous noter ons s

�

( i; j ) , ou même s s'il n 'y a p as ambiguité, le c ar dinal de

l'ombr e de ( i; j ) dans � , i.e. de la p artie grisé e dans la �gur e suivante.

i,j

Nous noterons M

�=i;j

, ou parfois M

ij

, l'espace asso cié au diagramme

�=ij . P our étudier cet espace, nous commençons par tirer de l'action des

op érateurs de sauts (Prop ositions 3.7 et 3.11) l'utile corollaire suiv an t.

Prop osition 4.2 Pour toute p artition � et toute c ase ( i; j ) 2 � , nous avons

P

h

( @ X ) P

k

( @ Y )�

�=ij

= � e

h

( @ X ) e

k

( @ Y )�

�=ij

= � D

h

X

D

k

Y

�

�=ij

=

cte

�

�

�=i + h;j + k

si ( i + h; j + k ) 2 �

0 sinon

(4.2)

où nous notons D

X

=

P

n

i =1

@ x

i

et D

Y

=

P

n

i =1

@ y

i

et où le symb ole =

cte

désigne une é galité à une c onstante multiplic ative non nul le pr ès.

On en tire alors le résultat suiv an t
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Prop osition 4.3 Soit � une p artition de n + 1 . A lors p our toutes c ases ( i; j )

et ( i + h; j + k ) de � , nous avons :

D

h

X

D

k

Y

M

�=ij

= M

�=i + h;j + k

: (4.3)

En p articulier, les inclusions suivantes sont véri�é es :

M

�=i

0

j

0 � M

�=ij

(4.4)

p our toute c ase ( i

0

; j

0

) dans l'ombr e de ( i; j ) .

La conjecture qui sim ultanémen t généralise et sert d'in terprétation ré-

cursiv e à la conjecture n ! est la suiv an te.

Conjecture 4.4 Pour toute p artition � de n + 1 et toute c ase ( i; j ) 2 � ,

l'esp ac e M

�=ij

véri�e :

dim M

�=ij

= s

�

( i; j ) :n ! (4.5)

où s

�

( i; j ) est le nombr e de c ases dans l'ombr e de ( i; j ) dans � .

De même que la conjecture n ! n'est que le p endan t dimensionnel de

la conjecture C =

~

H , la Conjecture 4.4 admet comme forme plus précise

l'énoncé suiv an t, qui décrit la structure de S

n

-mo dule bigradué de M

�=ij

.

Nous notons, conformémen t à (1.38) et (1.39), C

�=ij

la caractéristique de

F rob enius bigraduée de M

�=ij

. Nous considérons l'ensem ble des partitions �

obten ues à partir de � en ôtan t l'un de ses coins. Nous noterons � ! � p our

signi�er que � obten ue en enlev an t un coin à � . Rapp elons de plus (cf. �gure

page 19) que a

�

( s ) et b

�

( s ) désignen t resp ectiv emen t le bras et la jam b e de

la case s dans le diagramme de F errers � , et in tro duisons :

c

��

( q ; t ) =

Y

s 2R

�=�

t

l

�

( s )

� q

a

�

( s )+1

t

l

�

( s )

� q

a

�

( s )

Y

s 2C

�=�

t

l

�

( s )+1

� q

a

�

( s )

t

l

�

( s )

� q

a

�

( s )

(4.6)

où R

�=�

(resp. C

�=�

) représen te l'ensem ble des cases de � qui son t dans la

même ligne (resp. colonne) que la case que nous dev ons retirer de � p our

obtenir � .

Conjecture 4.5 Pour tout ( i; j ) 2 � , nous avons

C

�=ij

( x ; q ; t ) =

X

� ! �

c

� �

( q ; t )

~

H

� � � + �

( x ; q ; t ) (4.7)

où � est le diagr amme de F err ers c ontenu dans l'ombr e de ( i; j ) dans � et

le symb ole � � � + � r epr ésente la p artition obtenue en r emplaçant � p ar �

dans l'ombr e de ( i; j ) .



92 CHAPITRE 4. P AR TITIONS TR OUÉES

L'in térêt des partitions trouées est qu'elles fournissen t une appro c he com-

binatoire des conjectures n ! et C =

~

H . Le résultat suiv an t rév èle cette in-

terprétation en termes de caractéristique de F rob enius bigraduée, donc au

niv eau de la structure �ne de S

n

-mo dule des espaces M

�=ij

.

Théorème 4.6 L a validité de la r elation (4.7) p our toute c ase ( i; j ) est é qui-

valente à :

(i) la r é curr enc e à quatr e termes

C

�=ij

=

t

l

� q

a +1

t

l

� q

a

C

�=i;j +1

+

t

l +1

� q

a

t

l

� q

a

C

�=i +1 ;j

�

t

l +1

� q

a +1

t

l

� q

a

C

�=i +1 ;j +1

(4.8)

où on a p osé l = l

�

( i; j ) et a = a

�

( i; j ) ;

(ii) la c ondition aux b or ds que les termes C

�=i;j +1

, C

�=i +1 ;j

ou C

�=i +1 ;j +1

sont nuls si les c ases c orr esp ondantes ( i; j + 1) , ( i + 1 ; j ) ou ( i + 1 ; j + 1)

sortent du diagr amme � , et sont é gaux à

~

H

�=i;j +1

,

~

H

�=i +1 ;j

ou

~

H

�=i +1 ;j +1

quand la c ase c orr esp ondante est un c oin de � .

Nous ren v o y ons à [10], Theorem I.1 p our une preuv e (élémen taire) de ce

théorème.

4.1.2 Borne sup érieure p our la dimension de M

�=ij

La première information soutenan t la Conjecture 4.4 est le résultat sui-

v an t.

Théorème 4.7 Pour toute p artition � de n + 1 et toute c ase ( i; j ) 2 � , nous

avons

dim M

�=ij

� s

�

( i; j ) :n ! : (4.9)

De plus, si l'é galité est véri�é e, M

�=ij

est alors la somme dir e cte de s

�

( i; j )

r epr ésentations r é gulièr es à gauche de S

n

.

Pr euve. La preuv e donnée ici est inspirée de celle de [10], Theorem 4.3.

Nous réutilisons le pro cédé dé�ni en (2.6) qui à un tableau T de forme

� asso cie un p oin t � ( T ) = ( a ( T ) ; b ( T )) dans Q

2 m

où m = j � j . Ici nous

a v ons j � j = n + 1 et nous n'utilisons que les tableaux injectifs de forme �

tels que l'étiquette n + 1 soit placée dans l'om bre de la case ( i; j ) . Notons

T

�=ij

l'ensem ble de ces tableaux qui est clairemen t de cardinal s

�

( i; j ) :n ! .

Considérons à présen t [ �

�=ij

] qui est par dé�nition l'ensem ble des p oin ts de

Q

2 n

obten u en ne gardan t, p our tout tableau T de T

�=ij

, que les n premières
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en trées de a ( T ) et les n premières en trées de b ( T ) . Notons que deux tableaux

distincts dans T

�=ij

donnen t des p oin ts distincts dans [ �

�=ij

] de telle sorte

que cet ensem ble est comp osé de s

�

( i; j ) :n ! p oin ts de Q

2 n

.

Nous pro cédons alors de même que dans la section 2.2 et nous in tro-

duisons J

[ �

�=ij

]

, gr J

[ �

�=ij

]

et H

[ �

�=ij

]

l'idéal ann ulateur dans Q [ X

n

; Y

n

] de

l'ensem ble [ �

�=ij

] , l'idéal gradué asso cié et l'espace des harmoniques corres-

p ondan t. Cet espace est un m ultiple de la représen tation régulière à gauc he

et sa dimension est le cardinal de [ �

�=ij

] , à sa v oir :

dim H

[ �

�=ij

]

= s

�

( i; j ) :n ! : (4.10)

Il nous reste donc à mon trer que

M

�=ij

� H

[ �

�=ij

]

: (4.11)

P our ceci, in tro duisons l'idéal suiv an t :

I = I

@ x

i

n +1

@ y

j

n +1

�

�

\ Q [ X

n

; Y

n

] : (4.12)

Lemme 4.8 Nous avons l'é galité suivante :

I

�

�=ij

= I : (4.13)

Pr euve. Si nous dév elopp ons la forme déterminan tale de �

�

(équation (1.2))

par rapp ort à la dernière ligne, nous p ouv ons écrire :

�

�

( X

n +1

; Y

n +1

) =

X

( i;j ) 2 �

� x

i

n +1

y

j

n +1

�

�=ij

( X

n

; Y

n

) : (4.14)

En dériv an t (4.14), nous obtenons

@ x

i

n +1

@ y

j

n +1

�

�

( X

n +1

; Y

n +1

) = � i ! j !�

�=ij

( X

n

; Y

n

)

+

X

( i

0

;j

0

) 2 � nf ( i;j ) g

i

0

� i et j

0

� j

x

i

0

� i

n +1

y

j

0

� j

n +1

c

i

0

;j

0

�

�=i

0

j

0
( X

n

; Y

n

) (4.15)

où les c

i

0

;j

0

son t des constan tes rationnelles. On en déduit alors l'égalité (4.13)

car :

� I � I

�

�=ij

: soit P un p olynôme dans I . Ceci signi�e que P tue le terme

de gauc he de (4.15). Il su�t alors de prendre x

n +1

= 0 et y

n +1

= 0

p our v oir que P tue �

�=ij

( X

n

; Y

n

) . Donc P est dans I

�

�=ij

.
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� I

�

�=ij

� I : soit P un p olynôme dans I

�

�=ij

. P ar (4.3), P tue tous

les termes de droite dans (4.15) ; donc il tue le terme de gauc he. Ceci

implique P 2 I .

Lemme 4.9 Nous avons l'inclusion

gr J

[ �

�=ij

]

� I : (4.16)

Pr euve. Soit P 2 Q [ X

n

; Y

n

] un élémen t de l'idéal J

[ �

�=ij

]

, et dé�nissons le

p olynôme

Q ( X

n +1

; Y

n +1

) = P ( X

n

; Y

n

)

i � 1

Y

i

0

=0

( x

n +1

� �

i

0

)

j � 1

Y

j

0

=0

( y

n +1

� �

i

0

)

où nous reprenons les notations de (2.6). Le p olynôme Q doit forcémen t

s'ann uler sur l'ensem ble de l'orbite [ �

�

] . En e�et, P s'ann ule sur [ �

�=ij

] et

le pro duit des deux autres facteurs s'ann ulen t sur le reste de [ �

�

] . Donc en

prenan t les comp osan tes homogènes de plus haut degré :

h ( Q ) = x

i

n +1

y

j

n +1

h ( P ) 2 gr J

[ �

�

]

:

Ceci implique que x

i

n +1

y

j

n +1

h ( P ) tue �

�

, ce que l'on p eut écrire sous la

forme

h ( P )( @ ) @ x

i

n +1

@ y

j

n +1

�

�

= 0 : (4.17)

On p eut alors lire (4.17) ainsi : h ( P ) 2 I

@ x

i

n +1

@ y

j

n +1

�

�

. V u que P est dans

Q [ X

n

; Y

n

] et d'après la Dé�nition 4.12, nous en déduisons (4.16).

Il su�t alors de regroup er les Lemmes 4.8 et 4.9 et d'utiliser la Pro-

p osition 2.1 p our obtenir (4.11). Ceci ac hèv e la preuv e du Théorème 4.7.

4.2 Deux cas particuliers

4.2.1 Cas de �= 00

Prop osition 4.10 ([10], Lemma 1.1) Soit � une p artition de n + 1 et P

une famil le de p olynômes de Q [ X

n

; Y

n

] . A lors

B

�

= f b ( @ )�

�

( X

n +1

; Y

n +1

) ; b 2 P g (4.18)
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est une b ase de M

�

si et seulement si

B

�= 00

= f b ( @ )�

�= 00

( X

n

; Y

n

) ; b 2 P g (4.19)

est une b ase de M

�= 00

. En p articulier la Conje ctur e 4.4 est vr aie p our �= 00

si et seulement si la c onje ctur e n ! est vr aie p our � .

Pr euve. En appliquan t le Lemme 4.8 p our ( i; j ) = (0 ; 0) , nous a v ons que

I

�

�= 00

= I

�

�

\ Q [ X

n

; Y

n

]

ce qui nous p ermet de conclure.

4.2.2 Cas des équerres

Prop osition 4.11 L a Conje ctur e 4.4 est vr aie quand � est une é querr e � =

( A + 1 ; 1

L

) et ( i; j ) une c ase quelc onque de � .

Pr euve. La Prop osition 4.10 nous p ermet de ne considérer que le cas où

le trou ne se trouv e pas en (0 ; 0) . P ar symétrie, nous ne considérons que le

cas où j > 0 . Notons � la partition ( A; 1

L

) et M

�

l'ensem ble de monômes

construit dans la section 3.4 tel que

B

�

= f b

�

( @ )�

�

; b

�

2 M

�

g (4.20)

est une base de M

�

. Nous allons mon trer que

B

�= 0 j

= f b

�

( @ ) D

h

Y

�

�= 0 j

; b

�

2 M

�

; 0 � h � A � j g (4.21)

est une base de M

�= 0 j

, ce qui prouv e bien la Prop osition 4.11 car s

�

(0 ; j ) =

A � j + 1 . D'après le Théorème 4.7, il su�t de mon trer l'indép endance linéaire

de la famille B

�= 0 j

. Raisonnons alors par l'absurde et supp osons que nous

a y ons une relation de dép endance linéaire non triviale en tre les élémen ts de

B

�= 0 j

:

X

b 2B

�= 0 j

c

b

:b = 0 : (4.22)

Considérons h

0

le plus p etit en tier en tre 0 et A � j tel qu'il existe un c

b

non n ul relatif à un élémen t b = b

�

( @ ) D

h

0

Y

�

�= 0 j

. On applique alors à (4.22)

l'op érateur D

A � j � h

0

Y

. Comme

D

A � j � h

0

Y

b

�

( @ ) D

h

Y

�

�= 0 j

=

cte

�

b

�

( @ )�

�

si h = h

0

;

0 si h > h

0

;
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on obtien t une relation de dép endance linéaire en tre les élémen ts de B

�

, ce qui

est absurde.

Remarque 4.12 Il est immédiat de v oir que ce raisonnemen t s'applique dès

que l'om bre de ( i; j ) est réduite à un bras ou une jam b e.

4.3 Résolution en un alphab et

Nous allons main tenan t étudier le sous-espace M

�=ij

( X ) = M

�=ij

\ Q [ X ]

et mon trer que dans ce cas la construction explicite d'une base p ermet de

démon trer la form ule (4.8), ou plutôt la form ule obten ue à partir de (4.8) en

ne considéran t qu'un seul alphab et, i.e. en prenan t q = 0 . Ce tra v ail a été

réalisé en collab oration a v ec F. Bergeron et N. Bergeron (cf. [5]).

4.3.1 Construction de la base

Le résultat cen tral de cette section est la construction d'une base explicite

p our l'espace M

�=i;j

( X ) , où � est une partition quelconque �xée de n + 1 ,

et ( i; j ) une case quelconque du diagramme de F errers de � . Commençons

par expliquer la construction de cette base, qui utilise l'étude de l'espace

M

�

( X ) faite au paragraphe 3.3.2, don t nous reprenons les notations. Nous

nous servirons particulièremen t de la construction, via les tableaux standard,

de la base B

�

( X ) du Théorème 3.21.

Nous étendons tout d'ab ord la notion de p olynôme d'un tableau , déjà

vue dans l'étude des p olynômes de Garnir (paragraphe 2.3.1) dans le cas de

tableaux a y an t p our forme une partition, à des tableaux de forme quelconque.

Soit donc T un tableau injectif de forme un diagramme quelconque L . Notons

C

1

; : : : ; C

k

les colonnes de T ordonnées de la gauc he v ers la droite. Dans

c haque colonne de T , nous ordonnons les étiquettes dans C

j

suiv an t leur ordre

d'apparition de bas en haut : les C

j

son t donc des sous-alphab ets ordonnés

de X . Nous in tro duisons aussi p our tout 1 � j � k le diagramme D

j

qui

est le diagramme colonne obten u en remplaçan t les co ordonnées ( i; j ) des

cases de la j -ième colonne de L par ( i; 0) . Si C

j

= f a

1

; : : : ; a

h

g et D

j

=

f ( i

1

; 0) ; : : : ; ( i

h

; 0) g , on a alors :

�

D

j

( X

C

j

) = det

�

x

i

s

a

r

�

1 � r ;s � h

(4.23)

Dé�nition 4.13 Nous dé�nissons alors le p olynôme du tableau T p ar :

�

T

( X ) = �

D

1

( X

C

1

) � � � �

D

k

( X

C

k

) : (4.24)
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P ar exemple si T v aut

1

3 4

5 2

(4.25)

alors

�

T

( X ) = det

�

1 x

2

5

1 x

2

1

�

� x

3

� det

�

1 x

2

1 x

4

�

: (4.26)

Soit f ( a

1

; b

1

) ; : : : ; ( a

m

; b

m

) g l'ensem ble des coins de � qui son t situés

dans l'om bre de � , ordonnés par b

1

< � � � < b

m

. Nous notons ici encore

�

l

la v aleur de �

T

( n + 1) (cf. (3.28)) p our un tableau T de forme � a y an t

l'étiquette n + 1 dans le coin ( a

l

; b

l

) .

P our un tableau standard T , notons B

T

l'ensem ble suiv an t :

B

T

=

�

X

m

; 0 � m

s

� �

T

( s )

	

: (4.27)

P our �

l

la partition de n obten ue à partir de � en enlev an t le coin ( a

l

; b

l

) , la

base de l'espace M

l

= M

�

l

, décrite au paragraphe 3.3.2 s'écrit alors

B

l

=

�

@ X

m

�

T

( X ) ; T 2 S T

�

l

; X

m

2 B

T

	

:

Si T est un tableau standard de forme �

l

, et si on c hoisit un en tier 0 � u � a

l

,

nous noterons T "

uv

le tableau de forme �=uv (a v ec v = b

l

), tel que :

T "

uv

( r ; c ) =

8

<

:

T ( r ; c ) si c 6= v ou r < u ;

T ( r � 1 ; c ) si c = v et r > u :

(4.28)

Comme la case ( u; v ) n'est pas dans �=uv , T "

uv

n'a pas b esoin d'être dé�ni

en ( u; v ) . En d'autres mots, le tableau T "

uv

est obten u à partir de T en

décalan t de une case v ers le haut les cases situées dans la colonne v qui son t

sur la ligne u ou au-dessus. P our u et v comme précédemmen t, nous p osons

A

uv

=

�

@ X

m

�

T "

u;v

( X ) ; X

m

2 B

T

; T 2 S T

�

l

	

: (4.29)

Remarque 4.14 Il est imp ortan t de noter que A

uv

dép end implicitemen t

du c hoix d'un coin ( a

l

; b

l

) de � , car v est égal à b

l

. De plus, on remarque que

A

a

l

;b

l

est la base de M

�

l

( X ) décrite dans le Théorème 3.21, ce qui implique

que la famille A

a

l

;b

l

est linéairemen t indép endan te.
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Dé�nissons alors

B

�=ij

( X ) =

m

[

l =1

min ( i + �

l

� 1 ;a

l

)

[

u = i

A

u;b

l

: (4.30)

Le résultat fondamen tal est le suiv an t.

Théorème 4.15 Pour � une p artition de n + 1 et ( i; j ) une c ase de � , la

famil le B

�=ij

( X ) est une b ase de l'esp ac e M

�=ij

( X ) .

Pr euve. La preuv e du Théorème 4.15 est traitée dans les paragraphes sui-

v an ts et est comp osée de di�éren tes étap es. P our commencer, dans le pro-

c hain paragraphe, nous allons mon trer que tous les élémen ts de B

�=ij

( X )

son t dans M

�=ij

( X ) et calculer le cardinal de B

�=ij

( X ) p our prouv er qu'il

est donné par la form ule suiv an te :

d

�=ij

=

n !

� !

X

i

0

>i

�

i

0

>j

�

i

0

: (4.31)

Nous mon trerons ensuite son indép endance, et dans un dernier paragraphe

nous établirons que la dimension de M

�=ij

( X ) est inférieure ou égale à d

�=ij

,

de telle sorte que B

�=ij

( X ) engendre cet espace, ce qui complètera la preuv e.

4.3.2 Inclusion et én umération

4.3.2.a Inclusion

Nous commençons par v éri�er que tous les élémen ts de B

�=ij

( X ) son t

bien dans l'espace M

�=ij

( X ) . Comme ce dernier est stable par dériv ation, il

su�t de mon trer que tous les p olynômes de tableaux in tro duits son t dans

M

�=ij

( X ) . Considérons donc un tableau T , a y an t un trou dans l'om bre de

( i; j ) , i.e. en place ( i

0

; j

0

) a v ec i

0

� i et j

0

� j . D'après (4.4), �

�=i

0

j

0
appartien t

à M

�=ij

. Il est aisé de v oir que la Prop osition 2.10 implique que �

T

est aussi

dans M

�=ij

( X ) .

4.3.2.b Én umération

Mon trons main tenan t que le cardinal de B

�=ij

( X ) est donné par (4.31).

Le cardinal de A

u;b

l

est clairemen t

n !

� !

�

a

l

+1 � u + i

=

n !

� !

�

a

l

+1

; (4.32)
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ce cardinal v alan t bien sûr n ! =�

l

! . Supp osons que l'union (4.30) est une

union disjoin te ; ceci sera une conséquence de l'indép endance linéaire. Comme

c haque en tier i

0

indexan t la sommation dans (4.31) apparaît exactemen t une

fois dans f a

l

+ 1 � u + i ; 1 � l � m; i � u � min ( i + �

l

� 1 ; a

l

) g , nous

a v ons alors :

jB

�=ij

( X ) j = d

�=ij

: (4.33)

4.3.3 Indép endance

Prouv ons main tenan t l'indép endance de la famille B

�=ij

( X ) . L'action des

op érateurs de sauts s'étend sans problème au cas des p olynômes de tableaux

vu que dans le cas d'un tableau T injectif, le p olynôme �

T

est un pro duit

de déterminan ts de diagrammes (de dimension 1) en des sous-alphab ets dis-

join ts.

Nous en déduisons que p our un tableau standard T de forme �

l

(rapp elons

que �

l

est obten ue à partir de � en enlev an t le coin ( a

l

; b

l

) ) et p our 0 � u � a

l

,

nous a v ons

D

X

�

T "

u;v

( X ) =

cte

8

<

:

�

T "

u +1 ;v

( X ) si u < a

l

;

0 si u = a

l

;

(4.34)

a v ec v = b

l

. Il s'ensuit alors, d'après la construction de B

�=ij

( X ) que

Lemme 4.16 En utilisant les mêmes c onventions que ci-dessus, nous avons

D

X

A

u;b

l

=

cte

8

<

:

A

u +1 ;b

l

si u < a

l

;

f 0 g si u = a

l

:

(4.35)

Comme A

a

l

;b

l

et A

u;b

l

on t le même nom bre d'élémen ts, nous déduisons

de l'indép endance linéaire de A

a

l

;b

l

et de (4.35) que c haque famille A

u;b

l

est

linéairemen t indép endan te. En appliquan t l'op érateur D

X

dans la Dé�nition

4.30, nous v éri�ons facilemen t que

B

�=i +1 ;j

( X ) = D

X

B

�=i;j

( X ) : (4.36)

Nous ac hev ons alors la preuv e par récurrence décroissan te sur i , à j �xé.

P our initialiser la récurrence, nous remarquons que l'indép endance linéaire

est triviale lorsque le trou ( i; j ) est situé sur le b ord sup érieur de � car dans

ca cas, on retrouv e la base B

�

( X ) , où � est la partition obten ue en enlev an t

l'unique coin de � situé dans l'om bre de ( i; j ) .



100 CHAPITRE 4. P AR TITIONS TR OUÉES

Raisonnons par l'absurde en supp osan t que nous a y ons une relation de

dép endance linéaire en tre les termes de B

�=ij

( X ) :

X

b 2B

�=ij

( X )

c

b

b = 0 : (4.37)

Appliquons alors D

X

à cette relation. D'après (4.36), nous obtenons une

relation de dép endance en tre les élémen ts de B

�=i +1 ;j

( X ) , qui est libre par

h yp othèse de récurrence donc tous les co e�cien ts des élémen ts de cette fa-

mille son t n uls. En rev enan t à (4.37), on obtien t une relation de dép endance

en tre les termes de A

a

m

;b

m

car D

X

A

a

m

;b

m

= f 0 g et

d

�=i +1 ;j

+ jA

a

m

;b

m

j =

n !

� !

X

i

0

>i +1

�

i

0

>j

�

i

0

+

n !

� !

�

i +1

= d

�=ij

:

Mais A

a

m

;b

m

est bien sûr indép endan te (cf. Remarque 4.14) donc tous les

co e�cien ts c

b

dans (4.37) son t n uls ce qui ac hèv e la preuv e de l'indép endance.

4.3.4 Borne sup érieure p our la dimension de M

�=ij

( X )

Nous donnons main tenan t une preuv e de la b orne sup érieure p our la

dimension de M

�=i;j

( X ) , ce qui ac hèv era la preuv e du Théorème 4.15.

Théorème 4.17 Pour � une p artition de n + 1 ,

dim M

�=i;j

( X ) �

n !

� !

X

i

0

>i

�

i

0

>j

�

i

0

: (4.38)

Pr euve. Nous allons déduire (4.38) du Théorème 4.7 et de sa preuv e, don t

nous reprenons les notations. En ne gardan t que les n premières en trées de

� ( T ) , p our tout tableau T 2 T

�=ij

, nous obtenons un ensem ble [ �

�=ij

( X )] ,

pro jection de [ �

�=ij

] sur Q

n

.

Nous pro cédons de même que dans le cas en deux alphab ets en in tro-

duisan t J

[ �

�=ij

( X )]

l'idéal ann ulateur de [ �

�=ij

( X )] ainsi que gr J

[ �

�=ij

( X )]

et

H

[ �

�=ij

]

( X ) = (gr J

[ �

�=ij

( X )]

)

?

.

Il est immédiat de v oir que deux tableaux injectifs donnen t le même p oin t

si et seulemen t si ils on t les mêmes en trées sur c haque ligne. De ce fait le

nom bre de p oin ts de [ �

�=ij

( X )] est le nom bre de tableaux de T

�=ij

qui son t

croissan ts sur les lignes, soit précisémen t d

�=ij

. Ceci implique, comme observ é

à la Remarque 2.4 que la dimension de l'espace des harmoniques H

[ �

�=ij

]

( X )
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est précisémen t d

�=ij

. D'après l'équation (2.28), il ne reste plus alors qu'à

prouv er l'inclusion suiv an te :

gr J

[ �

�=ij

( X )]

� I

M

�=ij

( X ) : (4.39)

Rapp elons que nous a v ons obten u gr J

[ �

�=ij

]

� I

M

�=ij

= I

�

�=ij

dans la

preuv e du Théorème 4.7.

Ensuite vu que l'espace M

�=ij

est évidemmen t stable par dériv ation, nous

p ouv ons appliquer le Lemme 2.13, d'où : I

M

�=ij

( X ) = I

M

�=ij

\ Q [ X ] .

Soit alors un p olynôme P dans J

�

�=ij

( X ) . Comme P 2 Q [ X

n

] � Q [ X

n

; Y

n

] ,

P est aussi dans l'idéal ann ulateur de l'orbite [ �

�=ij

] . Nous en tirons alors

gr( P ) 2 I

M

�=ij

= ) gr( P ) 2 I

M

�=ij

\ Q [ X

n

] = I

M

�=ij

( X ) (4.40)

d'après (4.11). La preuv e de (4.39), et par conséquen t de (4.38), est ainsi com-

plète.

4.3.5 Récurrence à quatre termes

A v ec la con v en tion

0

r

=

�

1 si r = 0 ;

0 sinon ;

la sp écialisation de la Conjecture 4.5 aux sous-espaces des p olynômes de

degré en Y n ul corresp ond à prendre q = 0 dans la récurrence à quatre termes

(4.8). Nous mon trons ici que cette sp écialisation est v éri�ée, en donnan t

une in terprétation explicite, en termes utilisan t notre base B

�=ij

( X ) , de la

récurrence résultan t de cette sp écialisation.

Théorème 4.18 Si C

( X )

�=i;j

r epr ésente la c ar actéristique de F r ob enius gr adué e

de M

�=ij

( X ) alors :

� si a = 0 et l > 0 , C

( X )

�=i;j

=

t

l +1

� 1

t

l

� 1

C

( X )

�=i;j +1

;

� si a > 0 , C

( X )

�=i;j

= C

( X )

�=i;j +1

+ t C

( X )

�=i +1 ;j

� t C

( X )

�=i +1 ;j +1

.

� si a = 0 et l = 0 , C

( X )

�=ij

est la c ar actéristique de F r ob enius gr adué e de

M

�

( X ) , où � est la p artition �=ij .
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Ici (c omme dans le Thé or ème 4.6) l et a r epr ésentent r esp e ctivement le br as

et la jamb e de la c ase ( i; j ) dans � . Si une des c ases ( i + 1 ; j ) , ( i; j + 1) ou

( i + 1 ; j + 1) se r etr ouve hors de � , alors le terme c orr esp ondant doit êtr e

pris é gal à zér o.

Pr euve. Chacune de ces assertions est prouv ée en utilisan t la base que nous

a v ons construite. La troisième est une observ ation directe. La première cor-

resp ond à un cas dans lequel il n'y a qu'un coin ( a

m

; b

m

) dans l'om bre de

( i; j ) , a v ec b

m

= j , et dans ce cas (4.30) p eut être réécrit de la façon suiv an te :

B

�=ij

( X ) =

l

[

u =0

A

i + u;j

;

Aussi longtemps que ( k + 1 ; j ) est dans � , l'op érateur D

X

est un isomor-

phisme de représen tations en tre les S

n

-mo dules homogènes A

k ;j

et A

k +1 ;j

qui dimin ue le degré de 1. Ceci implique que

F

q ;t

( A

k ;j

) = t F

q ;t

( A

k +1 ;j

)

où F

q ;t

représen te la caractéristique de F rob enius (cf. (1.38)). Nous en dé-

duisons que, dans le premier cas,

B

�=ij

( X ) = (1 + t + � � � + t

l

) C

( X )

�

a v ec �=� = ( a

m

; b

m

) . Ceci est clairemen t équiv alen t à la première assertion.

P our le second cas, il y a quelques sous-cas suiv an t la place du trou. Ils

son t tous traités de façon similaire et nous nous in téressons au plus général

d'en tre eux, à sa v oir : j = b

1

et m > 1 . Dans ce cas la base p eut se scinder :

B

�=ij

( X ) = B

�=i;j +1

[

i + �

1

� 1

[

u = i

A

u;b

1

et nous a v ons juste b esoin de prouv er que la caractéristique de F rob enius

graduée du sous-espace v ectoriel engendré par

i + �

1

� 1

[

u = i

A

u;b

1

est donnée par

t ( C

( X )

�=i +1 ;j

� C

( X )

�=i +1 ;j +1

) : (4.41)

Nous a v ons B

�=i +1 ;j +1

� B

�=i +1 ;j

, a v ec D

X

S

i + �

1

� 1

u = i

A

u;b

1

le complémen t de

B

�=i +1 ;j +1

dans B

�=i +1 ;j

. Sous les h yp othèses de ce sous-cas, la caractéristique

de F rob enius du sous-espace engendré par

S

i + �

1

� 1

u = i

A

u;b

1

est par conséquen t

donnée par la form ule (4.41).
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4.4 Idéal ann ulateur en un alphab et

4.4.1 Présen tation

Nous décriv ons ici l'idéal ann ulateur I

�=ij

( X ) de l'espace M

�=ij

( X ) p our

� une partition quelconque de n + 1 et ( i; j ) une de ses cases. Cette étude a

été menée en collab oration a v ec N. Bergeron (cf. [8]).

Nous a v ons vu dans la section 3.3 que dans le cas d'une partition � , l'idéal

I

�

( X ) a deux descriptions duales : une en termes de fonctions symétriques

élémen taires et une en termes de fonctions symétriques homogènes. L'idée

cen trale (Lemme 3.31) était que ces deux familles son t équiv alen tes mo dulo

l'idéal I

(1

n

)

des fonctions symétriques, qui est inclus dans I

�

( X ) p our toute

partition � . Dans le cas de partitions trouées, nous n'a v ons pas l'inclusion

I

(1

n

)

� I

�=ij

( X ) . P ar exemple, si ( i; j ) 2 � n'est pas au sommet d'une

colonne de � alors h

1

( @ X )�

�=ij

( X ; Y ) = �

�=i +1 ;j

( X ; Y ) 6= 0 . Mais d'après

la Prop osition 3.14, on a en rev anc he :

h

r

( X ) 2 I

�=ij

( X ) 8 r > 1 (4.42)

car on ne p eut pas faire mon ter deux trous (il n'y en a qu'un). P our dé-

crire I

�=ij

( X ) nous allons dev oir utiliser les deux familles de fonctions symé-

triques.

(i,j)

z

b

n(z)

n(0)

0

l

Notons l le nom bre de cases situées au-dessus de ( i; j ) dans � . P our

0 � � � l , notons � ( � ) la partition obten ue en enlev an t à � son coin le

plus à droite dans l'om bre de la case ( i + � ; j ) . Nous noterons ( �

�

; �

�

) les

co ordonnées de ce coin. Nous sommes ici obligés de mo di�er les notations

utilisées dans la section précéden te. P our faire le lien, notons que les co or-

données du coin de � le plus à droite dans l'om bre de ( i; j ) a p our co ordon-
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nées ( a

m

; b

m

) = ( �

0

; �

0

) et la partition résultan t de son ablation est notée

�

m

= � (0) .

Si ( i; j ) est au sommet d'une colonne de � , alors �

0

= i et

h

�

0

� j

1

( @ Y )�

�=ij

( X ; Y ) = �

�=�

0

�

0

( X ; Y ) = �

� (0)

( X ; Y ) :

Ainsi M

�=ij

( X ) = M

� (0)

( X ) et par conséquen t I

�=ij

( X ) = I

� (0)

( X ) . Jusqu'à

la �n de cette section, nous p ouv ons donc supp oser que le trou ( i; j ) n'est

pas situé au sommet d'une colonne de � .

P our � une partition de n + 1 notons, suiv an t les notations in tro duites

en (3.37) :

J

�

( X ) =




h

r

( X ) ; X � X ; jX j = k ; r > �

k

( � ) � k

�

: (4.43)

Comme ici j X j = n = j � j � 1 , il est clair que 1 � k � n , et en particu-

lier h

1

( X ) 62 J

�

. Nous remarquons que cet idéal est très ressem blan t à la

dé�nition de l'idéal I

�

( X ) du Théorème 3.26. Nous a v ons vu ci-dessus que

les fonctions symétriques homogènes ne su�ron t p eut-être pas p our décrire

l'idéal I

�=ij

( X ) . Nous aurons aussi b esoin de fonctions symétriques élémen-

taires. P osons

b

J

�=ij

( X ) =




h

1

( X ) e

r

( X ) ; X � X ; j X j = n � k ; j < k � �

0

; r = �

k

( � ) � k

�

+




e

r

( X ) ; X � X ; j X j = n � k ; �

0

< k < �

1

; r = �

k

( � ) � k

�

:

Théorème 4.19 En utilisant les notations dé�nies ci-dessus et p our une

p artition � de n + 1 et ( i; j ) une c ase de � , nous avons

I

�=ij

( X ) = J

�

( X ) +




h

l +1

1

( X )

�

+

b

J

�=ij

( X ) : (4.44)

La �n de cette section est consacrée à la preuv e de ce théorème. Notons

e

I

�=ij

( X ) l'idéal dé�ni à droite de l'équation (4.44).

4.4.2 Inclusion

Nous commençons par mon trer l'inclusion

e

I

�=ij

( X ) � I

�=ij

( X ) ; (4.45)

en v éri�an t que c haque élémen t de

e

I

�=ij

( X ) est bien dans I

�=ij

( X ) .

Lemme 4.20 Pour tout ( i; j ) 2 � , nous avons J

�

( X ) � I

�=ij

( X ) .
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Pr euve. Il est clair d'après la dé�nition que J

�

( X ) � I

�

( X

n +1

) . Dév elop-

p ons �

�

( X

n +1

; Y

n +1

) par rapp ort à la dernière ligne :

�

�

( X ; x

n +1

; Y ; y

n +1

) =

X

( i;j ) 2 �

� x

i

n +1

y

j

n +1

�

�=ij

( X ; Y ) :

P our tout p olynôme P ( X ) 2 J

�

( X ) � I

�

( X

n +1

) nous a v ons

0 = P ( @ X )�

�

( X ; x

n +1

; Y ; y

n +1

) =

X

( i;j ) 2 �

� x

i

n +1

y

j

n +1

P ( @ X )�

�=ij

( X ; Y )

(4.46)

ce qui mon tre que P ( @ X )�

�=ij

( X ; Y ) = 0 p our tout ( i; j ) 2 � .

P our mon trer que h

l +1

1

( X ) 2 I

�=ij

( X ) nous utilisons la Prop osition 3.14.

Dans �=ij , la seule case qui p eut mon ter sans en rencon trer une autre est la

case ( i; j ) . Elle p eut faire l pas v ers le haut, mais pas plus. Le l + 1 -ième pas

la ferait sortir de � , donc rencon trer une autre case de �=ij . Donc

h

l +1

1

( @ X )�

�=ij

( X ; Y ) = 0 :

Main tenan t, p our �

0

< k < �

1

nous considérons e

r

( X ) , où X � X est un

sous-alphab et de cardinal j X j = n � k et r = �

k

( � ) � k . Nous allons v éri�er

que e

r

( X ) 2 I

�=ij

( X ) . Nous remarquons que s'il existe k tel que �

0

< k < �

1

,

alors ( i; j ) n'est pas sur la première ligne de � . Nous dév elopp ons �

�=ij

( X ; Y )

comme dans (3.22) :

�

�=ij

( X ; Y ) =

X

D � �=ij;

j D j = n � k

� �

D

( X ; Y )�

�=ij n D

( X n D X ; Y n Y ) ;

où Y est le sous-alphab et de Y

n

a y an t le même ensem ble d'indice que X .

En observ an t la �gure ci-dessous, nous remarquons qu'il y a n � k cases

au total dans les deux parties grises de �=ij . Dans la partie la plus foncée,

il y a �

k

( � ) � k � 1 cases de �=ij . D'après la Prop osition 3.11, p our a v oir

e

r

( @ X )�

D

( X ; Y ) 6= 0 , nous dev ons être capable de déplacer r = �

k

( � ) � k

cases distinctes de D de un pas v ers le bas. Comme on le v oit sur la �gure

ci-dessous, le nom bre maximal de cases qui p euv en t descendre p our un tel

D est �

k

( � ) � k � 1 , donc e

r

( @ X )�

�=ij

( X ; Y ) = 0 et e

r

( X ) 2 I

�=ij

( X ) .
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n(0)

b
k

 0

Finalemen t, p our j < k � �

0

et e

r

( X ) comme ci-dessus, il ne nous reste qu'à

régler le cas où ( i; j ) n'est pas dans la zone foncée. Ceci se pro duit seulemen t

si i = 0 . Rapp elons-nous alors que h

1

( @ X )�

�=ij

( X ; Y ) = �

�=i +1 ;j

( X ; Y ) et

par conséquen t

e

r

( @ X ) h

1

( @ X )�

�=ij

( X ; Y ) = e

r

( @ X )�

�=i +1 ;j

( X ; Y ) = 0 :

Donc h

1

( X ) e

r

( X ) 2 I

�=ij

( X ) , ce qui ac hèv e la preuv e de l'inclusion 4.45.

4.4.3 Réduction

Dans l'anneau Q [ X

n

] = Q [ x

1

; x

2

; : : : ; x

n

] des p olynômes en n v ariables,

l'inclusion 4.45 implique que

dim

�

Q [ X

n

]

�

I

�=ij

( X )

�

� dim

�

Q [ X

n

]

�

e

I

�=ij

( X )

�

: (4.47)

Nous présen tons main tenan t un algorithme de réduction, qui réduit, mo dulo

l'idéal

e

I

�=ij

( X ) , tout élémen t de Q [ X

n

] comme com binaison linéaire d'élé-

men ts d'une base de Q [ X

n

]

�

I

�=ij

( X ) . Ceci mon trera que

dim

�

Q [ X

n

]

�

e

I

�=ij

( X )

�

� dim

�

Q [ X

n

]

�

I

�=ij

( X )

�

(4.48)

et conclura la preuv e du Théorème 4.44.

Nous aurons b esoin du résultat suiv an t.

Prop osition 4.21 L a famil le

�

h

�

( X ) x

�

1

1

x

�

2

2

� � � x

�

n

n

; 0 � �

i

� i � 1

	

(4.49)
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forme une b ase de Q [ X

n

] , quand � dé crit l'ensemble des p artitions dont les

p arts sont � n .

Pr euve. Cet énoncé est un résultat classique de la théorie des in v arian ts et

il en existe de nom breuses preuv es. Nous prop osons ici une démonstration

adaptée au con texte, celle de [14], Theorem 3.2. Nous mon trons que tout

p olynôme P 2 Q [ X ] s'écrit, et ce de façon unique, sous la forme :

P ( X ) =

X

0 � �

i

� i � 1

A

�

X

�

(4.50)

où les A

�

son t des p olynômes symétriques.

� Commençons par l'existence d'une telle forme. Nous sa v ons (Théorème

3.20) que la famille f X

�

; 0 � �

i

� i � 1 g est une base de Q [ X

n

] = I

(1

n

)

a v ec

I

(1

n

)

l'idéal engendré par les p olynômes symétriques sans terme constan t.

P ar conséquen t P p eut s'écrire

P ( X ) =

X

0 � �

i

� i � 1

c

�

X

�

+

n

X

r =1

B

r

( X ) h

r

( X )

où les c

�

son t des nom bres rationnels et les B

r

( X ) des élémen ts de Q [ X

n

] .

En appliquan t cette décomp osition à ces p olynômes B

r

( X ) et en itéran t, on

obtien t l'existence d'une écriture de P ( X ) sous la forme (4.50).

� Mon trons main tenan t l'unicité d'une telle écriture. La série génératrice des

degrés de la famille (4.49) est donnée par la form ule :

X

0 � �

i

� i � 1

q

P

�

i

X

p

i

� 0

q

P

i:p

i

=

1 : (1 + q ) � � � (1 + q + � � � + q

n

)

(1 � q ) : (1 � q

2

) � � � (1 � q

n

)

=

1

(1 � q )

n

qui est précisémen t la série de Hilb ert de Q [ X

n

] . P ar conséquen t, l'écriture

(4.50) est bien unique.

Remarque 4.22 Comme nous l'a v ons vu dans la preuv e, nous p ouv ons rem-

placer les fonctions symétriques homogènes dans l'énoncé par toute base de

l'anneau des fonctions symétriques.

Nous allons utiliser la famille (4.49) p our notre algorithme de réduction.

En reprenan t les notations in tro duites sur la �gure page 103, notons B

� ( � )

une base de Q [ X

n

]

�

I

� ( � )

( X ) , par exemple selon la description donnée au

Théorème 3.21. Nous p osons alors

S

�=ij

=

l

[

� =0

h

�

1

( X ) B

� ( � )

(4.51)



108 CHAPITRE 4. P AR TITIONS TR OUÉES

où h

�

1

( X ) B

� ( � )

= f h

�

1

( X ) P ( X ) ; P ( X ) 2 B

� ( � )

g . Nous a v ons b esoin des

lemmes suiv an ts.

Lemme 4.23 Pour 0 � � � l , nous avons

h

�

1

( X ) I

� ( � )

( X ) �

e

I

�=ij

( X ) +




h

� +1

1

( X )

�

:

Pr euve. Soit h

r

( X ) un générateur de I

� ( � )

( X ) tel que jX j = k et r >

�

k

�

� ( � )

�

� k . Nous notons que

�

k

�

� ( � )

�

=

(

�

k

( � ) si k � �

�

�

k

( � ) � 1 si k > �

�

:

Si k � �

�

, alors r > �

k

�

� ( � )

�

� k = �

k

( � ) � k et nous a v ons h

r

( X ) 2 J

�

( X ) �

e

I

�=ij

( X ) . De façon similaire, si k > �

�

et r > �

k

�

� ( � )

�

� k + 1 = �

k

( � ) � k ,

alors à nouv eau h

r

( X ) 2 J

�

( X ) �

e

I

�=ij

( X ) . Il ne nous reste plus qu'à

considérer le cas où k > �

�

et r = �

k

( � ) � k . P our � = 0 , nous a v ons

I

(1

n

)

= h h

r

( X ) ; r > 0 i �

e

I

�=ij

( X ) +




h

1

( X )

�

;

et nous p ouv ons utiliser le Lemme 3.31 et

h

r

( X ) � ( � 1)

r

e

r

( X ) mo d

�

e

I

�=ij

( X ) +




h

1

( X )

�

�

;

où X = X � X . Dans ce cas, e

r

( X ) 2

b

J

�=ij

( X ) �

e

I

�=ij

( X ) et donc h

r

( X ) 2

e

I

�=ij

( X ) +




h

1

( X )

�

. P our � > 0 , à nouv eau d'après le Lemme 3.31 nous

a v ons h

r

( X ) � ( � 1)

r

e

r

( X ) mo d I

(1

n

)

. En particulier nous a v ons h

�

1

( X ) h

r

( X )

congru à ( � 1)

r

h

�

1

( X ) e

r

( X ) mo dulo h

�

1

( X ) I

(1

n

)

. Comme h

�

1

( X ) I

(1

n

)

est in-

clus dans

e

I

�=ij

( X ) +




h

� +1

1

( X )

�

, nous a v ons

h

�

1

( X ) h

r

( X ) � ( � 1)

r

h

�

1

e

r

( X ) mo d

�

e

I

�=ij

( X ) +




h

� +1

1

( X )

�

�

:

Dans ce cas, h

1

( X ) e

r

( X ) 2

b

J

�=ij

( X ) �

e

I

�=ij

( X ) et par conséquen t le p oly-

nôme h

�

1

( X ) h

r

( X ) est un élémen t de

e

I

�=ij

( X ) +




h

� +1

1

( X )

�

.

Lemme 4.24 Mo dulo

e

I

�=ij

( X ) , tout élément de la forme h

�

( X ) x

�

1

1

x

�

2

2

� � � x

�

n

n

ave c 0 � �

i

� i � 1 est une c ombinaison liné air e d'éléments de S

�=ij

.

Pr euve. Nous remarquons que




h

l +1

1

( X ) ; h

2

( X ) ; h

3

( X ) ; : : :

�

�

e

I

�=ij

( X ) .

Donc

h

�

( X ) x

�

1

1

x

�

2

2

� � � x

�

n

n

� 0 mo d

e

I

�=ij

( X )
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Sauf si h

�

( X ) = h

�

1

( X ) p our 0 � � � l . On raisonne alors par récur-

rence décroissan te sur � , à partir de � = l + 1 jusqu'à � = 0 . Le résul-

tat est vrai p our � > l car h

l +1

1

( X ) � 0 mo d

e

I

�=ij

( X ) . P our � � l on

considère h

�

1

( X ) x

�

1

1

x

�

2

2

� � � x

�

n

n

. D'après notre c hoix de B

� ( � )

, il existe un élé-

men t A dans l'espace v ectoriel engendré par B

� ( � )

tel que x

�

1

1

x

�

2

2

� � � x

�

n

n

� A

mo d I

� ( � )

( X ) . Donc il y a un élémen t B 2 I

� ( � )

( X ) tel que

h

�

1

( X ) x

�

1

1

x

�

2

2

� � � x

�

n

n

= h

�

1

( X ) A + h

�

1

( X ) B : (4.52)

Ici h

�

1

( X ) A est dans l'espace v ectoriel engendré par h

�

1

( X ) B

� ( � )

� S

�=ij

.

D'après le Lemme 4.23, h

�

1

( X ) B 2

e

I

�=ij

( X ) +




h

� +1

1

( X )

�

. Donc

h

�

1

( X ) B � h

� +1

1

C mo d

e

I

�=ij

( X ) ;

où C est un élémen t de Q [ X

n

] . D'après notre h yp othèse de récurrence, nous

en déduisons que h

� +1

1

C est dans l'espace engendré par S

�=ij

.

Nous utilisons alors le Théorème 4.15 p our écrire :

dim ( Q [ X

n

]

�

I

�=ij

( X )) = dim ( M

�=ij

( X )) =

l

X

� =0

�

�

B

� ( � )

�

�

: (4.53)

P our ac hev er la preuv e du Théorème 4.19 nous utilisons le Lemme 4.24

p our mon trer que

dim ( Q [ X

n

]

�

e

I

�=ij

( X )) �

�

�

S

�=ij

�

�

=

l

X

� =0

�

�

B

� ( � )

�

�

:

L'équation (4.48) est alors une conséquence de (4.53).

Corollaire 4.25 S

�=ij

est une b ase Q [ X

n

]

�

I

�=ij

( X ) .

Remarque 4.26 Nous a v ons ici l'exact analogue de la Remarque 3.30, à sa-

v oir l'assertion suiv an te, qui est une conséquence immédiate de la description

(4.44) de I

�=ij

( X ) :

� � � = ) M

�=ij

( X ) � M

�=ij

( X )

dès que la case ( i; j ) apparaît à la fois dans � et � .
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Chapitre 5

Généralisation : cas des

diagrammes à plusieurs trous

L

e tra v ail e�ectué sur les partitions trouées ouvre la v oie de l'étude des

espaces M

L

p our des diagrammes L autres que des partitions. Cep en-

dan t, il apparaît que les c hoses ne se passen t pas aussi bien dans le cas

général, en particulier le mo dule M

L

n'est pas toujours un m ultiple de la

représen tation régulière à gauc he. Si certaines classes de diagrammes four-

nissen t des espaces p ossédan t une b elle structure, il faut, dans le cas général,

considérer des sommes d'espaces M

L

p our généraliser à k trous la conjec-

ture n ! . Le c hapitre est comp osé de quatre sections. La première exp ose le

problème. La seconde est consacrée aux diagrammes de dimension un, p our

lesquels M

L

est toujours un m ultiple de la représen tation régulière à gauc he.

La troisième présen te une généralisation p ossible de la conjecture n ! p our des

partitions a v ec k trous ; il faut dans ce cas considérer des sommes d'espaces

M

L

, où L s'obtien t en faisan t k trous dans l'om bre d'une case dans une par-

tition � de n + k . En�n la dernière section est consacrée à un problème dual

de celui des partitions trouées, à sa v oir les diagrammes obten us en ra joutan t

une case extérieure à un diagramme de F errers.

5.1 Présen tation

In tro duisons le problème en suiv an t [10 ] et [11], don t nous reprenons les

notations et le v o cabulaire. Soit L un diagramme quelconque du réseau carré

et M

L

l'espace asso cié.

Dé�nition 5.1 L e diagr amme L p ossè de la propriété MLRR (Multiple L eft

R e gular R epr esentation) si le mo dule M

L

se dé c omp ose en une somme dir e cte
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de r epr ésentations r é gulièr es à gauche. Nous avons en p articulier dans c e c as :

dim M

L

= m:n ! (5.1)

p our un entier m .

La conjecture (théorème) n ! corresp ond à : � p ossède la propriété MLRR

a v ec m = 1 . Dans le cas des partitions trouées, la Conjecture 4.4 énonce

que toute partition trouée p ossède la propriété MLRR a v ec m = s

�

( i; j ) ,

le cardinal de l'om bre de ( i; j ) dans � . Il est alors ten tan t de conjecturer

que tous les diagrammes du réseau carré p ossèden t cette propriété. Une telle

conjecture est énoncée dans [10], mais p eu après F. Bergeron a trouv é le

con tre-exemple suiv an t. Prenons

L = f (1 ; 0) ; (0 ; 1) ; (2 ; 1 ) g = :

Dans ce cas,

�

L

( X

3

; Y

3

) = det

0

@

x

1

y

1

x

2

1

y

1

x

2

y

2

x

2

2

y

2

x

3

y

3

x

3

3

y

3

1

A

et il est facile, en utilisan t Maple par exemple, de calculer que dim M

L

= 46 ,

ce qui est incompatible a v ec (5.1).

5.2 Cas d'une colonne trouée

Nous étudions ici le cas des diagrammes L de dimension un. Ces tra v aux

son t dus à F. Bergeron, A. Garsia et G. T esler et nous n'exp osons ici qu'une

partie des résultats de leur article [11].

Nous considérons les diagrammes de la forme

L

p

= f ( p

1

; 0) ; : : : ; ( p

n

; 0) g (5.2)

où p 2 D

n

= f ( p

1

; : : : ; p

n

) 2 N

n

; p

1

> � � � > p

n

� 0 g . Nous p osons alors

�

p

= det

�

x

p

j

i

�

1 � i;j � n

; (5.3)

ce qui est une généralisation du déterminan t de V andermonde : �( X ) =

det( x

j � 1

i

)

1 � i;j � n

corresp ond à p = � = ( n � 1 ; : : : ; 1 ; 0) . Nous noterons M

p

=

L

@

[�

p

] le mo dule asso cié à L

p

. Dans le cas du V andermonde (Théorème

3.20), nous sa v ons que le mo dule M

�

est une v ersion de la représen tation

régulière à gauc he. Le but est de mon trer le théorème suiv an t.

Théorème 5.2 Pour tout p 2 D

n

, L

p

p ossè de la pr opriété MLRR.
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A�n de prouv er ce théorème, commençons par deux lemmes.

Lemme 5.3 Si A ( X ) est un p olynôme symétrique homo gène, alors

A ( @ )�( @ )�

p

( X ) 6= 0

si et seulement si

A ( @ )�

p

( X ) 6= 0

et dans c e c as il existe un p olynôme symétrique homo gène B ( X ) tel que

B ( @ ) A ( @ )�

p

( X ) =

cte

�( X ) : (5.4)

Pr euve. P osons

f ( X ) = A ( @ )�

p

( X ) :

Comme f est an tisymétrique, il se factorise sous la forme f ( X ) = h ( X )�( X ) ,

a v ec h ( X ) un p olynôme symétrique homogène. Main tenan t si f 6= 0 , nous

a v ons f ( @ ) f ( X ) 6= 0 donc :

0 6= f ( @ ) f ( X ) = h ( @ )�( @ ) f ( X ) = h ( @ )�( @ ) A ( @ )�

p

( X ) = h ( @ ) g ( X )

a v ec

g ( X ) = �( @ ) A ( @ )�

p

( X ) 6= 0 : (5.5)

D'où

0 6= g ( @ ) g ( X ) = g ( @ )�( @ ) A ( @ )�

p

( X ) :

En particulier, nous a v ons

g ( @ ) A ( @ )�

p

( X ) 6= 0 : (5.6)

Remarquons que (5.5) implique que g ( X ) est symétrique et homogène de

degré :

deg ( g ) = j p j � deg ( A ) �

�

n

2

�

;

�

n

2

�

étan t le degré de �( X ) , a v ec j p j = p

1

+ � � � + p

n

. Ceci nous donne

deg

�

g ( @ ) A ( @ )�

p

( X )

�

= j p j � deg ( A ) �

�

j p j � deg ( A ) �

�

n

2

�

�

=

�

n

2

�

:

Comme g ( @ ) A ( @ )�

p

( X ) est an tisymétrique, nous déduisons de (5.6) que

g ( @ ) A ( @ )�

p

( X ) =

cte

�( X ) :
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Nous p ouv ons donc prendre B ( X ) = g ( X ) dans (5.4) et notre preuv e est

complète.

P osons M

(1

n

)

= f X

�

; 0 � �

i

� i � 1 g de telle sorte que (Théorème 3.20)

B

(1

n

)

= f b ( @ )�( X ) ; b 2 M

(1

n

)

g est une base de M

(1

n

)

.

Lemme 5.4 Pour tout p 2 D

n

, p osons

J

p

=

�

A ( X ) ; A ( X ) 2 �

n

et A ( @ )�

p

( X ) = 0

�

: (5.7)

A lors tout p olynôme Q ( X ) 2 L

@

[�

p

] p eut s'é crir e, et de façon unique, sous

la forme

Q ( X ) =

X

b 2M

(1

n

)

A

b

( @ ) b ( @ )�

p

( X ) ; (5.8)

où les p olynômes A

b

( X ) sont des éléments de �

n

\ J

?

p

, l'ortho gonal étant

r elatif au pr o duit sc alair e (2.1).

Pr euve. P ar h yp othèse, Q ( X ) p eut s'écrire Q ( X ) = P ( @ )�

p

( X ) p our un

(non unique) P ( X ) 2 Q [ X ] . Nous appliquons la Prop osition 4.21 et nous

écriv ons :

P ( X ) =

X

b 2M

(1

n

)

b ( X ) A

b

( X ) (5.9)

où les p olynômes A

b

son t symétriques. P our c haque b 2 M

(1

n

)

, écriv ons

A

b

= A

�

b

+ A

?

b

où A

�

b

2 J

p

et A

?

b

2 J

b

p

?

. Ainsi

Q ( X ) = P ( @ )�

p

( X ) =

X

b 2M

(1

n

)

A

�

b

( @ ) b ( @ )�

p

( X )+

X

b 2M

(1

n

)

A

?

b

( @ ) b ( @ )�

p

( X ) :

La première somme est n ulle, et il nous reste la seconde, de la forme (5.8).

P our prouv er l'unicité d'une telle écriture, supp osons que

X

b 2M

(1

n

)

A

b

( @ ) b ( @ )�

p

( X ) = 0 ; (5.10)

a v ec A

b

des p olynômes symétriques dans J

?

p

. En regardan t les comp osan tes

homogènes, nous p ouv ons supp oser que les A

b

son t homogènes et que tous les

termes (non n uls) dans (5.10) son t de même degré. Choisissons un A

b

0

6= 0

de degré minimal.
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D'après le Lemme 5.3, il existe un p olynôme B ( X ) tel que

B ( @ ) A ( @ )�

p

( X ) = c

b

0

�( X )

p our une constan te c

b

0

6= 0 . En fait nous a v ons même :

B ( @ ) A

b

( @ )�

p

( X ) = c

b

�( X ) (5.11)

p our tout b 2 M

(1

n

)

où c

b

est une constan te (év en tuellemen t n ulle). En e�et,

le terme de gauc he de (5.11) est an tisymétrique de degré au plus

�

n

2

�

: c'est

donc le pro duit d'un scalaire par le déterminan t de V andermonde �( X ) .

Appliquons alors B ( @ ) à (5.10) : nous obtenons

0 =

X

b 2M

(1

n

)

B ( @ ) A

b

( @ ) b ( @ )�

p

( X ) =

X

b 2M

(1

n

)

c

b

b ( @ )�( X ) :

La famille f b ( @ )�( X ) ; b 2 M

(1

n

)

g étan t linéairemen t indép endan te, on

ab outit à une con tradiction. L'écriture est donc unique, ce qui complète la

preuv e.

Pr euve (du Théorème 5.2, �n). P our conclure, il su�t d'observ er que le

Lemme 5.4 implique que si f A

1

( X ) ; : : : ; A

N

( X ) g est une base homogène des

p olynômes symétriques de J

?

p

, alors

f A

i

( @ ) b ( @ )�

p

( X ) ; i = 1 ; : : : ; N ; B 2 M

(1

n

)

g

est une base de M

p

. Ceci décomp ose M

p

en N sous-espaces, le i -ième étan t

M

i

p

= V ect f A

i

( @ ) b ( @ )�

p

( X ) ; B 2 M

(1

n

)

g ;

une v ersion de la représen tation régulière à gauc he.

Dans [11 ], F. Bergeron, A. Garsia et G. T esler obtiennen t une description

de la caractéristique de F rob enius graduée F

t

M

p

en termes de séries de

Hilb ert d'espaces de fonctions de Sc h ur gauc hes, don t nous allons brièv emen t

rapp eler la dé�nition.

Dans l'anneau � des fonctions symétriques m uni du pro duit scalaire tel

que les fonctions de Sc h ur formen t une base orthonormale de � , toute fonc-

tion symétrique f est déterminée par ses pro duits scalaires a v ec les s

�

:

f =

X

�

h f ; s

�

i s

�

: (5.12)
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Dé�nition 5.5 Soient � et � deux p artitions. Dé�nissons la fonction s

�=�

p ar les r elations :

h s

�=�

; s

�

i = h s

�

; s

�

s

�

i

p our toute p artition � . L es s

�=�

sont app elé es fonctions de Sc h ur gauc hes .

On montr e que s

�=�

= 0 sauf si � � � au sens ensembliste des dia-

gr ammes de F err ers.

Observ ons de plus que tout p 2 D

n

s'écrit p = � + � où � est une

partition.

Théorème 5.6

F

t

M

� + �

= �

�

( t )

~

H

(1

n

)

( x ; q ; t )

où �

�

( t ) est la série de Hilb ert de l'esp ac e ve ctoriel engendr é p ar les fonctions

de Schur gauches s

�=�

p our � � � .

5.3 Une généralisation p our des partitions quelcon-

ques

5.3.1 In tro duction

Le con tre-exemple L = f (1 ; 0) ; (0 ; 1) ; (2 ; 1) g mon tre qu'on ne p eut pas

généraliser brutalemen t l'étude précéden te à des diagrammes obten us en en-

lev an t k cases à un diagramme de F errers. Le but, suggéré par F. Bergeron,

est ici de prop oser une généralisation de la conjecture n ! p our des diagrammes

à k trous. L'espace que nous considérons est dé�ni de la façon suiv an te. Soit

� une partition de n + k . Cette partition est �xée et n'apparaît pas dans les

notations suiv an tes.

Dé�nition 5.7 Soit M

k

i;j

l'esp ac e ve ctoriel dé�ni p ar la somme

M

k

i;j

= M

k

i;j

( X ; Y ) =

X

( a

1

;b

1

) ;::: ; ( a

k

;b

k

)

M

�= f ( a

1

;b

1

) ;::: ; ( a

k

;b

k

) g

; (5.13)

où la somme est prise sur tous les k -uplets de k c ases de � , toutes situé es

dans l'ombr e de ( i; j ) .

La première observ ation est que grâce aux op érateurs de sauts (cf. la Pro-

p osition 3.7) nous a v ons M

�=ij

= M

1

i;j

(équation (5.14)). Ainsi cet espace

M

k

i;j

est une généralisation p ossible de M

�=ij

si l'on v eut faire k trous dans



5.3. UNE GÉNÉRALISA TION 117

un diagramme de F errers. L'ob jet de cette section est de mettre en évidence

l'in térêt de l'espace M

k

i;j

et de donner une assise à la Conjecture 5.15 qui

a�rme que dim M

k

i;j

=

�

s

k

�

n ! .

Cette section est divisée en quatre paragraphes. Le second paragraphe

donne des applications des op érateurs de sauts à notre problème, en par-

ticulier en vue d'une réduction de la somme (5.13). Le paragraphe suiv an t

est consacré à la preuv e d'une b orne sup érieure (

�

s

k

�

n ! ) p our la dimension

de M

k

i;j

; nous conjecturons que cette b orne sup érieure donne e�ectiv emen t

la dimension de M

k

i;j

. En�n dans le quatrième et dernier paragraphe, nous

étudions M

k

i;j

( X ) , le sous-espace de M

k

i;j

( X ; Y ) constitué des p olynômes de

degré en Y n ul, p our lequel nous obtenons une base explicite en harmonie

a v ec la Conjecture 5.15.

5.3.2 Applications des op érateurs de sauts

Nous ren v o y ons aux Prop ositions 3.7, 3.11, 3.14 et à la Remarque 3.16

qui con tiennen t les principaux résultats sur les op érateurs de sauts que nous

utiliserons.

Les op érateurs de sauts trouv en t ici une nouv elle application en p ermet-

tan t, dans deux cas particuliers, de réduire la somme (5.13) dé�nissan t M

k

i;j

.

Dans le cas où k = 1 , on obtien t en e�et facilemen t la prop osition suiv an te.

Prop osition 5.8 Soit � une p artition de n + 1 , on a alors

M

1

i;j

= M

�=i;j

: (5.14)

Pr euve. En e�et p our tous en tiers k et l , nous a v ons :

e

k

( @ X ) e

l

( @ Y )�

�=i;j

= c: �

�=i + k ;j + l

; (5.15)

a v ec c un en tier relatif non n ul. Ceci implique l'inclusion M

1

i;j

� M

�=i;j

, et la

récipro que est immédiate.

Dans le cas particulier de 2 trous, on obtien t la prop osition analogue

suiv an te.

Prop osition 5.9 Soit � une p artition de n + 2 , la somme (5.13) p eut êtr e

r é duite sous la forme :

M

2

i;j

= M

�= f ( i;j ) ; ( i;j +1) g

+ M

�= f ( i;j ) ; ( i +1 ;j ) g

: (5.16)

Pr euve. Soien t k et l des en tiers strictemen t p ositifs. Nous utiliserons les

notations (un p eu) plus légères suiv an tes : p our deux cases c

1

et c

2

, �

i

c

1

;c

2

=
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�

�

�= f ( i; j ) ; ( i +1 ; j ) g ; �= f c

1

; c

2

g

�

et �

j

c

1

;c

2

= �

�

�= f ( i; j ) ; ( i; j +1) g ; �= f c

1

; c

2

g

�

.

En faisan t atten tion aux di�éren ts signes qui apparaissen t en appliquan t les

op érateurs de dériv ation, nous obtenons alors les iden tités suiv an tes :

P

l

( @ Y ) e

k � 1

( @ X )�

�= f ( i;j ) ; ( i +1 ;j ) g

= P

l

( @ Y )

�

�

i

( i;j ) ; ( i + k ;j )

�

�= f ( i;j ) ; ( i + k ;j ) g

�

= ( � 1)

b + h

�

i

( i + k ;j ) ; ( i;j + l )

�

�= f ( i + k ;j ) ; ( i;j + l ) g

+( � 1)

b + v +1

�

i

( i;j ) ; ( i + k ;j + l )

�

�= f ( i;j ) ; ( i + k ;j + l ) g

(5.17)

et

P

k

( @ X ) e

l � 1

( @ Y )�

�= f ( i;j ) ; ( i;j +1) g

= P

k

( @ X )

�

( � 1)

b + h +1

�

j

( i;j ) ; ( i;j + l )

�

�= f ( i;j ) ; ( i;j + l ) g

�

= ( � 1)

b + h +1

�

( � 1)

h

�

j

( i + k ;j ) ; ( i;j + l )

�

�= f ( i + k ;j ) ; ( i;j + l ) g

+( � 1)

v

�

j

( i;j ) ; ( i + k ;j + l )

�

�= f ( i;j ) ; ( i + k ;j + l ) g

�

; (5.18)
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 i,j

i+k,
  j

i+k,
              j+l   

 i,
j+l

où h , v et b désignen t resp ectiv emen t les nom bres de cases hac h urées horizon-

talemen t, v erticalemen t et quadrillées dans la �gure ci-dessus (nous dev ons

calculer la signature de la p erm utation qui réarrange les cases selon l'ordre

lexicographique (1.1)).

En observ an t que le pro duit des signes des quatre co e�cien ts dans (5.17)

et (5.18) est ( � 1)

2(2 b +2 h + v +1)+1

= ( � 1) nous a v ons que exactemen t trois des

co e�cien ts dans le système formé par (5.17) et (5.18) son t du même signe,

donc �

�= f ( i;j ) ; ( i + k ;j + l ) g

et �

�= f ( i + k ;j ) ; ( i;j + l ) g

appartiennen t à l'espace somme

M

�= f ( i;j ) ; ( i;j +1) g

+ M

�= f ( i;j ) ; ( i +1 ;j ) g

.

Puis, d'après la Prop osition 3.14, on p eut déplacer sim ultanémen t deux

trous par itération de h

2

( X ) et h

2

( Y ) . Ceci implique que p our tout couple

de trous ( c

1

; c

2

) dans l'om bre de ( i; j ) alors �

�= f c

1

;c

2

g

2 M

�= f ( i;j ) ; ( i;j +1) g

+

M

�= f ( i;j ) ; ( i +1 ;j ) g

d'où

M

2

i;j

� M

�= f ( i;j ) ; ( i;j +1) g

+ M

�= f ( i;j ) ; ( i +1 ;j ) g

; (5.19)
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la récipro que étan t triviale.

Remarque 5.10 La question de la généralisation des deux résultats pré-

céden ts (Prop ositions 5.8 et 5.9) p our k � 3 se p ose naturellemen t. Est-il

su�san t de ne prendre que les diagrammes tels que les k trous formen t une

partition d'origine ( i; j ) ? La rép onse est négativ e. P ar exemple il est facile

de v éri�er (grâce à l'ordinateur et Maple) que quand � = (3 ; 2) ,

�

�= f (0 ; 0) ; (1 ; 0) ; (0 ; 2) g

62 M

�= f (0 ; 0) ; (1 ; 0) ; (0 ; 1) g

+ M

�= f (0 ; 0) ; (0 ; 1) ; (0 ; 2) g

: (5.20)

5.3.3 La b orne sup érieure

5.3.3.a Étude de l'idéal ann ulateur

Le but de cet alinéa est de prouv er la prop osition suiv an te.

Prop osition 5.11 L'idé al annulateur I

k

i;j

de M

k

i;j

est donné p ar

I

k

i;j

=

\

( a

1

;b

1

) ;::: ; ( a

k

;b

k

)

I

@ x

a

1

n +1

@ y

b

1

n +1

��� @ x

a

k

n + k

@ y

b

k

n + k

�

�

\ Q [ X

n

; Y

n

]

def

= I ; (5.21)

où l'interse ction est prise sur tous les k -uplets ( a

1

; b

1

) ; : : : ; ( a

k

; b

k

) de c ases

di�ér entes dans l'ombr e de ( i; j ) , que l'on supp ose or donné es selon l'or dr e

lexic o gr aphique.

Pr euve. Soit ( a

1

; b

1

) ; : : : ; ( a

k

; b

k

) k cases dans S

�

( i; j ) , l'om bre de ( i; j ) dans

le diagramme de F errers de � . En dév eloppan t �

�

par rapp ort aux k dernières

lignes, nous obtenons :

�

�

( X

n + k

; Y

n + k

) =

X

( a

0

1

;b

0

1

) ;::: ; ( a

0

k

;b

0

k

)

� �

f ( a

0

1

;b

0

1

) ;::: ; ( a

0

k

;b

0

k

) g

( X

n

; Y

n

)

� �

�= f ( a

0

1

;b

0

1

) ;::: ; ( a

0

k

;b

0

k

) g

( X

n

; Y

n

) ; (5.22)

où X

n

= f x

n +1

; : : : ; x

n + k

g et Y

n

= f y

n +1

; : : : ; y

n + k

g . Ainsi on en tire :

@ ( x

a

1

n +1

y

b

1

n +1

� � � x

a

k

n + k

y

b

k

n + k

)�

�

( X

n + k

; Y

n + k

) = c �

�= f ( a

1

;b

1

) ;::: ; ( a

k

;b

k

) g

( X

n

; Y

n

) + C

(5.23)

où c est un en tier relatif (di�éren t de zéro) et C une com binaison linéaire

à co e�cien ts dans l'anneau Q [ x

n +1

; : : : ; x

n + k

; y

n +1

; : : : ; y

n + k

] de p olynômes

�

�= f ( a

0

1

;b

0

1

) ;::: ; ( a

0

k

;b

0

k

) g

( X

n

; Y

n

) , a v ec :

8 1 � l � k ; ( a

0

l

; b

0

l

) 2 S

�

( i; j ) : (5.24)
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En e�et �

f ( a

0

1

;b

0

1

) ;::: ; ( a

0

k

;b

0

k

) g

( X

n

; Y

n

) n'est pas tué par l'op érateur di�éren-

tiel @ ( x

a

1

n +1

y

b

1

n +1

� � � x

a

k

n + k

y

b

k

n + k

) seulemen t s'il existe une p erm utation � 2 S

k

,

le group e symétrique sur k élémen ts, telle que

( a

0

� ( l )

; b

0

� ( l )

) 2 S

�

( a

l

; b

l

) ; 8 1 � l � k : (5.25)

Ceci est une conséquence de la dé�nition de �

f ( a

0

1

;b

0

1

) ; ( a

0

2

;b

0

2

) ;::: ; ( a

0

k

;b

0

k

) g

:

�

f ( a

0

1

;b

0

1

) ; ( a

0

2

;b

0

2

) ;::: ; ( a

0

k

;b

0

k

) g

=

X

� 2S

k

sgn ( � ) x

a

0

� (1)

n +1

y

b

0

� (1)

n +1

x

a

0

� (2)

n +2

y

b

0

� (2)

n +2

� � � x

a

0

� ( k )

n + k

y

b

0

� ( k )

n + k

:

En dériv an t par @ ( x

a

1

n +1

y

b

1

n +1

� � � x

a

k

n + k

y

b

k

n + k

) , nous obtenons (5.25). P our tout

1 � l � k , nous a v ons S

�

( a

l

; b

l

) � S

�

( i; j ) . P ar conséquen t ( a

0

� ( l )

; b

0

� ( l )

) 2

S

�

( i; j ) ; 8 1 � l � k . Comme � est une p erm utation, ceci établit (5.24).

A�n d'illustrer l'équation (5.23), nous donnons l'exemple suiv an t : � =

(3 ; 2) , n = 3 , k = 2 , ( a

1

; b

1

) = (0 ; 0) , ( a

2

; b

2

) = (1 ; 0) , alors

@ ( x

0

4

y

0

4

x

1

5

y

0

5

)�

�

( X

5

; Y

5

) = �

�= f (0 ; 0)(1 ; 0) g

( X

3

; Y

3

) + y

5

�

�= f (0 ; 0)(1 ; 1) g

( X

3

; Y

3

)

� y

4

�

�= f (1 ; 0)(0 ; 1) g

( X

3

; Y

3

)

+ ( � x

4

y

5

+ x

4

y

4

)�

�= f (1 ; 0)(1 ; 1) g

( X

3

; Y

3

)

� y

2

4

�

�= f (1 ; 0)(0 ; 2) g

( X

3

;Y

3

) + y

4

y

5

�

�= f (0 ; 1)(1 ; 1) g

( X

3

;Y

3

)

� y

2

4

y

5

�

�= f (1 ; 1)(0 ; 2) g

( X

3

; Y

3

) :

On en déduit alors l'égalité annoncée car :

� I � I

k

i;j

: soit P un p olynôme dans I . Comme P tue le terme de droite

de (5.23), il tue le terme constan t dans Q [ X

n

; Y

n

] du terme de gauc he

qui est justemen t �

�= f ( a

1

;b

1

) ;::: ; ( a

k

;b

k

) g

( X

n

; Y

n

) . Donc P est dans I

k

i;j

.

� I

k

i;j

� I : soit P un p olynôme dans I

k

i;j

. P ar (5.24), P tue tous les

termes de droite dans (5.23) ; donc il tue le terme de gauc he. Ceci

implique P 2 I .

5.3.3.b Ensem ble de p oin ts et idéaux ann ulateurs

Le raisonnemen t est celui de [7], section 3.2, inspiré de [10], Theorem

4.2. Soit � une partition de n + k et ( i; j ) 2 � . Nous reprenons le pro-

cédé dé�ni en (2.6) asso cian t à un tableau injectif T de forme � un p oin t
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� ( T ) = ( a ( T ) ; b ( T )) dans Q

2( n + k )

. L'ensem ble de tous les p oin ts � ( T ) p our

T décriv an t l'ensem ble des tableaux injectifs de forme � est noté [ � ] ; par

injectivité de (2.6), son cardinal est ( n + k )! .

En ne conserv an t que les n premières en trées de a ( T ) et de b ( T ) , nous

a v ons un p oin t �

k

( T ) dans Q

2 n

. L'ensem ble des p oin ts ainsi dé�ni, p our T

décriv an t l'ensem ble des tableaux injectifs a y an t les étiquettes n + 1 ; : : : ; n + k

dans l'om bre de ( i; j ) , est noté [ �

k

] . Comme deux tableaux T et T

0

donnen t

le même p oin t si et seulemen t si les étiquettes f 1 ; : : : ; n g o ccup en t la même

place dans T et T

0

, nous a v ons une bijection

T

k

i;j

� ! [ �

k

]

T 7� ! �

k

( T )

(5.26)

où T

k

i;j

est l'ensem ble des tableaux de forme � a y an t n étiquettes f 1 ; : : : ; n g

et k cases blanc hes (sans étiquette), ces dernières étan t situées dans l'om bre

de ( i; j ) dans � . Rapp elons que nous notons s le cardinal de l'om bre de ( i; j )

dans � . Le cardinal de l'ensem ble T

k

i;j

est alors

�

s

k

�

n ! et donc par bijectivité

de (5.26), l'ensem ble [ �

k

] est comp osé de

�

s

k

�

n ! p oin ts. Nous in tro duisons

alors J

[ �

k

]

, l'idéal des p olynômes qui son t n uls sur tout l'ensem ble [ �

k

] , puis

l'idéal I

k

= gr J

[ �

k

]

et l'espace des harmoniques H

k

= ( I

k

)

?

où le pro duit

scalaire est dé�ni en (2.1).

La première information, conséquence de la Remarque 2.4 et de j [ �

k

] j =

�

s

k

�

n ! est donnée par l'équation suiv an te :

dim H

k

=

�

s

k

�

n ! : (5.27)

Nous v oulons main tenan t main tenan t prouv er que

M

k

i;j

� H

k

(5.28)

et d'après la Prop osition 2.1, ceci est équiv alen t à prouv er que I

k

� I :

5.3.3.c Inclusion

Le but de cet alinéa est de prouv er l'inclusion suiv an te.

Prop osition 5.12 Nous avons l'inclusion :

I

k

� I : (5.29)
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Pr euve. Soit P un p olynôme dans J

[ �

k

]

. Nous considérons le p olynôme

Q ( X

n + k

; Y

n + k

) = P ( X

n

; Y

n

) �

Q

i � 1

i

0

=0

( x

n +1

� �

i

0

) � � �

Q

i � 1

i

0

=0

( x

n + k

� �

i

0

)

�

Q

j � 1

j

0

=0

( y

n +1

� �

j

0

) � � �

Q

j � 1

j

0

=0

( y

n + k

� �

j

0

) : (5.30)

Nous v oulons v éri�er que ce p olynôme est un élémen t de J

[ � ]

. Prenons un

p oin t quelconque ( a; b ) = ( a ( T ) ; b ( T )) dans [ � ] . Si sa pro jection sur Q

2 n

(obten ue en gardan t les n premières en trées de a et b ) est dans [ �

k

] alors

Q ( a; b ) = 0 à cause de P . Sinon, le tableau T doit a v oir au moins une en trée

en tre n + 1 et n + k dans le complémen taire de l'om bre de ( i; j ) dans � , i.e.

soit dans les i premières lignes soit dans les j premières colonnes et nous

a v ons à nouv eau Q ( �; � ) = 0 .

Ainsi Q 2 J

[ � ]

, ce qui implique d'après le Théorème 2.6 : h ( Q ) 2 I

�

�

. En

considéran t le terme de plus haut degré, nous en déduisons :

h ( P ) 2 I

@ x

i +1

n +1

@ y

j +1

n +1

��� @ x

i +1

n + k

@ y

j +1

n + k

�

�

:

P our tout ensem ble de k cases f ( a

1

; b

1

) ; : : : ; ( a

k

; b

k

) g dans l'om bre de

( i; j ) , nous observ ons que 8 r ; 1 � r � k , a

r

� i and b

r

� j . D'où l'on déduit

que h ( P ) est dans I , ce qu'il fallait démon trer.

5.3.3.d Conclusion

Le résultat principal est alors une conséquence des derniers paragraphes.

Théorème 5.13 Si � est une p artition de n + k et s le c ar dinal de l'ombr e

de la c ase ( i; j ) , alors nous avons :

dim M

k

i;j

�

�

s

k

�

n ! : (5.31)

Remarque 5.14 Si l'on se rapp elle la preuv e du Théorème 2.6, nous ob-

serv ons que le raisonnemen t précéden t a la conséquence suiv an te. Si l'égalité

est v éri�ée dans le Théorème 5.13, alors M

k

i;j

se décomp ose comme

�

s

k

�

fois

la représen tation régulière à gauc he.

Les exp érimen tations n umériques (menées grâce à Maple) sur de p etits

exemples mon tren t que l'égalité doit être v éri�ée en (5.31). De plus le fait

que la construction précéden te donne la b onne b orne sup érieure dans le cas

d'un seul ensem ble de v ariables (cf. la section suiv an te) nous conduisen t à

form uler la conjecture suiv an te.
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Conjecture 5.15 A ve c les notations du thé or ème pr é c é dent :

dim M

k

i;j

=

�

s

k

�

n ! : (5.32)

Remarque 5.16 Quand k = 1 , cette conjecture se réduit à la Conjecture

4.4 et quand s = k ou k = 0 à la conjecture n ! .

L'idée de considérer des sommes de mo dules M

L

est due à F. Bergeron

qui a donné de la Conjecture 5.15 la forme plus précise suiv an te (cf. [15 ]) en

termes de caractéristiques de F rob enius bigraduées.

Conjecture 5.17 Si � est la p artition de s c orr esp ondant à l'ombr e de ( i; j )

dans � alors la c ar actéristique de F r ob enius bigr adué e de M

k

i;j

est donné e p ar

la formule suivante

F

q ;t

( M

k

i;j

) =

X

� � �

j � j = s � k

c

k

��

( q ; t )

~

H

� � � + �

( x ; q ; t ) (5.33)

où � � � + � est la p artition obtenue en r emplaçant � p ar � dans � et

les c o e�cients c

k

��

( q ; t ) sont les fr actions r ationnel les app ar aissant dans la

formule de Pieri-Mac donald

h

?

k

~

H

�

( x ; q ; t ) =

X

� � �

j � j = n

c

k

��

( q ; t )

~

H

�

( x ; q ; t )

ave c h

?

k

l'op ér ateur dual de la multiplic ation p ar h

k

, la dualité étant entendue

p ar r app ort au pr o duit sc alair e usuel sur � , i.e. c elui faisant des fonctions de

Schur une b ase orthonormale.

5.3.4 Cas d'un ensem ble de v ariables

Le but de ce paragraphe est d'obtenir une base explicite, en harmonie a v ec

la Conjecture 5.15, p our M

k

i;j

( X ) , le sous-espace de M

k

i;j

( X ; Y ) constitué des

élémen ts de degré n ul en Y .

5.3.4.a Construction

Rapp elons brièv emen t (cf. section 3.3) que p our une partition � de n ,

l'espace M

�

( X ) = M

�

\ Q [ X

n

] est de dimension n ! =� ! et nous notons M

�

( X )

un ensem ble de monômes (cf. Remarque 3.22) tel que

f M ( @ )�

�

( X ; Y ) ; M 2 M

�

( X ) g
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soit une base de M

�

( X ) .

Main tenan t soit � une partition de n + k et ( i; j ) notre case de référence.

On c hoisit alors, dans le diagramme de F errers � , k cases que l'on marque

d'un cercle.

Dé�nition 5.18 Une c ase c er clé e est dite droite si el le véri�e les deux c ondi-

tions suivantes :

� el le est dans l'ombr e de la c ase ( i; j ) ;

� el le a sur sa dr oite soit une c ase c er clé e soit une c ase à l'extérieur de

� .

Un diagramme gauc he est un objet obtenu en choisissant, dans le diagr amme

de F err ers � , k c ases c er clé es dr oites. Nous noter ons G

k

�

l'ensemble de c es

diagr ammes gauches.

Nous allons main tenan t asso cier à c haque diagramme gauc he G deux

autres ob jets : une partition �

G

et un diagramme a v ec k trous dans l'om bre

de ( i; j ) noté �

k

G

. La �gure de la page 125 donne un exemple de diagramme

gauc he G et illustre la construction détaillée ci-après en donnan t la partition

�

G

et le diagramme à trous �

k

G

asso ciés à G . Dans cette �gure les cases

droites c hoisies dans G son t représen tées a v ec un cercle, dans la case ( i; j )

apparaît un signe + et les trous dans �

k

G

son t représen tés comme d'habitude

par des croix ( � ). Dans cet exemple n = 142 et k = 10 .

À un diagramme gauc he G dans G

k

�

nous commençons par asso cier �

G

, la

partition de n obten ue en p oussan t jusqu'en haut du diagramme de F errers

les cases cerclées, puis en les retiran t (se rep orter à la �gure).

Nous dé�nissons aussi un diagramme �

k

G

comp ortan t k trous en pro cé-

dan t de la façon suiv an te. Nous considérons les colonnes de G où une case

cerclée apparaît. Dans notre exemple, il y a 8 telles colonnes. P our une co-

lonne j

0

� j où une case cerclée apparaît, nous notons h ( j

0

) le nom bre de

places dans cette colonne sous la case cerclée la plus basse (dans cette co-

lonne) où nous aurions pu placer une case cerclée droite. Dans notre exemple,

nous a v ons : h (3) = 1 ; h (5) = 0 ; h (6) = 0 ; h (7) = 1 ; : : : ; h (13) = 0 . Ensuite

p our c hacune de ces colonnes j

0

a y an t une case cerclée, nous op érons comme

suit. Notons ( c ( j

0

) ; j

0

) ; ( c ( j

0

) + a

1

; j

0

) ; : : : ; ( c ( j

0

) + a

d

; j

0

) les p ositions des

cases cerclées dans la colonne j

0

de G , a v ec ( c ( j

0

) ; j

0

) la p osition de la plus

basse, a

0

< a

1

< � � � < a

d

, et d + 1 le nom bre de cases cerclées dans la

colonne j

0

. On place alors des trous dans les cases ( i + h ( j

0

) ; j

0

) ; ( i + h ( j

0

) +

a

1

; j

0

) ; : : : ; ( i + h ( j

0

) + a

d

; j

0

) de � . En faisan t cela p our toutes les colonnes
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m

m

k =

 =

   G =

G

G 
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de � , on obtien t �

k

G

. Cette construction est illustrée par la �gure de la page

125.

L'idée cruciale est alors d'appliquer les monômes relatifs à �

G

au déter-

minan t asso cié à �

k

G

. Énonçons alors le résultat principal de cette section.

Théorème 5.19 A ve c les notations pr é c é dentes

B

k

i;j

( X ) = f M ( @ )�

�

k

G

; M 2 M

�

G

( X ) ; G 2 G

k

�

g (5.34)

est une b ase de l'esp ac e ve ctoriel M

k

i;j

( X ) .

Remarque 5.20 Il est aisé de v oir que la famille dé�nie en (5.34) coïncide

a v ec la construction (4.30) dans le cas d'un seul trou. Le fait d'a v oir plusieurs

trous rend, dans le cas de B

k

i;j

( X ) , l'utilisation de tableaux standard très

di�cile.

Nous allons main tenan t consacrer la �n de cette section à prouv er ce théo-

rème. P our cela, nous commencerons par obtenir une b orne sup érieure p our

la dimension de M

k

i;j

( X ) (de façon analogue au Théorème 4.7), puis nous

v éri�erons que le cardinal de B

k

i;j

( X ) coïncide a v ec cette b orne sup érieure,

et en�n nous prouv erons que B

k

i;j

( X ) est linéairemen t indép endan te.

5.3.4.b Borne sup érieure

Dé�nition 5.21 Nous noter ons T

k

i;j

( X ) l'ensemble des table aux T de forme

� véri�ant les c onditions suivantes :

� T c omp orte k c ases blanches (ou k tr ous), dép ourvues d'entr é es ;

� c es k c ases sont dr oites ;

� les n autr es c ases sont o c cup é es de façon bije ctive p ar les n entr é es

f 1 ; : : : ; n g ;

� c es n entr é es sont r angé es en cr oissant sur les lignes.

De façon alternativ e, on p eut aussi v oir T

k

i;j

( X ) comme l'ensem ble des ta-

bleaux injectifs, croissan ts sur les lignes de forme l'un des diagrammes gauc hes

G de G

k

�

.

La pro c haine prop osition donne une b orne sup érieure p our la dimension

de M

k

i;j

( X ) , analogue en un alphab et du Théorème 5.13.
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Prop osition 5.22 L a dimension de M

k

i;j

( X ) satisfait l'iné galité suivante :

dim M

k

i;j

( X ) � jT

k

i;j

( X ) j : (5.35)

Pr euve. De la Prop osition 5.11 et du Lemme 2.13 appliqué à M

k

i;j

( X ; Y ) , qui

est évidemmen t stable par dériv ation, nous déduisons que l'idéal ann ulateur

I

k

i;j

( X ) de M

k

i;j

( X ) v éri�e :

I

k

i;j

( X ) = I

k

i;j

\ Q [ X

n

] = I \ Q [ X

n

] :

Nous considérons alors la pro jection de [ �

k

] sur Q

n

, i.e. nous asso cions à

c haque tableau T de forme � priv ée de k cases dans l'om bre de ( i; j ) a y an t

n en trées f 1 ; : : : ; n g le p oin t a

j n

( T ) en resp ectan t le mécanisme décrit en

5.26. Notons [ �

k

( X )] cet ensem ble de p oin ts et J

[ �

k

]

( X ) son idéal ann ulateur

dans Q [ X

n

] . D'après la dé�nition de a

j n

( T ) , il est clair que deux tableaux

donnen t le même p oin t si et seulemen t si ils p ossèden t sur c haque ligne

le même nom bre de trous et les mêmes en trées. P ar conséquen t, il su�t

d'asso cier un p oin t a

j n

( T ) à c haque tableau T dans T

k

i;j

( X ) . Dans ce cas

l'application T 7! a

j n

( T ) est bijectiv e et le nom bre de p oin ts dans �

k

( X ) est

justemen t jT

k

i;j

( X ) j , qui est donc aussi la dimension de gr( J

[ �

k

]

( X ))

?

(c'est

l'exact analogue de (5.27)).

Il reste alors à prouv er l'inclusion suiv an te p our ac hev er de justi�er la

Prop osition 5.22:

gr( J

[ �

k

]

( X )) � I

k

i;j

( X ) : (5.36)

Soit P un p olynôme de J

�

k

( X ) . Comme P 2 Q [ X

n

] � Q [ X

n

; Y

n

] , P est aussi

dans l'idéal ann ulateur de [ �

k

] , donc gr( P ) 2 I

k

i;j

et ainsi gr( P ) 2 I

k

i;j

\

Q [ X

n

] = I

k

i;j

( X ) . Nous en tirons gr( J

[ �

k

]

( X )) � I

k

i;j

( X ) et l'équation (5.35)

est main tenan t une conséquence de la Prop osition 2.1.

5.3.4.c Calcul du cardinal

Nous v oulons ici prouv er que :

Prop osition 5.23 Nous avons l'é galité suivante

jB

k

i;j

( X ) j = jT

k

i;j

( X ) j : (5.37)

Pr euve. Notons à nouv eau ` la hauteur de la partition � . P our un dia-

gramme gauc he G �xé dans G

k

�

, le nom bre d'élémen ts qui lui son t asso ciés

dans B

k

i;j

( X ) est égal à

n !

r

1

! ��� r

`

!

où les r

t

son t les longueurs des lignes de �

G
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en raison de la Prop osition 3.24 et de (5.34). D'après la Dé�nition 5.21 le

nom bre d'élémen ts dans T

k

i;j

( X ) asso ciés à G est

n !

s

1

! ��� s

`

!

où les s

t

son t les

longueurs des lignes de G .

Il est par conséquen t su�san t de mon trer que l'ensem ble des longueurs

des lignes ne c hangen t pas quand on fait mon ter les cases cerclées (i.e. quand

on passe de G à �

G

). Regardons par exemple les lignes 9, 10 et 11 de l'exemple

précéden t (�gure page 125).

Nous observ ons que les longueurs des lignes son t 5, 7, 6 a v an t la transfor-

mation et 7, 6, 5 après. Ainsi l'ensem ble des longueurs est inc hangé. Il est aisé

de v oir que c'est toujours le cas.

5.3.4.d Indép endance

Nous ac hev ons ici la preuv e du Théorème 5.19 en prouv an t l'indép en-

dance linéaire de l'ensem ble B

k

i;j

( X ) .

Nous dé�nissons la profondeur d'un trou comme le nom bre de cases (dif-

féren tes de trous) qui se trouv en t au-dessus de ce trou. Nous considérons les

k -uplets des profondeurs des k trous de �

k

G

: ( d

1

� d

2

� � � � � d

k

) . La clé de

la preuv e est le résultat suiv an t :

Lemme 5.24 L es k -uplets ( d

1

; d

2

; : : : ; d

k

) sont tous distincts.

Pr euve. Nous v oulons prouv er que la profondeur des trous augmen ten t de la

droite v ers la gauc he et de haut en bas à l'in térieur d'une même colonne, et

que deux diagrammes gauc hes distincts G et G

0

de G

k

�

donnen t deux k -uplets

de profondeurs distincts. Nous regardons les cases cerclées de la droite v ers

la gauc he, puis de haut en bas.

Nous nous référons à la �gure suiv an te qui représen te les cases au-dessus

de la ligne i de deux colonnes consécutiv es, étan t donné qu'on les examine

les unes après les autres de la droite v ers la gauc he. Dans ce dessin,

� c représen te le nom bre de cases cerclées dans la colonne que nous exa-

minons ;

� m est le nom bre de p ositions où il serait p ossible de placer une case

cerclée droite en-dessous de la case cerclée inférieure de cette colonne

(ces cases son t marquées d'un carré) ;
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� l est la hauteur de cette colonne (nous nous con ten tons des cases situées

au-dessus de la i -ième ligne) ;

� l + h est la hauteur de la pro c haine colonne (i.e. la première à gauc he).

Nous v oulons prouv er que si nous plaçons une case cerclée droite dans cette

colonne, la profondeur du trou asso cié sera au moins égal à celles des trous

précéden ts, et que sa p osition est non am bigüe si cette profondeur est donnée.

 h

l

m

c

La profondeur du trou asso cié à la case cerclée inférieure est p = l � c �

m . La plus grande profondeur qui puisse être obten ue dans cette colonne

est l � c si m = 0 et l � c � 1 si m > 0 . Dans la colonne suiv an te la

profondeur la plus faible est (cela corresp ond à placer un cercle au sommet

de cette colonne) : l + h � 1 � c � h + 1 = l � c . Donc la profondeur des

trous augmen te bien dans l'ordre annoncé et il n'y a pas am biguité p our la

p osition de la pro c haine case cerclée si la profondeur suiv an te est donnée.

Prop osition 5.25 L'ensemble de p olynômes B

k

i;j

( X ) dé�ni dans le Thé o-

r ème 5.19 est liné air ement indép endant. Donc en p articulier, l'é galité est

véri�é e dans la Pr op osition 5.22.

Pr euve. Le raisonnemen t se fait par l'absurde. Supp osons que nous a v ons

une relation de dép endance linéaire non triviale en tre les élémen ts de B

k

i;j

( X ) .

Nous considérons alors le plus grand (par rapp ort à l'ordre lexicographique)

k -uplet de profondeur qui apparaît dans cette relation : ( d

0

1

; d

0

2

; : : : ; d

0

k

) . Ce

k -uplet est relatif à un diagramme gauc he G

0

. Nous appliquons alors l'op éra-

teur di�éren tiel suiv an t : h

k

( @ )

d

0

1

:h

k � 1

( @ )

d

0

2

� d

0

1

: : : h

1

( @ )

d

0

k

� d

0

k � 1

à la relation

de dép endance.

Nous utilisons la Prop osition 3.14. Elle implique que par dé�nition de

G

0

, cet op érateur tue tous les termes sauf ceux relatifs à G

0

. Ces termes
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donnen t alors des p olynômes dans B = f M ( @ )�

�

G

0

: M 2 M

�

G

0

( X ) g .

Ceux-ci son t indép endan ts car B est une base de M

�

G

0

( X ) . Nous obtenons

ainsi la con tradiction souhaitée.

Les preuv es de la Prop osition 5.25 et par conséquen t du Théorème 5.19

son t main tenan t complètes.

5.4 An ti-om bre et dualité

5.4.1 Présen tation

Nous présen tons ici une étude in tro duite dans [11 ] par F. Bergeron, A.

Garsia et G. T esler.

Dé�nition 5.26 Si � est une p artition de n + 1 et ( i; j ) une c ase situé e à

l'extérieur de � , nous notons � + [ ij ] le diagr amme obtenu en r ajoutant à �

la c ase ( i; j ) . Nous quali�ons � + [ ij ] de partition grainée et app elons ( i; j )

son grain .

Nous mon trons dans cette section la grande analogie existan t en tre M

�=ij

et M

� +[ ij ]

. Notons �

?

l'ensem ble des cases du réseau carré situées à l'exté-

rieur de � et dé�nissons l' an ti-om bre de ( i; j ) comme :

AS

�

( i; j ) = f ( i

0

; j

0

) 2 �

?

; i

0

� i et j

0

� j g : (5.38)

Nous noterons a s

�

( i; j ) son cardinal, ou simplemen t a si aucune confusion

n'est p ossible. La �gure suiv an te illustre la notion d'an ti-om bre (partie gri-

sée), ainsi que celle d' an ti-bras ( A ) et d' an ti-jam b e ( L ).

  (i,j)

A

L

Prop osition 5.27 Pour toute p artition � de n � 1 et ( i; j ) 2 �

?

, nous avons

D

h

X

D

k

Y

�

� +[ i;j ]

( X ; Y ) =

cte

�

�

� +[ i � h;j � k ]

( X ; Y ) si ( i � h; j � k ) 2 �

?

0 sinon :
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Prop osition 5.28 A ve c les notations pr é c é dentes et si ( i � h; j � k ) 2 �

?

,

alors

D

h

X

D

k

Y

M

� +[ i;j ]

= M

� +[ i � h;j � k ]

:

En p articulier, nous avons l'inclusion

M

� +[ i

0

;j

0

]

� M

� +[ i;j ]

(5.39)

p our toute c ase ( i

0

; j

0

) dans l'anti-ombr e de ( i; j ) .

L'analogue de la Conjecture 4.4 est la suiv an te.

Conjecture 5.29 Pour toute p artition � de n � 1 et toute c ase ( i; j ) 2 �

?

,

l'esp ac e M

� +[ ij ]

véri�e :

dim M

� +[ ij ]

= a s

�

( i; j ) :n ! (5.40)

où a s

�

( i; j ) est le nombr e de c ases dans l'anti-ombr e de ( i; j ) dans �

?

.

Elle admet une forme plus précise, en termes de caractéristique de F rob enius

bigraduée (cf. [11], Conjecture 5.2), qui est équiv alen te à la récurrence à

quatre termes suiv an te.

Conjecture 5.30 L a c ar actéristique de F r ob enius bigr adué e de M

� +[ i;j ]

, no-

té e C

� +[ i;j ]

est c ar actérisé e p ar

(i) la r é curr enc e à quatr e termes

C

� +[ i;j ]

=

t

L

� q

A +1

t

L

� q

A

C

� +[ i;j � 1]

+

t

L +1

� q

A

t

L

� q

A

C

� +[ i � 1 ;j ]

�

t

L +1

� q

A +1

t

L

� q

A

C

� +[ i � 1 ;j � 1]

(5.41)

(ii) ave c la c ondition aux b or ds que les termes C

� +[ i;j � 1]

, C

� +[ i � 1 ;j ]

ou

C

� +[ i � 1 ;j � 1]

sont nuls si les c ases c orr esp ondantes ( i; j � 1) , ( i � 1 ; j ) ou

( i � 1 ; j � 1) p énètr ent le diagr amme � , et sont é gaux à

~

H

� +[ i;j � 1]

,

~

H

� +[ i � 1 ;j ]

ou

~

H

� +[ i � 1 ;j � 1]

quand le diagr amme c onsidér é est une p artition.

5.4.2 Borne sup érieure

Nous v oulons ici obtenir la première information supp ortan t la Conjec-

ture 5.29 :

Théorème 5.31 Pour toute p artition � de n � 1 et toute c ase ( i; j ) 2 �

?

,

nous avons :

dim M

� +[ ij ]

� a s

�

( i; j ) :n ! : (5.42)
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Pr euve. La preuv e, sem blable à celle du Théorème 4.7, ne sera pas tota-

lemen t détaillée. Nous utilisons les notations de la �gure ci-dessous. Si a

désigne le cardinal de l'an ti-om bre, nous notons � la partition de n + a � 1

telle que � � � et ( i; j ) 2 � . Nous p osons m le nom bre de coins extérieurs

de � dans l'an ti-om bre de ( i; j ) (i.e. le nom bre de cases c 2 AS

�

( i; j ) telles

que � + [ c ] est une partition). Leurs co ordonnées son t notées ( i

h

; j

h

) p our

1 � h � m . Nous noterons de plus a

h

le nom bre de cases dans le rectangle

S

�

( i

h

; j

h

) n S

�

( i

h � 1

; j

h � 1

) , a v ec la con v en tion que S

�

( i

0

; j

0

) est vide. A v ec

cette con v en tion, nous a v ons : a

1

+ � � � + a

m

= a .

������������
������������
������������
������������

������������
������������
������������
������������

�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������

���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���

l

m

 (i,j)

(i ,j )

(i ,j )

 (i  ,j  )

  a

 a

 a

1

 2

m

 1   1

2   2

m    m

Notons alors [ �

�

] l'ensem ble de p oin ts � ( T ) = ( a ( T ) ; b ( T )) de Q

2 ( n + a )

obten u en appliquan t le pro cédé (2.6) à l'ensem ble I T

�

des tableaux injectifs

de forme � . On in tro duit comme d'habitude l'idéal ann ulateur asso cié J

[ �

�

]

.

Considérons main tenan t l'ensem ble T

� +[ ij ]

, sous-ensem ble de I T

�

consti-

tué des tableaux tels que les étiquettes n + 1 ; : : : ; n + a � 1 soien t dans

AS

�

( i; j ) . L'ensem ble de p oin ts de Q

2 n

obten u en asso cian t à un tableau T

de T

� +[ ij ]

les n premières en trées de a ( T ) et de b ( T ) est noté [ �

� +[ ij ]

] . Son

cardinal est a:n ! . Nous in tro duisons alors J

[ �

� +[ ij ]

]

son idéal ann ulateur et

H

[ �

� +[ ij ]

]

= (gr J

[ �

� +[ ij ]

]

)

?

son espace d'harmoniques asso cié. Nous a v ons

dim H

[ �

� +[ ij ]

]

= a:n !

et il s'agit donc de prouv er que

gr J

[ �

� +[ ij ]

]

� I

�

� +[ ij ]

: (5.43)
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Soit donc P ( X

n

; Y

n

) 2 J

[ �

� +[ ij ]

]

. Nous considérons le p olynôme

Q ( X

n + a � 1

; Y

n + a � 1

) =

m

Y

h =1

q ( h )

Y

s = p ( h )

i

h

� 1

Y

i

0

=0

( x

s

� �

i

0

)

j

h

� 1

Y

j

0

=0

( y

s

� �

i

0

)

où p et q son t dé�nis par : p (1) = n + 1 , q (1) = n + a

1

� 1 et p our h � 2 ,

p ( h ) = q ( h � 1) + 1 et q ( h ) = p ( h ) + a

h

� 1 . Il est clair que Q ann ule toute

l'orbite [ �

�

] , donc h ( Q ) est un élémen t de I

�

�

. P ar conséquen t h ( P ) tue

�

m

Y

h =1

q ( h )

Y

s = p ( h )

@ x

i

h

s

y

j

h

s

�

�

�

: (5.44)

En observ an t que �

� +[ ij ]

est le co e�cien t dans Q [ X

n

; Y

n

] de l'un des mo-

nômes dans Q [ X

n + a � 1

n X

n

; Y

n + a � 1

n Y

n

] du p olynôme (5.44), on en tire que

h ( P ) tue �

� +[ ij ]

, donc (5.43).

5.4.3 Cas d'un alphab et

Compte ten u des deux paragraphes précéden ts, tout se passe aussi bien

p our M

� +[ ij ]

( X ) que p our M

�=ij

( X ) à la section 4.3. En particulier, il

est p ossible de construire une base explicite de M

� +[ ij ]

( X ) , analogue de

(4.30), qui p ermet d'obtenir la sp écialisation de la récurrence à quatre termes

(Conjecture 5.30) en un alphab et.

Nous reprenons les notations de la �gure page 132 et p osons �

(+)

h

=

� + [ i

h

; j

h

] la partition obten ue en ra joutan t à � le coin extérieur ( i

h

; j

h

) .

P our un tableau T de forme �

(+)

h

et une case ( u; v ) de AS

�

( i; j ) telle que

v = j

h

, nous notons T "

(+)

u;v

le tableau obten u en plaçan t la case ( i

h

; j

h

) de

T en place ( u; v ) . P ar analogie a v ec (4.29), nous dé�nissons

A

(+)

uv

=

�

@ X

m

�

T "

(+)

u;v

( X ) ; X

m

2 B

T

; T 2 S T

�

(+)

h

	

:

En p osan t 


h

= i

h � 1

� i

h

a v ec la con v en tion que i

0

= i + 1 , nous a v ons le

Théorème suiv an t, exact analogue du Théorème 4.15.

Théorème 5.32 Pour � une p artition de n � 1 et ( i; j ) une c ase de �

?

, la

famil le B

� +[ ij ]

( X ) dé�nie p ar

B

� +[ ij ]

( X ) =

m

[

h =1

i

[

u = i � 


h

+1

A

(+)

u;j

h

: (5.45)

est une b ase de l'esp ac e M

� +[ ij ]

( X ) .
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Pr euve. C'est, compte ten u des deux paragraphes précéden ts, la même que

celle du Théorème 4.15.

Cette description de B

� +[ ij ]

( X ) p ermet d'obtenir la sp écialisation suiv an te

de la Conjecture 5.30.

Théorème 5.33 Si C

( X )

� +[ i;j ]

r epr ésente la c ar actéristique de F r ob enius gr a-

dué e de M

� +[ ij ]

( X ) alors :

� si A = 0 et L > 0 , C

( X )

� +[ i;j ]

=

t

L +1

� 1

t

L

� 1

C

( X )

� +[ i;j � 1]

;

� si A > 0 , C

( X )

� +[ i;j ]

= C

( X )

� +[ i;j � 1]

+ t C

( X )

� +[ i � 1 ;j ]

� t C

( X )

� +[ i � 1 ;j � 1]

.

� si A = 0 et L = 0 , C

( X )

� +[ i;j ]

est la c ar actéristique de F r ob enius gr adué e

de M

�

( X ) , où � est la p artition � + [ ij ] .

Si une des c ases ( i � 1 ; j ) , ( i; j � 1) ou ( i � 1 ; j � 1) se r etr ouve dans le

diagr amme � , alors le terme c orr esp ondant doit êtr e pris é gal à zér o.

5.4.4 Plusieurs grains

A c hev ons cette section par un bref exp osé de la situation rencon trée

quand on place plusieurs grains dans l'an ti-om bre.

Dé�nition 5.34 Si � est une p artition de n � k et ( i; j ) une c ase de �

?

,

nous dé�nissons

M

k (+)

i;j

=

X

( a

1

;b

1

) ;::: ; ( a

k

;b

k

)

M

� + f ( a

1

;b

1

) ;::: ; ( a

k

;b

k

) g

; (5.46)

où la somme est prise sur tous les k -uplets de k c ases de �

?

, toutes situé es

dans l'anti-ombr e de ( i; j ) .

Nous a v ons l'énoncé suiv an t, analogue du Théorème 5.13.

Théorème 5.35 Si � est une p artition de n � k et a le c ar dinal de l'anti-

ombr e de la c ase ( i; j ) , alors nous avons :

dim M

k (+)

i;j

�

�

a

k

�

n ! : (5.47)
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Il est alors naturel de conjecturer que l'égalité est vraie dans (5.47).

Dans le cas en un alphab et, il est p ossible de construire une base explicite

de M

k (+)

i;j

( X ) . La construction est sem blable à celle présen tée dans la section

5.3.4. Nous ne l'expliciterons pas, ren v o y an t simplemen t à la section 5.3.4

et à la �gure de la page suiv an te. Cette construction fait in terv enir des dia-

grammes droits , analogues des diagrammes gauc hes, dans lesquels les cases

cerclées son t gauc hes , i.e. dans AS

�

( i; j ) et a y an t à leur gauc he soit une case

cerclée soit une case de � . On note D

k

�

l'ensem ble de ces diagrammes droits.

On asso cie alors à un diagramme droit D une partition �

D

et un diagramme

à k grains �

k

D

. Ces deux ob jets son t obten us comme dans le cas des trous,

en raisonnan t dans la partition � , qui corresp ond à l'an ti-om bre AS

�

( i; j ) ,

vue à l'en v ers. Ceci est illustré sur la �gure de la page suiv an te.

Main tenan t, si nous notons comme d'habitude M ( � ) l'ensem ble des mo-

nômes fournissan t une base monomiale de M

�

( X ) , nous a v ons le résultat

suiv an t, analogue du Théorème 5.19.

Théorème 5.36 A ve c les notations pr é c é dentes, la famil le

B

k (+)

i;j

( X ) = f M ( @ )�

�

k

D

; M 2 M

�

D

( X ) ; D 2 D

k

�

g (5.48)

est une b ase de l'esp ac e ve ctoriel M

k (+)

i;j

( X ) .
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(i,j)

(i,j)

(i,j)

m

m

k =

 =

   D =

D

D 
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Chapitre 6

Liens et problèmes ouv erts

L

'histoire ne s'arrête pas a v ec la preuv e de M. Haiman [36 ] qui éta-

blit dé�nitiv emen t la conjecture n ! . En e�et, malgré cette remarquable

a v ancée, de nom breux problèmes subsisten t encore, que nous présen tons briè-

v emen t dans ce c hapitre. Celui-ci est comp osé de deux sections : la première

s'in téresse aux problèmes d'explicitations (de bases, d'idéaux ann ulateurs,

: : : ) que ne résout pas l'appro c he géométrique, et la seconde est consacrée

aux généralisations de la conjecture n ! , notammen t celles in tro duites aux

Chapitre 5 : étude des espaces M

L

dans le cas de diagrammes L quelconques.

6.1 Descriptions explicites

Si la preuv e de M. Haiman établit la v éracité de la conjecture n ! et la

p ositivité des p olynômes de K ostk a-Macdonald, une appro c he com binatoire

explicite de la question reste à fournir. En e�et l'appro c he géométrique ne

p ermet pas, d'une part de construire de famille linéairemen t indép endan te

de cardinal n ! , et d'autre part de form uler de v éritable analogue à la form ule

explicite (1.34) de A. Lascoux et M.-P . Sc h ützen b erger, qui in terprète les

p olynômes de K ostk a-F oulk es à l'aide de la c harge des tableaux de Y oung.

Problème 6.1 Obtenir une b ase explicite du mo dule M

�

, dans le c as gé-

nér al, fournissant une interpr étation pur ement c ombinatoir e des p olynômes

K

��

( q ; t ) .

Un problème connexe à ce dernier est celui de l'étude des idéaux ann ula-

teurs I

�

des déterminan ts �

�

. En e�et, comme vu au Chapitre 3, une b onne

connaissance de ces idéaux ann ulateurs, et en particulier de leurs bases de

Gröbner devrait p ermettre de progresser dans la connaissance de la structure
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des espaces M

�

. Si une meilleure compréhension de l'action des op érateurs

di�éren tiels symétriques (op érateurs de sauts) nous a p ermis de progresser

dans l'étude des idéaux ann ulateurs, le problème général reste ouv ert.

Problème 6.2 Donner une description explicite de l'ide al I

�

p ermettant de

c onstruir e une b ase de M

�

.

P armi les grands problèmes de com binatoire algébrique se trouv e aussi

la question des harmoniques diagonaux.

Dé�nition 6.3 Un p olynôme f de Q [ X

n

; Y

n

] est dit diagonalemen t harmo-

nique s'il est annulé p ar tous les op ér ateurs di�ér entiels invariants sous l'ac-

tion diagonale (1.35) de S

n

.

Nous déduisons du théorème de W eyl [60] sur les in v arian ts diagonaux de

Q [ X

n

; Y

n

] , que le p olynôme f est diagonalemen t harmonique si et seulemen t

si

p

h;k

( @ X ; @ Y ) f =

X

i

@ x

h

i

@ y

k

i

f = 0 ; 8 1 � h + k � n:

L'espace v ectoriel des p olynômes diagonalemen t harmoniques est noté DH

n

.

Une première remarque in téressan te est la suiv an te : comme tous les détermi-

nan ts �

�

son t diagonalemen t harmoniques d'après la Remarque 3.10, nous

a v ons, p our toute partition � de n , l'inclusion :

M

�

� DH

n

:

Dans l'étude de l'espace DH

n

, la conjecture cen trale, que l'on p eut v oir

comme un analogue de la conjecture n ! , est la suiv an te :

Conjecture 6.4 (conjecture ( n + 1)

n � 1

) L a dimension de DH

n

est don-

né e p ar

dim DH

n

= ( n + 1)

n � 1

:

Cette conjecture vien t d'être récemmen t établie par M. Haiman (cf. [37 ]),

en utilisan t une nouv elle fois des tec hniques de géométrie algébrique, et plus

précisémen t une nouv elle étude des sc hémas de Hilb ert. Cep endan t, la com-

binatoire de DH

n

reste à dév elopp er, en particulier le fait conjectural qu'une

base de DH

n

est indicée simplemen t par les fonctions de parking (cf. [34 ]).

P armi ces problèmes d'études com binatoires liées aux p olynômes de Mac-

donald, il con vien t en�n de citer les tra v aux concernan t l'op érateur r . Il est

dé�ni de la façon suiv an te :

r

~

H

�

= T

�

~

H

�

(6.1)
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où

~

H

�

représen te le renormalisé de la forme in tégrale des p olynômes de

Macdonald, dé�ni en (1.40) et

T

�

= t

n ( � )

q

n ( �

0

)

a v ec

n ( � ) =

`

X

i =1

( i � 1) �

i

:

Il a été in tro duit par F. Bergeron et A. Garsia dans le but d'obtenir grâce

à lui des form ules très simples don t la suiv an te est un exemple frappan t.

Conjecture 6.5 L a c ar actéristique de F r ob enius bigr adué e de DH

n

est don-

né e p ar la formule

F

q ;t

( DH

n

) = r e

n

: (6.2)

Dans [13 ], où de nom breuses propriétés et conjectures concernan t r son t

énoncées, est prop osée la généralisation suiv an te de la Conjecture 6.5.

Conjecture 6.6 Pour toutes p artitions � et � , et tout entier p ositif m , nous

avons

( � 1)

� ( �

0

)

hr

m

s

�

; s

�

i 2 N [ q ; t ] (6.3)

où le pr o duit sc alair e est dé�ni p our toutes p artitions � , � p ar

h p

�

; p

�

i =

�

z

�

si � = �

0 sinon

et le signe dans (6.3) est donné p ar

� ( � ) =

�

l ( � )

2

�

+

X

�

i

< ( i � 1)

( i � 1 � �

i

) : (6.4)

Signalons que l'expression (6.4) a été obten ue par M. Bousquet-Mélou.

La Conjecture 6.5 apparaît comme la sp écialisation de la Conjecture 6.6

au cas particulier où � = (1

n

) . Ce cas particulier, qui ra�ne la conjecture

( n + 1)

n � 1

, vien t d'être établi par M. Haiman ([37 ]), mais le cas général est

toujours un problème ouv ert.
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6.2 Généralisations

L'étude des généralisations de la conjecture n ! , que ce soit le cas des

partitions trouées �=ij (Chapitre 4), ou celui des mo dules M

k

i;j

(Chapitre

5), constitue un c hamp d'in v estigation où les questions ouv ertes son t encore

nom breuses. Les Conjectures 4.4 et 5.15 en particulier son t p our l'instan t

irrésolues.

Mais sûremen t plus ouv erte encore est l'étude des mo dules M

L

p our des

diagrammes L quelconques. Si le cas des diagrammes de dimension un est

réglé par le Théorème 5.2, et si les Conjectures 4.4 et 5.29 prop osen t des

énoncés précis dans le cas des partitions trouées et grainées, le cas général

reste m ystérieux.

Problème 6.7 Déterminer les diagr ammes L p ossé dant la pr opriété MLRR.

T rouv er une condition nécessaire et su�san te p our qu'un diagramme L

v éri�e la propriété MLRR constitue un ob jectif relativ emen t am bitieux. Une

première étap e consiste en la description de grandes classes de diagrammes

p ossédan t cette propriété. Dans cette optique, d'in téressan tes conjectures se

trouv en t dans l'article [11 ] de F. Bergeron, A. Garsia et G. T esler. P armi

celles-ci, citons la très jolie conjecture suiv an te, dite �de rotation�.

Soit L un diagramme inclus dans le rectangle a � b : L 2 B

a;b

où :

B

a;b

= f ( i; j ) ; 0 � i < a; 0 � j < b g :

Dé�nissons le complémen taire de la rotation de L dans B

a;b

par

R

a;b

( L ) = f ( i; j ) 2 B

a;b

; ( a � 1 � i; b � 1 � j ) 62 L g : (6.5)

Remarquons que j L j + j R

a;b

( L ) j = ab . La conjecture est alors la suiv an te.

Conjecture 6.8 (conjecture de rotation) Soit L un diagr amme inclus

dans B

a;b

et L

�

= R

a;b

( L ) . Si L p ossè de la pr opriété MLRR, il en est alors

de même p our L

�

et dans c e c as :

dim M

L

= k j L j ! si et seulement si dim M

L

�

= k j L

�

j ! :

Le lien en tre les partitions trouées (Conjecture 4.4) et partitions grainées

(Conjecture 5.29) est bien sûr une illustration de cette conjecture, comme le

mon tre la �gure suiv an te. Celle-ci représen te une partition trouée L incluse

dans le rectangle B

11 ; 12

et le diagramme R

11 ; 12

( L ) .
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Une information supp ortan t la conjecture de rotation est form ulée par la

prop osition suiv an te.

Prop osition 6.9 Si nous notons L

�

= R

a;b

( L ) , n = j L j et n

�

= j L

�

j , nous

avons l'é quivalenc e suivante :

e

k

( X

n

) tue �

L

( ) h

k

( X

n

�

) tue �

L

�

: (6.6)

Pr euve. Elle est une conséquence immédiate des Prop ositions 3.11 et 3.14 et

de l'observ ation suiv an te : les cases de L son t les trous de L

�

.

Remarque 6.10 Il est clair que la form ule (6.6) s'étend aux cas des op éra-

teurs en Y ou en ( X ; Y ) et au cas des op érateurs di�éren tiels partiellemen t

symétriques (cf. Princip e 3.18).

P our �nir, mon trons-nous optimistes et désirons obtenir une description

de la structure du mo dule M

L

, même p our des diagrammes ne p ossédan t

pas la propriété MLRR.

Problème 6.11 Déterminer, p our tout diagr amme du r ése au c arr é L , la

structur e du mo dule M

L

.
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Annexe A

Rapp els sur la représen tation

linéaire des group es �nis

Nous rapp elons ici les élémen ts de théorie de la représen tation linéaire

des group es �nis nécessaires à l'étude de la structure des espaces M

L

asso ciés

aux diagrammes du réseau carré. Cette annexe se comp ose de deux sections :

la première présen te des généralités et la seconde donne les grands résultats

dans le cas du group e symétrique S

n

. La présen tation donnée ici est inspirée

de [54] p our la première section et de [47 ], [51] p our la seconde, auxquels on

se rep ortera p our un traitemen t plus complet de la question.

A.1 Généralités

A.1.1 Représen tation linéaire d'un group e �ni

Considérons un espace v ectoriel V (de dimension �nie) sur le corps C

des nom bres complexes. Nous notons GL ( V ) le group e des isomorphismes

de V , que l'on assimile à l'ensem ble des matrices carrées in v ersibles de taille

dim V .

Dé�nition A.1 Soit un gr oup e G �ni. Une représen tation linéaire de G

dans V est un homomorphisme � du gr oup e G dans le gr oup e GL ( V ) , i.e.

une applic ation de G dans GL ( V ) tel que p our tous s; t 2 G :

� ( s; t ) = � ( s ) � ( t ) : (A.1)

La form ule (A.1) implique en particulier que � (1

G

) = Id

V

et � ( s

� 1

) = � ( s )

� 1

.
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Lorsque � est donné, on dit que V est un espace de représen tation de G ,

v oire une représen tation de G . La dimension de V est app elée degré de la

représen tation.

Deux représen tations � : G ! V et �

0

: G ! V

0

seron t dites sem blables

ou isomorphes s'il existe un isomorphisme linéaire � : V ! V

0

tel que p our

tout s 2 G ,

� � � ( s ) = �

0

( s ) � � :

Exemple A.2 Présen tons un exemple fondamen tal dans notre cadre. Consi-

dérons un espace v ectoriel p ossédan t une base indexée par les élémen ts t de

G , ie : ( e

t

)

t 2 G

. Considérons main tenan t p our s dans G l'application linéaire

qui transforme e

t

en e

st

. Il est clair que l'application linéaire ainsi dé�nie est

un isomorphisme de V et que l'on obtien t une représen tation linéaire app elée

la représen tation régulière (à gauc he) de G . En particulier, son degré est égal

à l'ordre j G j de G .

Dé�nition A.3 On dit que le sous-esp ac e W de V est stable p our la r epr é-

sentation � de G si

8 s 2 G; x 2 W = ) � ( s )( x ) 2 W : (A.2)

L a r estriction de � ( s ) à W est un élément de GL ( W ) p our tout s dans G

et on dé�nit ainsi une sous-représen tation de V . Si V s'é crit V = W � W

0

ave c W et W

0

des sous-r epr ésentations de V , on dit que la r epr ésentation

V est somme directe des r epr ésentations W et W

0

.

On dira qu'une représen tation V est irréductible si elle n'admet pas de

sous-espace stable autre que f 0 g et V . Le théorème suiv an t mon tre toute

l'imp ortance des représen tations irréductibles.

Théorème A.4 T oute r epr ésentation est somme dir e cte de r epr ésentations

irr é ductibles.

A.1.2 Caractères

Dé�nition A.5 Soit une r epr ésentation liné air e � : G ! GL( V ) du gr oup e

�ni G . Pour tout s 2 G , p osons :

�

�

( s ) = T r � ( s ) (A.3)

où T r � est la tr ac e de l'endomorphisme � . L a fonction à valeurs c omplexes

�

�

ainsi dé�nie est app elé e caractère de la r epr ésentation � .



A.1. GÉNÉRALITÉS 145

Nous v errons plus loin que le caractère caractérise la représen tation linéaire.

Commençonc par observ er les propriétés suiv an tes.

Prop osition A.6 Si � est le c ar actèr e d'une r epr ésentation � de de gr é d ,

on a :

(i) � (1

G

) = d ;

(ii) 8 s 2 G; � ( s

� 1

) = � ( s ) ;

(iii) 8 s; t 2 G; � ( tst

� 1

) = � ( s ) .

Notons aussi que si � est somme dir e cte de �

1

et �

2

de c ar actèr es r esp e ctifs

�

1

et �

2

, alors

(iv) � = �

1

+ �

2

.

In téressons-nous main tenan t aux relations d'orthogonalité des caractères

par rapp ort au pro duit scalaire suiv an t, dé�ni p our ' et  deux fonctions de

G dans C :

�

' j  

�

=

1

j G j

X

s 2 G

' ( s )  ( s ) : (A.4)

Théorème A.7 Soient � et �

0

deux c ar actèr es de r epr ésentations irr é duc-

tibles non isomorphes, nous avons

�

� j � ) = 1 et

�

� j �

0

) = 0 : (A.5)

De (A.5), on déduit le théorème suiv an t.

Théorème A.8 Soit V une r epr ésentation liné air e de G , de c ar actèr e ' et

supp osons V dé c omp osé en somme dir e cte de r epr ésentations irr é ductibles :

V =

k

M

i =1

W

i

:

A lors, si W est une r epr ésentation irr é ductible de c ar actèr e � , sa multiplicité

dans V , i.e. le nombr e de W

i

isomorphes à W est é gal à ( ' j � ) .

Corollaire A.9 Deux r epr ésentations de même c ar actèr e sont isomorphes.
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Exemple A.10 Dans le cas de la représen tation régulière (cf. Exemple A.2),

p our tout s 2 G nf 1

G

g , st 6= t donc tous les termes diagonaux de la matrice

de � ( s ) son t n uls. Le caractère � de la représen tation régulière est donc donné

par :

� ( s ) =

�

j G j si s = 1

G

;

0 si s 6= 1

G

:

(A.6)

On en déduit alors la prop osition suiv an te.

Prop osition A.11 Chaque r epr ésentation irr é ductible est c ontenue dans la

r epr ésentation r é gulièr e un nombr e de fois é gale à son de gr é.

Il est éviden t d'après le (iii) de la Prop osition A.6 que toute représen tation

linéaire de G est constan te sur le classes de conjugaison de G . Le théorème

suiv an t complète cette assertion.

Théorème A.12 L e nombr e de r epr ésentations irr é ductibles de G (à iso-

morphisme pr ès) est é gal au nombr e de classes de c onjugaison de G .

A.2 Cas du group e symétrique

Une conséquence du Théorème A.12 est que le nom bre de représen tations

irréductibles du group e symétrique S

n

est égal au nom bre de partitions � de

n . En e�et deux p erm utations � et �

0

de S

n

son t conjuguées si et seulemen t

si elles on t le même t yp e de décomp osition en cycles, i.e. le même nom bre c

i

de i -cycles p our tout i . Notons que

P

n

i =1

ic

i

= n . La classe de conjugaison

est ainsi déterminée par la partition � ( � ) = 1

c

1

; : : : ; n

c

n

de n . On s'attend

donc à a v oir des caractères irréductibles indexés par les partitions de n , ce

que nous allons e�ectiv emen t obtenir.

In tro duisons alors sur l'anneau � des fonctions symétriques (cf. section

1.1.2) le pro duit scalaire dé�ni par :

�

s

�

j s

�

�

= �

��

(A.7)

où �

��

v aut comme d'habitude 1 si � = � et 0 sinon.

On note R

n

le Z -mo dule libre engendré par les caractères irréductibles de

S

n

et on dé�nit l' application caractéristique c h : R

n

! �

n


 C en p osan t,

si ' 2 R

n

:

c h( ' ) =

1

n !

X

� 2S

n

' ( � ) p

� ( � )

=

X

j � j = n

z

� 1

�

'

�

p

�

; (A.8)
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où '

�

désigne la v aleur de ' sur la classe de conjugaison de S

n

dé�nie

par � . L'en tier z

�

(cf. équation (1.25)) apparaît ici en tan t que cardinal du

cen tralisateur d'un élémen t de la classe de conjugaison de S

n

asso ciée à la

partition � (p our l'action de S

n

sur lui-même par conjugaison).

Théorème A.13 (F orm ule des caractères de F rob enius) L'applic ation

c ar actéristique r é alise une homothétie de R

n

sur �

n

. L es c ar actèr es irr é ducti-

bles de S

n

sont les images r é cipr o ques �

�

p ar c h des fonctions de Schur s

�

, �

dé crivant l'ensemble des p artitions de n . De plus, leurs valeurs �

�

�

sur les dif-

fér entes classes de c onjugaison de S

n

sont é gales aux c o e�cients des sommes

de puissanc es dans la b ase des fonctions de Schur : p our toute p artition � de

tail le n ,

p

�

=

X

j � j = n

�

�

�

s

�

: (A.9)

On déduit de la form ule (A.9) que

�

�

(Id ) =

�

s

�

j p

n

1

�

= K

�

;

la dernière égalité étan t une conséquence des form ules de Pieri ([47], Corol-

laire 1.2.9) d'où le corollaire suiv an t.

Corollaire A.14 L e de gr é de la r epr ésentation irr é ductible de S

n

de c ar ac-

tèr e �

�

est é gal au nombr e K

�

de table aux standar d de forme � .
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Annexe B

A ction des op érateurs

di�éren tiels de Sc h ur sur les

déterminan ts de diagramme

Nous allons prouv er le Théorème 3.17 en utilisan t la Prop osition 3.11

et une adaptation de l'in v olution dé�nie dans [49]. P our commencer, nous

observ ons que le Théorème 3.17 et la Prop osition 3.11 son t compatibles. En

e�et nous a v ons e

k

= s

1

k

et les tableaux de forme (1

k

) corresp onden t aux

suites 1 � i

1

< i

2

< � � � < i

k

� n . Main tenan t, p osons l le nom bre de

colonnes de �

0

et dév elopp ons la form ule déterminan tale de la fonction de

Sc h ur

s

�

( X ) = det

�

e

�

0

i

+ j � i

( X )

�

=

X

� 2S

l

sgn( � ) e

� ( �

0

+ �

l

) � �

l

(B.1)

où sgn( � ) désigne ici la signature de la p erm utation � 2 S

n

. De plus, �

l

= ( l �

1 ; l � 2 ; : : : ; 1 ; 0) et e

�

i

= 0 dès que �

i

< 0 . Si nous a v ons � = �

1

; �

2

; : : : ; �

l

une suite d'en tiers, nous p osons e

�

= e

�

1

e

�

2

� � � e

�

l

. Il est imp ortan t de

resp ecter l'ordre des facteurs, car celui-ci aura une incidence par la suite.

Comme noté ci-dessus, dans le cas l = 1 , la Prop osition 3.11 p eut être

réécrite sous la forme

e

�

1

( @ X )�

L

( X ; Y ) =

X

T

1

2Y T

(1

�

1

)

� ( L; @

T

1

( L )) � ( @

T

1

( L ))�

@

T

1

( L )

( X ; Y ) ; (B.2)

où Y T

(1

�

1

)

est l'ensem ble des tableaux croissan ts strictemen t sur la colonne

de hauteur �

1

et de p oids inclus dans f 1 ; 2 ; : : : ; n g . Ici � ( T

1

; L ) = � ( @

T

1

( L )) .
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Supp osons main tenan t que l = 2 . Nous utilisons (B.2) a v ec e

�

2

( @

X

) et ap-

pliquons e

�

1

( @

X

) des deux cotés. On obtien t ainsi

e

�

( @

X

)�

L

( X ; Y ) = e

�

1

( @

X

) e

�

2

( @

X

)�

L

( X ; Y )

=

X

T

2

2Y T

(1

�

2

)

� ( L; @

T

2

( L )) � ( @

T

2

( L )) e

�

1

( @

X

)�

@

T

2

( L )

( X ; Y )

=

X

T

1

2Y T

(1

�

1

)

X

T

2

2Y T

(1

�

2

)

� ( L; @

T

1

@

T

2

( L ) � ( @

T

2

( L )) � ( @

T

1

@

T

2

( L ))�

@

T

1

@

T

2

( L )

( X ; Y )

Dé�nissons alors

C T

�

= C T

�

1

;�

2

;::: ;�

l

(B.3)

l'ensem ble des l -uplets de colonnes T = ( T

1

; T

2

; : : : ; T

l

) où T

i

2 Y T

(1

�

i

)

.

Nous p ouv ons représen ter T comme un tableau L

�

! f 1 ; 2 ; : : : ; n g où L

�

est le diagramme f ( i; j ) ; 0 � i � �

j +1

� 1 ; 0 � j � l � 1 g et T est

strictemen t croissan t en remon tan t c haque colonne. Observ ons que T ne suit

aucune condition sur les lignes et en particulier sa forme � n'est pas nécessai-

remen t une partition. Ceci étan t p osé, nous p ouv ons simpli�er l'expression

précéden te et écrire que p our l = 2 :

e

�

( @

X

)�

L

( X ; Y ) =

X

T 2C T

�

� ( L; @

T

( L )) � ( T ; L )�

@

T

( L )

( X ; Y ) ; (B.4)

où @

T

( L ) = @

T

1

@

T

2

� � � @

T

l

( L ) est le diagramme obten u à partir de L en

remplaçan t les biexp osan ts ( p

i

; q

i

) par ( p

i

� j T

� 1

( i ) j ; q

i

) p our tout 1 � i � n

et

� ( T ; L ) = � ( @

T

( L )) � � � � ( @

T

l � 1

@

T

l

( L )) � ( @

T

l

( L )) : (B.5)

Il est clair par récurrence que la form ule (B.5) se généralise à l � 2 . Nous

dev ons égalemen t remarquer que si l'un des �

i

est strictemen t négatif, alors

la somme (B.4) doit être n ulle.

Nous p ouv ons alors commencer le calcul de l'op érateur (B.1) en utilisan t

(B.4) :

S

�

( @

X

)�

L

( X ; Y ) =

X

� 2S

l

sgn( � ) e

� ( �

0

+ �

l

) � �

l

( @

X

)�

L

( X ; Y ) (B.6)

=

X

� 2S

l

X

T 2C T

� ( �

0

+ �

l

) � �

l

sgn( � ) � ( L; @

T

( L )) � ( T ; L )�

@

T

( L )

( X ; Y ) :
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Nous v oulons main tenan t construire une in v olution telle que tous les

termes s'ann ulen t sauf ceux p our lesquels � est l'iden tité et T 2 Y T

�

. Notons

que la forme � d'un tableau T 2 C T

�

n'est pas nécessairemen t une partition.

V oici un exemple d'un tableau T 2 C T

(1 ; 0 ; 3 ; 2 ; 4 ; 1)

:

T =

8

10 6

8 9 5

2 7 3 4 4

:

La seule con train te est que les étiquettes de T croissen t strictemen t sur

les colonnes.

Concen trons-nous d'ab ord sur le cas l = 2 et p osons �

0

= ( �

0

1

; �

0

2

) . Nous

a v ons deux formes � = ( �

1

; �

2

) p ossibles p our T , à sa v oir �

0

= I d ( �

0

+ �

2

) � �

2

et ( �

0

2

� 1 ; �

0

1

+ 1) = (1 2)( �

0

+ �

2

) � �

2

. Ces deux formes son t complètemen t

caractérisées par �

1

< �

2

ou �

1

� �

2

. Nous dé�nissons alors une in v olution

similaire à celle de [49].

Étan t donné T 2 C T

�

, nous lui asso cions deux mots w

T

et bw

T

. Cette

étude est due à A. Lascoux et M.-P . Sc h ützen b erger (cf. [44 ]). Le premier

w

T

est constitué de toutes les étiquettes T ( i; j ) de T ordonnées en croissan t.

P ar exemple si

T =

9

6

9 5

3 4

alors w

T

= 3 4 5 6 9 9 . Nous asso cions alors au mot w

T

sa structure paren thé-

sée bw

T

. P our cela, nous lisons les en trées de w

T

de la gauc he v ers la droite et

asso cions à une en trée pro v enan t de la première colonne de T une paren thèse

gauc he (ouvran te), et à une en trée de la deuxième colonne, une paren thèse

droite (ferman te). Dans le cas de deux colonnes, la même en trée apparaît au

plus deux fois, auquel cas nous décidons que la première o ccurence lors de la

lecture de w

T

vien t de la première colonne de T . Dans l'exemple ci-dessus,

w

T

= 3 4 5 6 9 9 et bw

T

= ( ) ) ) ( ) .

Il y a une façon naturelle de group er en paires les paren thèses ouvran tes

et ferman tes en resp ectan t la règle classique de paren thésage. Dans tout
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mot bw

T

certaines paren thèses seron t appariées et d'autres non. Dans notre

exemple, bw

T

= ( )

� �

( ) , les deux premières paren thèses son t appariées, ainsi

que les deux dernières ; les deux du milieu ne son t par con tre pas appariées.

Le sous-mot de tout bw

T

constitué des paren thèses non appariées doit être de

la forme ) ) � � � ) ( � � � ( ( .

Prop osition B.1 [49, Pr op osition 5] Un table au T = ( T

1

; T

2

; : : : ; T

l

) 2

C T

�

est un table au de Y oung strictement cr oissant sur les lignes, T 2 Y T

�

, si

et seulement si il n 'y a p as de p ar enthèses dr oites non app arié es dans bw

T

i

;T

i +1

p our tout 1 � i � l � 1 .

Remarquons ici que si � = ( �

1

; �

2

; : : : ; �

l

) n'est pas une partition, c'est-

à-dire �

i

< �

i +1

p our un 1 � i � l � 1 , alors nécessairemen t bw

T

i

;T

i +1

con tien t

plus de paren thèses droites que de paren thèses gauc hes et certaines d'en tre

elles ne p ourron t être appariées, donc aucun des tableaux T 2 C T

�

ne p eut

être un tableau de Y oung strictemen t croissan t sur les colonnes.

Reprenons la construction de notre in v olution similaire à celle de [49 ]

p our �

0

= ( �

0

1

; �

0

2

) . P osons

A = C T

( �

0

1

;�

0

2

)

[ C T

( �

0

2

� 1 ;�

0

1

+1)

:

L'in v olution est une application 	 : A ! A dé�nie de la façon suiv an te. Pre-

nons un T 2 C T

( �

1

;�

2

)

� A et considérons bw

T

. Le sous-mot des paren thèses

non appariées con tien t r � 0 paren thèses droites suivies de l � 0 paren thèses

gauc hes. Nous a v ons de plus que l � r = �

1

� �

2

.

� Si r = 0 , alors T 2 T

�

� C T

�

0

et nous dé�nissons 	( T ) = T .

� Si l � r > 0 , alors T 2 C T

�

0

n Y T

�

et nous dé�nissons 	( T ) = T

0

2

C T

( �

0

2

� 1 ;�

0

1

+1)

, l'unique tableau tel que w

T

0

= w

T

et bw

T

0

est obten u à partir

de bw

T

en remplaçan t les l � r + 1 paren thèses gauc hes non appariées les plus

à gauc he par des paren thèses droites.

� Si r > l , alors T 2 C T

( �

0

2

� 1 ;�

0

1

+1)

et nous dé�nissons 	( T ) = T

0

2 C T

�

0

n

Y T

�

, l'unique tableau tel que w

T

0

= w

T

et bw

T

0

est obten u à partir de bw

T

en

remplaçan t les r � l � 1 paren thèses droites non appariées les plus à droite

par des paren thèses gauc hes.

Main tenan t dans le cas général, l � 2 , p osons

A =

[

� 2S

l

C T

� ( �

0

+ �

l

) � �

l

:

P our T 2 C T

�

� A , le v ecteur � caractérise complètemen t la p erm utation

� 2 S

l

tel que � = � ( �

0

+ �

l

) � �

l

. En particulier � est une partition si et
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seulemen t si � = I d . Nous lisons les lignes de T de la gauc he v ers la droite

et de bas en haut. Nous trouv ons ainsi le premier couple de cases du réseau

carré ( i; j ) et ( i + 1 ; j ) tel que

T ( i; j ) > T ( i + 1 ; j ) ou

�

( i; j ) 62 L

�

et ( i + 1 ; j ) 2 L

�

�

.

� S'il n'y a pas de tel couple, alors nécessairemen t T 2 Y T

�

� C T

�

0

et nous

dé�nissons 	( T ) = T .

� Si nous trouv ons un tel couple, alors T 2 C T

�

� A n Y T

�

. Nous dé�nissons

	( T ) = T

0

2 C T

�

� A n Y T

�

où T

0

est obten u à partir de T en appliquan t

la pro cédure ci-dessus aux deux colonnes T

i +1

; T

i +2

. P ar construction, si

� = � ( �

0

+ �

l

) � �

l

, alors � = � t

i

( �

0

+ �

l

) � �

l

, où nous notons t

i

la transp osition

( i; i + 1) .

Le fait que 	 dé�nit bien une in v olution est traitée dans plusieurs articles,

notammen t dans [49], section 3. Donnons un exemple concret. P our

T =

8

6 10

5 8 9

4 7 3

, nous a v ons 	( T ) =

8 10

6 9

5 7

4 8 3

:

Le couple (0 ; 1) et (0 ; 2) est le premier où T (0 ; 1) > T (0 ; 2) . Nous appli-

quons alors l'in v olution aux deux dernières colonnes. Nous a v ons ici w

T

2

;T

3

=

3 7 8 9 10 et bw

T

2

;T

3

=) ( ( ) ( . Il y a donc r = 1 paren thèse droite non appa-

riée suivie de l = 2 paren thèses gauc hes non appariées. Nous dev ons c hanger

l � r + 1 = 2 paren thèses non appariées gauc hes en paren thèses droites. D'où

bw

T

0

2

;T

0

3

=) ) ( ) ) . Ceci déplace les étiquettes 7 et 10 de la deuxième dans la

troisième colonne.

Pr euve (du Théorème 3.17). Nous rev enons au calcul de (B.6) en utilisan t

la notation in tro duite :

S

�

( @ X )�

L

( X ; Y ) =

X

T 2C T

� ( �

0

+ �

l

) � �

l

� A

sgn( � ) � ( L; @

T

( L )) � ( T ; L )�

@

T

( L )

( X ; Y ) :

L'in v olution construite ci-dessus asso cie le terme dans la somme corres-

p ondan t à T 2 C T

� ( �

0

+ �

l

) � �

l

� A n Y T

�

a v ec celui corresp ondan t à T

0

2

C T

� t

i

( �

0

+ �

l

) � �

l

� A n Y T

�

. Il est clair que sgn( � ) = � sgn ( � t

i

) et @

T

( L ) =

@ T

0

( L ) car les deux tableaux T et T

0

on t le même ensem ble d'étiquettes,
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d'où en particulier : � ( L; @

T

( L )) = � ( L; @

T

0

( L )) . Il su�t alors de mon trer

que

� ( T ; L ) = � ( T

0

; L ) (B.7)

p our obtenir le Théorème 3.17. En e�et, à ce momen t-là, tous les termes

de A n Y T

�

v on t s'ann uler et il ne reste que les termes de T

�

a v ec le b on

co e�cien t.

P our établir (B.7) nous dev ons mon trer que si �

0

( T ; L ) est non n ul, alors

�

0

( T

0

; L ) est non n ul ; dans ce cas ils son t alors nécessairemen t tous les deux

égaux à 1 . De (B.5) on tire

� ( T ; L ) = � (( T

1

; T

2

; : : : ; T

l

) ; L ) = � ( @ T ( L )) � � � � ( @

T

l � 1

@

T

l

( L )) � ( @

T

l

( L )) :

De façon analogue, � ( T

0

; L ) = � (( T

1

; T

2

; : : : ; T

0

i +1

; T

0

i +2

; : : : ; T

l

) ; L ) p our un

0 � i � l � 1 . Si � ( T ; L ) 6= 0 , alors � ( @

T

k

� � � @ T

l

( L )) = 1 p our tout 1 � k � l .

P our 1 � k � i + 1 , nous a v ons clairemen t :

� ( @

T

k

� � � @

T

i +1

@

T

i +2

� � � @

T

l

( L )) = � ( @

T

k

� � � @

T

0

i +1

@

T

0

i +2

� � � @

T

l

( L )) :

P our i + 3 � k � l , les termes corresp ondan t dans � ( T ; L ) et � ( T

0

; L ) son t

les mêmes. P osons

~

L = @

T

i +3

� � � @

T

l � 1

@

T

l

( L ) , p our prouv er l'égalité (B.7), il

su�t de mon trer main tenan t que

� ( @

T

i +2

(

~

L )) = 1 et � ( @

T

i +1

@

T

i +2

(

~

L )) = 1 = ) � ( @

T

0

i +2

(

~

L )) = 1

(B.8)

p our tout

~

L tel que � (

~

L ) = 1 .

Soit � = � t

i

( �

0

+ �

l

) � �

l

, la forme de T . Supp osons que � ( @

T

0

i +2

(

~

L )) = 0 .

Ceci implique qu'il y a une étiquette 1 � k = T

0

( i + 2 ; j ) � n telle que

( p

k

; q

k

) 2

~

L et ( p

k � 1

; q

k � 1

) = ( p

k

� 1 ; q

k

) 2

~

L , mais k � 1 6= T

0

( i + 2 ; j � 1)

n'est pas une étiquette de T

0

i +2

(on explicite ainsi la condition de collision

des cases). Main tenan t comme � ( @

T

i +1

@

T

i +2

(

~

L )) = 1 nous a v ons nécessaire-

men t que k et k � 1 son t des étiquettes de T

i +1

; T

i +2

. Ceci implique que

k � 1 est une étiquette de T

0

i +1

. Ceci implique aussi que k n'est pas une

étiquette de T

0

i +1

car on ne p eut pas a v oir deux étiquettes k et une seule

k � 1 puisque sinon � ( @

T

i +1

@

T

i +2

(

~

L )) = 0 . Ceci en traîne que k � 1 et k son t

des lettres de w

T

0

i +1

T

0

i +2

de m ultiplicité un, que k � 1 est dans la colonne

T

0

i +1

et que k est dans la colonne T

0

i +2

. Elles son t donc consécutiv es dans

le mot w

T

0

i +1

T

0

i +2

et son t appariées dans bw

T

0

i +1

T

0

i +2

. Ceci implique alors que
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T

i +2

dans 	( T

0

) = T con tien t l'étiquette k mais pas k � 1 et par conséquen t

� ( @

T

i +2

(

~

L )) = 0 , ce qui est con traire à l'h yp othèse. La preuv e est ainsi com-

plète.

Remarque B.2 Étan t donné un diagramme L et un tableau strictemen t

croissan t sur les lignes T 2 Y T

�

, nous a v ons que � ( T ; L ) = 1 précisémen t

quand on p eut déplacer les cases de L d'un pas v ers le bas, en lisan t T

colonne par colonne, de la droite v ers la gauc he, sans collision de cases.

Corollaire B.3 Pour h

k

( X ) = s

( k )

( X ) , nous avons

h

k

( @ X )�

L

( X ;Y ) =

X

1 � i

1

� i

2

���� � i

k

� n

� ( L; @

i

1

� � � @

i

k

( L )) � (( i

1

; : : : ; i

k

) ;L )�

@

i

1

��� @

i

k

( L )

( X ;Y ) :

Le Corollaire B.3 est équiv alen t à la Prop osition 3.14. En e�et, la seule

façon d'a v oir que � (( i

1

; : : : ; i

k

) ;L ) 6= 0 corresp ond à des cases i

1

; : : : ; i

k

qui

descenden t dans des trous. On p eut v oir cela comme des trous qui mon ten t.
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Index

A

ann ulateur

idéal, 36, 40, 49

p olynôme, 40

an ti-bras, 130

an ti-jam b e, 130

an ti-om bre, 130

Artin, base de, 59

B

bras, 19, 44

C

cône, 42

caractère d'une représen tation, 144

case, 9

Cohen-Macaula y , v ariété de, 27

coin extérieur, 132

conjecture

( n + 1)

n � 1
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C =
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de rotation, 140

n ! , 12

MPK, 19
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dessin, 69
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forme d'un, 69

monôme asso cié à un, 71

diagonale, action, 21

diagramme, 9

dominan t, monôme, 50

dominan t, ordre, 18

droit, diagramme, 135
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E
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étiquetée, 45

généralisée, 48
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étiquette, 20
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princip e de, 24, 42, 43
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F errers, diagramme de, 10

�ip, 70

fonction symétrique, 15

élémen taire, 15, 53

homogène, 15, 56

monomiale, 14
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géométrie algébrique, 26
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grain, 130
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d'une orbite, 32
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V andermonde, déterminan t de, 11,

16, 59


