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Résumé

Pour un circuit électronique, la totalité de I’énergie électrique consommeée est trans-

formée en chaleur (dissipation). Un résultat de Bennett de 1973 montre que ’énergie
minimale dissipée ne dépend pas de la complexité du calcul en temps, mais de la taille du
résultat, qui peut étre tres faible. Pourtant, les puces actuelles dissipent proportionnel-
lement a la complexité des calculs, et ce parametre est celui qui freine le plus la miniatu-
risation et 'augmentation de performances des appareils mobiles. Pourquoi vivons-nous
cette contradiction 7 Nous proposons de relire le papier de Bennett pour y chercher un
renouvellement des questions fondamentales qu’il peut soulever. Nous suggérons un
lien avec la nature du temps et la synchronisation dans les systemes distribués. Ce
texte est une transcription de 'exposé donné au séminaire MIR (Mathématiques pour
I'Informatique et les Réseaux) de 'ENST, le 9 mars 2006.
Abstract : In an electronic computing circuit, all the energy delivered by the electric
power supply is converted into heat (dissipation). A result from Bennett in 1973 showed
that the minimal amount of dissipated energy is not linked with the time-complexity
of the computation, but rather with the size of the result, which can be very low.
However, real chips are dissipating proportionally to the time-complexity, and this is
the major problem challenging the increase of performance and the miniaturization of
mobile devices. Why are we confronted to this contradiction ? We return to the reading
of Bennett’s paper in order to look for a renewal of fundamental questions it can rise.
We suggest a link with the nature of time and with synchronization in distributed sys-
tems. This text is a transcript of the talk given at the MIR seminar (Mathématiques
pour I'Informatique et les Réseaux) in ENST, the march 9th 2006.
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Ou en est-on aujourd’hui de la question de la dissipation du calcul ? Pourquoi les machines a
calculer devraient-elles dissiper, c’est-a-dire transformer de 1’énergie électrique en chaleur ?
Nous sommes en fait dans une situation curieuse :

— D’une part, depuis un papier de Bennett de 1973 [1], la communauté scientifique s’accorde
généralement pour dire qu’il n’est pas nécessaire de dissiper pour calculer, et qu’on peut
réaliser des machines a calculer réversibles. (En fait, elle doivent dissiper proportionnelle-
ment a la taille du résultat, ce qui est en général tres faible.)

— D’autre part, les puces électroniques, qui jouent un role de plus en plus important dans
notre vie quotidienne et dans nos économies modernes, dissipent proportionnellement a
leur activité, c’est-a-dire a la complexité des calculs, ce qui apparait comme contradictoire
avec ce résultat de Bennett.

Or, il est clair que cette question est liée a un enjeu considérable du point de vue économique
et industriel, car en effet la dissipation est un inconvénient majeur des appareils électroniques,
qui contraint fortement les possibilités de ces technologies :

— Elle entraine des problemes d’évacuation de la chaleur (radiateurs, ventilateurs, volume,
poids, bruit, etc.).

— Elle entraine des problemes d’approvisionnement en énergie, qui a un couit non négligeable,
qui est associé a ses conséquences pour ’environnement, et qui est associé a des inconforts
(encombrement des adaptateurs-secteur, des fils, des piles).

— Les appareils mobiles souffrent d’une autonomie restreinte et/ou de I'exces de poids des
piles ou des batteries. En fait, toute conception d’appareil mobile est un compromis entre
les deux contraintes opposées que sont la grande autonomie et le faible poids.

— Les piles et les batteries posent des problemes de recyclage, a cause de la pollution chimique
potentielle.

— La dissipation est réellement aujourd’hui ce qui limite la performance en terme de puis-
sance de calcul. Par exemple pour les ordinateurs portables, les ingénieurs sont obligés de
restreindre les fréquences d’horloge, afin de ne pas étre obligés d’ajouter des ventilateurs
trop encombrants, et des batteries trop lourdes.

— Dans les récents dispositifs sans contact et sans source d’énergie (cartes a puce sans contact,
tags RFID), les puces sont alimentées par le champ électromagnétique qui sert au dialogue
avec l'appareil lecteur. La consommation électrique de ces puces doit étre extrémement
faible, alors qu’on leur demande de faire des calculs de plus en plus complexes, par exemple
lorsqu’on leur ajoute des capacités cryptographiques afin de pouvoir les authentifier. Plus
généralement, toute conception électronique devient un compromis sévere entre dissipation
et complexité des calculs.

Alors, comment se fait-il que, devant une question aussi cruciale, on puisse se contenter de
réponses aussi discordantes (d'une part celle de Bennett, d’autre part celle de la pratique
industrielle) 7 Il faut croire que quelque chose résiste, qu’on n’a pas tout compris!

Nous ne prétendons pas pouvoir proposer ici des pistes pour trouver ce qu’on n’aurait pas
encore compris, mais nous allons présenter une relecture du papier de Bennett, afin de



montrer ses subtilités, et afin d’essayer de mettre en lumiere ce qu’il nous dit et ce qu’il
ne peut pas nous dire. Nous tenterons d’éclairer ce que pourrait étre une recherche visant
a sortir de cette contradiction, en nous laissant guider par exemple par les trois questions
suivantes :

— Est-il possible de réaliser des calculs non-dissipatifs (c’est-a-dire de mettre concreétement
en oeuvre la construction de Bennett) 7

— Est-il possible de prouver que, au contraire, une telle réalisation restera toujours impossible
en raison d’une obstruction de nature fondamentale ?

— Est-ce indécidable 7 Ou bien est-ce une question mal posée ? Quelle autre question poser
a la place?

Le texte qui suit comporte 3 parties. La deuxieme est une présentation du papier de Ben-
nett, vulgarisée et illustrée par des schémas. Elle est encadrée d’une introduction et d’une
conclusion de notre cru.

I. Introduction : dissipation du calcul

I. 1. Pourquoi faudrait-il dissiper pour calculer ?

Les ordinateurs chauffent. Pourquoi? Si nous étudions le bilan énergétique d’une machine a
calculer, nous constatons qu’elle consomme de 'énergie électrique et produit de la chaleur
(figure 1).

Chaleur

: Prise de

courant
e

F1a. 1 - Bilan énergétique d'un ordinateur / Balance of energy in a computer

Ordinateur

La totalité de I’énergie électrique consommée est convertie en chaleur. De ce point de vue,
un ordinateur se comporte comme un radiateur électrique. Dans les termes de la thermody-
namique, cela s’appelle une dégradation d’énergie ou dissipation.

Mais la fonction de l'objet ordinateur est de calculer. Or, le calcul est un objet mathématique



qui n’est pas a priori relié a ’énergie. Un ordinateur n’est ni un moteur thermique, ni une
pompe a chaleur, et le second principe ne peut pas nous offrir un résultat sous la forme d’un
rendement maximal lié & une température. Il se contente de nous dire que la dissipation est
positive ou nulle. Mais pourquoi serait-elle non-nulle ?

Y aurait-il une raison fondamentale (indépendante de la technologie de réalisation des or-
dinateurs) qui contraint a transformer, lors d’un calcul, de I’énergie ordonnée (mécanique,
électrique, ...) en énergie désordonnée (chaleur)? Ne serait-ce que par une insuffisance de
savoir-faire que les ingénieurs concoivent des ordinateurs qui chauffent ?

On sait facilement augmenter la dissipation, plus difficilement la diminuer. On peut rajou-
ter des fuites (rajouter un chauffage inutile), ou des transitions inutiles liées a des calculs
inutiles. Cela ressemble beaucoup a I’allongement du temps de calcul des programmes, ou
a l'allongement des preuves en mathématiques. Il est toujours facile d’allonger une preuve
ou un programme. Mais pour les raccourcir, il faut montrer de la créativité. Cette remarque
n’aurait-elle pas un rapport avec notre question ? Mais ce serait déja vouloir relier la dissi-
pation a une complexité algorithmique.

Avec I’évolution des technologies, on apprend progressivement & identifier des raisons ou des
lieuxr de dissipation et a les supprimer. A chaque fois qu’on a ainsi supprimé une cause de
dissipation, on la qualifie ”apres coup” de inutile ou parasite. Mais avant de I'avoir identifiée,
on la croit nécessaire. Y aurait-il une limite inférieure? Liée a la technologie? (Si oui,
comment trouver la technologie la meilleure 7) Liée a la complexité des calculs? (en temps?
en longueur du programme ? en taille des données? en taille du résultat ?7)

Il est généralement reconnu, depuis le papier de Bennett de 1973 que nous allons détailler,
que la limite inférieure est liée uniquement a la taille du résultat et non a la complexité du
calcul en temps.

Matherat et Jaekel en 1996 [2] ont montré que, malgré ce résultat de Bennett, des arguments
concernant la structure logique du design de I'implémentation conduisent a une dissipation
proportionnelle au temps de calcul. Ces arguments ne peuvent prétendre étre définitifs : on ne
peut jamais prétendre qu’on n’inventera pas de nouveaux dispositifs insoupgonnés a ce jour.
Mais ces arguments sont-ils pour autant a négliger ? Ils nous interrogent sur des limitations
imposées, aux dispositifs physiques, par nos formulations logiques des lois de la nature.

On peut par exemple s’interroger sur les relations entre cette question de la dissipation et
les modeles de temps utilisés d’une part dans les modeles de calcul et d’autre part dans les
théories physiques. Une telle perspective débouche sur un éventail tres large de questions,
lides aux systemes distribués et a la synchronisation [3]. Nous indiquerons que nous sommes
tentés par cette voie, mais nous n’aborderons pas ces questions ici.



I. 2. Le point de vue des électroniciens dans les technologies contem-
poraines

Dans les technologies utilisées aujourd’hui pour les puces électroniques (principalement
CMOS), une variable booléenne est représentée par une tension électrique V' (figure 2).

U

0

F1G. 2 — Montée de I'équipotentielle V' de 0 a U / Rise of the V node from 0 to U

0 et U sont les tensions constantes aux bornes de I'alimentation. Considérons un dispositif
D qui fait varier la tension V' du point V. Ce point est simplement un conducteur, une
équipotentielle, qui représente une variable booléenne. La capacité C' n’est pas un compo-
sant ajouté mais simplement la capacité (dite parasite) du conducteur par rapport a son
environnement. D peut étre une résistance R, un transistor MOS, ou un assemblage de tran-
sistors, ou n’importe quel dispositif qui ne comporte pas de dérivation de charges électriques.
Considérons un front montant de V', dont la tension monte de 0 & U (& cause du dispositif
D). L’énergie E, dissipée par le dispositif D lorsqu'il fait passer la charge ) = CU depuis
I’équipotentielle U vers la capacité C' est :

cU
Ed = / (U - V)dq
0

cu U
= U/ dq—C/ Vdv
0 0

1
= CU? - 5CU2

1
E; = §CU2

Le premier terme C'U? est 1'énergie fournie par I'alimentation, la moitié %CU 2 est I'énergie
stockée dans le condensateur, leur différence est I’énergie E; dissipée dans le dispositif D.

Si I'on considérait maintenant la décharge de la capacité C, a travers un autre dispositif D’
vers 1’équipotentielle 0, c’est-a-dire le front descendant de V', ce serait I’énergie stockée dans
le condensateur qui serait dissipée dans D', et ce serait donc encore %C U?. Nous en concluons
que chaque changement d’une variable booléenne est associé a une dissipation %C’U 2,
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Cette présentation est tout-a-fait générale, n’est pas liée a la nature des dispositifs D et
D', et n’est pas liée a une technologie particuliere. Elle n’est pas non plus spécifiquement
électronique, car ce raisonnement et ce calcul peuvent étre repris tels quels des lors qu’on
souhaite associer un degré de liberté mécanique (au sens large) a une variable booléenne.
On aura un terme de méme forme si on code sur un courant, ou sur une vitesse, ou sur une
altitude, ou sur une pression, etc...

Ceci conduit a une dissipation proportionnelle au temps de calcul. La puissance moyenne
dissipée est la moyenne de I’énergie dissipée en une seconde de calcul :

2

P;=fxNXxT1x 5

— f : fréquence d’horloge.

— N : nombre d’équipotentielles (ie de variables booléennes),

— 7 probabilité de transition pour une équipotentielle, pendant la durée d’une période d’hor-
loge.

On peut considérer que :

— le terme CU? est un facteur technologique,

— le terme f x N X 7 est lié a une complexité algorithmique.

La puissance dissipée est indépendante du dispositif D, et en particulier de la valeur R
d’une résistance. Il s’agit pourtant bien de l'effet Joule. L’utilisation de supraconducteurs
n’y changerait rien. On peut comprendre cet apparent paradoxe en considérant le courant
limite dans les supraconducteurs : si on impose une différence de potentiel non nulle aux
bornes d’un supraconducteur, il devient résistif afin d’assurer une dissipation %CU 2. Dune
certaine maniere, cette loi de dissipation est prépondérante sur les lois particulieres des
dispositifs.

D’autres méthodes ont été proposées, comme celle qui consiste a coder une variable booléenne
sur deux degrés de liberté (au lieu d’un seul), par exemple en faisant un échange entre une
tension et un courant. Mais aucune réalisation n’a démontré le bien-fondé de ces possibi-
lités. Il a méme été argumenté sur l'impossibilité d’y parvenir [1]. Comment diminuer cette
dissipation ?

1. On peut diminuer U, et diminuer C. Grace a la loi de Moore, qui controle I’évolution
de la miniaturisation des puces électroniques, on a ainsi gagné un facteur 250 depuis
15 ans sur le terme CU2. C’est considérable, mais cela a été fait sans progresser dans la
compréhension des mécanismes fondamentaux de la dissipation. Dans le méme temps,
ce facteur 250 a été compensé par le fait qu’on en a profité pour réaliser des circuits
250 fois plus complexes, qui dissipent donc autant, en faisant 250 fois plus de calculs.
Et la dissipation pose toujours les mémes problemes.

2. On peut essayer de diminuer le produit f x N x 77 En diminuant la complexité
algorithmique ?



Le deuxieme point conduit a essayer de comprendre mieux ce qu’est calculer! Cela justifie
une approche plus formelle : pourquoi avons nous besoin de modifier ces variables ?

Pouvons-nous faire autrement ? Comment est-ce lié a un modele de calcul ? Peut-étre un
autre modele de calcul nous permettrait de ne pas voir le calcul comme une modification
de variables booléennes? C’est le point fort du papier de Bennett, qui ignore les variables
booléennes pour raisonner sur les graphes d’automates.

I. 3. Graphes d’automates : dissipation et oubli

Nous allons présenter maintenant une approche qui ne s’appuie pas sur un modele de calcul
lié a la modification de variables booléennes, mais fondé sur des parcours dans des graphes
d’automates.

Le résultat de Bennett se situe dans ce cadre et conduit a dire qu’on peut annuler le terme
algorithmique. Ainsi, le terme technologique sera multiplié par zero. La dissipation pourra
alors étre nulle, quelquesoit la technologie (plus précisément, elle sera liée uniquement a
la longueur du résultat, qui peut étre trés court, voire un bit dans le cas d’une décision).
Bennett présente de la fagon suivante la genese de ces idées [7].

Maxwell, dans une annexe de sa Théorie de la chaleur (1871) [0], remarque les difficultés
liées a l'existence éventuelle d’un ” étre aux sens assez aiguisés pour trier les molécules en
fonction de leurs positions ou leurs vitesses”. C'est la naissance du démon de Mazwell [7]
[8], qui a déclenché de nombreux débats sur les relations entre I'intelligence (ou la vie) et le
second principe de la thermodynamique. A I'origine, on n’a pas considéré le démon comme
lié au calcul (c’était 65 ans avant le papier fondateur de Turing). Mais aujourd’hui, on a
envie de le considérer comme une procédure algorithmique.

Szilard (en 1929) [9] considére qu'il n’y a pas de raison pour ne pas appliquer le second
principe au démon lui-méme. Ainsi, ce dernier devra dissiper pour compenser les diminutions
d’entropie dont il est capable. Cette attitude permet a Szilard de quantifier la dissipation de
cet objet 7 qui fait une mesure et qui l'utilise apres” : il doit dissiper au moins k7 In 2 par
bit mesuré. Le mot aprés suggere la fonction mémoire, donc automate. La encore, ce n’est
pas ce qui en a été retenu a 1’époque.

Par la suite, on a été conduit a associer une dissipation a une acquisition d’information (voir
par exemple Gabor (1951) [10], Brillouin (1959) [11]) : il s’agit d’une divergence dans un
graphe, associée a I'idée de mesure. L’information est calculée suivant Shannon (1949) [12],
et la dissipation est celle de Szilard.

Landauer (1961) [13] associe la dissipation de Szilard, non a 1’acquisition, mais a la perte
d’information (irréversibilité logique) : une convergence dans un graphe est une perte d’in-
formation, un effacement, un oubli. Cet effacement doit s’accompagner d’une dissipation. On



dira qu’il s’agit la de ’énoncé du principe de Landauer.

Bennett (1973) [1] montre qu’on peut trouver un graphe sans convergence pour chaque calcul.
C’est le papier que nous allons détailler. Le calcul pourrait ainsi échapper a la dissipation
de Szilard, par un design soigneux de la machine a calculer.

A la suite de ces considérations, Matherat et Jaekel (1996) [2] ont introduit la notion de
dissipation logique, qui est définie comme la quantité d’information perdue dans les conver-
gences, quantité qui est indépendante de la technologie de réalisation, et qui devra étre
ensuite multipliée par le facteur propre a la technologie choisie pour une réalisation par-
ticuliere. La dissipation logique est donc la quantité dont Bennett suppose implicitement
Iexistence et dont il démontre la possibilité d’annulation. Ces auteurs montrent quand a eux
que le design logique, nécessairement modulaire, d’'une machine a calculer, impose une dissi-
pation logique proportionnelle au temps, ce qui conduit a une dissipation physique également
proportionnelle au temps.

Revenons a la démarche de Bennett. Son raisonnement repose sur la considération des conver-
gences dans les graphes, sur lesquelles Landauer avait mis ’accent par son papier de 1961.
Considérons une convergence dans un graphe d’automate (figure 3).

F1G. 3 — Une convergence / A convergence

Quand 'automate se trouve dans I’état ()3, il a oubli€ s’il vient de Q1 ou (Y9, c’est-a-dire qu’il
a perdu 'information qui lui permettrait de revenir sur ses pas. Landauer focalise ’attention
sur ces irréversibilités logiques : un dispositif n’assurant pas de réversibilité logique ne pourra
prétendre a la réversibilité physique, donc a la non-dissipation.

Pour essayer d’avoir une compréhension plus électronique de ce point, nous pouvons revenir
a la discussion précédente sur la charge d’'un condensateur (figure 2). En fait, il est tout-
a-fait possible de charger un condensateur en dissipant moins que %C’U 2 par exemple avec
une tension d’alimentation U qui ne serait pas constante, mais qui serait croissante suivant
une rampe lente. Dans ce cas, la différence de potentiel aux bornes du dispositif D pourrait
étre maintenue faible, et ’énergie dissipée pourrait étre beaucoup plus faible. Mais si on
applique cette procédure de charge alors que le condensateur est déja chargé (tension U a
ses bornes), alors au début de la rampe le dispositif D aura une différence de tension U & ses
bornes, et il commencera donc par décharger le condensateur en dissipant %C’ U? avant de le
charger a nouveau par la rampe lente montante. Dans ce cas, ce serait le fait de passer de



I’état chargé a I'état chargé qui serait dissipatif! Ce qu’on ne sait pas faire, c¢’est appliquer
la méme procédure de charge dans les deux cas d’état initial du condensateur, et que ces
deux cas conduisent tous les deux a une non-dissipation. Il s’agit bien d’une illustration de
la convergence de la figure 3 : on veut appliquer la méme action pour passer dans 1'état (3
(chargé) sans connaitre ’état initial (chargé ou déchargé).

Appliquons cela au modele de calcul de la Machine de Turing. Considérons que 'on peut
voir une machine de Turing comme deux automates qui communiquent (figure 4) : la téte et
la bande. Chacun des deux automates peut étre représenté par un graphe qui comporte des
boucles, des convergences et des divergences.

téte :
automate

2 e

bande : mémoire

F1G. 4 — Machine de Turing : 2 automates qui communiquent / A Turing machine : 2
communicating automata

En général, les mathématiciens ne considerent pas que la bande est un automate car c’est son
caractere infini et régulier qui importe. Mais dans ce qui suit, nous utilisons ce modele pour
I’appliquer aux ordinateurs concrets, et il est important pour nous de considérer la mémoire
comme un automate fini. Certes, nous sortons ainsi du cadre de Turing puisque les résultats
sur l'indécidabilité sont liés au caractere infini de la bande. Mais nous nous limiterons a
considérer les calculs qui s’arrétent (donc en fait des automates finis de grande taille en
nombre d’états : dans un ordinateur moderne qui possede un disque dur de 100 Goctets, le
nombre d’états est 289°¢ | Sachant que le nombre de particules de 1'univers est de l'ordre de
229 nous avons a rajouter un ezposant de 4 milliards).

Nous allons montrer que le produit de la communication entre deux automates peut étre un
graphe sans convergence, alors méme que chacun possede des convergences dans son graphe.
Donnons tout de suite un exemple simple (de notre cru) pour imaginer comment cela est
possible. Considérons une mémoire 1 bit, une bascule T, et son graphe (figure 5).

Il y a deux états. De chaque état partent deux fleches (car 'entrée T peut prendre deux
valeurs). De méme, sur chaque état arrivent deux fleches. Il y a donc, a chaque coup d’horloge,
a la fois acquisition d’un bit, et effacement d’un bit, donc dissipation logique d’un bit (cette
terminologie est issue de [2]). Considérons deux bascules T synchronisées par un signal
commun d’horloge (figure 6).



Bascule T T—1

CK

T=0

F1G. 5 — Deux fleches convergent sur chaque état : dissipation / Two arrows converging on
each state : dissipation

A
B
— =
il v,
SN P ()
Bascule T
CK
CK o
! (v ()
Bascule T

F1G. 6 — Produit cartésien de graphes : quatre fleches convergent sur chaque état / Cartesian
product of automata : 4 arrows converging on each state
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Il y a quatre états. De chacun partent 4 fleches, sur chacun arrivent 4 fleches, donc dissipation
de deux bits a chaque coup d’horloge.

Un calcul particulier est une contrainte permettant de choisir un parcours dans ce graphe.
Connectons des fils aux entrées T des bascules (figure 7) afin d’effectuer un tel calcul.

A

CK B
— T Q

B
/N ’
(e ()
Bascule T
CK
CK
! (v
T Q ; .
poids faible

1 Bascule T

F1G. 7 — Un calcul : parcours contraint dans le graphe / A computation : a constrained path
in the graph

Le fait que ces deux automates communiquent entre eux a pour effet de restreindre les
possibilités de transition. Les seules transitions autorisées sont les fleches en gras de la figure
7. Le graphe se résume donc a celui de la figure 8 (compteur & 4 états).

- Q

O

F1c. 8 — Compteur modulo 4 / Modulo 4 counter

Conclusion : en faisant communiquer des graphes qui comportent des convergences, on peut
obtenir un graphe sans convergence.

L’idée de Bennett est d’appliquer la méme procédure avec les deux parties d’une machine
de Turing : téte et bande. Sur une machine de Turing quelconque, un calcul qui s’arréte est
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un graphe linéaire comme celui de la figure 9 qui ne comporte pas de divergences (car il n’y
a pas d’entrée pour la machine globale, la bande se trouvant a [’intérieur de la machine).

F1c. 9 — Graphe produit pour un calcul qui s’arréte / Product graph for a computation
which stops

Il n’y a pas non plus de boucle car on a supposé que le calcul s’arréte. (En effet, sl y avait
une boucle, le calcul ne s’arréterait pas car on ne sortirait pas de la boucle puisqu’il n’y a
pas de divergence.)

Mais ce graphe comporte en général des convergences car plusieurs calculs peuvent conduire
au méme état stop (ie avec la méme bande résultat). Il s’agit donc d’un arbre, dont ’état
stop est la racine, et dont nous n’avons représenté qu’un seul parcours sur la figure 9.

Ainsi, une machine de Turing, en général, efface de 'information en calculant. Elle ne pour-
rait pas faire le calcul a I’envers. Avancer dans le calcul revient en général a perdre de
I'information. Le résultat final contient moins d’information que la configuration initiale.
Cela peut paraitre paradoxal, mais ¢a ne 'est pas si on considere que moins d’information
peut étre lié a information plus pertinente.

Pour pouvoir faire le calcul a I'envers, on peut imaginer écrire un historique du calcul (les
variables intermédiaires) sur une deuxieme bande afin de retrouver par quels états le calcul
est passé. Si nous souhaitons alors faire un bilan global de l'information effacée, on doit
considérer un cycle complet qui revient a 1’état initial apres avoir fait le calcul. Ce cycle
devra donc se terminer par l'effacement de I'historique (réinitialisation), ce qui conduira a
une dissipation proportionnelle a la longueur de I'historique, c¢’est-a-dire proportionnelle a la
complexité du calcul en temps.

L’idée ingénieuse de Bennett consiste a imaginer de faire cet effacement de fagon réversible :
dans une premiere phase du calcul, on écrit I’historique. Puis, au lieu de s’arréter, la ma-
chine continue dans une autre phase dont le role est d’effacer I'historique, mais, grace a
une symétrisation complete, cet effacement est fait de fagon réversible. Ce que nous allons
détailler ci-dessous.
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II. Le papier de Bennett

II. 1. Introduction

Nous reprendrons ici I’énoncé de Bennett, auquel nous ajouterons une illustration graphique
o . L i . OULES.
des transitions, afin d’aider a visualiser les graphes évoqués

Commencons par présenter la structure générale de la démonstration. Nous allons partir
d’une machine de Turing déterministe quelconque (& une bande), que nous appellerons S
(figure 10). Nous allons construire une machine R réversible (figure 10) qui effectue le méme
calcul que S sur le méme programme (méme bande initiale et méme évolution de cette bande,
appelée bande de travail). Nous lui adjoindrons une 2¢éme bande pour enregistrer I’historique,
et une 3eme bande pour sauvegarder le résultat. Nous appelons A 'automate de téte de la
machine S et A’ 'automate de téte de la machine R. L’automate A’ sera fonction uniquement
de A, et il sera fini.

Machine S Machine R
tete : tete :
automate A automate A’

J LTI 1] d LTI 1]

bande de travail bande de travail

d LTI 1]

bande historique

J LT LT 1]

bande résultat

F1G. 10 — Transformation de la machine de Turing S en R / Transformation of the S Turing
machine in R machine

La seule différence entre 1’état de la machine R a la fin du calcul et son état initial sera la
présence du résultat sur la 3eme bande (figure 11). Si nous souhaitons faire un bilan global
de I'information effacée, on doit considérer un cycle complet qui revient a 1’état initial apres
avoir fait le calcul. Il nous faut donc ajouter I'effacement de la 3éme bande. Comme ce sera
la seule phase dissipative dans le calcul complet, la dissipation logique sera liée a la longueur
du résultat (bande output).
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Machine R Machine R

au début du calcul a la fin du calcul
téte : téte :
automate A’ automate A’

NEEEEEE NEEEEEE

input input

L LTI T[] L LTI T[]
bande vierge bande vierge

L LT T[] L LT T[]
bande vierge output

F1c. 11 — Bilan de dissipation logique pour la machine R / Balance of logical dissipation for
the R machine

I1. 2. Détaillons les transitions

Une machine de Turing est un ensemble de quintuples qui représentent toutes les transitions
possibles. Avant une transition, 'automate de téte est dans I'état A; et le symbole pointé
sur la bande est T'. L’effet de la transition sera de remplacer 1" par 7", de changer d’état (qui
devient Ay), puis de décaler éventuellement la bande d’une case, a droite ou a gauche. Nous
pouvons noter cette opération de transition de la machine S par un quintuple tel que :

AT — T oAy

— Aj, Ay, états de I'automate de téte A
— T, T' symboles sur la bande de travail
— o un déplacement de la téte (-, + ou 0)

Nous pouvons aussi la représenter par une fleche dans un schéma (figure 12). A chaque
étape, la machine commence par modifier le symbole de la case pointée (T en T") puis
ensuite effectue le déplacement o. Ce n’est pas apparent sur la figure 12, mais c’est 'ordre
temporel indispensable pour une machine concrete.

T T
o
F1G. 12 — Une transition / A transition
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L’hypothese (faite dans ’énoncé initial) que la machine est déterministe (figure 13) signifie
qu'il n’existe pas 2 quintuples avec le méme membre gauche (A;7).

. . . non réversible
déterministe si U siV =T et pb

est différent de T' du déplacement

F1G. 13 — Déterminisme et réversibilité de la machine S / Determinism and reversibility of
the S machine

Que signifierait que la machine soit réversible (figure 13) 7 S’agirait-il du fait qu’il n’existe
pas 2 quintuples avec le méme membre droit (7"cAy) ? Nous ne pouvons pas raisonner ainsi
car les opérations d’écriture sur la bande et de déplacement ne commutent pas, et nous ne
pouvons donc simplement changer le sens des fleches pour faire le calcul a I'envers.

II. 3. Quadruples et nouveaux états

Pour rendre envisageable la discussion sur la réversibilité, chaque quintuple :

AT — T'oc A’
sera découpé en 2 quadruples :

1. AT — T'A” (transcodage seul)

2. A"/ — o A" (déplacement seul). Le symbole / indique que pour ce quadruple et cette
bande, la lecture de la bande n’a pas d’effet. Le déplacement o a effectuer est déja
connu par la connaissance de I'état A”.

Cela nous conduit a introduire un nouvel état A” pour chaque quintuple transformé. Nous
envisagerons alors les quadruples symétriques :

1. A/ — —cA” (déplacement opposé, mais pas de symétrie graphique)

2. A"T" — TA (symétrie graphique)
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Présentons les notations pour une machine a 2 bandes (2 symboles dans un crochet). Le
quadruple suivant (déplacement o sur la premiére bande, transcodage t — ¢’ sur la deuxiéme
bande, les bandes se déplacent indépendamment les unes des autres) :

Al/t] — [0t A

a pour symétrique :

A'lJt'] — [~ot]A

Nous pouvons alors définir déterminisme et réversibilité.
Déterminisme : la machine est déterministe si il n’existe pas 2 quadruples avec a gauche
le méme état et une lecture qui pourrait avoir la méme conséquence. Par exemple, A[/t] et

Alst] & gauche forcent le non-déterminisme si les membres de droite sont différents.

Réversibilité : la machine est réversible si I’ensemble des quadruples symétriques définissent
une machine déterministe.

Nous pouvons maintenant détailler la transformation d’une machine S quelconque en une

machine R réversible effectuant le méme calcul. On commence par énumérer les quintuples
de 'automate A de S :

1. Alb — b + A2
m. AT — T'cA
N. A; b — b0A;

Le symbole b est utilisé comme délimiteur de la zone occupée sur la bande de travail. Les
transitions 1 et N expriment une normalisation dans la forme des transitions initiale (start)
et finale (stop).

Puis on remplace chaque quintuple par un couple de quadruples. Le quintuple d’indice m
devient :

m. AJT — T/Alm
A;n/ — O'Ak
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F1G. 14 — Quintuple dédoublé / Split quintuple

Nous avons ainsi ajouté N nouveaux états (les A’ ). L’état A’ contient entre autre l'infor-
mation o. Nous noterons graphiquement les deux transitions ainsi (figure 14).

On ajoute alors la deuxieme bande, pour enregistrer 1'historique (que nous noterons en
dessous des fleches, sur la figure 15).

F1G. 15 — Deux bandes / Two tapes

La bande historique enregistre I'indice m de 1'état intermédiaire (alphabet de N symboles, N
étant le nombre de quintuples de A). Sur cette bande historique, le mouvement est toujours
+ car on inscrit les indices m a la suite, en pile.

II. 4. Quadruples pour effacer ’historique

Nous pouvons alors construire les quadruples symétriques, qui nous servirons pour effacer
I’historique lorsque nous ferons le calcul a 'envers dans la derniere phase de ’exécution.
Nous noterons par la lettre C' les nouveaux états symétriques des états A, avec I'indice qui
correspond par la symétrie (figure 16). En partant de Cj, la lecture de m sur la bande
historique permet de retrouver —o et C/ . Puis C! permet de connaitre la transition vers
C;. Sur ces quadruples, déterminisme et réversibilité se correspondent par symétrie.

La totalité du graphe de 'automate de téte de la machine R peut se représenter comme
sur la figure 17, en 3 parties. La phase 1 est celle qui mime le calcul sur S. La phase 3 est
I'image miroir de la phase 1, elle sert a faire le calcul a 'envers pour effacer I'historique.
Entre ces deux phases, la phase 2 sert a recopier le résultat, de la bande de travail vers la
bande Output.

Les mouvements des tétes sur les 3 bandes et 1’état des bandes peuvent se représenter comme
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réversible
déterminisme car m est
est hérité de S différent de n

m b

Aefterministe réversils\

F1G. 16 — Transitions symétriques de la machine R / Symetric transitions for the R machine

OO (o))
2
wm

q

T T’ n
", (a2
/ +Ub m

z — 1 fleches
indexées par x
z différent de b

F1G. 17 — Graphe de 'automate A’, téte de la machine R / Graph of the A" automaton,
head of the R machine
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sur la figure 18 (le souligné indique la position de la téte).

3 : effacement
de ’historique

Phase Bande de travail Bande historique Bande résultat
[ _INPUT _ -
1: calcul 1
[ _OUTPUT HISTORY
2 : recopie {
du résultat l
[ _OuUTPUT HISTORY _OUTPUT
1
L

_INPUT _OUTPUT

F1G. 18 — Positions des tétes sur les bandes (d’apres Bennett) / Positions of the heads on
the tapes (from Bennett)

II. 5. Bilan

Si la machine S ne s’arréte pas, R ne s’arréte pas non plus, et ne sort pas de la phase 1. Nous
ne nous intéresserons pas a ce cas. Considérons au contraire un calcul de S qui s’arréte :

— apres v étapes
— en utilisant s cases
— et en produisant un résultat de longueur \.

Nous aurons, pour la machine R :

Phase 1 : Calcul classique (mime la machine 5)

f états (copiés sur ceux de S) auxquels s’ajoute N nouveaux états A/,
— 2N transitions (les quadruples)

— 2v étapes (2 quadruples a la place de chaque quintuple),

— s,v+ 1,0 cases utilisées (respectivement) sur les 3 bandes.

A la fin de cette phase, la téte de la bande de travail est positionnée a I'extrémité gauche de
la zone écrite (c’est-a-dire a gauche de la zone différente de b).

Phase 2 : On effectue alors la recopie du résultat sur la 3éme bande (recopie de la bande 1
sur la bande 3) grace aux états B; et aux transitions spéciales.

Au début, les tétes des bandes 1 et 3 sont a gauche (figure 18). On scanne vers la droite en
recopiant, puis quand on rencontre le caractere b qui indique I'extrémité droite du résultat,
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on ramene les deux tétes a gauche.

— 4 nouveaux états (By, By, By, BY)

— 2z 4 3 transitions (si z est le nombre de symboles différents y compris le blanc)
— 4\ 4 5 étapes

— 0,0, A + 2 cases supplémentaires utilisées

Phase 3 : On poursuit le calcul par une phase symétrique de la phase 1, grace aux états C;
et aux quadruples symétriques de ceux de la lere phase.

La tete de la bande 2 ne se déplace alors que vers la gauche, en effacant chaque case de fagon
réversible.

f+ N états

2N transitions

2v étapes

— 0,0,0 cases supplémentaires utilisées

Nous obtenons le bilan total qui suit.

— 2f 4+ 2N + 4 états

— 4N + 2z + 3 transitions

— 4v 44X + 5 étapes

— s, v+ 1, A+ 2 cases utilisées

La machine R est déterministe. Elle est aussi réversible, et son graphe est linéaire, sans
aucun embranchement : ni divergence, ni convergence (figure 19).

Départ ( ) ( ) : : : :

F1G. 19 — Graphe global du calcul, sans embranchement / Global graph of the computation,
with no branch

S peut étre une machine de Turing universelle, auquel cas R est une machine de Turing
universelle réversible.

Si R s’arréte, elle ne dissipe que pour 'effacement du résultat lors de sa réinitialisation.
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III. Discussion-conclusion

II1. 1. Additivité de la dissipation des parties ?

Ce n’est pas le graphe de la téte A" qui est sans convergence, c’est le graphe du calcul
particulier, le graphe global. De méme, le graphe de la bande seule n’est pas sans convergence.

On peut comprendre cela en pensant que I'information de I'historique (les indices m) est
échangée entre la téte et la bande, elle se trouve suivant les moments soit dans la téte (sous
forme d’états A], ou () soit dans la bande historigue (symboles m écrits). Elle est donc
effacée de facon irréversible dans chaque partie, alors que globalement elle ne se trouve
effacée que de facon réversible.

La question essentielle est donc la suivante : « Le graphe d’une partie n’est pas non-dissipatif
mais le graphe complet pour chaque calcul est non-dissipatif. Dans une réalisation, quel
graphe doit-on retenir pour la dissipation? ». La dissipation d'une partie isolée de machine
est-elle modifiée lorsque cette partie communique et engendre la non-dissipation du calcul
global 7 En d’autres termes, la dissipation d’un assemblage de composants est-elle la somme
des dissipations des composants ?

Dans le calcul quantique (voir par exemple [11]), ce sont les interférences entre les parties
qui reglent cette question. La machine dissiperait si, a chaque étape, I’échange d’information
entre les deux parties consiste en ce que la partie qui lit (ie qui échantillonne) la sortie de
Iautre partie effectue une mesure. Si en revanche on pouvait éviter cette mesure, alors on
pourrait éviter la dissipation.

Mais alors, peut-on tester les parties indépendemment les unes des autres? Une partie au-
rait une fonction qui dépendrait de ses interférences avec son environnement. Peut-on alors
continuer a dire que c’est la fonction de cette partie 7 Une fagon de s’en sortir serait d’inclure,
dans la description de la fonction testée, la liste des environnements possibles. Mais pour une
machine a calculer, la liste des environnements d’une partie est la liste de tous les calculs.
Cela signifierait que le test d'une partie consiste a faire tous les calculs possibles avant de
certifier que cette partie fonctionne correctement, ce qui est tout-a-fait inenvisageable vu le
nombre exponentiellement élevé de calculs possibles.

Cette discussion du test modulaire est issue de [2]. Ce papier suggere que des arguments
concernant la structure logique du design de 'implémentation empécheraient la réalisation
non-dissipative d’'une machine de Bennett. Mais ces arguments ne peuvent étre définitifs. Ce
n’est pas une preuve qu’il ne peut pas exister d’implémentations non-dissipatives (méme si
on voit mal comment un concepteur pourrait échapper a ce besoin de modularité). En effet,
pour les objets fabriqués par I'homme, exhiber une réalisation d’un objet qui fonctionne est
une preuve que c¢’est possible ; mais ne pas savoir le faire ne peut constituer une preuve que
c¢’est impossible. Dune part, on ne peut supposer que la créativité des ingénieurs va s’arréter.
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D’autre part, une telle démonstration fondée sur une théorie n’a de valeur que dans le cadre
ou cette théorie est valable, et ce cadre peut a tout moment étre bousculé.

III. 2. Pistes pour poursuivre

Dans ce contexte, comment avancer ? Examinons rapidement quelques pistes qui ont été
suivies depuis trente ans, avant d’envisager d’autres pistes possibles.

Une classe de tentatives consiste a ne pas prendre en compte cette discussion sur les graphes
et a s’intéresser a la cause électronique identifiée des dissipations : les transitions de va-
riables booléennes, implémentées par des variations de tension. On peut chercher a suppri-
mer certaines catégories de transitions. On élimine les transitions qui sont des allers-retours
intermédiaires dans les circuits combinatoires (glitchs), on élimine les transitions dans les
parties de circuits inutilisées (en supprimant localement ’horloge : clock gating). Dans cette
catégorie, certaines classes de circuits asynchrones minimisent automatiquement le nombre
de transitions, a la fois en supprimant les transitions inutiles, et en n’activant pas les par-
ties de circuits inutilisées (voir par exemple [15]). Mais toutes ces méthodes, si elles ont
un intérét certain pour abaisser la dissipation, n’en conservent pas moins une dissipation
proportionnelle a la complexité des calculs, donc au temps de calcul.

Une tentative tres intéressante concerne le calcul conservatif de Fredkin et Toffoli [16]. Ces
auteurs considerent le calcul comme un assemblage de composants élémentaires conservatifs
et réversibles (portes de Fredkin, et Billiard Ball Computer). C’est un modele a base de
variables booléennes mais qui, par certains cotés (en particulier par la symétrie introduite
dans le calcul), s’inspire de la méthode utilisée dans le papier de Bennett. Mais, alors que
les arguments sont tres convaincants pour montrer la possibilité de réaliser des fonctions
combinatoires conservatives, les choses sont plus délicates pour ce qui concerne les fonctions
séquentielles. Dans cette théorie, les mémoires sont inutiles car la synchronisation est ef-
fectuée automatiquement par un espace-temps discret. Malheureusement, ’espace-temps de
la nature n’est pas discret, et la synchronisation est plus problématique. Pour illustrer ce
point, supposons que nous utilisions les montages proposés par [16] et que nous remplacions
tous les fils unité (qui réalisent une propagation de une unité d’espace en une unité de temps)
par des points-mémoire. Nous obtenons alors un montage pipe-liné et il est hors de doute
que I’assemblage fonctionnerait correctement en réalisant la fonction logique souhaitée. Mais
ce serait une synchronisation beaucoup trop forte, car entrainant une dissipation proportion-
nelle au temps de calcul, comme on peut s’en convaincre en étudiant les graphes engendrés.
Il faudrait trouver une synchronisation intermédiaire, si possible minimale, permettant d’as-
surer que le calcul s’effectue correctement, mais ce papier n’indique pas de piste dans ce sens.
Notre suggestion n’est pas une réfutation, mais elle nous met sur la piste d’une recherche sur
les liens entre la dissipation et la synchronisation. Il semble que la synchronisation nécessaire
a un calcul soit liée aux propriétés géométriques de ce calcul particulier, et c¢’est peut-étre
ce que nous indique le résultat de Bennett. Le papier [10] possede en outre un autre intérét,
il permet de quantifier la dissipation qui est en jeu, par I'intermédiaire de I’évaluation de
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la taille des informations a jeter ou a recycler (garbage). 1l serait intéressant d’étudier les
relations entre la taille de ce garbage et les besoins en synchronisations.

Une autre proposition tres intéressante concerne le calcul adiabatiqgue. On peut consulter
par exemple [17] et [18]. On peut classer dans la méme catégorie le calcul hot-clock [19]. Le
principe consiste a charger ou décharger les équipotentielles (qui représentent les variables
booléennes) a I’aide de dispositifs dont les bornes ne voient que peu de différence de potentiel
(rampes que nous avons signalé en 1. 3.). Il faut disposer d'une série de signaux d’horloge en
forme de rampe, séquencées d’une maniere particuliere. Il faut également symétriser les cal-
culs (d'une fagon qui ressemble a la symétrie mise en oeuvre par [1] et [16]). Ces propositions
sont, elles aussi, tout-a-fait convaincantes pour ce qui concerne les opérateurs combinatoires,
mais moins pour ce qui concerne les fonctions séquentielles (comme les registres et leurs
points-mémoire).

A propos des points-mémoire, il faut prendre conscience d'une subtilité de I'argument de
Bennett. Celui-ci ne considere jamais qu'une mémoire pourrait ne pas dissiper malgré ses
convergences. Au contraire, il s’appuie sur ces convergences et sur le principe de Landauer
indiquant que ce sont ces convergences d’une mémoire qui sont a l'origine de la dissipation,
pour déboucher sur une méthode permettant d’éliminer les convergences dans le graphe
global. Si on veut suivre sa méthode, il est indispensable d’argumenter sur le graphe global de
chaque calcul, et non sur I’association de composants. Le résultat de Bennett revient en effet a
dire que la dissipation d’un assemblage de composants n’est pas la somme des dissipations des
composants. Or, de nombreux auteurs (dont tous ceux que nous venons de citer) proposent
des facons non-dissipatives d’implémenter les portes combinatoires primitives, et croient
pouvoir généraliser en disant que, puisque tout montage d’électronique numérique est un
assemblage de ces primitives, alors la dissipation de I’assemblage, qui serait la somme des
dissipations nulles des primitives, sera elle-méme nulle. Mais il faudrait pour cela argumenter
sur 'additivité de la dissipation, puisque c’est justement ce que conteste Bennett. Dans le
papier [2], nous avons utilisé une telle propriété d’additivité pour contester la possibilité de
réalisation d’une machine de Bennett. Elle était fondée sur la dissipation logique liée au test.

Nous pouvons également rappeler a cette occasion qu’il ne suffit pas de dire : un point
mémoire est obtenu en rebouclant une fonction combinatoire, et se servir de cet argument
pour transférer la non-dissipation du combinatoire a celle du point-mémoire. C’est déja une
opération de composition. Ce rebouclage impose, en vue d’obtenir une stabilité, une am-
plification (qui va étre dissipatrice) alors méme que c’est en supprimant cette amplification
qu’on pourrait obtenir des circuits combinatoires non-dissipatifs. Ce ne sont pas les mémes
implémentations électroniques des primitives qui sont utilisées, d’'une part dans les blocs com-
binatoires, d’autres part dans les points-mémoire. Quand un point-mémoire dissipe moins,
il est moins stable. L’argument de Bennett tendrait a dire que si on arrive a supprimer les
convergences, alors on n’a plus besoin de ces stabilités.

Parmi toutes les tentatives citées ci-dessus, aucune ne suit vraiment les arguments de Bennett

qui ont l'avantage de ne pas se placer au niveau d’une technologie de réalisation pratique
particuliere, mais se situent au niveau du modele de calcul, en comptabilisant les changements
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d’états d’'un automate qui sont associés a des convergences.

La piste que nous aurions plutot envie de suivre consiste a s’interroger sur l'instant et le
lieu ot se place cette convergence (et donc cette dissipation). La démonstration de Bennett
supprime ces convergences en supprimant la séparation entre des parties de la machine :
en supprimant le lieu et 'instant d’'une communication entre des parties, on supprimerait
les convergences. On débouche alors sur une question de synchronisation dans un systeme
distribué : a partir de quel niveau de diminution des synchronisations, celles-ci permettent-
elles encore le calcul ? Le graphe de la figure 19, qui ne comporte pas de convergence, ne
nécessite aucune synchronisation. Il ne communique avec ’extérieur que par les signaux start
et stop. C’est une machine close. Ce n’est pas une machine distribuée, elle n’est pas composée
de composants.

Dans cet esprit d’étude des synchronisations, nous nous sommes intéressé aux circuits asyn-
chrones. Rappelons que dans ces circuits, il ne s’agit pas de supprimer les synchronisations,
mais de supprimer I'horloge globale qui est a I'origine de la majeure partie de la dissipation
en implémentant une synchronisation trop forte. Ces circuits modélisent un espace-temps
d’une nature différente et proposent donc un autre modele formel du calcul. La suppres-
sion de I'horloge globale a pour effet de supprimer l'existence d'un ordre total entre les
événements du calcul (transitions de variables booléennes). Il n’est plus possible de parler
de simultanéité, mais seulement d’ordre causal pour certaines paires d’événements [3]. Le
temps n’est plus un nombre, mais un ordre partiel. Nous quittons le modele newtonien d’un
temps global pour aborder un espace-temps qui ressemble fort a celui de la relativité et qui
semble faire appel a la méme causalité.

Dans ce contexte, la notion d’état global n’a plus de sens, et la modélisation par un au-
tomate ne tient plus. La notion méme d’information (et donc d’entropie) doit changer de
formulation car elle repose sur les états d’un automate. La discussion de Bennett, fondée
sur des convergences sur des états d’automate, n’est plus adaptée [20]. Comment reformuler
ces questions? Il est clair qu’il faut changer de modele de calcul, tout en tenant compte
des propriétés de I'espace-temps physique. Nous sommes la dans un domaine a ’articulation
entre calcul formel et fondements logiques de la physique. Devons nous attendre de nouvelles
connaissances sur l’espace-temps et la thermodynamique relativiste que pourraient nous ap-
porter les physiciens ? Nous préférons penser que, au contraire, c’est la formulation de ces
modeles de calcul asynchrone qui nous apportera une nouvelle facon de regarder la nature
et qui pourrait déboucher sur de nouvelles connaissances en physique.

III. 3. Conclusion

Ce papier de Bennett montre la possibilité de calculer sans dissiper. Il ne peut constituer une
preuve qu’il serait possible de réaliser une machine a calculer qui ne dissiperait pas. En effet
une preuve d’existence d’un objet technique ne peut se faire qu’en exhibant une réalisation
qui possede la propriété voulue. Ceci n’a pas encore été réalisé : il n’existe toujours pas
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d’ordinateur qui ne chauffe pas (et qui ne consomme pas d’électricité). Notre conviction
(qui, elle non plus, ne saurait s’appuyer sur une preuve) est que la réalisation d’une telle
machine restera impossible, en raison des arguments de test modulaire évoqués dans [2].

Mais ce papier de Bennett nous semble d’une importance majeure si on considere la richesse
des questions qu’il souleve, concernant les liens entre le temps du calcul et le temps de la
physique. Au-dela de leur relation dans la réalisation d’une machine a calculer, cela débouche
sur des questions plus fondamentales concernant les fondements logiques de la physique, et
interroge sur un acces a ces questions par le biais de la création de nouveaux modeles de
calcul distribué. Ces aspects nous réservent probablement de belles surprises.
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