
����� ��� �� 	 � � 	�
 �	� � �
 �
 � ������ ���
 �� ��� ��� � ��
��� �

��� �� � �����
a,b ��� ����  ��! a,∗ "��� #���� b "��� #���$� ��%��

b

a&'( )*+ ,-./0/1/ 2 34056+ 7 89:5 -3/09-3:5 ;5. <9-/. 5/ 8= 31..>5.+ ? 5/ @+ 345-15 A :30.5BC 3.83:+ *=3D< .B.16B' 36-5+EEF GG ' 36-5B:3B H3: :>5+ I63-85
b *JK'J(+ ,-./0/1/ 2 34056

LMNMOPMQ RRRRR S TNNMUVMQ TWVMX XMP OYOZ[ \\\\\
]XMYM[VMQ ^_ `````

abcdefgd
hij kljmjno npoj qjmrlst jm un jvkjlsw jnoux moyqz qj{pojq op oij moljn|oi p} u munq ljsn}plrjq tz rjw jno |lpyosn| ~
hilpy|i |lpyosn| � oij |lunyxul w jqsyw |usnm u rpijmspn � soipyo ms|n s�runo riun|j p} oij }lsrospn un|xj ~ hij
wpmo ms|n s�runo jvkjlsw jnoux }juoylj sm oiuo oij rpijmspn sm klpkplospnux op oij {pxyw j }lurospn p} rjw jno sn oij
|lpyojq w uojlsux ~ hism ljmyxo sm snojlkljojq � soi sn oij }luw j�pl� p} u k jlspqsr ipwp|jns�uospn ukkxsjq op z sjxq
qjms|n ~ �� ���� �� �� �������� �� � ����� �� ���� �� � � � ������� � ��� ������ �
 ¡c¢£¡
 ¡c¤cdf¥g¦ § ¨¢¥ £ ¤©¤¦¢ ªef¥¢©f ¤e¦ e¦¥«¬eg¡ ­fe ¤¥® ¦gd¤¬¥ §¦ g¤£¦¥d ¯ °n kl±mjnoj ynj ±oyqj jvk±lsw jnouxj
rpnmurl±j uyv rukurso±m qj l±msmounrj q ²yn mutxj sn³ jro± kul yn rpyxsm qj rsw jno ~ ´ ²jµjo klsnrskux qj x ²sn³ jrospn jmo
yn |usn qj rpi±mspn munm wpqs�ruospn ms|ns�ruos{j qj x ²un|xj qj }lpoojw jno ~ ´u klsnrskuxj ptmjl{uospn jvk±lsw jnouxj
l±msqj qunm xj }uso ¶yj xu rpi±mspn jmo klpkplospnnjxxj · xu }lurospn {pxyw s¶yj qj rsw jno l±uxsm±j qunm xj w uo±lsuy
sn³ jro± ~ °n snojlkl¸oj rj l±my xouo qunm xj ruqlj qj x ²ipwp|±n±smuospn k±lspqs¶yj jn ¹uxry x · xu ºykoylj ~ » ��� �����
��� ������� � �� � ����� �� ���� �� � � � ������� � ��� ������ �

¼ 5½ ¾96;.¿ ÀXT[ÁÂTX Ã MQOÁÃ S ÄMÃ M[V ÅXZÁVO[Å S ÆVXM[ÅVÇ NXOVMXOZ[ S È OÃ OV T[TÂ_YOY S ÉZÃZÅM[OÊTVOZ[
' 9/.B8:>. ¿ Ë OÂOMÁ ÅXT[ÁÂTOXM S Ì[Í MNVOZ[ QM NOÃ M[V S ÄXOVÎXM QM XÁUVÁXM S ÄTÂNÁÂ Ï ÂT LÁUVÁXM S ÉZÃZÅÐ[ÐOYTVOZ[

ÑÒ ÓÔÕÖ×ØÙÚÕÛ×Ô

ÜÝÞÝßà áâãäàåßá åß áâæßäçæâ Þ Ýèåæ åé æ ê åèÝçë äéÝè àÝìíß åîäÝ åß ìåïåç ÝßáåßÝÝâåßá ð æññçåÝè åß ãâèÝâ
àã åÞñâãïÝ àíÝ ÞÝìíæßåìæç ìíæâæìàÝâåéàåìé ãò éãåçé óôõö÷ ø ùíÝ åèÝæ ìãßéåéàé åß åßìãâñãâæàåßá æ ñâÝééäâåúÝè

JD30: 3;;65..5. ¿ û üüýþÿ�ýû �� � �þ�� � ��� 	
TÃ M[ ËTTÂMÍ � � 
��û �þ���ýû ��� �þ�� � ��� 	ÈÁN �ZXÃ OMÁ� � �
���� ��� � � ��� ���� �! "#��$��� %&��� &� ' �#( ) *+ ) ,,-

ha
l-0

01
41

09
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

11
 A

pr
 2

00
7

Author manuscript, published in "Comptes Rendus Mecanique 335, 2 (2007) 87-92"
 DOI : 10.1016/j.crme.2006.12.003

http://dx.doi.org/10.1016/j.crme.2006.12.003
http://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00141093/fr/
http://hal.archives-ouvertes.fr


ìÝÞ Ýßà áâãäà åß àíÝ ñãâÝ éñæìÝ ãò àíÝ éãåç ø ùíÝ éÝààåßá ãò ìÝÞ Ýßà åß àíÝ ñãâÝ éñæìÝ åßìâÝæéÝé .ãàí àíÝ
éàå/ßÝéé æßè àíÝ éàâÝßáàí óô0ö ð ô1ö÷ ø ùíÝ âÝéäçàåßá Þ åìâãéàâäìàäâÝ åé æ íÝàÝâãáÝßÝãäé Þ æàÝâåæç Þ æèÝ äñ ãò
éæßè áâæåßé ð ìÝÞ Ýßà æßè ñãâÝé ø
2ÝïÝâæç Ý3ñÝâåÞ Ýßàæç éàäèåÝé ãß âÝòÝâÝßìÝ éæßè íæïÝ . ÝÝß èÝïãàÝè àã àíÝ åßìâÝæéÝ ãò àíÝ éàâÝßáàí èäÝ
àã ìÝÞÝßà áâãäàåßá óô1ö ð ô4ö÷ ø ùíÝéÝ êãâ5 é éíãê àíæà àíÝ áâãäàÝè Þ æàÝâåæç âÝÞæåßé æ òâåìàåãßæç ãßÝ ð àíÝ
éàâÝßáàí ãò êíåìí åé ìãââÝìàçë ÞãèÝççÝè .ë 6 ãíâ7ÜãäçãÞ. ìâåàÝâåãß ø 8 âãäàåßá åé Þ æåß çë âÝéñãßéå. çÝ òãâ
àíÝ ìãíÝéåãß áæåßÝè .ë àíÝ Þ æàÝâåæç æßè ãßçë éçåáíàçë æ/Ýìàé àíÝ òâåìàåãß æßáçÝ ø
ùíÝ ñâÝéÝßà ßãàÝ èÝéìâå. Ýé àíÝ âÝéäçàé ãò æß Ý3ñÝâåÞ Ýßàæç éàäèë èÝïãàÝè àã àíÝ éàâÝßáàí ãò æ áâãäàÝè
9ãßàæåßÝ. çÝæä éæßè ð ê åàí éñ Ýìåæç òã ìäé ãß àíÝ åß:äÝßìÝ ãò àíÝ ìÝÞ Ýßà ïãçäÞ Ý òâæìàåãß ø ;à ìãß< âÞ é àíÝ
îäæçåàæàåïÝ àâÝßèé æçâÝæèë âÝñãâàÝè ãß àíÝ ßæàäâÝ ãò àíÝ òæåçäâÝ ìâåàÝâåãß ãò áâãäàÝè ÞæàÝâåæçé ø ùíÝ Þ æåß
ìãßàâå.äàåãß ãò àíÝ ñâÝéÝßà êãâ5 åé àíÝ Ý3ñÝâåÞ Ýßàæç æßè àíÝãâÝàåìæç æßæçëéåé ãò àíÝ åß:äÝßìÝ ãò àíÝ ìÝÞÝßà
ïãçäÞ Ý òâæìàåãß ãß àíÝ ìãíÝéåãß áæåßÝè àíâãäáí áâãäàåßá ø
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ùíÝ éæÞñçÝé ãò áâãäàÝè éæßè æâÝ ã.àæåßÝè òâãÞ àíÝ áâãäàåßá éÝà äñ èÝéìâå. Ýè åß óôFö ð ôGö÷ ø H ñçÝ3 åáçæé
ìãçäÞß óíÝåáíà õIJ ìÞ ð èåæÞÝàÝâ J ìÞ ÷ åé < âéà < ççÝè ê åàí 9ãßàæåßÝ. çÝæä éæßè .ë æ ñçäïåæàåãß àÝìíß åîäÝ
æà æ èÝßéåàë åßèÝ3

Id = 0.9
ð ìãââÝéñãßèåßá àã æß åßåàåæç ñ ãâãéåàë

φ0 = 0.37
ø H òàÝâ êæàÝâ éæàäâæàåãß ãò àíÝ

ìãçäÞß ð æ <ßÝ ìÝÞÝßà áâãäà ó2ñåßãâ H õ0÷ åé àíÝß åßK ÝìàÝè òâãÞ àíÝ .ãààãÞ àã àíÝ àãñ ø ùíÝ ìÝÞ ÝßàLêæàÝâ
Þ æéé âæàåã ð èÝßãàÝè .ë

C/E
ð åé ìãßàâãççÝè èäâåßá åßK Ýìàåãß ø ;ß àíÝ ñâÝéÝßà éàäèëð àíÝ ïæçäÝé

C/E = 0.1æßè
0.2

íæïÝ . ÝÝß ìãßéåèÝâÝè ø
H òàÝâ åßK Ýìàåãß ãò àíÝ áâãäà ð àíÝ ìãçäÞß åé 5Ýñà äßèÝâ êÝà ìãßèåàåãßé èäâåßá 0J èæëé ø ;à åé <ßæççë ìäà åßàã
<ïÝ

160 × 80
ÞÞ éæÞñçÝé ð ßäÞ. ÝâÝè òâãÞ õ àã F òâãÞ àíÝ .ãààãÞ àã àíÝ àãñ óéÝÝ 9 åá ø õóæ÷÷ ø

ùíÝ éæÞñçÝé æâÝ àíÝß êæàÝâ éæàäâæàÝè æßè éä.KÝìàÝè àã æ ìãß<ßåßá ñâÝééäâÝ åß æ àâåæ3 åæç æññæâæàäé ø
M âæåßÝè àâåæ3 åæç ìãÞñâÝééåãß àÝéàé äßèÝâ ìãßéàæßà ìãß<ßåßá ñâÝééäâÝ æâÝ àíÝß ñÝâòãâÞ Ýè ø ùíÝ çåÞ åà çãæè
åé Þ ÝæéäâÝè æé æ òäßìàåãß ãò àíÝ ìãß<ßåßá ñâÝééäâÝ ø ;ß æèèåàåãß ð àâåæ3 åæç àÝéàé íæïÝ . ÝÝß ñÝâòãâÞ Ýè ãß
ñäâÝ 9ãßàæåßÝ. çÝæä éæßè éæÞñçÝé ñâÝñæâÝè æà àíÝ éæÞ Ý èÝßéåàë åßèÝ3

Id = 0.9
ø

2æÞñçÝé äéÝè òãâ àíÝ
Þ Ýâìäâë ñãâãéåÞ Ýàâåì àÝéàé
2æÞñçÝé äéÝè òãâ àíÝ
àâåæ3 åæç àÝéàé

;ßK Ýìàåãß ñãåßà

160mm

φ = 80mm
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f
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ùíÝ ñäâñãéÝ ãò àíÝ Ý3ñÝâåÞ Ýßàæç éàäèë åé àã ÝïæçäæàÝ àíÝ åß:äÝßìÝ ãò àíÝ ìÝÞ Ýßà ïãçäÞÝ òâæìàåãß
φcãß àíÝ éàâÝßáàí ø ùíÝ <ßæç ñãâãéåàë

φf

åé èÝàÝâÞ åßÝè .ë ÞÝâìäâë ñãâãéåÞ Ýàâë òãâ Ýæìí çÝïÝç åß àíÝ ìãçäÞß
ô0ö ø ÜçÝæâçë Ýßãäáí ð àíÝ ìÝÞÝßà ïãçäÞÝ òâæìàåãß

φc

åé Ýîäæç àã àíÝ èÝìâÝæéÝ
φ0 − φf

ãò àíÝ ñãâãéåàëø
φcèÝìâÝæéÝé æé àíÝ èåéàæßìÝ àã àíÝ åßK Ýìàåãß éãäâìÝ åßìâÝæéÝé ó9 åá ø õó. ÷÷ ø

;èÝßàåìæç àâåæ3 åæç àÝéàé íæïÝ . ÝÝß ñÝâòãâÞ Ýè òãâ Ýæìí çÝïÝç åß àíÝ ìãçäÞß ø 9 åáäâÝ 0 óæ÷ ñâÝéÝßàé àíÝ âÝéäçàé
ãò <ïÝ àâåæ3 åæç ìãÞñâÝééåãß àÝéàé ìãââÝéñãßèåßá àã <ïÝ èå/ÝâÝßà ìãß<ßåßá ñâÝééäâÝ

pc

âæßáåßá òâãÞ õII
5[æ àã õIII 5[æ ø ùíÝéÝ àÝéàé íæïÝ . ÝÝß ñÝâòãâÞ Ýè ãß éæÞñçÝé ãò çÝïÝç 0 àæ5Ýß òâãÞ F èå/ÝâÝßà ìãçäÞßé
ñâÝñæâÝè åèÝßàåìæççëø 9 åáäâÝ 0 ó. ÷ ñ çãàé àíÝ éàâÝéé ñæàíÝé åß àíÝ ìçæééåìæç ó

p
ð
q
÷ ñçæßÝ ð êíÝâÝ

p = − 1

3

àâ
σ

åé
àíÝ Þ Ýæß Ý/ÝìàåïÝ éàâÝéé æßè

q
åé àíÝ èå/ÝâÝßìÝ . ÝàêÝÝß àíÝ æ3 åæç ìãÞñâÝééåãß éàâÝéé æßè àíÝ ìãß<ßåßá

ñâÝééäâÝ ø ùíÝ .ãäßèæâë ãò àíÝ æèÞ åééå. çÝ éàâÝéé éàæàÝé åß àí åé ñçæßÝ åé òãäßè àã . Ý æ éàâæåáíà çåßÝ ø
aãäßèæâë ãò æèÞ åééå. çÝ éàâÝéé éàæàÝé

I

0III

4III

GIII

JIII

I õ 0 1

bc
dQS
YV
WQe
XYW
cXX

q

fg
hSi

H3 åæç èÝòãâÞ æàåãß
εaN3O

I õIII 0III 1III 4III FIII
6 Ýæß Ý/ÝìàåïÝ éàâÝéé

p
ó5[æ÷

pc = 100
5[æ

pc = 400
5[æ

pc = 600
5[æ

pc = 800
5[æ

pc = 1000
5[æ

N\O
] OÅÁXM j � kXOT� OTÂ VMYVY XMYÁÂVY 	T� T[Q WTOÂÁXM NXOVMXOZ[ 	^ � � 	

pc
OY VÇM O[ OVOTÂ NZ[l[O[Å UXMYYÁXM TUUÂOMQ O[ MTNÇ VMYVY�

M åéâÝáæâèåßá ñãééå. çÝ âã çÝ ãò àíÝ åßàÝâÞ ÝèåæàÝ ñâåßìåñæç éàâÝéé óêíåìí ìæßßãà . Ý åßïÝéàåáæàÝè ê åàí àíÝ
ìçæééåìæç àâåæ3 åæç æññæâæàäé÷ ð àí åé âÝéäçà ìãß< âÞ é àíæà àíÝ éàâÝßáàí ãò æ áâãäàÝè éæßè åé ìãââÝìàçë èÝéìâå. Ýè
.ë æ 6 ãíâ7ÜãäçãÞ. ìâåàÝâåãß óòâåìàåãß æßáçÝ

ϕinj
ð ìãíÝéåãß

Cinj
÷ ø ùíÝéÝ àêã ñæâæÞ ÝàÝâé æâÝ ìçæééåìæççë

âÝçæàÝè àã àíÝ éçãñ Ý
Mpq

æßè àã àíÝ ãâèåßæàÝ æà àíÝ ãâåáåß
Cpq

.ë m

ϕinj =
æâìéåß( 3Mpq

6 + Mpq

) Ýà
Cinj =

3 −
éåß

ϕinj

6
ìãé

ϕinj
Cpq

óõ÷
ùíÝ èæàæ ñçãààÝè åß <áäâÝ 1 ìãßìÝâßåßá àíÝ åß:äÝßìÝ ãò

φc

ãß
Cinj

æßè
ϕinj

âÝñâÝéÝßà àíÝ ãâåáåßæç
Ý3ñÝâåÞ Ýßàæç ìãßàâå.äàåãß ãò àíÝ ñâÝéÝßà ßãàÝ ø næìí ñãåßà ìãââÝéñãßèé àã æ éñ Ýìå<ì ìÝÞ Ýßà ïãçäÞ Ý òâæìàåãß ð
æééã ìåæàÝè ê åàí

C/E = 0.1
ãâ

0.2
æßè ê åàí æ ñæâàåìäçæâ çÝïÝç åß àíÝ ìãçäÞß óçÝïÝçé õð1 æßè F òãâ

C/E = 0.1
ð

æßè çÝïÝçé õ àã F òãâ
C/E = 0.2

÷ ø
ùíÝ Þãéà éåáßå<ìæßà ìãßìçäéåãßé àíæà ìæß . Ý èâæêß òâãÞ <áäâÝ 1 æâÝ óõ÷ àíÝ çåßÝæâåàë ãò àíÝ ïæâåæàåãßé ãò
Cinj

êåàí âÝéñ Ýìà àã
φc

óéÝÝ 9 åá ø 1 óæ÷÷ æßè ó0÷ àíÝ ãâèÝâ ãò Þ æáßåàäèÝ ãò àíÝ ìãíÝéåãß áæåßÝè .ë áâãäàåßá
óéÝïÝâæç íäßèâÝè ãò 5[æ÷ ø 9 åáäâÝ 1 ó. ÷ æçéã âÝïÝæçé àíæà àíÝ òâåìàåãß æßáçÝ

ϕinj
åé æ éçåáíàçë åßìâÝæéåßá
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o åßÝæâ <à

I

0II

4II

GII

JII

õIII

I F õI õF 0I

pV
qcX
QV
RC

in
j

fg
hSi

ÜÝÞÝßà òâæìàåãß
φc

ó
%

÷

C/E = 0.2
C/E = 0.1[äâÝ éæßè

N3O

1J

4I

40

44

4G

4J

I F õI õF 0I

PWQ
eYQ
VR
SR
rTc

ϕ
in

j

f oi

ÜÝÞÝßà òâæìàåãß
φc

ó
%

÷

C/E = 0.2
C/E = 0.1[äâÝ éæßè

N\O
] OÅÁXM s � kÇM PTXOTVOZ[ ZW VÇM NZÇMYOZ[

Cinj 	T� T[Q VÇM WXONVOZ[ T[ÅÂM
ϕinj 	^ � TY WÁ[NVOZ[ ZW VÇM NMÃ M[V WXTNVOZ[

φc

òäßìàåãß ãò
φc

ð àíÝ Þ æ3 åÞäÞ èåéìâÝñæßìë ê åàí âÝéñ Ýìà àã àíÝ òâåìàåãß æßáçÝ
ϕs

ãò ñäâÝ éæßè . Ýåßá ãò àíÝ
ãâèÝâ ãò F èÝáâÝÝé ø ùíÝ åß:äÝßìÝ ãò àí åé ñíÝßãÞ Ýßãß ãß àíÝ éàâÝßáàí ãò àíÝ áâãäàÝè éæßè åé íãêÝïÝâ Þäìí
êÝæ5Ýâ àíæß àíÝ åßìâÝæéÝ ãò àíÝ ìãíÝéåãß ø ;ßèÝÝè ð òãâ àëñåìæç ïæçäÝé ãò àíÝ ÞÝæß éàâÝéé

p
ð éæë õII 5[æ ð àíÝ

èÝïåæàãâåì éàâÝéé
q = pMpq

ïæâåÝé òâãÞ
q = 168

5[æ òãâ
ϕs = 41o

àã
q = 189

5[æ òãâ
ϕinj = 46o

ð àíæà åé ð
åßìâÝæéÝé .ë 0õ 5[æ ø ùíåé åßìâÝæéÝ åé ßÝáçåá å. çÝ ê åàí âÝéñ Ýìà àã àíæà åßèäìÝè .ë àíÝ ìãíÝéåãß ð êíåìí ìæß
. Ý æé íåáí æé tII 5[æ ø

u Ò v ÛÚÖ×BAÚwCÔÛÚE ÛÔÕAÖ@ÖAÕCÕÛ×Ô

ùíÝ æåÞ ãò àíåé éÝìàåãß åé àã ñâãïåèÝ æ Þ åìâãÞ Ýìíæßåìé .æéåé àã àíÝ ñâãñãâàåãßæçåàë ã. éÝâïÝè . ÝàêÝÝß
àíÝ ìãíÝéåãß

Cinj
æßè àíÝ ìÝÞ Ýßà ïãçäÞ Ý òâæìàåãß

φc

ø ùã àíåé Ýßè ð æ ñ Ýâåãèåì ÞãèÝç ãò àíÝ Þ åìâãéàâäìàäâÝ
åé ìãßéåèÝâÝè ø ùíÝ çæààÝâ åé ìíæâæìàÝâåúÝè .ë àíÝ ÝçÝÞ Ýßàæâë ìÝçç

C
ø 9âãÞ æ áÝãÞ Ýàâåìæç ñ ãåßà ãò ïåÝê ð

àíÝ ñäâÝ éæßè åé èÝéìâå. Ýè æé æ éÝà ãò éñíÝâÝé ê åàí åèÝßàåìæç âæèåäé
a

ð åß ñãåßàê åéÝ ìãßàæìà ê åàí ãßÝ
æßãàíÝâ ø ùíåé 5 åßè ãò éåÞñçå<ìæàåãß åé âÝæéãßæ. çÝ òãâ æ 9ãßàæåßÝ. çÝæä éæßè ø 6 ãâÝãïÝâ ð åà åé æééäÞ Ýè àíæà
àíÝ íëèâæàÝè ìÝÞ Ýßà æññÝæâé æé æ çæëÝâ ãò àíåì5ßÝéé

e � a
ìãïÝâåßá àíÝ êíãçÝ .ãäßèæâë ãò àíÝ áâæåß

ó<áäâÝ 4 ÷ ø x ÝáçÝìàåßá àíÝ éÝìãßè ãâèÝâ åß
e/a

ð åà åé âÝæèåçë éÝÝß àíæà àíåé áÝãÞ Ýàâåìæç Þ ãèÝç åÞñçåÝé

φc = 3
e

a
(1 − φ0)

ó0÷

9ãççãê åßá àíÝ âÝÞæâ5 æà àíÝ Ýßè ãò àíÝ ñâÝïåãäé éÝìàåãß ð àíÝ ïæâåæàåãß ãò àíÝ òâåìàåãß æßáçÝ åßèäìÝè .ë
ìÝÞ Ýßà áâãäàåßá åé ßÝáçÝìàÝè ð éã àíæà

ϕinj
åé àæ5Ýß Ýîäæç àã àíÝ òâåìàåãß æßáçÝ

ϕs
ãò àíÝ ñäâÝ éæßè ø

ÜãßéåèÝâåßá æ Þ æìâãéìãñåì éàâæåß âæàÝ
D

ð àíÝ éäññãâà òäßìàåãß
Π(D)

ãò àíÝ íãÞãáÝßåúÝè ìâåàÝâåãß åé
èÝâåïÝè .ë ÞÝæßé ãò àêã èå/ÝâÝßà æññâãæìíÝé ø 9 åâéà ð àæ5 åßá æèïæßàæáÝ ãò àíÝ Ý3ñÝâåÞ Ýßàæç ã. éÝâïæàåãßé
ìãßìçäèåßá àíæà àíÝ éàâÝßáàí ãò àíÝ áâãäàÝè éæßè ìæß . Ý èÝéìâå. Ýè .ë æ 6 ãíâ7ÜãäçãÞ. ìâåàÝâåãß ð àíÝ
Þ æìâãéìãñåì èÝâåïæàåãß ãò

Π(D)
óôyö÷ âÝæèé

Π(D) =
Cinj

tan ϕinj
tr D

ó1÷
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e

a

8 âæåß ß
oi

8 âæåß ß
oj

ÜÝÞÝßà çæëÝâ
n

ij

u
j

u
i

M åéìãßàåßäåàë éäâòæìÝ
S

] OÅÁXM z � ÀMZÃMVXONTÂ Ã ZQMÂ T[Q WTOÂÁXM Ã MNÇT[OYÃ
ñâãïåèÝè àíæà

trD ≥ (
∑

i |Di|) sin ϕinj
ð êíÝâÝ

Di

èÝßãàÝ àíÝ ÝåáÝßïæçäÝé ãò àíÝ éàâæåß âæàÝ
D

ø
oÝà ä é ßãê Ý3æÞ åßÝ àíÝ Þ åìâãÞ Ýìíæßåìé åßàÝâñâÝàæàåãß àã

Π(D)
ø ùíÝ < âéà éàÝñ ìãßéåéàé åß ÞãèÝççåßá àíÝ

éàâÝßáàí ãò àíÝ ìãÞñãßÝßàé ãò àíÝ Þ åìâãéàâäìàäâÝ ø ;à åé æééäÞ Ýè àíæà àíÝ éàâÝßáàí ãò àíÝ áâæåßé åé åß<ßåàÝ
æßè àíæà àíÝ åßàÝâáâæßäçæâ òãâìÝé ã. Ýë æ ìãíÝéåãßçÝéé 6 ãíâ7ÜãäçãÞ. ìâåàÝâåãß ð ê åàí òâåìàåãß æßáçÝ

ϕg
ø

6 ãâÝ ñâÝìåéÝçëð çÝà
Cij

èÝßãàÝ àíÝ ìãßàæìà ñãåßà . ÝàêÝÝß áâæåßé ß
oi

æßè ß
oj

ð æßè
n

ij
. Ý àíÝ äßåà ßãâÞæç

àã àíÝ ìãßàæìà ñ çæßÝ ð ãâåÝßàÝè òâãÞ áâæåß ß
oi

àãêæâè áâæåß ß
oj

ø ùíÝ ßãâÞ æç æßè àæßáÝßàåæç ìãÞñãßÝßàé
àã àíÝ òãâìÝ

F
ij æññçåÝè ãß áâæåß ß

oi
.ë áâæåß ß

oj
âÝæè

F ij
n = F

ij · nij ; F ij
t = |F ij − F ij

n n
ij |

ó4 ÷
æßè æâÝ éä.K ÝìàÝè àã àíÝ ìãßèåàåãß

F ij
t + tanϕgF ij

n ≤ 0
ø H ùâÝéìæ ìâåàÝâåãß óìãíÝéåãß

Cc
÷ ê åàíãäà àÝßéåçÝ

éàâÝßáàí åé æèãñàÝè òãâ àíÝ íëèâæàÝè ìÝÞ Ýßà ñíæéÝ ø
oÝà

K
èÝßãàÝ àíÝ éÝà ãò ïÝçã ìåàë <Ýçèé èÝ<ßÝè ãß

C
æà àíÝ Þ åìâãéìãñåì éìæçÝ ð óå÷ êíåìí æâÝ 5 åßÝÞ æàåìæççë

æèÞ åééå. çÝ ê åàí
D

æßè óåå÷ òãâ êíåìí àíÝ Þ æ3 åÞäÞ âÝéåéàåßá êãâ5 åé <ßåàÝ òãâ àíÝ áåïÝß éàâÝßáàí ñâãñ ÝâàåÝé
ãò àíÝ Þ åìâãéàâäìàäâÝ ø 2 åßìÝ àíÝ éàâÝßáàí ãò àíÝ áâæåßé åé åß<ßåàÝ ð àíåé ìãßèåàåãß óåå÷ åÞñçåÝé àíæà àíÝ
âÝéàâåìàåãß ãò éäìí æ ïÝçã ìåàë <Ýçè

u
àã æ áåïÝß áâæåß åé æ âåáåè .ãèë Þãàåãß ø ;à ìæß . Ý éíãêß óôJö÷ àíæà

åà åé ñ ãééå. çÝ ð ê åàíãäà çãéé ãò áÝßÝâæçåàëð àã ßÝáçÝìà àíÝ âãàæàåãß ìãÞñãßÝßà ãò àíÝ áâæåß é ïÝçã ìåàëð éã àíæà
àíÝë æâÝ éä.K ÝìàÝè àã àâæßéçæàåãßé ø oÝà

u
ij

èÝßãàÝ àíÝ èåéìãßàåßäåàë
u

j −u
i

æà àíÝ ìãßàæìà ñãåßà
Cij

ø ùíÝ
ßãâÞ æç æßè àæßáÝßàåæç ìãÞñãßÝßàé ãò

u
ij

âÝæè

uij
n = u

ij · nij ; uij
t = |uij − uij

n n
ij |

óF÷
ùíÝ ïÝçã ìåàë <Ýçè

u
Þäéà . Ý Ý3àÝßèÝè àã àíÝ ìÝÞ Ýßà çæëÝâé éäââãäßèåßá àíÝ áâæåßé åß æ êæë êíåìí Þäéà

. Ý ìãÞñæàå. çÝ ê åàí àíÝ ïÝçã ìåàë èåéìãßàåßäåàåÝé æà àíÝ ìãßàæìà ñãåßàé ø ùíÝ éåÞñçÝéà Þ ãèÝç ìãßéåéàé åß
æééäÞ åßá àíæà àíÝ ìÝÞ Ýßà ñíæéÝ éäââãäßèåßá áâæåß

i
óâÝéñ ø

j
÷ åé éä.KÝìàÝè àã àíÝ éæÞÝ àâæßéçæàåãß æé àí åé

áâæåß ð éã àíæà êÝ íæïÝ àã åßàâãèäìÝ æ ïÝçã ìåàë èåéìãßàåßäåàë Ýîäæç àã
u

ij
ð çã ìæàÝè åß àíÝ ñçæßÝ àæßáÝßà àã

àíÝéÝ áâæåß é æà àíÝ ñãåßà
Cij

ó<áäâÝ 4 ÷ ø ùíåé Þ ãèÝç åé âÝçÝïæßà ê åàí âÝéñ Ýìà àã ìãßèåàåãß óåå÷ ñâãïåèÝè
àíæà

uij
n ≥ 0

ð êíåìí Þ Ýæßé àíæà àíÝ ìãßàâå.äàåãß ãò àíåé èåéìãßàåßäåàë àã àíÝ âÝéåéàåßá êãâ5 åé <ßåàÝ ø ùíÝ
æâÝæ

S
ãò àíÝ èåéìãßàåßäåàë éäâòæìÝ åß àíÝ àæßáÝßà ñçæßÝ åé

π((a + e)2 − a2)
ð àíæà åé ð ßÝáçÝìàåßá àíÝ éÝìãßè

ãâèÝâ åß
e/a

æßè äéåßá ó0÷ m

S =
2πa2

3(1 − φ0)
φc

óG÷
ùíÝ ìãßèåàåãß óåå÷ àã . Ý éæàåé<Ýè .ë àíÝ ïÝçã ìåàë <Ýçèé ãò

K
âÝèäìÝé àã m

(∀{i, j})
uij

n

uij
t

≥ tan ϕg óy÷

2 åßìÝ àíÝéÝ ìãßèåàåãßé æâÝ ßãà æ/ÝìàÝè .ë àíÝ ñâÝéÝßìÝ ãò ìÝÞ Ýßà åß àíÝ Þ åìâãéàâäìàäâÝ ð àíÝ éÝà
K

åé åàéÝçò
åßèÝñ ÝßèÝßà ãò àíÝ ìÝÞ Ýßà ïãçäÞ Ý òâæìàåãß

φc

ø Hììãâèåßá àã àíÝ Þ åìâãÞ Ýìíæßåìé èÝ<ßåàåãß ãò
Π(D)

óôtö÷ ð
Π(D)

æññÝæâé àã . Ý àíÝ éäÞ ãò àíÝ ìãßàâå.äàåãßé ãò Ýæìí èåéìãßàåßäåàë úãßÝ åß àíÝ ìÝÞ Ýßà ñíæéÝ m
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Π(D) = Cc S

|C|
U

êåàí
U = inf

u∈K





∑

{i,j}

uij
t





óJ÷

êíÝâÝ
|C|

èÝßãàÝé àíÝ ïãçäÞ Ý ãò àíÝ ÝçÝÞÝßàæâë ìÝçç ø ùíÝ îäæßàåàë
U

åßïãçïÝè åß óJ ÷ ãßçë èÝñ Ýßèé ãß àíÝ
áÝãÞ Ýàâë ãò àíÝ ñäâÝ éæßè Þ åìâãéàâäìàäâÝ ð æßè åé àíÝâÝòãâÝ åßèÝñ ÝßèÝßà ãò

φc

ø ÜãÞñæâåßá ó1 ÷ æßè óJ÷
âÝïÝæçé àíÝ Ý3 åéàÝßìÝ ãò æ ìãÝ{ ìåÝßà

λ(C)
ð ñäâÝçë áÝãÞ Ýàâåìæç åß ßæàäâÝ ð íæïåßá àíÝ èåÞ Ýßéåãß ãò æ çÝßáàí ð

éäìí àíæà
U = λ(C)tr D

ø ùíåé ìãÝ{ ìåÝßà èÝñ Ýßèé ãß àíÝ Þãâñíãçãáë ãò àíÝ ÝçÝÞ Ýßàæâë ìÝçç
C

ø |êåßá àã
óG ÷ ð êÝ ÝïÝßàäæççë ã.àæåß

Cinj = c φc

êåàí
c = Cc tan ϕinj 2πa2λ(C)

3(1 − φ0)|C|

ót÷

} åàí åß àíÝ òâæÞÝêãâ5 ãò àíÝ æññâã3 åÞ æàåãß åß êíåìí àíÝ ïæâåæàåãß ãò
ϕinj

åé ßÝáçÝìàÝè ð àíÝ æ.ãïÝ âÝéäçà
Ýéàæ. çåéíÝé àíÝ ñâãñãâàåãßæçåàë . ÝàêÝÝß àíÝ ìãíÝéåãß ãò àíÝ áâãäàÝè éæßè æßè àíÝ ïãçäÞ Ý òâæìàåãß ãò àíÝ
ìÝÞ Ýßà ñæéàÝ åßàâãèäìÝè åß àíÝ ñãâÝ éñæìÝ ø |ßìÝ àíÝ Þãâñíãçãáë ãò àíÝ áâæßäçæâ ßÝàêãâ5 åé éñ Ýìå<Ýè ð àíæà
åé ð òãâ æ éñ Ýìå< ì ìíãåìÝ ãò àíÝ ÝçÝÞ Ýßàæâë ìÝçç ð

λ(C)
ìæß .Ý èÝàÝâÞ åßÝè æßè ót÷ ìæß . Ý äéÝè òãâ ñâÝèåìàåßá

àíÝ ìãíÝéåãß áæåßÝè àíâãäáí áâãäàåßá ø
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