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Chapitre 0

Introduction

0.1 Avant-propos

Aussi bien en analyse complexe qu’en géométrie de Cauchy-Riemann, la résolution
de nombreux problemes passe par la compréhension du comportement des courbes ho-
lomorphes dans les variétés complexes. L’interaction entre la géométrie d’une variété et
les propriétés de ces courbes a motivé mon travail : au confluent de l'analyse et de la
géométrie, I’étude des disques analytiques, et plus précisément des disques analytiques
attachés a une sous-variété, constitue le fil directeur de cette these.

Un probleme majeur en analyse complexe est de classifier les domaines de C™ sous 'ac-
tion des biholomorphismes. Si n = 1, le théoréme de représentation conforme de Riemann
affirme que tout domaine simplement connexe de C, distinct de C, est biholomorphique-
ment équivalent au disque unité. Dans le cas multidimensionnel, on sait depuis les travaux
de H. Poincaré [52] que ce théoreme n’admet pas de généralisation directe. En raison de
la rigidité des applications holomorphes de plusieurs variables, ’équivalence biholomorphe
entre domaines est tres rare, ce qui motive la recherche d’invariants associés a un do-
maine, ou plus simplement & son bord. S.S. Chern et J.K. Moser [8] associent par exemple
de fagon unique a toute hypersurface réelle Levi-non-dégénérée une équation “simple” (qui
a d’ailleurs inspiré la méthode de dilatation des coordonnées de S. Pinchuk), ainsi qu’une
famille d’invariants classifiants purement géométriques.

Les disques analytiques sont des invariants naturels des variétés a bord sous ’action
des biholomorphismes, et plus généralement des applications CR. Un disque analytique
dans une variété (presque) complexe M (qu’on appellera, selon les cas, disque holomorphe
ou disque pseudo-holomorphe) est une fonction h continue du disque unité fermé A de C
dans M, (pseudo-)holomorphe dans A. On dira que h est attaché a une sous-variété F si
h(0A) C E. Lorsque E est totalement réelle, les disques attachés & E possédent de nom-
breuses propriétés au bord [9, 10, 46, 47, 37, 34], notamment des propriétés de régularité
dies a une variante du principe de réflexion. De facon générale, les propriétés au bord des
disques analytiques attachés a une sous-variété apparaissent comme un outil essentiel dans
les problemes de prolongement, mais aussi dans la compréhension de la géométrie locale
des variétés presque complexes. L. Lempert [41] a ainsi montré que, dans un domaine D
fortement convexe de C™, les géodésiques pour la métrique de Kobayashi sont exactement
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les disques réguliers, c’est-a-dire ceux qui se relevent en un disque analytique attaché a
la projectivisation du fibré conormal N*(9D). Il y a plusieurs avantages a se restreindre
a la famille des disques réguliers. D’une part, la remarque de S. Webster [62] sur le fibré
conormal d’une hypersurface non dégénérée montre que le relevement est alors attaché a
une sous-variété totalement réelle ; les disques réguliers héritent des propriétés au bord de
leur relevement. D’autre part, sous certaines hypotheses, une hypersurface E est feuilletée
par les bords des disques réguliers qui y sont attachés, ce qui fournit des informations sur
E. Remarquons également que la condition supplémentaire ainsi imposée aux disques est
encore préservée par les biholomorphismes.

En associant a une sous-variété E une paramétrisation des disques réguliers qui y
sont attachés, on construit, au moins localement, une représentation de E sous forme
d’une sous-variété circulaire, appelée indicatrice de Kobayashi. L. Lempert a ainsi in-
troduit un analogue multidimensionnel de 'application de Riemann sous la forme d’un
homéomorphisme entre un domaine fortement convexe et la boule unité. En codimension
supérieure, A. Sukhov et A. Tumanov [58] obtiennent, pour de petites déformations de
53 x 83, un nouvel invariant : 'indicatrice étendue, canoniquement difféomorphe au fibré
conormal. L’application construite commute avec les biholomorphismes, et constitue un
analogue partiel de la représentation circulaire de L. Lempert, 1ié a la structure de contact
du fibré conormal. C’est également la méthode employée, en presque complexe, par B.
Coupet, H. Gaussier et A. Sukhov [14] pour de petites déformations de la sphére munie
de la structure standard : 'existence de suffisamment de disques réguliers dans la boule
permet de définir un analogue local de la représentation circulaire de Lempert, muni de
propriétés similaires de régularité et d’holomorphie le long des feuilles, et qui commute
avec les biholomorphismes. S. Semmes [55] a, quant a lui, introduit la notion de fonction
de Riemann, essentiellement caractérisée par une équation différentielle ; sa construction,
différente de celle de Lempert, fait néanmoins intervenir les disques extrémaux et des
structures symplectiques.

Une deuxieme direction, initiée par E. Bishop [5] (voir aussi le papier de C.D. Hill et
G. Taiani [30]) consiste a utiliser les disques analytiques pour relier le comportement d’une
application définie a l'intérieur d’un domaine D & son comportement au bord. L’idée est
de “remplir” D par U'intérieur de disques analytiques attachés a 0D.

La régularité au bord d’un biholomorphisme (et plus généralement d’une application
holomorphe propre) entre deux domaines bornés strictement pseudoconvexes D et D’ de
C™ a été largement étudiée, et il existe plusieurs approches pour les théorémes de prolonge-
ment au bord. Si n = 1, on sait que toute application conforme entre deux domaines bornés
de C, & bords de classe C™ (m > 1), est de classe ™ jusqu’au bord. Lorsque n > 2, si D
et D" sont & bords de classe C™ (m > 2), toute application holomorphe propre de D dans
D’ se prolonge au bord en une application de classe C™~1/2 De nombreux auteurs ont
contribué a la démonstration de ce théoreme. Le premier résultat est du a G. Henkin [29],
et affirme que I’application se prolonge de fagon 1/2-hélderienne jusqu’au bord si D admet
une fonction définissante globalement plurisousharmonique et si D’ a un bord de classe C?
strictement pseudoconvexe. La démonstration est basée sur des estimées de la métrique de
Carathéodory. En 1974, Ch. Fefferman [19] montre que tout biholomorphisme entre deux
domaines bornés a bords lisses de C™, strictement pseudoconvexes, se prolonge de fagon
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lisse au bord. La preuve originelle est basée sur une analyse fine du comportement au
bord du noyau de Bergman, et de la géométrie des géodésiques de la métrique de Bergman
pour un domaine strictement pseudoconvexe. La preuve a considérablement été simplifiée
par S. Bell et E. Ligocka [3], et différentes nouvelles techniques ont été introduites afin
d’étendre le résultat a une classe plus large de domaines. Citons également S. Pinchuk [50]
et B. Coupet [13] pour la régularité maximale. Pour un tour d’horizon plus détaillé, nous
renvoyons au papier de F. Forstneric¢ [20].

Les disques analytiques permettent de comprendre les phénomenes de prolongement et
de régularité au bord des applications pseudo-holomorphes. L. Lempert [41] a ainsi donné
une preuve géométrique du théoreme de Fefferman lorsque les domaines sont fortement
convexes, basée sur sa théorie du comportement au bord des disques stationnaires pour la
métrique de Kobayashi; A. Tumanov [60] en a également donné une preuve utilisant les
petits disques extrémaux dans le cas strictement pseudoconvexe.

Les récents progres en géométrie symplectique, et notamment le travail fondamental
de M. Gromov [27], ont renforcé l'intérét pour l’analyse dans les variétés presque com-
plexes. On sait (A. Newlander et L. Nirenberg, [44]) qu’une structure presque complexe
n’est génériquement pas intégrable. La question se pose donc de savoir quels résultats de-
meurent ; les objets et outils spécifiques au cas intégrable devront pour cela étre généralisés.
Contrairement aux démonstrations requérant ’emploi du noyau de Bergman, celles utili-
sant des manipulations sur les disques analytiques se transposent assez naturellement au
cas presque complexe. La premieére question qui se pose est celle de 'existence de disques
pseudo-holomorphes dans une variété presque complexe quelconque. Elle a été résolue par
A. Nijenhuis et W. Woolf [45], qui, en considérant les applications pseudo-holomorphes
comme les solutions d’opérateurs elliptiques non linéaires, ont montré qu’en tout point,
dans toute direction, il existe un petit disque pseudo-holomorphe. Le méme type d’ar-
guments permet de relier la régularité du disque dans A a celle de la structure presque
complexe, et conduit & des estimations a priori (J.-C. Sikorav, [56]). Les estimations ob-
tenues sont liées a la fois a la structure presque complexe et a la géométrie de la variété,
comme le montre 'estimation uniforme donnée par L. Lempert dans le cas d’un domaine
fortement convexe [41], et qui met en jeu la courbure et le diametre du domaine.

A P’aide notamment d’estimations sur la “taille” des disques pseudo-holomorphes (plus
précisément, d’estimations de la pseudo-métrique infinitésimale de Kobayashi), B. Coupet,
H. Gaussier et A. Sukhov [15, 22] ont prouvé 'analogue du théoréme de Fefferman en
presque complexe. L’étude de la régularité du biholomorphisme au bord se ramene en
fait a I’étude de la régularité au bord des disques pseudo-holomorphes, c’est-a-dire a un
probleme de régularité elliptique.

0.2 Reésultats

Paramétrisation explicite des disques réguliers

La premiere partie de ce travail (chapitre 1) vise & donner une paramétrisation
explicite des disques réguliers attachés a certaines hypersurfaces réelles. La condition
supplémentaire ainsi imposée aux disques permet de restreindre notre étude a une famille
de disques qui sera (localement, et sous certaines hypotheses) en bijection via 'applica-
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tion h — h(1) avec la sous-variété a laquelle ils sont attachés, sans perdre la propriété
d’invariance par biholomorphisme.

Un calcul simple montre que les disques réguliers centrés en 0 attachés a la sphere
sont exactement les disques linéaires. On cherche tout d’abord a généraliser ce résultat, en
considérant le cas d’une hypersurface réelle M? C C™**! définie dans une boule centrée en
0 par une équation de la forme 0 = p(2) = |20|> + ¢(|21]?, . . ., |2a]?), olt ¢ est de classe C2.
On suppose de plus que M* est fortement convexe, et n’intersecte pas le plan complexe
{20 = 0} : une telle hypersurface sera dite quasi-circulaire. Grace & la forme particuliere
de la fonction p, 'hypothese pour un disque d’étre régulier se traduit par un systéme
d’équations différentielles ordinaires en les modules des composantes du disque sur OA. La
condition de forte convexité permet de résoudre le systeme du premier ordre ainsi obtenu,
et donne :

Théoréme 0.1 Soit MP C C* une hypersurface quasi-circulaire : les disques réguliers
attachés a MP et centrés en 0 sont exactement les disques linéaires ( — A, A € MP.

La propriété d’invariance par biholomorphisme entraine alors :

Corollaire 0.2 Soit D et D' deuz domaines de C" contenant 0, dont les bords sont des
hypersurfaces quasi-circulaires. Tout biholomorphisme F : D — D', fizant 0 et de classe
C' jusqu’au bord, est linéaire.

Remarquons que le théoreme 0.1 donne deux paramétrisations des disques réguliers h
attachés & M? centrés en 0, via h — h(1) et h — h’(0), et donc un difféomorphisme entre
M? et son indicatrice de Kobayashi {h’(0)}. On peut se demander si cette représentation
reste valable lorsque ’on ne suppose plus la stricte convexité de M, mais seulement
son caractere non dégénéré. Le probleme plus général de savoir quand une famille de
disques forme une variété banachique apparait dans de nombreux papiers. Nous suivons
la démarche de [14] (voir aussi [6] et [58]), qui montrent que les disques réguliers forment
un feuilletage (singulier & 'origine) de la boule, et en déduisent un analogue local de la
représentation circulaire de L. Lempert. La méthode consiste a utiliser le critére donné
par J. Globevnik [24] (voir aussi [46]) : étant donnés une sous-variété E et un disque h°
attaché a E, et sous 'hypotheése que certains entiers (les indices partiels) dépendant de
E et h0 soient positifs, les disques analytiques proches de h? attachés & une sous-variété
proche de E forment une famille & x parametres, ou x est I'indice de Maslov de E le long
de RO,

Puisque tout disque régulier h® attaché & une hypersurface @ se releve en un disque
analytique hO attaché au projectivisé P(N*Q) du fibré cornormal de @, on cherche a
appliquer la condition de Globevnik & E = P(N*Q) et hP. Le calcul des indices partiels et
de I'indice de Maslov le long de h° nécessite de réduire une certaine matrice H (iLO (¢)) sous
la forme P({)diag(¢"0,...,¢")Q(¢) sur A, ou H dépend des dérivées a l'ordre 1 et 2
des équations de F, et ou P et @) se prolongent holomorphiquement a A en des matrices
inversibles. La difficulté pour vérifier les hypotheses du critere de Globevnik provenant
essentiellement de la forme des équations de E, on choisit une hypersurface de base
définie de fagon “simple” : ’hyperquadrique {0 = r(z) = Rezg — ¥ZA’2}, ol A est une
matrice hermitienne non dégénérée de taille n. Fixons-nous un point p = (pp,0,...,0) ¢ Q,
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tel que
Repog > 0 (resp. Repy < 0) si A est définie positive (resp. définie négative) : (1)

il existe alors un disque régulier h? attaché & Q et centré en p. Précisément, on montre :

Théoréme 0.3 Soit M = {p = 0} une hypersurface proche (pour la topologie C3) de Q.
L’ensemble des disques réguliers mon constants attachés M et proches de h° forme une
famille a 4n + 3 parametres. Si de plus on exige que les disques h soient centrés en p,
les applications h — h(1) et h — Rh'(0) constituent des difféomorphismes locauz sur leur
image.

Autrement dit, une hypersurface assez proche d’une hyperquadrique est représentée
localement de fagon circulaire par son indicatrice {h’(0)}. En corollaire, on récupere une
propriété locale d’unicité pour les biholomorphismes au voisinage de telles hypersurfaces : si
p = (po,0) ¢ Q et F(p) = (py,0) ¢ Q vérifient la condition (1), la relation de commutation
suivante assure que F' est déterminé par sa différentielle en p :

F: QM) — (M)
h(1) — Foh(1)
! O !

W) AR ().

Disques analytiques en géométrie presque complexe

On se place désormais dans une variété munie d’une structure presque complexe, c’est-
a~dire une variété réelle M munie d’une section J de classe C" de End(T'M) vérifiant
J? = —idry (avec r > 1). Pour qu'une telle structure sur M soit bien définie, il faut que
M soit de classe au moins C"*! : ainsi, la contrainte de régularité imposée aux applications
pseudo-holomorphes viendra de la régularité de .J, et non de celle de M. On peut donc
supposer sans se montrer restrictif que les variétés considérées sont lisses.

Le but est ici d’étendre le théoréeme de Fefferman aux applications pseudo-holomorphes
propres entre domaines strictement pseudoconvexes. On cherche également a préciser le
lien entre la régularité holderienne de ’application au bord et celle des structures presque
complexes, et a donner des estimations au bord pour les normes hélderiennes. Nous suivons
la démarche de B. Coupet, H. Gaussier et A. Sukhov [15, 22|, qui consiste & déduire la
régularité au bord de celle connue pour une famille de disques attachés a une sous-variété
totalement réelle.

L’un des outils est la métrique de Kobayashi : invariante par rapport aux biholo-
morphismes, décroissante sous ’action des applications holomorphes, elle intervient dans
I’étude des propriétés au bord. Les premieres estimations connues sont dies a I. Gra-
ham [25] (voir [43] pour des estimations plus précises) ; des estimées similaires en presque
complexe ont été obtenues dans [21] & partir de la construction de fonctions plurisou-
sharmoniques. De ces estimées découlent des propriétés au bord pour les disques. L’autre
ingrédient essentiel est la méthode de dilatation des coordonnées de S. Pinchuk (voir [50]),
dont le principe est de ramener différents problemes du cas strictement pseudoconvexe
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au cas particulier de la (réalisation non bornée de la) boule. Il s’agit de faire exploser
les domaines source et/ou but de fagon a créer une application limite entre domaines
modeles simples, en les dilatant de fagon anisotrope. Les premieres applications de cette
méthode concernent la preuve du caractere localement biholomorphe d’une application
propre entre domaines strictement pseudoconvexes [49]. La méthode des dilatations inter-
vient également dans I’étude du comportement de la métrique de Kobayashi ou la preuve
du théoreme de Wong-Rosay. En presque complexe, les transformations ainsi opérées sur
les domaines n’ont aucune raison d’étre pseudo-holomorphes, d’oli la nécessité de dilater
simultanément les structures presque complexes : les structures limites sont des structures
modeles, pas nécessairement intégrables. Notons que, uniquement dans le cas n = 2, on
peut normaliser les structures de départ de fagon a obtenir a la limite la structure standard.

Le chapitre 2 rassemble des rappels sur les variétés presque complexes, et établit des
lemmes techniques qui interviendront dans les chapitres suivants. Toutes les notions liées
a I'holomorphie se transposent au cas presque complexe, notamment la forme de Levi,
ce qui permet d’étendre les définitions de domaines strictement pseudoconvexes et de
fonctions plurisousharmoniques. Les minorations obtenues sur la forme de Levi serviront
par la suite & assurer le caractere plurisousharmonique de certaines fonctions. Il s’agit par
ailleurs d’étudier deux cas particuliers de structures presque complexes.

Une structure modeéle sur un ouvert de C,, x C7., est une structure presque complexe

de la forme
(1) J(1
J. B’('z)
J(z) = st , 2

ol Jy désigne la structure complexe standard. La matrice B7(%2) € Ma2,(R) est sup-
posée R-linéaire en x1,...,Zn, Y1, - -, Yn, et la condition d’intégrabilité de J s’exprime de
fagon simple sur ses coefficients [22]. Les structures modéles apparaissent naturellement
comme limites de structures presques complexes dilatées de fagon anisotrope. L’expres-
sion des coefficients du tenseur de Nijenhuis donne des informations supplémentaires sur la
structure dans le cas ou celle-ci n’est pas intégrable (voir [38]). Grace aux renseignements
qui en découlent sur la forme des applications pseudo-holomorphes, on calcule la valeur
de la dérivée dans la direction “normale” de la fonction limite obtenue par la méthode des
dilatations.

L’autre cas particulier est celui des petites déformations de la structure standard.
Deux lemmes (I'un pour une sous-variété totalement réelle maximale E, 'autre pour le
relevement au fibré cotangent) permettent, par des changements de cartes appropriés, de se
ramener localement a la situation ||J —Js|| < €. On parlera alors de cartes (g, E)-adaptées,
et les normes des applications seront prises a travers de telles cartes. Les structures presque
complexes proches de la structure standard montrent leur intérét lors de ’étude de pro-
priétés stables par petites perturbations, comme la stricte plurisousharmonicité.

Le chapitre 3 est consacré a I’étude de la régularité au bord pour des disques ana-
lytiques attachés a une sous-variété totalement réelle. E. Chirka [9] a prouvé que, si la
sous-variété est de classe C", les disques attachés sont de classe C"~°. Dans le cas presque
complexe, lorsque la structure est lisse, les disques sont lisses [15]. Il s’agit ici de donner
une version qualitative des résultats de [15], en déterminant, lorsque la structure complexe
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est seulement supposée de classe C", la régularité des disques ainsi que des estimations a
priori explicites au bord. A partir de la construction de fonctions plurisousharmoniques,
on récupere une estimation explicite de la pseudo-métrique infinitésimale de Kobayashi, et
par conséquent la régularité 1/2-holderienne au bord, ainsi qu’une majoration de la norme
associée.

L’obtention de plus de régularité est basée sur une variante du principe de réflexion.
L’idée, comme dans [22], est de “symétriser” les disques par rapport a la partie du bord
attachée a la sous-variété totalement réelle, de facon a obtenir un nouveau disque vérifiant
une équation de pseudo-holomorphie sur A tout entier. A partir de cette équation el-
liptique, et partant de la régularité 1/2-holderienne, on récupere automatiquement une
régularité d’ordre supérieur en réinjectant a chaque étape dans 1’équation de pseudo-
holomorphie la régularité obtenue a 1’étape précédente. Les estimations découlent elles
aussi de cette équation elliptique (voir [56]). Plus précisément, on établit :

Théoréme 0.4 Soit k > 1 un entier, 0 < a < 1, (M, J) une variété presque compleze, ot
J est de classe CFT%, et E une sous-variété totalement réelle mazimale. Toute application h
continue du demi-disque supérieur ATU]—1;1[ dans M, J-holomorphe sur A" et envoyant
le diamétre dans E est localement de classe CF+/2 sur ATU] — 1;1].
De plus, pour tout compact K inclus dans ATU] — 1;1], on a alors :

[l

Ak

Ve e K, |0 — () < c) Pl e o

ﬁ

c(K)

N

On désigne ici par )\}J; la plus petite valeur propre de la forme de Levi pour la structure
presque complexe z,J de la fonction (1,...,%n, Y1, -, Yn) — ¥>+...+y2. En référence a
son interprétation géométrique, on appellera )\é la J-courbure minimale de E. Remarquons
que Pestimation donnée dans [41] faisait déja intervenir la courbure du domaine.

Ce théoreme s’applique a I’étude d’une application pseudo-holomorphe le long de I'aréte
d’un wedge, et permettra dans le chapitre suivant d’obtenir plus de régularité au bord pour
une application pseudo-holomorphe propre.

et ||hller+arzaey < e(r; K)l|hlloo | 14

Le chapitre 4 traite du probleme du prolongement au bord d’une application pseudo-
holomorphe propre F : D — D’ (c’est-a-dire telle que I'image réciproque de tout compact
inclus dans D’ soit un compact) entre deux domaines strictement pseudoconvexes. Les
applications holomorphes propres ont longuement été étudiées (voir par exemple [54] pour
les résultats classiques). La plupart des démonstrations mettent en jeu des arguments non
transposables tels quels au cas pseudo-holomorphe, comme 1’holomorphie du jacobien, ou
le fait qu’'un ensemble analytique compact soit nécessairement fini. La premiere difficulté
est donc de contourner ces arguments, de facon a obtenir la surjectivité de 'application
pseudo-holomorphe propre, ainsi que la densité de ses valeurs régulieres. Cela passe par
des arguments de théorie du degré, mais utilise également le théoreme de A. Nijenhuis et
W. Woolf sur 'existence de petits disques pseudo-holomorphes dans une variété presque
complexe en tout point et dans toute direction. Comme dans le cas biholomorphe, la
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démonstration du prolongement 1/2-hdlderien au bord se rameéne, grace aux estimées de
la métrique de Kobayashi, a prouver que F' conserve les distances au bord.

La différence avec le cas biholomorphe est évidemment ’existence de points critiques.
On sait que toute application holomorphe propre de A dans lui-méme est un produit fini de
Blaschke ; une auto-application holomorphe propre de la boule unité de C™, n > 2, est un
biholomorphisme d’apres le théoreme d’Alexander [1]. Toujours dans le cas n > 2, S. Pin-
chuk a montré [48, 49] qu’une application holomorphe propre entre deux domaines bornés
de C", strictement pseudoconvexes & bords de classe C? est localement biholomorphe. Nous
prouvons qu’en presque complexe, ce résultat reste vrai pres du bord :

Théoréme 0.5 Soit D et D' deux domaines bornés strictement pseudoconvexes de variétés
presque complexes (M, J) et (M',J') orientées de méme dimension, définis respectivement
par p < 0 et p' <0 ot p et p' sont deuz fonctions strictement plurisousharmoniques de
classe C?.

Si F' est une application pseudo-holomorphe propre de D dans D', alors lim(%lll)f |Jac,F'| > 0.
p*)
En particulier, l’ensemble des points critiques de F est un compact inclus dans D.

On démontre cette propriété essentielle, qui permet, localement prés du bord, de se rame-
ner a étudier le cas biholomorphe traité dans [22], grace a la méthode de dilatation des
coordonnées adaptée au cas presque complexe.

Afin d’obtenir le caractere C! du prolongement, on distingue le cas ol les structures
presque complexes limites sont intégrables, et le cas non intégrable dans lequel on utilise
I’étude faite au chapitre 2 des applications pseudo-holomorphes entre domaines modeles.
Enfin, la régularité plus précise du prolongement, ainsi qu’une estimation explicite des
normes holderiennes de F' au bord, découlent des résultats du chapitre 3 :

Théoréme 0.6 Soit k, k' > 1 des entiers et 0 < a,a’ < 1. On se place sous les hypothéses
du théoréme 0.5, en supposant de plus J (resp. J') de classe C** (resp. Ck/’a/) et p (resp.
p') de classe CFTHe (resp. CF+1"),

Toute application pseudo-holomorphe propre de D dans D' se prolonge en une application
de classe C° de D dans D', ot s = min (k — 1+ o/2, k' + o/ /2), et

c/

I\Fxd
)\N*M’

1Eles-1(p) < e(s)I(F, (dF) ™o [ 1+
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Chapitre 1

Etude des disques holomorphes
réguliers

De nombreuses questions géométriques en analyse complexe se ramenent a 1’étude des
disques holomorphes. Un disque holomorphe (ou analytique) attaché a une hypersurface
réelle M est une fonction A holomorphe du disque unité A de C dans C™, continue jusqu’au
bord, et telle que h(0A) C M. Il est dit régulier s’il existe un relevement méromorphe h*
de h au fibré cotangent T*C", avec au plus un pole d’ordre 1 en 0, tel que I'image h*(0A)
soit incluse dans le fibré conormal N*M privé de la section nulle. Quitte & projectiviser
les fibres de N*M, ces relevements deviennent holomorphes.

Les disques réguliers centrés en 0 et attachés a la sphere sont exactement les disques
linéaires. Le théoreme 1.5 généralise ce résultat pour une hypersurface quasi-circulaire M?,
c’est-a-dire fortement convexe et définie dans une boule centrée en 0 par une équation de
la forme

0= p(2) = |20 + d(l21?, ..., |2a]?)

oil ¢ est de classe C2, et n’intersectant pas le plan complexe {zy = 0}. Lorsque ’on ne sup-
pose plus la forte convexité de M mais seulement son caractere non dégénéré, on obtient,
sous certaines hypotheses, une paramétrisation des disques réguliers. La méthode (voir
[58, 14]) consiste & considérer une hypersurface “simple”, pour laquelle on sait déterminer
explicitement les disques réguliers et calculer les indices partiels, puis a étendre les résultats
ainsi obtenus a des hypersurfaces proches a l’aide du théoreme de Globevnik [24].

Dans la section 1, on rappelle les définitions, et 1’on introduit a partir d’un exemple
simple les techniques qui seront développées dans le cas quasi-circulaire. Le théoreme 1.5
est prouvé dans la deuxieme section, ainsi que le cas particulier du théoreme d’unicité de
Cartan qui en découle. La section 3 traite du cas non dégénéré, et contient la démonstration
du théoreme 1.24, affirmant que les disques réguliers attachés & une petite déformation
d’une hyperquadrique non dégénérée dans C"*! forment une famille & 4n 4 3 parametres.
En corollaire, on récupeére une propriété locale d’unicité pour les biholomorphismes au
voisinage de telles hypersurfaces (théoreme 1.26).

9
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1.1 Préliminaires

Définition Un disque holomorphe h est une fonction continue A dans C", holomorphe
dans A. Si M est une sous-variété de C", on dira que h est attaché & M si h(0A) C M.

Les disques holomorphes attachés a une sous-variété totalement réelle maximale possedent
des propriétés particulieres, notamment de régularité au bord par le biais d’une variante
du principe de réflexion. Pour se ramener a ce cas de figure, on introduit la notion de fibré
conormal, dont la fibre en un point p € M est 'ensemble des (1,0)-formes sur TC"™ dont
la partie réelle s’annule sur I'espace tangent 1), M :

N;M = {gb S T;(Cn/ Re¢|TpM = 0}

Si M une hypersurface réelle de C", et p une fonction définissante de M (c’est-a-dire telle
que M = {p = 0} et dp ne s’annule pas sur M), les fibres de N*M sont des droites (réelles)
dirigées par O0p.

Définition Un disque holomorphe attaché a M est régulier s’il existe un rélevement
méromorphe (h,h*) de h au fibré cotangent T*C"™, ayant au plus un péle d’ordre 1 en 0,

et tel que
V¢ € A, h*(C) € N;;(OM \ {0}.

Un tel relevement de h est dit régulier.

Remarque 1.1 Dans la suite, ’expression “relevement régulier de h” désignera selon les
cas (h,h*), ou h* par abus de notation.

On exige donc que I'image h*(OA) soit incluse dans le fibré conormal N*M privé de la
section nulle. En termes de coordonnées, cela se traduit par 'existence d’une fonction
continue ¢ : JA — R* telle que h*(¢) = c(¢)Ipp () pour tout ¢ € A, ou la fonction
¢ Ce(¢ )Opn(c) se prolonge holomorphiquement a A.

Bien qu’on impose ainsi une condition supplémentaire aux disques attachés a M, la
propriété d’invariance par biholomorphisme est préservée :

Lemme 1.2 Soit h un disque régulier attaché a une hypersurface réelle M et F' un biho-

lomorphisme dans un voisinage de h(A), qui envoie un voisinage dans M de h(OA) dans
une sous-variété M'. Alors F o h est un disque régulier attaché a M’.

Preuve
Le disque holomorphe h:= F o h est attaché & M’. Montrons que si h* est un relevement
régulier de h, alors h* := h*(0F,) "' est un relevement régulier de h. La fonction (h* est
holomorphe dans A, continue jusqu’au bord, donc (h* aussi. De plus, on sait qu’il existe
une ;(Zlction continue ¢ : 0A — R* telle que h|*6 A = € X Opy; par conséquent, pour tout
¢ e :

R*(¢) = K (Q0Fy ¢y = c(Q0pp-1 ey (OF ) " = e(Q)d(po F Yy,

oll po F~! est une fonction définissante de M’. Ainsi, pour tout ¢ € 9A, B*(C) € N}i:(o]\/[’,

et par construction h* ne s’annule pas sur OA.
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Le premier exemple d’hypersurface pour laquelle les disques réguliers sont explicitables
est le suivant :

Proposition 1.3 Soit Q Uhypersurface donnée par ’équation a = Z” a; jZizj, 0l a une
constante non nulle et ot la matrice A = (a; ;) est hermitienne non dégénérée. Les disques

réguliers attachés a Q et centrés en 0 sont exactement les ( — A(, A € Q.

Preuve
Supposons d’abord que la matrice A est diagonale & coefficients égaux a 1 ou —1 : Q est
donnée par 'équation 0 = r(z) = Y1 | &;|zi[*—a, ot g; € {—1;1}. Soit h = (hq,...,h,) un

disque régulier attaché a Q tel que h(0) = 0. Il existe une fonction continue ¢ : 0A — R*
telle que Ccdry, se prolonge holomorphiquement & A. Puisque h s’annule en 0, pour tout

j la fonction
h;

<

se prolonge holomorphiquement a A. Comme elle est a valeurs réelles sur 9A, elle est
constante :

or
(a—zjoh h; - ca—zjoh—ejc\h ;2

Vi, 3u; € R/ V¢ € 0A, ¢(Q)|hi (> = .

Soit j tel que h;/¢ s’annule dans A. Alors i = 0, et en notant g; le prolongement
holomorphe a A de (c(()%(h(()) : %] -g; = 0 sur A, donc d’apres le principe des zéros
isolés, soit h; = 0, soit g; = 0. Or par hypothese g; # 0 puisque la fonction c est a valeurs
dans R*, ce qui force h; a étre identiquement nulle.

Le disque h étant attaché a Q, et 0 ¢ Q, il existe k tel que hy soit non identique-

ment nulle et d’apres le raisonnement précédent hy/¢ ne s’annule pas dans A. Puisque
= c(O)|he(C)|? sur OA, on a py, # 0 :

; (2=t _H 2

Comme h est attaché a Q :

V¢ € A, a-ZsAh ( “Z€1>|hk 2.

=1

La fonction hy est de module constant sur A, et par conséquent tous les |h;| sont constants
sur JA. Or une fonction continue de A dans C, holomorphe dans A et de module constant

sur 0A, est de la forme ¢ — )\CdH

T fc ol les a; sont les zéros non nuls de la
fonction : pour tout j, ou bien h; = O, ou bien h;(¢) = A\;¢. En particulier, A = h(1) € Q.
Réciproquement, soit A € Q et h({) = A : h est un disque holomorphe attaché & Q, et
h* = (h%,...,h%) défini par h*(¢) = A coincide avec Ory, sur DA et fournit un relévement
régulier de h.
Dans le cas général ot A est non dégénérée, considérons une matrice P € GL,(C) telle
que A= 'PDP, ou D = diag(1,...,1,—1,...,—1). L’application

(h,h*) — (Ph,h*P™1)
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est une bijection de I’ensemble des relevements réguliers de disques réguliers centrés en 0
et attachés a Q sur 'ensemble des relevements réguliers de disques réguliers centrés en 0
et attachés & 'hypersurface {a = Y &;]2|?}. De plus cette bijection transforme les disques
linéaires en les disques linéaires, ce qui termine la preuve. O

1.2 Cas quasi-circulaire

Soit € une boule centrée en 0, et M? C C™*! une hypersurface réelle définie dans €
par une équation de la forme 0 = p(z) = |z0]? + ¢(|21]%, ..., |zn|?) ol ¢ est de classe C?,
telle que MP N {z) = 0} =0 (ce qui force ¢(0) # 0). On dira que M? est quasi-circulaire
si de plus MP* est fortement convexe, c’est-a-dire si la restriction de la forme hermitienne

2
ik ang%ijk au fibré tangent de M?” est définie positive (voir [35] pour les différentes

notions de convexité et les liens entre celles-ci).

1.2.1 Les disques réguliers sont les disques linéaires

Commencons par donner une caractérisation des disques réguliers attachés a une hy-
persurface quasi-circulaire.

Lemme 1.4 Soit M* C Q une hypersurface quasi-circulaire et h : A — Q un disque
holomorphe centré en 0 attaché a MP. Alors h est régulier si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

- 0
i. pour tout j > 0 tel que h;/¢ s’annule dans A, B h =0,
9z A
g . Op op
W a, e i € R/ Vj, V¢ € 0A, h](C)ai 0 h(C) = Mjh(](g)i 0 h(C)
2; 0z

De plus, les relevements réguliers de h sont exactement de la forme a X h*, ot o € R* et
B — (& Ln)
e )

Preuve
e Soit h un disque holomorphe centré en 0 et attaché a M?, et h* = ¢- Jpp, un relevement
régulier de h, ou ¢ : A — R* est continue et ou la fonction

¢ Gl () = ()

se prolonge holomorphiquement & A. Par hypothese, p(z) = |z0|2+¢(|z1|%, . . ., |2a|?), donc
pour tout j la fonction z; x % est a valeurs réelles. En particulier,

c<<>hj<c>§jj<h<<>> R

= (hj(€)/C) x (Ch*(C))

se prolonge holomorphiquement & A puisque h(0) = 0. Ainsi la fonction hjh;f est holo-
morphe dans A, & valeurs réelles au bord donc constante :

Vi, 35 € R/ VC € A, hy(QOR}(Q) = 4. (1)

V¢ € 9A, hi(Q)h;(<)
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Soit j tel que h;/¢ s’annule dans A. Vu (1.1), u; = 0, ce qui entraine :

op 1

V¢ € 0A, hj(C) x T%(h(@) =—==0. (1.2)

- Sij=0: g—g)(h) ho, donc hq est identiquement nulle sur A et g—;(h(g)) =0.
~Sij>1: (%’;(h) = h; a¢(\h1|2 - [hn)?), done & ¢ fixé, (1.2) équivaut & |h;(¢)]? =
ou —(!hl( O, ..., |ha(C ( )I2) = 0, et dans les deux cas gp (h)(¢) = 0.
Par hypothese, hg x g—g)(h) = |ho(¢)|? ne s’annule pas sur M?, et d’apres (1.1) :

V(¢ € 0A, ¢(¢) = VL()'L(LW avec fi, # 0.

Par conséquent,

1 b % 22 ey = o)

ce qui donne ii. en posant ji; = 7/ uq.

e Réciproquement, soit h un disque holomorphe centré en 0 et attaché a M?P vérifiant
les conditions i) et ii). Posons pour tout j, h; = 0 si % o h est identiquement nulle
sur OA, et hj = p; /h; sinon. Vérifions que h* est un relevement régulier de h : sur 0A,
h*(¢) = ¢(C) gg(h(()), ot ¢ est définie sur A par ¢(¢) = |ho(¢)|* € R*. De plus soit Ch3(C)

L o 1
est identiquement nulle, soit (h}(¢) = ———=
’ (hi(€)/<)

puisque h;/¢ ne s’annule pas. Ainsi h* est un relevement régulier de h. O

, qui se prolonge holomorphiquement a A

Remarquons que les disques linéaires attachés a une hypersurface quasi-circulaire M?”
vérifient les deux conditions du lemme 1.4 : en effet, posons h(¢) = A(, A € M. Si h;/(
s’annule dans A, A\; = 0 et donc pour tous ( € 0A et j > 1,

o - 8
Tj(h(C)) =\ X 0 (|>\1|2 LAl =
j

et de méme, si j =0 : aZO L (h(¢)) = |Ao|?> = 0. De plus, on a pour tout ¢ € IA :

dp
0z

RV
Rof2

1) 22 (h()) = N2 ggiw%...,m ) = <|A1|2 ) RO

Ainsi, les disque linéaires attachés a M sont réguliers. Ce sont les seuls :

Théoréme 1.5 Soit Q une boule centrée en 0, et MP C Q une hypersurface quasi-
circulaire. Les disques réquliers attachés a MP et centrés en 0 sont exactement les disques
linéaires { — A, A € MP.
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Preuve
On suppose que h est un disque régulier attaché a M? et centré en 0. Pour 5 > 1, on pose

X;(0) = |hj(e)?, Xo=(X1,...,Xp).

Puisque h est holomorphe, X; est soit différent de 0 presque partout, soit identiquement
nul. En particulier Xy ne s’annule pas, et quitte a réindexer on peut supposer que X; est
identiquement nul si et seulement si 7 + 1 < j < n (avec par convention r = n si aucun
X, n’est identiquement nul).

Sir =0,h = (hoO0,...,0) et pour tout ¢ € A, 0 = |ho(¢)|> + ¢(0) avec ¢(0) # 0
puisque MP est quasi-circulaire. Ainsi le module de hg est constant non nul sur le bord :
ho est un produit de Blaschke, et comme hg/¢ ne s’annule pas dans A, nécessairement
h(¢) = A{, A € M. Dans la suite, on suppose donc r > 1. On utilisera le résultat suivant :

Lemme 1.6 Soit 2 € M* et x = (|20|%,74), 0 2o = (|21/%, ..., |20|?). On suppose qu’il
. o 82
efzster >1tel quexy,...,z, #0 et xpp1 = ... =x, =0. Posons ¢; := B—J‘i, Gij = ﬁ

e

Sij(@) := dij(za)mizy + i j0j(xa)z; ,  Rij(x) = dij(a)wi + 0ijdj(2a)-
La matrice S = (S; j)1<ij<r est symétrique définie positive ; en particulier,
Vi<j<nr, qu’j(.fa)xj + gf)j(IEa) > 0. (]_3)
La matrice R = (R; j)1<i j<r est inversible et pour tous 1 <i,j <r, (R71);; = 2;(S71); ;.

Preuve du lemme 1.6
Un élément 2’ € C"*! est dans I'espace tangent T, (M?) si et seulement si

_ =~ 9¢ _
dp.(2) =0=Re | 2oz} + ; a—%(xa)zjzg

En particulier, pour tout ¢t = (to,...,t,) € R" (itgzg,...,itnz,) € To(MP) et I'hy-
pothese de forte convexité implique que

?p )
Z W(”ﬂj)(ltkzk) >0
gk ATE

et vaut 0 si et seulement si pour tout j, t;z; = 0, c’est-a-dire t; = ... =t, = 0. Or

?p — .
Z m(”ﬂg)(”kzk)

n n
= ol + D Sinlwa)zizk(itiz) (itkz) + Y dj(wa)tjzit;z

Gk=1 j=1
' T
= Bl + Y djkl@a)zzrtits + Y ¢j(xa)ait]
Jk=1 j=1

= q(to, ce ,tr).
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La forme quadratique ¢ est donc définie positive, et la matrice S est symétrique définie
positive. En particulier ses éléments diagonaux sont strictement positifs, et comme par
hypothese les x; sont strictement positifs, on obtient (1.3).

La matrice R étant obtenue en divisant la jéme colonne de S par x; > 0, elle est également
inversible. De plus

a = R_lb < Vi, ZRi,jaj = bz < Vi, ZSZ'J(I]'/:L‘]' = bz s (al, Ceey CLT> = S_lb,

x1 s
J J

d’ou la conclusion. O

Retournons a la démonstration du théoreme 1.5. Puisque M?” est fortement convexe,
on sait d’apres [41] (ou [9], en utilisant que la forte convexité implique la stricte pseudo-
convexité et donc le caractere totalement réel du fibré conormal privé de la section nulle)
quun disque régulier h attaché & M? est de classe C' jusqu’au bord. Par conséquent, les
fonctions X introduites précédemment sont également sont de classe C'. Soit I ’ensemble
de mesure nulle défini comme suit :

I:={0€0;2x]/ 31 <i<r, X;0) =0}
La matrice R(X (0)) est inversible des que § ¢ I. Pour 1 < j < r fixé :

du; e R/ hj@ o h = pj|ho|?® sur A
8zj
9¢
<~ H,uj S R/ Xj X 7(Xa) = ,LL]'XO
8.%‘]'
X; 09
— X —(X,) =cst
= X X 8xj( ) = cste

— (le'gbj(Xa) + X x ZQSI,](XCV)X7{> Xo — X(,)ngbj(Xa) =0

i=1
X1(0)
= V&I, Xo(0) x |R(X(0))- : = X0(0)X;(0)$;(Xa(0))
x10) /|,
par densité. Par conséquent, la condition ii. du lemme 1.4 équivaut a
X1(0) X1(0)91(Xa(9))
VO ¢ 1, : = Xp(0) x R(X(6))™ : (1.4)
X(0) X (0)r(Xa(0))

Puisque le disque h est attaché a M*, Xo + ¢(Xo) =0 et donc 0 = X+ >0 ¢;(Xa)X].
Remplagons les X j’ par l'expression donnée par (1.4) :

0 = Xp|14 Y ¢(Xa)(R(X));pXpdk(Xa) | sur [0;27]\ 1
k=1

= X)|1+ Z [0 (Xa) X1(S(X)™ 1)k [0k(Xa) Xk d’apres le lemme 1.6.
k=1
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La matrice S(X) étant définie positive, on obtient que X|) est identiquement nul, et
vu (1.4) tous les X sont identiquement nuls. Ainsi pour tout j, |h;| est constant sur JA.

Notons z; = |hj| = ‘Xj\aA" On sait déja que ho/¢ ne s’annule pas dans A, d’out hg est
linéaire.
Il reste & montrer que h;/¢ ne s’annule pas sur A pour 1 < j < r. Pour cela, il suffit de

voir que aa%(:ca) # 0 : en effet, on aura alors que g—zpj oh= Bj(%i(a;a) sur OA ne s’annule

pas, et donc h;/( ne s’annule pas dans A toujours d’apres le lemme 1.4.
Pour t € [0;z;], posons x4 (t) = (z1,...,2j-1,t,Tj41,...,%n) € Qet P;(t) =tx %(wa(t)).
Alors

2
(1) = ¢ (aafj(xa(t)) Tt g;g(xa(t))>

est le coefficient (7, j) de la matrice S(z1,...,2j-1,t,Zj41,..., %), strictement positif des
que t > 0 d’apres (1.3). Ainsi ®; est strictement croissante sur [0; z;]; or ®;(0) = 0, donc
pour tout t €]0;z;], ®;(¢) > 0, autrement dit %(ma(t)) > 0. En particulier, avec t = z;,
on obtient le résultat voulu. g

1.2.2 Un cas particulier du théoreme d’unicité de Cartan

Le théoreme 1.5, combiné avec la propriété d’invariance des disques réguliers sous
I'action d’un biholomorphisme, donne un résultat d’unicité pour les biholomorphismes.

Corollaire 1.7 Soit D et D' deux domaines de C™ contenant 0, dont les bords sont des
hypersurfaces quasi-circulaires. Tout biholomorphisme F : D — D', fizant 0 et de classe
C! jusqu’au bord, est linéaire.

Preuve

Puisque M est par hypothese fortement convexe, a fortiori strictement pseudoconvexe, les
disques holomorphes attachés & M et centrés en 0 sont complétement contenus dans D.
Le biholomorphisme F' échange donc les disques réguliers attachés a M centrés en 0 et les
disques réguliers attachés a M’ centrés en O :

VAE M, V¢CeA, FIX)=MN¢

ou N = F(\) € M'. On en déduit que F est linéaire, déterminée de fagon unique par sa
différentielle en 0. g

1.3 Cas non-dégénéré

Considérons I'hyperquadrique Q@ C C**! définie sur un ouvert Q > 0 par

n
0=r(z) = Rezp — g a; jZi%j,
ij=1

ou la matrice A = (a;;)s,; est hermitienne non dégénérée.
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1.3.1 Disques réguliers attachés a une hyperquadrique @

Proposition 1.8 Les disques réguliers attachés a Q@ sont exactement de la forme

¢ AW 14 al ¢ >

+ 2yp, v +w

_ t- t—
h(C)_<”A“+2”A“’1—ag 1—Ja2 1—al 1—al

ot v,w € C", yo € R, a € A sont quelconques.
De plus h* est un relevement régulier de h si et seulement si il existe b € R* tel que

v AV} (0 = 7 (i O et X (12~ RaldA),

En particulier, h et h* se prolongent dans un voisinage de A.

Remarque 1.9 Un disque régulier h attaché a @, centré en un point p = (pp,0,...,0) est
de la forme

B WAw 1+4+al . ¢
h(c) = <1— la|? 1 —al +Zy0’w1—ag>'

Preuve
Condition nécessaire

On suppose que h possede un relevement régulier hA* :

. or =
VC € 9A, 1(C) = c(Q) x 5~ 0 h(C) = e(C) x (1/2, = "ha(C) - A) (1.5)
ou ¢ : A — R* est continue, et (¢/2 se prolonge holomorphiquement a A. Autrement dit,
il existe une fonction ¢ holomorphe dans A, continue sur A telle que pour tout ¢ € 9A,
c(¢) = ¢(¢)/¢ € R*. Or dans L%(0A),

e(CQ) = Zﬂin + @1+ o

n>1

Lo =2 4 o1+ Y pagaCn =
; ¢ 2

Y=

(ou @, désigne le nieme coefficient de Fourier de ¢). Ainsi, par identification, ¢(() est de
la forme a + b¢ + a¢?, et )
V¢ € 0A, ¢(¢) = al + b+ ac. (1.6)

e Premier cas : a = 0 (et donc b # 0).

Autrement dit, pour tout ¢ € dA, h*(¢) = b x (1/2, —ha(C) - A). Puisque par hypothese,
h* a au plus un pole d’ordre 1 en 0, ¢ x ha(C) - A est holomorphe ce qui équivaut & Che
holomorphe dans A, c¢’est-a-dire h,, affine : Jv,w € C"/ ho(() = v+ (w. Comme le disque
h est attaché a @ :

Ve € DA, %(ho(g) +To(0)) = WA + twAWCE + i Av + ¢ '5Aw = d+ & + eC (d € R),
et

—1 R R +o00 R ~

> ¢M(ho), /2 + Re(ho)g + Y ¢"(ho),, /2 = d + & + eC.

—00 n=1
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En identifiant, on récupere hg affine a constante imaginaire pure pres.

e Deuxieéme cas : a # 0.

Notons a1 et ag les deux racines de a+ b¢ 4+ a¢2. Elles ne sont pas de module 1 puisque h*
ne s’annule pas sur A, et |ajag| = |a/al = 1 : supposons par exemple 0 < |a1| < 1 < |az|.
La fonction (h* se prolonge holomorphiquement & A si et seulement si

¢ (a+0¢ +ac®) ha(C)

se prolonge holomorphiquement & A. Décomposons h,, dans L2(0A) : ha(¢) = Z:(D) HCF,
oun H, e C":

—+o0
(a+bC+ac®) ha(Q) = (a+b(+ac®) > H™
k=0

“+oo
= > (aHg +bHyq1 + aHpy2)¢ " + (bHo + aH1 )¢ + aHoC?,
k=0

qui se prolonge holomorphiquement a A si et seulement si
Vk > 1, aHy + bHy 1 + aHy o = 0. (1.7)

C’est une récurrence linéaire d’ordre 2 dont ’équation caractéristique a deux racines dis-
tinctes a1 et ao, donc il existe V., W € C" ne dépendant que de Hy et Hy tels que

Vk > 1, H, =ai 'V +as~'w.

La fonction h; étant holomorphe dans le disque unité, la série Z(vjdlffl + wj(_zg*l)gbk
converge dans A, et a donc un rayon de convergence supérieur ou égal a 1. En posant

d?c = vjc_l’ffl + wjdgfl, on a

J —k+1 _k+1
diyp  viay +wjast
j - k -k
di, 4 vjay +wjay
&
et 0 < |ai| <1 < |ag|. Sl existe j tel que w; # 0, alors % Mot ay donc le rayon de
— 400
k+1
convergence vaut 1/|as| < 1, ce qui est faux : d’ot W = 0.
&’
Sivj # 0, % = a; et la série a un rayon de convergence égal a 1/|ai| > 1;si v; =0, la
k+1
série a un rayon de convergence infini.
Ainsi Hy = ho(0), Hy = h.,(0) et
+oo
ha(Q) = Ho+ Hy x ¢ _(a{)". (1.8)

k=0

Comme a; et az ne sont pas de module 1, nécessairement b # 0 (sinon, a; et ag seraient
racines de a + a¢?). Quitte & multiplier A* par 1/b, ce qui ne change pas le fait que ce
soit un rélevement régulier, on peut supposer b = 1 : I’équation caractéristique devient
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a+ ¢ 4 a¢? = 0. Les autres relevements réguliers seront obtenus par multiplication par
une constante non nulle. Il reste a exprimer a a ’aide de a;.
Si 1 —4]a|?® <0, les deux racines sont

1 +4iy/4]a? — 1 _ —1—iy/4la]? — 1

a a
! 2a ? 2a ’
et si 1 — 4]a|?> = 0, I'équation a une racine double : dans les deux cas, |a1| = |as|, ce qui
est impossible.
—1+4 /1 —4|al? ,
Par conséquent 1 — 4|a|? > 0 et a; = * 5 o . En notant a = |ale®?,
a
ay = *].‘i“ 1*4\a|26i9: 1*\/1*4‘a|2€i(9+ﬂ,)
2|al 2|al ’

d’out Arg(a) = Arg(ai) — 7 et

1—+/1—4|al?
lai| = —|| & 1 —2|d||ar] = /1 — 4]al?

2|al
& a| < 1/2|a1] et 1 — 4|al|ar| + 4|a*|a1]? = 1 — 4|a|?

laz]
& =——
b =1 PAE

. ; all  —a; —ay
car a # 0 et 0 < |aq| < 1. Autrement dit, a = |a e = | = .
7 o] o 1+ a1|? |a1] 1+ ]as)?

Condition suffisante
Réciproquement, on suppose que h est donné comme dans (1.8) par

+o0o
ha(¢) = Ho+ Hi x (Y _(@)¥, oufai| <1,
k=0

et hg est déterminé de fagcon unique a constante imaginaire pure pres de sorte que h soit
attaché & Q. Si a; = 0, h, est affine, et les expressions (1.5) et (1.6) montrent que h est
régulier et donnent ses relevements réguliers.

Supposons donc 0 < |a1| < 1, et posons ¢(¢) = _1+CIL7;1\25 +1- H‘?WC : alors h* défini
comme dans (1.5) est I'unique relevement régulier de h & constante réelle non nulle mul-
tiplicative pres. O

Proposition 1.10 L’application ® : (yo,v,w,a) — h est un difféomorphisme de classe
C® de RxC" x (C"\{0}) x A sur l’ensemble des disques réguliers non constants attachés
a Q. Sa réciproque est donnée par

®~" s b (Tm (ho(0)), ha(0), 7, (0), [4(1) — i64(i)) (1.9)
oy IO | ) 1
W) =""4 (Hha(—o—ha(muz ||ha<<>—ha<o>\|2>'

Preuve

Par construction, 'application ® est de classe C* pour la topologie induite par C*(9A)"+!
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et surjective. De plus si h = ®(yo,v,w,a), alors pour tout ¢ € A, yo = Im (hy(0)) et
ha(Q) =v+w [( Zzga (a()k] : P'unicité du développement en série entiere montre que ®
est injective.

On remarque que si h = ®(yo, v, w, a), alors pour tout { € 9A,

2
— 1 —2Re (Ca) + a2,

RO ’1 —aC
NGEIC A

d’ot1 I'expression de 1. Pour montrer que ®~! est de classe C*, il suffit de vérifier que

les applications linéaires h — hy(0) et h +— h. (0) sont continues sur C*(A) N H(A). Or

pour h € C*(A)N H(A),

1

2mi

1
[ o€ de] < ool < [l
oA Q

d’on le résultat avec k = 1 (resp. 2) pour hs(0) (resp. k., (0)).

Il reste & montrer que ® est une submersion. Comme 'image de d® est de dimension
finie en tout point, elle admet en tout point un supplémentaire topologique ; il suffit donc
de montrer qu’en tout point (yo,v,w,a) € RxC" x (C"\{0}) x A, d®(y, 4.w,q) €st injective.
Soit (yy,v',w’,a") € Rx C" x C" x C tel que d®(y, 4.u,q) (¥, V', w',a’) = 0. En développant
selon les différentielles partielles, il vient :

0= dyo@(yo,v,w,a)yé + dvq)(yo,v,w@)vl 4 dw(ID(yO,vvw,a)w’ 4 daq)(yo,v,w,a)al'
Les n derniéres composantes de cette égalité donnent

VCe A, v+ ¢ +w ¢ a.
1—al (1—a()?
En identifiant les coefficients du développement en série entiere, il vient v/ = w’ = 0 et
wa’ = 0, d’ou @’ = 0 puisque par hypothese w # 0. En remplacant dans la premiere
composante, on obtient y{, = 0, et donc l'injectivité de d® en tout point. O

Remarque 1.11  L’ensemble M, des disques réguliers non constants attachés a @ et
centrés en p est soit vide, soit une sous-variété de dimension (réelle) 2n + 1.

Corollaire 1.12 Soit p € C"'. L’ensemble M, des disques réguliers non constants
attachés a QQ et centrés en p est non vide si et seulement si ['une des trois conditions
suivantes est vérifiée :

* A est définie positive et r(p) > 0;

* A est définie négative et r(p) <0;

* A possede deux valeurs propres de signes distincts.
Dans ce cas, Uapplication My > h — h(1) € Q est un difféomorphisme local si et seule-

ment sip ¢ Q.

Preuve
Soit A un disque régulier attaché a @ :

¢ o Aw 1—|—a(+i ot w ¢
1-al  1—JaZl—aC 7O 1—aC

h(¢) = <%‘;Au + 2% Aw
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ouyo € R, v,w € C" a € A. En particulier,

o Aw

_(t
h(0) = ( VAV + = [a?

+ z'yo,v> €Q & 'wAw = 0. (1.10)

Donc h € M, équivaut a

t7
w Aw B
yo = Impy, v = pa, 1—7|a|2 = Repo — tpaApoc-

Par conséquent, I’ensemble M), est non vide si et seulement s’il existe w € C™ \ {0} tel
que WAw = Repg — PaApa, d'ott les trois cas.

Posons g = Repg — PaApa. D’apres la proposition précédente, il suffit de regarder I’ap-
plication

A
{<yo,v,w,a> €R X C" x (C"\{0}) x A/ v = pa, 40 =Impo,1tlﬁ‘;72 2330} LRxC

définie par

Y(v,w,a,90) = (Im(ho(1)), ha(1))
(21m [%Aw] L wAw [1} vt ll—Ua)

l-a 1—|al? 1—r
DaA wA

= (2Im PoAw +2x07wz+lmp0,pa+i .
l1—a 1 —|al l1—a

Sa différentielle en un point (yo, v, w,a) est définie sur I’espace tangent

' Aw + twAw' aa' + aa’
/ / n n _
{(0,0,w,a)eRxC xC'xCx/ = [a2 +x01_|a‘2 —O}
par
o Aw' o Aw 0 w’ wa’
/ / — 2I o 67 / /
B0 00 (0, 0,0, ) < o { 1-a " -a2’ "0 a2 T 00y

Puisque M, est non vide, c’est une sous-variété de dimension (réelle) 2n + 1, donc
dY(yo,0,w,q) €St un isomorphisme sur R x C" si et seulement si elle est injective. Or

tr/ t5 ! = ! =/
w’ Aw+ ' Aw + l,oaa +aa’ _ 0

1—[a[? 1—[a]?
Ay wana) (0,0,0',a) =0 < { Tm [tﬁfj‘;" + ool (ﬁg)Qa’} -0
/

1lia + (1—a)? a'=0
VR e

A _ltiz'z - lia)ﬁ + Oala—T(jg =0
Im((lf‘; sa') =
w' = —1Cilaw

Ad Zo _17/(1 1o T a{{-mg =0
xolm @ ,)2 0.
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En particulier, si g = 0 (c’est-a-dire si p € @), Ay w,a,y0) TV'€St pas injective. Si zg # 0,
le systeme précédent équivaut a

’r_ a’

W= -1 ,w

_a __ __a _

(1-a)* — (1-a)*

0=_.a _ a + aa’+aa’
—  1-a 1—a 1—[a[?

—a)? . .
En remplacant dans la troisieme ligne @’ par %, il vient

a (1-a)? a’ aa aa’ (1 —a)?
O0=-7— 2~ + 5 T 2 2
1—a(l-a) l—a 1-—|a 1—lal?(1-a)
/
= -2 1—a)?
T ap a7
ce qui donne a’ = 0 et donc w’ = 0, et termine la preuve. O

1.3.2 Disques réguliers attachés a une petite perturbation de ()
Méthode

La méthode consiste a utiliser le critere donné par J. Globevnik [24] : étant donnés
une sous-variété E et un disque f attaché a F, et sous 'hypothese que certains entiers
(les indices partiels) dépendant de E et f soient positifs, les disques analytiques proches
de f attachés a une sous-variété proche de E forment une famille & k parametres, ou k est
I'indice de Maslov de E le long de f. Précisons tout cela.

On suppose que la fonction f : JA — CV est de classe C® et 