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1 Introduction

Cette note a pour but d’établir les expressions analytiques utilisées dans le code
BETA [1] pour caractériser le mouvement des particules autour de 'orbite fermée chro-
matique dans un synchrotron. Elle détaille des calculs effectués il y a plus d'une dizaine
d’années mais non publiés alors. Le formalisme utilisé est celui des aberrations au second
ordre développé pour le code TRANSPORT [2]. Il conduit aux expressions de la fonction
dispersion au second ordre, des chromaticités au premier ordre et du « momentum com-
paction »au second ordre en fonction des termes de la matrice de transfert de la maille
au second ordre.

On retrouve ainsi certains résultats connus et publiés antérieurement [3], [4], [5]. De
plus, cette approche permet d’obtenir une expression analytique explicite du momentum
compaction au second ordre.

2 Matrice de transfert pour le mouvement autour
de l'orbite fermée chromatique

Dans les notations du code TRANSPORT, les coordonnées d’une particule (z, 8, z, p, [, §)

par rapport a la trajectoire centrale en un azimut s d’une maille s’expriment en fonc-
tion des coordonnées (xg, 0o, 20, Yo, lo, dg) & l'origine de cette maille sous la forme d’un
développement au second ordre et prenant en compte l'existence d'un plan d’antisymétrie
pour les champs.

z(s) = r11%o + r1260 + 7160 (1)
+t11120% + ti122000 + L1226
+t116200 + t126000 + 16607
+t13320° + t13420@0 + t14400”

0(s) = 210 + 2260 + 1260 (2)
+t21120% + taraTobo + 226’
+t216200 + 226000 + ta660°
+123320% + t23420%0 + t2140”

z(s) = 3320 + T340 (3)
13132020 + t314%0%0 + 3236020
+t3240000 + 336200 + t346000
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o(s) = Ta3%0 + 71400 (4)
4132020 + ta14T0Po + ta236020

+t42490000 + taze200 + taasPo0

Dans ces expressions, les termes r;; et ¢;;, sont des fonctions de la coordonnée lon-
gitudinale s et on a pris en compte le fait que la référence était inscrite dans le plan
horizontal qui est un plan d’antisymétrie pour les champs de guidage et de focalisation.

Considérons maintenant une particule présentant un écart 0 relatif en impulsion par
rapport a la particule de référence et oscillant autour d’une orbite fermée chromatique
x.(s) inscrite elle aussi dans le plan horizontal.

En introduisant les écarts 7,6, %, ,6 caractérisant le mouvement autour de lorbite
fermée x.(s), on peut écrire :

z(s) = xc(s) +x(s), 0O(s)=0.(s)+6(s), 6=06.+9 (5)

11 vient alors :

z(s) = To[rin + 2t111Te0 + t112000 + L1160 (6)
+0o[r12 + t112Te0 + 2t192000 + t1260c]

+0[r16 + t116Zc0 + 12600 + 21660

0(s) =  @olrar + 2ta11%e0 + t2120c0 + t2169c] (7)
+00[r22 + o120 + 2t2220c0 + t2260,]

+0 126 + to16Tc0 + ta260c0 + 22660

Z(s) = Zo[rs3 + t313Tco + ta230c0 + 3360, (8)
+po[rsa + ta14%c0 + t3248c0 + t3460.]

@(s) = Zo[ras + tarzxeo + tazzbeo + tazede) 9)
+Po[ras + taraTeo + tazabeo + taasdc]
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Ici, les quantités x ., 0., 0. caractérisent ’orbite fermée chromatique au premier ordre
a l'origine de la maille et s’écrivent :

Teo = DlO(Sca 900 = Dll(](sc

ou Dy et Dj, sont la fonction dispersion au premier ordre et sa dérivée par rapport
a s a l'origine de la maille.

3 Variation des nombres d’onde et des parameétres
de Twiss en fonction de I’écart relatif 6 en impul-
sion (chromaticité au premier ordre en J)

Les expressions montrent que le mouvement des particules présentant un écart en
impulsion peut-étre décrit, autour de 'orbite fermée chromatique, par une matrice de

transfert dont les termes R;; s’écrivent :

Rij = Rz‘j + ARZ]

ou R;; correspond a la matrice de transfert au premier ordre d'une maille pour le
mouvement autour de la trajectoire de référence et ARij traduit I'influence des termes
du second ordre.
Sachant que les nombres d’onde v,, v, et les fonctions optiques (;, 5., a.., o, peuvent étre
déterminés a partir des termes de la matrice de transfert d'une période dans un synchro-
tron, il est immédiat de déduire leur variation pour le mouvement autour de l'orbite
fermée chromatique.
En effet, en écrivant :

Ri1 + Roy = 2c08p1,9, R334+ Ry = 2cospi (10)

pour le mouvement autour de I'orbite de référence.

R_11 + R_22 = 2605#’:0 = QCOS(MIO + A,ua:)a R_33 + R_44 = QCOSy’z = 2008(:“% + AMZ) (11)

pour le mouvement autour de l'orbite fermée chromatique et :
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NA NA
Ay, = ,ux’ Av, = a (12)
2T 2T
on trouve, apres quelques calculs élémentaires :
N
AVx = —,—[ARH + ARQQ] (13)
AT sin o
N
Al/z = —,—[ARgg + AR44] (14)
AT sin iz
AR 2
Ay = 2 25 Avcotgiig (15)
sinpyo N
AR 2
Aﬁz = — e - _ﬂ-ﬂzOAVzCOtg/JJzO (16)
sinplzo N
Ay = — L [ARy — ARy — 200025 A ] (17)
Oy = Y 11 22 Az0 N VyCOS [0
1 27
Aa, = 2singig [AR33 — ARy — 20&z0NAVzCOS,uz0] (18)

Dans ces expressions, (.0 et p.o sont les avances de phase betatron sur une maille
pour le mouvement autour de la référence, (.0, 520, @20, Xzo SOnt les fonctions optiques
associées a l'origine de la maille et N est le nombre de mailles. Les termes R;; sont les
coefficients de la matrice de transfert de la maille.

Les termes AR;; caractérisent la modification des coefficients de la matrice de transfert
d’une période lorsqu’on décrit le mouvement des particules autour de leur orbite fermée
chromatique. Ils sont donnés par :

ARy + ARys = 6:[D1o(2T111 + Tora) + D'o(Ti12 + 2T202) + Ti16 + Too6) (19)

AR3z3 + ARy = 6c[Di1o(T515 + Tura) + D'o(Ts23 + Thoa) + Ts36 + Tiae) (20)
ARy = 6.[DroT112 + 2D/10T122 + T'i96] (21)
AR3y = 8.[D10T314 + Do T304 + T3] (22)
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ARy = 6.[2D1oTo11 + D/10T221 + Ty (23)
ARy3 = 0.[D10Tu13 + 2D7oTaos + Tase) (24)
ARy — ARyy = 0.[D19(2T111 — To12) + Dllo(TnQ — 2T%99) + Th16 — Toog) (25)

AR33 — ARy = 6c[D1o(T313 — Thra) + D3o(Tsa3 — Tuza) + Ts36 — Thas) (26)

ou les termes Tj;; sont eux aussi représentatifs de la matrice de transfert de la maille
au second ordre.

4 Fonction dispersion au second ordre

Au second ordre, l'orbite fermée chromatique z.(s) et sa pente 6.(s) a origine d’une
maille s’écrivent :
LUC(O) = D105c -+ D2053 (27)

90(0) = Dioéc + D;0562 (28)

Imposer la fermeture de I'orbite sur une période revient a écrire les relations suivantes
ou d. a été remplacé par 0 pour alléger 1’écriture :

D16 + Dyyd* = R11(D106 + D20?) + Ria(D}y0 + Dyd?) + Rigd (29)
+T111 (D106 + D)2 + Th12(D10d + Dogd?) (D40 + Dhyd?)
+T199(D}o0 + D5y0%)? + Ti16( D100 + Dagd?)d
+T126( D40 + Dhyd*)d + Ti660>

D)6 + Dyy6* = Ro1(D106 + D2gd?) + Raa( D)o + Dhyd?) + R (30)
+T511(D100 + D2g0%)? + To12(D108 + D2pd?) (D18 + Dbyd?)
+T592(D'y6 + D§052)2 + To16( D100 + Dopd?)d
+T26( D40 + Dhy6?)d + Thged?
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En résolvant le systeme formé par ces deux équations et en séparant les termes en &
et en 62, il vient :

(1 — Raa)Ri6 + Ri2 R
2(1 - COS,U:L‘O)

(1 — R11)Ra6 + Ra1 Ry
2(1 - COSMZO)

Dy =

(31)

I pa—
DlO_

(32)

1
2(1 — cospao)
+[Ri2To16 + (1 — Ra2)T116) D1o
+[R12T526 + (1 — Raa)Ti26] DYy
+[Ri2To11 + (1 — Raz)Ti11] D3y
)
]

Doy = {R12T366 + (1 — Raa)Ties (33)

+[R12T222 + (1 — R22 T122]D,120
+[R12T212 + (1 - R22)T112 DIODll(]}

1
2(1 — cospxo)
+[Ro1T116 + (1 — Ri1)T216] D1o
+[Ro1T126 + (1 — Ri1)Tao6| DYy
+[Ro1 Th11 + (1 — R11)T211]D%0
)
]

Diyy = {Ro1T166 + (1 — Ri1)Toe6 (34)

+[R21T122 + (1 - Rll T222]D/120
+[Ro1T112 + (1 — Ri1)To12) D10 DYy}

Comme dans le paragraphe précédent, toutes les quantités R;; et T}, représentent la
matrice de transfert d’une maille.
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5 Facteur de compression des moments (momentum

compaction) au second ordre

Connaissant la fonction dispersion au premier et au second ordre a l'origine d’une
maille, il est possible de calculer I'orbite fermée chromatique z.(s) en tout points de

I’accélérateur en posant :

Te(s) = D1(8)6 + Dy(s)6>

0.(s) = D (s)6 + Dj(s)6?

avec :

Dy (s) =ri1Di + 7‘12Dio + 716

Dy(s) = r11Dag + 112Dy + t111 D3y + t112D10 D}
+t199 D + t116D1o + ti26 Dy + tiss

D1 (s) = 191 D19 4 122D + 726

Diy(s) = 191 Dag + 199Dy + ta11 Diy + ta1a D10 D}
+to90 D3 + ta16D1g + taag Do + tass

Ou, ici, les termes 7;; et ¢;;; sont des fonctions de la coordonnée longitudinale s.

(35)

(36)

(37)

(38)

Intéressons-nous maintenant a la différence de longueur [ sur une maille entre une

orbite fermée chromatique (L) et I'orbite de référence (L) .

On a:
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=L —Ly— /O "Ih(s)ze(s) + 2= s (39)

Ou h(s) est la courbure locale de 'orbite de référence.
En introduisant les équations 35 et 36 dans I’équation 39 il vient :

Lo
= / h(THDlo + 7”12D/10 + 7’16)(st (40)
0

Lo r2
+ D%O[htlu + %](52&9
0
Lo r2
+ D%[htug + %]62&9
0
Lo

-+ DloDllo[htHQ —+ 7"217”22](52618
0
Lo

-+ Dlo[htHG -+ 7“217’26]52618
0
Lo

+ D/m[htl% + 7“227’26]52618
0

to 361 o
+ [ht166 + 7](5 ds
0

Lo
+ / [’I“HDQQ + 7’12D/20]52d8
0

Sous forme plus concise, avec les notations TRANSPORT, ces expressions peuvent
s’écrire :

| = [Rs1 D1 + Rs2Dyy + Rsg)d + [Rs1Dao + R Diy) 62 (41)
+[T511 D3y + Tsaa D' + Ts12D10 D’y + Ts16 D10 + Tros D'y + Thes)0”
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Finalement, en introduisant la notion de « momentum compaction », I’équation 41

s’écrit :
[ = Lo(a/15 + 04252)
avec :
]‘ /
o) = L—O[R51D1o + Rso DY + Ry
1
Qo = I [Rs1 D2 + Rsa Doy + T511D%0 + T522D,120
0

+T512D10D7 + Ts516 D10 + Ts26 Do + Tie6)

6 Conclusion

(42)

(43)

Le formalisme des aberrations au second ordre permet de déterminer des expressions
analytiques explicites pour caractériser au premier ou au second ordre en ¢ le comporte-

ment des faisceaux présentant une dispersion en impulsion.

La minimisation des perturbations chromatiques se réduit alors a la minimisation des
termes du second ordre Tj;, qui sont liés entre eux par les conditions de symplecticité.

10
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